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SIMBOLOGIA
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elemento da matriz IA
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= B/BE
eixo menor da elipse
= A/B
or especifico do fluido
~ n
diametro hidrédulico do duto, definido conforme a equa
cdo (2.8).
regido de Liapunov ou reéular do R
funcdo de Green associada ao operador Laplaceano
funcdo de Green associada ao operador bi-harménico
coeficiente de convecc¢do definido conforme a equacéo
(2.4)
elemento do vetor |l
referéncia j da Bibliografia
condutibilidade térmica do fluido
condutibilidade térmica do solido
dimensdo caracteristica da seccdo transversal do duto
usada nas adimensionalizacbes
normal exterior a 9D.
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numero de Nusselt definido conforme a equacdo (2.7)
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fluxo de calor por unidade de comprimento do
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N
taxa de geracdo interna de energia por unidade de vo-
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comprimento dé arco
temperatura adimensional definida conforme a equacéo
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T* - temperatura

T, Tfa - temperatura de mistura definida conforme a equacéo
(2.13 e a correspondente adimensional

T*, - temperatura média no contorno aquecido do duto e a
correspondente adimensional

u - velocidade adimensional do fluido definida conforme
a equacdo (2.12)

u* - velocidade vetorial do fluido

u*,Um - velocida:de média do fluido definida conforme a equa-

¢cdo (3.12) e a correspondente adimensional

X*,y*,z* - coordenadas cartesianas
X,y - coordenadas cartesianas adimensionais
z - par ordenado (Xx,y)

| - matriz identidade

at - difusibilidade térmica do fluido
3D~ - fronteira de

3G - 9G/3n

3g = 3g/3n

9T .= 9T/9nderivada normal de T

9u = 9u/9n, derivada normal de u
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\Y, - operador Lagrangeano ou bi-harmonico
6(z-2'3 - distribui¢c¢do singular "Delta de Dirac"
€ - pertinéncia a conjuntos
y - viscosidade absoluta
p

- massa especifica



RESUMO

O objetivo do presente trabalho é aplicar o método de
equacfOes integrais & transferéncia de calor em escoamento lami-
nar, no interior de dutos com paredes espessas e seccao transver
sal arbitraria.

A formulagcdo do. problema fisico & proposta de forma a
permitir uma utilizagcdo do método em diversas situacdes na enge-
nharia.

A partir das func¢des de Green fundamentais do operador
Laplaceano e bi-harménico, constr6i-se o conjunto de equac¢des in-
tegrais do problema a ser resolvido. Um esquema numérico ¢& apre-
sentado e testado em um problema a valores de contorno composto e
seccionalmente homogéneo, com fluido.escoando em dutos de secc¢dao
transversal eliptica. A influéncia da condutibilidade térmica do
solido na transferencia de calor para a regido de escoamento, é
analisada em funcdo de pardmetros representativos.

Os resultados obtidos em alguns casos limites foram com

parados com valores encontrados na literatura especializada.
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ABSTRACT

The main objective of this work is to apply the integral
equation method to the analysis of laminar heat transfer in thick-
walled ducts with arbitrary cross section.

The formulation of the physical problem is proposed in
order to allow a wide range of utilization of the integral method
in many engineering problems.

A set of integral equations is constructed from the fun-
damental Green's function associated with the Laplace operator and
the bi-harmonic operator. A numerical scheme is shown and tested
in a compound and sectionally homogeneous boundary value problem,
with fluid flowing in ducts of elliptical cross section. The
influence of the thermal conductivity of the solid in the heat
transfer process is analysed in terms of relevant parameters.

Results for some limiting cases were compared with

analytical results from the literature.



1. INTRODUCAO

0 problema da transferéncia de calor em escoamentos.la-
minares por conveccdao forgcada tem sido estudado extensivamente
desde o final do século passado e inumeros sao oOs pesquisadores
que trabalharam nesta &area. Jakob |29] e McAdams |30] fazem uma
revisdo destas investigacdes.

Os primeiros estudos foram feitos considerando-se escoa
mentos em dois tipos de canais: placas planas paralelas e dutos
de sec¢Oes circulares. A analise térmica de escoamentos em sec-
¢des ndo circulares despertou a atencdo dos pesquisadores em
transferéncia de calor e uma das principais motivagbes seria a a-
plicacao destes estudos na anéalise de trocadores de calor para
reatores nucleares.

A transferéncia de calor em secg¢des transversais retan-

gulares foi estudada em 1953 por Clark e Kays. Eles supuseram "es-

coamento laminar e perfil de temperatura plenamente desenvolvido.
Em 1959, Dennis, Mercer e Poots |I9] analisaram o mesmo problema
desta feita considerando o perfil de temperatura ndo desenvolvido.

0 escoamento em dutos com seccdo eliptica foi estudado por Taol3l
que fez a hipotese de perfil de temperatura plenamente desenvolv”®
do. Desde entdo diversos tém sido os trabalhos apresentados nesta
area e os métodos de solucdo tém se aprimorado com o intuito de
se abordar problemas cada vez mais complexos.

Os problemas de transferéncia de calor cujas solugcdes a
naliticas sdo dificeis de serem obtidas, receberam grande impul-
so com o desenvolvimento dos métodos numéricos. Dentre essas téc-

nicas de solugcdo déstaca~se o0 método de solucdo por equagcdes inte

grais, devido ao fato deste método fazer uso de um numero menor
de equac¢des do que os demais métodos existentes. No método inte -
gral, a dimensdo do espaco em questdo é a dimensdo do contorno da

regiao estudada.

0 método de solucdao por equacgdes integrais foi utiliza-
do em' 1964 por SparroW et al |21] na anéalise da transferéncia de
calor por conducdao. Foi estudado o problema inverso onde a tempe-

ratura ¢é prescrita como funcgdo do tempo para pon.tos no interior



do solido com o intuito de se determinar a temperatura e o fluxo
de calor na superficie.

Em 1966, Tolubinskiy |5] utilizou o método integral®na
analise de problemas de transferéncia de calor e massa em regimes
transientes. Deu ao método integral um formalismo matematico rigo
roso.

Em 1968, Crosbie e Viskanta )6| estudaram o problema da
conducdao de calor ndo estacionaria em uma placa sujeita a resfria
mento ou aquecimento, levando em conta os efeitos de conveccéao e
radiacdo. 0 método integral demonstrou ser exato no sentido de
que qualquer grau de precisao pbébde ser obtido e o erro estimado.

Shaw |7] em 1974, estudou a transferéncia de calor nao
estacionéaria em uma regido com geometria em forma de setor de cir
culo, através do método de solucdo por equagbdes integrais. 0 obje
tivo principal do trabalho de Shaw foi apontar as vantagens do me
todo, em relagdo a outros métodos numéricos.

Em 1973 Chang et al |8]| utilizaram as funcdes de Green
fundamentais juntamente com a segunda formula de Green para estu-
dar 0 problema da conduc¢do de calor em meio anisotropicos. 0 meto
do demonstrou ser bastante eficaz quando aplicado a configuracdes
cujo contorno ndo possua cantos agudos. Qs autores apresentaram
também, alguns resultados obtidos com fung¢des de Green incomple-
tas e concluiram que sempre que ela puder ser construida,deve ser
usada em substituicdo a funcdo de Green fundamental. OQOutros traba
lhos 9], 1101 e IllI[foram realizados por Chang et al na aplica-
¢do do método de equacdes integrais a problemas de conducdo de ca
lor.

Em 1978, Gonzalez 12| estudou o problema do esfriamen-
to de pecas cilindricas e prismaéaticas, utilizando o método de e-
quacbes integrais. Apesar do tempo de computacdo ter sido relati-
vamente grande, os resultados obtidos foram bons ja que o proble-
ma envolvia condi¢des de contorno nado-lineares.

Em 1979, Abreu ]13| aplicou o mesmo método a problemas
de transferéncia de calor estacionéario afim de verificar a in-
fluéncia da condutibilidade térmica sobre a transferéncia de ca-
lor por radiacdo entre solidos de geometria arbitrdria. Neste tra

balho foram wutilizadas fun¢gdes de Green completas e incompletas.



obtendo bons resultados.

No mesmo ano. Colle |15] aplicou o método de equacdes
integrais ao estudo hidrodindmico de escoamentos laminares, em du
tos rétilineos com sec¢do transversal de geometria multiplamente
conexa. 0 método demonstrou bastante eficiéncia comparado com ou-
tros métodos numeéricos existentes. A generalizacdo de solug¢gbdes in
tegrais para problemas de transferéncia de calor em regime lami-
nar em dutos de sec¢do transversal de geometria arbitraria & apr£
sentada em |16]|. Baseado neste trabalho existe hoje no Centro Tec
nologico da UFSC um programa computacional que permite uma anali-
se completa da transferéncia de calor em regime laminar, em dutos
de seccao transversal arbitrdria e regides multiplamente ‘cone-
xas . ;

0 método de solucdo por equacdes integrais tem sido uti®
lizado com éxito a diversos problemas na engenharia. 0 objetivo
do presente trabalho é verificar a aplicagdo do método integral
no estudo térmico de escoamentos laminares em dutos de seccédo
transversal arbitraria, com efeitos de condu¢do e convecg¢do combin®
nados. Ao que parece, estes problemas ainda ndo foram analisados
utilizando-se esta técnica de solucéo.

Propbe-se a analise de um problema a valores no contor

no acoplado e seccionalmente homogéneo, conforme a figura 1.1.

AREA transversal
DE ESCOAMENTO

SOLIDO

Figura 1,1

Nesta configuragcdo, um determinado liguido escoa em re
gime laminar no interior dos dutos de sec¢dao transversal elipti-
ca, e deseja-se retirar ou fornecer calor ao fluido em questédo.

A intensidade com que o calor é trocado, dependerd das condutibi-
lidades térmicas do solido e do fluido, bem como da geometria em

estudo. Resta saber como estes parametros influenciam na transfe



réncia de calor.

Em varias situacdes na Engenharia, depara-se com proble
mas semelhantes ao apresentado anteriormente. A seguir, séao mos-

tradas algumas aplicagbes praticas.

- Derretimento de neve

0 uso de serpentinas aquecidas para o derretimento de
neve em cal¢gadas, rodovias, rampas e avenidas, tem sido largamen-
te difundido. Além de evitar a necessidade de se remover constan-
temente 0 excesso de neve depositado, proporciona maior segurancga
no trafego de veiculos e no deslocamento dos pedestres.

Na figura 1.2 €& mostrado como os dutos sdo normalmente

posicionados no interior do concreto em uma instalacdo padréao.

ACABAMENTO

,i=/CONCRETO

o' L
N D ATERRO

Figura 11.2

A profundidade dos dutos é estipulada de acordo com o
calculo estrutural. A profundidade do acabamento normalmente fica
em torno de 10 mm. No caso do acabamento ser asfalto, os dutos de
vem estar mais proximos da superficie. Quando se utiliza outros
m ateriais, a resisténcia térmica a ser vencida deve equivaler a

uma camada de 70 mm de concreto.



-Pistas de patinacéo

Muitos sistemas de distribuicdo do fluxo de refrigeran-
te ao longo da &drea onde se deseja obter uma camada de gelo, tém
sido utilizados. A instalacdo deve ser projetada de maneira a,ga-
rantir uma distribuicdo wuniforme do refrigerante ao longo de toda
a malha de dutos. Bons projetos requerem um sistema de alimenta-
¢do e retorno devidamente balanceados, de maneira que assegurem u
ma baixa velocidade de fluxo. As unidades dimensionadas para ope-
rar com escoamento laminar tém mostrado uma maior eficiéncia. A

figura 1.3 mostra o diagrama esquematico de uma instalacédo.

Figura 1.3

Existem diversos modos de se preparar o solo para rece-
ber a rede de dutos. De uma maneira geral ndo & necessario que se
coloqgue nenhum tipo de isolamento e basta que o subsolo esteja
convenientemente drenado, para se conseguir boa eficiéncia. Na £i

gura 1.4 é mostrado uma disposicao onde o custo é um fator limi-



-Painéis de aquecimento

0 uso de painéis no aquecimento de recintos fechados, e
uma técnica bastante eficiente, e tem sido aplicada em residén-
cias ha cerca de sessenta anos. Por outro lado, a aplicacéo em
larga escala no aquecimento de prédios comerciais s5 foi incremen
tada nos ultimos anos. Geralmente utiliza-se agua previamente a-
quecida, circulando em dutos embutidos no assoalho, paredes ou te
to. Dependendo do projeto, os painéis podem ser usados tanto para
aquecimento como para resfriamento.

Quando os dutos sdo embutidos no teto, a configuragcdo u

tilizada geralmente é uma das seguintes:

ISOLAMENTO
TT SUPORTE DE SUSTENTAGAO

DOS DUTOS

REBOCO

MASSA FINA DO TETO

-ISOLAMENTO

-CONCRETO

'MASSA FINA
00 TETO

Figura 1.5

Embora nao tdo difundida, a instala¢cdo de painéis de a-
quecimento nas paredes, deve ser construida da mesma maneira* que
0os painéis do teto. Para o assoalho os arranjos mais comuns sé&o

os mostrados na figura 1.6.



"REOE

ASSOALHO' DUTOS EMBUTIDOS
A ; ¢ O N C R ETO
isksiL AMEW o
CASCALHO
ATERRO
FUNDAGCAO
AASSOALHO

aterro

Figura 1.6

- Coletores solares planos

0 aproveitamento da energia solar tem se difundido bas-
tante, principalmente devido ao interesse crescente em se tornar
cada vez mais viavel, a utilizacdo de fontes ndo convencionais de
energia.

0 coletor solar padrao, apesar de ja estar bastante co-
mercializado, ainda possui um custo inicial relativamente alto.
Muitas pesquisas tém sido feitas no intuito de se obter novas geo
metrias e novos materiais. Muitas idéias tém sido colocadas em
pratica e inUmeras sdo as patentes registradas.

0 problema basico do coletor solar plano, e a sua eficjn®

éncia. Quanto mais alta a temperatura de operacdo do coletor, me-



nor o rendimento e consequentemente maior a preocupac¢cdo com O iso
lamento, coberturas, tintas seletivas, material empregado na con-
feccdo dos dutos, etc. Desta forma, operando em temperaturas mais
baixas, o coletor pode se tornar bastante simples. Un exemplo é o
coletor feito com uma placa de polipropileno extrudado e mostrado

na figura 1.7.

OuTOS POLIPROPILENO

Figura 1.7

Este coletor dispensa o0 uso de isolamentos térmicos e
qualquer tipo de cobertura, além de ter uma vida U0til bastante
longa. Pode ser usado para aquecimento de piscinas, estufas, ou

para melhorar o rendimento de unidades biodigestoras.

Un estudo detalhado dos sistemas apresentados anterior-
mente, envolve consideragcdes especificas de projeto. Cada situa-
¢cdo deve ser analisada separadamente, levando-se em conta o custo
inicial da instalacdo, a vida U0til dos equipamentos, e uma série
de outros fatores.

Este trabalho fornece dados para que se possa fazer uma
analise qualitativa e quantitativa desta classe de problemas. é
pretensdo do autor, contribuir tanto para 0 estudo da transferén-
cia de calor em escoamentos laminares, como para a aplicacao do
método de solug¢do por equacgcdes integrais a problemas de valores

no contorno compostos.



2. FORMULAGAO GERAL DO PROBLEMA

2.1 - Consideragdes iniciais

Neste capitulo sera apresentada a formulacdao de um pro-
blema de transferéncia de calor em escoamento laminar no interior
de dutos de secg¢do transversal arbitrdria, com paredes sdélidas i-
sotrépicas e homogéneas. A fim de manter a generalidade na formu-

lacdo, a analise serd feita para a geometria mostrada na figura
2.1.

Figura 2.1

No presente trabalho, as regides D%, e Dj serdao con-
sideradas como regifes de Liapunov ou mais restritamente, regides
regulares segundo Kellog (ver Apéndice F). Os contornos de D%, D2
e Dj serdo representados como 3D”, BD™ e 90”7, respectivamente.

Algumas hipd6teses simplificativas devem ser feitas a
fim de facilitar a obten¢cdo da solucdo do problema. Estas hipote

sés sdao normalmente feitas em estudos desta natureza:
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a. Fluido Newtoniano e incompressivel com propriedades fisicas
constantes.

b. Duto retilineo com paredes perfeitamente polidas.

c. Dissipacdo viscosa desprezivel.

d. Perfis de velocidade e temperatura plenamente desenvolvidos.

e. Fluxo de calor por unidade de comprimento do duto, constante.

f. Conducdo axial desprezivel, tanto no solido como no liquido.

g. Regime permanente com escoamento laminar.

A hipdétese "d" implica na existéncia de um perfil de
temperatura invariante com o comprimento do duto. Por convenién-
cia, define-se a temperatura de mistura T”; esta temperatura ca-

racteriza o estado de energia térmica média do fluido:

T u T* dA* (2.1)
A*

Se uma temperatura adimensional é definida em termos da
temperatura de mistura e da temperatura média na parede do du-

to T*, e é invariante na direcdo do escoamento, pode-se escrever:

. T - T*
— =0 2.2
. (2.2)
S b
Diferenciando e rearranjando,
ST 3T* T - T* 3T* 3T*
m = — ) (_vi. (2.3)
3z* az* T* - T* 3z* dz*

Un parametro relevante neste tipo de problema é o coef_i
ciente de troca de calor "h", que pode ser definido usando a tem-

peratura de mistura T*:
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h = (2.4)
T * - T *
s
q* - fluxo de calor por unidade de tempo e comprimento do duto.

Convém notar que "h” é essencialmente uma propriedade
fluidodinamica do escoamento ao passo que a diferenca de tempera-
tura é& uma quantidade termodindmica.

- Para pontos afastados da regido de entrada do duto, o
coeficiente de troca de calor "h" € considerado constante. De a-

cordo com a hipétese "e" e a équacdo (2.4), tem-se

T* - T* = constante
S b
da qual
9T*
s
az* dz*

Substituindo na equacdo (2.3),

aT*

9z* 9z oz"

= constante (2.5)

Aplicando o principio da conserva¢cdo da energia a um vo
lume de controle diferencial de um duto circular, verifica-se que

9T*/9.z* de fato é constante:

' . A QTB
p u* A* c/T' -H-p u* A*c,(T — dz*)
N\
1 lm 9%

(P R*
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*
P*
- q = const. (2.6)
9z* p u* A* ¢
R* - raio do duto
P* - perimetro aquecido do duto
A* - area da sec¢do transversal do duto
De acordo com a hipdtese todo calor que incidir na

superficie externa da regido solida da figura 2.1, contorno 303,
sera transmitido ao fluido. Desta forma um perfil de temperatura
invariante no liquido conforme indicado na equacdao (2.5), garante
um perfil de temperatura invariante nas regides sodOlidas.

Para as aplicagcbes técnicas e conveniente que 0s resul-
tados sejam apresentados em termos do numero de Nusselt, que €& de

finido de maneira convencional como sendo

Nu = -—--- (2.7)

onde. "D™" & o diametro hidraulico:

D* = 4 (é4rea da seccdo transversal de escoamento” 2 9)

n perimetro molhado

0 nimero de Nusselt pode ser fisicamente interpretado
como a relacdo entré 0 gradiente de temperatura no fluido imedia-
tamente em contato com a superficie e a diferengca de .temperatura
(T* - T~) por unidade de comprimento do duto.

Obviamente as consideragcfes feitas Ilimitam a amplitude
de aplicagcdao da solucdao do problema. No entanto quanto mais com-
plexa for a formulagcdo proposta, maiores dificuldades apareceréao
quando da aplicagdo do método. Um compromisso deve existir, e es-
te compromisso justifica as hipdoteses assumidas. Um método & me-
lhor que outro na medida em que ele resolve problemas mais com-

plexos de uma maneira mais simples.
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2.2 - Equacdo diferencial do movimento

Antes de se analisar o problema térmico, é necessario
que se resolva a equacdao de Navier-Stokes, a fim de se determinar
a distribuicdo de velocidade, na regido de escoamento.

A equacdo de Navier-Stokes para fluidos Newtonianos com
viscosidade e densidade constante, em coordenadas cartesianas, e
considerando o escoamento unidimensional em regime permanente,

tem a seguinte forma:

1 (2.9)
y dz* 3X*N -

Adotando L* como uma dimensdo caracteristica da secc¢ao

transversal do duto, a seguinte adimensionaliza¢cdo pode ser feita:

X = x*/L* (2.10)

y =y*/L* (211)

1z*

A equacdo do movimento se reduz a,

VAu = -1 (2.13)

A fim de se resolver o problema hidrodindmico, basta a-

nalisar o seguinte problema a valores no contorno:

VAU = -1 em 02 (2.14)

ulgDA =0 (2.15)
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onde 9D2 & o contorno da regido de escoamento D2 que, como foi di®
to, serda considerada uma regido de Liapunov. 0 contorno 9p2 pode

ser considerado como a unido disjunta de curvas fechadas:

Figura 2.2

9u2 = 9U21 My ousx  Woy+1

onde N é o numero de contornos

interiores a D.

A equacdo (2.14) é uma equacdo de Poisson ou seja, um
caso especial de uma equacdo diferencial parcial linear de segun-

da ordem do tipo eliptico.
2.3 - Equacdo diferencial da temperatura
A equacdo da energia para fluidos Newtonianos, com ViE

cosidade, densidade e condutibilidade térmica constantes, expres-

sa em coordenadas cartesianas, tem a seguinte forma:

hdur i)y = kp [T H
ot 9x' 9y’ 9z* OX*AN gy*n 9z*
2y [(M)2 . (AM)2 . ,ix1) 2,
. 9x* oy* 9z* oy* 9x*

(2.16)
3z" 9xA 9zn 9y
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Para escoamento unidimensional, regime permanente e con
siderando a dissipac¢cdo viscosa desprezivel, a equacdo anterior se

reduz ao que se segue:

p c u*x A = kE VAT* (2.17)
N 82*

Usando a definicdo dé Velocidade e coordenadas adimen-
sionais dadas em (2.10), (2.11) e (2.12), e a seguinte adimensio-

nali.za¢cao para a temperatura,

T* Yy
(2.18)
dz* 9z*
atE = kf/pCp (2.19)
a equacdo (2.17) adquire a seguinte forma,
VAT = -u (2.20)

A equacdo (2.20), do mesmo modo que a equacdo (2.14), é
uma equacdo de Poisson.
N Fazendo-se uso da equacdao (2.13), a equacao (2.20) se

torna uma equac¢do bi-harmdnica da forma

vaT =1 (2.21)

Para o caso da regido solida da figura 2.1, a equacgao

(2.20) se resume na seguinte equacdo de Laplace,

vaT = 0 (2.22)

Dependendo das condi¢cbes de contorno aplicadas a equa-

¢do acima, pode-se ter um problema de Dirichlet, de Neumann ou de
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cardte.r misto (ver Apéndice A) .
No caso da regido possuir geracao interna de calor,
deve-s.e introduzir mais um termo na equacdo diferencial da tempe-

ratura, que passara a ser escrita na seguinte forma:

VAT = - — (2.23)

onde g representa a taxa de geracdo interna de energia por unida-
de de volume.,0 termo k~/k£ apareceu na equacdao (2.23) devido ao
fato da adimensionalizacdo ser feita em fun¢do da condutibilidade
térmica do fluido, conforme indicado na equacdo (2.18).

Convém lembrar que, bem como a regido de escoamento, as
regibes solidas serdo consideradas regides de Liapunov.

A solucdo do problema proposto na figura 2.1, pode en-
tdo ser obtida pela resolu¢gdo do seguinte conjunto de equacgbes d~»

ferenciais:

VAu(z) = -1; z € D2 (2.24)

VAT(z) = 0; z G "3 (2.25)

vinT(z) = 1; 26 (2.26)

VAT(z) -——— 9 ~ z 6 D, (2.27)
onde z doravante representara o par (x,y) R~

As condi¢des de contorno a serem incluidas nas equacdes
anteriores, dependem do problema fisico a ser analisado e podem

ser de diversos tipos como serd visto no capitulo 3.
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3. SOLUGCAO DO PROBLEMA PELO METODO INTEGRAL

3.1 - Método integral

0 método de solugcdo por equagcbdes integrais consiste

transformar as equac¢des diferenciais parciais que regem o proble-

ma, em equacdes integrais. Para se obter explicitamente as solu-
¢c0es destes problemas a valores de contorno, é necessario que se
faca uso de alguns teoremas, identidades,e das solu¢gbes fundamen-

tais associadas aos operadores Laplaceano e bi-harmdnico.

Teorema da Divergéncia

vV . F dA = F . n ds (3.1)
D
onde Dé& uma regido normal (Ref. |31] pag. 85) do R”™, F e um cam-
po vetorial continuamente diferenciavel, h é o vetor unitario nor

mal a 3D, dA é o elemento de area e ds é o elemento de arco.

Segundo Teorema de Green

(u Vv -V Vdu) dA = ds (3.2)
3n 3n

onde u e V tém derivadas parciais de segunda ordem continuas em D

e 3u/9n bem como 9v/9n sado suas derivadas normais.

Identidade de Rayleigh-Green

@ v™ir - 1 vr)yda = - ds +
9n 3n “
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ds (3.3)

3 " 3n
onde () e tém derivadas parciais de quarta ordem continuas em D.
A funcdo de Green fundamental, associada ao operador de

Laplace, & a solucdo da seguinte equacdo diferencial parcial:

-vrg = O(z - z) z e z' e R (3.4)
onde 6(z - z') € a distribuicdo singular |33]|] "Delta de Dirac",
(ver Apéndice B).

A funcdo de Green pode ser entendida fisicamente como
sendo uma fonte Unica e unitaria, situada no ponto z', e gerando

um potencial Newtoniano no ponto =z.
A solu¢cdo fundamental associada ao operador bi-harméni-

co, satisfaz a seguinte equacdo diferencial parcial:

-VAG =06(z-2z2") zez'eRN" (3.5)

3.2 - Equacdo integral do movimento

Como ja foi visto, o problema hidrodindmico a ser resol®

vido, é& caracterizado por:

Vu = -1 (2.14)

u =0 (2.15)

Multiplicando a equacdo (2.14) por g, a equacédo (3.4)

pdbr u e somando ambas, vem:

g VAu - uv”rg =u 6(z - z°) - g (3.6)
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Integrando a equac¢do (3.6) ao longo da regiao e apli

carido 0 segundo teorema de Green (3.2),

[ (9 mu in) ds = u 6(z - z’) dA - g dA (3.7)
op» on D D,
onde
D2 - regido de escoamento
'"9D~ - contorno de Do

Aplicando a propriedade (B.3) da funcdo Delta de Dirac,
e observando a condi¢cdo de contorno (2.15), a equacao (3.5) adqu”

re a seguinte forma:

u(z') = g(z,z") dA(z) + g(z,z") ~ (z) ds(z) (3.8)

3n
D.Q 392

Usando a simetria da func¢do g(z,z') e trocando z por z'

)

u(z) = g(z,z*) dA(z') + g(z,z') 3u(z') ds(z") (3.9)

Por simplicidade, a derivada normal da velocidade dora
vante passara a ser denotada por 3u. Conhecendo a derivada normal
da velocidade no contorno pode-se determinar a velocidade em
qualquer ponto da regido pela equacdo (3.9). Como 3u normal-
mente ndo & conhecida, necessita-se determinar uma equacdo para z
em 9D2* A fim de se contornar as singularidades que surgem quando
z = z', o ponto z deVe ser isolado de D2 através de um semi-circu
lo. Aplicando as propriedades (B.4)-(B.5) na equacao (3.9) para

um ponto sobre o contorno 9p2» obtém-se:
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g(z,z') dA(z') + g(z,z') 3u(z’) ds(z') =0 (3.10)
2 3D,
z € 3D2
A equacdo (3.8) & uma equacdo integral de Fredholm de

primeira espécie que tem a derivada normal 3u como funcdo incogni”®
ta. 0 problema da velocidade pode entdo ser completamente resdlv”
do através do sistema de equacdes integrais formado pelas equa-
¢des (3.9) e (3.10).

Como a funcdo de Green fundamental ndo admite solucdao
para todas as classes de contorno jlISj, é conveniente que se insi.
ra nas equacgcdes integrais (3.9) e (3.10)a condicdo de consistén-

cia do problema (2.14)-(2.15);

3u ds = Vu dA = -A(D2) (3.11)
3D, D,

A velocidade média no duto é um parametro de interesse
na resolu¢cao do problema da temperatura. De posse da distribuicédo
de velocidade, pode-se determinar a velocidade média, definida

conforme a equacgao

u(z) dA(z) (3.12)
ACD™)

Em |I5j é apresentado uma expressdo analitica para o
calculo da velocidade média efetuando-se as integrais ao longo
dos contornos (ver Apéndice C).

Com base em |15] , a integral da funcdo, de Green ao lon-
go da &area da regiao D2, também pode ser reduzida a uma integral
de contorno (ver Apéndice B). Deste modo a solugcdo hidrodinamica
do escoamento laminar obtida através das equacdes (3.9) e (3.10),
passa a depender somente da geometria dos contornos da regido em
estudo.

Usando a equac¢do (B.18) bem como a equacdao (3.11), a e-
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quacdo (3.10) pode ser escrita como se segue:

g(z,z') a(z,z') ds(z’) +

3D,
g(z,z') - 1/4tJ9u(z') ds(z') = 0; z e z'£ 9D, (3.13)
3D2
onde a(z,z’')=(z'-z).n"'

Da mesma forma, a equac¢do (3.9) que fornece a distribui”®
¢cdo de velocidade ao longo da regidao, expressa em termos de inte-

grais de linha, adquire a seguinte forma:

u(z) = g(z,z') a(z,z') ds(z') +

2 3p,

;9(z,z’) - 1/4w]3u(z') ds(z'); ze D2 (3.14)
3D,

- Equacao integral da temperatura

No problema proposto (Figura 2.1) a temperatura deve
ser determinada tanto no solido como no fluido. J& que as equa-
¢cbes diferenciais s8o diferentes, o0s problemas serdo abordados se

paradamente.

3.3.1 - Equacdo de Laplace

No solido o problema de temperatura consiste em resol-

ver a equacao:
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VAT = 0 (2.22)

Usando o mesmo procedimento adotado na soluc¢cao do pro-

blema da velocidade, pode-se chegar na seguinte equacéo:

T(z) = g(z,z') 8T(z') - T(z') 3g(z,z’)] ds(z") (3.-15)
3Di 3
N £ *1,3
3 - regides solidas e
3D 2 - contorno de ~

A derivada normal da temperatura, bem como a derivada
normal da funcdo de Green fundamental, doravante serdo escritas
como 3T e 3g, respectivamente.

Se o0s valores das temperaturas e suas derivadas nos con
tornos forem conhecidas, pode-se determinar a temperatura em qual®
quer ponto da regido solida fazendo-se uso da equac¢do (3.15). Pro
blemas de transferéncia de calor desta natureza, onde se conhece
todos os valores das variaveis no contorno e deseja-se obter uma
propriedade no interior da regido em estudo, sdao denominados pro-
blemas diretos. De outra forma, existem situa¢des fisicas onde
sdo conhecidos alguns valores das variaveis no contorno, e deseja
se determinar os valores desconhecidos; estes problemas sdo deno-
minados problemas inversos.

Nos problemas inversos €é necessario que se determine e-
quacbdes integrais para pontos no contorno. Contornando as singula
ridades que surgem quando z = z' e aplicando as propriedades
da funcdo de Green, do mesmo modo como foi feito no problema da

velocidade, c¢chega-se & equacdo:

- T(z) = g(z,z') 3T(z') - T(z') 39g(z,z’))] ds(z’) (3.16)

z € 3D,"3
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De posse das equacbes (3.15) e (3.16), bem como das con
dicbes de contorno advindas do problema fisico, determina-se a
distribuicdo de temperatura na regido. Para cada regido deve-se
construir uma equacdo do tipo (3.15). No caso da regido ser mul_
tiplamente conexa, cada contorno terd8 uma equacdo semelhante & e-

quacao (3.16).

3.3.2 - Equacao de Poisson

Havendo geracdo interna de calor na regido solida D",pa
ra se determinar a distribui¢cdo de temperatura deve-se resolver

a seguinte equacdo diferencial:

VAT = - (2.23)
ks/kf

Procedendo de maneira semelhante &4 adotada na obtencéo
das equac¢cdes integrais calculadas anteriormente para os problemas

hidrodindmico e térmico, constroi-se a seguinte equacéo:

g(z,z") —X — dA(zvV) + g(z,z') aT(z') +
Dl ks/Nf 3D-
- T(z') 8g(z,z")] ds(z") (3.17)
Contornando as singularidades que surgem quando z = z°',
e aplicando as propriedades da funcdo de Green fundamental e de

sua derivada normal, pode-se obter uma equacdo integral para pon-

tos situados no contorno da regido 30M™

- T(z) = g(z ,z") —9—_dA(z") + g(z,z? 3T(z") +
2 D- ins/kf 3D,
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N T(z'") 3g(z,z')] ds(z'") z e 3D, (3.18)

N&do havendo a fonte interna q, as equacdes (3.17) e

(3.18) se reduzem as equacgdes (3.15) e (3.16). Se a geracao de ca

lor for constante ao longo da area D™ pode-se calcular a inte -
gral da funcdo de Green na regido, por meio de uma integracéo ao
longo dé contorno 90OY™ (ver Apéndice B) . N

Fazendo a reducdo das integrais de area que aparecem
na;s equac¢bes (3.17) e (3.18) a integrais de contorno, obtém-se

as seguintes equacdes:

[g(z,z') + 1/4«] a(z,z') ds(z') +

2 k~/kf 9D,
[g(z,z') 9T(z’) - T(z’) 9g(z.,z')] ds(z") G -19)
9D,
z € D
1 T(z) = — 33— g(z,z') + 1/4w] a(z,z’') ds(z') +
2 2 k /KE D.
[g(z,z’) 9T(z’) - i(z’) 3g(z,z’)] ds(z=>) (3.20)
3D,
z e 9D.
3.3.3 - Equacadao Bi-harmdnica

Na regido ocupada pelo fluido, o problema térmico a ser

resolvido é governado pela equacao

VT =1 (2.21)
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Multiplicando a equac¢do (2.21) por G, a equacao (3.5)

por T e somando ambas, resulta:

GVT - TVG=G+T 6(z - z) (3.21)

Integrando a equacdo (3.21) ao longo da regiado e a-

plicando a identidade de Rayleigh-Green (3.3), resulta em

G dA + T 6(z - z') dA = - [T ~ (VAG) - VAG ds +
9n 9n
D D m 9D
(3.22)
oD, 3n on
D2 - regido de escoamento

9p2 contorno de D2

A exemplo de 1161, G(z,z’) é escolhida de forma a sati_s

fazer a seguinte equacdo de Poisson:

Vv~rG(z,z') =g9g(z,z’) (3.23)
A intencdo principal quando se utiliza a equacao (3,23), & fazer
com que as equacdes integrais do problema harménico e bi-rharméni-
cO tenham ndcleos idénticos.

Lembrando que

VT = -u (2.20)

e aplicando a propriedade (B.3) da funcdo Delta de Dirac, a equa

¢ao (3.22) adquire a seguinte forma:
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G(2,z') dA(z) + T(z') = [g(z,z') 9T(z') +
D, 9D,

- T(z') Y9g(z,z’)] ds(z) - G(z,z’) 9u(z") (3.24)
3D-

Usando a simetria das func¢cdes g(z,z') e G(z,z'), e tro-

cando z por z°',

T(z) = - G.(z,z') dA(z') - G(z,z’) 9u(z') ds(z') +

[9(z,z")9T(z’) - T(z') 99(z,z’)] ds(z'") (3.25)

9D,
z € D,

Conhecidas as condi¢des de contorno T(z'), 9T(z’) e
Qu(z'), pode-se determinar a temperatura em qualquer ponto da re-
gido de escoamento D2e

Para pontos no contorno, avaliando-se as singularidades
quando z = z', e aplicando-se as propriedades (B.5)-(B.7), a equa

cadd (3.25) resulta em,

- T(z) = G(z,z’) dA(z’) - G(z,z"') 9u(z') ds(z') +
2 D- 9D
[g(z,z’) 9T(z') - T(z’') 9g(z,z’)] ds(z") (3.26)
9D,
z e 9D2
Para a solucdo de problemas diretos, basta utilizar a

equacdo (3.25) e as condi¢gcdes de contorno do problema fisico. No
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caso de problemas inversos, a solucdo é obtida através da resolu-
¢do do sistema de equacbdes integrais formado por equacgdes do tipo
(3.25) e (3.26). Em regidbes multiplamente conexas, deve-se cons-
triiir para cada contorno uma equacdo da forma da equacdo (3.26).

A exemplo das equacgdes (3.19) e (3.20), é possivel redu
zir as equagcbes (3.25) e (3.26) a equagbOes integrais sob o contor
n6 922, fazendo com que o problema térmico passe a ter uma unica
dimensdo. Utilizando o mesmo procedimento apresentado em |16]|(ver
Apéndice B), deve-se substituir nas equac¢des (3.25) e (3.26) a e-

quacdo (B.29), obtendo:

T(z) = - (z,z') + 5/8Trla(z,z") lz - z'| ds(z') +
16
J(z,z7) 3u(z®) ds(zY + [g(z.z")
9D- 9p2
3g(z.2")"ds (z" z €D (3.27)
~ T(z) = [9(z,z') + 5/8w a(z,: 1z - z*
16
3D,

G(z,z’) 3u(z') ds(z') +

3D, 3D2

- T(z') 39(z,z")] ds(z-) (3.28)

Foi visto que a distribuicdo de velocidade na regidao do
escoamento, pode ser calculada através de equacdes integrais que

sdo fungbes somente da geometria do duto. Nas equacgcbes integrais
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da temperatura é necessario que se conheca determinadas condic¢cdes
de contorno. Estas condi¢cbes de contorno podem ser basicamente de

dois tipos:

1. i = T~(z) - temperatura prescrita

2. - fluxo prescrito

A prescricdo do fluxo de calor ndo pode ser arbitraria,
uma vez que a condicdo de consisténcia deve ser satisfeita. Apli-

cando 0 teorema da divergéncia ao campo vetorial VT, tem-se:

(VT) dA =
i 3D,
de outra forma,
VAT dA = 3T ds
Di 3D,
3T ds = -u (D) A(D) (3.29)
3D,

Na anélise do problema hidrodindmico, foi observado que
a funcdo de Green fundamental ndo admite solucdo para todas :. as
classes de contorno. Deve-se entdo inserir nas equacdes integrais
(3.25) e (3.26), a condi¢cdo de consisténcia do problema, ou seja,

a equacao (3.29).
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Conforme foi mostrado neste capitulo, o problema a valo
res de contorno composto apresentado na figura 2.1, pode ser com-
pletamente solucionado por intermedio de equag¢des integrais. Na
obtencdo da solucdo de problemas de transferéncia de calor utili-
zando-se o0 método de equacgdes integrais, podem ser utilizadas na
construcdo das equacgcbes, funcgbes de Green incompletas. Embora a
formulagdo final se torne mais simples, é necessario que se deter
mine uma funcdo de Green particular para cada geometria. Para de-
terminadas regibes a obtencdo destas fun¢des pode se constituir
em um problema a parte. Ja que no presente trabalho as regides
sdo arbitrarias, €& conveniente que se use somente a funcdao de

Green fundamental.
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4. SOLUCAO NUMERICA DAS EQUACOES INTEGRAIS

4.1 - Divisdo do contorno
Na solugcdo numérica de um problema de equacgdes inte-
grais, os contornos das regifes em estudo devem ser divididos em

segmentos de arco. Para cada segmento de arco deyerd existir um
ponto nodal sobre o qual sera aplicada uma equacdo integral. A
£im de se avaliar as integrais em torno de cada ponto nodal, € ne
cessario que os segmentos de arco sejam divididos em curvas sua-
ves o0 pelo menos suaves por partes. Os pontos resultantes desta

subdivisdo do contorno serdo denominados pontos sub-nodais. A

gura 4.1 ilustra esta divisédo.
Na escolha dos pontos sub-nodais é importante que se
inclua todos os cantos de cada contorno 3D- bem como todos 0s

pontos onde ocorre mudancas nas condi¢cbes de contorno. Desta for-
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ma garante-se que cada sub-intervalo da fronteira seja suave e
que a normal seja bem definida em cada ponto nodal. Neste traba-
Iho sera assumido que os pontos nodais, bem como os sub-nodais,
serdo numerados de forma crescente no sentido positivo de inte-
gracao, ou seja, ao se caminhar sobre a fronteira, a regido

sempre estard do lado esquerdo.

4.2 - Aproximacdo das integrais

Tanto no problema hidrodindmico comd no problema termj®
CO, as integrais que aparecem nas equac¢des, sdo da seguinte for-

ma:

K(z,z') f(z’) ds(z'") (4.1)
9D,

onde a funcdo K(z,z') & um nucleo conhecido. Mais precisamente,
K(z*z') serda a solugdo fundamental do operador Laplaceano, a de-
rivada da func¢cdo de Green fundamental ou a solug¢do fundamental
do operador bi-harménico.

A fungdo f(z') que aparece no integrando da equacgéo
(4.1) €& normalmente desconhecida. Esta func¢do sera o valor nos
contornos das incognitas do problema: derivada normal da veloci”®
dade, temperatura e derivada normal da temperatura (fluxo de ca-
lor)

JA& que o contorno foi dividido em intervalos suaves,po

de-se aproximar a func¢do f(z'), z' £ 3D pela funcdo degrau,

f(z’) = fj z’ C As. (4.2)

onde N~ & o numero de pontos nodais no contorno 3D”, e f~ & uma
constante no intervalo ASj.

Usando a aproximagdo indicada pela equacdo (4.2), a in
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tegral (4.1) pode ser avaliada por:

<I>(z) = K(z,z’) f(z') dsCz") (4.3)
3D

JA& que £(z') é constante no intervalo Asj, resulta que:

K(z,z")" ds(z") (4.4)
AS.

0 desenvolvimento anterior nada mais é do que uma ap
cacdo modificada do teorema da media.
Para cada ponto nodal deve-se construir uma equacdo da

forma da equacdo (4.4). Os coeficientes

K(z,z') ds(z’)
AS.

normalmente sdo calculados numericamente, usando-se a subdivisgo

do intervalo em pontos sub-nodais.

4y3 - Discretizacao da equacdo integral da velocidade

A equacdo integral que fornece a distribui¢cdao de velocj®
dade em pontos no interior da regido de escoamento ja foi determjn

nada:

g(z,z') a(z,z') ds(z') +

3D,

9(z,z") - —1] 3u(z") ds(z"); z €0D2 (3.14)

4

3D,
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Na utilizacdao da equacdo (3. 14), é necessari© g-ue se co
nheca os valores que a derivada normal da velocidade assume ao

longo do contorno de DZ2. Deve-se entdo, resolver a equacdo (3.13):

g(z,z') a(z.,z') ds(z') +

9U2

[g(z,z') -——~1 9u(z') ds(z’) = 0; z e z' € 9D, (3.13)

4T
9Do

Aproximando 8u por uma fun¢cdo degrau 9u como foi descri®

to anteriormente, e de acordo com (4.4), resulta:

g(z,z') a(z,z') ds(z’) +

9D,
+ Z Qu(z.) g(z,z'")——m ds(z') =0 (4.5)
ji=1 J 4it
AS.
A equacdo integral (4.5) deve ser resolvida pelo método
da colocacdo |36]. Tal método consiste em aplicar a equacdo a ca-
da ponto nodal Zj, impondo-se giae as condi¢cdes de contorno sejam

satisfeitas pontualmente. Consequentemente a equacdo (4.5) adqui-

re a seguinte forma:

A(z,) + 9u(z.) B,. =0; z. e 9D2 C'4.6)

onde

g(zn,z") a(z,,z") ds(z") (4.7)
aD,
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9(z",z") - —1 ds(z") (4.8)

A funcdo de Green fundamental g(z,z'), estd definida no
Apéndice B, equacgéo (B.8). Os elementos A(z"™) e » sdo calcula-
dos numericamente.

Como z e z' estdo sobre o mesmo contorno, surgirdo sin-
gularidades quando i - j. A fim de contornar estas singularidades
€, necessario que se faca uma integracdo analitica na vizinhanca
dos polos (ver Apéndice C).

A equacdo (4.6) pode ser escrita na forma matricial co-

mo é apresentado a segqguir:

A B 9u =0 “ .9)

Desta forma, a equacdo integral original foi aproximada
por um sistema de equacOes algébricas lineares, que deve ser re -
solvido simultaneamente para que se obtenha a distribuicdo da de-
rivada normal da velocidade no contorno. O numero de equacdOes bem
como o numero de incdgnitas, serda igual ao numero de pontos no-
dais existentes no contorno da regido.

De posse das derivadas normais da velocidade no contor-
no, pode-sé calcular a velocidade em pontos no interior da regido

de escoamento, discretizando-se a equag¢do integral (3.14):

u(zi) g(z~,z’) a(z.,z') ds(z")
3D,

(z. ,z"') - ds(z') ; (4.10)
AS.
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4.4 - Discretizacao das equac¢bes integrais da temperatura

Para se determinar a distribuicdo de temperatura no in-
terior de uma dada regido fazendo-se uso do método integral, de-
ve-Se obter primeiramente as distribuicdes de temperatura e flu -

Xxos, de calor nos contornos.

4. 4.1 - Regido solida

No caso da regido solida a equacdo integral a resolver

é a seguinte;

g(z,z’) 3T(z’) - T(z') 39g(z,z’)] ds(z’) (3.16)

3D1,3

z € 3D™M3

A equacdo anterior vale tanto para o contorno de Dj® co
mo para o contorno de D”. Convém lembrar que no caso da regiédo
possuir varios contornos, para cada contorno deve-se construir u-
ma equac¢do da forma da equacdo (3.16).

Aplicando o teorema da média do mesmo modo como foi fe”
to na equacdo integral da velocidade, pode-se aproximar a equacao

(3.16) pela expressdo dada a seguir:

~1,3
1 T(z) = 7 3T7(z ) g(z,z') ds(z') +
2 i=1 n
.S.
~1,3
'AI T(zJJ 39(z,z') ds(z’) (4.11)
J:
AS.
onde N» 2 ® ° namero de pontos na fronteira 3D ou na fronteira

303.

Utilizando o método da colocacdo, obtém-se a partir da
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equacéao .(4.11), a seguinte equacao para a temperatura nos pontos

do contorno:

N
- T(z.) 3T(z.) ¢c.. - I"" T(z~) Dj.; z. e e
2 N
...(4.12)
onde,
g(zjn,z’) ds(z’) (4.13)
AS.
D. . = 39(z,,z") ds(z") (4.14)
13
As-
Os coeficientes e , sao calculados numericamente,
atentando-se para as singularidades que ocorrem quando i = j . Ca-
da regidao sb5lida terda um conjunto de equacdes algébricas lineares

da forma da equacdo (4.12), e o nidmero destas equac¢cbes dependera

do niaméro de pontos nodais na fronteira da regido.

Escrevendo a equacdo (4.12) em forma m atricial, resul-
ta:
(1/2 D) ITi_3] - |C
Na equacdo anterior a matriz |I|] é a matriz identidade, |T]|] e

3T| sdo as matrizes coluna da temperatura e do fluxo de calor
nos pontos nodais do contorno 3Dy IC] e ]D| sdo as matrizes
quadradas dos elementos C,j e respectivamente.

Para que o sistema de equacbBes apresentado em (4,15)
possa ser resolvido, é necessario que se conheca os valores das
temperaturas ou dos fluxos de calor nas fronteiras das regides.EN
tes valores sdo prescritos pelas condi¢cbes de contorno do proble-
ma.

De posse das distribuicbes de temperatura e fluxo de ca
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lor nos contornos, a temperatura em qualquer ponto da regido soli®

da pode ser determinada por intermédio da equacdao (3.15):

T(z) = [g(z,z") 8T(z‘) - T(z’) 99(z,z')] ds(z’) (3.15)

1,3

Esta equacao depois de discretizada, adquire a seguinte

forma :
AV ~1.3°
T(z.) = ¢~ 9T(z .) g(z~,z') ds(z') +
1 ji=1 J As
3
Nis
E T(z.) 9g(z~,z') ds(z") (4.17)

-1 AS.

Havendo geracdo interna de calor na regido,solida Dj® e

supondo esta geragcdo constante ao longo de toda a &area, a equacgéao

integral da temperatura em pontos no contorno passa a ser a se-
guinte:
- T(z) = — 3-—- g(z,z') + 1/4w] a(z,z') ds(z’)
2k /kf 9D
1
g(z,z') 9T(z') - T(z') Y9g(z,z")] ds(z’) (3.20)
9D-
z € 9D

biscretizando a equacdo (3.20), e aplicando o método da

colocacdo, resulta em;



38

N- N
1 ? _
i T(z.) =E(z.)+ Z 9T(z,)F--~ Z T(z,)G.. 4.18
2 ) ( ) =1 J 13 j=1 J 13 ( )
e Zj e 9D,
onde
E(Zi) = 0(z,,z? + 1/4w]a(z, ,z") ds(z") (4.19)
2k3/kf 9D-
F-13- = 9(z,,z7 ds(z") (4.20)
G. . = (z,,z") ds(z") (4.21)
13 9n
AS?;

Como a Unica diferenca existente entre as equacdes
(4.12) e a equacdo (4.18) e o termo referente & geracdo interna
de calor E(z.), todas as observacbes ja feitas para aquela equa-
¢cdo valem também para esta.

Apresentando a equacdo (4.18) em forma matricial, tem-
se a seguinte equacdo:

(72 111 + 16 7.1 - IFl 19T, = [E (4.22)

A fim de calcular a temperatura em pontos no interior
da regido D,, basta fazer uso da equacdo (3.19) na forma discreti”®
zada, ou seja:

T(z.) = 9(z,,z") + 1/4w] a(z,,z") ds(z? +
n 2k /7k” 9D-
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+ Z aT(z.) g(z~,z') ds(z’) +
=1 ’ AS.
lll\l
E T(z.) 9g(zn,z') ds(z") (4.23)
3=1 J AS.
z. e D~ z. e 8D™
4.4,2 - Regido de escoamento

Para se determinar os valores da temperatura e do fluxo
de calor no contorno da regidao de escoamento, deve-se usar a equa

¢do integral (3.2 8):

T(z) = - g(z,z’) + 5/8«] a(z,z'") lz - z'|™ ds(z")
16 3D.
G(z,z') 3u(z') ds(z') + g(z,z') 3T(z’) +
3D, 3D,
+ T(z') 39g(z,z')] ds(z") z G 3D- (3.28)

Conforme foi oObservdado no capitulo 3, para que a equa-
¢cdo integral anterior possa ser resolvida para todas as classes
de contorno de regides regulares segundo Kellog, deve-se inserir
a condicdao de consisténcia do problema fisico, pu seja, a equa-
cdo (3.29). Deste modo a equacdo (3.28) passa a ser escrita da se

guinte forma:
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1 T(z) = ;9(z,z") + 5/81] a(z,z") |z - z°[ ds(z")

G(z,z") 9u(z")ds(z") +

8D,
[0(z,z? + 1] 9T(z") ds(z?) +
9D-
T(z? 99(z,z? ds(z? + ur(D2) AQ,,)
9P,

Adotando o mesmo procedimento usado nas equacbes inte-

grais da velocidade e da temperatura na regido solida, a equacdao

(4.24) pode ser escrita da seguinte forma:

N, N,

LTz y=H - E ou@z )1l + E 9T(z) L +
2 n n j:l J j:| J

E T(z.) M. . Z; & Zg LN 92Dt (4.25)

j=1
onde ,
Hy = - "g(z™,z") + 5/81M1a(GZj~,z") |z - z'| ds(z") +

16 o

- %(D2) A(D2> (4.26)
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G{z.,z? ds(z") (4.27)
AS.
g(z,,z") + 1] ds(z") (4.28)
As.
«1l. = 3g(z.,z"') ds(z’) (4.29)
AS.

Na equacdo (4.25) deve-se usar os valores da derivada
normal da velocidade obtidos do sistema de equacgcdes (4.9). Por ou
tro lado, os valores da temperatura, do fluxo de calor, ou uma
combinacdo de ambos, deve também ser conhecido a fim de que 0, sif
tema que possui N2 equacdes algébricas lineares, possua também N2
incégnitas e possa ser resolvido.

Escrevendo a equac¢do (4.25) em forma m atricial, resulta

(172 |2 + |M|) |TJ - L] 19T, = [Hl - 19u] ]I (4.30)

A temperatura em pontos no interior da regidao de escoa-
mento D”, pode ser obtida através da equacdo (3.27). Esta equacédo

depois de discretizada, adquire a seguinte forma:

T(z,) = ;9(z,,z') + a(z,z') |z - z'| ds(z') +

16 oD, 8 tt

G(z,,z’) ds(z’) +

g(z,,z") + 1] ds(z") +
ASA
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39(z.,z") ds(z") + u~(D2) A(D2) (4.31)
AS.

N N 2 4 /\j N /\02

De acordo com o que Tfoi apresentado, pode-se resumir a
solucdo do problema de transferéncia de calor em dutos de seccéo
transversal arbitraria, conforme a figura 2.1 e considerando os e
feitos de conducdo e conveccdo combinados, & solucdo dos seguin-
tes sistemas de equacdes:

A+ B "8u =0 (4.9
(1/2 1 G I'™ - JFI 9T~ (4.22)
(/2 |1 + D) T Cl 18T*] = 0 (4.15)
G2 I+ MDD IT2 0 - L 13T Hl - 19u] Nl (4.30)

0 numero de equacdes a serem resolvidas simultaneamente
depende da maneira como foi feita a discretizacdo. Aumentando o
ndmero de nos usados na discretizacdo, a precisdao do método numé-
rico é incrementado assim como o tempo gasto na solucdo do mode-
lo. Na analise de geometrias complexas para que se obtenha uma
boa precisdo nos resultados é necessario que se faca uma discre-
tizacado refinada dos contornos 0 que resulta em um aumento no tem
po de processamento da solucdao.
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5. ANALISE DE UM PROBLEMA APLICADO A ENGENHARIA

5.1 - Aplicagdo do método integral

Nos capitulos precedentes foi desenvolvido um esquema
numeérico para se abordar problemas de transferéncia de calor em
regifes multiplamente conexas levando-se em consideracdo os efein
tos de conducdo e convec¢do combinados. A formulacdo foi proposta
de uma forma bastante genérica, de modo a evidenciar as vantagens
dé método. Neste capitulo utiliza-se o0 método das equacdes inte -
grais na resolucdo de um problema aplicado a Engenharia, cuja con
figuracdo ja foi apresentada na figura 1.1.

Pretende-se analisar basicamente trés fatores:

a. Precisdo dos resultados obtidos pelo método de solugao por e-

quacbes integrais.

b. Influéncia da geometria do duto, na transferéncia de calor en-

tre o solido e o liquido.

c. Influéncia das condutibilidades térmicas do solido e do liqui-
do nas distribuicbes de temperatura, bem como nos pardametros

de troca de calor.

Devido &4s simetrias existentes na configuracdo proposta
na figura 1.1, o estudo serd feito para a geometria mostrada na
figura 5.1. 0 calor é trocado somente na parte superior do retan-
gulo e dois casos serdo analisados: fluxo de calor prescrito e
temperatura prescrita ao longo do contorno superior. As adimensio
nalizagcdes foram feitas usando como comprimento caracteristico, o
eixo maior da elipse BE.

Supondo o comprimento do duto de parede espessa infini-
to, e admitindo-se que as hipo6teses citadas na sec¢do 2.1 sao va-
lidas, este problema pode ser considerado um caso particular do
problema geral apresentado anteriormente no capitulo 2.

As equagOes integrais devem ser construidas para a re-

gido solida e para a regido de escoamento. No caso do solido, a
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regido a ser considerada estd mostrada na figura 5.2.

=0

Fig. 5.1 - Geometria do problema

Fig. 5.2 - Regido solida do problema

No caso do liquido, a regido a ser considerada esta
mostrada na figura 5.3.
Adotando-se o procedimento apresentado nos capitulos an

teriores, determina-se o0 seguinte conjunto de equac¢cbes integrais:
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Fig. 5.3 - Regido dé escoamento do problema

a. Equacgbes integrais do problema hidrodinamico

In 1z - z°] (@ - z).n(z") ds(z")

(In |z

z7] + 1) 9u(z") ds(z") =0 ; z ¢ 9D22 (5.1)

9D 29

uJDj) AtDj) - ~ (n z -2z - -)(z - z").n(z") +

4t
9D 22 nNe22

+ In Jz - z"]9u(z")I1(z - z").n(z)ds(z)ds(z") (5.2)

b. Equagbes 1integrais do problema térmico

T22(z) "~ UPN(D2)A(D2) + “m(n |z-z°l - D (z"-2) .n(z7) +

8t
9D 29

(lIn z - z" - 1) 9u(z")I z ““z" N ds(z") ©
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(lIn z " z - 2T) 3T22(z') +
a2
(z - z')Y.n(z")
T 2(z')] ds(z') ; z ¢ 3D23n (5.3)
L 2 22
I'n
(z - z')Y.n(z")
2 Ul
z - z
In 1z - z’13T,2("")
2ir 30
12
(z - z'").,n(z")
2 "n12 ds(z’) +
z - z
In lz - z'13Tj2(z"') +
2t
3D13
(z - z')Y.n(z")
T,3(z')] ds(z'); z € 3D,, (5.4)
z - z
[In 1z - z*1 3T,,(z") +
2t 3D

11
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(z - z°).n(z")
1ty (@] ds@@)
zZ - z
In 1z - z"1 31722(2"%) +
2u
3D12
z - z7).n(z%)
o Trze@71 ds(z?
In z - z
2it
3D13
(5.5)
zZ - z
] ;in lz- z° I STACz") +
-t
3D11

(z- z"J.n(z")
T,,(z?] ds(z-) +

Z - Z

In 1z - z° 1
2t

7 N Ti2(z")1 ds(z") *
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= In 1z - z*1 (z" +
2
3D 4
(z - z°).n(zD
] 2,2 ]:J,é‘(z')] ds(z? ; mz € 3D,3 (5.6)
~(In Jz - z°l - DO(z ~ z").n(z") +
8t 3D22 4 4 ~

+ (In Jz - z"1I - 1) 30(z")] |z - z"I™ ds(z") -

(In 1z - z"1 - 2t) 3x22(2") +

21t
3D 99

(z - z°).n(z")

‘52 (z9)1 ds(z"); z C D, (5.7)
zZ - 2
T,(z) - In 1z - z"13T,, (z ?) +
2ii
3D11
(z - z').n(z")
o2 hq1(z-)1 ds(z-) +
zZ - 2
In 1z - z"137,2(2 ) +
2t

3D 12

(z - z7).n(z")
i T,2(z")] ds(z") +
Z Z

+
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3D

(z - z

49

In 1z - z'l (z') +
13
").n(z")
TANCZ! ds(z"); z e D, 5.8
772 )1 ds(z) (5.8)
Na obtencdo da solugdo do problema, deve-se resolver

primeiramente

normal

De posse

dia pela area na

tdo resolve-se o

as distribuicdes

distribuicdes de temperatura nas regifes D™ e ]’\2 podem ser calcu-
ladas a partir das equacbes (5.7) e (5.8).
As condi¢cbes de contorno para o problema térmico séo :
1. Tii(z) =T22(z2) (5.9)
2. 3Tj2(z) =0 = (5.10)
'3, kg 3Tj?j(z) = ~k£ 3T22(z) (5.11)
4. Ti3(z) =0 (temperatura prescrita) (5.12)
ks 3172(2) n (fluxo prescrito) (5.13)
Introduzindo a condigdo de consisténcia, equacdo (3.29), e admi-
tindo-se o fluxo de calor constante ao longo =« do contorno 307™", a
condicdo de contorno indicada pela equacdo (5.13) adquire a se-
guinte forma:
37T~3(z) = - (5.14)

da velocidade

a equacdo (5.1) a fim de se determinar a derivada
no contorno 3D22'
de 3u, calcula-se o produto da velocidade mé-
regido utilizando-se a equacdo (5.2), e en-

sistema de equac¢des (5.3)-(5.6) determinando-se

de temperatura e fluxo de calor nos contornos.As

2A k /kE
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No caso da temperatura prescrita no contorno

incognitas do problema termicd serao:
T22 m '~11- 9722 = - v I'f 3Tii. e 3T 43

J& que o numero de equacdes é igual ao numero de incdégnitas, o
problema pode ser resolvido e possui solu¢gdo uUnica a menos de uma
constante.

Admitindo-se fluxo de calor prescrito no contorno 9073*

as incégnitas do problema térmico serao:

n22 MY A2 N MASINE A "2 ® ™3

Novamente o numero de equac¢des é igual ao numero de incdégnitas, e
a solucdao, do problema pode ser determinada”™ a menos de uma constan
te.

As equacbdes integrais apresentadas anteriormente foram
discretizadas conforme apresentado no capitulo 4, e de acordo com
as figuras 5.2 e 5.3. A fim de se eliminar a dificuldade de divi-
sdo do contorno da elipse em arcos de comprimentos iguais, utili-
zou-se O métodomsugerido em 116 |. Em 116 |, as equac¢bOes paramétri-
cas do contorno e as integrais foram feitas em relagcdo ao &angulo.

Na discretizacado dos contornos foram usi*dos 48 noés em

96 nés em 9Dg2 @ nés em = - "W22= solucdo do pro
blema térmico a simetria existente em relagdo ao eixo y foi apro-
veitada e o sistema a ser resolvido foi reduzido a 152 equacdes
integrais. Um programa foi escrito em FORTRAN IV e processado em
um computador IBM 4341 com um tempo de processamento de 28 segun

dos.

5.2 - Discussao dos resultados

Para se averiguar a precisdo do método de equac¢bes inte
grais e do esquema numérico de solucdao, é conveniente que se re-
solva um problema de configuracdo mais simples para o qual se en

contrem resultados obtidos anteriormente, ou que tenha uma solu-
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¢do analitica conhecida.

Fazendo a condutibilidade térmica do solido tender a in
finito, o problema se reduz ao calculo da distribuicdo de tempera
tura em um escoamento laminar no interior de um duto, sob a condi®
¢cdo de fluxo de calor prescrito no contorno. Para o caso do duto
circular, a solugcdao analitica é simples (ver Apéndice E), e o0s re
sultados obtidos pelo método integral concordam com os resultados
analiticos. O erro méaximo encontrado foi da ordem de 0,5°s e a com

paracdo entre os dois resultados é mostrada na figura 5.4,

0,9357 0,ii57f

ML 0,901
CHS/ 06479 02223 Ojp-i63

ot 0,6430 0,A224 0,0-;G2

0,26« 0,3209 0,4135 0,5600 0.7479 0,9547
0,2890 0,3207 0,4135 0,5600 0,7480 0,9592

'0,0146 _0~0r07 0,1244  0,2801 0,5026 0,7479 \
0,0205 C,t242 0,2S90 0,5026 07480

0,2736 m0,2353 +0.1232 0,0557 0,2(i9t 0,6600 0;8463
=0,2735 '0,2352 -0,J235 O.OLM 0,2090 05600 0,8462

-0,4707 -0,4305 *"3122 '0,1232 0,244 0,4135 0,7222
04710 -cr4307 03122 -0,1735 0,1242 0,4135 0,7224

-07524 -074305 -0,2354 10,0207 0,3208 0,6429 0,9577
-0,5529 -0,4307 -0,2352 0,0205 CV3207 0,6430 07601

06 05939 04708 '0,2736 -0,0147 02890 0.6157 0.9357
-0j6364 -0,5944 -0,4710 '0,2735 -0,0149 042890 0,6157 0,9381

09D 0.5524 ~4305 *0,2357 0,0207 CL3207 0A29
A55291 -0,4307 0,2.352 0,0205*

-0,<4708 -0,4303 mCn22 -0,1232 <M1244 04135 0,7222

kg/kp: 10.000 «0,4710 *0,4307 -0"3122 -0,1235 0,1242 0,4135 0,7224

-<N«736 ‘CM?354 -0,1232 0,055« 0,2890 0.5599 0,8462 /
*CA552 -0,1235 0,0554 0,2890 0,5600 0,8462

-070147 0,0207 0,1243  0,2ff90 073025 0,74 7?8 /
-0,0149 0,0205 01242 0,2090 05026 C7480

OBD 05207 04135 05599 07478 095%6 [
O 03207 04135 05500 0,7480 0,592\

0,6156 075428 0,7222 0,8462
0J5157 0,6430 Q7224 0,8462 METOOO INTEGRAL
SOtugAo analltic.

0,9356 079576

0>3ei  oigeo L

Fig. 5.4 - Distribuicdo de temperatura em um escoamento laminar
no interior de um duto de secg¢do circular sob a condi-

¢cdo de fluxo de calor prescrito no contorno do duto.
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Pode ser visto na figura 5.4 que a medida que o ponto
se aproxima do contorno, a precisdao ,no valor da temperatura de-
cresce. Tal fato ocorre devido as singularidades apresentadas pe-
la funcdo de Green e sua derivada. Estas singularidades prejudi-
cam a avaliagcdo das integrais numéricas sobre o contorno, mesmo
que se aumente o0 numero de pontos -usados na discretizacdao. Embora
esta dificuldade possa ser contornada com o uso de um método de
interpolacdo adequado, em Engenharia é mais frequente a necessida
de informacbdes sobre parametros fisicamente relevantes na meédia
sobre o contorno.

Para compreender como se realiza a transmissdo de calor
do contorno superior do retangulo até a regido de escoamento,fa”
se necessario uma visualizacdo de algumas solu¢gbes da equacdo in-
tegral. Analisar localmente as temperaturas e os fluxos de calor
nos contornos permite que se tenha uma idéia global do fendmeno.

Todos os graficos serdo apresentados em funcdo de qua-

tro numeros adimensionais a saber:

a = A/AE - relaciona a base do retdngulo com o eixo maior da elif
se.

b - B/BE - relaciona a altura do retangulo com o eixo menor da e-
lipse.

¢ = A/B - caracteriza as dimensfes do retdngulo.

kg/kE - relaciona as condutibilidades térmicas do solido e do
liguido.

Nas figuras 5.5 e 5.6 sdo mostradas as distribui¢cdes de
temperatura na superficie superior do retadangulo para varias rela-
¢bes de condutibilidades térmicas, sob a condi¢cdo de fluxo pres-
crito. As temperaturas foram plotadas de acordo com o perfil adi-
mensional (T - /(T - T~), onde T~ é a temperatura de mistura
definida conforme a equacéao (2.1), e Ts €é a temperatura média no
contorno superior do retdngulo. A medida que a condutibilidade

térmica do solido aumenta, a temperatura no contorno superior ten
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0,5 (I-s/A) 10
a) Duto com secg¢do circular, a = 5,0 e b = 2,5
0,5 (1-r/A) 10
b) Duto com secgdo circular, a = 2,5 e b = 1,25.
Fig. 5.5 - Distribuicdo da temperatura na superficie superior do

retangulo, funcdo das condutibilidades térmicas. Condj”
cdo de fluxo de calor prescrito.
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0,5 {1-s/A) 1,0

a) Duto com seccdo eliptica, a =b = 2,5

0,5 (1-s/A) 1,0

b) Duto com secc¢do eliptica, a =b = 1,25

Fig. 5.6 - Distribuicdo da temperatura na superficie superior do
retangulo, funcdo das contutibilidades térmicas. Condi-

cdo de fluxo de calor prescrito.
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de a se uniformizar em torno da temperatura media T*.

A influéncia da area de escoamento na distribuicédo de
temperatura no contorno superior do retangulo sob a condicgéao de
fluxo de calor prescrito, é mostrada na figura 5.7 para uma baixa
condutibilidade do solido. Um aumento da &area de escoamento, di-
minui a temperatura media na interface do sélido onde o calor é
trocado; este efeito e mais acentuado na elipse do que no circu
lo.

Nas figuras 5.8 e 5.9 pode-se ver a influéncia das con-
dutibilidades térmicas na temperatura da interface solido-liquido
sob a condicdo de fluxo de calor prescrito. Para baixas condutib”
lidades do solido. T ¢ bem maior que a temperatura na interface,
e o perfil adimensional se aproxima de zero. Aumentando a relacéao
k"/kE£, a temperatura ha superficie da elipse se aproxima da tempe
ratura no contorno superior do solido que por sua vez tende a se
uniformizar em torno de T”, conforme foi visto nas figuras 5.5 e
5.6. Para o duto de seccao eliptica com uma condutibilidade térmj»
ca do solido pequena em relacdo i do fluido, observa-se que a tem
peratura méaxima ndo ocorre na parte superior do duto, embora esta
regido esteja mais proxima do contorno aquecido. Este efeito pode
ser melhor analisado pela figura 5.10, onde a distribui¢cdo de tem
peratura é plotada para diferentes areas de escoamento e uma rela
¢cdo de condutibilidades térmicas igual a 0,15. Verifica-se entédo
que, para o duto eliptico, a temperatura maxima ocorre proxima da
regido de estagnacdo, em virtude da baixa velocidade do fluido em
escoamento., Para o duto circular, a temperatura cresce a4 medida
que se aproxima do contorno aquecido.

A influéncia das condutibilidades térmicas no fluxo de
calor que atravessa a interface solido-liquido, sob a condigcdo de
fluxo prescrito, é mostrada nas figuras 5.11 e 5.12. Na figura
5.13 o fluxo de calor na interface solido-liquido ¢é plotado em
funcdo da area de escoamento para uma baixa condutibilidade térm~”
ca do solido. Novamente pode ser notado que nas regifes de estag-
nacdo o fluxo de calor decresce, podendo até assumir valores nega
tivos, ou seja, o fluido passa a perder calor para o solido. Ja
que o objetivo é aquecer o fluido injetando calor na superficie

superior do retangulo, estas perdas que ocorrem nas regides de es



a)

b)

Fig.

Duto

Duto

5.

7

56

Q5 (I-s/A) 10
com secg¢ad6 circular, a/b = 2,0 e k~/k~ = 0,15
com secc¢do eliptica, a/b = 1,0 e k~/k~» = 0,15.

- Distribuicdo da temperatura na superficie superior do
retangulo, funcdo da area de escoamento. Condicdo de

fluxo prescrito.
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a) Duto com sec¢do circular, a = 5,0 eb = 2,5
b) Duto com secg¢do circular, a = 2,5 e b = 1,25.
Fig. 5.8 - Distribuicdo da temperatura na interface solido-liquido

funcdo das condutibilidades térmicas. Condigcdo de fluxo
de calor prescrito.
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a) Duto com secg¢do eliptica, a = 2,5 e b = 2,5.
b) Duto com seccado eliptica, a = 1,25 e b = 1,25.
Fig. 5.9 - Distribuicdo da temperatura na interface sélido-liquido

funcdo das condutibilidades térmicas. Condicdo de fluxo
de calor prescrito.



a)

b)

Fig.
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Duto com secc¢cdo circular, a/b = 2,0 e k~/keE = 0,15
Duto com secc¢do eliptica, a/b = 1,0 e k~/kE = 0,15
5.10 - Distribuicdo da temperatura na interface solido-liqui-

do, funcdo da area de escoamento. Condicdo de Tfluxo de

calor prescrito.
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a) Duto com seccdo circular, a=5,0eb=2,5

b) Duto com sec¢do circular, a = 2,5 e b = 1,25

Fig. 5.11 - Distribuicdo do fluxo de calor na interface solido-1£
quido, Tfuncdo das condutibilidades térmicas. Condicéo
de fluxo de calor prescrito.
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a) Duto com seccdo eliptica, a = 2,5 e b = 2,5.

b) Duto com seccdo eliptica, a = 1,25 e b = 1,25

Fig. 5.12 - Distribuicdo do fluxo de calor na interface solido-li-
quido, funcdo das condutibilidades térmicas. Condicéo

de fluxo de calor prescrito.
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a) Duto com secg¢do circular, a/b = 2,0 e k~/k~ = 0,15,
uf
3n
b) Duto com secc¢cdao eliptica, a/b = 1,0 e ~ 0|15
Fig. 5.13 - Distribuicdo do fluxo de calor na interface solido-lir

quido, funcdo da area de escoamento. Condicdo de fluxo

de calor prescrito.



63

tagnacdo influenciam sobremaneira no processo global de transmis-
sdo de calor.

Nas figuras 5.14 e 5.15 €& mostrado como a temperatura
da interface solido-liquido varia em funcdo das condutibilidades
térmicas, sob a condi¢do de temperatura prescrita no contorno do
retangulo. Estas figuras se assemelham as figuras 5.9 e 5.10, em-
bora o efeito da estagnacdao na temperatura da interface somente
seja notado com pequenas Aareas de escoamento. Na figura 5.16 per-
cebe-se este efeito mais facilmente.

A variacdo do fluxo de calor no contorno da elipse em
fung¢do das condutibilidades térmicas, e sob a condicdo de tempera
tura prescrita, pode ser observada nas figuras 5.17 e 5.18. Para
0o duto com seccdo circular o fluxo aumenta a medida em que o0 pon-
to interior se aproxima do contorno aquecido. No caso do duto e-
liptico, o fluxo decresce na regido de estagnacéo.

Comparando as figuras 5.17 e 5.18 (temperatura prescri-

ta), com as figuras 5.11 e 5.12 (fluxo prescrito), observa-se que

a distribuicdo de fluxo de calor na interface ¢é praticamente a
mesma para as duas condi¢cbes de contorno, quando o solido ¢é bom
condutor. Diminuindo-se a condutibilidade térmica do solido, o

fluxo de calor na interface sob a condicdo de temperatura prescr”
ta, difere bastante do fluxo de calor sob a condi¢do de fluxo
prescrito, principalmente para grandes areas de escoamento. Na
figura 5.19 é mostrado, para uma rela¢cdo k /k£ pequena, a varia-
¢do do fluxo no contorno da regido de escoamento em funcdo dos ta
manhos da elipse e do circulo (condicdo de temperatura prescri-
ta). Com grandes areas de escoamento, o fluxo na interface para
pontos proximos da regido aquecida, é bem maior no caso de tempe-
ratura prescrita do que quando se prescreve o fluxo. A razdo des-
te aumento é que quando se impde uma temperatura constante, o flu
X0 no contorno aquecido se concentra na regido mais préxima do
fluido. As figuras 5.20, 5.21 e 5.22, mostram claramente este e-
feito.

Na figura 5.21b, quando k~/kf£ assume valores elevados,
observa-se que o fluxo no contorno superior cresce a8 medida ,que
se aproxima dos cantos do retadngulo. A razdo deste crescimento po
de ser melhor entendida, se observarmos a figura 5.23.

Como o calor que entra na parte central do retangulo é
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a) Duto com seccdo circular, a = 5,0 e b = 2,5.

b) Duto com seccao circular, a = 2,5 e b = 1,25

Fig. 5.14 - Distribuicdo da temperatura na interface solido-liqui-
do, funcdo das condutibilidades térmicas. Condicado de
temperatura prescrita.
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a) Duto com seccgdo eliptica, a =2 ,5eb=2,5
b) Duto com seccdo eliptica, a = 1,25 e b = 1,25
Fig. 5.15 - Distribuicdo da temperatura na interface solido-liqui”®

do, funcdo das condutibilidades termicas. Condicdo de
temperatura prescrita.



a)

b)

Fig.

Duto com secc¢do circular» a/b - 2,0 e k~/k™
Duto com secc¢do eliptica, a/b = 1,0 e k~/kE
5.16 - Distribuicdo de temperatura na int

do , funcdo da area de escoamento.
tura prescrita.
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~ 0,15

= 0,15

erface solido-liqui-
Condicdo de tempera-



a) Duto com secc¢do circular, a = 5,0 e b = 2,5

b) Duto com sec¢do circular, a = 2,5 e b =1,25

Fig.

5.17

- Distribuicdo do fluxo de calor na

interface so6lido-

liquido, funcdo das condutibilidades térmicas. Con-

dicdo de temperatura prescrita.
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a) Duto com seccdo eliptica, a =2,5 e b = 2,5

b) Duto com seccao eliptica, a = 1,25 e b = 1,25.

Fig. 5.18 - Distribuicdo do fluxo d¢ calor na interface solido-
liquido, funcdo das condutibilidades térmicas. Con-

dicdo de temperatura prescrita.
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-3T,
4 8 2 16 20 24 28 32 36 40
m T2 0 Ul
b) Duto com sec¢cdo eliptica, a/b = 1,0 e k~/lc® = 0,15
Fig. 5.19 - Distribuicdo do fluxo de calor na interface solido-

liquido, funcdo da area de escoamento. Condicdo ,de
temperatura prescrita. “

69
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0,5 (I- s/A) 10

a) Duto com secc¢do circular, a=5,0eb=2,5

0,5 (I-s/A) 1,0
b) Duto com secc¢do circular, a = 2,5 e b = 1,25
Fig. 5.20 - Distribuicdo do fluxo de calor na superficie superior

do retangulo, funcdo das condutibilidades térmicas.

Condicado de temperatura prescrita.
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Q5 (I-s/A) 10
a) Duto com seccdo eliptica, a = 2,5 e b = 2,5
kF 3n
0,5 (I-s/A) 1,0

b) Duto com seccdo eliptica, a = 1,25 e b = 1,25.

Fig. 5.21 - Distribuicdo do fluxo de calor na superficie superior
do retangulo, funcdo das condutibilidades térmicas.
Condicdo de temperatura prescrita.
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b,5 (1- sIA) 10
a) Duto com secg¢cdo circular, a/b = 2,0 e k~/k™» = 0,15
b) Duto com secc¢do eliptica, a/b = 1,0 e kS/kE = 0,15
Fig. 5.22 - Distribuicdo do fluxo de calor na superficie superior

do retéangulo, funcdo da area de escoamento. Condicdao
de temperatura prescrita.
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kg/kF =100

Figura 5.23

~

transmitido diretamente ao fluido, o calor que é fornecido ao con
torno inferior da elipse tera que provir de pontos mais proximos
dos cantos do retadngulo. De acordo com a figura 5.18b, o calor
transmitido ao fluido pela superficie inferior da elipse, é prati
camente igual ao calor transmitido ao fluido pela superficie supje
rior da elipse. Este fato vem reforcar a justificativa dada no pa
ragrafo anterior,

Nas figuras 5.24, 5.25 e 5.26 podem ser vistos 0s cam-
pos de temperatura delineados por suas isotermas, para diferentes
dreas de escoamento e sob as condicdes de temperatura e fluxo de
calor prescritos na superficie superior do retangulo. Todos 0s
campos foram obtidos para uma pequena relacdo k /k£.

Conforme ja foi observado, para aplicacbes técnicas é
conveniente que se analise o desempenho obtido na transferéncia

de calor do solido para o fluido, em funcdo do numero de Nusselt:

h D
N o= (2.7
Como,
h = (2.4)
(T3 - T)
4 A(DN)

LODA)
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a) Condicdo de temperatura prescrita

b) Condicdo de fluxo de calor prescrito.

Fig. 5.24 - lIsotermas do retédngulo, e do duto com seccao circular
a=5,0, b=2,5ec=2,0.
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a) Condicdo de temperatura prescrita

b) Condicdo de fluxo de calor prescrito

Fig. 5.25 - Isotermas do retangulo, e do duto com secg¢do circular
a=2,5, b=1,25 e c = 2,0.
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a) Condicdo de temperatura prescrita

b) Condicdo de fluxo de calor prescrito

Fig. 5.26 - Isotermas do retangulo, e do duto com seccdo elipti-
ca; a=1,25,b=1,25ec=2,0.
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® (3.29), u (D) A(D ) k.
q=--"2—"N—-- NN (5.15)

0o numero de Nusselt pode ser calculado de acordo com a expressao

dada a seguir:

u (D,] V?

(5.16)
4CTA-TA)

Para o problema em questdo, o numero de Nusselt & fun-

¢do de cinco fatores:

-condi¢do de contorno na superficie superior do retdngulo (tempe

ratura ou fluxo prescritos).

- relagdo entre as condutibilidades térmicas do solido e do flui-

do (k"~N/k™).
-relacdao de aspecto da elipse (BE/AE)
- relagcdo de aspecto do retdngulo (B/A)

- relagdo entre a 4rea de escoamento e as dimensdes do retdngulo

(A/JAE ou B/AE).

Na figura 5.27 é& mostrada a influéncia das condutibili-
dades térmicas no numero de Nusselt, para as condi¢cdes de fluxo e
temperatura prescritos. Com uma mesma relacdao k~/kj, o numero de
Nusselt sob a condicdo de temperatura prescrita é sempre maior
que o0 numero de Nusselt para fluxo prescrito. A razdo é que quan-
do se impde uma temperatura constante na superficie aquecida, o
fluxo de calor se concentra nas &areas de maior velocidade do es-
coamento. Para fluxo prescrito a temperatura do fluido na regiédo
de estagnacdo fica bastante elevada, aumentando a temperatura de
mistura o que faz com que o niumero de Nusselt decresca. Este efei®
to tende a desaparecer quando a condutibilidade térmica do sdélido
aumenta,

Para uma relacdo k~/k™ elevada, o numero de Nusselt do



a) Duto com seccdo circular

b) Duto com seccdo eliptica

Fig. 5.27 ~ Influéncia das condutibilidades térmicas no nudmero
de Nusselt.
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circulo calculado pelo método integral £oi 4,361, que é 0,07% me-
nor que o valor encontrado na literatura. Para o duto com seccéao
eliptica, o numero de Nusselt foi de 4,551, que difere de 0,15%
do valor obtido analiticamente por Tao |3].

0O numero de Nusselt sob a condicdo de temperatura pres-
crita, varia bem menos com a condutibilidade térmica que o nUumero
de Nusselt para fluxo prescrito. Quando se impde uma temperatura
constante na superficie aquecida e se reduz a condutibilidade tér
mica do solido, aumenta-se o fluxo de calor no contorno superior
da regido de escoamento do fluido, fazendo com que a variacao do
nimero de Nusselt ndo seja tdo acentuada. Este efeito é menor no
duto eliptico em virtude da regido de estagnacédo.

Na figura 5.28 é mostrada a variacdao do numero de Nus-
selt com a area de escoamento. Aumentanddo-se a area, aumenta-se o
nimero de Nusselt como era de se esperar.

J& foi observado que para a elipse, quando a condutibi-
lidade térmica do sdélido é baixa, o fluxo de calor na regiao de
estagnacdo pode até sair do fluido e ir para o sdélido, em virtude
das altas temperaturas nesta regido. Este efeito prejudica a

transmissdo de calor para o fluido, e faz com que o numero de Nu~”
selt do duto com secgcdo eliptica seja menor que o do duto com-sec
¢do circular para baixas relagdes k~/kE£. Uma comparagcdo entre as

figuras 5.28a e 5.28b corrobora a afirmacdo anterior.
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a) Duto com seccdo circular, a/’b = 2,0 e kr/k™ = 0,15

b) Duto com seccdo eliptica, a/b = 1,0 e = 0,15

Fig. 5.28 - Influéncia da area de escoamento no numero de Nusselt
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6. CONCLUSAO

0 metdodo de solucdo por equacgdes integrais mostrou

uma ferramenta eficaz na analise da transferéncia de calor em es-
coamentos laminares em dutos com secc¢cdo transversal arbitraria,
considerando-se os efeitos de conducdo e convec¢cdo combinados. As
equacdes integrais desenvolvidas no capitulo 3, podem ser aplica-
das a inumeras situagcbes em engenharia e a formulagcdo do problema
foi proposta de modo a manter a generalidade do metodo. Em virtu -
de de haver sido considerado os efeitos de geracdo interna de ca-
lor, o esquema numérico aqui proposto pode ser utilizado inclusi-
ve no estudo da transferencia de calor em reatores nucleares.

A aplicagdo do método integral a esta classe de proble
mas foi sugerida em |14|, quando se analisou o desempenho otimo
de um duplo-tubo aletado para a transferéncia de calor em regime
laminar. Nesse trabalho foi observado que a conducdo de calor nas
aletas influencia no numero de Nusselt, e este efeito deve ser
considerado. 0 presente esquema aborda aquela sugestdo, com até
mais generalidade.

A solugcdo numérica das equagOes diferenciais harmoénica,
bi-harmdnica e de Poisson pelo método integral, permite que se'fa

¢4 algumas observacdes relevantes:

a. 0 esquema numeérico utilizado converge satisfatoriamente no sen

tido pontual, a exemplo de trabalhos anteriores (ver [8], [12
131, |15] e ]|16]). Os parametros fisicos definidos por inte -
gracdes na fronteira, tais como velocidade média e fluxo mé-

dio, convergem uniformemente.

b. Uma vez tendo construido as equacgdes integrais para uma dada
geometria, as condi¢des de contorno do problema fisico podem

variar e o nucleo das equacdes integrais permanece fixo.

c. Como todas as integrais de &area que aparecem na construg¢cdo das
equacbes integrais podem ser transformadas em integrais de |-
nha, basta que se conheca a geometria dos contornos e as condi®

¢bes nas fronteiras para que o problema seja solucionado. 0 fa
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to da dimensdo do problema se reduzir a dimensdo do contorno
da regido em estudo, €& uma das principais vantagens do método

integral.

d. O método integral utilizando a funcdo de Green fundamental pas
sa a ser extremamente poderoso no estudo de geometrias comple-
xas que se figuram em regides de Liapunov ou aproximac¢des de
regides regulares segundo Kellog, permitindo que tal método se
ja aplicado em diversos ramos da teoria do potencial e elas-

tostatica.

e. No calculo das distribui¢des de temperatura e velocidade para
pontos no interior das regides em estudo, a precisdao do método
integral é prejudicada & medida que estes pontos se aproximam
dos contornos destas regidbes. Estas imprecisbes se devem a o-
corréncia de singularidades na funcdo de Green e sua derivada
normal. Embora um método de interpolagdo adequado possa ser u-
sado para contornar este problema, em Engenharia os parametros
fisicamente relevantes s&8o calculados como uma média sobre to-
dos os pontos no contorno. Exemplo destes parametros sdo a've-

locidade média, a temperatura de mistura e o numero de Nusselt.

f. A aproximac¢do das funcbdes desconhecidas nos contornos (deriva-
da normal da velocidade, fluxo de calor e temperatura) por fun
¢des degrau bem como a aplicacdo das equacdes integrais a um
nimero finito de pontos, constituem as principais causas das
imprecisdes que surgem na utiliza¢cdo do esquema numérico apre
sentado. Embora estas imprecisfes possam ser reduzidas com um
refinamento da discretizacdo, um numero de equac¢cdes muito gran
de resulta em um tempo excessivo de computacdo. As imprecisdes
advindas da resolu¢cdao do sistema linear de equac¢cbes integrais,
podem ser negligenciadas quando comparadas com as imprecisdes

citadas anteriormente.

A aplicagcdao do esquema proposto na solucdo do problema
apresentado na figura 5.1, onde se deseja fornecer calor a um
fluido que escoa no interior de um duto embutido em um sdlido de
condutibilidade térmica , forneceu uma série de informacgdes a-

cerca do desempenho obtido na transferéncia de calor para a re-



gido de escoamento, conforme discutido no item 5.2. 0 duto
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com

sec¢cdo circular mostrou ser mais eficiente que o duto com seccéo

eliptica, para pequenas relagbes de k~/kp. Independente de haver

temperatura ou fluxo de calor prescrito na superficie aquecida,

obteve-se o0 mesmo numero de Nusselt para altas condutibilidades

térmicas do solido.

No presente trabalho, como n&o se considerou a conducgédo

axial nem no solido nem no liquido, o esquema proposto se aplica

principalmente a problemas de engenharia onde o sélido possui

uma

condutibilidade térmica pequena comparada com a condutibilidade

térmica do liquido. Nestes problemas a condug¢do axial no sdélido

pode ser desprezada, e no liguido o efeito da convec¢do se sobre-

pde.ao efeito da conducdo axial,

Embora as condi¢cdes de contorno tenham sido analisadas

somente para o0s casos de temperatura ou fluxo de calor constantes
na superficie aquecida, em aplicagdes reais pode-se nao ter tais
situacdes. Estas duas condi¢bes no entanto sdo os dois casos liin_i

tes,encontrados em engenharia.

0 estudo aqui desenvolvido ficou Ilimitado
cia de calor estacionaria com condi¢cdes de contorno lineares,
propriedades isotropicas. A extensdo do método a casos mais

a transferé

e

ge-

rais, tais como transferéncia de calor n&o estacionaria, proprie-

dades anisotrépicas,e condigdes de contorno ndo lineares, pode

ser fe.ita sem necessitar de grandes alteragcdes na formulacdo pro-

posta.
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APENDICE A

PROBLEMAS A VALORES NOS CONTORNOS ASSOCIADOS A EQUAGAO DE LAPLACE

Por defini¢cdo,um problema a valores nos contornos consi”®
te de uma equacdo diferencial, ordinaria ou parcial, com condi¢des
iniciais ou de fronteiras associadas ao problema.

Seja D uma regidao normal do R”™, isto é, uma regido aber-

ta e simplesmente conexa no sentido de Liapunov [42] e seja 8D a
fronteira de D. Seja D =D + 9D o fecho de D, e f : D R continua
em D, .

Existem trSs problemas basicos a valores nos contornos,

associados & equacao de Laplace:

i, Problema de Dirichlet

ul
9D

h(x) ; h continua em 9D (A.2)

ii. Problema de Neumann

(A.3)
9u .
| = Vu . nj =r(x); r continua em 9D (A.4)
9D ; 9D
com a condicdo de consisténcia.
r(x) ds =0 (A.5)

9D
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iii. Problema de Carater Misto

-VAu =0 ; X e D (A
u = h.(x); h. continua em 3D. (A.
3D. VAN VAN
1
— 1 =r.(x); i~ jJ, r. continua em 9. (A.
:>2 3D- L] - L]
N
3b = E 3D-

onde 3D & composta por N superficies disjuntas duas a duas para

i J-
A funcdo u nos trés problemas propostos anteriormente

ve ter derivadas parciais de segunda ordem continuas em D.

.6)

)

8)

de

As solucbes destes problemas a valores de contorno exis-

tem e sdo Unicas, exceto para o problema (A.3) e (A.4), cuja solu-

¢cdo € (nica a menos de uma constante arbitraria.

Para uma discussdo detalhada sobre a natureza desses pro

blemas, ver 139 e 421.



APENDICE B

SOLUCOES FUNDAMENTAIS ASSOCIADAS AOS
LAPLACEANO E BI-HARMONICO

B.Il - Operador Laplaceano

A solucdo fundamental associada ao

denominada funcdo de Green fundamental

e satisfaz

92

OPERADORES

operador Laplaceano &

a equacdo:

-V g(z,z') =6(z - z'3, em D (B.1)
onde D & uma regido normal do R”™, e 6(z,z') é a funcdo "Delta de
Dirac" ou Distribuicdo Singular, definida pelas condi¢cfes:

i. 6(2 - z'y =0, para todo z ~ z' em D (B*2)
11. 6(z - z') f(z) dA(z) = f(z") (B.3)
D
onde f(z) é continua em D. _
i

A funcdo de Green apresenta algumas propriedades basicas
que sdo usadas para isolar polbs, ou seja, determinar as singulari®
dades que surgem quando z' tende a z. Seja e o raio de um pequeno
circulo, envolvendo o ponto z na regido D, e seja 9D o0 contorno
deste circulo, com z' C 9D

Figura B.lI



Pode-se mostrar que:
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i. A funcdo de Green é simétrica, 1isto é
9(z,z") = 9(z",2) (B.4)
17, Mm 9(z,z*) ds(z") = 0 2" e 9D CB.5)

N A0 ’ -
111. ;:g g(z ,z%) ds(z") = -1 z" £ 3D (B.6)
3n*"
D,

Se o polo surge quando z C 9D, este pode ser isolado tra

cando-se um pequeno semi-circulo

de raio e e centro em z:

Figura B.2

Pode-se mostrar entdo que

lim

£+0
9D 9n

A funcdo de Green fundamental

nal é dada pela expresséo:

0(z,z") ds;(z") =

-1/2 z € 9D

z" £ 9D,

(8.7

para o espaco bi-dimensio-
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g(z,z’) = - In 1z - z (B.8)
2 T
onde
z = (x,y) . e lz - z'1 - I(x = x99~ + (y - y")
H facil ver que esta funcgcao satisfaz a equacdo (B.5), bem como as

propriedades (B.4), (B.5) e (B.7).
A derivada normal da fun¢do de Green pode ser calculada

facilmente:

(z,z') =Vg(z.,z’) .. n
an’

onde n' é a normal a4 superficie 3D no ponto z'

Como
z -z (x - x)n o+ (y -y A2
De (B.8) conclui-sé que,
9x 2 z - zM2 " 3y 2it 1z - z' I~
Dessa forma.
(z - z') . n
=Vg . n’ = 2 (B.9)
3n' 21t z - z’
E facil ver gque a derivada da funcdo de Green satisfaz a

propriedade (B.6) e (B.7).
Quando se usa a funcdo de Green fundamental na constru-
¢cdo de equacdes integrais, € interessante que a equac¢do final pos-

sua somente integrais ao longo do contorno. Desta forma ¢ preciso



que a

zida a uma

obtém-se

onde,

integral

da funcdo de Green fundamental

integral de linha. ,

De acordo com a figura B.3

= arctg
X " - X
Como
ds " = dx" 1 + dy" j,
111 = i d2tl + m ELI
ds* 3x" ds* 3y" ds*

de acordo com (B.10),

3ir o -y

3x*" (X- - X>2 + (y- - y)2
ill = 18l jrjoa.

3y* x- - xX)2 + (- - "

na regiao,

95

seja redu

(B.10)

(B.1D)

(B.12)

(B.13)
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Substituindo (B.12) e (B.13) em (B.Ill) e agrupando,

1 (2 =« zZ) . n°'
CBM4)

onde

Fixando agora um sistema de.coordenadas polares em z,con

forme a figura B.4,

A integral a ser calculada se torna,

2it R('F")

g(z,z'] dA(z') = - R In R dR dV
2t

onde R(Y') =]z - z], z' € 3D

Resolvendo a primeira integral.

g(z,z’3 dA(z') = -
21t

Usando a relacao obtida em (B.14) e rearranjando os ter-

mos ,
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g(z,z') dA(z') = - (z,z") a(z,z? ds(z ") +
2

i- ds(z")

4t 3D 2

onde a(z,z’) = (z' - z) . n'
De acordo corn o teorema de Gauss’,
A(D) = a(z,z’) ds(z') (B.17)
3D

Substituindo (B.17) em (B.15),

.g(z,z') dA(z’) = g(z,z') a(z,z') ds(z') + —-A(D) (B.18)

D 3D 4717
A equacdo (B.18) permite que se calcule a integral da
funcdo de Green fundamental na regido R, através de integrais ao

longo do contorno.

B.2 - Operador Bi-harmoénico

A solu¢cdo fundamental associada ao operador bi-harménico,

satisfaz & equacao:

-V G(z,z') =6(z - z") em D (B.19)

onde D é uma regido normal do R e 6(z,z') é a funcdo "Delta de
Dirac".
Pode-se mostrar facilmente, que o Laplaceano da funcgéo

G(z,z'"), satisfaz as mesmas propriedades d& solucdao fundamental do
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operador Laplaceano. Admite-se entdo, que G(z,z') satisfaz & equa-

cdo diferencial parcial:

In Iz ~ z' (B.20)

A funcdo G(z,z') nao é Unica, pois todas as solucoes

que
diferem da solu¢cdo fundamental por uma func¢do v(z,z') tal que
4 -
V v(z,z') = 0, sao solugcoes da equacao (B.19). Como V e V sao oO-
peradores a coeficientes constantes, resulta que:
9(z.z') =g9(z - z',0) (B.21)

G(z,z’) = G(z -z',0)

Como foi admitido que G(z,z') satisfaz (B.20), a solucéao

fundamental do operador bi-harmoénico devera ser calculada por inte

gracdo direta. No ponto z' a equacdo adquire a seguinte forma:

(R = In R (B.22)
R 9R 9R 2t
onde R = z - z'|
Integrando uma vez em relacdo a R,
R = _ 1. lit (in R -1) . e. (B.23)
9R 2t 2 2 .

Como a primeira integral de (B.22) € interna em D, olhan

do para a figura B.l, resulta que:

lim 9G N

£0 L (z.z) ds @) = [T — (z,z-) ds(z")
op 3N oo R
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lim 36 &% 2N HE = o
e-"0 3R R=e

portanto =0.

Integrando novamente a equacao (B.23),

1 mrr
G(z - z',0) = G(r,0) = - (In R - 1) c2 (B.24)
4tr 2
onde C2 é uma constante arbitraria.
Seja C2 tal que G(0,0) = 0, entao:
G(r,0) = G(z - z',0) =G(z,z') = - z - z'l (In Jz - z'| - D
8ir
...(B.25)

A equacdo (B.25) fornece a expressdo para a solugcao fun-
damental do operador bi-harménico.

Quando se utiliza a solugcdo fundamental do operador bi-
harmoénico na construgcdo de equacdes integrais, € interessante " que
a equacdo final possua somente integrais ao longo do contorno. As-
sim sendo, do mesmo modo como foi feito para a funcdo de Green fun
damental, é necessario que a integral de G(z,z’') ao longo da re-
gido em estudo, seja reduzida a uma integral de linha.

De acordo com as figuras (B.3) e (B.4) e fazendo-se uso

da equacdo (B.25), pode-se escrever:

G(z,z') dA(z') = - R(In R - 1) R dR dt'

R('i” )
R-A(In R - 1) dR dy (B.26)

onde R(>F’) = Iz’ - zI, =z' € 3D.
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Resolvendo a primeira integral,

G(z,z-) dA(z') = - RN.(In R - -) d-~ (B.27)

D 32t 4p

Substituindo a relacdo (B.14) na equacdao (3.27), resulta

G(z,z’) dA(z') = - z - z"I™(In 1z - z*°1 -
32«
D 3D
- )(z' - z). n' ds(z") (B.28)
4
A equacdo (B.28) permite que se calcule a integral de

G(z,z') na regidao D, usando somente integrais ao longo do contorno

3D.

Uma outra forma de se escrever a equacdo (B.28), seria:

G(z,zV) dA(z') = [g(z,z') + a(z,z") lz - z'|~ds(z")
16 8w
D 3D

... (B.29)

onde a(z,z') = (z' - z).n'
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APENDICE C

TRATAMENTO DAS SINGULARIDADES

A funcao de Green fundamental para o espaco bi-dimensio-

nal & dada pela expressdo:

g(z ,z') = - In 1z - z' (88)

Na integracdo da fun¢cdo acima sobre um certo contorno,
surgirdao singularidades quando z' tender a z. Estas singularidades

devem ser contornadas a fim de que a integral possa ser obtida.

Figura C.I

Quando z' tende a z, pode-se definir um arco finito, tal

que |z - z'| = s. Desta forma integra-se g(z,z') na vizinhancga do
polo:
. . 1 1
in 1z - z'1 ds(z") In s ds (ln AC - 1)
2t m 0

(C.1)

Ao se fazer a integracdo da derivada normal da funcdo de
Green fundamental sobre um certo contorno, novamente surgirao sin-

gularidades quando z' tender a z. Neste caso, pode-se calcular um
limite.

Quando z' tende a z, pode-se dizer que,
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QD

I
®

I

K
\;

S~

N

c = z - z'I
Figura C.2
z - z'| =ds = — @ - T°) = R(T - ¥ (C.2)
dF’
De acordo com a figura C.2,
(z - z')y. n' = |z - z"| In'] cos (z - z',n")
= C Co0s O (C.3)
Mas ,
sen a = (C.4)
(C.S)

Juntando (C.3), (C.4) e (C.S),

z -2 n- = - (C.6)
2R



Como
m(z,z?) =
8n* 21t z - z°"
¢ fTacil ver que:
z{ig "og(z.zt) = - i- K2
on* 4%t

onde K(z") é a curvatura do contorno no ponto z°

103

(B.9)

(C.7
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APENDICE D

CALCULO DA VELOCIDADE MEDIA PARA REGIOES MULTIPLAMENTE CONEXAS

A velocidade média em dutos de seccdao transversal arbi-

traria, é definida pela equacéao:

u(z) dA(z) z C D (3.12)
A(D)

A equacdo integral que fornece a distribuicdo da veloci-

dade em dutos de sec¢do transversal arbitrdria, e a seguinte;

u(z) = - In z - z' a(z,z') ds(z’)

In z - Z + -] -"~(z’) ds(z’) (3.10)
2n 2 3n

Substituindo a equac¢do (3.10) na equacdo (3.13), duas in

tegrais devem ser efetuadas:

In |z - z'| a(z,z') ds(z’) dA(z) (D.1)
D 8p
- In |z - z7| i] -~(z-) ds(z’) dA(z) (D.2)
D 9D 2 9n
Como a(z,z’) = (z' - z).n', de acordo com a figura D.I,

pode-se afirmar que

a(z,z» = (x7-x)sen a’ - (y’ - y)cos a"
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z' = (x*,y")
Figura D.I
De acordo corn a figura B.3,
z - z'
(D.4)
zZ - 7"
Desta forma,
a.(z,z') =]z - z'l cos sen a' - |z - z'| sen ¥ cos a'
z - z' sen (a' - T) (D.5)
Substituindo a expressdao (D.5) na equacdo (D.l), resulta
In z - z° a(z,z")
D «3D
|
in 1z - z=1 z - z°
D «SD

Conforme a figura

B.4

dA(z) R dR dY
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quacao:

que :

ve-Se

A integral pode entdo ser calculada pela seguinte e~
R In R sen (@ ~ T) dR dV ds(z")
3D 9D
— (In R - -) sen (@ ~ "M " ds(z") (D.7)
3D 3D
Lembrando a equacdo (B.16), pode~se finalmente concluir
fln z - z71 - 1/3)
9D J9D 3
Na reducdo da equacdo (D.2) a integrais de contornos, de
adotar o mesmo procedimento usado anteriormente. Logo,

(In Jz - z°] + O ~ (z") ds(z") dA(2)
D 3D 2 3n
(In 1z - z 71 + lz - z°1d z - z dy]— Cz") ds(z")
oD weD 2 on
.12 .
z -zt In z-z d - (27 ds(z ?)
3D 3D 2 9n
In z - 2% 93U,y a(z',z) ds(z) ds(z") (D.9)
3D 9 on

Substituindo as equacbBes (D.8) e (D.9) na equacdo que de®

fine a velocidade média do escoamento, obtém-se:
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u (D) = “{n Jz - z"1 --)(z" - z). n" +
4tA(D) 3D 9D
+In z - z" W @] (@ - z°). n" ds(z) ds(z") (D.10)
3n
Esta expressdo permite que se calcule a velocidade mé -

dia em dutos de seccdo transversal arbitraria, efetuando-se as in-

tegracdes ao longo dos contornos.
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APENDICE E

DISTRIBUICAO DE TEMPERATURA EM ESCOAMENTO LAMINAR NO INTERIOR DE
UM DUTO DE SECGAO TRANSVERSAL CIRCULAR, SOB A CONDIGAO DE FLUXO
PRESCRITO.

A solucdo analitica para este problema é facilmente obti.

da pela integracdo da equacdo da energia:

VAT = -u (2.20)
0 perfil de velocidade para este escoamento ¢é dado
equacdo de Hagen-Poiseuillie:
u =i (1 - rn) (E.1)
Escrevendo a equacao da energia em coordenadas cilindri-
cas e substituindo o perfil de velocidade, obtém-se:
i 1 (ril)y =i (r~ - 1) (E.2)
r 3r or 4

Integrando uma vez em relacdo ao raio, resdiulta:

o=l -1 +li (c.3
3r 16 8 r

Como
37 r=R

Integrando a equacdo (E.3),

T =— -~ +c- (E.4)
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De posse da distribuicdo de temperatura na regido, pode-

se calcular a temperatura de mistura pela equac¢do dada a seguir:

T u dA (2.1)

u/bD) A(D) |

onde u (D) - velocidade média
A(D) - area do circulo
Calculando a temperatura de mistura, resulta,

- 1,82292 X 10"~

Adotando-se um perfil invariante para a temperatura con-

forme a seguinte equacéo,

0 = ————- D (;E.5)

onde

_|
Il
_|
Il

c, - 4,68750 x 10~

Pode-se calcular a distribuicdo de temperatura no inte -

rior do duto através da seguinte equacéao:

0 = -0,54545 "~ + 2,18181 r~ - 0,63636 (E.B)
O Numero de Nussélt definido conforme a equacdo (2.7),pa
ra a condicdo de fluxo de calor prescrito na fronteira, pode tam-

bém ser obtido a partir dos parametros calculados anteriormente

NUp=4,364
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APENDICE F

SUPERFICIE DE LIAPUNOV E SUPERFICIE REGULAR SEGUNDO KELLOG (*)

A superficie de Liapunov & uma superficie suave que pos-

sui um plano tangente e uma normal, mas nd8o necessariamente uma

curvatura, em cada ponto. Este fato implica na existéncia de coor-

denadas locais em cada ponto da superficie, eixo - z ao longo da
normal, eixo - x e y no plano tangente, de tal forma que a porgédo
de superficie nesta vizinhanca obedece a equagido Z = Z(X,Y) onde
as derivadas parciais e Z~.,, mas nao necessariamente Z"", e
Z ., existem e sdo continuas.

Se n™ e n”™ sdo o0s vetores normais unitarios nos pontos p

e g de uma superficie de Liapunov, entao

cos"~(iip . n7N) < Dlp - gl 0 <v <1, b >0 (F.1)

Esta condicdao é reminiscente da condi¢cdo que caracteriza

a continuidade de HOIder. Uma funcao f(x) satisfaz a condigédo de
HOIlder no intervalo a < x < b, simbolizada por f(x) ¢ HJ]a,b], se
fCx2) - f(x”~)] < D|x2 - x~I~ 0Oo<v<l, D>0 (F.2)

para quaisquer dois pontos distintos X2 e x~ ¢ |a,b].

Shidfar (1977) provou que (F.l) vale para a superficie
definida por Z = Z(x,y) se Z e zZ?"™ forem HOIder continuas sobre es
ta superf/i\cie. Simbolizando uma saperf/i\cie de Liapunov por S{v}, g
a continuidade de Hulder similarmente, o resultado obtido por

Shidfar pode ser expresso da seguinte forma:

Ax N H{v~A} e Z~ e H{v2> Z(z,y) € Simin (Vj~,V2)> (F-3)

(*) Este Apéndice foi parafraseado dos Apéndices 1 e 2 da Ref. | 36



A suavidade de uma superficie de Liapunov é mais forte
que uma suavidade Como exemplo pode-se citar a superficie de

finida por

z = (In t) ~ dt 0 < X < 1/2 (F.4)

que tem uma suavidade C”AM~ e nao satisfaz a condi¢do (F.l) para um
valor arbitrario de v, pois Z ndo satisfaz a condicédo CF—Z).
Do mesmo modo como na continuidade de HOIlder, v = 1 defi®

ne a classe das superficies de Liapunov mais restritas. Por exem-

plo,

O™+ y2)3/4a ¢ sil/2}  mas ~ s{1}. (F.5)

Qualquer superficie caracterizada por uma suavidade C/ NN,
exemplo, o elipsoide, pertence a S{1}, mas a reciproca nao e nece”
sariamente verdadeira. Como ilustracdao considere a superficie 9B
formada pelo fechamento de um cilindro <circular finito por um he-
misfério em cada extremidade. Obviamente 3B tem um plano tangente
e uma dire¢c¢do normal que varia continuamente; pode ser facilmente
provado que 3B € S{1}, mas 3B jg  C™M~ ja& que a curvatura tem um sal®
to quando se passa do cilindro para o hemisfério.

A superficie de Liapunov é menos geral que a superficie
regular de Kellog, que pode ter cantos e extremidades, desde que
estes nado sejam muito agudos. Um cubo é uma superficie regular de

Kellog ao passo que um cone nao é.



