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S IM B O L O G IA

A - s e m i - l a r g u r a  do r e t â n g u l o

a = A /A E

A *  - a r e a  de e s c o a m e n to

AE - e i x o  m a io r  da e l i p s e

A . . - e l e m e n t o  da m a t r i z  lA
B _ s e m i - a l t ü r a  do r e t â n g u l o

b = B / B E

B E  - e i x o  m en o r  da  e l i p s e

c : = A / B
c - c a l o r  e s p e c í f i c o  do f l u i d o

P ^  ^
- d i â m e t r o  h i d r á u l i c o  do d u t o ,  d e f i n i d o  c o n fo r m e  a e q u a

ç ã o  ( 2 . 8 ) .
2* r e g i ã o  de L i a p u n o v  ou r e g u l a r  do R 

g - f u n ç ã o  de G r e e n  a s s o c i a d a  ao  o p e r a d o r  L a p l a c e a n o

G - f u n ç ã o  de G r e e n  a s s o c i a d a  ao  o p e r a d o r  b i - h a r m ô n i c o

h - c o e f i c i e n t e  de c o n v e c ç ã o  d e f i n i d o  c o n fo r m e  a e q u a ç ã o
( 2 . 4 )

I . - e l e m e n t o  do v e t o r  I I
j |  - r e f e r ê n c i a  j  da  B i b l i o g r a f i a

c o n d u t i b i l i d a d e  t é r m i c a  do f l u i d o
- c o n d u t i b i l i d a d e  t é r m i c a  do s o l i d o

L *  - d im e n s ã o  c a r a c t e r í s t i c a  da  s e c ç ã o  t r a n s v e r s a l  do d u to

u s a d a  n a s  a d i m e n s i o n a l i z a ç õ e s  

n - n o r m a l  e x t e r i o r  a 9D.

- núm ero  de p o n t o s  n o d a i s  no c o n t o r n o

Nu - n um ero  de N u s s e l t  d e f i n i d o  c o n f o r m e  a e q u a ç ã o  ( 2 . 7 )

P *  - p e r í m e t r o  do d u to

p * , p  - p r e s s ã o  e a c o r r e s p o n d e n t e  a d i m e n s i o n a l
q *  - f l u x o  de c a l o r  p o r  u n id a d e  de c o m p r im e n to  do

d u to
• • • ^
q - t a x a  de  g e r a ç ã o  i n t e r n a  de e n e r g i a  p o r  u n id a d e  de v o ­

lum e

s - c o m p r im e n to  dé a r c o

T - t e m p e r a t u r a  a d i m e n s i o n a l  d e f i n i d a  c o n fo rm e  a e q u a ç ã o
( 2 . 1 8 )
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T *  - t e m p e r a t u r a

T ^ ,  Tfa - t e m p e r a t u r a  de m i s t u r a  d e f i n i d a  c o n fo rm e  a e q u a ç ã o  

( 2. 13  e a c o r r e s p o n d e n t e  a d i m e n s i o n a l  

T * ,  - t e m p e r a t u r a  m é d ia  no c o n t o r n o  a q u e c id o  do d u t o  e a

c o r r e s p o n d e n t e  a d i m e n s i o n a l  

u - v e l o c i d a d e  a d i m e n s i o n a l  do f l u i d o  d e f i n i d a  c o n f o r m e

a e q u a ç ã o  ( 2 . 1 2 )  

u *  - v e l o c i d a d e  v e t o r i a l  do f l u i d o

u * ,U m  - v e l o c i d a : d e  m é d ia  do f l u i d o  d e f i n i d a  c o n fo r m e  a e q u a ­

ç ã o  ( 3 . 1 2 )  e a c o r r e s p o n d e n t e  a d i m e n s i o n a l  
x * , y * , z *  - c o o r d e n a d a s  c a r t e s i a n a s  

x , y  - c o o r d e n a d a s  c a r t e s i a n a s  a d i m e n s i o n a i s

z - p a r  o rd e n a d o  ( x , y )

l |  - m a t r i z  i d e n t i d a d e

a £  - d i f u s i b i l i d a d e  t é r m i c a  do f l u i d o
3D^ - f r o n t e i r a  de

3G - 9G/3n

3g = 3g/3n
9T . = 9 T / 9 n d e r i v a d a  n o r m a l  de T

9u = 9 u / 9 n ,  d e r i v a d a  n o r m a l  de u
V - o p e r a d o r  n a b l a

- o p e r a d o r  L a p l a c e a n o
4V - o p e r a d o r  L a g r a n g e a n o  ou b i - h a r m o n i c o  

ô ( z - z '3  - d i s t r i b u i ç ã o  s i n g u l a r  " D e l t a  de D i r a c "

€ - p e r t i n ê n c i a  a c o n j u n t o s

y - v i s c o s i d a d e  a b s o l u t a

p - m a ssa  e s p e c í f i c a



RESUMO

0 o b j e t i v o  do p r e s e n t e  t r a b a l h o  ê a p l i c a r  o m é to d o  de 

e q u a ç õ e s  i n t e g r a i s  ã t r a n s f e r ê n c i a  de c a l o r  em e s c o a m e n to  l a m i ­

n a r ,  no i n t e r i o r  de d u t o s  com p a r e d e s  e s p e s s a s  e s e c ç ã o  t r a n s v e r  
s a l  a r b i t r a r i a .

A f o r m u l a ç ã o  do. p r o b le m a  f í s i c o  ê p r o p o s t a  de f o rm a  a 
p e r m i t i r  uma u t i l i z a ç ã o  do m étod o  em d i v e r s a s  s i t u a ç õ e s  n a  e n g e ­

n h a r i a .

A p a r t i r  das  f u n ç õ e s  de G r e e n  f u n d a m e n t a i s  do o p e r a d o r  

L a p l a c e a n o  e b i - h a r m ô n i c o ,  c o n s t r õ i - s e  o c o n j u n t o  de e q u a ç õ e s  i n ­
t e g r a i s  do p r o b le m a  a s e r  r e s o l v i d o .  Um esq u em a  n u m é r i c o  é a p r e ­
s e n t a d o  e t e s t a d o  em um p r o b le m a  a v a l o r e s  de c o n t o r n o  c o m p o s to  e 

s e c c i o n a l m e n t e  h o m o g ên eo ,  com f l u i d o . e s c o a n d o  em d u t o s  de s e c ç ã o  

t r a n s v e r s a l  e l í p t i c a .  A i n f l u ê n c i a  da c o n d u t i b i l i d a d e  t é r m i c a  do 

s o l i d o  na  t r a n s f e r e n c i a  de c a l o r  p a r a  a r e g i ã o  de e s c o a m e n t o ,  é 

a n a l i s a d a  em f u n ç ã o  de p a r â m e t r o s  r e p r e s e n t a t i v o s .

Os r e s u l t a d o s  o b t i d o s  em a lg u n s  c a s o s  l i m i t e s  f o r a m  com 

p a r a d o s  com v a l o r e s  e n c o n t r a d o s  n a  l i t e r a t u r a  e s p e c i a l i z a d a .
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ABSTRAC T

The  m a in  o b j e c t i v e  o f  t h i s  w o rk  i s  t o  a p p l y  t h e  i n t e g r a l  

e q u a t i o n  m e th o d  to  t h e  a n a l y s i s  o f  l a m i n a r  h e a t  t r a n s f e r  i n  t h i c k -  

w a l l e d  d u c t s  w i t h  a r b i t r a r y  c r o s s  s e c t i o n .

T he  f o r m u l a t i o n  o f  t h e  p h y s i c a l  p r o b le m  i s  p r o p o s e d  i n  

o r d e r  t o  a l l o w  a w id e  r a n g e  o f  u t i l i z a t i o n  o f  t h e  i n t e g r a l  m e th o d  

i n  m any e n g i n e e r i n g  p r o b l e m s .

A s e t  o f  i n t e g r a l  e q u a t i o n s  i s  c o n s t r u c t e d  f r o m  t h e  f u n ­

d a m e n t a l  G r e e n ' s  f u n c t i o n  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  L a p l a c e  o p e r a t o r  an d  

t h e  b i - h a r m o n i c  o p e r a t o r .  A n u m e r i c a l  s chem e i s  shown a n d  t e s t e d  

i n  a com pound an d  s e c t i o n a l l y  hom o g en eo u s  b o u n d a r y  v a l u e  p r o b l e m ,  

w i t h  f l u i d  f l o w i n g  i n  d u c t s  o f  e l l i p t i c a l  c r o s s  s e c t i o n .  The  
i n f l u e n c e  o f  t h e  t h e r m a l  c o n d u c t i v i t y  o f  t h e  s o l i d  i n  t h e  h e a t  

t r a n s f e r  p r o c e s s  i s  a n a l y s e d  i n  t e rm s  o f  r e l e v a n t  p a r a m e t e r s .
R e s u l t s  f o r  some l i m i t i n g  c a s e s  w e r e  c o m p a re d  w i t h  

a n a l y t i c a l  r e s u l t s  f r o m  t h e  l i t e r a t u r e .



1. INTRODUÇÃO

0 p r o b le m a  da t r a n s f e r ê n c i a  de c a l o r  em e s c o a m e n t o s . l a -  

m in a r e s  p o r  c o n v e c ç ã o  f o r ç a d a  tem  s i d o  e s t u d a d o  e x t e n s i v a m e n t e  

d e s d e  o f i n a l  do s é c u l o  p a s s a d o  e in ú m e ro s  s ã o  os p e s q u i s a d o r e s  

que t r a b a l h a r a m  n e s t a  á r e a .  J a k o b  |2 9 |  e McAdams |30 | fa z e m  uma 

r e v i s ã o  d e s t a s  i n v e s t i g a ç õ e s .

Os p r i m e i r o s  e s t u d o s  fo r a m  f e i t o s  c o n s i d e r a n d o - s e  e s c o a  

m e n to s  em d o i s  t i p o s  de c a n a i s :  p l a c a s  p l a n a s  p a r a l e l a s  e d u t o s  

de s e c ç Õ e s  c i r c u l a r e s .  A a n a l i s e  t é r m i c a  de e s c o a m e n t o s  em s e c -  

ç õ e s  n ã o  c i r c u l a r e s  d e s p e r t o u  a a t e n ç ã o  dos  p e s q u i s a d o r e s  em 

t r a n s f e r ê n c i a  de c a l o r  e uma d a s  p r i n c i p a i s  m o t i v a ç õ e s  s e r i a  a a- 

p l i c a ç ã o  d e s t e s  e s t u d o s  n a  a n á l i s e  de  t r o c a d o r e s  de  c a l o r  p a r a  
r e a t o r e s  n u c l e a r e s .

A t r a n s f e r ê n c i a  de c a l o r  em s e c ç õ e s  t r a n s v e r s a i s  r e t a n ­

g u l a r e s  f o i  e s t u d a d a  em 1953 p o r  C l a r k  e K a y s .  E l e s  s u p u s e r a m  " e s ­
c o a m e n to  l a m i n a r  e p e r f i l  de t e m p e r a t u r a  p l e n a m e n t e  d e s e n v o l v i d o .  

Em 1 9 5 9 , D e n n i s ,  M e r c e r  e P o o t s  | l 9 |  a n a l i s a r a m  o mesmo p r o b l e m a ,  

d e s t a  f e i t a  c o n s i d e r a n d o  o p e r f i l  de t e m p e r a t u r a  n ã o  d e s e n v o l v i d o .  

0 e s c o a m e n t o  em d u t o s  com s e c ç ã o  e l í p t i c a  f o i  e s t u d a d o  p o r  T a o l 3 l  

que  f e z  a h i p ó t e s e  de p e r f i l  de t e m p e r a t u r a  p l e n a m e n t e  d e s e n v o l v ^  

d o .  D e sd e  e n t ã o  d i v e r s o s  têm s i d o  os t r a b a l h o s  a p r e s e n t a d o s  n e s t a  

á r e a  e os m é to d o s  de s o l u ç ã o  têm  s e  a p r im o r a d o  com o i n t u i t o  de 

s e  a b o r d a r  p r o b le m a s  c a d a  v e z  m a is  c o m p le x o s .

Os p r o b le m a s  de t r a n s f e r ê n c i a  de c a l o r  c u j a s  s o l u ç õ e s  a 

n a l í t i c a s  s ã o  d i f í c e i s  de s e re m  o b t i d a s ,  r e c e b e r a m  g r a n d e  i m p u l ­

so  com o d e s e n v o l v i m e n t o  dos  m é to d o s  n u m é r i c o s .  D e n t r e  e s s a s  t é c ­

n i c a s  de s o l u ç ã o  d è s t a c a ~ s e  o m é to d o  de s o l u ç ã o  p o r  e q u a ç õ e s  i n t e  
g r a i s ,  d e v i d o  ao f a t o  d e s t e  m é to d o  f a z e r  u so  de um n úm ero  m en o r  

de e q u a ç õ e s  do q ue  os d e m a is  m é to d o s  e x i s t e n t e s .  No m é to d o  i n t e ­
g r a l ,  a  d im e n s ã o  do e s p a ç o  em q u e s t ã o  é a d im e n s ã o  do c o n t o r n o  da  
r e g i ã o  e s t u d a d a .

0 m é to d o  de  s o l u ç ã o  p o r  e q u a ç õ e s  i n t e g r a i s  f o i  u t i l i z a ­

do em' 1964 p o r  S p a r r o W  e t  a l  |21 | n a  a n á l i s e  d a  t r a n s f e r ê n c i a  de 

c a l o r  p o r  c o n d u ç ã o .  F o i  e s t u d a d o  o p r o b le m a  i n v e r s o  o nde  a t e m p e ­

r a t u r a  é p r e s c r i t a  como f u n ç ã o  do tem po p a r a  pon .tos  no i n t e r i o r



do s o l i d o  com o i n t u i t o  de se  d e t e r m i n a r  a t e m p e r a t u r a  e o f l u x o  

de c a l o r  n a  s u p e r f í c i e .

Em 1 9 6 6 , T o l u b i n s k i y  |5 | u t i l i z o u  o m étod o  i n t e g r a l ^ n a  

a n a l i s e  de p r o b le m a s  de t r a n s f e r ê n c i a  de c a l o r  e m a ssa  em r e g im e s  

t r a n s i e n t e s .  Deu ao m étod o  i n t e g r a l  um f o r m a l i s m o  m a t e m á t i c o  r i g o  

r o s o .

Em 1 9 6 8 , C r o s b i e  e V i s k a n t a  ) 6 | e s t u d a r a m  o p r o b le m a  d a  

c o n d u ç ã o  de c a l o r  não  e s t a c i o n a r i a  em uma p l a c a  s u j e i t a  a r e s f r i a  

m en to  ou  a q u e c im e n t o ,  l e v a n d o  em c o n t a  os  e f e i t o s  de c o n v e c ç ã o  e 

r a d i a ç ã o .  0 m é to d o  i n t e g r a l  d e m o n s t r o u  s e r  e x a t o  no s e n t i d o  de 
que q u a l q u e r  g r a u  de p r e c i s ã o  p ô d e  s e r  o b t i d o  e o e r r o  e s t i m a d o .

Shaw  |7 | em 1 9 74 , e s t u d o u  a t r a n s f e r ê n c i a  de c a l o r  n ã o  
e s t a c i o n á r i a  em uma r e g i ã o  com g e o m e t r i a  em fo rm a  de  s e t o r  de  c í r  

c u l o , a t r a v é s  do m étod o  de s o l u ç ã o  p o r  e q u a ç õ e s  i n t e g r a i s .  0  o b j e  

t i v o  p r i n c i p a l  do t r a b a l h o  de Shaw  f o i  a p o n t a r  a s  v a n t a g e n s  do me 

t o d o ,  em r e l a ç ã o  a o u t r o s  m é to d o s  n u m é r i c o s .

Em 1973 C hang  e t  a l  | 8 | u t i l i z a r a m  a s  f u n ç õ e s  de G r e e n  
f u n d a m e n t a i s  j u n t a m e n t e  com a s e g u n d a  f o r m u l a  de G r e e n  p a r a  e s t u ­

d a r  0 p r o b le m a  da c o n d u ç ã o  de c a l o r  em m e io  a n i s o t r o p i c o s . 0 m e to  

do d e m o n s t r o u  s e r  b a s t a n t e  e f i c a z  q u a n d o  a p l i c a d o  a c o n f i g u r a ç õ e s  

c u j o  c o n t o r n o  n ã o  p o s s u a  c a n t o s  a g u d o s .  Qs a u t o r e s  a p r e s e n t a r a m  

tam bém , a l g u n s  r e s u l t a d o s  o b t i d o s  com f u n ç õ e s  de  G r e e n  i n c o m p l e ­

t a s  e c o n c l u í r a m  que  s e m p re  que  e l a  p u d e r  s e r  c o n s t r u í d a , d e v e  s e r  

u s a d a  em s u b s t i t u i ç ã o  à f u n ç ã o  de  G r e e n  f u n d a m e n t a l .  O u t r o s  t r a b a  

l h o s  | 9 | ,  I 1 0 I e I I I [ f o r a m  r e a l i z a d o s  p o r  C hang  e t  a l  n a  a p l i c a ­

ç ã o  do m é to d o  de e q u a ç õ e s  i n t e g r a i s  a p r o b le m a s  de  c o n d u ç ã o  de c a  
l o r .

Em 1 9 7 8 ,  G o n z a le z  |12 | e s t u d o u  o p r o b le m a  do e s f r i a m e n ­

t o  de p e ç a s  c i l í n d r i c a s  e p r i s m á t i c a s ,  u t i l i z a n d o  o m é to d o  de  e- 

q u a ç õ e s  i n t e g r a i s .  A p e s a r  do tem po  de c o m p u ta ç ã o  t e r  s i d o  r e l a t i ­

v a m e n te  g r a n d e ,  os  r e s u l t a d o s  o b t i d o s  fo r a m  b o n s  j â  que  o p r o b l e ­

ma e n v o l v i a  c o n d i ç õ e s  de c o n t o r n o  n ã o - l i n e a r e s .

Em 1 9 7 9 , A b r e u  | 1 3 | a p l i c o u  o mesmo m é tod o  a p r o b le m a s  

de t r a n s f e r ê n c i a  de c a l o r  e s t a c i o n á r i o  a f i m  de v e r i f i c a r  a i n ­

f l u ê n c i a  d a  c o n d u t i b i l i d a d e  t é r m i c a  s o b r e  a t r a n s f e r ê n c i a  de c a ­

l o r  p o r  r a d i a ç ã o  e n t r e  s o l i d o s  de g e o m e t r i a  a r b i t r á r i a .  N e s t e  t r a  

b a l h o  f o r a m  u t i l i z a d a s  f u n ç õ e s  de G r e e n  c o m p le t a s  e i n c o m p l e t a s .



o b t e n d o  b o ns  r e s u l t a d o s .
No mesmo a n o .  C o l l e  |15 | a p l i c o u  o m é to d o  de e q u a ç õ e s  

i n t e g r a i s  ao e s t u d o  h i d r o d i n â m i c o  de e s c o a m e n t o s  l a m i n a r e s ,  em du 
t o s  r ê t i l i n e o s  com s e c ç ã o  t r a n s v e r s a l  de  g e o m e t r i a  m u l t i p l a m e n t e  

c o n e x a .  0 m é to d o  d e m o n s t r o u  b a s t a n t e  e f i c i ê n c i a  co m p a ra d o  com o u ­

t r o s  m é to d o s  n u m é r i c o s  e x i s t e n t e s .  A g e n e r a l i z a ç ã o  de s o l u ç õ e s  i n  

t e g r a i s  p a r a  p r o b le m a s  de t r a n s f e r ê n c i a  de c a l o r  em r e g im e  l a m i ­

n a r  em d u t o s  de s e c ç ã o  t r a n s v e r s a l  de g e o m e t r i a  a r b i t r a r i a  ê a p r £  

s e n t a d a  em | 1 6 | .  B a s e a d o  n e s t e  t r a b a l h o  e x i s t e  h o j e  no C e n t r o  T e c  

n o l o g i c o  da U FSC  um p ro g ra m a  c o m p u t a c i o n a l  q u e  p e r m i t e  uma a n á l i ­

s e  c o m p le t a  da t r a n s f e r ê n c i a  de c a l o r  em r e g im e  l a m i n a r ,  em d u t o s  

de s e c ç ã o  t r a n s v e r s a l  a r b i t r á r i a  e r e g i õ e s  m u l t i p l a m e n t e  ’c o n e ­

x a s  . ;
0 m é to d o  de s o l u ç ã o  p o r  e q u a ç õ e s  i n t e g r a i s  tem  s i d o  u ti^  

l i z a d o  com ê x i t o  a d i v e r s o s  p r o b le m a s  na  e n g e n h a r i a .  0  o b j e t i v o  

do p r e s e n t e  t r a b a l h o  é v e r i f i c a r  a a p l i c a ç ã o  do m éto d o  i n t e g r a l  

no  e s t u d o  t é r m i c o  de e s c o a m e n t o s  l a m i n a r e s  em d u t o s  de s e c ç ã o  

t r a n s v e r s a l  a r b i t r a r i a ,  com e f e i t o s  de c o n d u ç ã o  e c o n v e c ç ã o  combi^ 

n a d o s .  Ao que p a r e c e ,  e s t e s  p r o b le m a s  a i n d a  não  fo ra m  a n a l i s a d o s  

u t i l i z a n d o - s e  e s t a  t é c n i c a  de s o l u ç ã o .

P r o p õ e - s e  a a n á l i s e  de um p r o b le m a  a v a l o r e s  no c o n t o r  

no a c o p l a d o  e s e c c i o n a l m e n t e  h o m o g ê n e o ,  c o n f o r m e  a f i g u r a  1 . 1 .

AREA t r a n s v e r s a l  
DE ESCOAMENTO

SOLIDO

F i g u r a  1 ,1

N e s t a  c o n f i g u r a ç ã o ,  um d e t e r m in a d o  l í q u i d o  e s c o a  em r e  

g im e  l a m i n a r  no  i n t e r i o r  do s  d u t o s  de s e c ç ã o  t r a n s v e r s a l  e l í p t i ­

c a ,  e d e s e j a - s e  r e t i r a r  ou f o r n e c e r  c a l o r  ao  f l u i d o  em q u e s t ã o .

A i n t e n s i d a d e  com que  o c a l o r  é t r o c a d o ,  d e p e n d e r á  d as  c o n d u t i b i -  

l i d a d e s  t é r m i c a s  do s o l i d o  e do f l u i d o ,  bem como da  g e o m e t r i a  em 

e s t u d o .  R e s t a  s a b e r  como e s t e s  p a r â m e t r o s  i n f l u e n c i a m  n a  t r a n s f e



Em v a r i a s  s i t u a ç õ e s  n a  E n g e n h a r i a ,  d e p a r a - s e  com p r o b l e  

mas s e m e lh a n t e s  ao a p r e s e n t a d o  a n t e r i o r m e n t e .  A s e g u i r ,  s ã o  m os­
t r a d a s  a lg u m a s  a p l i c a ç õ e s  p r a t i c a s .

rência de calor.

- D e r r e t i m e n t o  de n e v e

0 u so  de s e r p e n t i n a s  a q u e c i d a s  p a r a  o d e r r e t i m e n t o  de 

n e v e  em c a l ç a d a s , r o d o v i a s ,  ram p a s  e a v e n i d a s ,  tem  s i d o  l a r g a m e n ­

t e  d i f u n d i d o .  A lé m  de e v i t a r  a n e c e s s i d a d e  de s e  r e m o v e r  c o n s t a n ­

t e m e n t e  o e x c e s s o  de n e v e  d e p o s i t a d o ,  p r o p o r c i o n a  m a io r  s e g u r a n ç a  

no t r a f e g o  de v e í c u l o s  e no d e s lo c a m e n t o  dos p e d e s t r e s .

Na f i g u r a  1 .2  ê m o s t r a d o  como os d u t o s  s ã o  n o r m a lm e n t e  

p o s i c i o n a d o s  no i n t e r i o r  do c o n c r e t o  em uma i n s t a l a ç ã o  p a d r ã o .

ACABAMENTO

o ' . í» .

^. ’O

,í>/CONCRETO

ATERRO

F i g u r a  11.2

A p r o f u n d i d a d e  d o s  d u t o s  ê e s t i p u l a d a  de a c o r d o  com o 

c a l c u l o  e s t r u t u r a l .  A p r o f u n d i d a d e  do a c a b a m e n to  n o r m a lm e n t e  f i c a  

em t o r n o  de 10 mm. No c a s o  do a c a b a m e n to  s e r  a s f a l t o ,  o s  d u t o s  de 

vem e s t a r  m a is  p r o x im o s  da s u p e r f í c i e .  Quando se  u t i l i z a  o u t r o s  

m a t e r i a i s ,  a r e s i s t ê n c i a  t é r m i c a  a s e r  v e n c i d a  d e v e  e q ü i v a l e r  a 
uma cam ad a  de 70 mm de c o n c r e t o .



M u i t o s  s i s t e m a s  de d i s t r i b u i ç ã o  do f l u x o  de r e f r i g e r a n ­

t e  ao  lo n g o  da ã r e a  o nd e  se  d e s e j a  o b t e r  uma cam ada  de g e l o ,  têm  

s i d o  u t i l i z a d o s .  A i n s t a l a ç ã o  d e v e  s e r  p r o j e t a d a  de m a n e i r a  a , g a ­

r a n t i r  uma d i s t r i b u i ç ã o  u n i f o r m e  do r e f r i g e r a n t e  ao lo n g o  de t o d a  

a m a lh a  de d u t o s .  B o n s  p r o j e t o s  r e q u e r e m  um s i s t e m a  de a l i m e n t a ­

ç ã o  e r e t o r n o  d e v id a m e n t e  b a l a n c e a d o s ,  de m a n e i r a  que a s s e g u r e m  u 

ma b a i x a  v e l o c i d a d e  de f l u x o .  As u n id a d e s  d im e n s io n a d a s  p a r a  o p e ­

r a r  com e s c o a m e n to  l a m i n a r  têm  m o s t r a d o  uma m a io r  e f i c i ê n c i a .  A 
f i g u r a  1 .3  m o s t r a  o d i a g r a m a  e s q u e m á t i c o  de uma i n s t a l a ç ã o .

- P i s t a s  de patinação

F i g u r a  1 .3

f

E x i s t e m  d i v e r s o s  modos de s e  p r e p a r a r  o s o l o  p a r a  r e c e ­
b e r  a r e d e  de  d u t o s .  De uma m a n e i r a  g e r a l  não  ê n e c e s s á r i o  q u e  s e  

c o l o q u e  nenhum t i p o  de  i s o l a m e n t o  e b a s t a  q ue  o s u b s o l o  e s t e j a  

c o n v e n i e n t e m e n t e  d r e n a d o ,  p a r a  s e  c o n s e g u i r  b o a  e f i c i ê n c i a .  Na £i 

g u r a  1 .4  é m o s t r a d o  uma d i s p o s i ç ã o  o nd e  o c u s t o  é um f a t o r  l i m i -



0 u so  de p a i n é i s  no  a q u e c im e n t o  de r e c i n t o s  f e c h a d o s ,  e 

uma t é c n i c a  b a s t a n t e  e f i c i e n t e ,  e tem  s i d o  a p l i c a d a  em r e s i d ê n ­

c i a s  h á  c e r c a  de s e s s e n t a  a n o s .  P o r  o u t r o  l a d o ,  a a p l i c a ç ã o  em 

l a r g a  e s c a l a  no a q u e c im e n t o  de p r é d i o s  c o m e r c i a i s  s5  f o i  i n c r e m e n  

t a d a  n o s  ú l t i m o s  a n o s .  G e r a lm e n t e  u t i l i z a - s e  á g u a  p r e v i a m e n t e  a- 

q u e ç i d a ,  c i r c u l a n d o  em d u t o s  e m b u t id o s  no a s s o a l h o ,  p a r e d e s  ou t e  

t o .  D e p e n d e n d o  do p r o j e t o ,  os  p a i n é i s  podem s e r  u s a d o s  t a n t o  p a r a  

a q u e c im e n t o  como p a r a  r e s f r i a m e n t o .

Quando os d u t o s  s ã o  e m b u t id o s  no t e t o ,  a c o n f i g u r a ç ã o  u 

t i l i z a d a  g e r a l m e n t e  é uma das  s e g u i n t e s :

- P a i n é i s  de aquecimento

ISOLAMENTO
TT SUPORTE DE SUSTENTAÇÃO

DOS DUTOS

REBOCO

MASSA F INA DO T E T O

F i g u r a  1 .5

- ISOLAMENTO

-CONCRETO

'MASSA FINA 
0 0  T E T O

E m b o ra  não  t ã o  d i f u n d i d a ,  a i n s t a l a ç ã o  de p a i n é i s  de a- 

q u e c im e n t o  n a s  p a r e d e s ,  d e v e  s e r  c o n s t r u í d a  da mesma m a n e i r a *  q ue  

os p a i n é i s  do t e t o .  P a r a  o a s s o a l h o  os a r r a n j o s  m a is  com uns sã o  

os m o s t r a d o s  n a  f i g u r a  1 . 6 .



^ R E O E

ASSOALHO' DUTOS EMBUTIDOS

A ; c O N C R  ETO

icfti AMCTM'

FUNDAÇÃO

ISOLAMENTO

CASCALHO

ATE RRO

^ASSOALHO

a t e r r o

F i g u r a  1 .6

- C o l e t o r e s  s o l a r e s  p l a n o s

0  a p r o v e i t a m e n t o  da  e n e r g i a  s o l a r  tem  s e  d i f u n d i d o  b a s ­

t a n t e ,  p r i n c i p a l m e n t e  d e v id o  ao i n t e r e s s e  c r e s c e n t e  em s e  t o r n a r  

c a d a  v e z  m a is  v i â v e l ,  a u t i l i z a ç ã o  de f o n t e s  n ã o  c o n v e n c i o n a i s  de 

e n e r g i a .

0  c o l e t o r  s o l a r  p a d r ã o ,  a p e s a r  de j â  e s t a r  b a s t a n t e  c o ­

m e r c i a l i z a d o ,  a i n d a  p o s s u i  um c u s t o  i n i c i a l  r e l a t i v a m e n t e  a l t o .  

M u i t a s  p e s q u i s a s  têm s i d o  f e i t a s  no i n t u i t o  de s e  o b t e r  n o v a s  geo  

m e t r i a s  e n o v o s  m a t e r i a i s .  M u i t a s  i d é i a s  têm  s i d o  c o l o c a d a s  em 

p r á t i c a  e in ú m e r a s  s ã o  as  p a t e n t e s  r e g i s t r a d a s .

0 p r o b le m a  b á s i c o  do c o l e t o r  s o l a r  p l a n o ,  e a s u a  e f i c j ^  

ê n c i a .  Q u a n to  m a is  a l t a  a t e m p e r a t u r a  de o p e r a ç ã o  do c o l e t o r ,  me-



n o r  o r e n d im e n t o  e c o n s e q u e n t e m e n t e  m a io r  a p r e o c u p a ç ã o  com o i s o  

l a m e n t o ,  c o b e r t u r a s ,  t i n t a s  s e l e t i v a s ,  m a t e r i a l  e m p re g a d o  n a  c o n ­

f e c ç ã o  dos d u t o s ,  e t c .  D e s t a  f o r m a ,  o p e r a n d o  em t e m p e r a t u r a s  m a is  

b á i x a s ,  o c o l e t o r  p o d e  s e  t o r n a r  b a s t a n t e  s i m p l e s .  Um e x e m p lo  ë o 

c o l e t o r  f e i t o  com uma p l a c a  de  p o l i p r o p i l e n o  e x t r u d a d o  e m o s t r a d o  

n a  f i g u r a  1 . 7 .

/  / / / / / /

OUTOS PO LIP R OP ILE NO

F i g u r a  1 .7

/

E s t e  c o l e t o r  d i s p e n s a  o u so  de i s o l a m e n t o s  t é r m i c o s  e 

q u a l q u e r  t i p o  de c o b e r t u r a ,  a lé m  de t e r  uma v i d a  ú t i l  b a s t a n t e  

l o n g a .  P o d e  s e r  u s a d o  p a r a  a q u e c im e n t o  de p i s c i n a s ,  e s t u f a s ,  ou 

p a r a  m e l h o r a r  o r e n d im e n t o  de u n id a d e s  b i o d i g e s t o r a s .

Um e s t u d o  d e t a l h a d o  d o s  s i s t e m a s  a p r e s e n t a d o s  a n t e r i o r ­

m e n t e ,  e n v o l v e  c o n s i d e r a ç õ e s  e s p e c í f i c a s  de p r o j e t o .  C a d a  s i t u a ­

ç ã o  d e v e  s e r  a n a l i s a d a  s e p a r a d a m e n t e ,  l e v a n d o - s e  em c o n t a  o c u s t o  

i n i c i a l  d a  i n s t a l a ç ã o ,  a v i d a  ú t i l  do s  e q u ip a m e n t o s ,  e uma s é r i e  

de o u t r o s  f a t o r e s .

E s t e  t r a b a l h o  f o r n e c e  d a d o s  p a r a  q ue  s e  p o s s a  f a z e r  uma 

a n á l i s e  q u a l i t a t i v a  e q u a n t i t a t i v a  d e s t a  c l a s s e  de p r o b l e m a s .  é  
p r e t e n s ã o  do a u t o r ,  c o n t r i b u i r  t a n t o  p a r a  ò e s t u d o  da  t r a n s f e r ê n ­

c i a  de c a l o r  em e s c o a m e n t o s  l a m i n a r e s ,  como p a r a  a a p l i c a ç ã o  do 

m é to d o  de s o l u ç ã o  p o r  e q u a ç õ e s  i n t e g r a i s  a p r o b le m a s  de v a l o r e s  

no  c o n t o r n o  c o m p o s t o s .



2. FORMULAÇÃO GERAL DO PROBLEM A

2 .1  - C o n s i d e r a ç õ e s  i n i c i a i s

N e s t e  c a p í t u l o  s e r á  a p r e s e n t a d a  a  f o r m u l a ç ã o  de um p r o ­

b le m a  de t r a n s f e r ê n c i a  de c a l o r  em e s c o a m e n t o  l a m i n a r  no  i n t e r i o r  

de  d u t o s  de s e c ç ã o  t r a n s v e r s a l  a r b i t r á r i a ,  com p a r e d e s  s ó l i d a s  i -  

s o t r ó p i c a s  e h o m o g ê n e a s . A f im  de m a n t e r  a g e n e r a l i d a d e  n a  f o r m u ­

l a ç ã o ,  a a n á l i s e  s e r á  f e i t a  p a r a  a g e o m e t r i a  m o s t r a d a  n a  f i g u r a  

2.1.

F i g u r a  2 .1

No p r e s e n t e  t r a b a l h o ,  a s  r e g i õ e s  D ^ , e D j  s e r ã o  c o n ­

s i d e r a d a s  como r e g i õ e s  de L i a p u n o v  ou  m a is  r e s t r i t a m e n t e ,  r e g i õ e s  

r e g u l a r e s  s e g u n d o  K e l l o g  ( v e r  A p ê n d i c e  F ) . Os c o n t o r n o s  de D ^ , D 2 

e D j  s e r ã o  r e p r e s e n t a d o s  como 3D^, BD^ e 90 ^ , r e s p e c t i v a m e n t e .

A lg u m a s  h i p ó t e s e s  s i m p l i f i c a t i v a s  devem  s e r  f e i t a s  a 

f im  dè f a c i l i t a r  a o b t e n ç ã o  da s o l u ç ã o  do p r o b l e m a .  E s t a s  h i p ó t e  

s é s  s ã o  n o r m a lm e n t e  f e i t a s  em e s t u d o s  d e s t à  n a t u r e z a :
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a .  F l u i d o  N e w t o n ia n o  e i n c o m p r e s s í v e l  com p r o p r i e d a d e s  f í s i c a s  

c o n s t a n t e s .
b .  D u to  r e t i l í n e o  com p a r e d e s  p e r f e i t a m e n t e  p o l i d a s .

c .  D i s s i p a ç ã o  v i s c o s a  d e s p r e z í v e l .

d . P e r f i s  de v e l o c i d a d e  e t e m p e r a t u r a  p l e n a m e n t e  d e s e n v o l v i d o s .

e .  F l u x o  de c a l o r  p o r  u n id a d e  de c o m p r im e n to  do d u t o ,  c o n s t a n t e .

f .  C o n d u ç ã o  a x i a l  d e s p r e z í v e l ,  t a n t o  no  s o l i d o  como no l í q u i d o .

g .  R e g im e  p e r m a n e n t e  com e s c o a m e n t o  l a m i n a r .

A h i p ó t e s e  " d "  i m p l i c a  n a  e x i s t ê n c i a  de um p e r f i l  de 

t e m p e r a t u r a  i n v a r i a n t e  com o c o m p r im e n to  do d u t o .  P o r  c o n v e n i ê n ­

c i a ,  d e f i n e - s e  a t e m p e r a t u r a  de m i s t u r a  T ^ ;  e s t a  t e m p e r a t u r a  c a ­

r a c t e r i z a  o e s t a d o  de e n e r g i a  t é r m i c a  m é d ia  do f l u i d o :

T u T *  dA* ( 2 . 1 )
A*

Se  uma t e m p e r a t u r a  a d i m e n s i o n a l  é d e f i n i d a  em t e r m o s  da  

t e m p e r a t u r a  de m i s t u r a  e da t e m p e r a t u r a  m é d ia  n a  p a r e d e  do d u ­

t o  T * ,  e é i n v a r i a n t e  n a  d i r e ç ã o  do e s c o a m e n t o ,  p o d e - s e  e s c r e v e r :

.  T *  - T*
—  = 0 (2.2)
g  *  . p *  _

s b

D i f e r e n c i a n d o  e r e a r r a n j a n d o ,

„T,*' 3T* T*  - T *  3T* 3T*
m  = — ) ( _ ! i .  ( 2 . 3 )
3z*  a z *  T *  - T *  3z* dz* s b

Um p a r â m e t r o  r e l e v a n t e  n e s t e  t i p o  de p r o b le m a  é o c o e f_ i  

c i e n t e  de t r o c a  de c a l o r  " h " ,  q ue  p o d e  s e r  d e f i n i d o  u s a n d o  a t e m ­

p e r a t u r a  de m i s t u r a  T * :
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h =
T * - T *

s
(2.4)

q *  - f l u x o  de c a l o r  p o r  u n id a d e  de tem po  e c o m p r im e n to  do d u t o .

Convém n o t a r  que " h ”  ê e s s e n c i a l m e n t e  uma p r o p r i e d a d e  

f l u í d o d i n â m i c a  do e s c o a m e n to  ao  p a s s o  q ue  a d i f e r e n ç a  de  t e m p e r a ­

t u r a  ê uma q u a n t i d a d e  t e r m o d in â m i c a .

• P a r a  p o n t o s  a f a s t a d o s  da  r e g i ã o  de e n t r a d a  do d u t o ,  o

c o e f i c i e n t e  de t r o c a  de c a l o r  " h "  é c o n s i d e r a d o  c o n s t a n t e .  De a- 

c o r d o  com a h i p ó t e s e  " e "  e a é q u a ç ã o  ( 2 . 4 ) ,  t e m - s e

T *  - T *  = c o n s t a n t e  s b

da  q u a l

9T*
___s
âz* dz*

S u b s t i t u i n d o  n a  e q u a ç ã o  ( 2 . 3 ) ,

9T' = c o n s t a n t e
9z* 9 z 9z'

( 2 . 5 )

A p l i c a n d o  o p r i n c í p i o  da  c o n s e r v a ç ã o  da  e n e r g i a  a um vo  

lume de c o n t r o l e  d i f e r e n c i a l  de um d u to  c i r c u l a r ,  v e r i f i c a - s e  q u e  

9T*/9 .z*  de f a t o  é c o n s t a n t e :

p u *  A *  c ^ T ' -H-p ú *  A * c „ ( T
9T* 

* ^ __ b d z * )
1 1 ■ 

. 1  .1 ■ 
1 J  * 1. t---- - d z *-----1 R*

P *  d z *  q *

9z^
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_ P *  q *

9z* p u *  A *  c
= c o n s t .  ( 2 . 6 )

R *  - r a i o  do d u to

P *  - p e r í m e t r o  a q u e c id o  do d u to
A *  - ã r e a  da  s e c ç ã o  t r a n s v e r s a l  do d u to

De a c o r d o  com a h i p ó t e s e  to d o  c a l o r  que i n c i d i r  n a

s u p e r f í c i e  e x t e r n a  da  r e g i ã o  s o l i d a  da f i g u r a  2 . 1 , c o n t o r n o  3 0 3 , 

s e r a  t r a n s m i t i d o  ao  f l u i d o .  D e s t a  fo rm a  um p e r f i l  de t e m p e r a t u r a  

i n v a r i a n t e  no l í q u i d o  c o n fo r m e  i n d i c a d o  n a  e q u a ç ã o  ( 2 . 5 ) ,  g a r a n t e  

um p e r f i l  de t e m p e r a t u r a  i n v a r i a n t e  n a s  r e g i õ e s  s ó l i d a s .

P a r a  as  a p l i c a ç õ e s  t é c n i c a s  e c o n v e n i e n t e  q ue  os  r e s u l ­

t a d o s  s e ja m  a p r e s e n t a d o s  em te rm o s  do n úm ero  de N u s s e l t ,  q ue  ê  de 

f i n i d o  de m a n e i r a  c o n v e n c i o n a l  como se n d o

h Dí^
Nu = ----- ( 2 . 7 )

onde. " D ^ "  ë o d i â m e t r o  h i d r á u l i c o :

D* = 4 (-á r e a  da s e c ç ã o  t r a n s v e r s a l  de e s c o a m e n t o  ̂ ^2 g)
^  p e r í m e t r o  m o lh a d o

0 núm ero  de N u s s e l t  p o d e  s e r  f i s i c a m e n t e  i n t e r p r e t a d o  

como a r e l a ç ã o  e n t r é  0 g r a d i e n t e  de t e m p e r a t u r a  no f l u i d o  i m e d i a ­
t a m e n t e  em c o n t a t o  com a s u p e r f í c i e  e a d i f e r e n ç a  de . t e m p e r a t u r a  
(T *  - T ^ )  p o r  u n id a d e  de c o m p r im e n to  do d u t o .

O b v ia m e n te  as  c o n s i d e r a ç õ e s  f e i t a s  l i m i t a m  a a m p l i t u d e  

de a p l i c a ç ã o  dá s o l u ç ã o  do p r o b l e m a .  No e n t a n t o  q u a n t o  m a is  com­

p l e x a  f o r  a f o r m u l a ç ã o  p r o p o s t a ,  m a io r e s  d i f i c u l d a d e s  a p a r e c e r ã o  
q u an d o  da  a p l i c a ç ã o  do m ê to d o .  Um c o m p ro m is s o  d e v e  e x i s t i r ,  e e s ­

t e  c o m p ro m is s o  j u s t i f i c a  as  h i p ó t e s e s  a s s u m id a s .  Um m ê to d o  ë me­

l h o r  que  o u t r o  n a  m e d id a  em q ue  e l e  r e s o l v e  p r o b le m a s  m a is  com ­

p l e x o s  de uma m a n e i r a  m a is  s i m p l e s .
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2.2 - E q u a ç ã o  d i f e r e n c i a l  do m o v im e n to

A n t e s  de s e  a n a l i s a r  o p r o b l e m a  t é r m i c o ,  é n e c e s s á r i o  

que  s e  r e s o l v a  a  e q u a ç ã o  de N a v i e r - S t o k e s , a f im  de s e  d e t e r m i n a r  

a d i s t r i b u i ç ã o  de v e l o c i d a d e ,  n a  r e g i ã o  de e s c o a m e n t o .

A e q u a ç ã o  de N a v i e r - S t o k e s  p a r a  f l u i d o s  N e w t o n ia n o s  com 

v i s c o s i d a d e  e d e n s id a d e  c o n s t a n t e ,  em c o o r d e n a d a s  c a r t e s i a n a s ,  e 

c o n s i d e r a n d o  o e s c o a m e n to  u n i d i m e n s i o n a l  em r e g im e  p e r m a n e n t e ,  

tem  a s e g u i n t e  f o r m a :

1  (2.9)
y d z *  3x*^-

A d o ta n d o  L *  como uma d im e n s ã o  c a r a c t e r í s t i c a  da  s e c ç ã o  

t r a n s v e r s a l  do d u t o ,  a s e g u i n t e  a d i m e n s i o n a l i z a ç ã o  po de  s e r  f e i t a :

X  = x * / L *  ( 2 . 1 0 )

y  = y * / L *  ( 2 . 1 1 )

iz*

A e q u a ç ã o  do m o v im e n to  s e  r e d u z  a ,

V^u = -1 ( 2 . 1 3 )

A f i m  de se  r e s o l v e r  o p r o b le m a  h i d r o d i n â m i c o ,  b a s t a  a-  

n a l i s a r  o s e g u i n t e  p r o b le m a  a v a l o r e s  no c o n t o r n o :

V^u = -1 em Ü 2 ( 2 . 1 4 )

u l  = 0 ( 2 . 1 5 )
9D^
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o n d e  9D2 ê o c o n t o r n o  da  r e g i ã o  de e s c o a m e n t o  D2 q u e ,  como f o i  di^ 

t o ,  s e r ã  c o n s i d e r a d a  uma r e g i ã o  de L i a p u n o v .  0 c o n t o r n o  9D2 p o d e  
s e r  c o n s i d e r a d o  como a u n i ã o  d i s j u n t a  de c u r v a s  f e c h a d a s :

F i g u r a  2 .2

9Ü2 = 9Ü21 9D, 9D,2 2 * **  '^"'2N+1 

o nd e  N é o núm ero  de c o n t o r n o s  

i n t e r i o r e s  a D.

A e q u a ç ã o  ( 2 . 1 4 )  ê uma e q u a ç ã o  de P o i s s o n  ou s e j a ,  um 

c a s o  e s p e c i a l  de uma e q u a ç ã o  d i f e r e n c i a l  p a r c i a l  l i n e a r  de  s e g u n ­
da  o rdem  do t i p o  e l í p t i c o .

2 .3  - E q u a ç ã o  d i f e r e n c i a l  d a  t e m p e r a t u r a

A e q u a ç ã o  da e n e r g i a  p a r a  f l u i d o s  N e w t o n i a n o s ,  com v i £  

c o s i d a d e ,  d e n s id a d e  e c o n d u t i b i l i d a d e  t é r m i c a  c o n s t a n t e s ,  e x p r e s ­

s a  em c o o r d e n a d a s  c a r t e s i a n a s ,  te m  a s e g u i n t e  f o r m a :

9 t 9x'
* i i : .  u *  i i í )  = k.p [ i ! i ; .  H- .

9x*^^ 9y*^  9z*9 y ’ 9z'
-) = kf

.  2y [ ( ^ ) 2  .  ( 1 ^ ) 2  .  ,  i X l )  2 ,
. 9x* 9 y*  9z* 9y*  9x*

3z' 9x^ 9z^ 9 y’
( 2 . 1 6 )
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P a r a  e s c o a m e n to  u n i d i m e n s i o n a l ,  r e g im e  p e r m a n e n t e  e co n  

s i d e r a n d o  a d i s s i p a ç ã o  v i s c o s a  d e s p r e z í v e l ,  a e q u a ç ã o  a n t e r i o r  s e  

r e d u z  ao que se  s e g u e :

p c u *  ^  = k£  V^T* ( 2 . 1 7 )
^ 8z*

U sa n d o  a d e f i n i ç ã o  dé V e l o c i d a d e  e c o o r d e n a d a s  a d im e n -  

s i o n á i s  d á d a s  em ( 2 . 10 ) ,  ( 2 . 1 1 ) e ( 2 . 1 2 ) ,  e a s e g u i n t e  a d im e n s io -  

n a l i . z a ç a o  p a r a  a t e m p e r a t u r a ,

T*  y
( 2 . 1 8 )

d z *  9z*

a£  = k f / p C p  ( 2 . 1 9 )

a e q u a ç ã o  ( 2 . 1 7 )  a d q u i r e  a s e g u i n t e  f o r m a ,

V^T = -u ( 2 . 2 0 )

A e q u a ç ã o  ( 2 . 2 0 ) ,  do mesmo modo q ue  a e q u a ç ã o  ( 2 . 1 4 ) ,  ê 

uma e q u a ç ã o  de P o i s s o n .

^ F a z e n d o - s e  u so  da  e q u a ç ã o  ( 2 . 1 3 ) ,  a e q u a ç ã o  ( 2 . 2 0 )  se  

t o r n a  uma e q u a ç ã o  b i - h a r m ô n i c a  d a  fo rm a

V^T = 1 ( 2 . 2 1 )

P a r a  o c a s o  da r e g i ã o  s o l i d a  d a  f i g u r a  2 . 1 ,  a e q u a ç ã o  

( 2 . 2 0 )  s e  r e s u m e  n a  s e g u i n t e  e q u a ç ã o  de L a p l a c e ,

V^T = 0 ( 2 . 2 2 )

D ep e n d e n d o  d a s  c o n d i ç õ e s  de c o n t o r n o  a p l i c a d a s  à e q u a ­

ç ã o  a c im a ,  p o d e - s e  t e r  um p r o b le m a  de D i r i c h l e t ,  de Neum ann ou de
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c a r ã t e . r  m i s t o  ( v e r  A p ê n d i c e  A )  .

No c a s o  da r e g i ã o  p o s s u i r  g e r a ç ã o  i n t e r n a  de c a l o r ,  

d e ve- s .e  i n t r o d u z i r  m a is  um te rm o  n a  e q u a ç ã o  d i f e r e n c i a l  da  t e m p e ­

r a t u r a ,  que  p a s s a r a  a s e r  e s c r i t a  n a  s e g u i n t e  f o r m a :

V^T = - — ( 2. 23)
k /k f

onde  q r e p r e s e n t a  a t a x a  de g e r a ç ã o  i n t e r n a  de e n e r g i a  p o r  u n i d a ­

de de v o l u m e . , 0 te rm o  k ^ / k £  a p a r e c e u  n a  e q u a ç ã o  ( 2 . 2 3 )  d e v i d o  ao 

f a t o  da  a d i m e n s i o n a l i z a ç ã o  s e r  f e i t a  em f u n ç ã o  da  c o n d u t i b i l i d a d e  
t é r m i c a  do f l u i d o ,  c o n fo rm e  i n d i c a d o  n a  e q u a ç ã o  ( 2 . 1 8 ) .

Convém l e m b r a r  q u e ,  bem como a r e g i ã o  de e s c o a m e n t o ,  as  

r e g i õ e s  s o l i d a s  s e r ã o  c o n s i d e r a d a s  r e g i õ e s  de L i a p u n o v .
A s o l u ç ã o  do p r o b le m a  p r o p o s t o  n a  f i g u r a  2 . 1 ,  p o d e  e n ­

t ã o  s e r  o b t i d a  p e l a  r e s o l u ç ã o  do s e g u i n t e  c o n j u n t o  de e q u a ç õ e s  d^  

f e r e n c i a i s :

V ^ u ( z )  = - 1 ;  z € D „ ( 2 . 2 4 )
2

3̂

>2

V ^ T ( z )  = 0 ; z G ( 2 . 2 5 )

v '^ T (z )  = 1 ; z G ( 2 . 2 6 )

V ^ T ( z )  ------ 9 ^  ; z 6  D, ( 2 . 2 7 )

o nd e  z d o r a v a n t e  r e p r e s e n t a r a  o p a r  ( x , y )  R ^ .

As c o n d i ç õ e s  de c o n t o r n o  a s e re m  i n c l u í d a s  n a s  e q u a ç õ e s  

a n t e r i o r e s ,  dependem  do p r o b le m a  f í s i c o  a s e r  a n a l i s a d o  e podem 

s e r  de d i v e r s o s  t i p o s  como s e r â  v i s t o  no c a p í t u l o  3 .
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3. SOLUÇÃO DO PROBLEM A PELO  MÉTODO IN T E G R A L

3 .1  - M é to d o  i n t e g r a l

0 m étod o  de s o l u ç ã o  p o r  e q u a ç õ e s  i n t e g r a i s  c o n s i s t e  em 

t r a n s f o r m a r  as  e q u a ç õ e s  d i f e r e n c i a i s  p a r c i a i s  que  re g e m  o p r o b l e ­

ma, em e q u a ç õ e s  i n t e g r a i s .  P a r a  s e  o b t e r  e x p l i c i t a m e n t e  à s  s o l u ­

ç õ e s  d e s t e s  p r o b le m a s  a v a l o r e s  de c o n t o r n o ,  é n e c e s s á r i o  que  s e  

f a ç a  u s o  de a lg u n s  t e o r e m a s ,  i d e n t i d a d e s , e d a s  s o l u ç õ e s  fu n d a m e n ­
t a i s  a s s o c i a d a s  ao s  o p e r a d o r e s  L a p l a c e a n o  e b i - h a r m ô n i c o .

T e o re m a  da  D i v e r g ê n c i a

V . F dA =

D

F . n ds ( 3 . 1 )

onde  D ê  uma r e g i ã o  n o r m a l  ( R e f .  | 3 l |  p á g .  85 ) do R ^ ,  F e um cam ­

po v e t o r i a l  c o n t i n u a m e n t e  d i f e r e n c i á v e l , h é o v e t o r  u n i t á r i o  n o r  
m a l a 3D, dA ê o e l e m e n t o  de á r e a  e ds é o e l e m e n t o  de a r c o .

S e g u n d o  T e o re m a  de G r e e n

(u V^v - V V^u) dA =

D
ds

3D 3n 3n
( 3 . 2 )

o nd e  u e V têm  d e r i v a d a s  p a r c i a i s  de s e g u n d a  o rd em  c o n t í n u a s  em D 

e 3u/9n  bem como 9 v/9 n  sã o  s u a s  d e r i v a d a s  n o r m a i s .

I d e n t i d a d e  de R a y l e i g h - G r e e n

((j) v^'i' - '1' V^(|))dA = -

D 9D 9n 3 n‘
ds +
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3D
3n

ds
3n

(3.3)

o nd e  (j) e têm  d e r i v a d a s  p a r c i a i s  de q u a r t a  o rdem  c o n t í n u a s  em D.

A f u n ç ã o  de G r e e n  f u n d a m e n t a l ,  a s s o c i a d a  ao o p e r a d o r  de 

L a p l a c e ,  ê a s o l u ç ã o  d a  s e g u i n t e  e q u a ç ã o  d i f e r e n c i a l  p a r c i a l :

-V^g = Ô (z  - z ' )  z e z '  e  R n ( 3 . 4 )

o nd e  6 ( z  - z ' )  ê a d i s t r i b u i ç ã o  s i n g u l a r  | 3 3 | " D e l t a  de D i r a c " ,  
( v e r  A p ê n d i c e  B ) .

A f u n ç ã o  de G r e e n  p o d e  s e r  e n t e n d i d a  f i s i c a m e n t e  como 

s e n d o  uma f o n t e  ü n i c a  e u n i t á r i a ,  s i t u a d a  no p o n t o  z ' ,  e g e r a n d o  
um p o t e n c i a l  N e w t o n ia n o  no p o n to  z .

A s o l u ç ã o  f u n d a m e n t a l  a s s o c i a d a  ao  o p e r a d o r  b i - h a r m ô n i ­

c o ,  s a t i s f a z  a s e g u i n t e  e q u a ç ã o  d i f e r e n c i a l  p a r c i a l :

-V^G = ô ( z - z ' )  z e z ' e R ^ ( 3 . 5 )

3 .2  - E q u a ç ã o  i n t e g r a l  do m o v im e n to

Como j á  f o i  v i s t o ,  o p r o b le m a  h i d r o d i n â m i c o  a s e r  re s o l^  

v i d o ,  ê c a r a c t e r i z a d o  p o r :

V u = -1 ( 2 . 1 4 )

u = 0
3Do

( 2 . 1 5 )

M u l t i p l i c a n d o  a e q u a ç ã o  ( 2 . 1 4 )  p o r  g ,  a e q u a ç ã o  ( 3 . 4 )  

p ô r  u e som ando am b as ,  vem :

g V^u - u V ^ g  = u 6(z - z') - g (3.6)
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I n t e g r a n d o  a e q u a ç ã o  ( 3 . 6 )  ao lo n g o  da r e g i ã o  e a p l i  

ca r ido  0 s e g u n d o  t e o r e m a  de G r e e n  ( 3 . 2 ) ,

[ (g  -■ u i ^ )  ds = u 6 ( z - z ’ ) dA - g dA ( 3 . 7 )
9D^ 9n D ' D ,

o nd e
D2 - r e g i ã o  de e s c o a m e n to  

' 9D~ - c o n t o r n o  de Do

A p l i c a n d o  a p r o p r i e d a d e  ( B . 3 )  da  f u n ç ã o  D e l t a  de  D i r a c ,  

e o b s e r v a n d o  a c o n d i ç ã o  de c o n t o r n o  ( 2 . 1 5 ) ,  a e q u a ç ã o  ( 3 . 5 )  a d q u ^  

r e  a s e g u i n t e  f o r m a :

u ( z ' )  = g ( z , z ’ ) d A ( z )  +

D, 3D,

g ( z , z ' )  ^  ( z )  d s ( z )  
3n

( 3 . 8 )

'2 ""2 

U sa n d o  a s i m e t r i a  d a  f u n ç ã o  g ( z , z ' )  e t r o c a n d o  z p o r  z ' ,

u(z) = g ( z , z * )  d A ( z ' )  +

D, 3D,
g ( z , z ' )  3 u ( z ' )  d s ( z ' ) ( 3 . 9 )

P o r  s i m p l i c i d a d e ,  a d e r i v a d a  n o r m a l  da  v e l o c i d a d e  d o r a  

v a n t e  p á s s a r a  a s e r  d e n o t a d a  p o r  3u . C o n h e c e n d o  a d e r i v a d a  n o r m a l  

da  v e l o c i d a d e  no c o n t o r n o  p o d e - s e  d e t e r m i n a r  a v e l o c i d a d e  em 

q u a l q u e r  p o n t o  d a  r e g i ã o  p e l a  e q u a ç ã o  ( 3 . 9 ) .  Como 3u n o r m a l ­

m e n te  n ã o  ê c o n h e c i d a ,  n e c e s s i t a - s e  d e t e r m i n a r  uma e q u a ç ã o  p a r a  z 

em 9D2 * A  f i m  de s e  c o n t o r n a r  a s  s i n g u l a r i d a d e s  q ue  s u rg e m  q u a n d o  

z = z ' ,  o p o n t o  z deVe  s e r  i s o l a d o  de D 2 a t r a v é s  de um s e m i - c í r c u  
l o .  A p l i c a n d o  as  p r o p r i e d a d e s  ( B . 4 ) - ( B . 5 )  n a  e q u a ç ã o  ( 3 . 9 )  p a r a  

um p o n t o  s o b r e  o c o n t o r n o  9D2 » o b té m - s e :
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g ( z , z ' )  d A ( z ' )  +

2
3D,

g ( z , z ' )  3 u ( z ’ ) d s ( z ' )  = 0

z e 3D2

( 3 . 1 0 )

A e q u a ç ã o  ( 3 . 8 )  ê uma e q u a ç ã o  i n t e g r a l  de F r e d h o lm  de 

p r i m e i r a  e s p é c i e  que  tem a d e r i v a d a  n o r m a l  3u como f u n ç ã o  in c o g n i^  

t a .  0 p r o b le m a  d a  v e l o c i d a d e  p o d e  e n t ã o  s e r  c o m p le t a m e n t e  r e s d l v ^  

do a t r a v é s  do s i s t e m a  de e q u a ç õ e s  i n t e g r a i s  fo rm a d o  p e l a s  e q u a ­
ç õ e s  ( 3 . 9 )  e ( 3 . 1 0 ) .

Como a f u n ç ã o  de G r e e n  f u n d a m e n t a l  não  a d m i t e  s o l u ç ã o  

p a r a  t o d a s  as  c l a s s e s  de c o n t o r n o  j l S j ,  é c o n v e n i e n t e  que  se  i n s i .  

r a  n a s  e q u a ç õ e s  i n t e g r a i s  ( 3 . 9 )  e ( 3 . 1 0 ) a  c o n d i ç ã o  de c o n s i s t ê n ­
c i a  do p r o b le m a  ( 2 . 1 4 ) - ( 2 . 1 5 ) ;

3u ds =

3D,
V u  dA = - A ( D 2 ) ( 3 . 1 1 )

D,

A v e l o c i d a d e  m é d ia  no d u to  é um p a r â m e t r o  de i n t e r e s s e  
n a  r e s o l u ç ã o  do p r o b le m a  da t e m p e r a t u r a .  De p o s s e  d a  d i s t r i b u i ç ã o  

de v e l o c i d a d e ,  p o d e - s e  d e t e r m i n a r  a v e l o c i d a d e  m é d ia ,  d e f i n i d a  
c o n fo r m e  a e q u a ç ã o

ACD^)
u ( z )  d A ( z )

D,

( 3 . 1 2 )

Em | l 5 j  é a p r e s e n t a d o  uma e x p r e s s ã o  a n a l í t i c a  p a r a  o 

c a l c u l o  da v e l o c i d a d e  m é d ia  e f e t u a n d o - s e  a s  i n t e g r a i s  ao  lo n g o  

dos c o n t o r n o s  ( v e r  A p ê n d i c e  C ) .

Com b a s e  em |1 5 |  , a i n t e g r a l  da  fu n ç ã o ,  de G r e e n  ao l o n ­

go da â r e a  da  r e g i ã o  D 2 , também p o d e  s e r  r e d u z i d a  a uma i n t e g r a l  

de c o n t o r n o  ( v e r  A p ê n d i c e  B ) . D e s t e  modo a s o l u ç ã o  h i d r o d i n â m i c a  

do e s c o a m e n to  l a m i n a r  o b t i d a  a t r a v é s  d a s  e q u a ç õ e s  ( 3 . 9 )  e ( 3 . 1 0 ) ,  

p a s s a  a d e p e n d e r  so m e n te  da g e o m e t r i a  dos  c o n t o r n o s  da r e g i ã o  em 
e s t u d o .

U sa n d o  a e q u a ç ã o  ( B . 1 8 )  bem como a e q u a ç ã o  ( 3 . 1 1 ) ,  a e-
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q u a ç ã o  ( 3 . 1 0 )  p o d e  s e r  e s c r i t a  como s e  s e g u e :

g ( z , z ' )  a ( z , z ' )  d s ( z ’ ) +

3D,

g ( z  , z ' ) - 1 / 4 tt] 9u ( z ' ) ds (z  ' ) = 0 ; z e z ' £ 9D, ( 3 . 1 3 )
3D

2

onde a ( z , z ’ ) = ( z ' - z ) . n ' .

Da mesma fo r m a ,  a e q u a ç ã o  ( 3 . 9 )  que  f o r n e c e  a d i s t r i b u i ^  

ç ã o  de v e l o c i d a d e  ao lo n g o  da r e g i ã o ,  e x p r e s s a  em te rm o s  de i n t e ­

g r a i s  de l i n h a ,  a d q u i r e  a s e g u i n t e  f o r m a :

u ( z )  = -
2

g ( z , z ' )  a ( z , z ' )  d s ( z ' )  +

3D,

; g ( z , z ’ )  - 1 / 4 tt] 3 u ( z ' )  d s ( z ' ) ;

3D,
z e D 2 ( 3 . 1 4 )

- E q u a ç a o  i n t e g r a l  da t e m p e r a t u r a

No p r o b le m a  p r o p o s t o  ( F i g u r a  2 . 1 )  a t e m p e r a t u r a  d e v e  

s e r  d e t e r m i n a d a  t a n t o  no s o l i d o  como no  f l u i d o .  J â  que  a s  e q u a ­
ç õ e s  d i f e r e n c i a i s  s ã o  d i f e r e n t e s ,  o s  p r o b le m a s  s e r ã o  a b o r d a d o s  s e  

p a r a d a m e n t e .

3 . 3 . 1  - E q u a ç ã o  de L a p l a c e

No s o l i d o  o p r o b le m a  de t e m p e r a t u r a  c o n s i s t e  em r e s o l ­

v e r  a e q u a ç ã o :
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U sa n d o  o mesmo p r o c e d im e n t o  a d o t a d o  n a  s o l u ç ã o  do p r o ­

b le m a  da  v e l o c i d a d e ,  p o d e - s e  c h e g a r  n a  s e g u i n t e  e q u a ç ã o :

V^T = 0 (2.22)

T ( z )  = g ( z , z ' )  8T ( z ' )  - T ( z ' )  3 g ( z , z ’ ) ]  d s ( z ' )  (3 .-15 )

3Di 3
^ £ “ 1 , 3

3 - r e g i õ e s  s o l i d a s  e 
3Dj  ̂ 2 - c o n t o r n o  de ^

A d e r i v a d a  n o r m a l  d a  t e m p e r a t u r a ,  bem como a d e r i v a d a  

n o r m a l  da  f u n ç ã o  de G r e e n  f u n d a m e n t a l , d o r a v a n t e  s e r ã o  e s c r i t a s  

como 3T e 3g , r e s p e c t i v a m e n t e .

S e  os v a l o r e s  d as  t e m p e r a t u r a s  e s u a s  d e r i v a d a s  n o s  c o n  
t o r n o s  fo re m  c o n h e c i d a s ,  p o d e - s e  d e t e r m i n a r  a t e m p e r a t u r a  em qual^ 

q u e r  p o n to  da  r e g i ã o  s o l i d a  f a z e n d o - s e  u so  da  e q u a ç ã o  ( 3 . 1 5 ) .  P r o  

b le m a s  de t r a n s f e r ê n c i a  de c a l o r  d e s t a  n a t u r e z a ,  o nd e  s e  c o n h e c e  

t o d o s  os  v a l o r e s  d a s  v a r i á v e i s  no  c o n t o r n o  e d e s e j a - s e  o b t e r  uma 

p r o p r i e d a d e  no i n t e r i o r  d a  r e g i ã o  em e s t u d o ,  s ã o  d e n o m in a d o s  p r o ­

b le m a s  d i r e t o s .  De o u t r a  f o r m a ,  e x i s t e m  s i t u a ç õ e s  f í s i c a s  o nd e  

s ã o  c o n h e c id o s  a l g u n s  v a l o r e s  d a s  v a r i á v e i s  no c o n t o r n o ,  e d e s e j a  

s e  d e t e r m i n a r  o s  v a l o r e s  d e s c o n h e c i d o s ;  e s t e s  p r o b le m a s  s ã o  d e n o ­

m in a d o s  p r o b le m a s  i n v e r s o s .

Nos p r o b le m a s  i n v e r s o s  é n e c e s s á r i o  q ue  s e  d e t e r m i n e  e- 

q u a ç õ e s  i n t e g r a i s  p a r a  p o n t o s  no c o n t o r n o .  C o n to r n a n d o  as  s i n g u l a  

r i d a d e s  que su rg e m  q u an d o  z = z '  e a p l i c a n d o  as p r o p r i e d a d e s  

da f u n ç ã o  de G r e e n ,  do mesmo modo como f o i  f e i t o  no p r o b le m a  da 
v e l o c i d a d e ,  ç h e g a - s e  ã e q u a ç ã o :

-  T ( z )  = g ( z , z ' )  3 T ( z ' )  - T ( z ' )  3 g ( z , z ’ ) J  d s ( z ’ ) ( 3 . 1 6 )

3
z € 3D,^3
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De p o s s e  das  e q u a ç õ e s  ( 3 . 1 5 )  e ( 3 . 1 6 ) ,  bem como d as  c o n  

d i ç õ e s  de c o n t o r n o  a d v in d a s  do p r o b le m a  f í s i c o ,  d e t e r m i n a - s e  a 

d i s t r i b u i ç ã o  de t e m p e r a t u r a  n a  r e g i ã o .  P a r a  c a d a  r e g i ã o  d e v e - s e  

c o n s t r u i r  uma e q u a ç ã o  do t i p o  ( 3 . 1 5 ) .  No c a s o  da  r e g i ã o  s e r  mul_ 

t i p l a m e n t e  c o n e x a ,  c a d a  c o n t o r n o  t e r ã  uma e q u a ç ã o  s e m e lh a n t e  ã  e- 

q u a ç ã o  ( 3 . 1 6 ) .

3 . 3 .2 - E q u a ç a o  de P o i s s o n

H a v e n d o  g e r a ç ã o  i n t e r n a  de c a l o r  n a  r e g i ã o  s o l i d a  D ^ , p a  

r a  s e  d e t e r m i n a r  a d i s t r i b u i ç ã o  de t e m p e r a t u r a  d e v e - s e  r e s o l v e r  

a s e g u i n t e  e q u a ç ã o  d i f e r e n c i a l :

V^T = -
k s / k f

( 2 . 2 3 )

P r o c e d e n d o  de m a n e i r a  s e m e lh a n t e  ã a d o t a d a  n a  o b t e n ç ã o  

das  e q u a ç õ e s  i n t e g r a i s  c a l c u l a d a s  a n t e r i o r m e n t e  p a r a  os  p r o b le m a s  
h i d r o d i n â m i c o  e t é r m i c o ,  c o n s t r o i - s e  a s e g u i n t e  e q u a ç ã o :

g ( z , z ' )  — X —  d A ( z V )  +

D1
k s / ^ f

g ( z , z ' )  a T ( z ' )  +

3D-

- T ( z ' )  8g ( z , z ’ ) ]  d s ( z ' ) ( 3 . 1 7 )

C o n to rn a n d o  a s  s i n g u l a r i d a d e s  que su rg e m  q u an d o  z = z ' ,  

e a p l i c a n d o  as  p r o p r i e d a d e s  da  f u n ç ã o  de G r e e n  f u n d a m e n t a l  e de 

s u a  d e r i v a d a  n o r m a l ,  p o d e - s e  o b t e r  uma e q u a ç ã o  i n t e g r a l  p a r a  p o n ­
t o s  s i t u a d o s  no c o n t o r n o  da r e g i ã o  3 0 ^̂ ,

-  T ( z )  = 
2

D-

g(z , z ' ) — 9— . d A ( z ') + 

í^ s /k f
g ( z , z’) 3T(z') +

3D,
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^ T ( z ' )  3 g ( z , z ' ) ]  d s ( z ' )  z e  3D, ( 3 . 1 8 )

Não h a v e n d o  a f o n t e  i n t e r n a  q ,  a s  e q u a ç õ e s  ( 3 . 1 7 )  e

( 3 . 1 8 )  s e  r e d u z e m  a s  e q u a ç õ e s  ( 3 . 1 5 )  e ( 3 . 1 6 ) .  S e  a  g e r a ç ã o  de c a  

l o r  f o r  c o n s t a n t e  ao  l o n g o  da  â r e a  D^ ,̂ p o d e - s e  c a l c u l a r  a i n t e ­

g r a l  d a  f u n ç ã o  de G r e e n  n a  r e g i ã o ,  p o r  m e io  de uma i n t e g r a ç ã o  ao 

l o n g o  dõ c o n t o r n o  90̂  ̂ ( v e r  A p ê n d i c e  B )  . ^

F a z e n d o  a r e d u ç ã o  d a s  i n t e g r a i s  de â r e a  que a p a r e c e m  

na;s e q u a ç õ e s  ( 3 . 1 7 )  e ( 3 . 1 8 )  a i n t e g r a i s  de c o n t o r n o ,  o b té m - s e  

as  s e g u i n t e s  e q u a ç õ e s :

2 k ^ / k f
[ g ( z , z ' )  + 1/4 tt] a ( z , z ' )  d s ( z ' )  +

9 D,

9D,

[ g ( z , z ' )  9 T ( z ’ ) - T ( z ’ ) 9 g ( z , z ' ) ]  d s ( z ' )

z € D.

(3 .1 9)

1  T ( z )  = -— 3----
2 2 k / k £

g ( z , z ' )  + 1 / 4 tt] a ( z , z ’ ) d s ( z ' )  +

3D.

3D,
[ g ( z , z ’ )  9 T ( z ’ )  - ï ( z ’ )  3 g ( z , z ’ ) ]  d s ( z > )  ( 3 . 2 0 )

z e  9D.

3 . 3 . 3  - E q u a ç ã o  B i - h a r m õ n i c a

Na r e g i ã o  o c u p a d a  p e l o  f l u i d o ,  o p r o b le m a  t é r m i c o  a s e r  

r e s o l v i d o  é g o v e r n a d o  p e l a  e q u a ç ã o

V T = 1 (2.21)
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M u l t i p l i c a n d o  a e q u a ç ã o  ( 2 . 2 1 )  p o r  G, a e q u a ç ã o  ( 3 . 5 )  

p o r  T e som ando a m b a s ,  r e s u l t a :

G V T  - T V G = G + T 6 ( z  - z ' ) ( 3 . 2 1 )

I n t e g r a n d o  a e q u a ç ã o  ( 3 . 2 1 )  ao  lo n g o  da  r e g i ã o  e a- 

p l i c a n d o  a i d e n t i d a d e  de R a y l e i g h - G r e e n  ( 3 . 3 ) ,  r e s u l t a  em

G dA + T 6 (z  - z ' )  dA = - [T  ̂ ( V^ G )  - V^G

D D ■ 9D. 9n 9n
ds +

( 3 . 2 2 )

9D, 3n 9n

D2 - r e g i ã o  de e s c o a m e n to  

9D2 c o n t o r n o  de D2

A e x e m p lo  de 11 6 1 , G ( z , z ’ )  ê e s c o l h i d a  de  fo r m a  a s a t i _ s  

f a z e r  a s e g u i n t e  e q u a ç ã o  de P o i s s o n :

V ^ G ( z , z ' )  = g ( z , z ’ ) ( 3 . 2 3 )

A i n t e n ç ã o  p r i n c i p a l  q u an d o  s e  u t i l i z a  a e q u a ç ã o  ( 3 , 2 3 ) ,  ê f a z e r  

com q ue  as  e q u a ç õ e s  i n t e g r a i s  do p r o b le m a  h a r m ô n ic o  e b i- rh a rm ô n i-  

cO te n h a m  n ú c l e o s  i d ê n t i c o s .

L e m b ra n d o  que

V T = -u (2 .20)

e a p l i c a n d o  a p r o p r i e d a d e  ( B . 3 )  d a  f u n ç ã o  D e l t a  de D i r a c ,  a e q u a  

ç ã o  ( 3 . 2 2 )  a d q u i r e  a s e g u i n t e  f o r m a :
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G ( 2 , z ' )  d A ( z )  + T ( z ’ ) =

D,

[ g ( z , z ' )  9 T ( z ’ ) +
9D,

- T ( z ' )  9g ( z , z ’ ) ]  d s ( z )  - G ( z , z ’ ) 9 u ( z ’ ) ( 3 . 2 4 )

3D-

U sa n d o  a s i m e t r i a  d a s  f u n ç õ e s  g ( z , z ' )  e G ( z , z ' ) ,  e t r o ­

ca n d o  z p o r  z ' ,

T ( z )  = - G . ( z , z ' )  d A ( z ' )  -

D,

G ( z , z ’ ) 9 u ( z ' )  d s ( z ' )  +

9D,

9D,

[ g ( z , z ' ) 9 T ( z ’ ) - T ( z ' )  9 g ( z , z ’ ) ]  d s ( z ' )  ( 3 . 2 5 )

z € D,

C o n h e c id a s  a s  c o n d i ç õ e s  de  c o n t o r n o  T ( z ' ) ,  9 T ( z ’ ) e 

9 u ( z ' ) ,  p o d e - s e  d e t e r m i n a r  a t e m p e r a t u r a  em q u a l q u e r  p o n t o  d a  r e ­

g i ã o  de e s c o a m e n to  D2 •

P a r a  p o n t o s  no c o n t o r n o ,  a v a l i a n d o - s e  as  s i n g u l a r i d a d e s  

q u a n d o  z = z ' ,  e a p l i c a n d o - s e  a s  p r o p r i e d a d e s  ( B . 5 ) - ( B . 7 ) ,  a e q u a  

ç ã d  ( 3 . 2 5 )  r e s u l t a  em,

-  T ( z )  = 
2

G ( z , z ’ ) d A ( z ’ ) -

D-

G ( z , z ' )  9 u ( z ' )  d s ( z ' )  +

9D.

9D,

[ g ( z , z ’ ) 9 T ( z ' )  - T ( z ’ ) 9 g ( z , z ’ ) ]  d s ( z ' )  ( 3 . 2 6 )

z e  9D2

P a r a  a s o l u ç ã o  de p r o b le m a s  d i r e t o s ,  b a s t a  u t i l i z a r  a 

e q u a ç ã o  ( 3 . 2 5 )  e a s  c o n d i ç õ e s  de  c o n t o r n o  do p r o b le m a  f í s i c o .  No
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c a s o  de p r o b le m a s  i n v e r s o s , a s o l u ç ã o  ê o b t i d a  a t r a v é s  da  r e s o l u ­

ç ã o  do s i s t e m a  de e q u a ç õ e s  i n t e g r a i s  fo rm a d o  p o r  e q u a ç õ e s  do t i p o

( 3 . 2 5 )  e ( 3 . 2 6 ) .  Em r e g i õ e s  m u l t i p l a m e n t e  c o n e x a s ,  d e v e - s e  c o n s -  
t r i i i r  p a r a  c a d a  c o n t o r n o  uma e q u a ç ã o  d a  fo rm a  d a  e q u a ç ã o  ( 3 . 2 6 ) .

A ex e m p lo  d a s  e q u a ç õ e s  ( 3 . 1 9 )  e ( 3 . 2 0 ) ,  ê p o s s í v e l  r e d u  

z i r  as  e q u a ç õ e s  ( 3 . 2 5 )  e ( 3 . 2 6 )  a e q u a ç õ e s  i n t e g r a i s  sob  o c o n t o r  

nó 9^ 2 , f a z e n d o  com que o p r o b le m a  t é r m i c o  p a s s e  a t e r  uma u n i c a  

d im e n s ã o .  U t i l i z a n d o  o mesmo p r o c e d im e n t o  a p r e s e n t a d o  em | 1 6 | ( v e r  

A p ê n d i c e  B ) , d e v e - s e  s u b s t i t u i r  n a s  e q u a ç õ e s  ( 3 . 2 5 )  e ( 3 . 2 6 )  a e- 

q u a ç ã o  ( B . 2 9 ) ,  o b t e n d o :

T ( z )  = -
16

( z , z ' )  + 5 / 8 T r ] a ( z , z ' )  |z - z ' |  d s ( z ' )  +

9D-

~  T ( z )  = 
2 16

j(z,z') 3u(z') ds (z '') + [ g ( z , z ' )
9D 2

3 g ( z .2') ’ ds  (z ') z € D,1

[ g ( z , z ' )  + 5 / 8 tt; a ( z , : 1 z - z '

3D,

( 3 . 2 7 )

G ( z , z ’ ) 3 u ( z ' )  d s ( z ' )  +

3D, 3D2

- T ( z ' )  3 g ( z , z ' ) ]  d s ( z - ) ( 3 . 2 8 )

F o i  v i s t o  que  a d i s t r i b u i ç ã o  de v e l o c i d a d e  n a  r e g i ã o  do 

e s c o a m e n t o ,  p o d e  s e r  c a l c u l a d a  a t r a v é s  de e q u a ç õ e s  i n t e g r a i s  que  

s ã o  f u n ç õ e s  s o m e n te  da g e o m e t r i a  do d u t o .  Nas e q u a ç õ e s  i n t e g r a i s
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dá t e m p e r a t u r a  ê n e c e s s á r i o  q ue  s e  c o n h e ç a  d e t e r m in a d a s  c o n d i ç õ e s  

de c o n t o r n o .  E s t a s  c o n d i ç õ e s  de c o n t o r n o  podem s e r  b a s i c a m e n t e  de 

d o i s  t i p o s :

1 . Ï = T ^ ( z )  - t e m p e r a t u r a  p r e s c r i t a

2 . - f l u x o  p r e s c r i t o

A p r e s c r i ç ã o  do f l u x o  de c a l o r  n ão  p o d e  s e r  a r b i t r a r i a ,  

uma v e z  que  a c o n d i ç ã o  de c o n s i s t ê n c i a  d e v e  s e r  s a t i s f e i t a .  A p l i ­

c a n d o  0 t e o r e m a  da d i v e r g ê n c i a  ao  campo v e t o r i a l  V T , t e m - s e :

° i

( V T )  d A  =

3D,

de o u t r a  f o r m a ,

V^T dA =

D i

3T ds

3D ,

3T ds = -u (D )  A ( D )

3D,

( 3 . 2 9 )

Na a n á l i s e  do p r o b le m a  h i d r o d i n â m i c o ,  f o i  o b s e r v a d o  que  

a f u n ç ã o  de G r e e n  f u n d a m e n t a l  n ão  a d m i t e  s o l u ç ã o  p a r a  t o d a s  : . as  

c l a s s e s  de c o n t o r n o .  D e v e - s e  e n t ã o  i n s e r i r  n a s  e q u a ç õ e s  i n t e g r a i s

( 3 . 2 5 )  e ( 3 . 2 6 ) ,  a c o n d i ç ã o  de c o n s i s t ê n c i a  do p r o b l e m a ,  ou  s e j a ,  

a e q u a ç ã o  ( 3 . 2 9 ) .
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C o n fo rm e  f o i  m o s t r a d o  n e s t e  c a p i t u l o ,  o p r o b le m a  a v a l o  

r e s  de c o n t o r n o  co m p o s to  a p r e s e n t a d o  n a  f i g u r a  2 . 1 , pode  s e r  com­

p l e t a m e n t e  s o l u c i o n a d o  p o r  i n t e r m e d i o  de e q u a ç õ e s  i n t e g r a i s .  Na 

o b t e n ç ã o  da  s o l u ç ã o  de p r o b le m a s  de t r a n s f e r ê n c i a  de c a l o r  u t i l i -  

z a n d o - s e  o m étod o  de e q u a ç õ e s  i n t e g r a i s , podem s e r  u t i l i z a d a s  na  

c o n s t r u ç ã o  das  e q u a ç õ e s ,  f u n ç õ e s  de G r e e n  i n c o m p l e t a s .  E m b o ra  a 

f o r m u l a ç ã o  f i n a l  s e  t o r n e  m a is  s i m p l e s ,  é n e c e s s á r i o  q u e  s e  d e t e r  

m in e  uma f u n ç ã o  de G r e e n  p a r t i c u l a r  p a r a  c a d a  g e o m e t r i a .  P a r a  d e ­

t e r m i n a d a s  r e g i õ e s  a o b t e n ç ã o  d e s t a s  f u n ç õ e s  p o d e  se  c o n s t i t u i r  

em um p r o b le m a  a p a r t e .  J a  que  no p r e s e n t e  t r a b a l h o  as  r e g i õ e s  

s ã o  a r b i t r a r i a s ,  ê c o n v e n i e n t e  que s e  u s e  so m e n te  a f u n ç ã o  de 
G r e e n  f u n d a m e n t a l .
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4 . SOLUÇÃO N UM ÉR IC A  DAS EQUAÇÕES IN T E G R A IS

4 .1  - D i v i s ã o  do c o n t o r n o

Na s o l u ç ã o  n u m é r i c a  de um p r o b le m a  de e q u a ç õ e s  i n t e ­

g r a i s ,  os c o n t o r n o s  d a s  r e g i õ e s  em e s t u d o  devem  s e r  d i v i d i d o s  em 

s e g m e n to s  de a r c o .  P a r a  c a d a  s e g m e n to  de a r c o  d e y e r ã  e x i s t i r  um 

p o n to  n o d a l  s o b r e  o q u a l  s e r a  a p l i c a d a  uma e q u a ç ã o  i n t e g r a l .  A 

£ im  de se  a v a l i a r  as  i n t e g r a i s  em t o r n o  de c a d a  p o n to  n o d a l ,  é ne  

c e s s â r i o  que os s e g m e n to s  de a r c o  s e j a m  d i v i d i d o s  em c u r v a s  s u a ­

v e s  oü p e l o  menos s u a v e s  p o r  p a r t e s . Os p o n t o s  r e s u l t a n t e s  d e s t a  
s u b d i v i s ã o  do c o n t o r n o  s e r ã o  d e n o m in a d o s  p o n t o s  s u b - n o d a i s .  A 
g u r a  4 .1  i l u s t r a  e s t a  d i v i s ã o .

Na e s c o l h a  dos p o n t o s  s u b - n o d a i s  é i m p o r t a n t e  q ue  se  

i n c l u a  t o d o s  os c a n t o s  de c a d a  c o n t o r n o  3D- bem como t o d o s  os 

p o n t o s  o nd e  o c o r r e  m u d a n ç a s  n a s  c o n d i ç õ e s  de c o n t o r n o .  D e s t a  f o r ­
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ma g a r a n t e - s e  que  c a d a  s u b - i n t e r v a l o  da f r o n t e i r a  s e j a  s u a v e  e 

q ue  a n o r m a l  s e j a  bem d e f i n i d a  em c a d a  p o n to  n o d a l . N e s t e  t r a b a ­

l h o  s e r á  a s s u m id o  que  os p o n t o s  n o d a i s , bem como os s u b - n o d a i s ,  
s e r ã o  n u m e ra d o s  de fo rm a  c r e s c e n t e  no s e n t i d o  p o s i t i v o  de i n t e ­

g r a ç ã o ,  ou s e j a ,  ao se  c a m in h a r  s o b r e  a f r o n t e i r a ,  a r e g i ã o  

s e m p re  e s t a r á  do l a d o  e s q u e r d o .

4 .2  - A p r o x im a ç ã o  d a s  i n t e g r a i s

T a n t o  no p r o b le m a  h i d r o d i n â m i c o  comò no p r o b le m a  term j^ 

CO, as  i n t e g r a i s  que  a p a r e c e m  n a s  e q u a ç õ e s ,  s ã o  da s e g u i n t e  f o r ­

ma:

K ( z , z ' )  f ( z ’ ) d s ( z ' )  ( 4 . 1 )

9D,

o nd e  a f u n ç ã o  K ( z , z ' )  ê um n u c l e o  c o n h e c i d o .  M a i s  p r e c i s a m e n t e ,  

K ( z * z ' )  s e r á  a s o l u ç ã o  f u n d a m e n t a l  do o p e r a d o r  L a p l a c e a n o ,  a d e ­

r i v a d a  da f u n ç ã o  de G r e e n  f u n d a m e n t a l  ou a s o l u ç ã o  f u n d a m e n t a l  

do o p e r a d o r  b i - h a r m ô n i c o .

A f u n ç ã o  f ( z ' )  q ue  a p a r e c e  no i n t e g r a n d o  da e q u a ç ã o  

( 4 . 1 )  ê n o r m a lm e n t e  d e s c o n h e c i d a .  E s t a  f u n ç ã o  s e r á  o v a l o r  n os  

c o n t o r n o s  d a s  i n c o g n i t a s  do p r o b l e m a :  d e r i v a d a  n o r m a l  da  v e lo c i^  

d a d e , t e m p e r a t u r a  e d e r i v a d a  n o r m a l  da  t e m p e r a t u r a  ( f l u x o  de c a ­

l o r )  .
J á  q ue  o c o n t o r n o  f o i  d i v i d i d o  em i n t e r v a l o s  s u a v e s , p o  

d e - s e  a p r o x im a r  a f u n ç ã o  f ( z ' ) ,  z '  £ 3D p e l a  f u n ç ã o  d e g r a u ,

f ( z ’ )  = f j  z ’ C A s .  ( 4 . 2 )

j  = 1 , 2 , . . . , N -
A >c

o nd e  N^ ë o núm ero  de p o n t o s  n o d a i s  no c o n t o r n o  3D^,  e f^ ê uma 

c o n s t a n t e  no i n t e r v a l o  A S j .

U sa n d o  a a p r o x im a ç ã o  i n d i c a d a  p e l a  e q u a ç ã o  (4.2), a i n
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t e g r a l  ( 4 . 1 )  p o d e  s e r  a v a l i a d a  p o r :

<l>(z) = K ( z , z ’ ) f ( z ' )  d s C z ' ) ( 4 . 3 )
3D

J â  que  £ ( z ' )  ê c o n s t a n t e  no i n t e r v a l o  A s j , r e s u l t a  q u e :

N i
K ( z , z ' ) ‘ d s ( z ’ ) ( 4 . 4 )

AS.

0 d e s e n v o l v i m e n t o  a n t e r i o r  n a d a  m a is  é do que uma a p l i ­
c a ç ã o  m o d i f i c a d a  do t e o r e m a  da m e d ia .

P a r a  c a d a  p o n to  n o d a l  d e v e - s e  c o n s t r u i r  uma e q u a ç ã o  da  
fo rm a  da e q u a ç ã o  ( 4 . 4 ) .  Os c o e f i c i e n t e s

K ( z , z ' )  d s ( z ’ )

AS.

n o r m a lm e n t e  s ã o  c a l c u l a d o s  n u m e r i c a m e n t e ,  u s a n d o - s e  a s u b d i v i s ã o
<0

do i n t e r v a l o  em p o n t o s  s u b - n o d a i s .

4 y3  - D i s c r e t i z a ç ã o  da e q u a ç ã o  i n t e g r a l  da  v e l o c i d a d e

A e q u a ç ã o  i n t e g r a l  que  f o r n e c e  a d i s t r i b u i ç ã o  de v e lo c j ^  

d a d e  em p o n t o s  no i n t e r i o r  da r e g i ã o  de e s c o a m e n to  j â  f o i  d e te rm j^  
n a d a :

g ( z , z ' )  a ( z , z ' )  d s ( z ' )  +
3D,

3D, 4 tt

g(z,z') - — ] 3u(z') ds(z'); z € D 2 (3.14)
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Na u t i l i z a ç ã o  da e q u a ç ã o  ( 3 .  14) , ê n e c e s s a r i ©  q-ue s e  co 

n h e ç a  o s  v a l o r e s  que  a d e r i v a d a  n o r m a l  da  v e l o c i d a d e  assu m e  ao 

lo n g o  do c o n t o r n o  de D 2 . D e v e - s e  e n t ã o ,  r e s o l v e r  a e q u a ç ã o  ( 3 . 1 3 ) :

1

2
g ( z , z ' ) a ( z  , z ' ) ds ( z ' ) +

9Ü2

[ g ( z , z ' ) ----~ ]  9 u ( z ' )  d s ( z ’ ) = 0;  z e z '  € 9D, ( 3 . 1 3 )

9 Do 41T

A p ro x im a n d o  8u p o r  uma f u n ç ã o  d e g r a u  9u como f o i  d e s c r i^  

t o  a n t e r i o r m e n t e ,  e de a c o r d o  com ( 4 . 4 ) ,  r e s u l t a :

g ( z , z ' )  a ( z , z ' )  d s ( z ’ ) +

9 D,

+ Z 9 u ( z . )
j = l  J

A S .

g ( z , z ' ) ---- ■] d s ( z ' )  = 0
4 it

( 4 . 5 )

A e q u a ç ã o  i n t e g r a l  ( 4 . 5 )  d e v e  s e r  r e s o l v i d a  p e l o  m é tod o  

da c o l o c a ç ã o  | 3 6 | . T a l  m é to d o  c o n s i s t e  em a p l i c a r  a e q u a ç ã o  a c a ­

da p o n t o  n o d a l  Z j  , im p o n d o - s e  qiae as  c o n d i ç õ e s  de c o n t o r n o  s e j a m  
s a t i s f e i t a s  p o n t u a l m e n t e .  C o n s e q u e n te m e n t e  a e q u a ç ã o  ( 4 . 5 )  a d q u i ­

r e  a s e g u i n t e  f o r m a :

N.

A ( z , )  + 9 u ( z . )  B , .  = 0 ;  z.  e 9D2 C'4.6)

o nd e

g(z^,z') a(z,,z') ds(z') (4.7)

9D,
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g(z^ , z ') - — ] d s ( z ') ( 4 . 8 )

A f u n ç ã o  de G r e e n  f u n d a m e n t a l  g ( z , z ' ) ,  e s t á  d e f i n i d a  no 

A p ê n d i c e  B ,  e q u a ç ã o  ( B . 8 ) .  Os e l e m e n t o s  A ( z ^ )  e » s ã o  c a l c u l a ­
dos n u m e r i c a m e n t e .

. Como z e z '  e s t ã o  s o b r e  o mesmo c o n t o r n o , s u r g i r ã o  s i n ­

g u l a r i d a d e s  q u an d o  i  - j . A f im  de c o n t o r n a r  e s t a s  s i n g u l a r i d a d e s  

ê, n e c e s s á r i o  que  s e  f a ç a  uma i n t e g r a ç ã o  a n a l í t i c a  n a  v i z i n h a n ç a  

dos p o l o s  ( v e r  A p ê n d i c e  C ) .

A e q u a ç ã o  ( 4 . 6 )  p o d e  s e r  e s c r i t a  n a  fo r m a  m a t r i c i a l  c o ­
mo ê a p r e s e n t a d o  a s e g u i r :

A B 9u = 0 (4 .9 )

D e s t a  f o r m a ,  a e q u a ç ã o  i n t e g r a l  o r i g i n a l  f o i  a p r o x im a d a  

p ò r  um s i s t e m a  de e q u a ç õ e s  a l g é b r i c a s  l i n e a r e s ,  q ue  d e v e  s e r  r e ­

s o l v i d o  s im u l t a n e a m e n t e  p a r a  que s e  o b t e n h a  a d i s t r i b u i ç ã o  d a  d e ­
r i v a d a  n o r m a l  da  v e l o c i d a d e  no  c o n t o r n o .  0  n um ero  de e q u a ç õ e s  bem 
como o n úm ero  de i n c õ g n i t a s ,  s e r á  i g u a l  ao  n úm ero  de p o n t o s  no-  

d a i s  e x i s t e n t e s  no c o n t o r n o  da  r e g i ã o .

De p o s s e  d a s  d e r i v a d a s  n o r m a i s  da  v e l o c i d a d e  no c o n t o r ­

n o ,  p o d e - s é  c a l c u l a r  a v e l o c i d a d e  em p o n t o s  no i n t e r i o r  d a  r e g i ã o  

de e s c o a m e n t o ,  d i s c r e t i z a n d o - s e  a e q u a ç ã o  i n t e g r a l  ( 3 . 1 4 ) :

u ( Z i )
2 3D,

g ( z ^ , z ’ ) a ( z . , z ' )  d s ( z ' )

AS.

: ( z .  , z ' )  - d s ( z ' )  ;
4 tt

(4.10)
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4 . 4  - D i s c r e t i z a ç a o  d a s  e q u a ç õ e s  i n t e g r a i s  da t e m p e r a t u r a

P a r a  s e  d e t e r m i n a r  a d i s t r i b u i ç ã o  de t e m p e r a t u r a  no i n ­

t e r i o r  de uma d a d a  r e g i ã o  f a z e n d o - s e  u so  do m é to d o  i n t e g r a l ,  de- 

v e - S e  o b t e r  p r i m e i r a m e n t e  as  d i s t r i b u i ç õ e s  de t e m p e r a t u r a  e f l u ­

x o s ,  de c a l o r  n o s  c o n t o r n o s .

4 . 4 . 1  - R e g i ã o  s o l i d a

No c a s o  da  r e g i ã o  s o l i d a  a e q u a ç ã o  i n t e g r a l  a r e s o l v e r  
é a s e g u i n t e ;

3D 1 ,3

g ( z , z ’ ) 3 T ( z ’ ) - T ( z ' )  3 g ( z , z ’ ) ]  d s ( z ’ ) ( 3 . 1 6 )

z € 3D^^3

A e q u a ç ã o  a n t e r i o r  v a l e  t a n t o  p a r a  o c o n t o r n o  de Dj^, co  

mo p a r a  o c o n t o r n o  de D^. Convém  l e m b r a r  q ue  no c a s o  d a  r e g i ã o  

p o s s u i r  v á r i o s  c o n t o r n o s ,  p a r a  c a d a  c o n t o r n o  d e v e - s e  c o n s t r u i r  u- 
ma e q u a ç ã o  da fo rm a  da  e q u a ç ã o  ( 3 . 1 6 ) .

A p l i c a n d o  o t e o r e m a  d a  m é d ia  do mesmo modo como f o i  f e ^  

to  n a  e q u a ç ã o  i n t e g r a l  da  v e l o c i d a d e ,  p o d e - s e  a p r o x im a r  a e q u a ç ã o  
( 3 . 1 6 )  p e l a  e x p r e s s ã o  d a d a  a s e g u i r :

^ 1 ,3
1  T( z )  = e ’ 3 T ( z .)

2 j = l  ^
g ( z , z ' )  d s ( z ' )  +

. s .

^ 1 ,3  
 ̂ T ( z J  

j  = l J
3 g ( z , z ' )  d s ( z ’ ) ( 4 . 1 1 )

A S .

o nde  Nj  ̂ 2 ® °  núm ero  de p o n t o s  n a  f r o n t e i r a  3D^ ou na  f r o n t e i r a

U t i l i z a n d o  o m éto d o  da c o l o c a ç ã o ,  o b té m - s e  a p a r t i r  da

3 0 3 .
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e q u a ç ã o  . ( 4 . 1 1 ) , a s e g u i n t e  e q u a ç a o  p a r a  a t e m p e r a t u r a  n o s  p o n t o s  

do c o n t o r n o :

-  T ( z . )  
2 ^

o n d e ,

N

3 T ( z . )  C . .  - l'"  T ( z ^ )  D j . ;  z. e e

D. . = 
13

g ( z j ^ , z ’ )  d s ( z ’ )

A S .  :

3 g ( z , , z ' )  d s ( z ' )

As-

. . . ( 4 . 1 2 )

( 4 . 1 3 )

( 4 . 1 4 )

Os c o e f i c i e n t e s  e , s ã o  c a l c u l a d o s  n u m e r i c a m e n t e ,
a t e n t a n d o - s e  p a r a  as  s i n g u l a r i d a d e s  q u e  o c o r r e m  q u an d o  i  = j . C a ­

da  r e g i ã o  s 5 l i d a  t e r â  um c o n j u n t o  de e q u a ç õ e s  a l g é b r i c a s  l i n e a r e s  

da fo rm a  d a  e q u a ç ã o  ( 4 . 1 2 ) ,  e o níámero d e s t a s  e q u a ç õ e s  d e p e n d e r a  

do niáméro de  p o n t o s  n o d a i s  n a  f r o n t e i r a  d a  r e g i ã o .

E s c r e v e n d o  a e q u a ç ã o  ( 4 . 1 2 )  em fo rm a  m a t r i c i a l ,  r e s u l ­

t a :

(1/2 D | )  | T j _ 3 | - |C

Na e q u a ç ã o  a n t e r i o r  a m a t r i z  | l |  é  a m a t r i z  i d e n t i d a d e ,  |T |  e 

3T| s ã o  a s  m a t r i z e s  c o l u n a  d a  t e m p e r a t u r a  e do f l u x o  de c a l o r  

n o s  p o n t o s  n o d a i s  do c o n t o r n o  3D̂ ĵ  |C| e ]D| s ã o  as  m a t r i z e s  

q u a d r a d a s  d os  e l e m e n t o s  C , j  e r e s p e c t i v a m e n t e .

P a r a  q ue  o s i s t e m a  de e q u a ç õ e s  a p r e s e n t a d o  em ( 4 , 1 5 )  

p o s s a  s e r  r e s o l v i d o ,  é n e c e s s á r i o  que  s e  c o n h e ç a  os v a l o r e s  d a s  

t e m p e r a t u r a s  ou dos f l u x o s  de c a l o r  n a s  f r o n t e i r a s  das  r e g i õ e s . E ^  

t e s  v a l o r e s  s ã o  p r e s c r i t o s  p e l a s  c o n d i ç õ e s  de  c o n t o r n o  do p r o b l e ­

ma.

De posse das distribuições de temperatura e fluxo de ca
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l o r  n o s  c o n t o r n o s ,  a t e m p e r a t u r a  em q u a l q u e r  p o n t o  da r e g i ã o  s o l i^  

d â  p o d e  s e r  d e t e r m in a d a  p o r  i n t e r m é d i o  da  e q u a ç ã o  ( 3 . 1 5 ) :

T ( z )  = [ g ( z , z ' )  8T ( z ' )  - T ( z ’ ) 9 g ( z , z ' ) ]  d s ( z ’ ) ( 3 . 1 5 )

9D 1 ,3
1,3

E s t a  e q u a ç a o  d e p o i s  de d i s c r e t i z a d a ,  a d q u i r e  a s e g u i n t e

forma :

 ̂ V ^ 1 .3 '
T(z.) = é ’ 9T( z .)

1 j = l  J
g ( z ^ , z ' )  d s ( z ' )  +

As . 
3

N1 , 3  _
E T ( z . )

J -1
9g ( z ^ , z ' )  d s ( z ' ) (4.17)

AS .

H a v e n d o  g e r a ç ã o  i n t e r n a  de c a l o r  n a  r e g i ã o , s o l i d a  Dj^, e 

su p o n d o  e s t a  g e r a ç ã o  c o n s t a n t e  ao  lo n g o  de t o d a  a á r e a ,  a e q u a ç ã o  

i n t e g r a l  da  t e m p e r a t u r a  em p o n t o s  no  c o n t o r n o  p a s s a  a s e r  a s e ­

g u i n t e :

-  T ( z )  = — 3----
2 2k /kf

g ( z , z ' )  + 1 / 4 tt] a ( z , z ' )  d s ( z ’ )

9D 1

9D-
g ( z , z ’ ) 9 T ( z ’ ) - T ( z ’ ) 9g ( z , z ' ) ]  d s ( z ’ ) ( 3 . 2 0 )

z € 9D^

b i s c r e t i z a n d o  a e q u a ç ã o  ( 3 . 2 0 ) ,  e a p l i c a n d o  o m é to d o  d a  
c o l o c a ç ã o ,  r e s u l t a  em;
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N- N.
1 tf
i  T ( z .) = E ( z . ) +  Z 9 T ( z . ) F - - ~  Z T ( z . ) G . .
2 j = l

J 13 j = l J 13
(4.18)

e Zj e 9D,

onde

E(Zi) =
2k3/kf

g ( z , , z’) + 1/4 tt] a(z, , z ' ) ds(z')

9D-

(4.19)

F. . = 
13

g ( z , , z’) ds(z') ( 4 . 2 0 )

G. . = 
13

As . 
3

9n
(z,,z') ds(z') (4.21)

Como a única diferença existente entre as equações 

(4.12) e a equação (4.18) e o termo referente ã geração interna 

de calor E(z.), todas as observações jâ feitas para aquela e q u a ­

ção valem também pára esta.

A p r e s e n t a n d o  a equação (4.18) em forma matricial, tem- 

se a seguinte equação:

(1/2 |1| + |G|) |T,| - |F| ]9T,| = |E (4.22)

A fim de calcular a temperatura em pontos no interior 

da região D,, basta fazer uso da equação (3.19) na forma discreti^ 

z a d a , ou sej a :

T(z.) =
^ 2k /k^

g(z,,z') + 1 / 4 tt] a(z,,z') d s ( z’) +

9D-
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+ Z a T ( z . )
j = i  J

g ( z ^ , z ' )  d s ( z ’ ) +

A S .

"̂ 1 _

E T ( z . )  
3=1 J

9 g ( z ^ , z ' )  d s ( z ' )

A S .

z.  e  D^;  z .  e  8D^

( 4 . 2 3 )

4 . 4 , 2  - R e g i ã o  de e s c o a m e n t o

P a r a  s e  d e t e r m i n a r  o s  v a l o r e s  da t e m p e r a t u r a  e do f l u x o  

de c a l o r  no c o n t o r n o  da  r e g i ã o  de  e s c o a m e n t o ,  d e v e - s e  u s a r  a e q u a  

ç ã o  i n t e g r a l  ( 3 . 2  8 ) :

T ( z )  = -
16

g ( z , z ’ ) + 5 / 8 tt] a ( z , z ' )  |z - z ' | ^  d s ( z ' )

3D.

G ( z , z ' )  3 u ( z ' )  d s ( z  ' ) +

3D,

g ( z , z ' )  3 T ( z ’ ) +

3D,

+ T ( z ' )  3 g ( z , z ' ) ]  d s ( z ' ) z G 3D- ( 3 . 2 8 )

C o n fo rm e  f o i  ò b s e r v â d o  no c a p í t u l o  3 ,  p a r a  q ue  a e q u a ­

ç ã o  i n t e g r a l  a n t e r i o r  p o s s a  s e r  r e s o l v i d a  p a r a  t o d a s  a s  c l a s s e s  

de c o n t o r n o  de  r e g i õ e s  r e g u l a r e s  s e g u n d o  K e l l o g ,  d e v e - s e  i n s e r i r  

a c o n d i ç ã o  de c o n s i s t ê n c i a  do p r o b le m a  f í s i c o ,  pu  s e j a ,  a e q u a ­

ç ã o  ( 3 . 2 9 ) .  D e s t e  modo a e q u a ç ã o  ( 3 . 2 8 )  p a s s a  a  s e r  e s c r i t a  da  s e  

g u i n t e  f o r m a :
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1  T(z) =
2 16

;g(z,z') + 5/8ïï] a(z,z') |z - z'[ ds(z')

G(z,z') 9 u ( z ' ) d s ( z ' )  +

8D,

[ g ( z , z’) + 1] 9T(z') d s ( z’) +

9D-

T ( z ’) 9 g ( z , z’) d s ( z’) + u ^ ( D 2 ) A(D,,)

9D,

A dotando o mesmo procedimen to usado nas equações i n t e ­

grais da vel ocidade e da temperatura na região solida, a equação 

(4.24) pode ser escrita da seguinte forma:

N, N,
1 7ÎT

T(z ) = H - E 9u(z ) I + E 9T(z.) L +
2 ^  ^  j = l J j=l J

E T(z.) M. . 

j = l

z . e z . f 9Dt 
1 1 ^ 2

(4.25)

onde ,

H. = - 
1

16
'g(z^,z') + 5/8ïï]a(;Zj^,z') |z - z'| ds(z') +

9D.

- % ( D 2 )  A(D2> (4.26)
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G { z . , z’) ds(z') (4.27)

AS.

g ( z , , z ’ )  + 1]  d s ( z ' ) ( 4 . 2 8 )

A s .

« 1 . = 3 g ( z . , z ' )  d s ( z ’ ) ( 4 . 2 9 )
A S .

Na e q u a ç ã o  ( 4 . 2 5 )  d e v e - s e  u s a r  os  v a l o r e s  da d e r i v a d a  

n o r m a l  da v e l o c i d a d e  o b t i d o s  do s i s t e m a  de e q u a ç õ e s  ( 4 . 9 ) .  P o r  ou 

t r o  l a d o ,  os  v a l o r e s  da t e m p e r a t u r a ,  do f l u x o  de c a l o r ,  ou uma 

c o m b in a ç ã o  de am b os , d e v e  também s e r  c o n h e c id o  a f i m  de que  0 , , s i £  

tem a que  p o s s u i  N 2 e q u a ç õ e s  a l g é b r i c a s  l i n e a r e s ,  p o s s u a  também N2 

i n c ó g n i t a s  e p o s s a  s e r  r e s o l v i d o .

E s c r e v e n d o  a e q u a ç ã o  ( 4 . 2 5 )  em fo r m a  m a t r i c i a l ,  r e s u l t a

(1 / 2  |1 |  + | M| )  | T J  - | L |  | 9 T „ |  = |H| - | 9u|  | l ( 4 . 3 0 )

A t e m p e r a t u r a  em p o n t o s  no i n t e r i o r  da  r e g i ã o  de e s c o a ­

m e n to  D^, p o d e  s e r  o b t i d a  a t r a v é s  da e q u a ç ã o  ( 3 . 2 7 ) .  E s t a  e q u a ç ã o  

d e p o i s  de  d i s c r e t i z a d a , a d q u i r e  a s e g u i n t e  f o r m a :

T ( z , )  =

16
; g ( z , , z ' )  +

9D, 8 tt

a ( z , z ' )  |z - z ' |  d s ( z ' )  +

G ( z , , z ’ )  d s ( z ’ ) +

g(z,,z') + 1] ds(z') +

AS^
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AS.

3g(z.,z') ds(z') + u ^ ( D 2 ) A ( D 2 ) (4.31) 

^ ^ 2 ’ ^j ^ ^°2

De acordo com o que foi apresentado, pode-se resumir a 

solução do problema de transferência de calor em dutos de secção 

transversal arbitraria, conforme a figura 2.1 e considerando os e 

feitos de condução e convecção c o m b i n a d o s , ã solução dos s e g u i n ­

tes sistemas de equações:

A + B ' 8u = 0

( 1/2 1 G|) l'Î l - |Fl |9T^

(1/2 |1 + D ) T

(.1/2 |ll + |M|) IT2 I - |Lj I 3T

C| I 8T^| = 0

H| - I9u| II

(4.9)

(4.22)

(4.15)

(4.30)

0 número de equações a serem resolvidas s im ultaneament e 

depende da mane ira como foi feita a d i s c r e t i z a ç ã o . Aumentan do o 

número de nos usados na d i s c r e t i z a ç ã o , a precisão do métod o n u m é ­

rico é incrementado assim como o tempo gasto na solução do m o d e ­

lo. Na analise de geometrias complexas para que se obtenha uma 

boa precisão nos resultados é necessá rio que se faça uma d i s c r e ­

tização refinada dos contornos 0 que resulta em um aumento no tem 

po de proc essamento da solução.
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5.  A N Á L IS E  DE UM PRO BLEM A A P L IC A D O  A EN G EN H A R IA

5 .1  - A p l i c a ç ã o  do m éto d o  i n t e g r a l

Nos c a p í t u l o s  p r e c e d e n t e s  f o i  d e s e n v o l v i d o  um esq u em a  

n u m é r i c o  p a r a  s e  a b o r d a r  p r o b le m a s  de t r a n s f e r ê n c i a  de c a l o r  em 

r e g i õ e s  m u l t i p l a m e n t e  c o n e x a s  l e v a n d o - s e  em c o n s i d e r a ç ã o  os  e fe i^  

t o s  de c o n d u ç ã o  e c o n v e c ç ã o  c o m b in a d o s .  A f o r m u l a ç ã o  f o i  p r o p o s t a  

de uma fo rm a  b a s t a n t e  g e n é r i c a ,  de modo a e v i d e n c i a r  a s  v a n t a g e n s  

dó m é to d o .  N e s t e  c a p í t u l o  u t i l i z a - s e  o m é to d o  d a s  e q u a ç õ e s  i n t e ­

g r a i s  n a  r e s o l u ç ã o  de um p r o b le m a  a p l i c a d o  a E n g e n h a r i a ,  c u j a  c o n  
f i g u r a ç ã o  j á  f o i  a p r e s e n t a d a  n a  f i g u r a  1 . 1 .

P r e t e n d e - s e  a n a l i s a r  b a s i c a m e n t e  t r ê s  f a t o r e s :

a .  P r e c i s ã o  dos  r e s u l t a d o s  o b t i d o s  p e l o  m é to d o  de s o l u ç ã o  p o r  e- 

q u a ç õ e s  i n t e g r a i s .

b .  I n f l u ê n c i a  da g e o m e t r i a  do d u t o ,  n a  t r a n s f e r ê n c i a  de  c a l o r  e n ­

t r e  o s o l i d o  e o l í q u i d o .

c .  I n f l u ê n c i a  d a s  c o n d u t i b i l i d a d e s  t é r m i c a s  do s o l i d o  e do l í q u i ­

do n a s  d i s t r i b u i ç õ e s  de t e m p e r a t u r a ,  bem como n o s  p a r â m e t r o s  
de t r o c a  de c a l o r .

D e v id o  ã s  s i m e t r i a s  e x i s t e n t e s  n a  c o n f i g u r a ç ã o  p r o p o s t a  
n a  f i g u r a  1 . 1 ,  o e s t u d o  s e r á  f e i t o  p a r a  a g e o m e t r i a  m o s t r a d a  n a  

f i g u r a  5 . 1 .  0 c a l o r  é t r o c a d o  so m e n te  n a  p a r t e  s u p e r i o r  do r e t â n ­

g u l o  e d o i s  c a s o s  s e r ã o  a n a l i s a d o s :  f l u x o  de c a l o r  p r e s c r i t o  e 

t e m p e r a t u r a  p r e s c r i t a  ao lo n g o  do c o n t o r n o  s u p e r i o r .  As a d im e n s io  

n a l i z a ç õ e s  fo ra m  f e i t a s  u sa n d o  como c o m p r im e n to  c a r a c t e r í s t i c o ,  o 

e i x o  m a io r  da e l i p s e  B E .

Su p o n d o  o c o m p r im e n to  do d u to  de p a r e d e  e s p e s s a  i n f i n i ­

t o ,  e a d m i t i n d o - s e  q ue  as  h i p ó t e s e s  c i t a d a s  na  s e c ç ã o  2 .1  s ã o  v á ­

l i d a s ,  e s t e  p r o b le m a  po de  s e r  c o n s i d e r a d o  um c a s o  p a r t i c u l a r  do 

p r o b le m a  g e r a l  a p r e s e n t a d o  a n t e r i o r m e n t e  no c a p í t u l o  2 .

As e q u a ç õ e s  i n t e g r a i s  devem  s e r  c o n s t r u í d a s  p a r a  a r e ­

g i ã o  s o l i d a  e p a r a  a r e g i ã o  de  e s c o a m e n t o .  No c a s o  do s o l i d o ,  a



r e g i ã o  a s e r  c o n s i d e r a d a  e s t á  m o s t r a d a  na  f i g u r a  5 . 2 .
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■=0

F i g .  5 .1  - G e o m e t r i a  do p r o b le m a

F i g .  5 .2  - R e g i ã o  s o l i d a  do p r o b le m a

No c a s o  do l í q u i d o ,  a r e g i ã o  a s e r  c o n s i d e r a d a  e s t a  

m o s t r a d a  n a  f i g u r a  5 . 3 .

A d o t a n d o - s e  o p r o c e d im e n t o  a p r e s e n t a d o  nos  c a p í t u l o s  an  

t e r i o r e s ,  d e t e r m i n a - s e  o s e g u i n t e  c o n j u n t o  de e q u a ç õ e s  i n t e g r a i s :
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Fig. 5.3 - Região dé escoamento do problema

a. Equações integrais do problema hidrodinâmico

In Iz - z'| (z' - z ) . n(z') ds(z')

3D
22

(In |z - z ’| + -i) 9u(z') ds(z') = 0 ; z ç 9D
22

9D
22

(5.1)

u J D j )  AtDj) • -
4 tt

9D

~  (In z - z' - -)(z - z').n(z') +

22 ^°22

+ I n  |z - z ' | 9 u ( z ' ) l ( z  - z ' ) . n ( z ) d s ( z ) d s ( z ') ( 5 . 2 )

b. Equações integrais do p roblema térmico

T 2 2 ( z ) ^  U ĵ (D2)A(D2) +
8 tt

’’̂■(In |z-z'l - —) (z ' - z) . n (z ') +

9D
22

(In z - z' - 1) 9u(z')l z “ z'  ̂ ds(z') ^



2ïï
( l n z “  z - 2Tr) 3 T 2 2 ( z ' )  +

3D 22

I n

3D 11

( z  - z ' ) . n ( z ' )

z - z , 2 U l

2 ir
I n  I z - z ’ I 3 T , 2 ( ^ ' )

3D 12

( z  - z ' ) , n ( z ' )

z - z
2 "^12 d s ( z ’ ) +

2 tt

I n  I z - z ' I 3T j 2̂ ( z  ' ) +

3D 13

2 2 tt

[In 1z - z ' I 3T,,(z') +

3D
11
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(z  - z ' ) . n ( z ' )

z - z , 2 22
T , ^ ( z ' ) ]  d s ( z ' )  ; z ç  3D23  ̂ ( 5 . 3 )

( z  - z ' ) . n ( z ' )

z - z
T , 3 ( z ' ) ]  d s ( z ' ) ;  z € 3 D , , ( 5 . 4 )



(z - z').n(z')

z - z '
T —  ^ 1 1

t ;, (z-)] ds(z')

2 tt

In Iz - z ' I 3 1 ^ 2 (2 ') +

3D 12

(z - z').n(z')

, 2 M 2
T,,,(z’)] d s ( z’)

2 î t

In z - z

3D
13

=  - t J
;in Iz -  z' I ST^^Cz') +

3D 11

( z -  z'J.n(z')

z. - z
T , , ( z’)] ds(z-) +

2 t t

In I z - z' I

3D 12

z - z
7 ^  T i 2 ( z ' ) 1  ds(z') *

47

z - z
(5.5)
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1_

2 tt

In Iz - z ' I (z ') +

3D
13

(z - z ' ) . n ( z’)

z - z
, 2  U 3

T,^(z')] d s ( z’) ; ■ z € 3D , 3  (5.6)

8 t t 3D

~ ( l n  |z - z'I - —) ( z ~ z').n(z') + 
4 4 ~

22

+ (In |z - z'I - 1) 3ü(z')] |z - z'I^ ds(z') -

2tt
(In I z - z ' 1 - 2tt) 3X 2 2 ( 2 ') +

3D
22

(z - z').n(z')

z - z
' 2 2

( z ')1 d s ( z '); z Ç D, (5.7)

T , ( z )  -
2ïï

In Iz - z ' I3T,, (z ’ ) +

3D
11

( z  - z ' ) . n ( z ' )

z - z
, 2 ^11

T , , ( z - ) ]  d s ( z - )  +

2 tt

In 1z - z ' I 3 7 , 2 (2 ’) +

3D 12

( z - z ' ) . n ( z ' )
+ ------------------  T , 2 (z')] ds(z') +

Z Z
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2ïï
I n  I z - z ' I ( z  ' ) +

3D 13

( z  - z ' ) . n ( z ’ )

z - z772 ' T ^ ^ C z ' ) ]  d s ( z ' ) ; z e  D, ( 5 . 8 )

Na o b t e n ç ã o  da  s o l u ç ã o  do p r o b l e m a ,  d e v e - s e  r e s o l v e r  
p r i m e i r a m e n t e  a e q u a ç ã o  ( 5 . 1 )  a f im  de  s e  d e t e r m i n a r  a d e r i v a d a  

n o r m a l  da  v e l o c i d a d e  no c o n t o r n o  3D 22 '

De p o s s e  de 3 u ,  c a l c u l a - s e  o p r o d u t o  da  v e l o c i d a d e  mé­

d i a  p e l a  a r e a  na  r e g i ã o  u t i l i z a n d o - s e  a e q u a ç ã o  ( 5 . 2 ) ,  e e n ­

t ã o  r e s o l v e - s e  o s i s t e m a  de e q u a ç õ e s  ( 5 . 3 ) - ( 5 . 6 )  d e t e r m in a n d o - s e  

a s  d i s t r i b u i ç õ e s  de t e m p e r a t u r a  e f l u x o  de c a l o r  n o s  c o n t o r n o s . A s  

d i s t r i b u i ç õ e s  de t e m p e r a t u r a  n a s  r e g i õ e s  D^ e ]̂ 2 podem s e r  c a l c u -
l a d a s  a p a r t i r  d a s  e q u a ç õ e s  (5.7) e (5.8).

As c o n d i ç õ e s  de c o n t o r n o  p a r a  o p r o b le m a  t é r m i c o s ã o  :

1 . Tii(z) = T 2 2 ( z ) (5.9)

2. 3 T j 2 ( z )  = 0 ■ (5.10)

’ 3. kg 3 T j ^ j ( z )  = ~k£ 3 T 2 2 ( z ) (5.11)

4 . T i 3 ( z )  = 0 ( t e m p e r a t u r a  p r e s c r i t a ) (5.12)

k s  3 1 ^ 2 ( 2 ) "  ^ ( f l u x o  p r e s c r i t o ) (5.13)

I n t r o d u z i n d o a c o n d i ç ã o  de c o n s i s t ê n c i a ,  e q u a ç ã o  (3.29), e a d m i-

t i n d o - s e  o f l u x o  de c a l o r  c o n s t a n t e  ao lo n g o  •. do c o n t o r n o  3 0 ^^ ,  a 
c o n d i ç ã o  de c o n t o r n o  i n d i c a d a  p e l a  e q u a ç ã o  ( 5 . 1 3 )  a d q u i r e  a s e ­
g u i n t e  f o rm a :

3 T ^ 3 ( z ) = -
2A k /k£

(5.14)
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No c a s o  d a  t e m p e r a t u r a  p r e s c r i t a  no c o n t o r n o  
i n c o g n i t a s  do p r o b le m a  t e r m i c õ  s e r ã o :

T 22 ■ '^11- 9T 22 = - V l ' f  3 T i i .  e 3 T 13

J â  q ue  o n úm ero  de e q u a ç õ e s  é i g u a l  ao  núm ero  de  i n c ó g n i t a s ,  o 

p r o b le m a  p o d e  s e r  r e s o l v i d o  e p o s s u i  s o l u ç ã o  ú n i c a  a m enos de uma 

c o n s t a n t e .

A d m i t i n d o - s e  f l u x o  de c a l o r  p r e s c r i t o  no c o n t o r n o  90^3*  
a s  i n c ó g n i t a s  do p r o b le m a  t é r m i c o  s e r ã o :

^ 2 2  “ "^11’ ^^22 ^ " ^ s / ^ f  ;^ ’̂ l l ’ "̂ '12 ® "̂ 13

N o v a m e n te  o núm ero  de e q u a ç õ e s  é i g u a l  ao núm ero  de i n c ó g n i t a s ,  e 

a s o l u ç ã o ,  do p r o b le m a  p o d e  s e r  d e te rm in a d a ^  a menos de uma c o n s t a n  

t e .

As e q u a ç õ e s  i n t e g r a i s  a p r e s e n t a d a s  a n t e r i o r m e n t e  f o r a m  

d i s c r e t i z a d a s  c o n fo r m e  a p r e s e n t a d o  no c a p í t u l o  4 ,  e de a c o r d o  com 
as  f i g u r a s  5 .2  e 5 . 3 .  A f i m  de s e  e l i m i n a r  a d i f i c u l d a d e  de  d i v i ­

s ã o  do c o n t o r n o  da e l i p s e  em a r c o s  de c o m p r im e n to s  i g u a i s ,  u t i l i ­
z o u - s e  o m é t o d o ■s u g e r i d o  em 116 | . Em 116 | , a s  e q u a ç õ e s  p a r a m é t r i ­

c a s  do c o n t o r n o  e a s  i n t e g r a i s  f o r a m  f e i t a s  em r e l a ç ã o  ao â n g u l o .

Na d i s c r e t i z a ç ã o  dos c o n t o r n o s  f o r a m  usí^dos 48 n ó s  em 

96 n ó s  em 9Dq^2 ® nós  em = - '^^22’ s o l u ç ã o  do p r o
b le m a  t é r m i c o  a s i m e t r i a  e x i s t e n t e  em r e l a ç ã o  ao e i x o  y  f o i  a p r o ­

v e i t a d a  e o s i s t e m a  a s e r  r e s o l v i d o  f o i  r e d u z i d o  a 152 e q u a ç õ e s  

i n t e g r a i s .  Um p r o g ra m a  f o i  e s c r i t o  em FORTRAN I V  e p r o c e s s a d o  em 

üm c o m p u ta d o r  IB M  4341 com um tem po  de p r o c e s s a m e n t o  de 28 s e g u n  

d o s .

5 .2  - D i s c u s s ã o  dos  r e s u l t a d o s

P a r a  s e  a v e r i g u a r  à p r e c i s ã o  do m é to d o  de e q u a ç õ e s  i n t e  

g r a i s  e do e sq u em a  n u m é r i c o  de s o l u ç ã o ,  é c o n v e n i e n t e  q u e  s e  r e ­

s o l v a  um p r o b le m a  de c o n f i g u r a ç ã o  m a is  s i m p l e s  p a r a  o q u a l  s e  en  

c o n t r e m  r e s u l t a d o s  o b t i d o s  a n t e r i o r m e n t e ,  ou q ue  t e n h a  uma s o l u ­
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ç ã o  a n a l í t i c a  c o n h e c i d a .

F a z e n d o  a c o n d u t i b i l i d a d e  t é r m i c a  do s o l i d o  t e n d e r  a i n  

f i n i t o ,  o p r o b le m a  se  r e d u z  ao c á l c u l o  da  d i s t r i b u i ç ã o  de t e m p e r a  

t u r a  em um e s c o a m e n to  l a m i n a r  no i n t e r i o r  de um d u t o ,  so b  a condi^ 

ç ã o  de f l u x o  de c a l o r  p r e s c r i t o  no c o n t o r n o .  P a r a  o c a s o  do d u to  

c i r c u l a r ,  a s o l u ç ã o  a n a l í t i c a  é s i m p l e s  ( v e r  A p ê n d i c e  E ) , e os r e  

s u l t a d o s  o b t i d o s  p e l o  m é to d o  i n t e g r a l  c o n c o rd a m  com os r e s u l t a d o s  

a n a l í t i c o s .  0 e r r o  máxim o e n c o n t r a d o  f o i  da  o rd em  de  0 ,5 °s  e a com 

p a r a ç ã o  e n t r e  os d o i s  r e s u l t a d o s  ê m o s t r a d a  n a  f i g u r a  5 . 4 ,

kg/kp= 10.000
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F i g .  5 .4  - D i s t r i b u i ç ã o  de t e m p e r a t u r a  em um e s c o a m e n t o  l a m i n a r

no  i n t e r i o r  de um d u to  de s e c ç ã o  c i r c u l a r  so b  a c o n d i ­

ç ã o  de f l u x o  de c a l o r  p r e s c r i t o  no c o n t o r n o  do d u t o .
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P o d e  s e r  v i s t o  na  f i g u r a  5 .4  que  à  m e d id a  que  o p o n to  

se  a p r o x im a  do c o n t o r n o ,  a p r e c i s ã o  ,no v a l o r  da t e m p e r a t u r a  d e ­

c r e s c e .  T a l  f a t o  o c o r r e  d e v id o  às  s i n g u l a r i d a d e s  a p r e s e n t a d a s  p e ­

l a  f u n ç ã o  de G r e e n  e s u a  d e r i v a d a .  E s t a s  s i n g u l a r i d a d e s  p r e j u d i ­

cam a a v a l i a ç ã o  d as  i n t e g r a i s  n u m é r i c a s  s o b r e  o c o n t o r n o ,  mesmo 

que s e  a u m e n te  o núm ero  de p o n t o s  -usados  na  d i s c r e t i z a ç ã o .  E m b o ra  

e s t a  d i f i c u l d a d e  p o s s a  s e r  c o n t o r n a d a  com o u so  de um m é to d o  de 

i n t e r p o l a ç ã o  a d e q u a d o ,  em E n g e n h a r i a  é m a is  f r e q u e n t e  a n e c e s s i d a  

de i n f o r m a ç õ e s  s o b r e  p a r â m e t r o s  f i s i c a m e n t e  r e l e v a n t e s  n a  m é d ia  

s o b r e  o c o n t o r n o .

P a r a  c o m p r e e n d e r  como s e  r e a l i z a  a t r a n s m i s s ã o  de c a l o r  

do c o n t o r n o  s u p e r i o r  do r e t â n g u l o  a t é  a r e g i ã o  de e s c o a m e n t o , f a ^  

s e  n e c e s s á r i o  uma v i s u a l i z a ç ã o  de a lg u m a s  s o l u ç õ e s  da e q u a ç ã o  i n ­
t e g r a l .  A n a l i s a r  l o c a l m e n t e  as  t e m p e r a t u r a s  e os f l u x o s  de c a l o r  

n os  c o n t o r n o s  p e r m i t e  que s e  t e n h a  uma i d é i a  g l o b a l  do fe n ô m e n o .

T o d o s  os g r á f i c o s  s e r ã o  a p r e s e n t a d o s  em f u n ç ã o  de q u a ­

t r o  n ú m e ro s  a d i m e n s i o n a i s  a s a b e r :

a = A / A E  - r e l a c i o n a  a b a s e  do r e t â n g u l o  com o e i x o  m a io r  d a  e l i £  

s e .

b - B / B E  - r e l a c i o n a  a a l t u r a  do r e t â n g u l o  com o e i x o  m en o r  d a  e- 

l i p s e .

ç = A / B  - c a r a c t e r i z a  a s  d im e n s õ e s  do r e t â n g u l o .

k g / k £  - r e l a c i o n a  a s  c o n d u t i b i l i d a d e s  t é r m i c a s  do s o l i d o  e do 

l í q u i d o .

N as  f i g u r a s  5 .5  e 5 .6  s ã o  m o s t r a d a s  a s  d i s t r i b u i ç õ e s  de 

t e m p e r a t u r a  n a  s u p e r f í c i e  s u p e r i o r  do r e t â n g u l o  p a r a  v a r i a s  r e l a ­

ç õ e s  de c o n d u t i b i l i d a d e s  t é r m i c a s ,  sob  a c o n d i ç ã o  de f l u x o  p r e s ­

c r i t o .  As t e m p e r a t u r a s  fo ra m  p l o t a d a s  de  a c o r d o  com o p e r f i l  a d i -  

m e n s io n a l  (T  - / (T^  - T ^ )  , o n d e  T^ é a t e m p e r a t u r a  de  m i s t u r a

d e f i n i d a  c o n f o r m e  a e q u a ç ã o  ( 2 . 1 ) ,  e T é a t e m p e r a t u r a  m é d ia  nos
c o n t o r n o  s u p e r i o r  do r e t â n g u l o .  A m e d id a  q u e  a c o n d u t i b i l i d a d e  

t é r m i c a  do s o l i d o  a u m e n ta ,  a t e m p e r a t u r a  no c o n t o r n o  s u p e r i o r  t e n
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0,5 ( l - s/ A ) 1,0

a )  D u to  com s e c ç ã o  c i r c u l a r ,  a = 5 ,0  e b = 2 , 5 .

0,5 (I-r/A) 1,0

b ) D u to  com s e c ç ã o  c i r c u l a r ,  a = 2 ,5  e b = 1 , 2 5 .

Fig. 5.5 - Distribuição da temperatura na superfície superior do

retângulo, função das condutibilidades térmicas. Condj^

ção de fluxo de calor prescrito.
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0 ,5 { ! - s / A )  1,0

a )  D u to  com s e c ç ã o  e l í p t i c a ,  a = b = 2 ,5

0 , 5 ( l - s / A )  1,0

b ) D u to  com s e c ç ã o  e l í p t i c a ,  a = b = 1 , 2 5

Fig. 5.6 - Distribuição da temperatura na superfície superior do

retângulo, função das contutibilidades térmicas. C o n d i ­

ção de fluxo de calor prescrito.
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de a s e  u n i f o r m i z a r  em t o r n o  da  t e m p e r a t u r a  m e d ia  T ^ .

A i n f l u ê n c i a  da  â r e a  de e s c o a m e n t o  n a  d i s t r i b u i ç ã o  de 

t e m p e r a t u r a  no c o n t o r n o  s u p e r i o r  do r e t â n g u l o  so b  a  c o n d i ç ã o  de 

f l u x o  de c a l o r  p r e s c r i t o ,  é m o s t r a d a  n a  f i g u r a  5 .7  p a r a  uma b a i x a  

c o n d u t i b i l i d a d e  do s o l i d o .  Um a u m e n to  d a  â r e a  de  e s c o a m e n t o ,  d i ­

m in u i  a t e m p e r a t u r a  m e d ia  n a  i n t e r f a c e  do s ó l i d o  o nd e  o c a l o r  é 

t r o c a d o ;  e s t e  e f e i t o  e m a is  a c e n t u a d o  n a  e l i p s e  do que  no c í r c u

l o .

Nas  f i g u r a s  5 .8  e 5 .9  p o d e - s e  v e r  a i n f l u ê n c i a  d a s  c o n ­

d u t i b i l i d a d e s  t é r m i c a s  n a  t e m p e r a t u r a  da  i n t e r f a c e  s o l i d o - l í q u i d o  

sob  a c o n d i ç ã o  de  f l u x o  de  c a l o r  p r e s c r i t o .  P a r a  b a i x a s  c o n d u t i b ^  

l i d a d e s  do s o l i d o .  T é  bem m a i o r  q ue  a t e m p e r a t u r a  n a  i n t e r f a c e ,  

e o p e r f i l  a d i m e n s i o n a l  s e  a p r o x im a  de z e r o .  A u m e n ta n d o  a r e l a ç ã o  

k ^ / k £ ,  a t e m p e r a t u r a  h a  s u p e r f í c i e  da e l i p s e  s e  a p r o x im a  da  tem pe  

r a t u r a  no c o n t o r n o  s u p e r i o r  do s o l i d o  q ue  p o r  s u a  v e z  t e n d e  a s e  

u n i f o r m i z a r  em t o r n o  de T ^ , c o n f o r m e  f o i  v i s t o  n a s  f i g u r a s  5 .5  e 

5 . 6 .  P a r a  o d u to  de s e c ç ã o  e l í p t i c a  com uma c o n d u t i b i l i d a d e  térm j^  

c a  do s o l i d o  p e q u e n a  em r e l a ç ã o  i  do f l u i d o ,  o b s e r v a - s e  q u e  a tem  

p e r a t u r a  m áx im a não  o c o r r e  n a  p a r t e  s u p e r i o r  do d u t o ,  e m b o ra  e s t a  

r e g i ã o  e s t e j a  m a is  p r ó x im a  do c o n t o r n o  a q u e c i d o .  E s t e  e f e i t o  p o d e  

s e r  m e lh o r  a n a l i s a d o  p e l a  f i g u r a  5 . 1 0 ,  o nd e  a d i s t r i b u i ç ã o  de tem  

p e r a t u r a  é p l o t a d a  p a r a  d i f e r e n t e s  a r e a s  de e s c o a m e n to  e uma r e l a  

ç ã o  de c o n d u t i b i l i d a d e s  t é r m i c a s  i g u a l  a 0 , 1 5 .  V e r i f i c a - s e  e n t ã o  
q u e ,  p a r a  o d u to  e l í p t i c o ,  a t e m p e r a t u r a  m ax im a o c o r r e  p r ó x im a  da 

r e g i ã o  de e s t a g n a ç ã o ,  em v i r t u d e  da  b a i x a  v e l o c i d a d e  do f l u i d o  em 
e s c o a m e n to . ,  P a r a  o d u to  c i r c u l a r ,  a t e m p e r a t u r a  c r e s c e  ã m e d id a  

que  s e  a p r o x im a  do c o n t o r n o  a q u e c i d o .

A i n f l u ê n c i a  d a s  c o n d u t i b i l i d a d e s  t é r m i c a s  no  f l u x o  de 
c a l o r  que a t r a v e s s a  a i n t e r f a c e  s o l i d o - l í q u i d o ,  so b  a c o n d i ç ã o  de 

f l u x o  p r e s c r i t o ,  é m o s t r a d a  n a s  f i g u r a s  5 .1 1  e 5 . 1 2 .  Na f i g u r a  

5 .1 3  o f l u x o  de c a l o r  n a  i n t e r f a c e  s o l i d o - l í q u i d o  é p l o t a d o  em 

f u n ç ã o  da â r e a  de e s c o a m e n t o  p a r a  uma b a i x a  c o n d u t i b i l i d a d e  t é r m ^  

c a  do s o l i d o .  N o v a m e n te  p o d e  s e r  n o t a d o  que  n a s  r e g i õ e s  de e s t a g ­

n a ç ã o  o f l u x o  de c a l o r  d e c r e s c e ,  p o d en d o  a t é  a s s u m i r  v a l o r e s  n e g a  

t i v o s ,  ou s e j a ,  o f l u i d o  p a s s a  a p e r d e r  c a l o r  p a r a  o s o l i d o .  J â  

que  o o b j e t i v o  é a q u e c e r  o f l u i d o  i n j e t a n d o  c a l o r  na  s u p e r f í c i e  

s u p e r i o r  do r e t â n g u l o ,  e s t a s  p e r d a s  que o c o r r e m  n a s  r e g i õ e s  de es
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Q5 ( l - s / A )  1,0

a )  D u to  com s e c ç a ó  c i r c u l a r ,  a /b  = 2 ,0  e k ^ / k ^  = 0 ,1 5

b ) D u to  com s e c ç ã o  e l í p t i c a ,  a /b  = 1 ,0  e k ^ / k ^  = 0 ,1 5 .

Fig. 5.7 - Distribuição da temperatura na superfície superior do

retângulo, função da área de escoamento. Condição de

fluxo prescrito.
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a )  D u to  com s e c ç ã o  c i r c u l a r ,  a = 5 ,0  e b  = 2 ,5

b )  D u to  com s e c ç ã o  c i r c u l a r ,  a = 2 ,5  e b = 1 , 2 5 .

Fig. 5.8 - Distribuição da temperatura na interface solido-lí quido

função das condutibilidades térmicas. Condição de fluxo

de calor prescrito.
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a )  D u to  com s e c ç ã o  e l í p t i c a ,  a = 2 , 5  e b = 2 , 5 .

b)  D u to  com s e c ç ã o  e l í p t i c a ,  a = 1 ,2 5  e b = 1 , 2 5 .

Fig. 5.9 - Distribuição da temperatura na interface sólid o - l í q u i d o

função das condutibilidades térmicas. Condição de fluxo

de calor prescrito.
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a )  D u to  com s e c ç ã o  c i r c u l a r ,  a /b  = 2 ,0  e k ^ / k £  = 0 ,1 5

b )  D u to  com s e c ç ã o  e l í p t i c a ,  a / b  = 1 ,0  e k ^ / k £  = 0 ,1 5

Fig. 5.10 - Distribuição da temperatura na interface solido- liqui-

d o , função da area de escoamento. Condição de fluxo de

calor prescrito.
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a )  D u to  com s e c ç ã o  c i r c u l a r ,  a = 5 , 0 e b = 2 , 5

b ) D u to  com s e c ç ã o  c i r c u l a r ,  a = 2 ,5  e b = 1 , 2 5

Fig. 5.11 - Distribuição do fluxo de calor na interface s o l i d o - l £

quido, função das condutibilidades térmicas. Condição

de fluxo de calor prescrito.
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a) Duto com secção elíptica, a = 2,5 e b = 2,5.

b) Duto com secção elíptica, a = 1,25 e b = 1,25

Fig. 5.12 - Distribuição do fluxo de calor na interface solido-lí-

quido, função das condutibilidades térmicas. Condição

de fluxo de calor prescrito.
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a )  D u to  com s e c ç ã o  c i r c u l a r ,  a / b  = 2 ,0  e k ^ / k ^  = 0 ,1 5 ,

ü f
3n

b )  D u to  com s e c ç ã o  e l í p t i c a ,  a / b  = 1 ,0  e ~ 0 |1 5

F i g .  5 .1 3  - D i s t r i b u i ç ã o  do f l u x o  de c a l o r  na  i n t e r f a c e  s o l i d o - l i r  

q u id o ,  f u n ç ã o  d a  a r e a  de e s c o a m e n t o .  C o n d i ç ã o  de f l u x o  
de c a l o r  p r e s c r i t o .
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t a g n a ç ã o  i n f l u e n c i a m  s o b r e m a n e i r a  no p r o c e s s o  g l o b a l  de  t r a n s m i s ­

s ã o  de c a l o r .

Nas f i g u r a s  5 .1 4  e 5 .1 5  ë m o s t r a d o  como a t e m p e r a t u r a  

da i n t e r f a c e  s o l i d o - l í q u i d o  v a r i a  em f u n ç ã o  d a s  c o n d u t i b i l i d a d e s  

t é r m i c a s ,  sob  a c o n d i ç ã o  de t e m p e r a t u r a  p r e s c r i t a  no c o n t o r n o  do 

r e t â n g u l o .  E s t a s  f i g u r a s  s e  a s s e m e lh a m  às  f i g u r a s  5 .9  e 5 . 1 0 ,  em­

b o r a  o e f e i t o  da  e s t a g n a ç ã o  n a  t e m p e r a t u r a  d a  i n t e r f a c e  s o m e n te  

s e j a  n o t a d o  com p e q u e n a s  â r e a s  de e s c o a m e n t o .  Na f i g u r a  5 .1 6  p e r ­

c e b e - s e  e s t e  e f e i t o  m a is  f a c i l m e n t e .

A v a r i a ç ã o  do f l u x o  de c a l o r  no c o n t o r n o  da e l i p s e  em 
f u n ç ã o  d a s  c o n d u t i b i l i d a d e s  t é r m i c a s ,  e sob  a c o n d i ç ã o  de  t e m p e r a  

t u r a  p r e s c r i t a ,  p o d e  s e r  o b s e r v a d a  n a s  f i g u r a s  5 .1 7  e 5 . 1 8 .  P a r a  
o d u to  com s e c ç ã o  c i r c u l a r  o f l u x o  a u m e n ta  a m e d id a  em q ue  o p o n ­

t o  i n t e r i o r  s e  a p r o x im a  do c o n t o r n o  a q u e c i d o .  No c a s o  do d u t o  e- 
l í p t i c o ,  o f l u x o  d e c r e s c e  n a  r e g i ã o  de e s t a g n a ç ã o .

C o m p a ran d o  as  f i g u r a s  5 .1 7  e 5 .1 8  ( t e m p e r a t u r a  p r e s c r i ­

t a ) ,  com a s  f i g u r a s  5 .1 1  e 5 .1 2  ( f l u x o  p r e s c r i t o ) ,  o b s e r v a - s e  q u e  

a d i s t r i b u i ç ã o  de f l u x o  de c a l o r  n a  i n t e r f a c e  é p r a t i c a m e n t e  a 

mesma p a r a  a s  d u a s  c o n d i ç õ e s  de c o n t o r n o ,  q u an d o  o s o l i d o  é bom 

c o n d u t o r .  D im in u in d o - s e  a c o n d u t i b i l i d a d e  t é r m i c a  do s o l i d o ,  o 

f l u x o  de c a l o r  na  i n t e r f a c e  sob  a c o n d i ç ã o  de t e m p e r a t u r a  p r e s c r ^  

t a ,  d i f e r e  b a s t a n t e  do f l u x o  de c a l o r  sob a c o n d i ç ã o  de f l u x o  

p r e s c r i t o ,  p r i n c i p a l m e n t e  p a r a  g r a n d e s  a r e a s  de e s c o a m e n t o .  Na 

f i g u r a  5 .1 9  é m o s t r a d o ,  p a r a  uma r e l a ç ã o  k /k £  p e q u e n a ,  a v a r i a ­

ç ã o  do f l u x o  no c o n t o r n o  da r e g i ã o  de e s c o a m e n t o  em f u n ç ã o  d o s  t a  

m anhos da  e l i p s e  e do c í r c u l o  ( c o n d i ç ã o  de t e m p e r a t u r a  p r e s c r i ­

t a ) .  Com g r a n d e s  â r e a s  de e s c o a m e n t o ,  o f l u x o  n a  i n t e r f a c e  p a r a  
p o n t o s  p r o x im o s  da r e g i ã o  a q u e c i d a ,  é bem m a io r  no c a s o  de  t e m p e ­
r a t u r a  p r e s c r i t a  do q ue  qu an d o  se  p r e s c r e v e  o f l u x o .  A r a z ã o  d e s ­

t e  au m en to  é q ue  q u a n d o  se  im põ e  uma t e m p e r a t u r a  c o n s t a n t e ,  o f l u  

xo no c o n t o r n o  a q u e c id o  s e  c o n c e n t r a  na  r e g i ã o  m a is  p r ó x im a  do 

f l u i d o .  As f i g u r a s  5 . 2 0 ,  5 . 2 1  e 5 . 2 2 ,  m o s t ra m  c l a r a m e n t e  e s t e  e- 
f e i t o .

Na f i g u r a  5 .2 1 b ,  q u an d o  k ^ / k £  assu m e  v a l o r e s  e l e v a d o s ,  

o b s e r v a - s e  que  o f l u x o  no c o n t o r n o  s u p e r i o r  c r e s c e  ã  m e d id a  ,q u e  

s e  a p r o x im a  dos  c a n t o s  do r e t â n g u l o .  A r a z ã o  d e s t e  c r e s c i m e n t o  po 

de s e r  m e lh o r  e n t e n d i d a ,  s e  o b s e r v a r m o s  a f i g u r a  5 . 2 3 .

Como o c a l o r  q u e  e n t r a  n a  p a r t e  c e n t r a l  do r e t â n g u l o  é
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a) Duto com secção circular, a = 5,0 e b = 2,5.

b) Duto com secçao circular, a = 2,5 e b = 1,25

Fig. 5.14 - Distribuição da temperatura na interface solido-liqui-

d o , função das condutibilidades térmicas. Condição de

temperatura prescrita.



65

a )  D u to  com s e c ç ã o  e l í p t i c a ,  a = 2 , 5 e b = 2 , 5

b )  D u to  com s e c ç ã o  e l í p t i c a ,  a = 1 ,2 5  e b = 1 , 2 5

Fig. 5.15 - Distribuição da temperatura na interface solido-liqui^

do, função das condutibilidades termicas. Condição de

temperatura prescrita.
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a )  D u to  com s e c ç ã o  c i r c u l a r »  a / b  - 2 ,0  e k ^ / k ^  ~ 0 , 1 5

b)  D u to  com s e c ç ã o  e l í p t i c a ,  a / b  = 1 , 0  e k ^ / k £  = 0 ,1 5

Fig. 5.16 - Distribuição de temperatura na interface s o l i d o - l í q u i ­

do , função da area de escoamento. Condição de t e m p e r a ­

tura prescrita.
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a) Duto com secção circular, a = 5,0 e b = 2,5

b) Duto com secção circular, a = 2,5 e b = 1 , 2 5

Fig. 5.17 - Distribuição do fluxo de calor na interface sólido-

líquido, função das condutibilidades térmicas. C o n ­

dição de temperatura prescrita.



68

a) Duto com secção elíptica, a = 2 , 5  e b = 2,5

b) Duto com secçao elíptica, a = 1,25 e b = 1,25.

Fig. 5.18 - Distribuição do fluxo dç calor na interface solido-

liquido, função das condutibilidades térmicas. C o n ­

dição de temperatura prescrita.
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b )  D u to  com s e c ç ã o  e l í p t i c a ,  a /b  = 1 ,0  e k^/lc^ = 0 ,1 5

Fig. 5.19 - Distribuição do fluxo de calor na interface solido-

líquido, função da ârea de escoamento. Condição ,de

temperatura prescrita. ‘
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0,5 ( I -  s /A )

a) Duto com secção circular, a = 5 , 0 e b = 2 , 5

1,0

0,5 ( l - s / A )  1,0

b) Duto com secção circular, a = 2,5 e b = 1,25

Fig. 5.20 - Distribuição do fluxo de calor na superfície superior 

do retângulo, função das condutibilidades térmicas. 

Condição de temperatura prescrita.
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Q5 ( l - s / A ) 1,0

a) Duto com secção elíptica, a = 2,5 e b = 2,5

kf 3n

0,5 ( l - s / A )  1,0

b) Duto com secção elíptica, a = 1,25 e b = 1,25.

Fig. 5.21 - Distribuição do fluxo de calor na superfície superior 
do retângulo, função das condutibilidades térmicas. 
Condição de temperatura prescrita.
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b,5 ( I -  s /A ) 1,0

a )  D u to  com s e c ç ã o  c i r c u l a r ,  a /b  = 2 ,0  e k ^ / k ^  = 0 ,1 5

b )  D u to  com s e c ç ã o  e l í p t i c a ,  a / b  = 1 , 0  e k / k r  = 0 ,1 5
S I

Fig. 5.22 - Distribuição do fluxo de calor na superfície superior

do retângulo, função da ârea de escoamento. Condição

de temperatura prescrita.
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kg/kf = 100

Figura 5.23

transmitido diretamente ao fluido, o calor que ê fornecido ao con 

torno inferior da elipse terá que provir de pontos mais proximos 

dos cantos do retângulo. De acordo com a figura 5.18b, o calor 

transmitido ao fluido pela superfície inferior da elipse, ê prati 

camente igual ao calor transmitido ao fluido pela superfície supje 

rior da elipse. Este fato vem reforçar a justificativa dada no pa 

râgrafo anterior,

Nas figuras 5.24, 5.25 e 5.26 podem ser vistos os c a m ­

pos de temperatura delineados por suas i s o t e r m a s , para diferentes 

áreas de escoamento e sob as condições de temperatura e fluxo de 

calor prescritos na superfície superior do retângulo. Todos os 

campos foram obtidos para uma pequena relação k /k£.

Conforme já foi observado, para aplicações técnicas ê 

conveniente que se analise o desempenho obtido na transferência 

de calor do solido para o fluido, em função do numero de Nusselt:

h D
Nu =

h
(2.7)

C o m o ,

h =
(T3 - T^)

(2.4)

4 A(D^) 

L O D ^ )
( 2 . 8 )
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a) Condição de temperatura prescrita

b) Condição de fluxo de calor prescrito.

Fig. 5.24 - Isotermas do retângulo, e do duto com secção circular

a = 5 , 0 ,  b = 2 , 5 e c = 2 , 0 .
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a )  C o n d iç ã o  de t e m p e r a t u r a  p r e s c r i t a

b )  C o n d i ç ã o  de f l u x o  de c a l o r  p r e s c r i t o

Fig. 5.25 - Isotermas do retângulo, e do duto com secção circular

a = 2,5, b = 1,25 e c = 2,0.
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a) Condição de temperatura prescrita

b) Condição de fluxo de calor prescrito

Fig. 5.26 - Isotermas do retângulo, e do duto com secção e l í p t i ­

ca; a = l , 2 5 , b = l , 2 5 e c = 2 , 0 .



77

® ( 3 . 2 9 ) ,  u (D  ) A (D  ) k .
q = - -̂ 2— -̂-----^ ^  (5.15)

L O D 2 )

o num ero  de N u s s e l t  p o d e  s e r  c a l c u l a d o  de a c o r d o  com a  e x p r e s s ã o  

d a d a  a s e g u i r :

u ( D , J  V?

( 5 . 1 6 )
4 C T^-T^ )

P a r a  o p r o b le m a  em q u e s t ã o ,  o núm ero  de N u s s e l t  ê f u n ­

ç ã o  de c i n c o  f a t o r e s :

- c o n d i ç ã o  de c o n t o r n o  na  s u p e r f í c i e  s u p e r i o r  do r e t â n g u l o  ( t e m p e  

r a t u r a  ou f l u x o  p r e s c r i t o s ) .

- r e l a ç ã o  e n t r e  as  c o n d u t i b i l i d a d e s  t é r m i c a s  do s o l i d o  e do f l u i ­

do ( k ^ / k ^ ) .

- r e l a ç ã o  de a s p e c t o  da e l i p s e  ( B E / A E )

- r e l a ç ã o  de a s p e c t o  do r e t â n g u l o  ( B / A )

- r e l a ç ã o  e n t r e  a â r e a  de e s c o a m e n t o  e a s  d im e n s õ e s  do r e t â n g u l o  

(A / A E  ou B / A E ) .

Na f i g u r a  5 . 2 7  ê m o s t r a d a  a i n f l u ê n c i a  d a s  c o n d u t i b i l i ­
d a d e s  t é r m i c a s  no  núm ero  de N u s s e l t ,  p a r a  a s  c o n d i ç õ e s  de f l u x o  e 

t e m p e r a t u r a  p r e s c r i t o s .  Com uma mesma r e l a ç ã o  k ^ / k j ,  o n úm e ro  de 
N u s s e l t  sob  a c o n d i ç ã o  de t e m p e r a t u r a  p r e s c r i t a  ê s e m p re  m a i o r  

q ue  o núm ero  de  N u s s e l t  p a r a  f l u x o  p r e s c r i t o .  A r a z ã o  é q ue  q u a n ­

do s e  im p õ e  uma t e m p e r a t u r a  c o n s t a n t e  n a  s u p e r f í c i e  a q u e c i d a ,  o 

f l u x o  de c a l o r  s e  c o n c e n t r a  n a s  â r e a s  de m a io r  v e l o c i d a d e  do e s ­

c o a m e n t o .  P a r a  f l u x o  p r e s c r i t o  a t e m p e r a t u r a  do f l u i d o  n a  r e g i ã o  

de e s t a g n a ç ã o  f i c a  b a s t a n t e  e l e v a d a ,  a u m e n ta n d o  a t e m p e r a t u r a  de 

m i s t u r a  o q ue  f a z  com que o núm ero  de N u s s e l t  d e c r e s ç a .  E s t e  e fe i^  

t o  t e n d e  a d e s a p a r e c e r  qu an d o  a c o n d u t i b i l i d a d e  t é r m i c a  do s ó l i d o  

a u m è n ta ,

P a r a  uma r e l a ç ã o  k ^ / k ^  e l e v a d a ,  o núm ero  de N u s s e l t  do
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a) Duto com secção circular

b) Duto com secção elíptica

Fig. 5.27 ~ Influência das condutibilidades térmicas no número 

de N u s s e l t .
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c í r c u l o  c a l c u l a d o  p e l o  m é to d o  i n t e g r a l  £ o i  4 , 3 6 1 ,  que  é 0 , 0 7%  me­

n o r  q u e  o v a l o r  e n c o n t r a d o  n a  l i t e r a t u r a .  P a r a  o d u to  com s e c ç ã o  

e l í p t i c a ,  o num ero  de N u s s e l t  f o i  de 4 ,5 5 1 ,  que d i f e r e  de 0 , 1 5 °ô 

do v a l o r  o b t i d o  a n a l i t i c a m e n t e  p o r  T ao  | 3 | .

0 num ero de N u s s e l t  sob a c o n d i ç ã o  de t e m p e r a t u r a  p r e s ­

c r i t a ,  v a r i a  bem menos com a c o n d u t i b i l i d a d e  t é r m i c a  q ue  o n ú m e ro  

de N u s s e l t  p a r a  f l u x o  p r e s c r i t o .  Q uando se  im põe  uma t e m p e r a t u r a  

c o n s t a n t e  na  s u p e r f í c i e  a q u e c i d a  e se  r e d u z  a c o n d u t i b i l i d a d e  t é r  

m i c a  do s o l i d o ,  a u m e n ta - s e  o f l u x o  de c a l o r  no c o n t o r n o  s u p e r i o r  

da  r e g i ã o  de e s c o a m e n to  do f l u i d o ,  f a z e n d o  com que  a v a r i a ç ã o  do 

núm ero  de N u s s e l t  n ão  s e j a  t ã o  a c e n t u a d a .  E s t e  e f e i t o  é m e n o r  no 

d u to  e l í p t i c o  em v i r t u d e  d a  r e g i ã o  de e s t a g n a ç ã o .

Na f i g u r a  5 . 2 8  é m o s t r a d a  a v a r i a ç ã o  do n úm ero  de N u s ­

s e l t  com a â r e a  de e s c o a m e n t o .  A u m e n ta n d ò - s e  a â r e a ,  a u m e n ta - s e  o 
núm ero  de N u s s e l t  como e r a  de s e  e s p e r a r .

J â  f o i  o b s e r v a d o  que  p a r a  a e l i p s e ,  q u a n d o  a c o n d u t i b i ­
l i d a d e  t é r m i c a  do s õ l i d o  é b a i x a ,  o f l u x o  de c a l o r  n a  r e g i ã o  de 

e s t a g n a ç ã o  p o d e  a t é  s a i r  do f l u i d o  e i r  p a r a  o s ó l i d o ,  em v i r t u d e  

das  a l t a s  t e m p e r a t u r a s  n e s t a  r e g i ã o .  E s t e  e f e i t o  p r e j u d i c a  a 

t r a n s m i s s ã o  de c a l o r  p a r a  o f l u i d o ,  e f a z  com q ue  o núm ero  de Nu^ 
s e l t  do d u to  com s e c ç ã o  e l í p t i c a  s e j a  m eno r q ue  o do d u t o  c o m - s e c  

ç ã o  c i r c u l a r  p a r a  b a i x a s  r e l a ç õ e s  k ^ / k £ .  Uma c o m p a ra ç ã o  e n t r e  as  

f i g u r a s  5 . 2 8 a  e 5 . 2 8 b  c o r r o b o r a  a a f i r m a ç ã o  a n t e r i o r .
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a) Duto com secção circular, a/b = 2,0 e k^/k^ = 0,15

b) Duto com secção elíptica, a/b = 1,0 e = 0,15

Fig. 5.28 - Influência da área de escoamento no número de Nusselt
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6. CONCLUSÃO

0 m e tò d o  de s o l u ç ã o  p o r  e q u a ç õ e s  i n t e g r a i s  m o s t r o u  . s e r  

uma f e r r a m e n t a  e f i c a z  n a  a n a l i s e  da  t r a n s f e r ê n c i a  d e  c a l o r  em e s ­

c o a m e n to s  l a m i n a r e s  em d u t o s  com s e c ç ã o  t r a n s v e r s a l  a r b i t r a r i a ,  

c o n s i d e r a n d o - s e  os e f e i t o s  de c o n d u ç ã o  e c o n v e c ç ã o  c o m b in a d o s .  As 

e q u a ç õ e s  i n t e g r a i s  d e s e n v o l v i d a s  no c a p í t u l o  3 ,  podem s e r  a p l i c a ­

d as  a in ú m e r a s  s i t u a ç õ e s  em e n g e n h a r i a  e a f o r m u l a ç ã o  do p r o b le m a  

f o i  p r o p o s t a  de modo a m a n t e r  a g e n e r a l i d a d e  do m e to d o .  Em v i r t u ­

de de  h a v e r  s i d o  c o n s i d e r a d o  o s  e f e i t o s  de g e r a ç ã o  i n t e r n a  de  c a ­
l o r ,  o esq u em a  n u m é r i c o  a q u i  p r o p o s t o  p o d e  s e r  u t i l i z a d o  i n c l u s i ­

v e  no e s t u d o  d a  t r a n s f e r e n c i a  de c a l o r  em r e a t o r e s  n u c l e a r e s .

A a p l i c a ç ã o  do m é to d o  i n t e g r a l  a e s t a  c l a s s e  de p r o b l e  

mas f o i  s u g e r i d a  em | 1 4 | ,  q u an d o  s e  a n a l i s o u  o d e se m p en h o  o t im o  

de um d u p lo - t u b o  a l e t a d o  p a r a  a t r a n s f e r ê n c i a  de c a l o r  em r e g im e  

l a m i n a r .  N e s s e  t r a b a l h o  f o i  o b s e r v a d o  q ue  a c o n d u ç ã o  de  c a l o r  n a s  

a l e t a s  i n f l u e n c i a  no núm ero  de N u s s e l t ,  e e s t e  e f e i t o  d e v e  s e r  

c o n s i d e r a d o .  0 p r e s e n t e  esq u em a  a b o r d a  a q u e l a  s u g e s t ã o ,  com a t é  

m a is  g e n e r a l i d a d e .
A s o l u ç ã o  n u m é r i c a  d a s  e q u a ç õ e s  d i f e r e n c i a i s  h a r m ô n i c a ,  

b i - h a r m ô n i c a  e de P o i s s o n  p e l o  m é to d o  i n t e g r a l ,  p e r m i t e  que  s e ' f a  
ç á  a lg u m a s  o b s e r v a ç õ e s  r e l e v a n t e s :

a .  0 e sq u em a  n u m é r i c o  u t i l i z a d o  c o n v e r g e  s a t i s f a t o r i a m e n t e  no s e n  

t i d o  p o n t u a l ,  a ex e m p lo  de t r a b a l h o s  a n t e r i o r e s  ( v e r  | 8 | ,  [12

1 3 I ,  |15 | e | 1 6 | ) .  Os p a r â m e t r o s  f í s i c o s  d e f i n i d o s  p o r  i n t e ­

g r a ç õ e s  na f r o n t e i r a ,  t a i s  como v e l o c i d a d e  m é d ia  e f l u x o  mé­

d i o ,  c o n v e rg e m  u n i f o r m e m e n t e .

b .  Uma v e z  te n d o  c o n s t r u í d o  as  e q u a ç õ e s  i n t e g r a i s  p a r a  uma d a d a  
g e o m e t r i a ,  as  c o n d i ç õ e s  de c o n t o r n o  do p r o b le m a  f í s i c o  podem 

v a r i a r  e o n ú c l e o  das  e q u a ç õ e s  i n t e g r a i s  p e rm a n e c e  f i x o .

c .  Como t o d a s  as  i n t e g r a i s  de â r e a  q ue  a p a r e c e m  n a  c o n s t r u ç ã o  d a s  

e q u a ç õ e s  i n t e g r a i s  podem s e r  t r a n s f o r m a d a s  em i n t e g r a i s  de l i ­

n h a ,  b a s t a  que  s e  c o n h e ç a  a g e o m e t r i a  dos c o n t o r n o s  e a s  condi^ 

ç õ e s  n a s  f r o n t e i r a s  p a r a  que  o p r o b le m a  s e j a  s o l u c i o n a d o .  0 f a
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t o  da  d im e n s ã o  do p r o b le m a  s e  r e d u z i r  à d im e n s ã o  do c o n t o r n o  

da  r e g i ã o  em e s t u d o ,  ê uma d a s  p r i n c i p a i s  v a n t a g e n s  do m é to d o  
i n t e g r a l .

d .  0 m é to d o  i n t e g r a l  u t i l i z a n d o  a f u n ç ã o  de G r e e n  f u n d a m e n t a l  p a s  

s a  a s e r  e x t r e m a m e n t e  p o d e r o s o  no e s t u d o  de g e o m e t r i a s  c o m p le ­

x a s  q u e  s e  f i g u r a m  em r e g i õ e s  de L i a p u n o v  ou a p r o x im a ç õ e s  de 

r e g i õ e s  r e g u l a r e s  s e g u n d o  K e l l o g ,  p e r m i t i n d o  q ue  t a l  m é to d o  se  

j a  a p l i c a d o  em d i v e r s o s  ram os d a  t e o r i a  do p o t e n c i a l  e e l a s -  
t o s t ã t i c a .

e .  No c a l c u l o  d a s  d i s t r i b u i ç õ e s  de t e m p e r a t u r a  e v e l o c i d a d e  p a r a  

p o n t o s  no i n t e r i o r  das  r e g i õ e s  em e s t u d o ,  a p r e c i s ã o  do m é to d o  

i n t e g r a l  é p r e j u d i c a d a  ã m e d id a  que  e s t e s  p o n t o s  se  a p ro x im a m  

dos c o n t o r n o s  d e s t a s  r e g i õ e s .  E s t a s  i m p r e c i s õ e s  s e  devem  ã o- 
c o r r ê n c i a  de s i n g u l a r i d a d e s  n a  f u n ç ã o  de G r e e n  e s u a  d e r i v a d a  

n o r m a l .  E m b o ra  um m éto d o  de i n t e r p o l a ç ã o  a d e q u a d o  p o s s a  s e r  u- 

s a d o  p a r a  c o n t o r n a r  e s t e  p r o b l e m a ,  em E n g e n h a r i a  os p a r â m e t r o s  
f i s i c a m e n t e  r e l e v a n t e s  s ã o  c a l c u l a d o s  como uma m é d ia  s o b r e  t o ­

dos os p o n t o s  no  c o n t o r n o .  E x e m p lo  d e s t e s  p a r â m e t r o s  s ã o  à ' v e ­

l o c i d a d e  m é d ia ,  a t e m p e r a t u r a  de m i s t u r a  e o núm ero  de  N u s s e l t .

f .  A a p r o x im a ç ã o  das  f u n ç õ e s  d e s c o n h e c i d a s  n o s  c o n t o r n o s  ( d e r i v a ­

da n o r m a l  da  v e l o c i d a d e ,  f l u x o  de c a l o r  e t e m p e r a t u r a )  p o r  f u n  

ç õ e s  d e g r a u  bem como a a p l i c a ç ã o  d as  e q u a ç õ e s  i n t e g r a i s  a um

. núm ero  f i n i t o  de p o n t o s ,  c o n s t i t u e m  as  p r i n c i p a i s  c a u s a s  d a s  

i m p r e c i s õ e s  q ue  su rg e m  na  u t i l i z a ç ã o  do e sq u em a  n u m é r i c o  a p r e  

s e n t a d o .  E m b o ra  e s t a s  i m p r e c i s õ e s  p o ssa m  s e r  r e d u z i d a s  com um 

r e f i n a m e n t o  da d i s c r e t i z a ç ã o , um núm ero  de e q u a ç õ e s  m u i t o  g r a n  
de r e s u l t a  em um tem po e x c e s s i v o  de c o m p u ta ç ã o .  As i m p r e c i s õ e s  

a d v i n d a s  da r e s o l u ç ã o  do s i s t e m a  l i n e a r  de e q u a ç õ e s  i n t e g r a i s ,  

podem s e r  n e g l i g e n c i a d a s  qu an d o  c o m p a ra d a s  com as  i m p r e c i s õ e s  
c i t a d a s  a n t e r i o r m e n t e .

A a p l i c a ç ã o  do esquem a p r o p o s t o  n a  s o l u ç ã o  do p r o b le m a  

a p r e s e n t a d o  na  f i g u r a  5 . 1 ,  onde  s e  d e s e j a  f o r n e c e r  c a l o r  a um 

f l u i d o  que  e s c o a  no i n t e r i o r  de um d u to  e m b u t id o  em um s õ l i d o  de 

c o n d u t i b i l i d a d e  t é r m i c a  , f o r n e c e u  uma s é r i e  de i n f o r m a ç õ e s  a- 

c e r c a  do desem p en h o  o b t i d o  n a  t r a n s f e r ê n c i a  de c a l o r  p a r a  a r e -
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g i ã o  de e s c o a m e n t o ,  c o n fo r m e  d i s c u t i d o  no i t e m  5 . 2 .  0 d u t o  com 

s e c ç ã o  c i r c u l a r  m o s t r o u  s e r  m a is  e f i c i e n t e  que  o d u to  com s e c ç ã o  

e l í p t i c a ,  p a r a  p e q u e n a s  r e l a ç õ e s  de k ^ / k p .  I n d e p e n d e n t e  de h a v e r  

t e m p e r a t u r a  ou f l u x o  de c a l o r  p r e s c r i t o  n a  s u p e r f í c i e  a q u e c i d a ,  
o b t e v e - s e  o mesmo num ero  de N u s s e l t  p a r a  a l t a s  c o n d u t i b i l i d a d e s  

t é r m i c a s  do s o l i d o .

No p r e s e n t e  t r a b a l h o ,  como n ão  s e  c o n s i d e r o u  a c o n d u ç ã o  

a x i a l  nem no s o l i d o  nem no l í q u i d o ,  o esquem a p r o p o s t o  s e  a p l i c a  

p r i n c i p a l m e n t e  a p r o b le m a s  de e n g e n h a r i a  o nd e  o s ó l i d o  p o s s u i  uma 

c o n d u t i b i l i d a d e  t é r m i c a  p e q u e n a  c o m p a ra d a  com a c o n d u t i b i l i d a d e  

t é r m i c a  do l í q u i d o .  N e s t e s  p r o b le m a s  a c o n d u ç ã o  a x i a l  no  s ó l i d o  

p o d e  s e r  d e s p r e z a d a ,  e no l í q u i d o  o e f e i t o  da c o n v e c ç ã o  s e  s o b r e ­

p õ e . a o  e f e i t o  da c o n d u ç ã o  a x i a l ,

Em b o ra  as  c o n d i ç õ e s  de c o n t o r n o  te n h a m  s i d o  a n a l i s a d a s  

so m e n te  p a r a  os c a s o s  de t e m p e r a t u r a  ou  f l u x o  de c a l o r  c o n s t a n t e s  

na  s u p e r f í c i e  a q u e c i d a ,  em a p l i c a ç õ e s  r e a i s  p o d e - s e  não  t e r  t a i s  

s i t u a ç õ e s .  E s t a s  d u as  c o n d i ç õ e s  no e n t a n t o  s ã o  os  d o i s  c a s o s  l i in _ i 
t e s , e n c o n t r a d o s  em e n g e n h a r i a .

0 e s t u d o  a q u i  d e s e n v o l v i d o  f i c o u  l i m i t a d o  ã t r a n s f e r ê n ­

c i a  de c a l o r  e s t a c i o n a r i a  com c o n d i ç õ e s  de c o n t o r n o  l i n e a r e s ,  e 

p r o p r i e d a d e s  i s o t r ó p i c a s .  A e x t e n s ã o  do m é to d o  a c a s o s  m a is  g e ­

rais,  t a i s  como t r a n s f e r ê n c i a  de c a l o r  n ão  e s t a c i o n á r i a ,  p r o p r i e ­

d a d e s  a n i s o t r ó p i c a s , e c o n d i ç õ e s  de c o n t o r n o  não  l i n e a r e s ,  p o d e  

s e r  f e . i t a  sem n e c e s s i t a r  de g r a n d e s  a l t e r a ç õ e s  n a  f o r m u l a ç ã o  p r o ­

p o s t a .
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A P Ê N D IC E  A

PRO BLEM AS A VALO RES  NOS CONTORNOS A SSO C IA D O S  A EQUAÇÃO DE LA P L A C E

P o r  d e f i n i ç ã o ,um p r o b le m a  a v a l o r e s  n o s  c o n t o r n o s  c o n s i ^  

t e  de uma e q u a ç ã o  d i f e r e n c i a l ,  o r d i n á r i a  ou p a r c i a l ,  com c o n d i ç õ e s  

i n i c i a i s  ou de f r o n t e i r a s  a s s o c i a d a s  ao  p r o b l e m a .

S e j a  D uma r e g i ã o  n o r m a l  do R ’̂  , i s t o  é ,  uma r e g i ã o  â b e r -  

t a  e s im p le s m e n t e  c o n e x a  no s e n t i d o  d.e L i a p u n o v  |42|  e s e j a  8D a 

f r o n t e i r a  de D. S e j a  D = D + 9D o f e c h o  de D , e f  : D R c o n t í n u a  
em D, .

E x i s t e m  t r S s  p r o b le m a s  b á s i c o s  a v a l o r e s  nos  c o n t o r n o s ,  
a s s o c i a d o s  à e q u a ç ã o  de L a p l a c e :

i ,  P r o b l e m a  de D i r i c h l e t

-V^u = 0 ; X  £ D

u|  = h ( x )  ; h c o n t í n u a  em 9D 
9D

( A . l )  

( A . 2)

i i .  P r o b le m a  de Neumann

( A . 3)

9u I = Vu . n|  = r ( x ) ;  r  c o n t í n u a  em 9D ( A . 4)  

; 9D9D

com a c o n d i ç ã o  de c o n s i s t ê n c i a .

r(x) ds = 0

9 D

(A.5)



91

iii. Problema de Carãter Misto

-V^u = 0 ; X e D (A.6)

u = h.(x); h. contínua em 3D. (A.7)
3D.  ̂ ^1

—  I = r . (x) ; i ^  j, r. contínua em 9D-. (A. 8)

=>2 3D. ' ' '

N
3D = E 3D- 

i = l ^

onde 3D ë composta por N superfícies disjuntas duas a duas para

i j .

A função u nos três problemas propostos anteriormente de 

ve ter derivadas parciais de segunda ordem contínuas em D.

As soluções destes problemas a valores de contorno e x i s ­

tem e são ünicas, exceto para o problema (A.3) e (A.4), cuja s o l u ­

ção ë única a menos de uma constante arbitraria.

Para uma discussão detalhada sobre a natureza desses pro 

b l e m a s , ver I39 e 4 2 I.
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A P Ê N D IC E  B

SO LUÇO ES FUNDAM ENTAIS  A SS O C IA D A S  AOS OPERADORES 

LAPLACEANO E B I-H A RM Õ N IC O

B . l  - O p e r a d o r  L a p l a c e a n o

A s o l u ç ã o  f u n d a m e n t a l  a s s o c i a d a  ao o p e r a d o r  L a p l a c e a n o  é 

d e n o m in a d a  f u n ç ã o  de G r e e n  f u n d a m e n t a l  e s a t i s f a z  a e q u a ç ã o :

-V g ( z , z ' )  = 6 ( z  - z ' 3 ,  em D ( B . l )

o nd e  D ê uma r e g i ã o  n o r m a l  do R.’̂ , e ô ( z , z ' )  é a f u n ç ã o  " D e l t a  de 

D i r a c "  ou D i s t r i b u i ç ã o  S i n g u l a r ,  d e f i n i d a  p e l a s  c o n d i ç õ e s :

i .  6 (z  - z ' )  = 0 ,  p a r a  to d o  z ^ z ' em D ( B * 2 )

1 1 . ô ( z  - z ' )  f ( z )  d A ( z )  = f ( z ' ) ( B . 3 )

D

o nd e  f ( z )  é c o n t í n u a  em D.
i

A f u n ç ã o  de G r e e n  a p r e s e n t a  a lg u m a s  p r o p r i e d a d e s  b a s i c a s  

que s ã o  u s a d a s  p a r a  i s o l a r  p o l b s ,  ou  s e j a ,  d e t e r m i n a r  a s  s i n g u l a r i ^  

d a d e s  q ue  su rg e m  q u an d o  z '  t e n d e  a z .  S e j a  e o r a i o  de um p e q u e n o  

c í r c u l o ,  e n v o l v e n d o  o p o n to  z n a  r e g i ã o  D , e s e j a  9D o c o n t o r n o  

d e s t e  c í r c u l o ,  com z '  Ç 9D^:

Figura B.l



Pode-se mostra r que: 

i. A função de Green é simétrica, isto é

93

g(z,z') = g(z',z) (B.4)

11.
lim
£-^0

g(z,z') ds(z') = 0 z' e 9D CB.5)

111.
lim
e^O

3n'
g(z , z ') d s ( z ') = -1 z ' £ 3D

9D,

(B.6)

Se o polo surge quando z Ç 9D, este pode ser isolado tra 

çando-se um pequeno semi-círculo de raio e e centro em z :

Figura B .2

Pode-se mostra r então que

I V  .
lim
£•^0

9D
9n

g(z,z') ds;(z') = -1/2 z € 9D 

z' £  9D,

(B.7)

A função de Green fundamental para o espaço bi-di m e n s i o -  

nal é dada pela expressão:
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g ( z , z ’ ) = - I n  I z - z
2 TT

( B . 8 )

onde

z = ( x , y )  . e |z - z ’ I - I ( x  - x ' ) ^  + (y - y ' )

H f á c i l  v e r  que  e s t a  f u n ç a o  s a t i s f a z  a e q u a ç ã o  ( B . 5 ) ,  bem como a s  
p r o p r i e d a d e s  ( B . 4 ) ,  ( B . 5 )  e ( B . 7 ) .

A d e r i v a d a  n o r m a l  d a  f u n ç ã o  de G r e e n  p o d e  s e r  c a l c u l a d a  
f a c i l m e n t e :

a n ’
(z  ,z  ' )  = V g ( z  , z  ’ ) . . n ’

o n d e  n '  é a n o r m a l  ã s u p e r f í c i e  3D no p o n t o  z '  
Como

z - z (x  - x ' ) ^  + ( y  - y ’ ) ^ l, . 2 , 1/ 2

De ( B . 8 ) c o n c l u i - s è  q u e ,

9x ' 2tt z - z m 2 ’ 3y  ' 2 it I z - z ' I ^

D e s s a  f o r m a .

3n '
= Vg . n ’ =

(z  - z ' ) . n '

2tt, z - z , 2
( B . 9 )

É f á c i l  v e r  q ue  a d e r i v a d a  da f u n ç ã o  de G r e e n  s a t i s f a z  a 

p r o p r i e d a d e  ( B . 6 ) e ( B . 7 ) .

Q uando  se  u s a  a f u n ç ã o  de G r e e n  f u n d a m e n t a l  na  c o n s t r u ­

ç ã o  de e q u a ç õ e s  i n t e g r a i s ,  é i n t e r e s s a n t e  que  a e q u a ç ã o  f i n a l  p o s ­

s u a  s o m e n te  i n t e g r a i s  ao  lo n g o  do c o n t o r n o .  D e s t a  fo rm a  é p r e c i s o
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que a integral da função de Green fundamental na região, seja redu 

zidá a uma integral de linha. ,

De acordo com a figura B.3

= arctg
X  ' - X

(B.IO)

Como

ds ' = d x ' i + d y ' j ,

obtém-se 1 1 1  = l l i  d2Ll + m  È l l

ds' 3x' ds' 3y' d s '
(B.ll)

onde, de acordo com (B.IO),

(y' - y)

( X -  - X > 2  + ( y -  - y ) 2

3jr 

3x'

i l l  = ■
3y' ( X -  - x)2 + (y- - y ) ^

12íL j l j ú .

(B.12)

(B.13)
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S u b s t i t u i n d o  ( B . 1 2 )  e ( B . 1 3 )  em ( B . l l )  e a g r u p a n d o ,

1 ( 2 “  Z ) . n '
C B M 4 )

o n d e

F i x a n d o  a g o r a  um s i s t e m a  d e . c o o r d e n a d a s  p o l a r e s  em z , c o n  
f o r m e  a  f i g u r a  B . 4 ,  .

A i n t e g r a l  a s e r  c a l c u l a d a  s e  t o r n a ,

2it R ( ' F ' )
g ( z , z ' ]  d A ( z ' )  = -

D 2 tt
0

R I n  R dR dV

0

o n d e  R ( Y ’ )  = | z ’ - z | , z ' €  3D

R e s o l v e n d o  a p r i m e i r a  i n t e g r a l .

g ( z , z ’ 3 d A ( z ' )  = -

D 2tt D

U s a n d o  a r e l a ç a o  o b t i d a  em ( B . 1 4 )  e r e a r r a n j a n d o  os  t e r ­

mos ,
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D

g ( z , z ' )  d A ( z ' )  = -
2

( z ,z ' ) a ( z ,z ’ ) ds(z ' ) +

9D

.  i -
4 tt 3D

d s ( z ' )
2 .

onde  a ( z , z ’ ) = ( z '  - z)  . n '

De a c o r d o  corn o t e o r e m a  de G auss ',

A ( D )  = a ( z , z ’ ) d s ( z ' )

3D

( B . 1 7 )

S u b s t i t u i n d o  ( B . 1 7 )  em ( B . 1 5 ) ,

. g ( z , z ' )  d A ( z ’ ) =

D 3D

g ( z , z ' )  a ( z , z ' )  d s ( z ' )  + — - A ( D )  ( B . 1 8 )
4ïï

A e q u a ç ã o  ( B . 1 8 )  p e r m i t e  q ue  s e  c a l c u l e  a i n t e g r a l  da 

f u n ç ã o  de G r e e n  f u n d a m e n t a l  na r e g i ã o  R ,  a t r a v é s  de i n t e g r a i s  ao 

lo n g o  do c o n t o r n o .

B .2  - O p e r a d o r  B i - h a r m ô n i c o

A s o l u ç ã o  f u n d a m e n t a l  a s s o c i a d a  ao o p e r a d o r  b i - h a r m ô n i c o ,  
s a t i s f a z  ã e q u a ç ã o :

-V G ( z , z ' )  = 6 ( z  - z ' )  em D ( B . 1 9 )

o nd e  D ê uma r e g i ã o  n o r m a l  do R^ e ô ( z , z ' )  é a f u n ç ã o  " D e l t a  de 

D i r a c " .

P o d e - s e  m o s t r a r  f a c i l m e n t e ,  que  o L a p l a c e a n o  da f u n ç ã o  

G ( z , z ' ) ,  s a t i s f a z  as  mesmas p r o p r i e d a d e s  d á  s o l u ç ã o  f u n d a m e n t a l  do
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o p e r a d o r  L a p l a c e a n o .  A d m i t e - s e  e n t ã o ,  q u e  G ( z , z ' )  s a t i s f a z  ã e q u a ­

ç ã o  d i f e r e n c i a l  p a r c i a l :

I n  Iz  ~ z ' ( B . 2 0 )
2 ï ï

A f u n ç ã o  G ( z , z ' )  n a o  ê ü n i c a ,  p o i s  t o d a s  a s  s o l u ç o e s  q u e

d i f e r e m  da s o l u ç ã o  f u n d a m e n t a l  p o r  uma f u n ç ã o  v ( z , z ' )  t a l  q u e
A _ _ 2 4 -

V v ( z , z ' )  = 0,  s a o  s o l u ç o e s  d a  e q u a ç a o  ( B . 1 9 ) .  Como V e V s a o  o-

p e r a d o r e s  a c o e f i c i e n t e s  c o n s t a n t e s ,  r e s u l t a  q u e :

g ( z , z ' )  = g ( z  - z ' , 0 ) ( B . 2 1 )

G ( z , z ’ ) = G ( z  - z ' , 0 )

Como f o i  a d m i t i d o  q u e  G ( z , z ' )  s a t i s f a z  ( B . 2 0 ) ,  a  s o l u ç ã o  

f u n d a m e n t a l  do o p e r a d o r  b i - h a r m ô n i c o  d e v e r a  s e r  c a l c u l a d a  p o r  i n t e  

g r a ç ã o  d i r e t a .  No p o n to  z '  a e q u a ç ã o  a d q u i r e  a s e g u i n t e  f o r m a :

R 9R
(R  =

9R 2 tt

I n  R ( B . 2 2 )

onde R = z - z ' | .  .

I n t e g r a n d o  uma v e z  em r e l a ç ã o  a R ,

R = _ 1 .  l i !  ( i n  R - i )  .  e. 
9R 2tt 2 2 •

( B . 23 )

Como a p r i m e i r a  i n t e g r a l  de ( B . 2 2 )  ê i n t e r n a  em D , o l h a n  
do p a r a  a f i g u r a  B . l ,  r e s u l t a  q u e :

l im
£->-0

9D

9G

3n'
(z,z ’) ds (z ' ) = l i m

£->0
9D

—  (z,z-) ds(z')
9R
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l i m
e-^0

2tt
3 G  ̂ T 'i I j  (-1 —  (z  , z ' )  I de
3R R = e

= 0

p o r t a n t o  = 0 .
I n t e g r a n d o  n o v a m e n te  a e q u a ç ã o  ( B . 2 3 ) ,

G ( z  - z ' , 0 )  = G ( r  , 0 )  = - 1 R^

4tr 2
( I n  R - 1)  C 2 ( B . 2 4 )

o nd e  C 2 é uma c o n s t a n t e  a r b i t r a r i a .

S e j a  C 2 t a l  que  G ( 0 , 0 )  = 0 ,  e n t a o :

G ( r , 0 )  = G ( z  - z ' , 0 )  = G ( z , z ' )  = -
8 ir

z - z ' |  ( I n  |z - z ' |  - 1 )

. . . ( B . 2 5 )

A e q u a ç ã o  ( B . 2 5 )  f o r n e c e  a e x p r e s s ã o  p a r a  a s o l u ç ã o  f u n ­
d a m e n ta l  do o p e r a d o r  b i - h a r m ô n i c o .

Q uando  s e  u t i l i z a  a s o l u ç ã o  f u n d a m e n t a l  do o p e r a d o r  b i -  

h a r m ô n ic o  n a  c o n s t r u ç ã o  de e q u a ç õ e s  i n t e g r a i s ,  ê i n t e r e s s a n t e  " q u e  
a e q u a ç ã o  f i n a l  p o s s u a  s o m e n te  i n t e g r a i s  ao lo n g o  do c o n t o r n o .  A s ­

s im  s e n d o ,  do mesmo modo como f o i  f e i t o  p a r a  a f u n ç ã o  de G r e e n  f u n  

d a m e n t a l ,  é n e c e s s á r i o  que  a i n t e g r a l  de G ( z , z ’ )  ao  lo n g o  da r e ­

g i ã o  em e s t u d o ,  s e j a  r e d u z i d a  a uma i n t e g r a l  de l i n h a .

De a c o r d o  com a s  f i g u r a s  ( B . 3 )  e ( B . 4 )  e f a z e n d o - s e  u s o  

da e q u a ç ã o  ( B . 2 5 ) ,  p o d e - s e  e s c r e v e r :

G ( z , z ' )  d A ( z ' )  = -

D

R ( l n  R - 1)  R dR d t '
D

S tt

R ( ' i ” )
R-^(ln R - 1) dR d y (B.26)

o nd e  R(>F’ ) = I z ’ - z I , z ' € 3D.
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R e s o l v e n d o  a p r i m e i r a  i n t e g r a l ,

G ( z , z - )  d A ( z ' )  = -

D
32 tt

R ^ . ( ln  R - - )  d-^' ( B . 2 7 )

3D

S u b s t i t u i n d o  a r e l a ç ã o  ( B . 1 4 )  n a  e q u a ç ã o  ( 3 . 2 7 ) ,  r e s u l t a

G ( z , z ’ )  d A ( z ' )  = -

D 32tt
z - z 'I^(In Iz - z ' I -

3D

- —) ( z  ' - z )  . n ' ds ( z  ' )
4

( B . 28)

A e q u a ç ã o  ( B . 2 8 )  p e r m i t e  que  s e  c a l c u l e  a  i n t e g r a l  de 

G ( z , z ' )  na r e g i ã o  D , u sa n d o  s o m e n te  i n t e g r a i s  ao lo n g o  do c o n t o r n o

3D.

Uma o u t r a  fo rm a  de se  e s c r e v e r  a e q u a ç ã o  ( B . 2 8 ) ,  s e r i a :

G ( z , z V )  d A ( z ' )  =

D 16
[ g ( z , z ' )  +

3D 8tt

a ( z , z ' )  |z - z ' | ^ d s ( z ' )

. . . ( B . 29)

o nd e  a ( z , z ' )  = ( z '  - z ) . n ' .
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A P Ê N D IC E  C 

TRATAMENTO DAS S IN G U L A R ID A D E S

A f u n ç a o  de G r e e n  f u n d a m e n t a l  p a r a  o e s p a ç o  b i - d i m e n s i o -  

n a l  ê d a d a  p e l a  e x p r e s s ã o :

g ( z  ,z  ' )  = -
2-rr

I n  Iz  - z ' ( B . 8 )

Na i n t e g r a ç ã o  d a  f u n ç ã o  a c im a  s o b r e  um c e r t o  c o n t o r n o ,  

s u r g i r ã o  s i n g u l a r i d a d e s  q u an d o  z '  t e n d e r  a z .  E s t a s  s i n g u l a r i d a d e s  

devem  s e r  c o n t o r n a d a s  a f im  de q u e  a i n t e g r a l  p o s s a  s e r  o b t i d a .

F i g u r a  C . l

Q uando  z '  t e n d e  a z ,  p o d e - s e  d e f i n i r  um a r c o  f i n i t o ,  t a l  

q ue  |z - z ' |  = s .  D e s t a  fo rm a  i n t e g r a - s e  g ( z , z ' )  n a  v i z i n h a n ç a  do 

p o l o :

2 tt.

I n  1 z - z ' I ds ( z ' ) 1

TT

I n  s ds ( I n  AÇ - 1 )

0 ( C . l )

Ao s e  f a z e r  a i n t e g r a ç ã o  da  d e r i v a d a  n o r m a l  da f u n ç ã o  de 

G r e e n  f u n d a m e n t a l  s o b r e  um c e r t o  c o n t o r n o ,  n o v a m e n te  s u r g i r ã o  s i n ­

g u l a r i d a d e s  qu an d o  z '  t e n d e r  a z .  N e s t e  c a s o ,  p o d e - s e  c a l c u l a r  um 

l i m i t e .
Quando  z '  t e n d e  a z ,  p o d e - s e  d i z e r  q u e ,
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a = (¥  - ¥ ' ) / 2  

c =. z - z ' I

F i g u r a  C . 2

z - z ' |  = ds  = —  (4' - T') = R ( T  - ¥ ' )
d'F '

( C . 2)

De a c o r d o  com a f i g u r a  C . 2,

( z  - z ' ) .  n '  = |z - z ' |  | n ' |  c o s  ( z  - z ' , n ' )

=  C  C O S  0 ( C . 3)

Mas ,
s e n  a = ( C . 4)

( C . S )

J u n t a n d o  ( C . 3 ) ,  ( C . 4)  e ( C . S ) ,

(z - z ’). n- = -
2R

(C.6)



é fâçil ver que:

onde K(z') ê a curvatura do contorno no ponto z'

103

Como

8n'
■(z,z’) =

2 tt z - z '
(B.9)

1 im ^  
z '^z

9n'
g(z,z') = - i -  K(z') 

4'ít
(C.7)
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A P Ê N D IC E  D

CALCULO DA V EL O C ID A D E  M ÉD IA  PARA R E G IO E S  M U LT IP LA M E N T E  CONEXAS

A v e l o c i d a d e  m é d ia  em d u t o s  de  s e c ç ã o  t r a n s v e r s a l  a r b i ­

t r á r i a ,  é d e f i n i d a  p e l a  e q u a ç ã o :

m A ( D )
u ( z )  d A ( z )  z Ç D ( 3 . 1 2 )

D

A e q u a ç ã o  i n t e g r a l  q ue  f o r n e c e  a d i s t r i b u i ç ã o  da v e l o c i ­
d a d e  em d u t o s  de s e c ç ã o  t r a n s v e r s a l  a r b i t r á r i a ,  e a s e g u i n t e ;

u ( z )  = -
4tt

2n

I n  z - z '  a ( z , z ' )  d s ( z ’ )

8D

9D

I n z - z + - ]  - ^ ( z ’ ) d s ( z ’ ) 
2 3n

( 3 . 1 0 )

S u b s t i t u i n d o  a e q u a ç ã o  ( 3 . 1 0 )  na e q u a ç ã o  ( 3 . 1 3 ) ,  d u a s  i n  

t e g r a i s  devem  s e r  e f e t u a d a s :

^2 =

D

D

8D

9D

I n  |z - z ' |  a ( z , z ' )  d s ( z ’ ) d A ( z )  ( D . l )

I n  |z - z ’ | i ]  - ^ ( z - )  d s ( z ’ )  d A ( z )  ( D . 2)
2 9n

Como a ( z , z ’ ) = ( z '  - z ) . n ' ,  de  a c o r d o  com a f i g u r a  D . l ,  

p o d e - s e  a f i r m a r  que

a(z,z’) = (x’ - x)sen a ’ - ( y ’ - y)cos a'
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z '  = (x *  , y ' )

F i g u r a  D . l  

De a c o r d o  corn a f i g u r a  B . 3 ,

cos  'i' = .Ç l!
z - z '

Z - Z '

Des t a  f o r m a ,

a . (z ,  z ' )  = |z - z ' I  c o s  s e n  a '  - |z - z ' |  s e n  ¥ c o s  a '  

z - z '  s e n  ( a '  - T )

( D . 3 )

( D . 4 )

( D . 5 )

S u b s t i t u i n d o  a e x p r e s s ã o  ( D . 5 )  na  e q u a ç ã o  ( D . l ) ,  r e s u l t a

I n  z - z' a ( z , z ' )

D • 3D
• ■

I n  1z - z ’I z - z'

D • SD

C o n fo rm e  a f i g u r a  B .4  ,

R = z - z '

d A ( z )  = R dR dŸ
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A integral pode então ser calculada pela seguinte e~

q u a ç a o :

3D 9D

R In R sen (a' ~ T) dR dV ds(z')

3 D

—  (In R - -) sen (a' ~ 'F) dH' ds(z') (D.7)

3 D

Lembrando a equação (B.16), pode~se finalmente concluir

que :

•

fln z - z ’ 1 - 1/3)

9D J 9D
3

Na redução da equação (D.2) a integrais de contornos, de 

ve-se adotar o mesmo procedi mento usado anteriormente. Logo,

D 3D

(In |z - z'| + —) ~  (z') ds(z') dA(z) 
2 3n

(In Iz - z ’ I + I z - z ' I d z - z

9 D ■ 9 D
•

. 1 2 Tz - z ' 1 In

2

z - z '

3D 3D 2

dy] — Cz') ds(z') 
9n

d¥ ~  (z ') ds(z ’) 
9n

3D

1 n I z - z ' 9 u

9D
9n

( Z - )  a(z',z) ds(z) ds(z') (D.9)

Substituindo as equações (D.8) e (D. 9) na equação que de^ 

fine a velocidade média do escoamento, obtém-se:
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u (D) =
4ttA(D)

3D

“ (In |z - z'I - - ) ( z '  - z). n' +

9D

+ In z - z ' i H

3n
(z')] (z - z'). n' ds(z) ds(z') (D.IO)

Esta expressão permite que se calcule a ve locidade m é ­

dia em dutos de secção transversal arbitrária, e£etuando-se as i n ­

tegrações ao longo dos contornos.
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A P Ê N D IC E  E

D I S T R IB U IÇ Ã O  DE TEM PERATURA  EM ESCOAMENTO LA M IN A R  NO IN T E R IO R  DE 
UM DUTO DE SECÇÃO T R A N SV E R SA L  C IR C U L A R ,  SOB A CONDIÇÃO DE FLUXO  

P R E S C R IT O .

A s o l u ç ã o  a n a l í t i c a  p a r a  e s t e  p r o b le m a  é f a c i l m e n t e  o b t i .  

da p e l a  i n t e g r a ç ã o  da e q u a ç ã o  da e n e r g i a :

V^T = -u ( 2 . 2 0 )

0 p e r f i l  de v e l o c i d a d e  p a r a  e s t e  e s c o a m e n to  é dado  p e l a  

e q u a ç ã o  de H a g e n - P o i s e u i l l i e :

u = i  (1  - r ^ )  ( E . l )

E s c r e v e n d o  a e q u a ç a o  da e n e r g i a  em c o o r d e n a d a s  c i l í n d r i ­

c a s  e s u b s t i t u i n d o  o p e r f i l  de v e l o c i d a d e ,  o b té m - s e :

i  1 _  ( r  i l )  = i  ( r ^  - 1) ( E . 2)
r  3 r  9 r  4

I n t e g r a n d o  uma v e z  em r e l a ç ã o  ao  r a i o ,  r e s ü l t a :

II = li  - I + l i  ( E . 3)
3 r  16 8 r

Como

= 0, c, = 0

3’' r=R

I n t e g r a n d o  a e q u a ç ã o  ( E . 3 ) ,

r ^
T = —  - ~  + c -  ( E . 4)

64 16
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De p o s s e  da  d i s t r i b u i ç ã o  de t e m p e r a t u r a  n a  r e g i ã o ,  p o d e -  
s e  c a l c u l a r  a t e m p e r a t u r a  de m i s t u r a  p e l a  e q u a ç ã o  d a d a  a s e g u i r :

u / D )  A ( D )
T u dA ( 2 . 1 )

D

onde  u (D )  - v e l o c i d a d e  m é d ia  

A ( D )  - á r e a  do c í r c u l o

C a l c u l a n d o  a t e m p e r a t u r a  de m i s t u r a ,  r e s u l t a ,

- 1 , 8 2 2 9 2  X  l O " ^

A d o t a n d o - s e  um p e r f i l  i n v a r i a n t e  p a r a  a t e m p e r a t u r a  c o n ­

fo rm e  a s e g u i n t e  e q u a ç ã o ,

T - T,
0 = -------D ( ; E .5 )

o nd e
T „  = T| = c „  - 4 , 6 8 7 5 0  x 10 ‘  ̂

r= R

P o d e - s e  c a l c u l a r  a d i s t r i b u i ç ã o  de t e m p e r a t u r a  no i n t e ­

r i o r  do d u to  a t r a v é s  da s e g u i n t e  e q u a ç ã o :

0 = - 0 , 5 4 5 4 5  r"^ + 2 ,1 8 1 8 1  r ^  - 0 , 6 3 6 3 6  ( E . 6 )

0 Num ero de N u s s é l t  d e f i n i d o  c o n fo r m e  a e q u a ç ã o  ( 2 . 7 ) , p a  
r a  a c o n d i ç ã o  de f l u x o  de c a l o r  p r e s c r i t o  na f r o n t e i r a ,  p o d e  ta m ­

bém s e r  o b t i d o  a p a r t i r  dos  p a r â m e t r o s  c a l c u l a d o s  a n t e r i o r m e n t e

N U p = 4 , 3 6 4
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A P Ê N D IC E  F

S U P E R F Í C I E  DE L IA PU N O V  E S U P E R F Í C I E  R EG U LA R  SEGUNDO K ELLO G  ( * )

A s u p e r f í c i e  de L i a p u n o v  ê uma s u p e r f í c i e  s u a v e  q u e  p o s ­

s u i  um p l a n o  t a n g e n t e  e uma n o r m a l ,  mas não  n e c e s s a r i a m e n t e  uma 

c u r v a t u r a ,  em c a d a  p o n t o .  E s t e  f a t o  i m p l i c a  na  e x i s t ê n c i a  de c o o r ­

d e n a d a s  l o c a i s  em c a d a  p o n to  da s u p e r f í c i e ,  e i x o  - z ao  lo n g o  da 

n o r m a l ,  e i x o  - x e y  no p l a n o  t a n g e n t e ,  de t a l  fo rm a  q u e  a p o r ç ã o  
de s u p e r f í c i e  n e s t a  v i z i n h a n ç a  o b e d e c e  a e q u a ç ã o  Z = Z(x,y)  o nd e  

a s  d e r i v a d a s  p a r c i a i s  e Z^., mas n ão  n e c e s s a r i a m e n t e  Z ^ ^ ,  e

Z . ,  e x i s t e m  e s ã o  c o n t í n u a s .

S e  n^ e n^ sã o  os v e t o r e s  n o r m a is  u n i t á r i o s  n o s  p o n t o s  p 
e q de uma s u p e r f í c i e  de L i a p u n o v ,  e n t ã o

c o s " ^ ( i i p  . n ^ )  < D |p  - q | ^  0 < v  < 1 , D > 0 ( F . l )

E s t a  c o n d i ç ã o  é r e m i n i s c e n t e  da c o n d i ç ã o  q ue  c a r a c t e r i z a  

a c o n t i n u i d a d e  de H O ld e r .  Uma f u n ç ã o  f ( x )  s a t i s f a z  a  c o n d i ç ã o  de  

H O ld e r  no i n t e r v a l o  a < x < b ,  s i m b o l i z a d a  p o r  f ( x )  Ç H | a , b | ,  s e

f C x 2 )  - f ( x ^ ) |  < D | x 2 - x ^ l ^  0 < v < l ,  D > 0  ( F . 2)

p a r a  q u a i s q u e r  d o i s  p o n t o s  d i s t i n t o s  X 2 e x^ ç  | a , b | .

S h i d f a r  (1 9 7 7 )  p r o v o u  q u e  ( F . l )  v a l e  p a r a  a s u p e r f í c i e  

d e f i n i d a  p o r  Z = Z ( x , y )  s e  Z e Ẑ  ̂ f o r e m  H O ld e r  c o n t í n u a s  s o b r e  es  
 ̂ ^  ̂ ~  

t a  s u p e r f i c i e .  S i m b o l i z a n d o  uma s u p e r f í c i e  de L i a p u n o v  p o r  S { v } ,  e 

a c o n t i n u i d a d e  de H ü l d e r  s i m i l a r m e n t e ,  o r e s u l t a d o  o b t i d o  p o r  

S h i d f a r  p o d e  s e r  e x p r e s s o  da s e g u i n t e  f o r m a :

^x ^ H { v ^ }  e Z^ e  H { v 2> Z ( z , y )  € S í m i n  ( V j ^ , V 2 )> ( F - 3 )

( * )  E s t e  A p ê n d i c e  f o i  p a r a f r a s e a d o  dos A p ê n d i c e s  1 e 2 da R e f .  | 36



Ill

A s u a v i d a d e  de uma s u p e r f í c i e  de L i a p u n o v  é m a is  f o r t e  

q ue  uma s u a v i d a d e  Como e x e m p lo  p o d e - s e  c i t a r  a s u p e r f í c i e  de
f i n i d a  p o r

Z = ( I n  t )   ̂ d t  0 < X < 1/2  ( F . 4)

que tem uma s u a v i d a d e  C^^^ e não  s a t i s f a z  a c o n d i ç ã o  ( F . l )  p a r a  um 

v a l o r  a r b i t r á r i o  de v ,  p o i s  Z não  s a t i s f a z  a c o n d i ç ã o  C F - 2) .

Do mesmo modo como n a  c o n t i n u i d a d e  de H O l d e r ,  v  = 1 de f i^  
ne a c l a s s e  d a s  s u p e r f í c i e s  de L i a p u n o v  m a is  r e s t r i t a s .  P o r  exem- 

p l o ,

(x^ + y2)3/4 ç síl/2} mas ^  S { 1 } .  ( F . 5)

Q u a lq u e r  s u p e r f í c i e  c a r a c t e r i z a d a  p o r  uma s u a v i d a d e  C ^ ^ ^ , 

e x e m p lo ,  o e l i p s o i d e ,  p e r t e n c e  a S { 1 } ,  mas a r e c í p r o c a  n ã o  e n e c e ^  

s a r i a m e n t e  v e r d a d e i r a .  Como i l u s t r a ç ã o  c o n s i d e r e  a s u p e r f í c i e  9B 

fo rm a d a  p e l o  f e c h a m e n t o  de um c i l i n d r o  c i r c u l a r  f i n i t o  p o r  um h e ­

m i s f é r i o  em c a d a  e x t r e m i d a d e .  O b v ia m e n t e  3B tem  um p l a n o  t a n g e n t e  

e uma d i r e ç ã o  n o r m a l  q u e  v a r i a  c o n t i n u a m e n t e ;  p o d e  s e r  f a c i l m e n t e  

p r o v a d o  q ue  3B € S { 1 } ,  mas 3B jg' C^^^ j á  q u e  a c u r v a t u r a  tem  um sal^ 

to  q u an d o  s e  p a s s a  do c i l i n d r o  p a r a  o h e m i s f é r i o .

A s u p e r f í c i e  de L i a p u n o v  é m enos g e r a l  que  a s u p e r f í c i e  

r e g u l a r  de K e l l o g ,  q u e  pode  t e r  c a n t o s  e e x t r e m i d a d e s ,  d e s d e  q ue  

e s t e s  não  s e j a m  m u i t o  a g u d o s .  Um cubo  é  uma s u p e r f í c i e  r e g u l a r  de 

K e l l o g  ao  p a s s o  q ue  um c o n e  não  é .


