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ABSTRACT

This dissertation presents new conditions under
which the word B" a™ is noint universal.
6,6

It also exhibits the first knowon exemple,B A",

of such a word which does not represent every finite branch.



RESUMO

A presente dissertagao anresenta novas condigoes
. n ,m . .
para as quais a palavra B A € universal ponto por ponto.
6,6

Também exibe o primeiro exemplo conhecido, B A",

de palavra que nao representa todo ramo finito.



INTRODUCAO

No estudo de equacoes nos semigrupos, & cla

ramente Gtil identificar as "formas" expressas nor '

"palavras" W ( Lyy Ly, «eey Ly ) no semigrupo livre '
E? gerado pelas letras Ll’ L2, ceer Ln para as quais
a equacao y = W ( Xir Kpr o ewey X ) tem solugado < X1
Xor eeer X > € sh para v&€ S qualquer. Tais W sao

ditas universais para S. Além disso, & interessante '

caracterizar para uma classe C arbitraria de semigru-
pos, as W que sao universais para cada S de C, fato
que indicaremos dizendo que sao C-universais.

Este estudo teve sua origem por volta de
1964 com a pergunta de Jan Mycielski: quais palavras
sao universais para todo semigrupo simétrico XX2 A
primeira resposta parcial foi publicada em 1966, por
R. Isbell, em um értigo que deixa a impressao de que
o problema de Mycielski node ser dificil.

Trabalhos subsequentes sugerem que & conve-
niente caracterizar as W que "representam" funcoes em
uma certa classe Y, no sentido que se f€ Y , entao
£f=w ( 9yr 9pr -eer 9n ) tem solucao < gyr9gre--rIpn>
para funcoes gy em um semigrubo convenientemente esco

lhido.



Certos tipos de elementos em Y, que sao da
forma

xoké xlkv e b Xp
sao chamados "ramos". Em particular, ry denota
Ok lp» ...+ k -1,

e Prt (k) denota

'{f: f & funcao e Dom (f) U Rng (f) & Dom (r} )

U Rng(rk) }.

No capitulo IITI introduzimos o conceito de

funcao "bem brotada" e mostramos que uma palavra "re-

presenta" todas estas funcoes se, e somente se, re-

presenta todos os ramos ".

Como o conjunto das fung6es "bem brotadas"
€ grande e contém funcoes importantes, o estudo da'"re
presentacao" dos "ramos" torna-se interessante.

No capitulo IV estudamos condigbes a serem
impostas ao terno de inteiros positivos {m,n,k » pa-
ra que a equagao ry, = gn £ ténha ou nao solugao g e
f no monoide Prt (k).

Respondemos - afirmativamente 3 pergunta a-
berta desde 1973: existe {m,n,k tal que r, = g" £
nio tem solugdo? Nosso exemplo'é {6,6,3 ». |

Também apresentamos uma demonstragao de que

{mn,k>» da solugao para I, = gn £ sempre que

{m,n}n{1,2,3,4,5‘5 9 .

vi



Podemos esperar aplicagoOes quase imediatas
destes estudos na ciéncia da computagao. De fato, es
ta ciéncia tem interesse em operagoes logicas e arit
méticas com dados, e essas operagoes sao hormalmente
analizadas em uma sequéncia finita de operagdes basi
cas. O estudo qﬁe fizemos, procura estipular as for-
mas de tais sequéncias para as quais & sempre possi-
vel expressar qualguer funcao. O estudo brevemente
exposto acima, procura estipular as formas daquelas
em que & sempre possivel expressar gqualquer fungao.
Além disso & sabido que, quando tais decompogigoes
sao possiveis, entao os termos f; de uma tal sequén-
cia obtida, podem ser de um tipo bem simples, em que

f12 [X} = £, [x] para x & Dom (f;).

vii
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CAPITULO I.  GENERALIDADE &
Colocamos neste capitulo notagOes, defini
¢Bes e algumas proposicles demonstradas, que usaremos

no presente trabalho.

1.1. NOTACOES. Usaremos w para denotar o conjunto {0,

1, 2, ...} . Para cada kew , denominamos conjunto k ao
conjunto {0, 1, ..., k-1} . Desta forma, para cada kew,
temos que w~k = {k, k+1, ...} e, para cada {m, n} Q(@ ’
com m<n, a expressao msn denota o conjunto {m, m+l, ...,
n-1}. Para qualquer conjunto C, a expressdo |C| indica
o numero de elementos de C. E claro que, para cada kew,
temos |k| = k. Também |uw] =‘?ao. O simbolo Z denota w U

{-n:new} .

Sejam xe& 21 e ye¢Z. Usaremos x|y para di
zer que y=kx para algum ke Z. Para negar a proposigao X |
y, usaremos xYy. Em geral negamos expressbes da forma

xRy por xRy, onde R & uma relagdo.

Sejam kew-1 e x ¢ Z. Usaremos [x], para
indicar o uGnico elemento yek tal que y=x mod(k). Tam-
bém usaremos (x] x-1 Para indicar o unico elemento yek-~1
tal que y = x mod(k-1). Assim, por exemplo, ﬁ3]5 =3 =

13 . 938 [1g 5 = 0 # 5 = (10];.

Seja X um conjunto arbitrério e ‘seja
fgXxX. Denominamos mundo de f, e anotamos por $f, ao con
junt6; $f = Dom(f) U Rng(f), onde Dom(f) = {x : <x, y>¢ef

para algum yex} e Rng(f) = {y: <x, y>ef para algum xex}



sendo M ¢ X, a expressao f£|M indica o conjunto (MxRng

(f))n £. A expressao f[M] denota o conjunto Rng(f[M).

Uma relagao binaria f & chamada fungao se
e somente se [f[{x}]ls 1 para todo x. Quando f & fun-
cao e xebhom(f), entao o Gnico elemento do  conjunto
f[{x}] & chamado imagem sob f de x, e & escrito nas for-
mas f(x), fx’ ou xf. Usaremos f(x) = « para indicar que
x ¢ Dom(f) . Para estipular uma funcao f, podemos escre-

ver:
"Seja f:X—Y tal que f:x +—> y"

Isto deve significar: "Seja f uma fungao tal que Dom(f)

= X, tal que Rng(f)CY, e tal que f(x) = Y,  para todo

Com X um conjunto, a expressao ialx deno
ta {<x,x > .XeX} . Isto &, id[X:X—> X e definida por

id[X:x— x.

Usaremos Prt(X) para denotar o conjunto
{f:f & funcdo e $fcX }.Chamamos aos elementos de Prt(X)
de transformacoes parciais de X.Se fePrt(X) e Dom(f)=X,

XX de

entao dizemos que fexx. Chamamos aos elementos de
transformagoes de X. Também chamamos as transformagoes
bijetivas de X de permutacoes de X, e usaremos Sym(X)

para indicar o conjunto de todas as permutacgoes de X .

Dadas duas relagoes binarias f e g, e
ndo havendo confusdo, usaremos gf para indicar gof, on-

48 ¢ & a épéféggd ¢onmposicao: gof = {<x, y>i<x, t>ef e

<t; y>e g para algum t}.



Seja f uma relagao binaria e seja <x ,

y>ef. Diremos que a figura

X

§

o digrafo de <, y>. Natulalmente que o digrafo de f£

(]

€ a reuniao de todos os digrafos dos elementos de f. As
sim, por exemplo, a figura a seguir & o digrafo da re-

lac3o binaria £ = {<0, 1>, <2, 1>,<0, 3>, <3, 0>} :

3¢50 +—>]1 «—1 2

Q-

O digrafo de <x, x> & 'x

Seja kew« 2. Denominamos ramo de compri -
mento k-1, e representamos por ry, a funcgao r, = { <1,

i+1>:iek-1}. Assim o digrafo de Iy é
0r—1+—2 ... k=2 +—>k-1

Seja kew~1l. Denominamos ciclo de compri-

mento k, a toda fungao cujo digrafo &€ da forma

X & Xk—l

7

X - X

1 ,
~Nox,

3

E claro que, se X = {xi:iek} gontém exatamente k elemen
tos distintos, e se £ & o ciclo acima, entao fk==idfx .
Evidentemente que, neste caso £9 = idrx sempre que ki{qg.
N&s escrevemos f também na forma (X Xy ««+ X)), mas
duidames para evitar uma ambigllidade comum: a expressao

(Xﬁ Xl ses Xyig) também pode denotar qualquer permutagao



g1 Sym(X) com Y = lXiz 1rkleX, tal que ng = f e tal que
gF(X\Y) = 1d}(X\Y). Os detalhes de um tratamento que e-

vita esta ambigﬁidade encontra-se em [8, capitulo I].

Chamamos f de uma permutacao ciclica de
Y quando £ = (X_ X; ... X _;) com Dom(f) =Y = {Xi:1€k}.§
Reservamos a expressao ¢, para designar a permutagao ci

clica (0 1 ... k-1) em Sym(k).

1.2. LEMA. Seja f uma transformagao ou injetiva ou so-

brejetiva de um conjunto X finito. Entao feSym(X).

Demonstracao. Seja f uma transformagao injetiva de X

finito. Basta mostrar que Rng(f) = X. E claro que Rng(f)

¢X. Por outro lado, como f & uma injegao, temos quelDJn

(f) | = | Rng(£) |. Mas, como Dom(f) = X, temos que | Rng
(f) | = |X.. Lembrando que X & finito, segue que Rng (f)
= X.

Suponhamos agora que Rng(f) = X. Entao ,
|Dom(£)| = |X| = |Rng(f) |. Mas, se existe {x, yleX tal

que x # y e tal que f(x) = f(y), entdo X=Rng (f[(X~{y})),
enquanto |Rng(f(X\{y}))I5_ | X~{y}| < |X|, pois X & fini
to. Concluimos que f €& injetiva. |
N
1.3. LEMA. Sejam f e g relagOes binarias. Entao
1. Dém(gf) ¢ Dom(f)

2. Rng(gf) € Rng(g)

Seja XeDom(gf). Entao, existe um elemen-




to z tal que <x, z>cgf. Logo existe um elemento y tal
que <x, y>cf enguanto <y, z>¢g. Como <x, y»>cf, segue

que X ¢ Dom(f). Portanto Dom(gf) € Dom(f) .

Seja agora te¢ Rng(gf). Entao existe r
tal que <r, t > egf. Logo <r, s> ¢ £ enquanto <s, t e q.
Como <s, t> € g, segue que t ¢ Rng(g). Portanto Rng(gf)

€ Rng(qg) .

Seja f uma relagao binaria. Dizemos que
f &€ conexa se, e somente se, para todo {x, y}c$ £, e-

xiste uma seqWéncia finita x = t tys ceer f =y tal

OI

que {<ti, t , < t.

i+l ti>} NnEf # ¢ para todo i ¢ k.

. >
i+l

1.4. LEMA. Seja f uma fungao. Entao, f & conexa se, e
somente se, para cada {x, y} & $f, existe {i, j} g wtal

que fi(x) = fj(y).

Demonstracao. Seja f conexa, e seja {y, vy} S $ f. Exis-

tem kew e {t;:ie k} tais que x = tyy Yy =t e tais
que {<ti, ti+1>'<ti+l’ ti>}r\ f # ¢ para todo i ¢ k. Se
jam X = {(f'(x)tiew) e Y = {fl(y):iew} . Sem perder a
generalidade podemos supor que X &€ Y. Entao tO = X €

X Y. Mas, tk =y € Y. Portanto existe m ek tal que
t, € X>Y enquanto t_., ¢ Y. Seja {p,qlcw tal que t =

fP(x) e tal que tiel = £f9(x) . Segue que ou <t _, t > €

m+1
~ p+l _ . - e
f e entao £ (x) = £t ) ty = f (y), ou <t . ,, t >
: ~ ' + ,
€ £ e entdo fP(x) = th = f(tm+l) = £4 l(y). Assim, mos-

traremés que, se £ € conexa, entao para elementos arbi-

trirics x e y de $f existem i ew e jew tais que £l (x)=



£ (y). A reciproca & &bvia. q

1.5. DEFINICAO. Sejam f e g relagoes bin&drias. Dizemos

gque f e g sao isomorfas bigraficamente, e indicamos por
f~g se, e somente se, existe bijecdo h:$g ——$f tal

que f = hgh-l.

1.6. DEFINICAO. Seja g uma fungao qualquer. Dizemos que

um elemento b & broto de g se, e somente se, b ¢ Dom(g%

Rng(qg) .

Exemplo 1. Seja g € Prt(w) definida por g(x) = 2x.

Escrevendo g na forma de um digrafo, ob-

temos que

g=9 1 3 5 ..
[ 11
2 6 10
4 12 20
|
Como Dom(g) = w e Rng(g) = {2k: kew} , temos que b &

broto de g se, e somente se, b € { 2k+1 : kew} .

Exemplo 2. Seja kew e seja g e Sym(k). Como Dom(g)

Rng(g) = k, temos que {b : b & broto de gl}= ¢.

Exemplo 3. Seja g € Prt(w<2) tal que g(x) = min {y:y &

divisor de x L



E facil verificar gue o conjunto de to-

dos os brotos de g & (w-2)\{x:x & primo}.

1.7. DEFINICAO. Representaremos porﬁﬁgo conjunto de

todas as fungoes conexas e finitas gue tém exatamenteum

broto.

1.8. LEMA. Seja f ec%. Ent3o existem mew ~ 2 e ic m~1

tais que ou f -= r, ou f = ro U{<m=1, i>}.

Demonstracao. Admitamos que f #- r para todo m €uw~ 2,

Como f tem um broto, segue que £ 7. Portanto, como f &

finita, temos que |$£ | = m para algum m € @ ~1, De fato
m>l, pois sem = 1, entao £= {< 0, 0>} e nao tem broto
algum. Seja D = ($f)\{fm"l(b)} onde b & o broto de f.

AFIRMACAO 1. f[D & injetiva.

Se admitirmos o contrario, temos gque
|£[D] |<m-1. Mas, entdo m = [$f| = [{b}UE[D] | =]{b} ]| +
|£D] |=1+|f[D]| <1 +m~-1=m, & contraditdria. Por

tanto f£[D & injetiva.

AFIRMACAO 2. Existe ie¢ m-~1 tal que f(fmwl(b))= fi(b).

B claro que f'(b) # =, pois se f(b) = o,
entao f = r. - Por outro lado, se f(fmul(b» # £ (b) pa
ra todo i € m, entdo m = |$f|>m+l. Portanto, f (b) = £l

(b) para algum i € m. Mas i # 0, pois b & broto de f .

Logs a afirmagdo 2 segue.



E obvio que a fungao g:m--» $f definida
por g:jh—>fj(b) induz um isomorfismo digrafico < p, q >
F—> <fp(b), £9(b) >de L U {<m-1, i>} sobre f.

1.9. ESTUDO DAS PALAVRAS. Seja um alfabeto finito I =

{a, B, ...} . Seja I* o mondide livre gerado pelo alfa-
beto I . Os elementos de I* sao exatamente as "pala -
vras" finitas que podem ser soletradas com as "letras "
em I, inclusive a palavra vazia ¢ . Letras gregas mi-
niisculas denotam elementos de I*. A operagao bindria em
I* & simplesmente a justaposicdo; por exemplo, se o =
AAB e se B = ABBA, entao aB denota a palavra AABABBA .
Duas palavras sao iguais se, e somente se, tém a mesma .
soletracao. Como aB = AABABBA # ABBABAA = Ba, vemos gue
a justaposigao nao & comutativa, embora obviamente asso
ciativa. A palavra vazia ¢ & claramente a unidade do

mondide ¥ |

Seja aer* , com o= a(l)a(2)...a(d) on-
de (i) indica o elemento de I gue ocupa a posicao i em
o, contado da esquerda para a direita, nao importando se
a(1) = o (j) para algum i#j. Indicamos por la| o compri
mento da palavra a. B claro que se a= a(l)a(2)...a(d),
entao |qi'= d. Naturalmente, |a| = 0 se, e somente se,
a = ¢,

1.10. COMPLEXIDADE DAS PALAVRAS. Seja o = Lg(O) L?(l)

‘i L§i§~l)' onde In(i) ¢ i € k} c w~l e L, # Lj sempre

gue i € { =1, j+1} & k. Entdo dizemos que o & de comple
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xidade k.

Exemplo. A palavra o= BABA™B & de complexidade cinco.

Em o temos: LO = L2 =L, =B, L, = L3 = A, n(o) = n(l)=

5
9
n
!
H
:
5
@
I
N
®
5
-
=
!
(9%
.

1.11. DEFINICAO. Seja I um alfabeto finito e seja S um

mondide. Dizemos que uma palavra o« € I* representa em S
um elemento x, e indicamos por (a+x)S se, e somente se,

existe homomorfismo}%:i*——vs tal que'&%a) = X.

1.12. PROPOSICAO. Sejam I e 2 alfabetos tais que ISQ .

Seja S um mondide com elemento identidade e. Sejam xeS,
ael* e fo:z*—S um homomorfismo, tais que'%(a) = .x, En -

t3o aeR* existe homomorfismo ¥ :0* —S tal que ¥ (a) = x

Demonstracao. Seja o= a(l)af{2)...a(d). Como, por hipd

tese, o € I*, temos que a(i) eI, para todo i e(d+l)~1l. Co-
mo L EQ, segue que a(i) eQ para todo ie(d+1)~1l. Portanto

a € Q.

Vamos definir .K: 0*—S da seguinte forma:
(L) =ﬁ§L) sempre que LeX e X(L) = e para todo Lefi~I
Claramente‘ﬁfé um homomorfismo. Por outro lado, K (a) =

X * % fo K- Koo o
a (1) a(2) ...ad) = a(l) o (2) ...ad) =3(a) = x

Observacao. Em vista da proposicao 1.12, temos que &

e ey e g . . . £ *
gufieglente considerarmos homomorflsmos'xua*—é S onde «

& & mondide gerado por {a(i): ie(d+1l)~1}, sendo a =
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a(l)a(2)...a(d).

(oy™(0) (1)m(1) a(@-1)m(a-1)

1.13. LEMA. Seja o = ¢

e{a(i) :1i € d}* com m(i) ewl para todo ied. Seja p(i)

€ wx1 para todo ied tal gue p(j) = p(i) sempre que a(j)

= oa(i). Seja B =« (O)p(o)m(o) U(l)P(l)m(l) .. a(d_l)p(d—l)m(d"l) . Se

ja S um semigrupo. Seja xeS tal que (B+ x)S. Entao (atx)S.

Demonstracao. Existe homomorfismo ¥: #— s tal que ‘K‘-(B)

'f/ 5173 .
= X. Para cada 1 €d seja a(i) o elemento (o(i) )p(l) de
S, e sejaf(:oa*——;o S o homomorfismo gerado pela familia .

o) (d-1)

% 2 .
fa (i) :ied). Seque que X (a) =% (a(0)™°) .. ga-1)™ )

& Tf( _ :
- (alol ™) aga-1)PED) L (o ploIm(e)

. (o (a-
L& p@a-Lim@-1) g o pl@ne) 4o p@lim(a-1),

Yis) = x.

@

Indicaremos por Rep(a, f, $£f) o conjunto de
todos os homomorfismos ffsde o* em Prt($f) tais que 3)@(0‘) =

f.

1.14. LEMA. Sejam f e g fungOes tais que f =g e Rep(a ,

f, $f) # ¢. Entao Rep(«, g, $g) # ¢.

Demonstracao. Seja %6 Rep(a, £, $f). Como f = g, existe

bijecdo h: $g —> $f tal que f = hgh“l. Assim, temos que

1

f{o) = £ = hgh™*. Para cada LeI  vamos definir X(L) =

h”]‘&(L)h. Seja X: 5 —s Prt($g) determinada por {j((L) :IeL}
E elaro que K & um homorfismo. Por outro lado, kK (0) =

r{’" rp‘ <.'<' - « ,) -
a (1) a(2)" ... Ot(d)-j T

H

% (a(l)a(2) ... ald)
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% _ e _ 2y
u(2ﬁﬁh...|] 1u(d) h = h 1(“])
1, -1 R
hgh “h = g. Portanto X € Rep(e, g, $g) # ¢.

A

4%” “'l (x‘ﬁ—(\) }l

S(l
a(2) ...o(d) h'=h

ho

=

)

o
i

1.15. UNIVERSALIDADE DE UMA PALAVRA. Seja I um alfabeto

finito e seja @ e I* Seja S um semigrupo. Seja ainda x
e S. Dizemos que a & universal para S, e escrevemos aV¥+S,

se e somente se, (a¥x)S para todo x € S.

Seja y uma familia de semigrupos. Dize -

mos que uma palavra o & Fﬁ~universal se, e somente se ,

aty S para todo S 6'%, tal que S & finito. Dizemos que ©

é I%-universal se, e somente se, o¥¥ § para todo S € E& ,

tal que S é infinito. Finalmente, dizemos que o & Hﬂuni-
{

versal se, e somente se, o & simultaneamente Fg—univer -

sal e IH—universal.
L

Neste trabalho as familias j,de semigru-
pos que principalmente nos interessarao sao Prf, Myc e

Sym, onde definimos

Prt

{Prt(X):X & conjunto }

Myc = {Xx:x & conjunto }

Sym {Sym(X):X € conjunto }

Também interessa a familia Brl = {Brl(X)

-

:X & conjuntol} onde Brl(X) é {f:fcXxX!l.
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CAPITULO II - REVISAO HISTORICA

O Boletim da Academia Polonesa de Ciéncias ,
em 1966, publicou o artigo de J. R. Isbell [3], que foi
-0 primeiro versando sobre Termos Universais. Neste tra-
balho, Isbell demonstrou os teoremas 2.1 e 2.2, formu -
lou algumas perguntas, tendo respondido a uma delas.Des
ta forma, o mundo matemdtico tomou conhecimento désta no
va area de estudos que teve seus conceitos basicos in-

troduzidos por volta de 1964 por Jan Mycielski.

Dada uma palavra a a{l)a(2)...a(d), se exis-
tir sed~l tal que B=a(l)o(2)...a(s) = o(d-s+l)2 (d-s+2)

...a{d), entao B & um bordo de o .

Se ]BISl |a|, dizemos que o bordo 8§ & um bordo
2
curto de o . E claro que B & bordo curto de ¢ se, e so-

mente se, existe Y tal que a =B8yB.

Os resultados seguintes sao os principais de

Isbell.

2.1. TEQOREMA. Toda palavra que nao tem bordos curtos,

&€ IMyc-universal.

Entende-se por involugao em Sym(X), um elemen

to feSym(X) que tenha a propriedade: f2 = ide.

2.2. TEOREMA. Seja fe X, onde X & finito. Seja {i, n,

plcwsl, onde p é primo e n = p-. Entdo existe gexx e

existe involugao heSym(X) tais que £ = g"h.
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‘Usando a= AZBZ c opg= AZBZA, Isbell tam-

bém mostrou.

2.3. PROPOSICAO. Existem o ef tais que:

l. @ & IMyc-universal, mas nao & FMyc-

universal.

2. B & FMyc-universal, mas nao é IMyc-

universal.

Em 1972 e 1973, foram feitas as seguin-
tes generalizagoes do teorema 2.1 por G. F. McNulty [41
e D. M. Silberger [5], respectivamente, em suas disser-

tagcoes de doutoramento.

2.4. TEOREMA. Seja X infinito. Seja ¢ #P c r* {¢} tal

que cada elemento de P nao admite bordos, e tal que pa-
ra {a,B}cP com %# 8 acontece que, nema & segmento de 8,
neﬁ existey #¢ tal que Y &, ao mesmo tempo, segmento a
direita de oe segmento & esquerda de 8 . Seja f:P —» Xy

uma fungao arbitraria. Entdo existe um homomorfismo?%%:

T _XX tal que %f[‘P = f,

2.5. TEOREMA. Toda palavra o que nao admite bordos é

IPrt~universal.

Em [6], D. M. Silberger demonstrou um te
orema de interesse central para este nosso trabalho, uma
véZ gque d& importancia ao estudo de ramos, e cuja técni

€4 1n6s se¥ve para demonstrar o0 nosso teorema [3.14].



ste teorema de Silberger &

2.6. TEOREMA. Seja a ¢ *. Entao o @ Prt-universal se,

e somente se, Rep(a, f, $f) # ¢ para toda funcao f inje-

tiva e conexa.

Dentre os corolarios deste teorema, e
constantes do trabalho [6] , destacamos

9 - .
1. B3A2 e B“AB sao Prt~universais.

2. B™A" & prt-universal sempre que m € n

sao inteiros impares positivos.

Em 1977, A. Ehrenfeucht € D. M.Silberger

[l] fizeram uma melhora no teorema 2.2, ao demonstrarem

2.7. TEOREMA. Seja n um inteiro positivo contendo um

menor fator primo iImpar p. Seja k o maior inteiro tal

que 2k €& divisor de n. Entao, sao equivalentes:

2. para toda fng, com X finito, existe

gEXX e existe involucdo h tal que £ = g'h.

Grande parte deste nosso trabalho.é dedi
cada ao estudo de palavras de complexidade dois, parti-
cularmente quanto a sua cépacidade de representar ramos.
Por isso, destacamos ainda o teorema seguinte, de auto-

ria de A. Ehrenfeucht e D. M. Silberger [2]

Para cada kew-2, a expressao S{k) repre-

genta 6 menor fator primo do nimero k e M(k) indica o



- 16 -

menor multiplo comum dos elementos do conjunto (2, ...,

k}.

2.8. TEOREMA. Seja {m, njc w~2. As sequintes afirmagoes

sao equivglentes:

1. M(S(m) )} n e M(S(n))}tm;
A" & Myc-universal;
3. BA" & FSym-universal,

Este resultado foi melhorado pelo que

apresentamos a seguir de D. M. Silberger [7]:

2.9. TEOREMA. Seja {m, n}lgw-3. As seguintes afirmagoes

sao equivalentes:
1. M(Sm))¥n e M(S(n) )t m ;

2. BA & Prt-universal ;

’

>
o

é Myc=universal ;

H=]
o]

Sym-universal,

Finalmente, citamos um resultado de Mar
garet Weems Harriss [9] do qual vamos precisar em nosso

capitulo IV.

2.10. TEOREMA. Seja{m, nlcu-l. Seja A"™s" Prt-univer -

sal. Entdao B"A™ & também Prt-universal.
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CAPITULO III =~ FUNGOES BEM BROTADAS

3.1. PRELIMINARES. Faremos no capitulo IV um estudo de

palavras que representam ramos e também de palavras que
nao representam alguns ramos. Neste capitulo, em espe-
cial no teorema 3.14, destacamos a importéncia do fato
de uma palavra o representar um ramo, ja que tal fato
garante que tal palavra representa muitas fungées, pelo
menos aquelas que decidimos denominar fungoes bem brota

das.

3.2. DEFINICAO. Seja g uma funcao. Dizemos que g & bem

brotada se, e somente se, para todo xe $j,existe be ($g)N
Rng(g), tal que xe(@Tb):iew} e tal que {g'(h):icwld fi

nito.

Exemplo 1. Seja gePrt(w) tal gque g(x) = max {y:y<x e

y € primo}.

O digrafo de g & o seguinte:

0 1 2 «a3 <25 a7 eall
I 1T 2181
a4 6 8910 4,

1]

Entao, Dom(g) =w~3 e Rng(g) = { x:x

(o]

primo}. Portanto o conjunto de todos os brotos de g
(Ws3)x{%:x & primo}. Para todo xew3, temos que 2x & um

-brote de g. E claro que a primeira condicao para g ser
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bem brotada & satisfeita. Como {gi(t):icm]tem menos ele
mentos que t para qualquer t€Dom(g), temos que g &€ bem

brotada.

Exemplo 2. Seja gePrt(w) tal que g(x) = min{y:y>x ey
€ primo}.

O digrafo de g é

Vo]

2 = 3

f 8 ijf 32

= 7 % 11 = 13 .o

O conjunto de todos os brotos de g &
wn{x:x € primo}, e Rng(g) = {x:x € primo}. A primeira
condigao para g ser bem brotada obviamente & satisfeita:
para todo xew existem broto bew e iew tal que g (b) = x.
Mas, a segunda condigao para g ser bem brotada nao fica
satisfeita, pois se n = |{p:psx e p & primo}l, entao
g™ (1) & o n-esimo primo, e portanto !{gl(i):isw}l =|{qg:

g € primo}| =\

o+ Assim, vimos que g nao é bem brotada.

- w
Tambem, vale observar que ge w.

Exemplo 3. Embora cada elemento f Sym(k) para kew, sa-
tisfaz a segunda condig¢ao para ser bem brotada - que o
conjunto {fi(k):isuﬁ é finito;para todo xek -, a priﬁei—
ra condigao nao é satisfeita pois f ndo tem broto algum.

. o

e R
Exemplo 4. Séja ge R, tal que g(x) = 1-|x
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A Tungao g tem para dfgrafo trés  clas-

ses de equivaléncia, sob isomorfismo, de componentes co

nexas.
1 2 3 4 5
g :J l I | ]
O 0 (1) en(=2) e (=3) e (-4)
(3-xr) (2-r) (1-1)euq (-F)eul(-xr=-1)...
P S R R
e {r=2)puslr-1) v T (r+l1) (xr+ 2)
3 5 7
p) ] 2
o J ) \:
gp : ¥l -1 -3 _ 2
% 2@4(2)«4(2)«(2)_,

E claroc que o conjunto de todos os bro

tos de g & o intervalo (1,«).

Temos, entao que g € uma transformagdo ob
viamente bem brotada, de R, com um conjunto {9, Ogr <

1 ~ -
7} nao enumeravel de componentes conexas.

3.3. PROPOSICAO. Sejam Lye +-er Ly gy k letras distin-

tas, com kew2, e seja a= Lg(o)... Liiﬁ_l) com n(i)ew~l

para todo itk. Seja g qualquer fungao tal que Dom(g) N

Rng(g) = ¢ . Entao Rep(a, g, $9) # ¢.
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Demonstracdo. £ claro que o digrafo de g e da forma

— p—— o be—— —
Seja fO =jg(Lo) = gU(id[kng(g)), e seja
fj =j€(Lj) = ierom(g) para cada jek~1l. Entao, comé@:a*

—> Prt($g), o homomorfismo determinado por {ﬁﬁLi):i €

k}, temos que (o) = fg(o)... fgif-l) = (gu(id } Rng
(9)))2(°) (idpom(g)) 2L F---nk=1) _ (o (iaMRng(g) )

id D = qg.
(id|Dom(g) ) g 2

Desta forma muitas fungCes podem ser re-
presentadas por a = Lg(o)...Lﬁiﬁ_l), notadamente, emR,
todas aquelas cujo grafico cartesiano encontra-se total
mente no segundo ou totalmente no quarto quadrantes. As

sim, por exemplo, f: Dq ©) —> (=, o] dada por f:

X h—»logax r onde O<ac<l.

Naturalmente, sera de maior interesse pa
ra os analistas, determinar se existe representagao por
o de uma fungao fem%lque & continua (diferenciavel) [in
tegravel] com fungbes gue também sdo continuas (dife -

rencidveis) [integraveis | .

3.4. LEMA. Sejam E e F familias de rela¢des binarias .

Entdo (UE)s (UF) =uU{abb:acE e beF}.

Demonstracao. Seja <x, y>e (UE)o(UF). Entdo, existe z

tal que <x, z>eyr e <2, y>eUE. Segue-se que existe a'eE
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e b'eF tais que <x, 2>¢b' e <z, y>ea', e assim <x, y>¢

a'ob'cu {aob:acE e DbeF}.

Por outro lado, seja <x, y>e U {aocb:a €E
e beF}. Existem, entao, a"¢E e b"eF tais que <x, y> ¢
a"ob". Segue-se que existe t tal que <x, t>eb"c UF e

<t, y>ea"cy E. Portanto, <x, y>e(L)E)o(L)F).m

Chamamos a atengao para o fato gque na
demonstragao do lema que segue & usado um argumento

que depende do Axioma da Escolha.

3.5. LEMA. Seja g uma funcao e seja {gi:ieI} a fami
lia de todas as componentes conexas de g. Entao se
Rep(a, g;, $9;) # ¢ para todo ieI, entao Rep(a, g, $9)
Ao .

Demonstracao: Seja {g;. ieI} a familia de todas as

componentes conexas de g. Naturalmente g = L){gi:ieI}.
Como, por hipdtese, Repl(a, gy $gi) # ¢ para cada ieI,
existe uma fungao de escolha H:I —>U[Rep(a, 95, $g;):

ieI}l, tal que H:i—>s HiERep(a, g5 $9;) .

-~ *
Definamos a fungao K de Z em Prt($g) ,

por K:f—> U {H, () :ieIl. Entdo K(a) = LI{Hi(a):ieI}
kJ{gi:isI} = g.
* .
Por outro lado K:I — Prt($g) € um ho-
*
momorfismo, pois dado {¢,p} cf, K(yp) = \){Hi(Wp):idj

= \){Hi(¢)oHi(p):ieI}. Portanto pelo lema 3.4, temos

Ik

que K(¢p) (\J{Hi(W)zieI])o(k){Hi(p):ieI})=K(¢)oK(p).

ASsim; temos que KeRepl(o, g, $g) # ¢ .
’ (7}
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3.6. DEFINICAO. Na familia de todos os homomorfismos

de 1*

em PrfX, vamos definir a ordem parcial & da seguin
te forma: 40 (B)gj<(8) se, e somente se,k&}(ﬁ) g}{(B) pa

ra todo Bel *

Obviamente, no lema 3.5, HigK para todo

iel.

A demonstragéo gque apresentamos para o

lema que segue & de D. M. Silberger [6].

3.7. LEMA. Seja g uma fungao e seja C e D conjuntos ta

is que Cn (DV g[D]) = ¢ , e tal que existe exatamente um
xeC para o qual g(x)e D\)g[D}-Seja agora z=D tal que é(w
= g(x). Seja %cRep(a, g{‘(C\{x}), C), e seja j(s: Rep(~, grD, Dy g[D:[).

Entao existeljeRep(a, gh(dbyC), cuDVg[D]) tal que o

ﬂ/e também k o 10/.

Demonstracao. Como xgDom a“? existe um inteiro positivo
.' '”1" ) e
gsd tal que a(q+lfﬁio...oahﬂJC(X)EC\Doma(q)%b, onde
a(d+l)ﬂ3indica idFC. Para cada L€z vamos definir L e
.\ '
Prt(C UDU g [D]) como segue: se L #% (g), entdo L = L

£ % «ga

X 0 , .
v I} , e alq) = a(q)%el)u (@) V {<s al(g+tl)o.coald (%),

a(g) o...0a(d)  (z)>}. Entao, seja'{r: Z*——aI&t(CUDUgEﬂ)
7

\
o homomorfismo gerado pela familia {L : Letl.

Para cada t # x, onde te(CV D) "Dom 9 ,

evidentemente temos queng(t) = g(t). Além disso, J"(x)=
A ¥ ®
@ (1) 6 cueoalg-1) oal(g) o(g+l) o....a(d) (x) =

v ¢k 4 %
=6 (1) siii0t(g=1l) o a(g)e a(gq+l) c...00(d) (2z) =

= % (@) = g(z) = g(x).
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o

Portanto, como Dom o = (CUD)N pom g = Dom g}M(CuyD) ,
7 :

temos que a =g Mc uD), e daf que U%:Rep(a, gr(CU D),

CuDvg[D]). Finalmente, pela definigao de ﬁf, temos que

ﬁ@g_{re‘i<g_<7 .
%]

3.8. DEFINICAO. Seja g uma relagao binaria. Um conjun-

to C é dito satisfeito por g se, e somente se,
1) Cvg[Clc($g9) \g[$q]
2) c~g t[d crse)~g ]

Denotaremos por ¢ (g) a familia de todos os conjuntos sa

tisfeitos por g.
Exemplo 1. Seja kewsl. Entao @(rk) ={6 , k.

Exemplo 2. Seja g a fungao dada pelo digrafo a sequir

3 4

'

0 e— 1 ¢ 2

E facil ver que o¢(g) =1{¢, {0,1,2},{ 0,1,3}, {4},

{0,1,2,3}, {0,1,2,4}, {0,1,3,4,},10,1,2,3,4}1 .

Exemplo 3. Seja g como no exemplo 1 de 3.2. Seja P =
{y:y & primo}. Para cada xc{w~2)~P, seja MX={gi(x):i€w}.
Para cada Sc(ux 2)\P, seja N =U{ Mx:an}. Seja T ={ N_:
Sg(wx2)<P }s Entdo ¢(g) ={ EVU F:EeT e Fc{0,1}} V{EUFyP:

EeT & Fglo,11) v {¢} .
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A demonstracao do lema a seguir & um de

talhamento da demonstracao feita por D. M. Silberger em

6]

3.9. LEMA. Seja g uma relacao binaria. Seja Fe¢(g) e

L2 ~
seja -~ c¢(g). Entao:

1. Feg Flv g7 [F] csg.
2. uTe ¢ (qg).

3. Se g &€ uma fungao, entao g[Eng.

Demonstracao. Uma das leis de De Morgan da que

F~(g[F] v g_l[ﬁ]) = (F~g[F]) n(F\g—l[F]). Como Fet(q),te
mos que Fxg [Flc($g)~g[$g] e F\,g_l[F]_c_($g)\ g_l[$g:] .Assim,
Fr(g[F]V g H[Fc(($9)~g[$g]) n ((3g0~g [$q]) =
= ($9)~(g[$9]ug ™ [8q)) = (S ($9) = . Logo
Fgg[F]Ug_l[Fijor outro lado, g l[Flcg[$d] e
g-l[F:]gg—ll}g] . Entdo, g[}ﬂ U g—l [F-_] cg$9] v g—l[$g]= $g.
Portanto, Fcg[F]U g_l[F]g$g. |

Seja'ﬁ-g@(g). Entao, éomo cada elemento
de ‘§ é também elemento de ¢ (g), temos que (uﬁ)\g[uﬁ]n
V{E:E ei}\g[v{E:Ee 1] =v {E:Ee";}\u{g[E] :Eeﬁ}gU{E\g [E‘_]
Ee'ﬁ}g($g)\g[$g]. Do mesmo modo (v "?)\g“l [Ufl =y { E:
Ecfig ! [V{E:E )] = ViE:Eed Nu g_l[E]:E ed) cu

{E%@zlEE]iEsf} g($g)\g‘l]}g]. Portanto, U'F e o (g).



Seja agora g uma fungao. Suponhamos que
exista x em g[F}~F. Entao XEgEF] ex¢ F. Alénm disso,
x = g(y) para algum yeF. E claro que y{g-l[}], pois se
ygg_l[F], entao xeg[Q_l[ﬁﬂ cF; portanto xeF, o que é
absurdo. Assim, temos que yeF e y%g_l[F], Entdao, yeFx
g’lEE]-Como Fed (g), temos que F\g-l[ﬁ]g($g)\g[}g]. Logo
ye($g)\g_l[$g], e entao, y%q"1[$g]. Mas isto também é
absurdo, pois g~l[}g] = Dom(g), e entao, y¢fDom(g) en =-

quanto que g(y) = x. Portanto, g[ﬂ}\F =46 , e entao ,

g [F] cF.

3.10. LEMA. Seja g uma fungao e seja Ce?(g). Entao g[d]

= Cng[$q]-

Demonstracdao. Como todo elemento de gf@]esté na ima -

gem de g, temos que g[b]gg[%é]. Também, como g & fung¢ao,
pelo lema 3.9, temos que g[C]cC. Entdo g[c] = g[b]ng[?@
cCng($g]-

Por outro lado, se xeC ng[}QJ, é claro
que xeg[$g], e, portanto, x£ ($g9)~g{$g}2 c~glc], pois
Ce? (g) . Entdo x£C\g[C] e xeC. Logo xeg[C].Assim, Cn

g[$g]l cg[c]. Portanto, glc] = cn g[%q] -
2

3.11. LEMA. Seja g uma fungao e seja {M, N}cé¢(g). En-

td30, M = N se, e somente se, g|'M = g[N.

o

Deménstragac. Admitamos M = N. Entao temos as equivalén.

elagt <x,; y>egMM & (<%, y>eg e xeMpaDom g) «> (<X, y»
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cg e xcN nDom g) <=><x, y>eg[N. Logo gI'M = g['N.

Admitamos agora gPM = ng. Segue-se gque

Dom(g M) = Dom(ng) e Rng(g M) Rng (g[N) . Isto & ,
Mg ilsgl = NngTl[sq] e gM]

mos tambdm que g [M] = Mn g [$g]

g[N].Pelo lema 3.10 te

g[N] = Nng[$g]. Pelo

1

lema 3.9, Mc$g e Nc$g. Portanto M = Mn ($g) =
Mn(g($g]V g  [$g]) = 10 gsg]) v g™t [5gT)
gM]v Mng t[sa]) = g[NJu (v g Hsq]) =

(Nng gDy (Nn g™ [$g]) = Na (g[sgv ¢ [$9])

N n($g) = N.
@

3.12. LEMA. Seja g = r_ U{<m-1, i>}, onde mew<2 e

iem~l. Seja C = {gj+l(o):j€w}. Entao:

1. ng[m]gngom g.
2. med(g).

3. Se ﬂ%e Rep(«a, T m) , entao existe . ex:

j{ eRep(, g, m) tal que o ‘f( .

Demonstracao. O digrafo de g & da seguinte forma:

/(m”l)
« I

Or=s 1> 2+ _ .+— (i-1p— i—> (i+l1l)...(m—2)

E claro que C = {i, i+l, ..., m-1}=m.i. Como g|m] =

m«l e Dom(g) = m, 3.12.1 seque.

&

il

Como Rng(g) = mslgm Dom(g), temos que

+

$§ = m: Entdo mig[n c($9) g[$9] e meg [m]c($g)ng L 3] .
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Portanto med¢ (g) .

Seja agora ?ée Rep(a, ro m) e seja
o = a(l)a(2)...a(d) tal que |a|= d. E claro que g(i-1)=
i = g(m-1). Como (m—l)iDom(udw), temos que existe intei

i

ro positivo g<d tal que (m-1l)eDom(a(g+l) ...a(d)~ ) e

46

OJ H"
(m-l)fZDom(Ot(q)(J ... o(d) ), onde 0L(d+l)3’(p denota idfm.
Vamos definir a(j)ye Prt(m) para cada o(j)e{a(l), ... ,

a(d)} como seqgue: se a(j) # a(q), entdo a(j) = a(j)

J 36 e A 0
e 0(q) = o0(g) V {<alg+tl) o...0a(d) (m-1), alg) o...
:}(9 ~ * .
oa (4) (i-1)>} . Entao, seja)k(:a - Prt(m) o unico ho

momorfismo gerado pela familia {a (3j) ¢ 1<j<d}.
E claro que Dom(o. ) = m = Dom(g). Como

K ¥

para todo xem-1 temos que o (x) o (x) = rm(x)==g(x)

e como aj<(m-l) = a(l; 0...0a(q~l?<o a(q)ﬂkoa(q+l)jé 0 oo
ou(d)gé(m—l) = a(l?% a(zgi ...oaiq-lfku (qF% u(q+1€i...
oa(d{” (i-1) = g(i-1) = g(m-1), segue que &, = g e por-
tanto que K e Rep(a, g, m). Pela definicao de jv, temos

que.}égﬁ_ﬂk

3.13. COROLARIO. Seja Repla, k) # ¢ para todo k ¢

Iy,
w~2. Entao Rep(a, £, $f) # ¢ , para todo f e /%

Demonstracao. Seja f e€u¥. Do lema 1.8 temos que existe

new~2 tal que f = r, ou que existem mew~2 e iem~l tal
que £ =~ ro U{<m=-1, i>}. Com g = rm\J{<m—l, i>}, temos
pelo lema 3.12.3 .que Rep(o, g, $9) # ¢, e conseghente -

mefite peles lema 1.14 que Rep(o, £, $£f) # ¢ . £
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3.14. TEOREMA. Reploa, g, $g) # ¢ para toda funcao g bem

brotada se, e somente se, Repla, Xy k) # ¢ para todo

kew~2.

Demonstracao. Suponhamos primeiramente que Rep(a, g, $9)

# ¢ para toda fungao g bem brotada. E claro que ry é
bem brotada para qualquer kegw~2. Por outro lado para tal
k temos que $rk = Dom(rk)LJRng(rk) = (k-1) v (k~1) = k.

Portanto Rep(o, rp, k) # ¢ para todo kew-2.

Agora, suponhamos que Rep(q, rk, k) # ¢
para todo kew~2. Seja g qualquer funcac bem brotada. O
corolario 3.1.3 permite afirmar que Rep(a, £, $£)# ¢ pa
ra cada feeM, Também pelo lema 3.5 podemos considerar

g conexa.

Seja Rep = {Rep(a, g[M, M):Mecd(g)} e se-

ja E =U Rep.

O lema 3.11 garante que os elementos da
familia Rep sao, dois a dois, disjuntos e, portanto, que

existe injecgao S:% % (g) com S:%;ha S. tal que Ce Rep

-

(o, gFSz , Sﬁ ). Se ¢ E e se ¢eRepla, glM, M) com
, " -
Me® (g), entao M = St .
. . i
Seja b, um broto de g e seja M = {g (b,):

iew}. E claro que gFMO eeM. Portanto, pela hipGtese e

pelo corolario 3.13 temos que Repl(a, gFMO, M) #¢ . E

obvio, por 3.12.2 que M e (g). Seja entao Eoe E tal que

66éRép(u; ngo, M) .



Afirmo para {&, ¢ '}cE que & % & implica
=

S ¢s, , onde'x € a ordem parcial introduzida pela defi
G & -
nicao 3.6 . De fato, seg= ¢!, entdo gPSe = é(a)gé;(a) =
2
gls , e portanto que g[s = gfs Ugls =g} (s Vs,
a4 X 2 ! <
A ) & é & &

)
£ N

Como {S , %} c¢(g), temos, pelo lema 3.9.2 que S& V)

S €¢(g), e portanto, pelo lema 3.11 que a igualdade
= (S, uS ) implica é igualdade S =S, US
gls,. =gl . US, p g X o VS,

A afirmagao segue.

Seja @O = {j@:ﬁﬁeg e %ﬁfd}. Como 6%5%0 ’

€& claro que E, # ¢. Seja ¢ uma subfamilia nao vazia, e

t

*
totalmente ordenada, de EO. Para cada B eI , seja B8

& & 4 ~
U {B L:}beqlh Como B ¢ e uma funcao para cada tal B8 e

§ - -
para cadaéﬂeg, e como g € totalmente ordenada sob <= , €
G

facil ver que a relagao bindria B também & funcdo. En-

-~ . * - A5

tao, seja ‘01 ¥ — Prt($g) a funcado definida por U :
v *

Br— B . Além disso quando{y ,plc & , pelo lema 3.4 te-

7 ¢ -

1 L 4G g,
mos que (yp) = U{wf) :M0e C} =V {y o™
O

NeZ
117C€€]= (U
"o~

"

{wﬁyzﬁbig})ﬂ){QQ:ﬁk c = wbp . Portanto Wy: Z*-9 Prt

($g) & um homomorfismo.

AFIRMACRO: Ve E_.
a0
y = -,7\), a P
Seja V =y {SX,'(E g . Entao, como {Skb'
oy
“5€C}g®(g), pelo lema 3.9.2, temos que Ved (g). Portanto,

como & U, basta provar que VeRep(a, gV, V).
Seja Bel e seja<x, y>e¢ g . Entao «<x ,
SV i 6
Y 5 g + para alguméogg. Portanto, como B c%ﬁﬁ %w cVxV,
. R & &N "'b -
A - ’
e como V: i __, Prt($g) & um homomorfismo, segue = que
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; *
'ﬁf: I — Prt(V) & homomorfismo.

v - U
Seja <x, y> ca . Entdo <x, y > ea = gFSu

N
cg [V, para algum UL~E:C. Segue que o’ cg [V. Por outro la-
4 pd &
do, se considerarmos <x, y>eg|V, entao xeV e, portanto,
v - ~ fo v
xeS, para algum Laag, dai, entao <x, y>sgrS‘ =aYc aV.
45 . X

)

g oY
Deduzimos que g[Vc o e, portanto, que d = glVv. Assim
oy . a7 :
'V eRepl(a, gV, V)c%. Finalmente, como QQ:Cﬂ fica prova-
A

Y
do que Ve E,

Como %=, para todo?@egj temos que‘UJ
€ um limite superior para C. Pelo Lema de Zorn, segue
que a familia E, contém um elemento ! que & maximal
pela ordem parcial <= . Observe que S, # ¢ , pois S c

¥ &o

S, es contém um broto de g.
3’ é—Do

AFIRMACO. S, = $g e, portanto, ¥ ¢ Repla, g, $g).

Admitamos que exista ze($g)\S, Como

I
%ﬁe ¢(g), pelo lema 3.9.3 temos que g[Sy ]gsf . Assim ,

supondo que g3[§§] cS para jew arbitrario, segue que

bt
j+l I - ‘ . ~
g [§¥1.gg[g [5 11 c9(s¢] ¢S, . Portanto, por indugao,
temos que gl[sgj SS; para todo iecew. Como g &€ conexa e
como S; # ¢, temos, pelo lema 1.4, que existe um intei-
ro positivo m, o menor possivel tal que gm(z)s;S,f . Seja
. m-1 : ~
X g (z). Entao xoe($g)\S® . Como g(XO)eS§ , Ssegue
gue se g(xo)gg[sjl, entao g(Xo)sS§\\g[Sf] c($9)~g[sq] .
Assim g(Xo)ig[$g] o0 que & uma contradicdo. Portanto, @&

Glaro que g(X@)eg[S£J .

CSmo g &€ bem brotada, existe um elemento
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i
(Xn):

Xne($g)\g[$g] tal que g“(xn) = X - Seja T = {g
ien+l}. Observemos que Trwsf = ¢ , pois, do contrario,

3.9.3 implica que X eS , o que & falso. Segue que X, é

o Gnico elemento de T tal que g(t)eS,, . Como gF(T\{xo})

)2
ead{U {¢}, por hipbtese e pelo corolario 3.13, temos que
Rep(a, gr(T\{xO}), T) # ¢ . Também, como g[Sfj c Sf te
mos que T(\(S§ k;g[sf] ) = TNSg = ¢ .

Observemos que (TLJS{ )\g[T\)Sf] = (T~ g
[Tu s;1) U 8y g[Tusy] Ie(Tug[T]) u (55, gs, ) = (X}
\)(Si\g[Sf] ). Assim, como X € broto de g e como Sy €
®(g), temos que (Ty S )\9[TL)S¥] c($g)xg[$g]. Notemos

também que (T\)ST;)\g_l[Tk)Sf] g(T\g—l[thsg 1Yu (84

g—l[sg 1) = ¢ U (S~ g—l[Sﬁ] )g($g)\g"l[$g], Portanto ,

Ty Sss o(qg).

Lembremos queéﬂ:Rep(a, grS{ , S, ). Por-

3
tanto, como g[S,] cS; , temos que Rep(a, gS; , S, U g
[S;] ) # ¢ . Também, como gf(TQ{xo})zrn e como T = $(gl
(Tv{x})), segue por 1.14 que Rep(a, gMT x 1, T) # ¢..
Além disso, como T(\g~l[5§] = {x,} e como j& vimos que

g(Xo)sg[Sg] , pelo lema 3.7 temos que existe We Rep(a ,

gMT\S,), TUS; Ug[s,] Jc E,. Entdo W #3 =W , o
que & contraditdrio pois ¥ é elemento maximal em E, -
Assim concluimos que ($gr\S¥ = ¢ e, entao S; = $g. Por

tanto, J ¢ Rep(a, g, $9) # ¢ .
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CAPITULO IV - A REPRESENTACAO DE RAMOS POR B"A™.

Estamos interessados em estabelecer con-
digoes para o terno <k, m, n>€(w\2)3, de modo que Rep
(8"a™, Iy k) # ¢ . Os casos ji& conhecidos sao devidos a
D. M. Silberger [6] e M, Weems [9], guais sejam: i) para
todo kews2, com {m, ntc{2,3} ou com {m, n}c 2w+l, temos
que Rep(BnAm, Ty, k) # ¢. ii) Sempre que Rep(BnAm, r, k)

# ¢, também Rep(AmBn, r k) # ¢.

kl

4.1. TEOREMA. Rep(B®A® ra, 3) =¢.

Demonstracao. Suponhamos, ao contrario ue existe ¢
®; P r 9

Rep(B6A6, rq, 3). Denominemos #:(A) = a e ¥ (B) = b. As

sim, temos que b6a6 = r,, com {a, b}cPrt(3). Como 2 =

Dom r3, pelo lema 1.3.1, temos que 2 = Dom(rB)EDom(as) c
Dom(a) . Logo 2 c Dom(a).

Por outro lado, se a(0) = a(l), entao
a®(0) = a®(1), logo 1 = ry(0) = b%ab(0) = %% (1) =ry(1)=
2, o que & uma contradigao. Portanto al2 & uma injegaode

2 em 3.

Além disso Rng(rj) = 3.1. Mas pelo lema
1.3.2, temos que Rng(b6a6)ang(b6)ang(b), Assim como
Rng(r,) = Rng(b6a6), temos que 3.1lcRng(b). Segue que b6r

a6[2] é uma injecgdo de a6[2] em 3.

AFIRMAGEC. Dom a = 2.

Suponhamos, ao contrario, que Dom a #¥ 2 .
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Entao, como a cPrt(3) e como 2cDom a, temos que Dom a = 3.
- -z 6 - .6 -

Se a(2) = a(0), entao a (2) = a (0) e, » =

ry(2) = b6a6(2) = b6a6(0) = ry(0) =1, o que é contradi-
torio. Se a(2) = a(l), entao a6(2) = a6(l) e, » = r3(2)=
6 _ .6_6 _ . .
(2) =b a (1) = r3(l) = 2., que também & uma contradi
gdo. Portanto |{a(0), a{l), a(2) }|= 3, e comoacPrt(3),

temos que aeSym(3). Como toda componente ciclica de Sym
(3) tem comprimento igual a um divisor de 6, segue por

'8, Lema 1.8 ] que a® = id[3. Entdo r, = b%a® = pbiap3=b®
- 3

Assim, 2 = Dom(r3) = Dom(b6)gDom(b)g3, e Rng(b6)=Rng(r3)
= 371. Mas se b(2) = 2, entdo 2 = b(2) = b®(2) = ry(2) =
©, que & absurdo. E, se b(2)e2, entao « = r3(2) = b6(2)=
b(2 D]c3 também absurdo. Portanto, b(2) = « e ,

conseqlientemente, Dom b = 2.

Lembrando que Z2e3\1lcRng(b), temos que
b(x) = 2, para algum xeDom(b) = 2. Mas, entdo x+l1 = r3bd
.6 .5 4 _ . .
= b (x) =b7(2) =b’ («x) = « & uma contradicao. Deste
modo Dom a # 3 e, portanto, Dom a = 2.
AFIRMACAO. aeSym(2).

Se 2¢éRng(a), entao a(y) = 2, para algum

6 _ .5 _ .4 =

ye2. Logo a (y) = a’(2) = a (») =« . Mas, neste caso =
_ b6( _ ..6_6 _
= ») = b a (y) = rj(y)e3 1. Portanto, 2¢Rng(a). Como
2 = Dom(a) e a2 & injetiva, a afirmacdo segue pelo lema
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0 fato, de que aiSym(2), obviamente gu-

rante que a6 = id[2. Entao ry = b6a6 = bGidr2 = b6[2. Em

particular ZEDom(bGFZ)EDom(b).,Mas, como 2cRng(b), te-
mos que b(X) = 2 para algum Xe2. Entao 2e¢Dom(b), pois
se b(2) =« , entao b6(X) = b2(2) = » que & impossivel.

Portanto, Dom(b) = 3.

Naturalmente, b¢Sym(3), pois, do contrario,

6

b~ = id[3 e b°

a® = (id}3) (ia]2) # ry. Além disso, b(0)# b(1),
pois se b(0) = b(l), entao b6(0) = b6(l) e 1 =r3(0) =
b6(0) = (1) = ry(l) = 2 que é uma contradigao.

Ainda b(0) # 0 e b(1) # 1, pois se b(0)=

0, entao 0 = b(0) = b (0) = r3(0) =1 e se b(l) =1, en

tdo 1 = b(1) = b)) = ry(1) 2 que sao contradigoes .

Considerando que b6r2 = ry, devemos ter

b6(0) = r3(0) = 1. Assim, o quadro a segquir, mostra gque
todas as possibilidades restantes para b sao contraditd

rias.

b(0) b(1) b(2) b® (0)
1 0 0 0
1 0 1 0
1 2 1 2
1 2 2 2
2 0 0 0
2 0 2 2
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Desta forma, concluimos que nao existe

{a, b} nas condiQSes supostas inicialmente e, portanto,
6.6 _
que Rep(B'A", ry, 3) =4¢,
1

4.2, COROLARIO. V/{t, s}cuw, Rep(B6tA6$, T3, 3)

i
A=
.

Demonstracao. E imediato pelo lema 1.13.

Os trés resultados seguintes extendem o
conjunto dos termos <m, n, k> para os quais se tem co-
nhecimento que Rep(BnAm, r . k) # ¢

4.3. TEOREMA. Seja {i, j, klcw.l. Entdo Rep(B®ta2id~1

ry s k) £ 9.

Demonstracao. Tomemos k cwnl e vamos definir a, e bk em

Prt(k), da seguinte forma:

_ . PR |
a (k=-1) ==, af (k-1) = ¢ 7,
bk(x) = (x+j]k_1, para todo xek.
Basta provar que bil 213-1 . L Observe
2i 213 -1 _
mos que Dom(bk ay )ck-1 = Dom(rk) e gue, para todo
xek~-1, temos (bﬁl ilj l)(x) = bﬁl([x—2ij+ljk_l) = (x -

213+142i3] .y = (x+l]y_; = x+l. Assim, para cada xek-1,

2i_2ij-1 ~ 2i_2ij~-1
temos que (bkl klj ) (x) = ry (x) . Entao (bkl klj ) |
TR 21 21] -1
(k=1l) = r, . Portanto by Tay = 1.

0
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A construgao acima, claramente implica

2i,2i3-1+q(k-1)

que Rep (B » Iy k) # ¢ , para qualquer { i,

j, k, gicw~l.

4.4. TEOREMA. Sejam pew e {m, nlcw.2. Entdo Rep(B"A",

r,» k) # ¢ se, pelo menos, uma das seguintes condigdes &
satisfeita:
i) k = np
ii) k = np-1, comvp>O
iii) k = np+l
iv) k = np+2

v) k = np+3, com n impar.

Demonstracao. Seja k satisfazendo as condi¢les acima e

seja a, = idMk-1). Em cada uma das condig¢oes da hipdte-

se, vamos definir bkePrt(k), como segue:

i) bk(X) = (x+f(n,kﬂ k=1 onde f(n,k) = ~§—
ii) by (x) = [ x+£(n,k)] K ondé f(n,k) = k:l
111) by (x) = [x+£@, K], onde £(n,k) = nkcktl
iv) by (%) = (x#f(n,k)], ,, onde f(n,k) = nk'i‘n+2
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v) by (x) = (x+£(n,k)],_;, onde £(n,k) = nk-k-nt3
Notemos gue em cada caso f(n,k)ew.
i) £(n,k) = i = ﬁf = pew
i1) f(n,k) = S - DRIl o,
iii) f£(n,k) = nk-k+1 _ n(np+l)-(np+l)+1
n n
- n(np;l)—np = (n-1)p+l cw
iv) f(n,k) = 2ETkoni2 . ninp+2)onpozont2
= (n-1l)ptlew
v) £(n,k) = nk—é;n+3 - n(np+3)529—3—n+3 _
= np+g:p—l = n;l . pt+lew, pois n-1 é par.

Basta agora, provar para cada xtk-1 que

n _
bk(x) = x+1.

i) bp(x) = (x+n.f£(n, k)], _; = (x+k]kf1 = x+l

i1) by (x) = [xn.£(n,X)], = [x+k+1], = x+1
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1ii) b (x) = [x+n.£(n,k)], = [x4nk-k+1], = x+1
iv) bﬁ(X) = (x+n.f(n,k)] k-1 = (x+nk-—k—n+2]k_l =
= (x+(n-1) (k=1)+1] | _; = x+1 -
v) bp(x) = (x+n.£(n,k)), _; = (x+ ke kd ], =
1

= (x+ 7 (n-1) (k=1)+1], ; = x+1 .

4.5. COROLARIO. Seja min{m, n}cé6~1l. Entdo V¥ k e w\1 '

Rep (BA™, r.. k) #¢ .

Demonstra¢ao. Quando ne6.1l, qualquer que seja kew~l, te

remos gque existe pew tal que k = np ou k = np+l ou k =
np+2 ou k = np+3 com n impar ou k = np-1l. Portanto, pelo

teorema 4.4, segue-se que Rep(BnAm, Ty k) # ¢ .

Por outro lado, pelo teorema 2.10, tere -

mos resultado analogo para me6:1.
o]
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CAPITULO V - PERGUNTAS ABERTAS E COMENTARIOS GERAIS

PERGUNTA 1. Quais condiqaes sobre <m, n, k>e(w\2)3 sao

necessarias e suficientes para que Rep(BnAm, Tys K)# ¢ 2

No capitulo IV mostramos algumas condigoes

suficientes, que, acreditamos, nao sao todas necessarias.

Exibimos também o caso Rep(B6A6, ry, 3) = ¢. Fica~-nos a

~ / !
impressao de que Rep(Bk'Ak', r k) =¢ , para todo kew

kl
V1.

O teorema 3.14 indica a ligagao forte en-
tre a representagao de ramos e a representacao dessas fun
¢oes mais gerais que chamamos bem brotadas. Sabemos, em
vista do capitulo IV que as técnicas para determinar a
representacgao dos ramos esta crescendo. Também Prt(R) &
sempre central em matemdtica. Por isso vale a pena consi

derar.

R
PERGUNTA 2. Quais elementos de R sao fungoes bem brota

das?

PERGUNTA 3. Se Rep ( « , f, R ) # § para f continua, en-

tado (< | £ ) cl -

PERGUNTA 4. Existe <¢n,m > tal que Rep (B A", r, k) =g

para um conjunto infinito de ke w ?
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