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RESUMO

No presente trabalho apresentamos alguns aspectos da 

T e o r i a  de Ã l g e b r a s  de Funções. Estudamos a dualidade de Gelfand 

entre espaços topologicos compactos e álgebras C c . Usando os r e 

sultados desse estudo, desenvo lvemos a dualidade de Gelfand en- 

tre grupos topologicos compactos e ãlgebras C c de Hopf, simples 

com c o - i d e n t i d a d e .



ABSTRAC T

In this m o n o g r a p h , w e  presen t some aspects of the t h e o 

ry of algebras of functions. We study the Gelfand duality between

*
compact topological spaces and C c algebras. Using these results,

we develop a Gelfand duality b e t w e e n  compact topological groups 
•k

and simple C c Hopf algebras w i c h  co-identities.
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INTRODUÇÃO

O propósito deste trabalho e apresentar, em detalhe, 

alguns aspectos da Teoria de Ãlgebras de Funções e, em especial, 

d esenvolver  a dualidade de Gelfand entre grupos topologicos com - 

pactos e algebras C c de Hopf, simples com c o - i d e n t i d a d e .

Em p r i meiro lugar, apresentamos alguns conceitos e r e 

sultados fundamentais sobre espaços de Banach, p r oduto tensorial 

de espaços v etoriais e teoria de categorias, que julgamos serem 

requisitos fundamentais para o entendimento do p r e se nte trabalho. 

Em seguida, apresentamos a teoria de ãlgebras de Banach, que ser

viu de suporte ao d e s e n v olvi mento posterior, e estudamos a d u a l i 

dade de Gelfand tradicional entre espaços topologicos compactos 

e algebras C . Finalmente, usando os resultados obtidos na etapa 

anterior, desenvolvemos a dualidade de Gelfand para grupos topolõ 

gicos compactos.
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CAPÍTULO I 

PRELIMINARES

Neste capítulo, apresentamos alguns conceitos e r e s u l 

tados fundamentais sobre espaços de Banach, produto tensorial de 

espaços vetor iais e teoria de categorias que necessitaremos  no 

transcorrer de nosso trabalho. Quase sempre omitimos as demons - 

trações, indicando apenas onde o leitor p oderá encontrá-las. O b 

servamos que, sempre que houver omissão, os espaços ve toriais 

considerados são definidos sobre o corpo dos complexos.

1.1. Espaços de Banach

1.1.1. Definição

Seja E um espaço vetorial normado. Dizemos que E e um 

espaço de Banach, se E ê completo como espaço métrico.

1.1.2. Proposição

Sejam E e F espaços vetoriais normados e f : E F uma 

função linear. Se f é contínua na origem, então f ê contínua e

também uniformem ente contínua, [ l , pg 36^

1.1.3. Proposição

Sejam E e F espaços vetoriais normados e f : E -*• F uma 

função linear. Então f é contínua se e somente se existe um nume 

ro positivo M tal que ||f(x)|| ^ M || x|| para todo x €. X. [l, pg 36]



1.1.4. Teorema

Se E e F são espaços lineares n o r m a d o s , então o c o n 

junto de todas as transformações lineares contínuas de E em F é 

um espaço linear normado com respeito ãs definições:

(f + g)(x) = f(x) + g(x)

(Xf) (x) = Xf (x)

||f|| = inf {M > 0; ||f(x)|| £ M  ||x|| para todo x £ E}.

Se alem disso F ê um espaço de B a n a c h , também o c o es

paço das transformações lineares contínuas de E em F. [4, pg 6l)

Observamos que nas condições do teorema acima, ||f|| = 

= inf {M > 0; ||f(x)|| $ M ||x|| para todo x £ E} = sup ||f(x)|| = 

= sup ||f (x) |1 . [3, pg 239] $1

Ml = 1

1.1.5. Teorema (Hahn - Banach)

Sejam E um espaço vetorial normado, M  um subespaço de 

E e g uma forma linear contínua definida sobre M. Então existe

uma forma linear contínua f sobre E que coincide com g sobre M e

tal que || f|| = || g|| . [l, pg 45)

1.1.6. Corolãrio

Seja E um espaço vetorial normado e x um elemento não 

nulo de E. Então existe unia 'forma linear contínua f: E -*■ C tal 

que f (x) = 1 e || f || = — —  .

Demonstração : Seja <x> o subespaço de E gerado por x. Definimos

g : < x > -*■ C 

g(Xx) = X.



4

Então temos, g(x) = 1 e ||g|| = sup |x| = -±- .
||Ax|| = 1  ||x||

Pelo teorema anterior,, existe uma forma linear c o n t í 

nua f: E -*• (E, que coincide com g sobre <x>, e tal que

11*11 - Ml " •

1.1.7. Corolário

S ejam E um espaço vetorial normado e E 1 o espaço veto- 

rial normado de todas as transformações lineares contínuas a v a 

lores complexos definidas sobre E. Se fixamos x c  E , então a fun 

ção

F: E' -* C 

F(f) = fCx)

ê uma forma linear contínua e ||F|| = ||x|| .

D e m o n s t r a ç ã o : Mostremos apenas que F ê c o n tínu a e || F|| = || x|| .

Seja f £. E '. Então temos,

|F(f)| = |f(x) | < || f|| ||x|| .

Assim, F ê contínua e || F|| ^ || x|| .

Pelo corolário anterior, existe g €_ E ' tal que g(x) = 1 

e ||g|| = .
I M

Como || || x|| . g || = 1, temos

II F|| = sup | F (f) | > | F Cll x|| . g) | = || x|| . | F Cg) | = 

l|f!! = i

= IUII . I g(x) I = II x|| .

Logo, || F || = || x|| .
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1.1.8. Teorema (Banach - Steinhaus)

Sejam E um espaço de Banach e (f^: E -*■ C ) ^ £  j uma fam_í

lia de formas lineares contínuas. Suponhamos que para cada x €  E ,

a família de escalares ff.(x)). ê limitada. Então existe uma1 i € i

constante M > 0 tal que |f^(x)| < M  || x|| para todo x £ E  e i € l .  

[1. Pê 62J

1.1.9. Teorema (do Isomorfismo de Banach)

Sejam E e F espaços de Banach. Se f: E F é uma f u n 

ção linear contínua e bijetiva, então f é um isomorfismo. [ l , 

pg 68]

1.1.10. Proposição

Sejam E um espaço vetorial n o r m a d o , V  um s ubespaço f e 

chado de E e W um subespaço de E de dimensão finita. Então V + W 

ê fechado em E. Em particular, cada subespaço de dimensão finita 

é fechado em E. [2, pg 114]

1.2. Produto Tensorial de Espaços Vetoriais

O b s e r v a ç ã o : Neste item, os espaços vetoriais são d e f i 

nidos sobre um corpo K de escalares, a r b i 

trário .

1.2.1. Definição

Sejam E, F e G espaços vetoriais. Uma função 

ip: E x F -> G é dita bilinear, se satisfaz as condições:
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ip (otX1 + B x 2 , y 1 ) = ai|;(x1 ,y1 ) + 6 ^ ( x 2 ,y1 ) 

ií» C3cx . a y l + g y 2 ) = a i K x ^ y j )  + $\lf(x1 ,y2)

para todos' os elementos x ^ , x 2 €  E, y-py2 e a, B escalares.

1.2.2. Definição

Sejam E e F espaços vetoriais. Um produto tensorial de

E e F é um par (T, x) onde T ê um espaço vetorial e x : E x F T

ê uma função bilinear, satisfazendo a seguinte condição: Para to 

da escolha de um espaço vetorial G e de uma função b i l i n e a r  <p :

E x F ■+ G, existe uma ünica função linear h : T -> G tal que o

diagrama abaixo comuta:

E x F -> T

0 produto tensorial de E por F serã indicado por E ® F e a ima

gem através de x do par (x,y) por x ® y.

1.2.3. Proposição

Suponhamos que E ® F e E 0 F são produtos tensoriais 

de E e F. Então existe um isomorfismo

f : E 8 F  E 0 F

tal que f(x ® y) = x ® y. [5, pg 9]
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1.2.4. Proposição

Sejam E e F espaços vetoriais. Então existe o produto

tensorial E ® F de E e F. [5, pg 9j

1.2.5. Proposição

Sejam E, F e G espaços vetoriais. Então,

1) Existe um único isomorfismo f: E ® F F ® E tal

que f(x ® y) = y ® x para todo x £ E e y £ F. [5,

Pg 8]

2) Existe um isomorfismo f: E ® F 8 G -* (E ® F) ® G

tal que f(x ® y ® z) = f((x 0 y) ® z) para todo

x £  E , y £  F e z €1 G. [5, pg 28]

3) Existe um isomorfismo f: K 0 E E . [5, pg ó]

1.2.6. Proposição

Sejam E e F espaços vetoriais,

{a-^ , a 2 , . . • , an > um conjunto de vetores linearmente independentes em E e

{ b ^ , b 2 , • • • >bn > um conjunto de vetores arbitrários em F.

n
Se E a- ® b. = 0, então b. = 0 para i = 1 , 2 , . ..,n.

i=l 1 1 1

D e m o n s t r a ç ã o : Desde que os vetores a^, i = 1 , 2 , . ..n, 

são linearmente independentes, nos podemos escolher n funções l_i 

neares f 1 : E -> K tais que

1 se i = j

0 se i f j

Consideremos a função b i l inear <J>: E x F -*■ K



onde as g 1 , i = 1 , 2 , . ..,n, são funções lineares arbitrárias de 

F em K.

Então existe uma unica função linear h: E ® F -*■ K tal

que h(x 8 y) = Z f 1 (x).g1 (y).
i = l

Assim, temos

n n
0 = h ( Z a. ® b.) = Z h(a. ® b.)

j=l J J j = l 3 . 3

n

Como as funções g 1 são arbitrárias, pod emos concluir que b^ = 0

para i = 1 , 2 , , . . , n .

1.2.7. Corolário

S e a ^ O e b ^ O  então a ® b f 0.

1.2.8. Lema

Sejam E, F e G espaços vetoriais e \p: E x F -*■ G uma 

função b i l inear que satisfaz:

1) Se { ,  a.2 . • • • . an ) é um conjunto de vetores l i n e a r 

mente independentes em E e { b ^ , b ^ » • • • »bn > é um con

junto de vetores arbitrários em F tais que 
n
Z ijj(a.,b.) = 0, entao b. = 0 para i = 1 , 2 , . ..,n. 

i=l 1 1 1

2) Se (b^ ,b 2 ,...,bn } ê um conjunto  de vetores l i n e a r 

mente independentes em F e {a ^ ,a 2 , ...,an } e um con-
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junto de vetores arbitrários em E tais que 

n
Z ij;(a. ,b.) = 0, então a- = 0 para i = 1,2,. ..,n. 

i=l 1 1 1

3) I m D  gera G.

Então, se íe ) , T é uma base de E, todo vetor z £ G po
v or a € I

de ser escrito na forma

z = Z iHe , b ) >
a a  cr

onde apenas um numero finito de b ^  são diferentes de zero. Além 

disso, os b a são unicamente determinados por z.

Demons t r a ç ã o : Seja z €. G . Então podemos escrever z na

forma

n
z = Z 4;Cx, ,y,) .

i = l 1 1

Como f e ) _ T é uma base de E, para cada i = l,2,.,.,n podemos
v a a €. I r c

Ct Ct —
escrever x. = Z X. , onde X . £. K e somente um numero finito

i  a  i  a  i

dos A? são diferentes de zero.
i

Assim,temos

n n
z = Z ^(Z X? e y.) = Z Z X? ip(e y.) 

i = l a 1 a 1 i = x a 1 a i

.Z X? \p(e , y.) = Z i/j Ç e , Z x“ y.) 
i,a i a' 7 i J a oi i 1 1

a
Z íjife , b ) , onde b = Z X. y. . 
a a a a ^ i 7 i

Para provar a unicidade dos b , suponhamos que
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z E ip(e , b ) - I \p (e , b!) .
a a a a a a

Então, temos

-0 - E \p(e , b ) - E ip(e , b') 
a  cx ct ct ct ct

Pela condição 1), concluimos que b = b'.
* n a a

Observamos que ® satisfaz as condições 1), 2) e 3) do 

lema anterior.

1.2.9. Teorema

Sejam E, F, G e H espaços vetoriais. Se ip: E x F -*■ G é 

uma função b i l i n e a r  que satisfaz as condições 1) ê 2) do lema an 

terior, então para cada função b i l inear  f: E x F -*■ H existe uma 

função linear f 1 : G -»■ H tal que o diagrama abaixo comuta.

E x  F * -> G

D e m o n s t r a ç ã o : Suponhamos, sem perda de generalidade, 

que Im(i|j) gera G. Sejam (ea ) ^  j uma base de E e z um vetor de 

G. Pelo lema anterior, podemos escrever

z = E iKe , b ) ,
a a a

sendo que esta representação 5 única.
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D e f i n i m o s :

Desde que os são unicame nte determinados por z, f' ê bem defi 

n i d a .

uma função b i l inear que satisfaz 1) e 2) do lema 1.2.8, então a 

função T : E ® F -* G , induzida por ®, é injetiva.

D e m o n s t r a ç ã o : Pelo teorema anterior, existe uma função 

linear h: G -> E ® F , tal que ® = h o f.

Em diagrama, temos:

Nao é difícil v e r i fic ar que f' ê linear e que f'o ip = f

1.2.10. Proposição

Sejam E, F e G espaços vetoriais. Se f: E x F -*• G ê

E x

E ® F
1  h

G

Assim, se Ca,b) ê um elemento de E x F, temos

a 0 b = (h o f)(a,b) = h(f(a,b))

= h (4* (a ® b)) = (h o 40(a ® b).

Portanto, h o y é a identidade de E ® F e desta forma, podemos
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c oncluir que y e injetiva.

1.3. Teoria de Categorias

1.3.1. Definição

Uma categoria a, consiste de:

i) uma coleção de objetos, O b ( a ) .

ii) para dois objetos A,B €  Ob(a) , um conjunto

Mor^(A,B), chamado conjunto dos morfismos de A em 

B.

iii) para três objetos A,B,C € O b ( a ) , uma lei de compo 

sição M o r a (B,C) x M o r a (A,B) -*■ M o r a (A,C)

satisfazendo os seguintes axiomas:

1) Dois conjuntos M o r a (A,B) e M o r a (A',B') ou são dis

juntos ou são iguais, e neste caso A  = A' e B = B ' .

2) Para cada objeto A  c  Ob(a) , existe um m o r f i s m o

i d a £  Mor (A,A) que atua como identidade ã esquerda e ã direita
J\ (A.

para os elementos de M o r a (A,B) e M o r a (B,A), respectivamente, o n 

de B é um objeto qualquer de a.

3) A lei de composição é associativa, isto é, dado

f € M o r a (A,B), g £ M o r a (B,C) e h £ M o r a (C,D) então

(h o g) o f = h o (g o f) ,

para todos os objetos A , B,C ,D € O b ( a ) .  [7, pg 25]

Um morfismo f £  M o r a (A,B) 5 denotado por f : A -*■ B ou
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1.3.2. Exemplos

1) C ategoria de conjuntos que denotamos por S.

Os objetos de S são os conjuntos, os m orfismos são

as funções de conjunto e a lei de composição ê a composição usual

de funções.

2) Cat egoria dos espaços topolõgicos compactos e Haus-

dorff, que denotamos por K.

Nesta categoria, os objetos são os espaços topolõgi^ 

cos compactos e Hausdorff, os m o r f ism os são as funções contínuas

e a lei de composição ê a composição usual de funções.

3) Categoria de grupos.

Os objetos são os grupos, os m o r f ismos são os homo- 

m o r f i s m o s  de grupo e a lei de composição e a compos i ç ã o  usual de 

f u n ç õ e s .

1.3.3. Definição

Sejam a uma categoria e f um m o r fismo  em a.

1) Dizemos que f e monic se para q u a i squer morfismos

\p e V tais que f o t|> e f o V são definidos, temos f o i|)= f o Y

se e somente se \p = V.

2) Dizemos que f e epic se para quaisquer m o r f ismo s ip

e V tais que \p o f e 4* o f são definidos, temos i() o f = T o f

se e somente se \p = Y .

3) Se f €  M o r ( A , B ) , dizemos que f ê um isomorfismo se

existe um morfismo g £  M o r ( B ,A) tal que f o g = idg e g o  f = idA »
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1.3.4. Definição

Sejam a, b categorias. Um funtor covariante F, de a em 

b, é uma lei que a cada objeto A em a, associa um objeto F(A) em 

fa, e a cada morfismo f : A  -*■ B associa um m o r f ismo F(f): F(A)

-*■ F(B) t a l ' que :

i) Para todo A  £ Ob(a), temos

FCidA ) = idF ( A ) .

ii) Se f: A  -*■ B e g: B -*■ C são morf ismos em a, então

F Cg o f) = F Cg) o F Cf) o

-**
Se a cada m o r f i s m o  f: A  ■+ B , F associa um morfis mo

F(f): F C B ) -> F CA) e a condição ii) ê sub st i t u i d a  por

F Cg o f) = F Cf) o F (g) ,

dizemos que F ê um funtor c o n t r a v a r i a n t e . [7, pg .28^

O b s e r v a ç ã o : Um funtor transforma isomorfismos em iso -

morfismos.

1.3.5. Exemplos

1) Se a cada grupo G nos associamos seu conjunto (G 

despojado da estrutura de grupo) e a cada homomor -

fismo de grupos associamos ele mesmo, visto como função de con

juntos, então nos obtemos um funtor covariante da cat egoria de 

grupos na categoria de conjuntos.

2) Sejam a uma categoria, B um objeto fixo em a e S a
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categoria de conjuntos. Obtemos um funtor contravarian te

F : a -*■ S

da seguinte maneira:

Para cada objeto A  € O b ( a ) ,  F(A) = Mor(A,B).

Para cada mor fismo ¥ : A' -*■ A,

F (¥) : M o r  ( A , B) + Mor(A',B')

FOiO (£) = £ o f.

•1.3.6. Definição

Sejam a uma cat egoria e ^  j uma família de obje

tos de a. Um produto para esta família consiste de (P,(f^)^ £  j) 

onde P é um objeto de a e C f ̂ • P ^  j é uma família de

mo r f ismos em a, sati sfazendo a seguinte condição: Dada uma famí

lia de morfismos (g^: C A^)^ ^  j existe um único m o r f i s m o

h: C -*■ P tal que

g^ = f^ o h para todo i I .

Tomando I = {1,2}, temos o seguinte diagrama comutativo:

A 1
>  A-
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1.3.7. Exemplo

Seja K a categoria dos espaços topolõgicos compactos e 

Hausdorff. 0 produto nesta categoria coincide com o produto car

tesiano usual, m uni do com a topologia do produto.

De fato, sejam £ j uma família de objetos de K

e P = II X. o seu produto cartesiano, munido com a topologia 
i € I 1 

do produto.

Para cada i €  I, seja it^ a projeção  sobre a i-ésima

coordenada. Então para cada i C l ,  tt̂  é um m o r f i s m o  em K e pelo

teorema de Tycho nov [6, pg 224J , podemos concluir que P £. Ob (K) .

Alem disso, podemos ver ificar que (P, (fT^)^ ^  j) sati_s

faz a condição imposta na definição de produto.

1.3.8. Definição

Seja ( A ^ )■ e  j uma família de objetos de uma c a t e g o 

ria a. Um coproduto para esta família ê um par (S,(f^)^ £ j) con

sistindo de um objeto S de a e uma família de morfismos  

■+ S) . £ j satisfazendo a seguinte condição: Dada u m a , f a m í l i a  de 

morfismos ( g ^ : -* C) ̂  ^  j, existe um ünico m o r f i s m o  h: S -*■ C

tal que g^ = h o f^ para todo i ê. I .

Tomando I = {1,2}, temos o seguinte diagrama c o m u t a t i 

vo :

A^ ----------- S ---------------- A 2

8 1
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1.3.9. Exemplo

Sejam K a categoria dos espaços topologicos compactos

e H a u s dorff e (X ) . uma família de objetos de K. Constru ire
v a'a £ A J —

mos um coproduto para esta família.

Para isto, necessitamos da compa c t i f i c a ç ã o  de Stone-

Cech, que poderá ser encontrada em [6, pg 242 ã 246) e em e s p e 

cial de sua caracterização, dada pelo teorema 8.2 da pg 243, e

que citamos a seguir:

8.2 - Teorema (M. Stone; E. Cech). (1). Para cada 

espaço compacto Y e cada função contínua f: X -*■ Y, 

existe uma ünica função contínua F: 8(X) -*■ Y tal 

que f = F o p ,

(2). (Unicidade). Toda c ompactific ação (X, h) de

X tendo a propriedade (1) é hom eo m ó r f i c a  a 8(X); 

de fato existe um h o m eomorf ismo X = 6(X) que é a

função identidade sobre X.

(3) 8 (X) é a " m a i o r” compac t i f i c a ç ã o  de X: se X 

ê uma compac tificação de X, então X ê um espaço 

quociente de 6 ( X ) ,

onde (8(X), p) ê a co mpactificação de Stone - Cech de X.

Seja ^  X a união disjunta dos espaços X , a £ A. Mu 
J a a J ^ * a ’ —

nimos u  X com a topologia fraca, ou seja, U é aberto em u  X 
a a a a

se e somente se U A  X é aberto em X , para cada a e A. Então
a a ^

U  X é um espaço completamente regular, 
a a v

Seja (8(U X ), p) a compact ificação de S tone -Cech de 
a a

v X e para cada a e. A , seja 
a a

V  Xc * 6 CUV

V  p ° fa
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onde £ : X -+ U  X é a função inclusão, 
a a n a ra

Então, ( B ( U X  ) , (g ) _ .) constitui um coproduto pa-
q  Ot CX Ot A.

ra a família (X ) ^ .
era e. A

De fato, seja Y um espaço topológico compacto e Haus -

dorff e (h : X -* Y) „ . uma família de morfismos. 
a a a £  A

Devemos m o s tra r que existe uma única função contínua

F: B ( ^ X  ) - Y
a a

tal que h = F o g para todo a €. A. 
a a

Se j a

ip : U X -y Y
CL a

<p (x) = h a (x) •

Provemos que \p ê contínua,

Sejam x £  U  X e U um aberto em Y tal que \p (x) é. U. En
a a

tao existe ct e  A, tal que x €. X e \p Cx) = h fx) . Como h ê con-
n a Y a a

tínua, existe um aberto V  C  X tal que x £. 'V e h (V ) c: U . Des
x a x a  x " —

de que V  é aberto em u  X e ip (y) = h (y) para todo y €  V , te-
.X q  Ot Ot x

mos que ^ (V ) Q  U e desta forma \p é contínua em x.

A l é m  disso, não é difícil verif icar que \p ê a única 

função contínua tal que

h = \p o f para todo a e  A. 
a a r

Seja F: g ( U  X ) -»• Y a única função contínua tal que
a a

F o p = ip [6, pg 243] 

Em diagrama, temos:





2

c a p í t u l o  II

A l g e b r a s  d e  b a n a c h

2.1. Definição

Seja A um espaço vetorial sobre o corpo K. Dizemos que

A ê uma álgebra sobre o corpo K, ou que A ê uma K-ãlgebra, se

existe uma operação m u l t i p l i c a ç ã o  sobre A, tal que:

i) (A, + , .) ê um anel, onde + denota a adição v e t o 

rial sobre A.

ii) Para todo a,b € A e a £ K, a.(ab) = (aa) ,b = a(a.b). 

Se a,b = b.a para todo a e b em A , nos dizemos que 

A e uma K-ãlgebra comutativa.

Se existe um elemento e em A tal que e.a = a.e = a 

para todo a em A, dizemos que e é a identidade de 

A. Observamos que se tal elemento existe ele é n e 

cessariam ente único.

2.2. Definição

Seja A uma álgebra sobre o corpo dos complexos, com 

identidade e. A e dita uma ãlgebra normada, se existe uma norma 

sobre A satisfazendo:

i) ||a *b|| < || a|| ||b|| para todo a e b em A.

ii) || e|| = 1.

Se A 5 completa com respeito ã sua norma, isto c, se A 

visto como espaço vetorial é um espaço de Banach, então A e cha-

20
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mada a uma álgebra de Banach.

Observamos que na definição 2.2, a condição i) força 

a continuidade da m u l t i p l i c a ç ã o  na topologia da norma.

2.3. Exemplo

Sejam X um espaço topolõgico compacto e C (X) = {f : X ■> 1!

f é contínua}. Então C(X) com a adição e m u l t i p l i c a ç ã o  usuais de

funções é uma álgebra comutativa sobre o corpo dos complexos. A

identidade de C(X) é a função f: X -*■ (E

x -+ 1 .

A função || .|| : C(X) -*■ R

||f|| = sup | f (x) |
X  € X

é uma norma sobre C(X). Esta norma satisfaz i) e ii) da d e f i n i 

ção 2.2. e C(X) munido com esta norma e uma álgebra de Banach.

Com as estruturas definidas, nos podemos obter as

usuais construções algébricas. Por exemplo, um subcon j u n t o  I de

uma álgebra normada A  é chamado um ideal de A , se:

i) a, b £  I -=p a + b é. I

ii) a €. I e X €. C =S> X a € I

iii) a e. A e b €. I a.b €  I e b.a € I

Como em nosso desenv olvimento posterior, usaremos a áj_ 

gebra quociente A / l , onde I é um ideal de A, faremos agora a

c onstrução desta álgebra.

Seja A uma álgebra normada. Definimos a seguinte rela-
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ção em A. Dados a e b em A, a = b (mod I) a - b £ I .

Observamos que esta relação ê uma relação de equiv alência em A.

Denotamos por ã  o conjunto, ã  = {b e  A; b = a(mod I)}, que ê cha

mado classe de equi valência do elemento a £  A com respeito ã rela.

ção = (mod I). Como b e  ã  <==> b - a £  I , também denotaremos a

classe ã  por ã = a + I  = {a + b ; b € . I } .  0 conjunto A/I = {Ü = a + I;

a e  A} é dito conjunto quociente de A  pelo ideal I.

Sobre o conjunto quociente A/I, definimos as seguintes

o p e r a ç õ e s :

(a + 1} + (b + I) = (a + b) + I

(a + I) . (b + I) = (a . b) + I

Não ê difícil verif i c a r  que estas operações estão b e m  definidas 

e que (A/I, + , . ) é um anel.

Finalmente, se definimos

X (a + I) = (Aa) + I , À £ í

nos obtemos uma estrutura algébrica sobre o conjunto das classes 

de equivalência de A  modulo I. Esta álgebra ê d enotada por A/I e 

5 chamada ãlgebra quociente de A  pelo ideal I.

2.4. Teorema

Sejam A  uma ãlgebra normada e I um ideal fechado de A. 

Então existe uma norma sobre A/I definida por

|| a + I|| = inf || a + i|| .

i £  I
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M unida com esta norma, A / I é uma algebra normada. Se A for uma

álgebra de B a n a c h , o mesmo ocorre com A/I.

D e m o n s t r a ç ã o :

à) Mostraremos primeiro que a norma c bem definida e

que satisfaz as propriedades de norma.

a.i) Sejam a e F  C A / I ,  ã  = b. Então a - b £ I e

{a + i ; i £ I } = {b + i ; i £  I}.

Assim, || a|| = inf || a + i|| = inf || b + i|| = 

i £ I i £  I

= || b|| $ ||b|| < °°, pois 0 £  I.

Portanto, a norma está b e m  definida.

a.ii) ||a|| > 0 e ||a|| = 0 <=> H  = 0 .

Claramente ||ã|| >, 0 e se ã  = Õ  então

||ã|| = inf || 0 + i || = 0. Suponhamos que

i £ I

||ã|| = inf || a. + i || = 0. Então existe uma seqllên - 

i £  I

cia (i ) C l  tal que 1 im ||a + in || = 0 e portan
n

to a seqliência (i ) converge para -a em A. Como 

(in )n C  I e I e fechado, -a £  I e assim a £  I . Lo

go, ã: = o.

a.iii) X £ <t e a Ç.k/1 || Aa || = | A | ||a||.

Se X = 0, a igualdade e trivial.

Suponhamos que X í 0. ||X.ã|| = ||X(a + I ) || =

||Xa + 11| = inf || xa + i|| = inf | X||a + i  i|| = 

i €  I i £ I

IX | inf || a + i  i || = |X| ||ã|| . 

i £ I

-
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a.iv) a e b £ A/I || a + b|| ^ || a|| + ||b||.

Seja e > 0. Como ||ã|| = inf || a + i|| e ||b|| =

i € I

inf ||b + i|| existem i,j €  I tais que 

i £  I

|| a + i || < ||ã|| + c/2 e ||b + j || < ||b|| + e/2.

Então, temos que

||ã + b|| = || (a + b) + 11| = inf ||a + b + 1|| ^

i £  I

^ || a + b + i + j|| <: || a + i || + (I b + j || < ||ã|| +

I N  - e.

Como e ê arbitrário, concluimos que

||ã + b|| < ||I|| + ||b||.

b) A  norma acima definida satisfaz as condições i) e

ii) da definição 2.2.

b.i) ||ã . b|| * ||ã|| . ||b ||

||ã . b||= || (a + I) . (b + I)|| = || a . b + I|| =

inf || a . b + i|| < inf || (a + i) . (b + j ) || 

i e I i,j c i

< inf || a + i|| ||b + j|| = inf || a + i|| .

i , j e I i €  I

inf || b + j|| = ||ã|| . ||b||.

j £  I

b.ii) ||e|| = 1 onde e é a identidade de A.

Seja a e  A qualquer. Então por b.i), ||ã|| =||a+I|| =

II a . e + I|| = || (a + I) . (e + I) || ^ ||ã|| . ||õ||

Assim, ||c|| z 1. Por outro lado, ||õ|| = || e + I||

inf || e + i||$ || e || = 1. Portanto, ||ê’|| = 1.

i e: I
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Por a) e b) concluímos que A/I é uma álgebra normada.

c) Suponhamos que A  é de Banach e m o s t remos  que k/l ê

de Banach.

Seja (an )n uma seqüência de Cauchy em k/l. Mostremos

que existe uma subseqllência (ã de (ã ) n tal que
k

(1) || a — a || < 1/2^ para todo k €  IN.
k+1 n k

Como (ã )n ê de Cauchy, então para e = 1/2, existe m^ £  IN tal 

que para m ,n > m-^, temos

|| a - a || < 1/2 .ii m nii

2
Para e = 1/2 , existe > m^ tal que para m,n > m^ temos

a - aJI < 1 / 2 2 .
m n"

Escolhem os n n > iru e n 0 > m 0 . Entao II a - a II < 1/2 .1 1 2 2 2 nl
x

Para e = 1/2 , existe m^ > tal que para m,n > m^ temos

|| a - a || < 1 / 2 3 .
11 m n 11

___ ___ ___ 2
Escolhemo s n., > m.,. Então, || a - a || < 1/2

n 3 n 2

C onti nuando o raciocínio, obtemos a subseqtlência (a ), desejada
n  i k  
k

Mostremos agora que para cada k, existe b e  a tal que
nk n k

(2) II b - b || < 1/ 2k .
n k+l n k
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—  —  k 
Como || a - a || < 1/2 para todo k, existe

k+1 k

,k
c, e  a - a tal que | c j  < 1/2 .
K k+1 k K

Seja b £ a = a + 1 .  Então b = a + i, para algum i € I.
1 n i

Como c, £ a - a , entao c, = (a - a  ) + i , i €  I .
2 n l 2 n l

Escolhemos b = a + (i + j) € ã  . Então 
n 2 n 2 n 2

b n 2 - b ni * a n 2 * (i + j) - * D  - \ 2 - a ni + 3 * c :

portan to || b - b || = ||c,|| < 1/2
2 1

Como c 0 £  a - a entao c 0 = (a - a  ) + £ , £ £  I. 
n 3 n 2 2 n 3 n 2

E scolhemos b = a  + i  + í, + i e ã  . Então 
n 3 n 3 n 3

Hb n 3 - b n 2H = II an 3 + 1 + j + £ “ (an 2 + 1 + j)U =

H an 3 " an 2 + £H = IIC 2 II < 1 / 2 2 '

Continuando o raciocínio, obtemos (2) e além disso, 

b n = a n + mk ’ mk C  1 *n k n k k k

Por (2), a seqüência (b ), C  A  é de Cauchy. Como A  é de Banach,
n k K

existe b £  A tal que (b ), converge para b.
n k K

Mas I] ã  - bII = inf || (a - b) + i|| ^ || b - b|| -*■ 0. Portanto
n k i e i n k n k

a subseqüência (ã )^ de (a ) converge para b e assim a seqllên-
k n

cia (ã ) também converge para b.
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2.5. Definição

Sejam A e B ãlgebras normadas. Uma função 4' : A B é 

dita um homomo rfismo algébrico se satisfaz:

i ) 4>(a + b) = '{'(a) + 4* (b ) , a,b £ A

ii ) 4* (a . b) = 4,(a) . 4,(b) , a,b £ A

iii) 4* (a a) = aYÍa) , a e. <£ e a £  A.

Se y é bijetiva, 4' é dita um isomorfismo algébrico.

Dizemos que um homomorfismo algébrico 4' : A -*■ B é decrescent e em 

norma se

|| ̂ (a) || ^ || a || para todo a £ A.
B A

Observamos que se A é uma álgebra normada e I é um ideal fechado 

de A, então a função n : A  ->- A/I definida por n(a> = a + I é um 

h o mom orfismo algébrico decrescente em norma. Este p a r t i c u l a r  homo 

m o r f i s m o  será chamado a função natural de A em A/l.

2.6. Teorema

Sejam A e B ãlgebras normadas e 4* : A -*■ B um homomor - 

fismo algébrico subrejetivo. Então o núcleo de 4',

Ker (40 = {a £ A; 4» (a) = 0}

é um ideal de A e existe um isomorfismo algébrico 0: A/Ker (40 -> B 

tal que o diagrama abaixo é comutativo, onde n é a função natural.
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■> B

Se 4* e contínua, também o é ® . Se 4* é aberta, o mesmo 

com 0 .

ocorre

D e m o n s t r a ç a o :

a) Ker (40 = {a €  A; 4'(a) = 0 }  é um ideal de A.

Na demonstração usa-se apenas o fato de 4' ser um ho- 

momorf i s m o  algébrico, portanto  não a faremos com detalhes.

b) Existe um isomorfismo algébrico ® : A/Ker (40 -*■ B 

tal que o diagrama é comutativo.

V
A ----------------- >  B

Sejam a A  e a = a + Ker(40 . Definimos

® : A/Ker (40 -> B 

Q Cã) = 4» (a)

Se ã = b então a - b e. Ker(40 e assim 4'(a) - 4*(b) = 4*(a - b) = 0. 

Portanto, ® (a) = 4'(a) = 4/(b) = ® (b) o que mostra que ® esta 

l)em definida.
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Não é difícil verificar que 0 é um h o m omorfismo algébrico. Se

ã  f b , a - b Ker(y). Então y(a - b) = T (a) - ^(b) / 0 e

®(a) = T C a ) f ¥ (b) = ®(b) m o s t r a n d o  que ® é injetiva.

Como Y é sobrejetiva, o mes mo ocorre com ®. Logo, concluímos que 

S é um isomorfismo algébrico.

c] Se ? é contínua, também o é ®.

Se T é contínua, então K e r O )  é um ideal fechado de

A  e pelo teorema 2.4,,

|| III = inf || a + i|| . 

i £ Ker(y)

Seja V £ B aberto. ® (V) = nC^ ^ (V)). Como Y é c o n tínua e n é

aberta (ver observação abaixo), então ® 1 (V) é aberto e portanto

Q é contínua.

d) Se y é aberta o m esmo ocorre com ®.

Seja V c A/Ker(HJ) aberto. Como n é contínua,

n 1 (V) c  A  ê aberto e como ’F é aberta, ®(V) = 'í'(n_ 1 (V) é aberto

em B. A s s i m  © é aberta.

Observamos que no item c) usamos o fato de n ser uma função aber

ta, o que demonstraremos a seguir.

Sejam A uma álgebra normada, I um ideal fechado de A e n : A -* A/l

a função natural. Seja V uma vizinhança de zero em A. Então e x i s 

te c > 0 tal que B^ (0) = {a £ A; || a|| < e} c V.

Provemos que 1^(0) = {ã £ A/I ; ||ã|| < e } c  n (V) .

Seja a £  B (0) . Como || a|| = inf || c|| = inf || a + i|| , então exis^

c £ a + I i £ I

te b € Ti tal que ||b|| < e, isto é, existe b e ã  tal que

b e B ^ (0) c  V. Então n(b) £ n ( V ) .
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Como b e. a , temos ã  = n(a) = n(b) = b e porta n t o  ã  e n(V), o que 

m o str a que B£ (0) c n(V) e que n(V) ê uma v izinhança de zero em 

A/I.

Logo, n é aberta.
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2.7. Teorema

Sejam A uma ãlgebra de Banach com identidade e e a e. A 

tal que ||.e - a|| < 1. Então a tem um inverso m u l t i p l i c a t i v o  em A 

que e dado por

oo n
e + Z (e - a) 

n=l

Demons t r a ç ã o :

Seja b = (b )n a seqliência em A  d efinida por

n i 
b = e + Z (e - a) .

i = l

Mostremos que b é uma seqliência de Cauchy.

Seja e > 0. Então para m,n,N £  IN, m > n > N, temos

m
|| b - b_|| = || e + Z (e - a ) 1 - (e + Z (e - a ) 1

m n i=l i=l

= II Z (e - a) 1|| = || (e - a)n + (e - a)n+1 + ... + (e - a)m
i = n

ii r J  ,, .n-N , .n+l-N ^ . , .m-N
= || (e - a) C Ce - a) + (e - a) + . . . + (e - a)

m  , n _ N  •; m  m _ N
= || (e - a) Z (e - a) || í || e - a|| . Z || e - a|| <

i = n-N i =n-N

* || e - a||N . (1 - || e - a || ) -1
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Desde que || e - a|| < 1 ,  existe N € [N tal que para m,n > N,

||bm " t>n || < c. Lntão b = (b ) 5 uma scqllência de Cauchy em A.

Como A e uma álgebra de B a n a c h , b tem um limite em A, que denota-
★

mos por a , e

★ co . •
a = e + Z (e - a)

i — 1

*

Provemos agora que a ê o inverso m u l t i p l i c a t i v o  de a. 

Seja n IN. a>bn = (e - (e - a ) ) . b n = b R - (e - a) .b

n
= b n - (e - a) . (e + £ (e - a ) 1 ) = b - ( (e - a) e +

i = 1

+ Z (e - a ) 1 + 1 ) = b - ((e - a) + Z (e - a ) 1 + 1 ) 
i=l n i=l

= (b - e) + a - Z (e - a) 1 + 1 
n i = l

= l (e - a ) 1 + a - Z (e - a ) 1+1 
i=l i=l

r r ~,n+l r -.n+1= (e - a) + a - (e - aj = e - (e - a)

*
Levando ao limite, temos a.a = e.

Analogamente, prova-se que a*.a = e.

2.8. D e f in ição

Sejam A uma álgebra normada com identidade e, A um n 9

complexo e a € A. Dizemos que X c um ponto regular de a se Ae - a

tem inverso multiplicativo. 0 conjunto dos elementos de d', que não

são pontos regulares de a e chamado o espectro de a . 0 espectro



de a serã denotado por s p ( a ) . Um elemento a € A que possui i nver

so m u l t i plic ativo e dito uma unidade de A.

2.9. Corolário (do teorema 2.7)

Sejam A uma álgebra de Banach com identidade e 

Então todo numero complexo A tal que | A | > || a|| é um ponto 

de a. Alem disso,

(Ae - a ) -1 = A ~ 1 . e + £ A~ (-n + 1 ') . a 11 .
n = l

U e m o n s t r a ç a o :

Se e - A .a tem inverso, o mesmo ocorre com Ae

Desde que || e — (e - A ^.a)|| = |A ^ | . || a|| < 1, segue do

2.7, que (e - A 1 .a) tem um inverso m u l t i p l i c a t i v o  e que

- 1 - 1  00 _ 1 n 00 II
(e - A .a) = e + £ (e - (e - A .a)) = e + £ A .£

n=l n = 1

E n t ã o ,

(Ae - a)-1 = (A(e - A - 1 .a))“1 = A - 1 (e - A - 1 .a)-1 =

= A_ 1 .e + A_1 E A_ n .an = A_ 1 .e + £ A_(-n + 1 -).an .
n=l n=l

2.10. Teorema

e a e  A. 

regular

- a .

teorema

n

Seja A uma álgebra de Banach com identidade e. Entao o 

grupo de unidades de A e aberto e o espectro de cada e lemento de



Provemos que U e aberto.

Seja N = {a £ A ;  || e - a|| < 1). Pelo teorema 2.7, N C U .  Seja

b <£. U. Então b . b -1 £  N. Como N e aberto e a m u l t i p l i c a ç ã o  e contí 

nua, existe uma bola aberta B(b) tal que b £ B(b) e B(b).b c  N. 

Vamos mostrar que B(b) c U.

Seja c é B ( b ). Então c . b -1 £  N c U . Isto implica que existe 

d £ A  tal que d. (c.b = (c.b ^ . d  = e. Então

(1) . c . (b 1 . d) = e

Por outro lado, (d.c).b”1 = d . ( c . b - 1 ) = e implica que d.c = b e

assini b ^ . (d.c) = e .

(2) Mas b _ 1 .(d.c) = (b_ 1 .d).c = e

Por (1) e (2) concluimos que c  ̂ = b ^.d e p ortanto c £  U e

B(b) C  U.

Podemos escrever U = U  B(b) o que mostra que U é aberto.
b £ U

Seja a £ Á .  Vamos mostrar que o conjunto dos pontos regulares de 

a e aberto.

Seja Aq um ponto regular de a. Consideremos a função

f: G -* A 

f(À) = Ac - a

Desde que || (Àe - a) - (^0C ~ a ) II = I ̂  I II c il = I ̂  I » ^ ®

con t í nua em Aq .

Demonstração:
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Como f(XQ ) = X Q e - a é U e U é aberto, existe 6 > 0 tal que

f(Bô (AQ )) C  U. Então todo ponto de B (XQ ) ê um ponto regular de

a. Segue que o conjunto dos pontos regulares de a e aberto.

Então, o espectro de a, como complementar de um aberto, c um c o n 

junto fechado. Pelo corolário 2.9., o espectro de a está contido 

na bola fechada B„ ,,Í0).
II a ll

Assim, sp(a) e um conjunto fechado e limitado em (E e p o r tanto com 

p a c t o .

2.11. Definição

Sejam A uma álgebra normada e a € A. 0 raio espectral

de a, denotado por p(a), é o numero

p(a) = sup { | x | ; X £  sp(a) } .

Observamos que para todo a é. A , p(a) < ||a||.

2 .1 2•. Teorema

Seja A uma álgebra de Banach com identidade e. Então o 

grupo de unidades de A e um grupo topolSgico.

O b s e r v a ç ã o : A definição de grupo topologico pode ser 

encontrada cm [9, pg 2].

De m o n s t r a ç ã o :

Sendo A uma álgebra de Banach, temos a c o nti nuidade da 

multiplicação, imposta pela condição ii) da de finição 2.2..
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Seja U o grupo de unidades de A. Devemos m o s t r a r  que a função

f: U -*■ U

-1

e continua.

Sejam a £  U, 0 < e < 1 e (a ) uma seqllência em U com limite a. 

Provemos que (f(an ))n converge para f(a).

Como a seqüência (an )n converge para a, a seqllência (a ^ - an )n tem

limite a ^.a = e. Então, existe £. ÍN tal que para n > temos

II a_ 1 * an - e|| < 1 e

II a n all < e/2 || a-1 ||

Pelo teorema 2.7., para cada n >, , a ^-a n tem um inverso e

-1 _ 1 _ 1 OO _ J
a .a = (a .a ) = e + Z (e - a .a )
n n k=l n

Então, para n ^ N^, temos

-1 00 -1 k
e - an . a|| = || e - e - Z (e - a . aR )

k - 1

00 - 1 v 00 _ 1 v
z (e - a . a ) || $ Z || (e - a . a ) |

k=l k = 1 n

- i ~  1„k ,,k
IVZ || (a (a - an )) ||  ̂ Z II a "|| || a - a..|| <

cx> 1 v  1 V  00 L '

< Z || a || . (e / (2 || a 1||))K = Z (e/2)k
k=l k = 1

= c/2 /(I - c/2) < c
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Portanto, a scqUência (an ^.a) tem limite a ■.a = e e a seqUcn- 

cia (an tem limite a o que most ra que f c contínua em a.

2.13. Definição

Sejam A  uma ãlgebra n o rmada com identidade e e a £ A.

A função

r : (E - sp(a) -> A
cL

À -*■ (Ae - a)

é chamada resolvente de a .

Observamos que Im(r ) Ç  U.
3.

2.14. Teorema

Sejam A uma álgebra de Banach com identidade e, a £ A 

e r^ a resolvente de a. Então para cada função linear contínua

f : A ->- T., a função f o r é analítica.
3-

D e m o n s t r a ç ã o :

Desde que sp(a) e compacto, o domínio de r & e claramen 

te um subconjunto aberto de C. Vamos m o stra r que f o r c derivã 

vel em cada ponto de seu domínio.

Suponhamos que A. e A 7 são elementos de (T - sp(a). Então

(ra (*i))_1 • ra (A 2^ = c " a ) r a ^ À 2^

= ( ( A 2 e - a ) + ( A 1 “ A 2 ) e ) r a ( A 2 )
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(à 9 ® — a ) r a (A 2 ) + (A 1 - A -7 ) (^?)

-1
= (A 2 e - a) (X2 e - a) " + (A1 - A 2) r a tA 2')

- e * (Xj - \ 2 ) r a (A2 )

e ,

r a ('À 2̂ ) r a (-A l') + ^ 1  À 2') r a^À 2^ r a (-X l')

Assim, para cada £: A  -»■ (C linear e contínua, temos

f (r a (A2)) = £ (r a tÀ i ^  " tÀ 2 " X l^ f( r̂ a ^ A 2^ - r a ^ l ^  e P ortanto

(1) (( f  or a ) C A  2 D -  (fora ) ( A 1 ) ) / ( A 2 - A 1 )  = - £ (rft(A 2 )  •r a ( A ±)) .

Como f e contínua, usando a igualdade (1), para A-̂  f A 2 * temos

(2)
(£ o r ) (A? ) - f o r (A,) ?
------------- -------------Ê— 1-  - (-£(ra (A1 ) ) Z

a 2 a x

- £ ( r a C A 2 )  • r j A , ) )  +  f C ^ f A , ) )

- (ra (X2) * r a (Àl ^  + (ra (Al })

$  M II r a ( A 1 )  II . II r  a  C A 2  D "  r a  (  A )  II •

Desde que r c a  composta das funções continuas
c i

g : C - s p ( a )  -y II

A ■+ Ae - a



então r e contínua. Assim, tomando o limite quando X 9 -* X o 
a  z _L

membro da expressão (2) converge para zero.

' - f tra CA1 )J
2

e £ o r ê derivãvel em X-, .
a x

Segue que f o r a ê analítica.

2.15. Corolário

Se A  é uma álgebra de Banach com identidade e, então

ra cada a é A , sp(a) e não vazio.

Dcmons t r a ç ã o :

Suponhamos que a € A e sp(a) = (p. Então o domínio de

5 todo plano complexo e pelo teorema 2.14, para cada transforma

ção linear contínua f : A -> £, f o r  ê uma função inteira.
a

Mostremos que f o rg e limitada.

Desde que e - X . a -* e quando X -> °°, e a função

h : U -+ U

-]

e contínua, existe M > 0 tal que se |x| > M , então
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|| (e - ( X ^ . a ) " 1 - e " 1 !! $ 1 .

Assim, para todo X tal que |X| > M,

|| (Xe - a) - 1 1| = || X- 1 . (e - X- 1 . a) “ 1 1|

$ | X”1 | . ( || (e - X ^ a ) ' 1 - e- 1 1| + ||e||)

< | X- 1 | . (1 + || e|| ) = 2 | X~ 1 | ^ 2/M

Desde que {X € (E; | X | $ M} e compacto e rg é contínua, existe

B > 0 tal que

|| (Xe - a) '*'|| $ B + 2/M para q ualquer X €. (E.

Como f é contínua,

|| (f o r a )(X)|| = || f (Xe - a) ~ 1 1| $ ||f|| || (Xe - a)_ 1 ||

^ L(B + 2/M) para todo X £ (E.

Logo, £ o r ê limitada.
ci

Pelo teorema de Liouville [3, pg 309^j , f o r & é constante.

Mas ,

| Cf o r a )(l) | = |f(ra U ) ) l  - |f(Xe - a ) _ 1 |

s ||f|| II (Xe - a)’1 !! = ||f|| | A " 1 I II (e - X_ 1 a 3 " 1 || - 0

quando X -*■ 00 •

Isto implica que (f o r Q )(X) = 0 para toda £: A <C linear, cont_í

nua e todo X £  (E, o que por sua vez implica que

r (X) = (Xe - a ) -1 = 0 ,
<1

o que 5 uma contradição, pois Im(r ) ç. U.
3.

Segue que sp(a) f 4>.



2.16. Proposi ção

Sejam A uma álgebra de Banach com identidade e, e a £ A.

Então

p (a) lim sup n / 1| an || * , onde

n -> oo

p(a) 5 o raio espectral de a.

Demons t r a ç ã o :

Seja f : A -> C uma transf ormação linear contínua.

Definimos g: {A; |X| > p (a) } -> £

g(X) = f ( (e - X ^ a ) " 1 ).

Pelo teorema 2.14, g ê analítica e pelo corolário 2.9, para X £  £ 

tal que | X | > || a|| , e - X ^a tem um inverso que ê dado por

1 - 1  00 -1<- k
(1) (e - X a) = e + E X a .

k = l

Substituindo (1) na definição de g, temos

00 - V V 00 - V k
g(X) = f(e + E X a ) = f(e) + z f(* a K ) 

k=l k=l

portanto existe M r > 0 tal que
A j 1

(2) |f(X_k a k ) | <: M  f para todo k £  IN,

Seja A' o conjunto das transformações lineares contínuas de A cm 

d:. Fixamos X £ <T , |X| > p (a) e definimos
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V  A'

F n (f) = f ( x " n an )

Então por (2), (F )n c p o n t u a l m e n t e  limitada e pelo corolário

1.1.7, para cada n, Fn e contínua e

IIFJ = ^  II*

Usando o Teorema de Banach - Steinhaus (1.1.8), concluimos que 

existe M > 0 tal que
A

|| Fn || = || A n an|| ^ M. para todo n £  IN.

Assim, || an || ^ | Xn | e n / ||an ||' ^ |X| n /~M^ para todo n £  IX

e portanto

lim sup n / i ü " 7  s I M  para todo X tal que |X| > p(a). 

n -+ 00

Segue que p(a) >, lim sup n /  || an ||' .

n

2.17. Proposição

Seja A uma álgebra de Banach com identidade e, e a £  A,

Então

P (a)

n->°°

= 1 im n J  ||an ||' .
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Sejam a £  A , n um número inteiro p ositivo e X um número 

complexo. Suponhamos que X n <£. sp(an ). Mostraremos que X i  sp(a) 

Desde que

r n ,n >. f , w  n-1 L , n - 2 , , n - 1 ,
(a - X e) = (a - Xe) (a + Xa + ... + X e) ,

multiplicando  por (a11 - X n e) ^ , obtemos:

, . v f n - 1 , . n- 2 , . ,n - 1  ̂, n .n s-1
e = (a - X e ) (a + Xa + ... + X e)(a - X e) , o que m o s 

tra que (a - Xe) e inversível, isto é, X sp(a).

Seja X €. sp(a). Então X n <£ sp(an ) para todo n £  IN. Pelo c o r o l á 

rio 2.9, | X n U  II aI1|l • Isto implica que |X|^ n /\\ an || para todo

X £  s p ( a ) . Tomando o limite inferior, temos

| X | ^ lim inf n /  || an || para todo \ £. sp(a) .

b e monstraçao:

n

Logo, p (a) <; lim inf n /||an ||' .
n ->• co

Pela proposição' 2.16, p (a) >, lim sup n /  ||an ||
n  - >  oo

Segue que p(a) = lim n /11 a111
n

2.18. Teorema

Seja A uma álgebra de Banach com identidade e. Então A 

possui um ideal máximo. Alem disso, se I e ideal m áximo de A, e n 

tão I e fechado.
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a) A possui ideal máximo.

Seja F = {I; I e ideal próprio de A}.

a.l) F / (p pois {0} £ F.

a . 2) Definimos a seguinte relação de ordem cm F:

Se I , J € F , I $ J <-==? I C  J .

a . 3) (F, ê um conjunto indutivo, isto e, toda c a 

deia em F possui uma cota superior em F.

Sejam {I } T uma cadeia em F e 
J a a e L

M  = U  I _ t a  
a £  L

a . 3 . i) M  / A .

Como para cada a, I e um ideal próprio de A, então 

e ê  para q u a lquer a. Logo, e j: M.

a.3.ii) M  e um ideal de A.

Sejam a,b €  M  e X £ I . Então existem a , 6 £ L tais

que a £ I e b £  I . Como {1} T ê uma cadeia, então I C  L  ou
a B a a £- L ■ ’ a B

I„ C l  . Assim, a,b £  I ou a,b £  T e portanto, Xa + b £  I C  M
B a  a B a

ou Xa + b £  I C M .
B

Sejam a € A  e b £  M. Então existe a £  L tal que b £ I . Como lr

e ideal de A, a.b C l  C M  e b . a €. I C M .
a a

Por a.5.i) e a.3.ii) concluímos que M C F.

Como I $ M para qualquer a £ L, então M e uma cota superior de 

{1cx]a £ L ’

Pelo lema de Zorn [6, pg 32], existe um elemento máximo 1 £  F.

D e m o n s t r a ç a o :



b) Se I 6 ideal máximo de A, então I é fechado.

b.i) Se I 5 ideal de A, então I também o é, como fa

cilmente se verifica.

b.ii) Se I é um ideal prSprio de A, então o mesmo

ocorre com I .

Seja U = {a £  A; a é inversível}.

Pelo teorema 2.10, U é aberto. Como I e um ideal p r ó 

prio de A, I ^  U = <j>-. Logo, I f A.

Como I 5 um ideal máximo, e I C  I, então I = I , ou seja, I é fe

chado .
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2.19. Definição

Seja A uma álgebra norm ada com identidade e. Se todo

elemento não nulo de A  e inversível, então A ê dita uma álgebra

d i v i s ã o .

2.20. Teorema (Gelfand)

Seja A uma álgebra de Banach divisão. Então a função

f : C - A

X -> X e

5 um isomorfismo isometrico, isto e, A e i sometric amente isomorfo 

ao corpo dos complexos.

D e m o n s t r a ç ã o :

Facilmente se verifica que f e linear e injetiva.
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Provemos que £ é sobrejetiva.

Seja a £  A. Como A e uma álgebra divisão, se A-̂  e A  ̂ são números 

complexos tais que A^ } X^\ então pelo menos um dos elementos

X-^e - a ou X^ g ~ a e inversível. Assim, como sp(a) é um conjunto 

compacto, não vazio, sp(a) = (X(a)}, isto é, sp(a) consiste de um 

único ponto A(a), para o qual A(a)e - a não é inversível.

Logo, A(a)e - a = 0 e a = A(a).e = f(A(a)), o que m ostra que f 

e sobrejetiva.

Seja A £ C . Temos ||£(A)|| = || A e|| = | A 11| e|| = | A |

Portanto, f. ê uma isometria e || f|| = 1 .

Segue que £ e um isomorfismo isométrico.

2.21. Definição

Seja A  uma álgebra de Banach com identidade 

m o r f ismo algébrico f: A -*■ C ê dito um caráter de A se 

equivalentemente, se f jí 0-

2.22. Teorema

Sejam A  uma álgebra de Banach c o m u t a t i v a  com identidade 

e, f: A ->• C um caráter de A e M  = Ker(f) . Então M  é um ideal mãx_i

mo de A e para qual quer a £ A, a + M = f(a)e + M.

Reciprocamente, se M é um ideal máximo de A e A é comutativa, exií>

te um caráter f : A -► <T tal que M = Ker(f) e a + M  = f(a)e + M p a 

ra todo a € A.

e . Um homo- 

f (e) = 1, ou
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a) Não c difícil verificar que M = Ker(f) é um ideal de

b) M  é máximo.

Seja b £ A  tal que b ^  M, Então f(b) f 0. Seja I

ideal de A tal que M  C l  C A .

b.i) Suponhamos que b <£ I e provaremos que I = A.

Seja a um elemento qualquer de A. Então,

D e m o n s t r a ç ã o :

a = a - i t e l  b + f(ai b 
f(b) f (b)

£ 0  " T l é r  ' = f(»  - 7 7 T T  • f(b) = 0.f(b J f(b )

Assim, a - . b C M  C l .
f (b)

Como —  ̂ a  ̂ . b £- I , então a £. I.
f (b )

Logo, I = A.

b.ii) Suponhamos que b ^  I e m o s traremos que I = M. 

Suponhamos que M C  I. Então existe c £ I tal que c 4
*

Assim f(c) f 0 e podemos escrever

c = c - i í ç l  , b + f U I  . b . 
f (b ) f (b)

ffc) - f fc')
Como c €  I e c - — -— — . b £  I entao — -— - . b I , o que e uma

f (b) f(b)

tradição pois desta forma b £  I.

Logo, 1 = M.

Segue que M e máximo.

um

: M.

con

c) Para qualquer a C A ,  a + M = f(a)e + M.
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Seja a G A .  Temos f(a - f(a)e) = f(a) - f(a).f(e) = f(a) - f(a.c) = 0. 

Portanto, a - f(a)e £ M e então a + M = £(a)e + M.

Reciprocamente. Seja M um ideal m áximo de A. Provaremos primeiro 

que todo elemento não nulo de A / M  é inversível.

Sejam n a função natural e a £ A tal que a = n(a) / 0 ou seja

a <£ M.

Seja I = {b.a + c; b e  A  e c €  M } . Então I e um ideal de A que

contém M propriamente, pois a M e a £ I . Como M é m á x imo I = A.

Assim, existem b £  A e c £  M tais que

e = b . a + c  e desta forma

n (e) = nCb.a + c) = n(b). n O )  + n(c) = n(b). n(a).

Logo, ã  = n(a) é inversível.

Como M é um ideal fechado de A, pelo teorema 2.4 temos que A / M  é

uma álgebra de Banach. Então, pelo Teorema 2.20, existe um isomor

f ismo

'F : A / M  -* (E.

Seja f = f o r) . Então f é um caráter de A e Ker(f) = Ker(n) = M.

2.23. Corolário
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Seja A uma algebra de Banach com identidade e.

Sc f: A  + í é um caráter de A, então f é uma função aberta c d e 

cresce cm norma.



Seja f: A + C um carãter de A. Então pelo teorema 2.6 

existe um isomorfismo algébrico T : A/Ker(f) -*■ I tal que o d i a g r a 

ma comuta

f
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D e m o n s t r a ç ã o :

A / K e r ( f )

Provemos que f decresce em norma.

Como f: A -*■ t é um caráter de A, então pelo teorema anterior

Ker(f) ê um ideal m áx imo de A e A/Ker(f) e uma álgebra de Banach 

divisão. Pelo teorema 2.20, podemos concluir que t 5 uma isoinc- 

tr i a .

Assim, se a € A,

I f ( a )  | =  | V C n ( a ) ) |  $  I M I  ||  n  C a )  || $  \ \ v  || | | a | |  =  | | a | |  .

Segue que f decresce em norma.

A l e m  disso, como H' e uma isometria e a função natural n c aberta, 

temos que f = ¥ o n ê uma função aberta.
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DUALIDADE DE GELFAND

3.1. Construção do espaço HÇA)

Seja A uma álgebra de Banach comutativa com identidade

e. Denotamos por H(A) o conjunto de todos os caracteres de A.

Para cada a €. A, definimos

â: H(A) +  <E

f + â(f) = f C a ) .

Denotamos por S, o conjunto S = {â: H(A) -y C ; a € A} .

Introduzimos em II(A) a tapologia fraca induzida pelo conjunto de 

funções S, isto ê, munimos H(A) com a men or topologia que torna 

contínua cada função â, a £ A. Então x é a topologia gerada por

{ â  ̂( U ) ; â £ S e U ê aberto em £ }

e uma base para x é dada pelos conjuntos da forma

V f (a1 , a 2 , ... an , e) = J h € H ( A ) ;  |â± Ch) - (f ) | < e , p a r a i

Li — ii 2 i • • • *

= { h €  UCA) ; |h C a i) - f (a i ) | < e , para i = 1,2, ...,n }

n
= r\ { h € H (A) ; | h (a •) - f (a - ) | < e } com f £ II CA) e 

i = l 1

a i , a£, ..., an A.

CAPITULO III



so

O b s e r v a ç ã o : H(A) munido com a topologia T c um espaço 

de Ilausdorff.

De fato, se f 1 , f 2 €  H(A) são tais que f-̂  f f 2 , então existe

a G A  tal que f-^fa) f f 2 (a). Como £ é de Hausdorff, existem a b e r 

tos U,V C  <C- tais que

f,(a) £  U, f 9 (a) £  V  e U H V  = <j>.

» - 1  .- 1  ~-l ,
Então a (U) H  a (V) = ip , f ̂ £  a (U) e f 2 £  a (V)

3.2. Lema

Seja A uma álgebra de Banach comutativa com identidade

e. Então, para cada a £  A,

p(a) = sup |f(a) | } 

f €  H(A)

onde p(a) e o raio espectral de a.

D e m o n s t r a ç ã o :

a) Para cada a £  A , p(a) ^ sup | f (a ) |.

f £ H (A)

Seja A e s p ( a ) .  Então a - Ae não c inversível.

Seja I = {(a - Ae)b; b £ A } . Então I c um ideal proprio de A,

pois c 4 I e portanto existe um ideal m ãximo M  tal que I £ M.

Pelo teorema 2.22, existe f £ II(A) tal que Ker(f) = M.

Mas, (a - Ae)b e M para qualquer b £ A. Tomando b = e, temos que

a - Ac c M. Isto implica que f(a - Ac) = f(a) - Af(e) = 0 e assim

f (a ) = A.
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Portanto, sup |f(a)| > |A| para qual quer A £ sp(a) e entao 

£ € H(A)

p (a) $ sup | f (a) | . 

f £ II (A)

b) Para cada a eiA, p(a) ^ sup |f(a)|.

£ £ H(A)

Seja a £ A. Suponhamos que A 4- sP ( a )< Então existe b € A tal que 

(a - Ae)b = e. Portanto, se f £ H(A), f(a - Ae).f(b) =

= f(a - Ae).b) = f(e) = 1 e desta forma f(a - Ae) / 0.

Isto implica que f(a) f A para todo f £  H(A). Assim, se A = f(a)

para algum f £ H(A), então A £  sp(a).

Portant o {f(a); f £ H(A)} C sp(a) e desta forma

P (a) > sup | f (a) | .

f £ H(A)

3.3. Teorema

Seja A  uma álgebra de Banach c o m u t a t i v a  com identidade

e. Então H(A), munido da topologia fraca induzida pelo conjunto 

de funções S = (â: II (A) -*■ C; ã(f) = f(a), a £ A} , é compacto.

Demons t r a ç ã o :

Para cada a £  A, sejam S = {z £  (C; | z | ^ || a|| } e

E = II S , isto e, E é o produto c artesiano dos espaços S mu-
a e A a a

nido com a topologia do produto. Como para cada a £  A, S, c um esd —

paço compacto e de Ilausdorff, então pelo teorema de Tychonov [ò,pg 

224], o mesmo ocorre com E.

Escrevemos li na f o r m a ,



Seja f C H ( A ) .  Então para todo a £ A, |f(a)| j? p (a) < || a|| e p o r 

tanto f(a) £  S .ci

Assim, podemos concluir que H(A) C  E = IT S & .
a c. A

Q ueremos mostrar que H(A) c compacto. Como E e compacto, basta 

m o s t r a r  que H(A) é um subespaço fechado de E.

a) H(A) ê um su bespaço de E.

Seja t a topologia de E. Então t é a topologia mais fra. 

ca sobre E que torna contínuas as projeções

P a • E S a a

P a (f) = f (a)

e portanto uma base para t é dada pelos conjuntos da forma

V f (a, , a ? , . . . , a , e) = (g € E; |P (g) - P (f)| < e , i = 1,2,----- 11
1  i i

= ( g C H ;  | g (a ±) - f ( a i) | < e , i = 1,2, ... , n}, com f €  E, 

a 1 ’ ^ 2  ’ 1 ' ' ’ an ^  ̂  ^ ^ ^ *

Como II (A) C  E, t induz sobre H(A) a topologia relativa e uma base

para esta topologia e dada pelos conjuntos

V f (a 1 ,a2 .....  an , c) nil(A) = | g € H ( A ) ;  |g(ai) - f (a±)| < e  parar.

i . = 1  , 2 , . . . , n

P o r t a n t o ,  a topologia fraca sobre II(A), induzida pelo conjunto S 

de funções, coincide com a topologia relativa induzida por t , e

dest a forma II (A) e um subespaço de E.
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b) H(A) e fechado.

Seja g £ li CA) . M ostraremos que g £  H(A), ou seja, que g 

c um caráter de A.

b.i) Sejam a^ , a 2 £ A. Então

V^(a-p a 2 , a-̂  + a 2 , e) n  H (A) f cp. Isto implica que existe f £ 11 CA) 

tal que |f(a1 ) - g C a x) | <e, |f(a2 ) - g (a 2) | < e e

| f Ca i + a 2) - g ( a 1 + a 2) ] < e .

Temos , então

|gCa i + a 2) - (g (a x ) + g ( a 2))| $ | g Ca-L + a 2) - f ( a x + a 2) | +

+ |fCa1) - g ( a x ) | + |f C a 2 ) - g ( a 2 )| < 3 e  .

Como e é arbitrário,

g C a x + a 2) = g ( a 1 ) + g C a 2) .

b.ii) Sejam A £ C e a £  A .  Então 

V (a, Aa, e) ^  H(A) f tp e portanto existe f £ H(A) tal que
o

I f Ca) - g Ca) | < e e |fCAa) - gCAa)| < e .

Assim, |gCAa) - Ag Ca) | ^ |g(Aa) - f C A a) | +

+ |Af(a) - A g C a ) | <e + |A|e = (1 + |A|)e.

Desde que c é arbitrário, temos

S  CAa) =  A g C a ) .

b.iii) Sejam a-̂  , a 2 £  A .  Então 

V fi(aj, a 2 , a-j.a2 , e) ^  UCA) f 4> e portanto existe f £ UCA) tal

que |f(a1) - g (a±) | < e, | f (a2 ) - g Ca2) | < e e
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|£(a 1 .a2) - g ( a x .a2)| < e .

T e m o s , então

|gCa 1 .a2) - g ( a 1 ) . g ( a 2)| < |g(a 1 .a2) - f ( a 1 .a2)| +

+ |f(a 1 .a2)-- g ( a 1 ) . g ( a 2)| $ |g(a 1 .a2) - f ( a 1 .a2 )| +

+ | £ ( a 2) | |f(a i ) - g ( a 1 D| + |g C a x) | |f(a2) - g ( a 2 )| <

< e (1 + | f ( a 2)| + | g ( a 1 ) | )•

Sendo e arbitrário, temos

g ( a 1 .a2) = g ( a 1 ) . g ( a 2) .

b.iv) g e contínua.

Como g € E, então se a € A , temos g(a) £. S e assim
3-

I S  C a )  | *  || a  || .

b.v) g não e identicamente nula.

Segue do fato de que V (e,e) ^  H (A) f <j> e então existe f €. H (A)
o

tal que |f(e) - g(e) | < e.

Portanto, g CII(A) e então H(A) é fechado.

Ob s e r v a ç õ e s :

1) Como no decorrer de nosso trabalho os espaços topolo 

gicos compactos sempre serão espaços de Hausdorff, quando escreve 

remos espaço compacto estaremos subenten dendo que este espaço c 

de Hausdorff.

2) Se A c uma álgebra de Banach comu ta t i v a  com identida 

de e, associamos a A o espaço II(A), que 5 um espaço topológico com 

pacto.



3.4. Definição

Sejam A e B ãlgebras de Banach comutativas, com identi

dades e^ e e^ , respectivamente. Se f: A  + B é um homomo r f i s m o  de 

ãlgebras de Banach tal que f ( e^) = e g » nós definimos

H (f ) : H (B ) H (A)

H (f) (y) = V o f .

Como y o f é um h o mo morfismo algébrico de A  em C , e (¥ o f) (e) = 1  

então, y o f £ H ( A )  e port anto H(f) é b e m  definida.

3.5. Teorema

Se f: A + B ê um h o mom orfismo de ãlgebras de Banach 

tal que f(e^) = e ^ , então H(f) é contínua.

D e m o n s t r a ç ã o :

Seja Y € H ( B ) . Então y o f £  H ( A ) .

Sejam a-^, a 2 , . . . , an í A, Então V •= q ^ (a^ , a 2 , . . . , an , e) é um

aberto básico de H(A) que contém T o f . Mostremos que H(f)  ̂(V)

é um aberto de II (B) que contém 'V.

T e m o s ,

H (f) _ 1 (V) = {tjj € H(B) ; ijj o f €  V} =

= {ip G H(B) ; | (ip o f) (ai) - (V o f) ( a ^  | < e, i = 1,2,..., n}

= U  e. II (B) ; | ̂  (f (a±) ) - y (f (a±) ) | < e , i = 1,2,..., n}

= Vy(f(a^), f ( a 0),..., f(a ), e) que é um aberto b ásico de H(B) 

ciuc contém 4'.
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Portanto, H(f) e contínua.

3.6. Definição

Seja A uma álgebra. Uma involução sobre A é uma função

* : A A

•k
a -> a

que satisfaz as seguintes condições:

i) a** = (a*)* = a

ii) ( a + b ) * = a * + b *

iii) (A a )* = A a*

iv) (a.b)* = b * . a*

para todos os elementos a , b €. A e A £■ (C.

Se A e uma álgebra e existe uma involução defin i d a ' s o b r e  A, então

A e dita uma álgebra com involução.

Se A e uma álgebra n o r m a d a , exigimos para * a condição

v ) lla *ll = II all para todo a e. A.

Se A e uma álgebra de Banach e existe uma involução so

bre A  que satisfaz

* 2
|| a . a|| = || a|| para todo a £  A, então A e dita uma

álgebra C*.

Observamos que se e 5 a identidade de A, então e* = e.

3.7. Construção da álgebra C(X)

Seja X um espaço topolõgico compacto, bntão conforme vi

5b



mos no exemplo 2.3, C (X) = {£: X -> C ; f e contínua}, com a adição

e mu ltip l i c a ç ã o  usuais de funções e a norma || f || = sup |f(x)| 5

uma álgebra de Banach comutativa.

Definimos uma involução em C(X),

* : C(X) + C(X)

f -> f* onde f * (x) = f (x) para todo x £ X.

i) * ê b e m  definida.

Se f £  C (X). o mesmo ocorre com f * , pois f * e a composta das funções con 

tínuas f e h, onde h e a função de I em C , que leva z em seu c o n j u 

gado.

ii) * é uma involução em C(X).

As propriedades de i) a v) da definição 3.6 são f a c i l 

mente verificadas.

2
iii) Para toda funçao f £ C(X), ||f* . f|| = ||f||

Seja f £ C (X ) . Então,

||f* . f || = sup | Cf* • f)(x)| = sup |f*(x).f(x)| =

x £ X x e X

= sup |f(x).f(x)| = sup |f(x) | 2 = (sup |f (x) | ) 2 = ||f|| .

x £ X x e X x £ X

Segue que C(X) é uma álgebra C*, comutativa.

O b s e r v a ç õ e s :

—  ̂ -
1 ) Se A e uma algebra C , comutativa, dizemos que A e 

uma algebra C .

2) Se X e um espaço topolõgico compacto, associamos a X
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a algebra C(X) que e uma algebra C .

3) Quando dizemos que uma função f e um homomorfismo de 

algebras C * , nos entendemos que f e um h o m o morfismo algébrico que 

p reserva a involução e a identidade.

5 8

3.8. Definição

Sejam X e Y espaços topologicos compactos e f: X -+ Y 

uma função contínua. Definimos

C (f) : C (Y) - C (X)

C(f) O )  = ¥ o f.

3.9. Teorema

Sejam X e Y espaços topologicos compactos e f : X -> Y 

uma função contínua. Então C(f) é um homomorfismo, contínuo, de

*
algebras Cc .

Demons t r a ç ã o :

i) C(f) é um homomorfismo algébrico.

Sejam , ip & C(Y) e x £ X. Então,

C(f) (V + ip) (x) = ((¥ + ip) o f) (x) = (y + \fj) (f (x)) =

= T ( f  ( x ) )  + ip( f  ( x ) ) = ( T o f  + ij) o f )  ( x )  =

= ( c ( f m )  + c(f)(^))cx).

Portanto, C(f)(T + <p) = C(f)(y) + C ( f ) O ) .

De maneira análoga, prova-se que C(f)(A'F) = A . C ( f ) O )  c
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C(f)('i'.^) = C(f)(y) . C(f) (i|0 , para todo 1 £ C e f, \\> e C(Y).

ii) C(f) preserva a identidade.

Sejam e^ e e^ as identidades de C(X) e C(Y), respectiva

m e n t e .

Então, e^: X -+ C e e^: Y -v £

e1 (x) = 1 e 2(y) = 1

S e j a x £ X . E n t ã o ,

C(f) (e 2 3 (x) = (e 2 o £) (x) = e 2 (f(x)) = 1  e po rta n t o  C ( f ) ( e 2 ) = e^.

iii) C(f) preserva a involução.

Sejam y £ C(Y) e x £  X. Então,

C ( f ) ( / ) ( x )  = O *  o f)(x) = y* (f (x)) = yC£(x)) =

= (y o £) (x) = (y o £)* (x) = (C(f)(40)* (x) .

Logo, C ( f ) (y*) = ( C ( f ) W ) * .

iv) C(f) ê contínua.

Como C(£) e linear, bas ta m o s t r a r  que C(f) ê contínua

na origem. Como £: X Y e contínua e X e compacto, existe M > 0

tal que

sup |£ (x) | < M . 

x G  X

Seja e > 0. Tomamos ô = M~ . e . Então se ][H*|| < 6 temos ,

|| C(f) 0)|| = sup | O  o f) (x) | = sup |Y(f (x)) |

x € X x c X

$ sup ||v|||f(x)| = \\Y\\ sup | f (x) | < M p\\ < C  •

X  G  X X  G  x

Portanto, C(f) e contínua na origem.
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Sejam A uma álgebra C c e a um elemento de A tal que

a* = a, ou seja, a é auto-adj u n t o . Então para cada f £ H(.A)> f(a)

é um numero real.

Demons tração :

Definimos

F: A  -> C(H(A)) onde F(a): H (A) -*■ C

a -> F (a) F (a) (f) = f (a)

F está bem definida, pois se a £ A, então pelo corolário 1.1.7, 

a função

F(a) : H(A) + C 

F Ca)(f) = f(a)

ê contínua e além disso, ||F(a)|| = || a|| .

S uponhamos que existem f € MCA) e a £  A tais que a* = a e

f(a) = u + i v , onde u e v são números reais e v f 0 .

Seja b = v *(a - u e ) . Então,

b* = v _ 1 (a* - ue*) = v  ̂(a - ue) = b e,

F (b) (f ) = f Cb) = f(v- 1 (a - ue)) = v _ 1 (f(a) - uf(e)) =

= v _ 1 (u + iv - u) = i.

Assim, para cada k > 0, temos

f(b + ike) = f ( b ) + ikf(e) = i + ik = iCl + k) e então,

| i ( 1  + k) | = | f Cb + ike) | = | F(b + ike) Cf) |
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«2 ||F (b + ikc) || || £ || < ||F (b + ike) || = ||b + ike|| .

Elevando ao quadrado ambos os membros da expressão anterior, te

mos

2

( 1  + k ) 2 <: || b + i k e || = || (b + ike) (b + ike) * ||

= || (b + i.ke)(b* - ike*) || = || (b + ike) (b - ike) ||

= || b 2 + k 2 e || < ||b2 || + k 2 , e portanto,

2 - ~
1  + 2 k < ||b || para todo k > 0 , o que e uma contradição, pois as

sim deveríamos ter ||b2 || = °°.

Segue o lema.

3.11. Teorema

Sejam X um espaço topolõgico compacto e A uma sub-ãlge- 

bra fechada de C(X), que satisfaz:

i) A separa os pontos de X, isto ê, se x,y £. X são tais

que x í y , então existe f € A tal que f(x) f f ( y ) .

ii) A identidade de C(X) , 1: X -* (C, ê um elemento de A.

x -> 1

iii) Se f € A  então f* €. A.

Então, A = C(X).

D e m o n s t r a ç ã o :

Seja Re(A) = { f^ ; f = f^ + i f 2 £ A}

= { f , : X -> IR; f^ = Re(f) para algum f € A}.

a) Re(A) c uma algebra sobre o corpo dos reais.

Sejam f^ , g-j e  l!e(A) e X €. [R.



Então, f^ = Re(f) c g-̂  = Re(g) p a r a  a l g u m  f £ A e g € A. Assim,

a.i) f^ + g^ = Re(f) + Re(g) = R e ( f  + g) c p o r t a n t o  

f 1 + gj G Re (A) .

a.ii) Af-^ = AReCf) = Re(Af) e p o r t a n t o  Af-^ £  Rc (A) .

a.iii) Se f e g são e l e m e n t o s  de A e n t ã o  £* e g* são 

e l e m e n t o s  de A  e p o r t a n t o ,

4 1 C£.g + £ * . g + f . g* + f*.g*) € A.

Mas ,

4 ~ 1 (f •g + £ * • g + f . g* + f*.g*) = 4 " 1 ( (f + £ * ) g + Cf + f*)g*)

= 4”1 Cf + f*)(g + g*) = 4 " 1 (2Re(f) . 2 R e ( g ) ) = ^  . g x .

L ogo, f^ . g^ €. A  e c o m o  a m bas são f u n ç õ e s  re a i s ,  f ^ -g^ €  Re(A).

b) Re(A) s e p a r a  os p o n t o s  de X.

S e j a  f = f^ + i f 2 e  A. Então, - i f  = f^ - if-^ €1 A  e por 

tanto, f 2  = Re(-if) <£R e ( A ) .

S e j a m  x , y  £  X tais que x f  y . E n t ã o  e x i s t e  f = f^ + i f 2 €  A tal

que f(x) f  f(y). Isto i m p l i c a  que f^(x) f  f^Cy) ou

f 2 (x) f f 2 (y) .

D e s d e  que f^ e Í 2  são e l e m e n t o s  de R e ( A ) , s e g u e  que Re(A) s e p a r a  

os p o n t o s  de X.

c) Para todo x £ X , Re(A) não se a n u l a  cm x.

S e g u e  do fato de que a i d e n t i d a d e  de C(X) e um e l e m e n t o

de Rc(A) .
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d) Re(A) c fechado em C^(X) C  C(X), onde C^(X) c a alge- 

hra das funções contínuas de X em (R.

d.i) Re (A) C A .

Seja f^ £  Re(A). Então f^ = Re(f) para algum f £  A. Des 

de que f^ = 2 ^(f + f*) e f* £  A, então f^ £  A.

d.ii) Seja g-j um elemento do fecho de Re(A) em C R (X).

Então g^ e um elemento do fecho de A em C(X). Como A e fechado cm

C(X), g 1 C  A. Desde que g 1 é uma função real, g^ = Refg^) £  Re (A) .

Logo, Re(A)'e fechado em C^(X).

Pelo Teorema de Stone - Weir strass gener alizado [ll, pg 150], con 

cluimos que Re(A) = Re(A) = C^(X).

Seja f £ C ( X ) .  Então f = f ̂ + if 2 , com f^ > f 2 £ C ^ ( X ) .

Desde que Re(A) = C^(X) C A ,  f ̂ C A  e f 2 C A .

Assim, f = fj + i f 2 e um elemento de A e p o r tant o A = C(X).

3.12. Definição

Seja A uma álgebra de Banach. Definimos

Fa : A -* C(H(A)) onde FA (a ) : H (A ) + a:

a - FA (a) FA (a)(f) = f(a) .

Esta função e chamada tr ansformação de Gelfand.

Conforme vimos na demonstração do lema 3.10, F^ e bem definida.

O bservamos que quando não houver necessidade de e xplici tar a ãlg£

lira A, denotaremos F. apenas por F.

Seja X um espaço topolõgico compacto. Definimos
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C x : X -> IICC (X)) onde G x (x): C(X) -»■ C

x ■> Gx (x) G x (x) Cf) = f(x) .

Pode-se verificar facilmente que para todo x £ X, g x (>0 e um cará 

ter de C(X),' ou seja, g^(x ) € H ( C ( X ) ) .

Observam os que no decorrer de nosso trabalho, norma l m e n t e  d e n o t a 

remos G x apenas por G.

3.13. Teorema

-» * - 
Seja A uma álgebra C . Entao a função F = F . , definida 

em 3.12, ê um isomorfismo isomêtrico de álgebras Cç.

Demons t r a ç ã o :

a) F é um h o m omorfismo algébrico.

Sejam a, b £ A. Então, para todo f £ H ( A ) ,  temos

F (a + b ) (f) = f (a + b) = f(a) + f(b) = F(a)(f) + F(b)(f) =

= (F(a) + F(b))(f) e portanto

FCa + b) = F(a) + F(b) .

S i mil armente prova-se que para todo X £ (T e a,b £  A , temos

F(Aa) = AF(a) e F(a.b) = F(a).F(b).

b) F pr eserva a identidade.

Seja e a identidade de A. Então para toda f £ II (A) ,

F ( e ) (f ) = fCe) = 1 .

Assim, F (e) : II CA) -> C

f -> 1 ,



ou seja, F(e) e a identidade de C(H(A)).

c) F preserva a involução.

Seja a £ A. Então, a-̂  = 2- 1 (a + a*) e a 2 = y r  (a - a*) 

são elementos de A, e alein disso,

a* = C2 “ 1 Ca + a*))* = 2 - 1 (a* + a **) = 2 _ 1 (a* + a) = a x ,

aí = (yr (a - a*))* = - (a* - a) = ~  (a - a*) = a ?
^ 2 1 2 i 2 i z

e a = a^ + i a 2 .

Seja £ €  H(A) . Desde que a-̂  e a 2 são auto-adj untos , pelo lema

3.10, f(a^) e f ( a 2) são números reais. Assim,

F ( a * ) ( f )  =  F  C C a x  +  i a 2 ) * ( f )  =  f ( ( a x  +  i a 2 ) * )  =  £ ( a x  -  i a 2 )

= f (a 2 ) - i f ( a 2) = f (a-^) + i £ ( a 2) = £(a) = F(a)(£) = (F(a))*(f).

Portanto, F(a*) = (F(a))*.

d) F é uma isometria.

Seja a £ A .  Então pelo lema 3.2,

p (a) = sup | f (a) |

£ £ H(A)

Assim, || F (a)|| = sup |f(a)| = p (a) $ ||a|| •

f €  H(A)

Portanto, F c contínua e para todo a £ A ,  ||F(a)|| = p (a) . 

M o str aremos agora que para todo a <£. A, ||F(a)|| = || a|| .

Seja a um elemento de A, tal que a = a*.

üntSo, || a* a|| » ||a2|| - ||a| | 2 .

Por indução, obtemos

2 li 2 n
|| a| = || a || para todo n £  M
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e cntao || a|| = ||a2 n || ^ / 2n p ara -̂-0 tio n £  t 

Fazendo n -> «, temos

II a || = lim || a 2 n l| 1^ 2n = p(a) . 
n-̂ -co

- 2 
Seja a € A ,  qualquer. Entao a*.a e auto adjunto e ||a|| = ||a*.a|| =

= p ( a * . a) = || F ( a * . a) || = ||F(a*) . F(a)|| = ||(F(a))* . F(a)|| =

= llFCa) ||2 .

Portanto, para cada a £ A ,  ||a|| = ||F(a)|| e desta forma F e uma iso 

m e t r i a .

e) F ê injetiva.

Segue do fato de F ser uma isometria.

f) F e sobrejetiva,

f.i) Desde que F e um h o m omorfism o algébrico, então

F(A) C C ( H ( A ) )  ê uma sub-ãlgebra de C (H (A)) .

f.ii) A identidade de C(H(A)) pertence a F(A), pois F 

pr e s e r v a  a identidade.

f.iii) Se f £  F(A) então f* £  F ( A ) .

Segue do fato que F preserva a involução.

f.iv) F(A) e fechado cm C(H(A)).

Desde que A 5 uma ãlgebra de B a n a c h , e F e uma isome- 

tria, então F(A) e uma ãlgebra de Banach e p o r tanto fechada em 

C (II (A) ) .

f.v) F(A) separa os pontos de 1I(A).

Sejam f,g € H(A) tais que f / g. Então existe a £  A tal 

que f(a) / g (a ). Assim, para este a, F(a)(f) f F(a)(g).
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Pelo Teorema 3.11, concluímos que F(A) = C(H(A)).

Segue que F c um isomorfismo isometrico de ãlgebras C* .

3.14. Teorema

Seja X um espaço topologico compacto. Então G = Gy defj_ 

nida em 3.12, e um h o m e o m o r f i s m o .

D e m o n s t r a ç ã o :

a) G é injetiva.

Sejam x,y € X tais que x f y. Pelo Lema de Urysohn [10,

pg 233] , existe f £ C(X) tal que f(x) f f ( y ) . Então,

G(x)(f) = f(x) f f(y) = G ( y ) ( f ) e p o r tanto G(x) f G(y).

b) G ê sobrejetiva.

Sejam 4, £  H(C(X)) e M = Ker(>) = {£ C  C (X) ; = 0 }.

Então, pelo teorema 2.22, M e um ideal m á x i m o  de C(X).

Provemos que existe x q € X ta] que para todo f € M, f ( x Q ) = 0*

Suponhamos que isto não ocorre. Então para cada x € X, existe

f £_ M tal que f (x) f 0. Como f é contínua, existe um aberto
X X  X

U C  X tal que x £  U e 0 i  F (U ). Desde que X ê compacto, exis^
X  A ' A A

11
tem x, ,x9 ,..., x £  X, tais que X = U  U .

X Z  II • 1 A  •1 = 1 1

Para cada i, f £  M. Então, para cada i, a função f . f €. M
x i x i 'x i 

11 *
e alem disso f = E f . f e um elemento de M tal que

. , x . x .
i = l 1 1

f(x) > 0 para todo x £  X.

Portanto, existe o inverso m u l t i p l i c a t i v o  de f que e dado por i, 

e f . —  = 1 € M, o que é uma contradição pois desta forma M não e
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ideal máximo.

Escolhemos x q £  X tal que f (x ) = 0 para todo f £  M.

Se f £  C (X) , então £ - v|; (f) . 1 £ M, e portanto,

G( x o )Cf) - ip (£) = f(xo ) - ^ (f) = f(xo ) - ^(f) . l(xo ) =

= (f - i p c n  .i) ( x o ) = o.

Logo, G(xq ) = ip , e portanto, G ê sobrejetiva.

c) G e contínua.

Sejam x q £  X e U £  H(C(x)) um aberto tal que G ( x q ) £  U.

Então existe um aberto b á sico V = Vç, -> (f, , f 2 , . • • , f , e) =
o

= {V £  H ( C ( X ) ); IyC£±D - G ( x o ) ( £ i )| < e para i = 1 , 2 , -----  n}

= {'F £  H (C (X)) ; |'F(fi ) - f i(x 0 )| <£ para i = 1,2, ...,n} tal que

V  c  u.

n  _ 1 .
Seja W = H  f (B ( £ - (x ))), onde B ( £ . (x )) e a bola aberta

1  0 - L O  G  1  O

de raio e e centro em f.(x 1. Então W  é aberto em X e x €  W.
1 0  o

Mostremos que G(W) C  U.

Seja y £  W. Então, para todo i, f^(y) £  B (f^(xQ )) e assim,

|fi(y) - f i(x Q )| < e P ara i = 1 , 2 , ...,n.

Desde que f^(y) = G(y)(£^), temos

|G(y)(£i) - G(x )(fj)| < e para i = l,2,...,n e portanto

G(y) £  V C  U.

Segue que G(W) C  IJ e dest a forma G e contínua cm x q .

d) G e  fechada.

Seja ]•' um subconjunto fechado de X. Então P e compacto 

e portanto G(l;) e um subconjunto compacto de ll(C(X)). Como a topo
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logia de H(C(X)) é de Hausdorff, entao G(F) e fechado em H(C(X)), 

Segue que G e um h o m e o m o r f i s m o .

3.15. Teorema

a) Sejam A e B ãlgebras C c e f : A -* B um homomo r f i s m o  de

* ~

algebras C . Entao o d iagrama abaixo e comutativo.

(a)

A

A

C (H (A) )
C(H(f))

P T

C(H(B))

b) Sejam X e Y espaços topolSgicos compactos e f: X Y 

contínua. Então o diagrama ê comutativo.

(b)

X

Y
H C C (X ) )

f

H ( C ( f ))

y• G

D e m o n s t r a ç ã o :

a) Sejam a Ç. A c h um elemento de 11(B) . Entao,

( D F b c r ( a ) ) (h) = h ( f C a ) ) = (h o f ) ( a )  .

(2) (C(lICf) ) (I-A (a )) ) (h) = (E (a) o H(f))(h) =

= l'A Ca) ( CU Cf)) (10) = E A (a) (h o f ) = (h o f) (a)A'
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Por (1) c (2) concluímos que o d iagrama (a) comuta.

b) A demonstração e similar a anterior. Portanto, a

omitimos.

Ob s e r v a ç ã o :

Passaremos a usar agora, a linguagem e os conceitos b á 

sicos da teoria de categorias, introduzidos no capítulo I. 

Observamos que na categoria K (dos espaços topologicos compactos) 

os m o r f ism os são as funções contínuas, e na categoria C* (das ãl-

gebras C*) os mor fismos são os h o m o morfismo s de ãlgebras C * .

3.16. Teorema

Na categoria C* ou na categoria C * , cada m o r f i s m o  e de

crescente em norma e portanto contínuo.

Demons t r a ç ã o :

Sejam A,B £ 0 b ( C * )  e f e  Mor(A,B). Se f = 0, então f é 

contínua e decresce em norma.

Suponhamos que f ^ 0.

Seja a €1 A tal que a* = a. Então, conforme vimos no item d) da de

monstraçã o do teorema 3.13,

|| a|| = p (a) .

Desde que a 5 auto-adjunto c f preserva a involução, temos 

f (a) = f (a *) = (f (a) ) * e portanto, ||f(a)|| = p(f(a)).

Mostremos que p(f(a)) ^ p ( a ) .
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Seja A ^ s p ( a ) .  Então Ae^ - a tem um inverso, ou seja,

b e A tal que (Ae^ - a).b = e^. Assim,

(Aefi - f(a)).f(b) = f((AeA - a) .b) = f(eA ) = eB e desta

ACy - f(a) tem um inverso, o que implica que A sp(f(a)). 

t o ,

sp(f(a)) c s p ( a )  e isto m o s t r a  que p(f(a)) $ p (a) .

Podemos então, concluir que, se a* = a, || a|| ||f(a)||.

Seja a €  A qualquer. Então a.a* ê auto adjunto e assim

|| £ (a. a*) || ^ || a - a * ||

Mas ,

||£(a) | | 2 = || f (a) . (f (a) ) *|| = || £ (a) . £ (a*) || = || £ ( a . a* ) |K ||a.a* || = ||a||2 .

Portanto, para qualquer a £  A, ||f(a)|| ^ || a || .

Segue que f ê contínua e decresce em norma.

3.17. Propos ição

Sejam K a categoria dos espaços topologicos compactos, 

X,Y € Ob (K) e f: X -> Y um morfismo  em K. Então as seguintes a f i r 

mações são equivalentes:

a) f e epic e monic.

b) f e bijetiva.

c) f e um isomorfismo.

71

exis te

f o r m a , 

Portan

Demons t r a ç a o : 

a ) b )

i) Se f e epic então f e sobrejetiva.
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Suponhamos que f não e sobrejetiva. Então existe y Q €. Y - f(X).

Como X e Y são espaços compactos e f é contínua, {y q } C Y e

f(X) C  Y são fechados em Y e além disso,

{y0 > ^  £ (X) = <j>.

S ejam Z = [0, .1] €. Ob (K) e y : Y Z a função identic amente nula.

Usando o lema de Urysohn [10, pg 233) , escolhemos £  Mor(Y,Z)

tal que \p (y) = 0 se y £  f (X) e ^ ( y Q ) = 1«

Seja x £ X . E n t ã o ,

(V o f)(x) = Y(f(x)) = 0 = \p (f (x)) = (ijj o f)(x).

Portanto, ' y o f  = i | > o f e  então, desde que f é epic, temos 

¥ = ip, o que é uma contradição.

Logo, f é sobrejetiva.

ii) Se f é monic então f ê injetiva.

Suponhamos que f não é injetiva. Então existem x^ ,x? £  X,

tais Xj f x 2 e f ( x 1 ) = f ( x 2).

Seja Z £  O b ( K ) . Definimos

y i Z - v X  e \p : Z -> X

4'(z) = x ± ip(z) = x 2 •

Seja z £  Z . E n t ã o ,

(f o V) (z) = f(¥(z)) = f ( x 1 ) = f ( x 2) = f(>(z)) = (f o \p) (z) , e 

assim f o y = f o \p.

Desde que f é monic, temos H* = \p, o que é uma contradição. Segue 

que f é injetiva.

b) =4- a)
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i) Se f e injetiva então f é monic.

Se j am Z £ Ob (K) e T , rp £ Mor (Z , X) tais que f o 4' = f o ç .

Seja z £ Z . Então,

f(T(z)) = (f o y)(z) = (£ o ç)(z) = f(ç(z)) .

Como f é injetiva, Ttz) = ç(z) e portanto £ é monic.

ii) Sc f é sobrejetiva então £ e epic.

Sejam Z £ Ob(K) e y , ç e M o r ( Y ,Z) tais que f o £ = ç o  £.

Então, para qualquer x e X, temos y(f(x)) = ç(f(x)). Como £ e so

brejetiva, podemos concluir que y = ç .

Logo, £ é epic.

b) c) Como £ ê contínua e os espaços são compactos, então £

ê fechada. Assim, £ e um isomorfismo, se e somente se, f ê bijcti 

v a .

3.18. Propos i çao

Sejam X e Y espaços topologicos compactos e f: X -> Y 

uma função contínua. Se definimos

CÇf): C (Y) -> C (X)

c Cf D O )  = v o f

então C é um funtor contrav ariante da Categoria K na categoria C 

D e m o n s t r a ç ã o :

*

A todo X € O b ( K ) ,  C associa o objeto C(X) p e rtencente a 

i cada morfismo f: X ->- 

C(f): C(Y) C(X), que satisfaz:

Ob (C ) e a cada morfismo f: X + Y em K, C associa um morfismo
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i) Sc X £.Ob(K) então C(id^) =

De fato, se 4' £ C ( X ) , então

C ( i d x ) 0 )  = 4* o id^ = 4' = idC j.x j(40-

ii) Se X , Y , Z C Ob (K) e £ : X - » - Y e g : Y - > - Z  são morfijs

mos em K, então C(g o f) = C(f) o C(g).

Seja ç £ C(Z). Então,

(1) C(g o f) (ç) = ç o ( g o  f)

(2) (C(f) o C (g) ) (ç) = C(f) (C(g) (ç) ) = C(f)(ç o g) = 

= (ç o g) o £

Por (1) e (2) concluímos que C(g o £)'= C(£) o C(g).

Segue que C é um funtor contravaria nte de K em C .

Ob s e r v a ç ã o :

Sejam A  e B algebras C* e f: A •* B um m o r f i s m o  C *. Se

definimos H(f): H(B) -> H(A) por H(f)(4/) = 4* o f , então II e um fun

•k
tor con travariante da categoria C c na categoria K.

3.19. Lema

Sejam A e B algebras C , f: A + B um m o r f i s m o  C , e 

11(f) : 11(B) - H (A) .

H (f ) (4») = V o f.

Então, a) Sc f 5 monic, 11(f) 5 epic.

b) Se f e epic, 11(f) e monic.



a) Sejam C €. Ob (C*) e g ^ » g 2 €-Mor(C,A) tais que f o g^ =

= f o g 2 - Como £ é monic, então g-̂  = g 2 .

S ejam X G O b ( K )  e , T 2 £  Mor(H(AJ,X)) tais que

H' 1 o II(f) = T 2 o H ( f ) .

Devemos mostrar que

Como o H(£) = ^ 2 o H(f), então pela propo s i ç ã o  anterior,

C (H ( f) ) o C(H'1 ) = C ( V 1 o H (£)) = C 2 o H(f)) = C(H(£)) o C ( Y 2 ).

Assim, se e Fg são as transformações de Gelfand de A e B res

pectivamente, temos:

(F " 1 o C (H (f ))) o C C V 1 ) = F " 1 o (C(H(f)) o C ^ ) )

= F " 1 o (C(HCf)) o C ( Y Z)) = (FÊ 1 o C (H (f )) ) o C ( V 2).

Desde que F^ e F^ são isomorfismos e o diagrama abaixo e comutati_

vo ,

f
A -------------------- B
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D e m o n s t r a ç ã o :

V C (H (f) ) V
CCH(A) ) -------------- >- C (II (B) ) ,

temos (f o F^^) o C ( ^ )  = (f o F ^ 1) o CfS^)*

Isto implica que



f o (F.“ 1 o COFj)) = £ o (F~X o C ( ¥ 2)).

Como f é monic, F^^ o CfH^) = F^^ o C ( ¥ 2) , e então, como FA e um 

isomorfismo, temos C(4^) = C (H' 2 D .

Portanto, HCCC^^)) = II(C(H/2)).

Pelo teorema 3.15, os diagramas abaixo são comutativos.

V ^ 2

H(A) ------------->  X H (A) ------------ >  X
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G H(A)
G X GH(A) G x

>' ' H (C ( 4' 1 ) ) >f \f H ( C ( y ?)) 'f
H (C (H (A) ) ) --------- -— ►  H (C (X) ) H (C (H (A)) ------  >  H(C(X))

P o r t a n t o ,

Gx o H' 1 = HCCCYj)) o Gh(a) =  H ( C C V 2 D) o  Gh(a) = Gx o ^ 2  .

Como G^ ê um h o m e o m o r f i s m o , então = ^ 2  ’

Logo, H(f) é epic.

b) Sejam C £ Ob(C*) e § ^ ^ 2  £-Mor(B,C) tais que g^ o f =

= g 2 o f.

Como f e epic, g-̂  = g 2>

Sejam X £ Ob (K) e 4^, 4^ £  Mor(X,M(B)) tais que

ii(f) o y 1 = H(f) o v2 .

Devemos mostrar que 4'̂  = 4^«

Como H(f) o 4^ = II(f) o ^ 2  , então

C ( V X ) o C(II(f)) = C(II(f) o Vj) = C(H(f) o 4'2) = C C 4' 2) o C(H(f)).

Sejam FA e F„ as transformações de Gelfand de A e B, respectiva - 

mente. Então,
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C C ' ^ )  o  ( C  ( í i  ( f ) )  o  F a )  =  ( C ( ' F 1 )  o  C ( I I ( f ) ) )  o  I ' A  

=  ( c  C 'F 2 )  O C  ( I I  ( f )  )  )  o  F a  =  C ( ' F 2 )  o  ( C  ( I I  ( f ) )  o  F À )  

D e s d e  q u e  o  d i a g r a m a  a b a i x o  e  c o m u t a t i v o ,  t e m o s :

A

A

C (H (A) )
C ( H ( f ))

B

C  ( H  ( B ) )

( C  ( ^ x )  o  F b )  o  £  =  C ( V 1 )  o  ( F b  o  £ )  =  C ( ' F 2 )  o  ( F r  o  £ )  =

=  ( C ( Y 2 )  o  F b )  o  f .

C o m o  f  é  e p i c ,  C  ( VF 3 o  F f i  =  C  C ^  2 )  o  F g .

S e n d o  F ^  u m  i s o m o r f i s m o ,  t e m o s  C f ^ )  =  C  ( 'F 2 )  .

P o r t a n t o ,  H Í C f H ^ ) )  =  H ( C ( H , 2 ) ) .

D e  a c o r d o  c o m  o  t e o r e m a  3 . 1 5 , t e m o s  o s  s e g u i n t e s  d i a g r a m a s  c o m u t a  

t i v o s :

¥
1

H ( B )

C,
J H ( B )

VH ( C ( ’F 1 ) )

H ( C ( X ) )  -i — >  H ( C ( I I ( B ) ) )

X -3»  I I  ( B )

JH(B)

H ( C ( V ?))
H(C(X) ) - — >■ H(C(II(B) ) )

P o r t a n t o ,

JH (B) ° ^ 1  HCCfVj)) o G x H ( C ( ¥ 2)) o Gx Gh ( B ) - > 2
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Desde que e um homeomorf i s m o , segue que - V 2 e desta for

ma H(f) e monic.

3.20. Proposição

•k *
Sejam A, B algebras C e f : A -* B um m o r f i s m o  C . Então:

a) f e monic <— > f e injetiva.

b) f e epic <=^ f é sobrejetiva.

Demons t r a ç ã o :

a) f 5 monic <==> f ê injetiva.

a.i) Se f é monic então f ê injetiva.

Sejam f € Mor(A.B) monic e H = Ker(f) + £eA * Então,

1 ) H e fechado.

Pelo teorema 3.16 f é contínua. Portanto, Ker(f) e um 

subespaço fechado de A. Como (CeA tem dimensão finita, pela p r o p o 

sição 1.1.10, II = Ker(f) + <CeA  ê fechado em A.

2) II e completo, pois e um subespaço fechado de um espa 

ço de Banach.

3) H e fechado pela involução.

Seja b £ II. Então b = a + Xe^ com a e Ker(f) e A £ í-. 

Assim, b* = a* + Ã  eA * = a* + Ã  eA .

Desde que f preserva a involução, temos que a* £ Ker(f) e desta 

forma, b* = a* + A cA £ II.

 ̂ -k
Por 1), 2) e 3) concluímos que 11 e uma sub-algebra C c de A.

★
Consideremos os seguintes morfismos de algebras C c :
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h: H -> A e g: II -> A

h(a + XeA ) = a + XeA g(a + XeA ) = XeA  .

Então, se a + XeA £  H, temos:

(f o g)(a + XeA ) = f(g(a + XeA ) = f(XeA ) = X£(eA ) = X e B .

(f o h) (a + XeA ) = f(h(a +. XeA )) = f(a + XeA ) =

= £ (a) + X £ CeA ) = XeB .

Portanto, f o g = £ o h. Como £ ê monic, temos g = h.

Assim, para todo a £ Ker(f) e X e (C,

a + XeA = h(a + XeA ) = g(a + XeA ) = XeA e desta forma, a = 0 .

Segue que Ker(f) = {0}, o que implica que f ê injetiva.

a.ii) Se f e injetiva então f ê monic.

__ *
Sejam C uma algebra C c e 4', ç € Mor(C,A) tais que

f o 'F = f o ç , Então, para todo c £ C, temos 

f (Y (c)) = f(ç(c)). Como f ê injetiva, 'F(c) = ç(c).

Logo, 4* = ç e portanto f e monic.

b) f ê epic < = >  f ê sobrejetiva.

b.i) Se f e epic então f e sobrejetiva.

Seja i: f(A) t— B a função inclusão. Então, por a) , i e

um m o r f i s m o  C c monic. Mo stremos que i e epic.

Sejam C uma algebra C e h,g e  Mor(B,C) tais que h o i = g o i.

Então se a £ A, (g o i)(f(a)) = (h o i)(f(a)). Isto implica que

(g o f)(a) = (h o f ) ( a ) . Como f e epic, g = h.

Assim, i e monic c epic.

Seja 11 ( i ) : II(B) -> II (f CA) )
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U(i) (40 = 4* o i .

Pelo lema 3.19, H(i) ê epic e monic e portanto, pela proposição 

3.17, H(i) é um isomorfismo.

Como C e um funtor c o n t r a v a r i a n t e , C(H(i)) também é um i s o m orfi s

mo. Desde que o diagrama abaixo comuta, e F. e F^ são isomorfis - 

mos ,

i
f ( A )  *• >  B

F
f (A) F

B

Y C(H(i))
C (H (f(A)) )

Podemos concluir que i é um isomorfismo. 

Assim, B = f(A) e portanto f é sobrejetiva.

b.ii) Se f é sobrejetiva entao f é epic.

*
Sejam C uma algebra C c e 4', ç €. Mor(B,C) tais que

4' o f = ç o f.

Então para todo a £ A , ^(fía)) = ç(f(a)). 

Desde que f é sobrejetiva, segue que 4* = ç . 

Portanto, f é epic.

3.21. Lema

Seja X um espaço topologico compacto. Então todo ideal 

fechado de C(X) e da forma

J = {f £ C(X); f (x) = 0 para todo x £. K},



onde K C X e fechado. Em particular, todo ideal fechado de C(X) e 

a intersecção de todos os ideais máximos que o contem.

D e m o n s t r a ç ã o :

Sejam K um subconjunto fechado de X e 

J = {f £. C(X) ; f (x) = 0 para todo x £ K} .

a) Facilmente se v e r ifica que J e um ideal de C(X).

b) J e fechado.

Sejam g £ J e e > 0. Então existe f £ J tal que

II f “ g|| < e i ou equivalentemente, sup | f (x) - g (x) | < e.

x £ X

Seja x £ K .  Então |f(x) - g(x)| = |g(x)| < c •

Como e ê arbitrário, g(x) = 0 e desta forma g £  J .

Portanto, J ê um ideal fechado de C(X).

Mostremos que se I e um ideal fechado de C(X), então existe A c X 

fechado, tal que

I = {f £  C ( X ) ; f(A) = {0}}.

Seja I um ideal fechado de C(X) tal que I / C(X). Tomamos

A = ^  g 1 (0) . Então A  é um subconjunto fechado de X. Alem dis
g e  I

s o , A f 4>.

I)e fato, suponhamos que A = (p. Então dado qualquer  x £ X, existe

g £  1 tal que g (x) f 0. Como g e contínua, existe uma vizinhan
X  X  X

ça aberta de x, U , tal que 0 ei g CU ) . Como X = KJ U e X c
X  ' X  X  v x

compacto, existem x-^.x^.-.^x^^ £  X, tais que

n
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Seja g = g . g* + ... + g . g* . Como para cada i, g £  T
X 1 X 1 n n x i

então g C  I e alem disso para qualquer x <£ X , g(x) > 0 .

Logo, existe h : X ->• [0, <»)

h(x) = 1
g(x)

e (h.g)(x) = — -—  . g(x) = 1. Isto m ostra que g e inversível e en
g U )

tão I = C(X), o que e uma contradição.

Logo, A / <p.

Mostrem os que I = {f £  C(X) ; f (A) = {0}}.

i) Pela definição de A, se g £. I então g(x) = 0 para to

do x e. A.

Portanto, I C {f €  C(X); f(A) = {0}}.

ii) Sejam f £ C(X) tal que f(A) = {0} e e > 0. Vamos en

contrar Y ^  I tal que ¥ (A) = {0}, v . f £  V (f) e y(X - U) = {1},

onde U é uma vizinhança aberta de A a ser escolhida.

Seja U = f ^(B e / 2 g ( 0 ))- Então U c uma v i z i n h a n ç a  aberta de A.

Como A = para x £ X - A, existe g £ I tal que
g e  i  x

g (x) = 1. Como g ê contínua, existe uma v i z i n h a n ç a  aberta de x,
X X

U , tal que

Ig . (y) | > 1/2 para todo y e  U ..
X  X

Como X - U = ^  U e X - U e  compacto, existem
x e  X - U x

x-,.....  x £  X - U tal que X - U C  U  U e 0 d g (U ) para to
i n j=] x i x i x i

do i .

9



Como para cada i , gx €  I então g €. I e alem disso, se
i

n
x £  U  U então g(x) > 1/4. 

i = l x i

Definimos h: X - U -*• [0, «>)

1
h (x) =

g U )

Como X é compacto e X - U C x e fechado, pelo teorema de Tietzc,

[6 , pg 149], existe uma função contínua

H : X +  [ 0 , oo)

tal que H(x) = h(x) para x £ X - U e || h|| = ||H|| .

Seja T = g.H. Como g e  I, então y €- I . A s s i m  H'(A) = {0}. Alem dis^

so, t(X - U) = {1}, pois se x €. X - U, então

Y(x) = g ( x ) .H(x) = g ( x ) ,h(x) = g(x). — —  = 1 .

g(>0

Mostremos que Y.f £  I ^  V e ( f ) .

Seja y £ X. Então

|f(y) - 0 .f)(y)| = |f(y)| |l - vCy)| .

i) Se y € X - U, então ¥(y) = 1 e assim

|£(y)| |i - v(y)| = o.

ii) Se y e u ,  existe B > 0 tal que 0 < |1 - f(y)| < B e

| f ( y ) | < e/2B.

Assim, | f (y ) | |l - ^(y) | < (c/2B).B = c/2.

Portanto ||f - 4'.f|| = sup |(f - T . f ) (y) | <e, e desta forma
y £  X



y.f € Ve (f) O  I .

Concluímos que dada qualquer vizinhanç a V e ( f ) , existe uma função 

4».f £  I tal que 4». f £ Ve (f ) .

Portanto, f £ I = I e assim o conjunto

{f € C ( X ) ; f(A) = {0}} C  I .

Em particular, todo ideal fechado de C(X) é a interseção dos

ideais máximos que o contém.

De fato, se M  é um ideal máximo de C(X), então existe x £  X tal

que

M = M = {f £  C(X); f(x) = 0}.
A

Portanto, se I ê um ideal fechado de C ( X ) ,

I = {f £  C ( X ) ; f(A) = {0}} = n  M .
x e A x

3.22. Lema

*
Sejam A  uma algebra C c e I um ideal fechado de A. Se

F = {f £ H(A); f(I) = {0}} então F é um subespaço fechado de

H(A) e I = {a £  A; f(a) = 0 para qualquer f £  F } .

D e m o n s t r a ç ã o :

Seja X = U(A). H suficiente mostrar que se J é um ideal

fechado de C(X) c F 1 = 4 4' £ 1I(C(X)); 4'(g) = 0 p a r a V  ,

Ltodo g £ J J

então F' e um subespaço fechado de I1(C(X)) e
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J = {g £ C ( X ) ;  tCg) = 0 para qualquer 4' €  F 1 } •

a) F' e fechado cm H(C(X)).

Sejam ç £ F' , e > 0 e g <£ J . Então,

V ç (g, e) n  F' t (j,.

Mas, V ç (g, e) = {n € H(C(X)); |g.(n) - g(ç)| < e }

= {n £  H (C (X)); InCg) - çCg)| < e} •

Portanto, existe C  F ' tal que |y(g) - ç(g) | < e •

Como Y(g) = 0 , temos J ç Cg) | < e *

Como e e arbitrário, ç(g) = 0 e desta forma ç €  F 1 .

Segue que F 1 ê fechado.

b) J = {g C  C ( X ) ; 4* (g) = 0 para q u a lquer 4' e. F ' }.

b.i) J C  (g € C(X); 4'Cg) = 0 para qualque r 4» € F'}.

Seja f £ J. Então, pela definição de F 1 , TCf) = 0

para qualquer V C  F 1 e assim f £  {g £  C(X); 4'(g) = 0 para todo

Y G F ’ } .

b.ii) J 3  {g £  C(X); 4'Cg) = 0 para q u a l q u e r  4* e F 1}.

Desde que J ê um ideal fechado de C(X), pelo lema

anterior, J c a interseção de todos os ideais máximos que o c o n 

tem .

Mostremos que se I = (g £  C(X); 4'Cg) = 0 para todo 4' €. F 1 } , então 

I C  J.

Seja f C  C(X) - J. Então existe um ideal má ximo M tal que J c  M e 

f <£m. Isto implica que existe 4' G. II(C(X)) tal que M = Kcr(4'). Co 

mo f <j~. M , 4'Cf) í 0. Assim, 4/ Cg) = 0 para qualquer g €. J c 4' (f) f 0 .
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Isto implica que ¥ £  F ' c ^(f) / 0.

Portanto, £ ^  I e desta forma I Q  J .

3.23. Tcorema

Sejam A uma algebra C c e I um ideal fechado de A. Se 

F = F^ e a transformação de Gelfand de A e X = H ( A ) , então

A/I S C(X)/F(I) = C ( h (I) ) , onde

h(I) = {f £  H(A) ; f(I) = {0 }} e = significa isomorfismo isometri^

co dé ãlgebras de B a n a c h , que p r e ser va a identidade.

Demons t r a ç ã o :

Desde que a transformação de Gelfand F : A  ->■ C(H(A)) e 

um isomorfismo isometrico que preser va a identidade, então

A/I = C ( X ) / F ( I ) .

Mostremos que C(X)/F(I) = C(h(I)).

Como I e um ideal fechado de A, pelo lema anterior,

h(I) = (f C H ( A ) ;  f(I) = {0}} é um subespaço fechado de H(A).

Definimos ç: C(X) -*■ C (h (I) )

ç(f) - T | h(IJ .

E n t ã o :

-jl;

i) ç e um morfismo C .

ii) ç e sobrejetiva.

Seja g €. C(h(I)). Então podemos escr ever g na forma 

g = u + iv onde u e v são funções reais.

Como 1I(A) c compacto e h(I) e fechado em H(A), então h (I ) e com-
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pacto c portanto,

u,v: h(I) -► [a,b] para algum a,b £ R ,

Assim, existem extensões contínuas u e v, sobre X = H(A), de u e 

v respectivamente.

Pelo lema anterior, a £ I e desta forma T £  F (I ). .

L o g o , K e r (ç) C  F ( I ) .

Seja 4' £ F(I). Então y = F(a), para algum a £ I.

Seja f £ h(I). Então, '{’(f) = F(a)(f) = f(a) = 0 e portanto,

= y|h(x) = °» ou s e Ía < V £ Ker(ç).

Logo, F (I) Ç  K e r ( ç ) .

Pelo teorema 2.6, ç induz um isomorfismo algébrico ç de C(X)/I;(I) 

em C(h(I)) , tal que o d iagrama abaixo comuta.

Seja g = u + iv. Então g £  C(X) e 

ç é sobrejetiva.

o que m o stra que

iii) Ker(ç) = F(I) .

Seja ¥ £  Ker(ç) C C(X). Então existe um único a £ A  tal 

que T = F ( a ) .

Assim, como ç (y) = 4* = 0, se f £ h(I) , então

0 = vCf) = F(a)Cf) = f(a).

C(X)

V

C(X)/F(J)

n
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Provemos que ç e uma isometria.

Como F: A -> C(X) ê um isomorfismo, qualquer elemento de C(X) e da 

forma F(a) para algum a € A. Assim, os elementos de C(X)/F(I) são 

da forma n(F(a)). = F(a) + F(I) e

l (F(a) + F (I)) = ç(F(a)) = F ( a ) | h ( I ) .

Sejam i € I e a £ A. Então,

sup |f(a + i) | >, sup | f Ca + i) | = sup |f(a)|

f eil(A) f £ h (I) f €. h(I)

= II FCa) || 
h (I)

Isto implica que

inf (sup | f (a + i) |) » II F (a ) |h(i)ll •

i c  I f £  H(A)

Mas ,

inf (sup |f(a + i) | ) = inf || F (a + i)||

i £ I f £ II (A) i £ I

= inf || F (a) + F (i) || = ||F(a) + F(i)|| C (X)/F(I) *

i £ I

Logo, || ç (F (a) + F (I) || = || F (a) | h (l) || $||F(a) + F(I)||

e desta forma, ç e decrescente em norma.

Sejam a €. A e e > 0. Escolhemos

U = (f £ II (A) ; | F (a) (f) | < ||F(a) |h ( I ) || + e }

aberto cm H(A). Então h(I) C  IJ.

Escolhem os b £  A tal que para todo f £  H ( A ) , 0 ^ F(b)(f) ^ 1, 

F(b)(f) = 1 se f £ h (1) e F(b)(f) = 0 se f £11 (A) - IJ.
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Então, para qualquer f €  h(I),

F(a - a.b)(f) = f(a - a.b) = f(a) - £(a).f(b) = f(a) - f(a) = 0 .

Pelo lema anterior, a - a.b €  I e então a + I = a.b + 1.

Assim, || F (a) + F CI) || = || a + I|| = ||a.b + I|| $ ||a.b||

= || F C a . b ) || = sup |f(a.b)| = sup |£(a).£(b)| < sup |f(a)|

£ 6 H (A) f  £  II CA) f  £ II

^ II ]'Ca) | h (i)II + G *

Como e é arbitrário,

IIF Ca)- * F(I)|| 6 l|F(a)|h(I)|| = || ç (F(a) * F(I))||

Segue que ç ê uma isometria.

Provemos que ç preserva a identidade.

Seja 1 a identidade de C(X). Então 1 + F(I) e a identidade de

C(X)/F(I) e ç (1 + F(I)) = ç(l) = <lue e a identidade de

c ( h C D ) .

3.24. C o r o l á r i o

Se A ê uma álgebra C* e I e um ideal fechado de A tal

que I = 1 ,  entao A/I e uma algebra C .

Demons t r a ç a o :

Definimos uma involução cm A/I por 

(a + I) * = a * + 1 .



a) * c bem definida.

Sejam (a + I), (b + I) €  A/I tais que a + I = b + I . En

tão a - b € i. Como I* = I, (a - b )* = a* - b * £ I .

L o g o , a* + T  = b * + I.

b) Não 5 difícil verificar que * satisfaz as condições 

de i) a iv) da definição 3.6.

c) Seja F a transfor mação de Gelfand de A. Pelo teorema 

anterior, existe um isomorfismo isometrico h: A/I -> C(h(I)), que 

é dado por h = ç o y onde

y: A/I - C(H(A))/F(I) e ç: C (H (A) ) /F (I ) - C(h(I))

y(a + I) = F(a) + F C l )  ç ( F ( a )  + F(I)) = F ( a ) | h ( I )  .

Não e difícil verificar que h p r e s e r v a  a involução acima d e f i n i 

da. Assim,

|| (a + I) *|| = || h C Ca + I)*)|| = || Ch(a + I))*|| = ||h(a.+ I)||

= || a + I|| , e

|| Ca + I ) ( a  + 1 3 *11= | | h ( ( a  + I )  ( a  + I ) * ) | |  = | | h ( a  + I ) . h ( ( a  + I ) * ) | |

=  || h  C a  +  I ) . ( h ( a  +  I D  D * | |  =  || h  C a  +  I )  || 2  =  || a  +  I | |  2  .

Logo, A/I e uma álgebra C* .

3.25. Teorema

Sc f: A  + B c um homorfismo de ãlgebras C* , i n je 1 1v o , 

então f e uma isometria.

Demons t r a ç ã o :

9 0

Seja a G A .  Pelo teorema 3.16, ||f(a)||  ̂ || a||



Assim, só necessitamos provar que ||a||  ̂ ||f(a)||.

£ suficiente provar para a £ A tal que a = a* , pois se a e um eÍ£

^ —

mento qualquer de A, a.a e a u t o - a d j u n t o , e assim

II f (a) II 2 = ||f(a).f(a)*|| ■ ||f (a) . f (a*) || - ||f(a.a*)||

S || a . a * || - j| a|| 2 .

Suponhamos que a £ A  e auto-a d j u n t o .

Seja A fl a algebra gerada por Ca + Ce^. Então A g e f ( A a ) são ãlge-

•fc ^  ^
bras C e desta forma f: A  f(A ) e um m o r f i s m o  C injetivo.

C  C L C L  C

Usando as proposições 3.17 e 3.20 e o lema 3.19, concluímos que

H(f) : H ( f ( A a )) - H ( A a )

y -+■ y o f

e sobrejetivo.

 ̂ ^
Como a = a , f(a) = f(a ) = f(a) e portanto,

|| f (a) || = p (f Ca) ) = sup | f (f (a)) | = sup ' |h(a)| = ||a||.

f e H ( f ( A a )) h £  H ( A a )

Segue que ||a|| $ ||f(a)|| e portanto f é uma isometria.

3.26. Teorema

Seja f: A  B um homomorfis mo de ãlgebras C c .

Então f(A) e fechado em B, A/Ker(f) 5 uma algebra C* e existe um

isomorfismo ç , de ãlgebras C* , tal que o diagrama abaixo comuta

f
A

n

A / K e r ( f ) -> f (A)



Seja b £  (Kcr(f))*. Então b - a*, para algum a £ Ker(f). 

Assim, f(b) = f(a*) = f(a)* = 0  e portant o b e Ker(f). Isto im

plica que (Ker(f))* = Ker(f).

Pelo corolário 3.24, A/Ker(f) e uma álgebra C* .

Pelo teorema 2.6, existe um isomorfismo algébrico

ç : A/Ker (f) f(A)

tal que o diagrama acima comuta.

Mostr e m o s  que ç e um morfism o C c .

Seja a + Ker(f) 6lA/Ker(f). Como f (a) * = f(a*),

(ç(a + Ker(f)))* = (f(a))* = f(a*) = ç(a* + Ker(f)) =

= ç ( (a + Ker (f)) *) .

Portanto, ç preserva a involução.

Alem disso, ç preserva a identidade.

_ — ^

Logo, ç e um morfismo C .

Provemos agora que f(A) e fechado em B.

Seja b e. f (A) . Então existe uma seqllência (an )n em A tal que

f(an ) -*■ b. Como ç: A/l -*■ f (A) e um m o r fismo  C* injetivo, então p£

lo teorema anterior, ç e uma isometria.

Portanto, (ç c uma seqliência de Cauchy em A/Ker(f).

Desde que A/Ker(f) e álgebra C * , existe b ’ em A/Ker(f) tal que 

ç_ 1 (f(an )) - b' .

Como ç e contínua, f (an ) -> ç (b 1) e portanto, 

ç ( b’) = b.
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D e m o n s t r a ç ã o :



Logo, b £  f(A) e desta forma f (A) e fechado cm B.

3.27. Proposição

Se I e um ideal fechado de uma ãlgebra C * , então I c in

volutivo, isto e, I* C  I.

D e m o n s t r a ç ã o :

Sejam A  uma ãlgebra C* e I um ideal fechado de A. Lntão 

pelo lema 3.21, I ê a interseção de todos os ideais máximos que o 

contem. Assim, ê suficiente m o s t r a r  que M* C  M, onde M c ideal má 

ximo e I C M.

Seja M  um ideal máximo tal que I C M .  Então existe f £  H(A), tal 

que M  = Ker(f). Seja a £ M. Então, conforme vimos na demonstr ação 

do teorema 3.13, podemos escrever a na forma a = a-̂  + i a 2 onde 

a-̂  e a^ são a u t o - a d j u n t o s .

A s s i m ,

f ( a * ) = f ( ( a 1 + i a 2)*) = f ( a x - i a 2) = f ( a 1) - i f ( a 2)

= (f(a^) + i f ( a 2))* = (f C a )) * = 0 e portanto a* M.

Segue que I* c  I .

3.28. Teorema

Sejam A uma ãlgebra C * , B uma sub-ãl gebra C* de A c 1

um ideal fechado de A. Então B + 1 e uma sub-ãlgebra C* de A c

B + 1/1 = B/B n  I, onde = e um isomorfismo C * .

9 3



 ̂ ^
a) B + I e uma sub-algebra C c de A.

a.i) Sejam z ,w £  B + I e A £- £. Então,

z = b + i e w = c + j, com b , c €. B e i , j e .  I .

Ass i m ,

z + w = (b + i) + (c + j) = (b + c) + (i + j) € B + I.

A z = X (b + i) = Xb + Ai <=. B + I .

z.w = (b + i) Cc + j) = b.c + (b.j + i.c + i.j) £  B + I.

Logo, B + I ê uma su b-algebra de A.

a.ii) Seja z € (B + I) . Então z = (b + i) para algum

b £  B e i £  I. Desde que B ê sub-a lgebra C* de A

e I ê um ideal fechado de A,

z = (b + i ) * = b *  + i * € B + I .

Portanto, B + I e uma sub-algebra involutiva de A.

a.iii) B + I/I c fechado em A/l.

Seja n : A -> A/I a função natural e seja y = n | ̂ . Então

_ —  ̂ .
Y e um m o r f i s m o  C c e desta forma, pelo teorema 3.26, ^(B) e fecha

do .

Desde que y(B) = B + I/I , segue que B + I/I e fechado cm A/l. 

a.iv) B + I e fechado em A.

Seja x £  B + I. Então existe uma seqllcncia (b ) n c  B + 1

tal que b^ ->• x. Como n c contínua, n ( b n ) = b + I -+ x + I e assim

x + I €. B + I/I. Isto implica que x + I = b + I para algum b £  B

e p o r t anto x - b €  1 para algum b £  B.

9 4

Dcmons t r a ç ã o :
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Scguc que x £ B + I .

Concluímos que B + I e uma su b-algebra C c de A.

b) B + I/I = B/B n  I .

Pelo teorema 3.26, temos o seguinte diagrama comutativo,

B

V
B/Ker (H')

H'
-> A/I 

Á

-»■ V(B)

onde r ê um isomorfismo C . 
s c

Desde que Ker(Y) = B r\ I e H'(B) = B .+ I/ 1 , segue que 

B/B n  I = B + l/l.

3.29. Corolário

A soma de dois ideais fechados de uma álgebra C , e um 

ideal fechado.

Demons t r a ç ã o :

^  *
Sejam A  uma algebra C c e I,J ideais fechados de A. En- 

tao J = J e assim J e uma sub-algebra C c de A.

Logo, pelo teorema, J + I e fechado cm A.

3.30. Construção do espaço quociente X/F

Sejam X um espaço topologico compacto, F um subconjunto
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fechado de X,

X/F = {x £  X; x £  F} U  {F} = (X - F) U  {»}

e H : X - X/F

x se x

n (x)
se x G. F ,

T o p o logizamos X/F da seguinte forma:

Se y G X/F e y f oo, isto ê, y £  X - F, então uma v i z i n h a n ç a  de

y em X/F coincide com uma v i z i n h a n ç a  de y em X . Se y = <=°, então 

as viz inh a n ç a s  de y são da forma (U - F) U  {°°} ; onde U ê uma v i 

zinhança de F em X.

Assim, a topologia de X/F é a topologia co-ind u z i d a  pela função 

n, isto e, a mais fina das topologias sobre X/F que torna a fun

ção n contínua, X/F e o espaço quociente de X por F e a topologia 

de X/F e a topologia quociente.

Observam os que como X ê um espaço compacto, o mesmo ocorre com

3.31. Propos i çao

Sejam X um espaço topologico compacto, F um subconjunto 

fechado de X,

X/F.

Cp = {f £  C (X) ; f | f. = 0}

e

Co = {g £  C ( X / F ) ; g (F) = g(») = 0}.
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a) Cp c uma sub-algcbra C c dc C(X).

b) C c uma sub-ãlgebra C* de C(X/F).

Alem disso,' a função

^  C o - C F

ç(g) = g o n 

é um isomorfismo isometrico de algebras C .

D e m o n s t r a ç ã o :

1) Pelo lema 3.21, Cp ê um ideal fechado de C(X). As- 

sim, pela proposição 3.27, Cp e involutivo, isto e, Cp C  Cp.

Logo, Cp e uma sub-algebra C c de C(X).

2) Como X/F e compacto, {«>} C  X/F e fechado e então,

pelo lema 3.21, C e um ideal fechado de C(X/F). Portanto, pela

k  ~ ^ 
propos ição 3.27, C q C  Cq e desta forma C Q e uma s u b-algebra C’c

de C ( X / F ) .

3) ç : G 0  Cp j ç(g ) = g o T-j é um isomorfismo i s o m c t n  

Co de algebras C*.

i) ç c bem definida.

Seja g £  Co . Então para todo x £ F,

ç(g)(x) = ( g  o n) (x) = g  (n (x)) = g O )  = 0 .

Logo, ç  C g )  |p = 0  e portanto ç(g) G  Cp.

ii) Não é difícil verif icar que ç e um h o m omorfis mo de

E n t ã o :



ãlgebras C*.

iii) ç e injetiva.

Sejam f ,g G  C Q tais que f f g . Então existe x G  X/F tal

que g(x) /'f(x). Como g( oo ) = 0 para todo g G  C , então x / <*>, ou

seja, x G  X - F .

Ass i m ,

ç(g)(x) = (g o n)(x) = g(x) í f(x) = (£ o n)(x) = ç(f)(x) e desta 

forma ç(f) / ç ( g ) .

•iv) ç ê sobrejetiva.

Seja h G  Cp. Tomamos,

g: X/F -* C

g(x) = h(x) se x G  X - F

g C ° ° )  =  0

Então, como h|p = 0 a função g e. C(X/F) e alem disso, ç(g)

= g o n = h , o que m o s t r a  que ç e sobrejetiva.

v) ç 5 uma isometria.

Como ç e um h o momorfismo  de ãlgebras C , então pelo teo 

rema 3.25, ç é uma isometria.

Segue que ç e um isomorfismo isometrico de algebras C .

3.32. Teorema

Seja I um conjunto qualquer. Se (A^)^ £ j e uma família 

de algebras C * , então (A^)^ £ j possui um p r oduto na categoria
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D e m o n s t r a ç a o : 

Se j  a

n A .  = { ( a . ) . ^ - T £ . í  A  ;
- - T 1 L v 1 7 1 £  I 1 £ 1
1  £ I

sup || a j  < oo } ,

i £ I

onde X A. e o produto cartesiano da família (A-)- ^ T
. ^ T i 1  ̂ i £  I
i £ I

Definimos em II A. as seguintes operações:
i e I 1

(a-)- r- T + (b •) • ^ T = (a - + b.)- ^ T ̂ i J i £  I  ̂ i J i £ I v i i J i £. I

Com estas operaçoes, II A- ê uma álgebra.
i £  I 1

Definimos ainda uma norma e uma involução em H A - , como
i £  I 1

II Ca±) i £ j|| = sup || a j  

i £ I

Com estas estruturas, n A. e uma álgebra C .
i £ 1 1 c

Para cada j £ I, definimos

segue:



1Ü0

» j í V l  £ I = a j

*** r  *Então, para cada j £ I, ttj e um m o r fi smo C c .

Mostremos que ( JI A., (u •) • T) ° um P roduto para a família
i £ I 1 1 J 1

(A. ) • C T *v i e. i

Sejam B uma álgebra C* e (g.: B -+.A.) ■ , T uma família de morfis^
C  1 1 1  ' —■ 1

mos C*. 
c

Definimos g : B ->-11 A.
i  I  1

g(b) = (gi (b))i G  j .

a) g está bem definida.

*
Como para todo i £  I , g ■ e um m o r fismo C c , pelo teorema

3.16, temos

||g.(b)|| $ ||b|| para todo b £  B. Isto implica que

|| g (b) || = sup || g. (b) || ^ || b || < co e então g (b) € n A. .

- , t i £  I1 £ 1

b) g e um m o r f i s m o  C^.

c) Para todo j £  I, tíj o g = g j .

d) g e ünica.

Suponhamos que existe outro morfismo C , h: B -> H A.
i I

tal que ir. o h = g^ para todo i £  I. Então, para todo b £  B e

i  e  I ,  T T i ( h ( b ) )  =  g j  ( b )  .

Assim, para todo i £  1, a i-esima coordenada de h(b) c igual a

i-esima coordenada de g(b) e então g(b) = h(b).
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Segue o teorema.

3.33. Teorerna

Sejam I um conjunto qualquer e (Ai ) i £  l uma família

de ãlgebras C c . Então (A^)^ £ j possui um coproduto na catcgo-

i- * r i a C . 
c

D e m o n s t r a ç ã o :

Seja K a categoria dos espaços topológicos compactos. 

C o n s ideremos a família de objetos (H(Ai ) ) i £ j de K, Sejam

CP, Cttí ) í g  j ) o seu produto em K, A  = C(P) e para todo i e  i,

= C ( tt^) o PA  , onde F^ é a transformação de Gelfand de A ^ .

Então, para todo i € I, t - é um morfi s m o  C*.
i c

Mostremos que (A, (t^)^ e  j) constitui um coproduto para a farní- 

lia CAj Jj e j.

Sejam B uma ãlgebra C* e Cg±: A i ■* B). £ uma família de morfis-

*
mos C . 

c

D e f i nimos  g : A -*■ B como segue:

Para cada i, U(g^) : II(B ) H ( A ^ )

H ( g i) (¥) = Y o g i

e um m o r fi smo em K. Assim, existe um único morfismo 

h: H(B) ->- P de K, tal que H(g^) = o  h para todo i €. I .

Seja g = Fg o C(h), onde F R c a transformação de Gelfand de B.

a) g: A B 5 um morfi s m o  C* .
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b) Para todo i ^  1, gj = g o t -  

Consideremos os seguintes diagramas

h
I 1 ( B ) - > P

(1)
*i

O diagra ma (1) e o diagrama do produto em K, p o r tanto e c o m u t a t i 

vo .

A = C CP)

( 2 )

Desde que o diagrama (1) comuta o mesmo ocorre com o diagrama (3) 

Pelo teorema 3.15, o diagrama (4) e comutativo.

Portanto, temos:

g. = f " 1 o  C (11C g j)) o Fa = F B 1 o (C(h) o C(TTi»  o Fa _ .=
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^ - 1
= (Fb o C (h)) o (C (ir ̂ ) o PA ) = g o para todo i e. I .

c) g é unica.

* r
Suponhamos que existe outro m o r fismo C c , f: A -+ B tal 

que f / g e g ^ = f o i ^  para todo i £  I.

Então, em diagrama, temos:

A

Passando para a categoria K, temos o seguinte dia grama comutativo

II(Ai ) <£-
H(xi)

H (A)

H(f)

Como f I g então H(f) í H(g).

Seja Cp: P ■* H(C(P)) = 1I(A) o h o m e omorfism o natural (Definição 

3.12). Então,
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cada diagrama acima ê com uta t i v o  e portanto, se

H» = G " 1 o H (g) e ç = G “ 1 o H(f)

temos o seguinte diagrama comutativo:

Como H(f) f H(g) então ç f y , o que e uma contradição, pois o dia. 

grama acima e o diagrama do produto da família de espaços 

(H(Ai ) ) i €  j em K.

Segue que f = g.

No Teorema 3.33, nós provamos que existe coproduto na

*A‘
categoria C c< Dem onstraremos que, no caso finito, o coproduto

coincide com o produto tensorial. Para isto, pre cisamos construir

^  *
o produto tensorial de algebras C c .
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3.34. Construç ão do produto tensorial de duas ãlgebras

Sejam A e B ãlgebras. Desde que A e B poss uem estrutura 

de espaço vetorial, podemos formar o espaço vetorial A 8  B.

Definimos uma m u l t i p l i c a ç ã o  em A 0 B , da seguinte forma:

(a ̂ ® b ̂ ) . (a 2 0 b ̂ ) = a i * a 2 ® b i *b

ou de m a n eira geral, por:

n n
( E a. 0 b . ) • ( E a- ® b .) = E a. .a. @ b . . b .
i=i 1 1 j=i j y  i,j 1 j 1 j

Precisamos verificar que esta m u l t i p l i c a ç ã o  é b e m  definida, ou se 

ja, que a função

g: (A 0 B) X (A 0 B) -*■ A 0 B

(a^ 0  b ̂ , a 2 0  b 2 ) -* a i * a 2 ® b l ‘ b 2

é uma função bilinear b e m  definida.

Desde que ® e m u l tiplicação em ãlgebras são funções bilineares, 

se fixamos a 2 e b ? , então a função

Y : A X B -> A ® B

4* ( a i , b i ) = a 1 . a 2 ® b 1 . b 2

e bilinear.

Assim, como vemos no diagrama abaixo, a função



106

e linear.

®

« 1

V
A ® B

Similarmente, g 2 : A ® B ■> A ® B

a 2 ® b 2 -»■ a i , a 2 ® ^ 1 * ^ 2

e linear.

Portanto, g: (A ® B) X (A ® B) -*■ (A 0 B)

g(a^ 0  b ^ , a 2 ® b 2) = a ^ . a 2 0  b ^ . b 2

é uma função bilinear bem definida e desta forma, define uma m u l 

tiplicação em A 0 B .

Com esta multiplicação, A ® B torna-se uma algebra, chamada o pro 

duto tensorial das algebras A e B.

3.35. Lema

Sejam A,B e C algebras e ¥: A X B -* C uma função b i l i 

near tal que T ( a ̂ . a 2 , b ̂ * b 2 ) = H' ( a ̂ , b ̂ ) . y ( a 2 ,b2).

lintão a função ç : A ® B C , induzida pelo p r oduto tensorial e um

h o m o m o r f i s m o  a l g é b r i c o .

A X B — --------------- >  A 9 B



Dcmons t r a ç ã o :

Basta mos trar que ç respeita o produto.

Sc (a^ ® b^) , (a2 ® b 2) £ A  ® B, temos:

(1) C ( (a x 0 b 1) . (a 2 0 b 2)) = ç(a1 .a2 ® b 1 .b?)

= M7 (a 1 . a 2 , b 1 -b9) .

(2) ç (ax 0 b 1 ). c ( a 2 0 b 2) = Y ( a 1 ,b1 ) . Y ( a ? , b ?) =

= T (a x .a 2 , b 1 .b?) .

Por (1) e (2) segue o lema.

3.36. Lema

~k _ _
Sejam A e B algebras C . Entao existe uma i n v o l u ç a o  em

A 0 B, tal que (a 0 b)* = a* 0 b*.

Demons t r a ç ã o :

_ _
Sabemos que se A e B são algebras C , entao e x i s t e m  e s 

paços top o l o g i c o s  compactos X e Y, tais que A e isomorfo a C(X)

e B c isomorfo a C(Y). T r a b a l h a r e m o s  então, com C(X) e C(Y). 

De f inimos uma função ç de C(X) 0 C(Y) cm C(X x Y) da s e g u i n t e  for 

m a :

Seja : C(X) x C(Y) C(X x Y)

n f , g )  = f.fi ,

omle f . g : X x Y -> C
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(f .g)(x,y) = f ( x ) .g(y) .

i ) 4' e bilinear.

A verificação não c difícil.

ii) ¥ satisfaz as co ndições 1) e 2) do Lema 1.2.8. 

Verifiquemos a condição 1).

Sejam {f ^ ,f  ̂>•••>fn ) £  C(X) um conjunto linearmente in 

dependente e {g^ , g  ̂,...,g n } C  C(Y) um conjunto qualquer, tais 

que

n

E T Cf d .gj) = 0 
i = l 1 1

Seja (x,y) €. X x Y com y fixo. Então,

Z Cf;-g,) Cx,y) = 0 . 
i=l 1 1

Isto implica que

f 1 Cx).g 1 Cy) + ... + fn (x).gn (y) = 0 .

Como as funções f ^ , i = l,2,..,,n são linearmente independentes 

e x e qualquer, então

gjíy) = s 2 (ŷ > = • • ■ = s n (y) = 0 •

Fazendo variar y, temos

Si “ S 2 = ■ 8 „ “ ° ■

Similarmente, verifica-se a condição 2).

iii) 4< respeita o produto.



A v erificação e fácil.

iv) Pela definição de produ to tensorial, existe uma úni

ca funçao linear

ç: C(X) 8  C(Y) -> C(X x Y)

que torna o diagrama abaixo comutativo.

C(X) x C(Y) >  C(X) 0 C (Y)

V
C(X x Y)

A l e m  disso, pela proposição 1.2.10, ç ê injetiva e pelo lema 3.35, 

ç é um homomorfismo algébrico.

Definimos uma involução em C(X) ® C(Y), através da função ç , como 

s e g u e :

Se u £  C(X) ® C ( Y ) , então

onde a última * e a involução em C(X x Y ) .

a) A involução e b e m  definida.

Desde que ç e injetiva, e suficiente m o st rar que

ç ( u ) <£. I m ( rj .

Seja u G.C(X) óó ('(Y). Suponhamos que u = f 8  g. Sejam

v = f * ® g* e (x,y) £ X  x Y. lintão,
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(ç(v))(x,y) = ç(f* 0  g*)(x,y) = 4'(f * , g*)(x,y)

= (f*.g*)(x,y) = -f* ( x ) .g*(y) = f(x).gCy) = £(x).g(y)

= (f.g) (x,y) = 4'(f,g) (x,y) = 4; (f , g) * (x ,y)

= c Cf ® g)*(x,y) = ç ( u ) * ( x , y ) .

Portanto, ç (u) * = ç (v) e alem disso,

( f 0 g ) * = f * 0 g *  .

b) * e uma involução.

Sejam u,v. <£.C(X) 0 C(Y) e X £ I .

i) u* * = (u*)* = u.

ii) (u + v ) * = u* + v*

Como (u + v ) * = u* + v* «=> ç ( (u + v)*) = ç(u* 

ç((u + v)*) = (ç(u + v ) ) * = (ç(u) + ç (v ) ) * = ç Cu) * + ç (v)

= Ç ( U * )  + Ç ( V  * )  = Ç ( U * + V * ) ,

então (u + v ) * = u* + v * .

i i i) Similarmente, prova-s e que (Xu)* = Xu* e 

(u.v)* = v * . u * .

Desde que cada algebra C c e isomorfa a C(X) para algum X,

o lema.

Através da função ç do lema anterior, tambem 

tornar C(X) 0 C(Y) uma algebra normada, definindo

II u l! = || ç Cu) || para todo u G-C(X) 0 C(Y).

Desde c|ue ç e injetiva, a norma estã bem definida.

Alem disso, se (f,g) £.C(X) x C(Y), então

segue

podemos



II f « gll = llfll . Ilfill .

Desta forma, C(X) ® C(Y) c uma álgebra normada com involução.

Então, se tomamos o completamen to de C(X) ® C(Y), que denotamos

por C(X) » C(Y), temos uma álgebra C*.

Mostremos agora, que C(X) 8  C(Y) c isomorfo a C(X x Y) , ou seja, 

que C(X x Y) e um completamento de C(X) © C(Y).

C onsideremos a função ç: C(X) 8  C(Y) -> C(X x Y) , do lema a n t e 

rior. Temos:

a) ç 5 injetiva.

b) Im(ç) = C (X x Y) .

Seja C = Im (ç) = Im(y), onde y: C(X) x C(Y) -> C(X x Y)

(f,g) f.g

e a função usada no lema anterior.

i) C separa os pontos de X x Y .

Sejam (x1 , y } ) , (x2 ,y2) £  X x Y tais que (x 1 ,y1 ) f (x2 ,y7). 

Então x^ f  x 2 ou y^ f  y

Suponhamos que x^ f x 2> Pelo teorema de Tictze [ 6 , pg 149] , e x i s 

te f € C (X) tal que f(x-j) = 1  e = °*

Tomamos g : Y -*■ C 

g(y) = 1 •

Então ,

V (f,g)(x 1 ,y1 ) = f ( x 1 ) . g ( y 1 ) = 1 f ü = T(f,g)(x 2 ,y2 ) .

ii) 1 £ C, onde 1 é a identidade de C(X x Y) .

iii) Se h £  C então h* €. C.

111



Seja h £  C. Então existe uma seqüência (fn *fin )n £  I m (. H') tal que

Como a involução é contínua,

(£ .g )* -> 
v n n

Mas, (fn -gn )* - f*.g; = '‘'Cf* ,g*J

e portanto, h C  C .

Pelo teorema 3.11, concluimos que

Im(ç) = C = C(X x Y ) .

c) ç é uma isometria.

Portanto, C(X) ® C(Y) e isomorfo a C(X x Y)

O b s e r v a ç ã o :

 ̂ St *
Desde que toda algebra C c e isomorfa a C(X) para algum

r.  ̂ ^

X, se A  e B sao algebras C , o mesmo ocorre com A  0 B.

3.37. Teorema

Sejam A e B algebras C . Então (A 8  B, a, 3), onde

a : A -*■ A ® B e 3 : B -> A ® B

a ( a ) = a ® l  3 (b) = 1 ® b

constitui o coproduto de A e B na categoria C * .
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Primeiro observamos que a e $ são funções de A e B em 

A ® B, respectivamente. Porém, como A ® B ç  A ® B, se i: A 10 B ^  

A <â B c a  função inclusão, poderíamos tomar i compost a com a e 

i composta  com 3 , o que não fazemos apenas por c omodidade  de nota 

ç ã o .

Observamos também, que levando em consideração o que dissemos aci 

ma, a e 3 são m orfismos C*.

Sejam A e B ãlgebras C* e (A © B , i ., i^) o seu coproduto.

Então, dados os mor fismos C* , f: A  •> D e g : B D , existe um ú n i 

co m o r f i s m o  Y : A © B D tal que o diagrama abaixo comuta.

iA  iB
A ------------ A © B --------------- B

D e m o n s t r a ç a o :

Mo s t r e m o s  que (A ® B , a, B) satisfaz as condições da def inição de 

coproduto. Para isto, vejamos que dado o diagrama abaixo, existe 

um único morfism o ç que o torna comutativo.

Se j a i a  • i £ '• A x B -*■ A ©  B



Nao c difícil verificar que é bilinear.

Seja a . p : A x B  -> A ® B

(a . 6 ) (a ,b) = a (a) . 3 (b) .

Então a . B = ®

Pela definição de produto tensorial, existe uma única função 

near ç que torna o diagrama abaixo comutativo.

a • B
A x B ------------------->  A ® B

Ç

V
A  ® B

Alem disso, conforme vimos na d e monstraç ão do lema 3.34, ç 

m o r f i s m o  C .

T e m o s ,

(ç o a)(a) = ç(a ® 1) = CiA -iB ) C a ,1) = iA ( a ) . i R (l) = iA (a)

U  o B) 0 0  = ç(l ® b ) = (iA -iB )(l,b) = iA (l).iR (b) = iB (b)

Logo, existe e e único o m o r f i s m o  ç que torna o d i a gra ma (2) 

t a t i v o .

Reunindo (1) e (2) num so diagrama, temos:

c um

comu
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A
a

-> A 8  B <-

e podemos então concluir que (A ® B , a , 8 ) é o coproduto de A e B

3.38. Construção da categoria Iq, das classes de isomor 

fismos de q .

Seja q uma categoria. Podemos construir uma nova catcgo 

ria, que denotamos por Ia , como segue:

Os objetivos de Ia são as classes de equ ivalência por isomorfis - 

mos dos objetos de q. Assim, B ê um objeto de Ia se e somente se,

A Ç_ Ob (q) ; A ê isomorfo a C, onde C é.Ob(q) e

C ê fixo.

B = B c = -1

Para definir os morfismos de Itt, necessitamos ex pli c i t a r  o que

significa dizer "os mor fismos f e g de q são isomorfos".

Sejam f : A -* B e g: A 1 -* B' morfismos de q. Dizemos que f e iso

morfo a g, e denotamos por f - g, se existem isomorfismos

V : A -> A 1 e ç : B -> B ' tais que o diagrama abaixo comuta.

A

V

A'
V
15 ’
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Não é difícil ver que - e relação de equivalência no conjunto de 

rnorfismos de a.

Denotamos por [f] a classe de e q uivalên cia de f. Então,

[f ] = Í8 ; fi e isomorfo a f} .

Podemos agora, definir os rnorfismos de Ia . Sejam B-^,B? objetos de 

la . Na categoria Ia , um m o r fismo de B-̂  em B 0 é uma classe [f] tal 

que f £ M o r a (A^,A2) P ara a l S unl £ Bj e £ B^. Assim,

=  ̂ [f] ; f £ M o r a (A^,A2) para algum A-̂  C  B-̂  ê >- .

Definimos a composição de rnorfismos na categoria Ifl por

[f] ° f.s] = [f ° s] onde f e g são representant es das 

classes e Im(g) = Dom(f).

Os axiomas de categoria são satisfeitos e esta nova categoria, 

obtida a p ar tir de A , ê chamada categoria das classes de isomor - 

fismos de A.

Ob s e r v a ç ã o :

Muitas vezes confundimos uma ca tegoria a com Ia , identi 

ficando objetos e rnorfismos isomorfos cm a. Outras vezes, Ia com 

a, através de uma escolha natural dc algum rep resentante de cada 

classe. Vamos exemplificar isto, tomando as categorias C* e K. 

Seja A uma ãlgebra C*. Então A é naturalmente isomorfo a C(1I(A)), 

sendo que 11 (A) é um espaço topologico compacto. Portanto, existe 

X Ê O b ( K ) ,  tal que A ê isomorfo a C(X). Além disso, se A é isomor 

fo a C(X) e A ê isomorfo a C(Y), então X e Y são homeomorfos.



Neste caso, nos identificamos X e Y, dizendo que A é isomorfo a 

um ún i co C (X ) .

3.39. D u a l i dade

Consideremos uma categoria a. A categoria dual de a, 

ê uma categoria a*, cujos objetos estão em corre s p o n d ê n c i a  biuní- 

voca com os objetos de a e cujos morfismos  estão cm c o r r e s p o n d ê n 

cia b i u n í v o c a  com os de a. Além disso, se A* denota o objeto de 

a* que esta cm correspo ndência com o objeto A de a, e f* é o mor- 

fismo de a* correspondente ao m o r fi smo f de a, então:

i) f € Mor (A ,B) = >  f* £ M o r ( B * , A * ) .

ii) (idA )* = idA *-

iii) (f o g )* = g* o f * .

Isto significa que uma categoria a* ê dual de a , se existe um 

funtor contravariante e b i j etivo de a em a*.

3.40. Exemplos de Categorias duais

1) Sejam a uma categoria e A Q £  Ob(a) fixo. Definimos

uma nova cate goria a*, como segue:

i ) A* é um objeto de a*, se A* = Mor (A,Aq ) para algum

A £ 01) (a) .

ii) Se A* c B* sao objetos de a, entao um morfismo í* 

de A * em B * , é definido por:

f*: A* = Mor(A,A ) > B* = M o r(B,A )
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f * Cg) = g O f ,

onde f £  M o r (B ,A ) .

Assim,

Mor (A* , B* ) = {£*: A* B* ; f £ Mor (B , A) } .

iii) A composição 5 a composição usual de funções. 

a * assim definida c uma categoria.

Alem disso, se definimos F : a -* a*, por:

F(A) = A* para todo A  £ Ob(a)

e F(f) = f* para todo m o r f i s m o  de a,

então F e um funtor contravaria nte sobrejetivo de a em a*.

Se impomos para a categoria a, a condição:

Dados A £  Ob(a) e dois elementos a,b £  A, existe u m  mor fi s m o

g £  M o r ( A , A Q ) tal que g(a) f g(b), então o funtor F t orna-se inje 

t i v o .

Podemos então concluir que a e a* são categorias duais.

2) A dualidade das categorias K e C * .

*   _
Estritamente falando, as categorias K e C c nao sao

duais, porque

C : K + C*
c

X -* C(X)

f C(f)

e um funtor contravariante injetivo, mas não e sobrejetivo.

—  *
Porem, se identificamos as categorias, K com I, e C com 1,-.*,

° k c C.
c
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então o funtor C torna-se sobrejetivo, e desta forma,, podemos d i 

zer que K e C* são duais.

3) Suponhamos que a = C * . Podemos construir categorias 

duais de a, através da técnica usada no exemplo 1). Se tomamos

A q = C c identificamos a cate goria K com 1^, então K tem a forma

de uma categoria dual construída  assim.

De fato, se construímos a categor ia a* tomando A = (E, conforme

o exemplo 1), um objeto A* € Ob(a*) ê dado por

A* = Mor *(A,(C) = H (A) 
c

e um mor fismo f* £ Mor(B*,A*) ê definido por 

F*: B* -v A* 

f * (40 = 4/ o f , 

onde f € Mor(A,B).

-- "k 
Assim, f* = II (f) onde f : A -> B e um m o r fismo  C .

Como na categoria 1^, um objeto X e igual ao objeto H(C(X)) c um

morfismo f 5 igual ao m o r f i s m o  H(C(f)), se identificamos K com ] 

então podemos dizer que a categoria K coincide com a categoria a*.

3.41. Algumas considerações

Sabemos que se duas categorias a e a* são duais, então 

existe uma correspondência b i unívoca entre elas, es tabelecida por 

um funtor contravariantc. Afirmaçõ es validas cm uma, de certa for 

ma são preservad as pela dualidade, estando cm corresp ondência com 

afirmações validas na outra.
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Por exemplo, se f e um m o r fismo monic cm a, então f* c 

um m o r f ismo epic cm a*. Sc f e epic, então f* é monic. Sc f é um 

isomorfismo então f* também o é.

Se um conceito é definido por um di agrama na categoria 

a, então na categoria a*, o di agrama dual, obtido invertendo-se

o sentido das flexas no anterior, define o dual do conceito. A s 

sim, produto c coproduto são conceitos duais, expressos por seus 

respectivos diagramas.

fl f2 fl f 2 
A j -------  P --------A 2 A  ̂ S  ------------------------ A -)

P o r t a n t o , se sabemos que a. tem um produto, esperamos que a* p o £  

sua um coproduto.

Esta relação que existe entre conceitos duais, nos dá 

uma técnica útil para resolver certos problemas complicados cm de 

terminadas categorias. A técnica consiste em passar da categoria 

a para a sua dual a*, resolver o problem a nesta última usando os 

conceitos duais, e depois voltar para a categoria original.

Como exemplo desta técnica, temos cm nosso trabalho, a

_ St* **

prova da existencia do coproduto na cat egoria C . Nos a fizemos, 

transferindo o pro bl e m a  para a categoria K através do funtor 1 1, 

usando o produto em K e voltando para a categoria C.̂  através do 

funtor C. A dualidade foi usada indiretamente. Porém, talvez não 

fosse possível provar a existência de coproduto cm C c sem u t i l i 

za- la. Depois nos provamos que, no caso finito, o coproduto c o i n 



cide com o produto tensorial, mas nesta d e mons tração nos a d m i t i 

mos a existência do coproduto.

Vejamos agora, um resumo dos resultados obtidos relacio 

nando as categorias C* e K.

1) 0 coproduto em C , que no caso finito, coincide com

o produto tensorial, esta em c o r r e spondênci a com o p r od uto em K, 

que e o produto cartesiano.

«Ar —

2 ) 0  produto em C c , que e uma parte do produto cartesia 

no (parte normãvel para a norma ||(a-)- a T|| = sup || a-|| ) , estã
1 1 t JL í y— T J1 I

em corre s p o n d ê n c i a  com o coproduto em K, que obtivemos tomando a 

união disjunta dos espaços e usando a c ompac t i f i c a ç ã o  de Stone- 

-Cecli.

3) Um quociente A / I , onde I e um ideal fechado de uma 

ãlgebra C * , estã em correspondênci a com o sub espaço fechado

h (I) = {f £  H ( A ) ; f(I) = {0} } 

em K (Teorema 3.23).

^  -

4) Um ideal fechado de uma algebra C c , esta relacionado 

com um qu ociente na categoria K (Proposição 3.31).
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C A P Í TULO IV

D U A L IDAI)!'; DE GELFAND PARA GRUPOS TOPOLÕCI-

COS COMPACTOS

4.1. Definição

Sejam a uma categoria com coprodutos finitos € 

A £ Ob(a). Uma c omultip licação em A ê um morfismo y de i

Se o diagrama

A

y

y

i d ^  ©  y

A © A

Y ffi id
A

A ©

V

A © A

comuta, dizemos que y é c o - a ssociativa  e o par (A,Y) é 

um c o - s e m i g r u p o .

Observamos que se f é  Mor(A,C) e g £ Mor(B,D), então o 

f © g 5 definido pelo diagrama abaixo, isto e, f ffi g é c 

morfismo que torna o diagrama abaixo comutativo.

A ffi B

f © g g

e

\ em A © A .

chamado

morfis mo

único
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Sejam a uma categoria com produtos finitos e A £  Oh(a). 

Uma m u l t i p l i c a ç ã o  em A e um m o r fismo y de A x A em A.

Sc o diagrama

4.2. Definição

comuta, dizemos que y é as soci a t i v a  e o par (A, y) ê c h a m a d o  um 

s e m i g r u p o .

Aqui, nos observamos que se f € Mor(A,C) e g £.Mor(B,D), o morfij, 

mo f x g é definido pelo diagrama abaixo, isto e, f x g e o único 

m o r f i s m o  que torna o diagrama abaixo comutativo.

A x A x A

A x A

7Tr C x D 

A

A A

8 f x g g

4.3. H x e m p 1 os

1) Categoria de semigrupos sobre a, (jue denotamos



a . Seja a uma categoria com produtos finitos. Construímos a cate 

goria a s da seguinte forma:

a) Ob (aS ) = {(A, y); A £ Ob(a) e (A, y) e scmigrupo} .

b) Se (A, y) e (B, t) são objetos dc a , então um mor - 

fismo de (A, y) em (B, x) e um morfismo f £ Mor(A,B) tal que o 

di a g r a m a  abaixo comuta:

A x A
f x f

-> B x B

A
f V

-=í> B

~ s -• ~
c) A c omposição em a e a composição de a.

Precisamos v e r i ficar que a s , assim construída, satisfaz 

os axiomas da d efinição de categoria.

i) Mor((A, y),(B, t )) e um conjunto, pois esta contido 

no conjunto de morfismos de A em B.

ii) Dado (A, y) <£Ob(as ), existe £ M o r ( ( A ,  y) ,

(A, p)) e i d ( A _ p) = idA .

De fato, desde que id^ x id^ é o Cínico morfismo que to£

na o diagrama abaixo comutativo,



1 2 S

então id^ x id^ = id^ ^ ^ c desta f o r m a vo diagrama abaixo comuta.

A 

Vi

Portanto, id^ £ M o r ( ( A ,  y),(A, y)).

A l e m  disso, id^ atua como identidade ã esquerda e ã direita para

os elementos de Mor(A, y),(B, x)) e Mor(B, x),(A, y)), respe c t i v £

m e n t e .

Logo, i d (A> pJ = idA  .

iii) A lei de c omposição e associativa, pois coincide

com a composição na categoria a.

Portanto, a s ê uma categoria, chamada categoria dos semigrupos so 

bre a .

2) Categoria dos co-semigrupos sobre a, que denotamos

p°r a c s .

i) Os objetos de a QS são os co-semi grupos (A, y) tais 

que A £  O b ( a ) .

ii) Se ( A , y ) c (B* o) são objetos de « c s , então um mor 

fisrno de (A, y) cm (B, a) e um m o r f ismo f £ Mor(A,B) tal que o 

diagrama abaixo comuta.

idA x idA

A x A A x

id
A

A
V

-> A

3



a

1 26

A - >  B

A © A
f 0  £ ▼ 
--------- >  b ffi B

iii) A composição em coincide com a co mpos i ç ã o  cm a.

3) Categoria dos semigrupos topologicos compactos, que

cr
denotamos por K .

Os objetos, de K s são os semigrupos (X, y) tais que X £ Ob (K) . P o £  

tanto, o par (X, y) deve satisfazer:

i) X ê um espaço topologico compacto.

i.i) y: X x X -> X é uma função contínua c associativa.

"k
4) Categoria dos co-semigrupos sobre C , que d enotamos

por Cc H.

iç _ *

Os objetos de C c H sao os co-semigrupos (A, Y) tais que A £ O b ( C c ).

Portanto, o par (A, y) deve satisfazer:

i) A c uma ãlgebra C*.

 ̂  ̂ *
ii) Y: A - > A © A e  um h o m omorfis mo de algebras C , co- 

associativo.

-k -• *
A categoria C c 11 e chamada categoria das algebras C c de Iloph.

Lembramos que o produto na categoria K 5 o produto c a r 

tesiano e o coproduto cm C , para o caso finito, c o produt o t e n 

sorial, c que o produto cm K esta em c o r r e spondência  com o copro-

■k
duto cm C .
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Assim, se (X, y) e um scmigrupo topologico compacto, 

a m u l t i p l i c a ç ã o  y: X x X -* X e uma função continua e

C(y) : C (X ) C(X x X) = C(X) © C(X) 5 um morfismo C* c portanto

uma c o -mu ltiplicação  na categoria C * .

Logo, multiplicaçã o na categoria K correspo nde ã co-mul

• - ■ ^
tiplicaçao na categoria C c .

Vejamos agora, que a s s o c i ativ idade na categoria  K cor - 

responde a co-asso ciatividade  em C .

Seja y: X x X ->• X associativa. Então o diagrama (1) co muta e p o r 

tanto, o diagrama (2 ) também comuta.

y x id^

X x X x X --------------X x X

(1 ) idx x y

V
X x X

y

V
x

( 2 )

C(X)

C(y)

C(X x X)

c(y)
->• C(X x X)

C ( y  X  i d x )

C ( i d x x y) 

-> C(X x X x X)
V

Se C ( y x i d x ) = C ( y ) © idc(X) C C (idX X y ̂ = ÍdC(X) ® C ^ ‘̂’

então o diagrama (2) 5 o diagrama da c o - a s s o c iativ idade cm C* c 

desta forma, podemos concluir que a ssoci atividade em K c o r r e s p o n 

de ã c o - a s sociativida de cm C * .
c

1



u

Provemos que se f € M o r ( X , W )  e g e: Mor(Y.Z), onde X,Y,Z c W são 

objetos de K, então C(f x g) = C(f) © C(g).

Por definição, f x g e o único m o r fis mo cm K que torna o diagrama 

abaixo comutativo.

128

A p l i cando o funtor C, temos o seguinte diagrama comutativo:

C(X x Y) = C(X) e C(Y)

JC(X) CÍTTxl

CCX)

A

C(f)

C(W)

3C(IV)

C(f X  g )

C(IV x Z) = C(W) ffi C(Z)

vCCtty) ic ŷj

C (Y)

A

C(g) 

C(Z)

Podemos observar que este diagrama c o diagrama que define 

C(f) © C(g) e desta forma,

C(f) ffl C(g) = C(f x g)

O b s e r v a ç n o : Por um processo similar, podemos v e r i f i c a r



que II(f) x ll(g) = IIC T © g) .

N o t a ç ã o :

Seja (X, y) um objeto de K s . Denotamos por C(X , 

par (C (X) C(y)j €  Ob (C* II) .

•k
Seja (A, y) um objeto de C c II. Den otamos por II ( A , Y) o par

(II (A) »H ( Y) ) £  O b ( K S ) .

4.4. Lema

1) Se f: (X, y) ( Y , t) ê um m o r f i s m o  em K s ,

C (£) : C(Y) - C(X)

C(f)(y) = Y o £

e u m  morfismo do co -semigrupo C(Y, t ) no co-s emigrupo C(X,

2) Se £: (A, Y) (B, a) ê um m o r f i s m o  em C* 11,

II ( f ) : II (B) -+ II (A)

H(f) (H;) = V o f 

c um m o r f i s m o  do semigrupo H(B, a) no semigrupo II (A, Y) .

D e m o n s t r a ç ã o :

1) Como f: (X, y) - + (Y, t )  e um m o r f i s m o  em K s ,

o diagrama abaixo comuta.

129

y) o

entao

lO •

então

entao
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f x f
X x X -í*- Y x Y

V

-> Y

Aplicando o funtor C, temos o seguinte diagrama c omut ativo

C (Y)
C(f)

-> C(X)

. C ( T ) C(y)

C(f) © C(f)
C (Y) © C ( Y ) ----------------- C(X) © C(X)

Logo, C(f) ê um morfismo em C c H.

2) Como f: (A, Y) (B, o) ê um morfisnío em C c U,

o d iagrama abaixo comuta.

£
A

f © f
A © A

o

V
->• B © B

entao

Aplicando o funtor H , temos o seguinte diagrama co mutativo
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U (f ) x 11(1')

II (B) x H ( B ) -------------- H (A) x H CA)

H(o)

U (B)
H(f)

II (7)

-> H (A)

— s
Logo, II (f) c um morfismo cm K .

4.5. Teorema

1) Se definimos

C : K S C* H

C(f)

S  *
então C é um funtor contrava riante de K em C c II

2) Se definimos

H : C* II -*■ K s
c

(A, y) - H ( A , y)

II (f)

então II e um funtor contravar iante de C c II em K
. s

D e m o n s t r a ç ã o :

1) Vimos que se (X.y) c um objeto de K s , então



C(X, y) = (C(X) ,C(y)) £  Oh (C* II) .

Pelo lema anterior, se f: (X, y) -*• (Y, x) e um m o r f i s m o  em K s ,

então C(f) : C(Y, x) -*■ C(X, y) 5 um m o r f i s m o  em C* H.

Alem disso:

1) Se (X, y) e um ohjeto de K ' , entao

C('l d (X,y)) = C Cldx ) = ldC(X) = ldC ( X , y )

_ s ~
ii) Se f e g sao morfis mos em K , entao

C(g o f) = C(f) o C(g), pois os morf ismos na categoria K s são mor

fismos em K.

Logo, C e 'funtor contravaria nte de K s em C* H.

2) De forma anãloga, temos que H: C* H -> K s é um funtor 

c o n t r a v a r i a n t e .

4.6. Teorema

As categorias K s e C* H são duais.

D e m o n s t r a ç ã o :

Pelo teorema anterior, o funtor C: K s ■> C* 11 é contra-

variante. Nec essitamos veri ficar que C e bijetivo.

Isto so ocorre quando identificamos as categorias K com l^s c

C* 11 com I„* jj, onde I^s e I^ * jj são as categorias das classes dc 
c 'c

S i
isomorfismos dc K‘ e C c H, respectivamente.

V e jamos .

a) C e injetivo.

Desde que C: K -► C é injetivo c todo m o r f i s m o  em K s c



um m o r fismo cm K, então se f e g são morfismos cm K's tais que f f 

g , temos C(f) t C C g ) .

Além disso, se (X, y), (Y, t ) £ O b ( K s ) são tais que

C(X, ii ) = C(Y, x), então temos X isomorfo a Y c M isomorfo a T .

Portanto, na categoria 1 ̂ -s, o objeto (X, y) coincide com o objeto 

(V, t ).

Logo, C 5 injetivo.

b) C é sobrejetivo.

Seja (A, y) €1 Ob (C* II). Como A e isomorfo a C CUCA)) e Y c isomor

fo a CCH(Y)) , então na categoria 1„* ^ , o objeto (A, y) coincide
c

com o objeto CCHCA) , H(Y)).

-- -- * ~ - 
Alem disso, se f e um morfismo em C c II, entao f e isomorfo a

C(H(f)). Portanto, na categoria Iç* [f] = [c(H(f))] .

Logo, C é sobrejetivo.

* s ~
Concluimos que, est ritamente falando, C c H e K~ nao sao

categorias duais. Porem, elas tornam-se duais quando identifica  -

mos cada uma delas com sua respec tiva categoria das classes de

i s o m o r f i s m o s .

4.7. Defini ção

Seja (A, Y) uma algebra C c II e seja I um ideal fechado 

de A. Definimos os seguintes subconjuntos fechados de A ® A 

= A 0 A:

_  n
I„ = T. onde T n = { I a. 8  b. ; a. £ I}>
I I  £ i i i •

_  n
1 = T onde T = { Y. a • M b . ; b . Ç. I } ,
r r r i = 1 1 1

1 33
Q I
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_  n
I^ onde = { X a^ ® b^ ; a. £  I c b^ e I } ,

i = 1

I , = T, onde T, = { Z a • ® b . ; a . £  I ou b . £  I }
d d d i x i i

Definimos tambem,

n ? : A © A  -*■ A/1 © A

= n © 1 ,

n r : A © A -> A © A/I

n r : 1 ffi n ,

e

n d : A © A -> A/I © A/I

n d : n © n ,

onde 1 ê a identidade de A e n : A -> A/l e a projeç ão natural.

4.8. Teorema

 ̂ •k
Sejam (A, Y) uma algebra C c H e I um ideal fechado de 

A. Iintão I£ , Ir , I ̂  e I d são ideais fechados em A © A, I^=Ker(n^),

lr = K e r ( n r ), Id = Ker(nd ) , It ç  lr n  I£ e Id = Ir + I

A l e m  disso, se X é um espaço topológico compacto cm dualidade com 

A c Y e o subespaço fechado de X tal que

I = (f £  C(X) ; f (Y) = {()}},

então se F £  C(X x X), temos:



F £
h

X X) = { 0 }  ,

F £ Jr F(X X Y) = { 0 }  ,

F € Jt i = P  i;(x X Y)

ii

XX><D

F £ J d F (Y X Y) = { 0 }  .

Demons t r a ç a o :

1) 0 processo para m o s trar que I^, I r , 1^ e 1^ 

ideais fechados de A  $ A  é semelhante. Portanto, faremos z 

tração apenas para I^, m o s t r a n d o  que é ideal e desta

1 . = e ideal fechado.

i) Sejam x,y € T . . Então podemos escrever x c y

ma
n

x = Z a . ® b • com a . € I para i = 1, 2 , . . . , n
i = l

m
y = Z c. ® d. com c . £ I para i = 1 , 2 , . . . ,m.

• -t 1 1 1
1 = 1

n+m
Desde que podemos escrever y na forma, y = Z a- 8  b.

i = n + 1

a^ £  I para i = n + 1,..., n + m, então 

n+m
x + y =  Z a . ® b .  com a. £  I para i = l,2,...,n + m.

• T 1 1 1
1 = 1

L o g o , x + y e  T .

ii) Sejam x €. T. e X €  (E. Então x = Z a- ®
^ i = l 

aj £  1 para i = l , 2 ,...,n.

n n
Como Xx = X Z a- ® b. = Z (Xa.) 0 1^, então Xx 5 um

i = 1 i = 1

135

sao

demons

forma

na for- 

e

com

b . com 
i

e 1 e m e n 

to de .
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m
• Ê A H Aiii) Sejam x =  £ a. ® b -  £ T e y =  £ c ■ ® d .

i=l 1 j=l J 3

E n t ã o,
n m

. ) ' = ( £  a . 0  b . ) . ( £ c . ® d .
i = l 1 1 j = l -1 J

£ (a. .c.) ® (b . . d . ) .
• i i i i

Desde que I ê ideal, podemos concluir que x.y é um elemento de T
£

Logo, T é ideal de A © A .

2) Como ç  T e Ç  T r entao temos

Ç  ̂  T r Ç  1^ A  1^. Desde que 1^ ^  Ip ê f e c h a d o , vem

- T t C  "  Ir .

3) Mostremos que 1^ = 1^ + I .

Como T. W  T Ç  T ,, então temos I„ C l ,  e I C  I ,.
£ r d ’ £ ~ d r ~ d

Logo, I + Ir Ç  1 ^, pois 1^ e ideal.

Por outro lado, T , C  T + T Ç  I + I .
d - £ r £ r

Como Ir e I são ideais fechados, pelo corolário 3.29, o mesmo

ocorre com I„ + I .
£ r

Logo, Id = T d ç  + !r .

4) Seja X o espaço topologico compacto cm dualidade com 

A. Identificamos A com C(X), A ©  A com C(X x X) e A 0 A com sua 

imagem cm C(X x X). Então,



n
A 0 A = { Z (f 0 g ) ; f ,g £  C (X) }

i = l 1 1

= {h £  C (X x X) ; h (x ,y) = Z f - (x) . g . (y) } .
i = l 1 1

Seja Y o subespaço fccliado de X tal que

I = {£ € C ( X ) ; f(Y) = {0}} .

Provemos que:

i) F £  I <=> F(Y x X) = {0} .

Nas condições acima,

n
= { _ z £ i ® g i ; f i ,gi £  c (X) e f i £  I para i = 1, . . . ,n}

= < h £  C(X x X ) ; h(x,y) = I f.(x).g.(y) , f. ,g £  C ( X ) T  .
i = l  1  1  1 1

_e f-(Y) = {0} para i = l,...,n

Seja F £  I£ . Então existe uma sequência (Gn )n C  tal que

Gn ■+ F . Como para todo n, Gn e um elemento de T , então

Gn (Y x X) = {0}. Portanto, se y e Y  e x £  X , temos

F(y,x) = lim G (y,x) = 0  e desta forma F(Y x X) = {0}.
n-> oo

Logo, 1^ £  {F £  C(X x X); F(Y x X) = {0}}.

Mostremos que J = (F £ C(X x X); F(Y x X) = {0}} ç  I .

Seja n : X x X -*■ X x X / Y x X a função natural.

Sc C Q = C Q (X x X / Y x X) = {g £  C (X x X / Y x X ) ; g(Y x X) = 0},

então pela proposição 3.31,

r- c G - j 

(g ) = g o n

137
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e um i s o m o r f i s m o  i s o m c t r i c o  de á l g c b r a s  C * .

M o s t r e m o s  que \jj ^(1^) = C .

a) ^  ̂C ■* p ) c um ideal f e c h a d o  de C .

D e c o r r e  do fa t o  que I 5 um ideal f e c h a d o  c ip é um iso-

m o r f i s m o  i s o m c t r i c o  de a l g e b r a s  C .

b) (I ) e i n v o l u t i v o .

C o m o  C Q c uma s u b - ã l g e b r a  C* de C ( X  x X / Y x X) <

ip ^(1^) e um ideal f e c h a d o  de C , e n t ã o  p e l a  p r o p o s i ç ã o  3.27,

( ^ _ 1 ( i £ ) ) *  c  ^ _ 1 ( i £ ) •

c) \p CI ̂ ) s e p a r a  os p o n t o s  de X x X / Y x X.

c.i) S e j a m  < » € X x X / Y x X e  (x^ ,x2 ) €  X x  X ]  Y x X

tal que x-̂  £  Y. S e j a m  f,g €  C(X) tais que f(x,) = 1 ,

f(Y) = {0} e g(x) = 1 pa r a  todo x €. X .

T o m a m o s  h: X x X -> C

h (x ,y ) = f ( x ) .g(y) .

C o m o  f(Y) = {0}, e n t ã o  h €  T .

S e j a  h : X x X / Y x X  ->■ (T

h ( x , y) se p = (x,y) £  (X x X) - (Y x X)

O s e p = oo
V.-

E n t ã o ,

^ ( h ) ( x , y )  = h ( n ( x , y ) )  = h(x,y) = h(x,y) se (x,y) c um

e l e m e n t o  d e X x X - Y x X .

ijj(h)(x,y) = h ( n ( x , y ) )  = li (°°) = 0 = h(x,y) se (x,y) c um e l e m e n 

to d c Y x X .

h (p)



Logo, i|; (h) = h c desta forma h £ ij; ^(I ').

A l e m  disso,

h ( x 1 ,x2) = h ( x 1 ,x2) = f ( x 1 ) . g ( x 2) = ] e h(«>) = 0 .

c.ii) Sejam (x1 ,x 2) , (y ,y ) G X x X / Y x X  tais que

(x 1 ?x 2) f (y-^.y?) e ambos sao elementos de X x X - Y x X . 

Suponhamos que x-j f y,.

Tomamos f C  C(X) tal que ffx-p) = 1, f (y x ) = 2, f(Y) = {0},

g £ C(X) tal que g(x) = 1 para todo x £  X , h £  C(X x X) tal que

h (x ,y ) = f ( x ) .g (y) , e

h : X x X / Y x X  -* <C

h(x,y) se (x,y) = p £ X x X - Y x X

0 se p =

139

h  C p )  =

Então h £  \p 1 (I^) e h ( x 1 ,x2) f h ( y 1 ,y2).

Por um corolário do Teorema de Stone-lVeirstrass [8 , pg 125] ,

ip C I ^ _ C(X x X / Y x X) ou ip ^(I^) e um ideal m áximo de 

C(X x X / Y x - X) .

Desde que ip 1 (I p) = i p ^(1^) C  C q e C q e ideal de C (X x X / Y x X) ,

temos tjj 3 (I£ ) = C Q .

Logo, como ip: -> J e um isomorfismo isomctrico, temos J = I

ii) Por processo análogo, podemos provar que

F G  ir «=> F(X x Y) = {0}, F £  Id <=> F (Y x Y) = {()}

e F £  1 <í=> FC (X x Y) U  (Y x X)) = {()}.
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5) Usaremos a m esma identificação utilizada no item 4) 

para m o strar que:

i) I = Ker(rip) onde n £ : A © A -+ A/I ffi A .

n £ = n © 1

Assim, conforme vimos na d e m o n s t r a ç ã o  do teorema 3.23, se

T : A ->- A/l e um morfismo C* ele se identificara com o morfismo

Ç : C(X) -> C (Y)

? (f) = f/Y .

Portanto, se tomamos n £ : A  © A -* A/l © A então se identifica

com

C(X x X) -> C(Y x X)

= F/y x X '

Como K c r ( n £ ) = (F £ C ( X  x X); n £ (F) = F|y x x ={0}}, 

usando o item 4) podemos concluir que Ker(n^) - I £ .

ii) Ir = K e r ( n r ) c Id = K e r ( n d ) .

V erif ica-se de forma análoga ã anterior.

4.9. Teorema

Sejam (A, "V) uma álgebra C 11, 1 um ideal fechado de

A e Y = (f €  11 (A ) ; f(I) = {0}}. lintão:

a) Y 2 C Y <=> y C D  Q  Ir + lí

b) Y.X ç Y <=* Y U )  ç l £

c) X.Y ç  Y W  y CI) Ç  Ir



d) X.Y U  Y . X ç Y <í=» ->(1) ç  I r\ I

onde I e Sao os c o n 3untos definidos cm 4.7.

D e m o n s t r a ç ã o :

Sc X = 11CA) , identificamos A com C(X), > com C(II(Y)) e

I com F^CI) = (F €  C C X ) ; F(Y) = {0}}, onde F^ e a t r a nsfo rmação 

de G e l f and de A. Assim,

y = II ( Y) : H(A © A) -> II (A)

y (f) = H (Y) (f) = f o Y

e a m u l t i p l i c a ç ã o  em X, e

C (y) : C (X) -> C(X x X)

C ( y ) ( f ) = f o y 

cojncidc com a c o - m u l t i p l icação y.

Mostraremos apenas o item a) pois o processo para d e m o n s t r a r  os 

outros itens e similar.

a) Y 2 c  Y « = >  Y(I) ç  ir + I £ .

a. i) Y 2 ç Y = >  Y(I) C  I + I .

2
Suponhamos que Y ç  Y, isto e, que y(Y x Y) ç  Y.

Seja F £ I. lintão F(Y) = {0}. Isto implica que F(y(Y x Y))

= (F o y) (Y x Y) = {0} .

Gomo F o y = C(y)(F) = Y ( F ) , então temos

y (F) (Y x Y) = {()} .

Pelo teorema anterior, y(F) €. I , = I + I„.d r £

Portanto, Y( 1) Ç  1 + l n -i x.

14 1



142

a.ii) y (I) ç  Ir + I£ =á> Y “ ç  Y.

Suponhamos que existe z ç y (Y x Y) tal que que z Y .

Então podemos escrever z = y(y,y') para algum (y,y') £ Y x Y.

Seja P C I .  Então Y(F) €. Y (I) ^  1 r + ^  = I j •

Pelo teorema anterior, temos Y(P)(Y x Y) = {0}.

Como Y(P) = P o y, então temos F(y(Y x Y)) = {0} e desta forma

F(z) = 0, o que e uma contradição, pois como Y e fechado e z p  Y,

existe G £ C ( X )  tal que G (Y) = {0} e G(z) f 0.

4.10. Lema

Sejam f: A - » - B e g :  A ■* C homom orf ismos algébricos e

g sobrejetivo. Então existe um homomorf.ismo algébrico f: C -► B

tal que o diagrama abaixo comuta, se e somente se, Ker(g) ç  Ker(f).

f
A --------------->  B

D c m o n s t r a ç a o :

i) Suponhamos que existe um homo morfismo algébrico 

f: C -> B tal que f o g = f.

Seja a G Ker(g). Então g(a) = 0.

Portanto, temos f(a) = f(g(a)) = f (0) = 0  e desta forma a é um 

elemento de Ker(f).

Assim, Ker(g) Q  Ker(f).
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ii) Suponhamos que Kcr(g) ç Kcr(f).

Como g : A -*■ C e sobrejetivo, dado c C C, existe a £. A 

tal que c = g (a) .

Definimos f: C -> B

f(c) = f ( g ( a ) ) = f(a) .

Sejam £ A tais que g(a^) = g ( a 2 ) = c.

D e s d e  que g e um h o m o m o r f i s m o  a l g é b r i c o ,  a \ ~ a 2  ̂ u m  e l e m e n t o  

de K e r (g ) ç  Ker(f).

Portanto, f(a^) - £ ( a 2 ) = f(a-^ - a 2 ) = 0 e assim temos, 

f(a i ) = f ( a 2)

Logo, f esta bem definida.

Não e difícil verificar que f ê um h o momorfismo algébrico.

4.11. Teorema

Seja (A, y) uma álgebra C H. Suponhamos que (A, y) e

(X, y) estão em dualidade. Seja I um ideal fechado de A e Y C  X

seu correspon dente subespaço fechado. As seguintes afirmações são 

e q u i v a l e n t e s :

1) Y e um sub-semigrupo de X.

2) Y Cl) Ç  !r + I& = Id *

3) lixi ste y : A / 1 -»- A/I © A/I tal que o d iagrama aha_L

xo c o m u t a .
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Y n © n
A -------- >  A © A --------->  A/I © A/I

Demons t r a ç ã o :

1) •£==> 2) Desde que Y e um sub-semigrupo de

mente se Y^ ç Y, é uma c o n s e q ü ê n c i a  imediata do teorema

2) ==» 3) Pelo lema anterior, basta m o st rar

I = Ker(n) Ker((n © n) o y) .

Seja a € I. Então vfa) e um elemento de I + I = I , .
j i r £ d

Como K e r ( n cj) = Ij, temos

(n ® n)(Y(a)) = n^(Y(a)) = 0 e desta forma a 

mento de Ker((n © n) ° Y) •

3) =t> 2) Suponhamos que existe Y tal que i

acima comuta. Então, pelo lema anterior, temos

I = Ker(n) Ç: Ker(n^ o Y) .

Assim, se a £ I, temos n^(Y(a)) = (n, o Y) (a) = 0 .

Portanto, Y (a )  e um elemento de Ker(nj) = Ir + I .

Segue que y (I) Ç Ir + 1 £ .

4.12. Def i n i ção

1) Seja (A, Y) uma ãlgehra C* 11 e seja I um

X sc c s o - 

4.9.

que

e um elc- 

diagrama

ideal fc -



chado de A. J e um ideal C II de (A, y) , se e somente se,

Y(í) C I r

Dizemos que (A, y) c simples, se não possui ideais C* II próprios.

2) Seja (X, y) um semigrupo topológico compacto e Y um 

suhespaç.o fechado de X. Y e um ideal do semigrupo (X, M ) , se e so 

mente se, y(X x Y) u  y (Y x X) ç  Y.

Dizemos que (X, y) e simples, se não possui ideais próprios.

4.13. Definição

1) Seja a uma categoria. Um objeto B £. Ob (a) ó dito n u 

lo ou universalmente atraente, se para cada objeto A  € Ob(a),exi_s 

te um único morfismo £: A B .

2) Um objeto C £ Ob(a) e dito co-nulo ou u n i v e r s a l m e n t e  

repelente, se para cada objeto A £ O b ( a ) , existe um único m o r f i s 

mo f: C -> A.

Ob s e r v a ç õ e s :

1) Objetos nulos de uma mesma categoria a são isomorfos.

Portanto, quando identificamos a com a categoria I (das classes

de isomorfismos de a), podemos falar do objeto nulo de a, e o d e 

notamos por 0 .

2) Objetos co-nulos de uma m esma categoria a são isomor 

fos. Assim, quando identificamos a com I , podemos falar do o b j e 

to c o - n u lo de a, c o denotamos por H  .

3) Na categoria K (dos espaços topoiógicos compactos)

o objeto nulo, ©, e o espaço topológico compacto constituído de

115
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um unico elemento.

Na categoria C c (das ãlgebras C c ) o objeto co-nulo e C (corpo 

dos complexos) .

A c um m o r f i s m o  C , cnt.no
c

De fato, se A c uma álgebra C e f 

f preserva  a identidade.

Assim, para todo X £ C, temos

f(A) = f(X.l) = Xf(l) = X.e 

onde e e a identidade de A.

4.14. Defini ção

Sejam a uma categoria com coprodutos finitos e objeto 

co-nulo H e (A, y) um co-sem i g r u p o  sobre a. Uma c o - i den tidade 

para (A, y) é um morfism o e : A -> H, de a , tal que os diagramas 

abaixo comutam.

A — A  © A

id
A

V

A © &

A © A

e © id

A

O b s e r v a ç ã o :

Se (X, y) e um scinigrupo tojiologico compacto, uma iden

tidade para (X, y ) e um elemento J £  X tal que

li(l,x) = y(x,l) = x para todo x € X.

Porém, esta definição pode ser formulada através do objeto nulo
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dc K, conformo vemos na p r o p o s i ç ã o  que segue.

4.15. Proposição

Seja (X, y) um semigrupo topológico compacto c CO o obie 

to nulo de K. Então (X, y) tem uma identidade 1, se c somente se, 

existe um morfi smo p: 0 -> X tal que os diagramas abaixo comutam.

X x X

^x

X x

X <-

A

X

© x

X x X

X

D e m o n s t r a ç a o :

i) Suponhamos que existe 1 € X tal que y(l,x) = y (x , 1 

= x para todo x e X.

Tomamos e p : ® -y X

1 -* 1

Então, para todo x € X, temos

(y o (idx x p )) (x , 1 ) = y (x , 1 ) = x = 7Tx (x,l)

(y o (p x idx ))(l,x) = y ( 1  , x) = x = ir x ( 1  , x ) .

I:0 g 0 , os diagramas acima comutam.

ii) Seja © = {!}. Suponhamos que existe p: © -► X tal 

que os diagramas acima comutam.

Então, para todo x £ X, temos



(y o ( i d x x p )) (x , 1) = y(x,p(l)) = x 

c

(y o (p x idx))(l,x) = y (p (1),x) = x .

Logo, para todo x € X, temos

y (x,p(l)) = y (p(l) ,x) = X

c assim p(l) ê uma identidade para (X, y ) .

4.16. Teorema

Seja (A, y) uma algebra Cc II. Suponhamos que (A, 7) e 

(X, y) estão cm dualidade e que (X, y) tem uma identidade 1. Sc- 

j ain

iT: X x {1} -* X e tt : {1} x X + X

7T ( X  , 1 )  = X  TT ( 1  , X )  = X  .

Lntão C Ç rr) : A -* A ® (T e C(ir): A C ffi A são isomorf ismos . Alem 

disso, existe uma co-identidade e de (A, Y) tal que os diagramas 

abaixo comutam:

Y
A ----------- >. A © A

C( tt)

V

a © í:

Demonstração:

Desde que (X, y) tem uma identidade, existe p: {1 } -> X 

tal que os diagramas abaixo comutam:

A ffi A A

d
A e ffi i d

A

V
c: 0
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X x X >  X

A

x  x {1 } {1 } x

X x X

Dualizand o através do funtor C, temos os seguintes diagramas comu 

t a t i v o s :

.A -is*- A © A A © A A

idA © C(P)

C(P) © id
A
V

Como a função inclusão, iA , do coproduto coincide com C ( tt) e C ( tt), 

então os diagramas acima m o s t r a m  que c = C(p) é uma c o - i dentida de 

para (A, y).

A l é m  disso, como tt e n são isomorfismos , o mesmo ocorre com C ( tt) 

e C(tt) .

4.17. Teorema

Seja (A, y) uma algebra C c H. Suponhamos que (A, y) e 

(X, y) estão cm dualidade. Então (A, y) tem uma c o - id entidade se 

c somente se (X, y) tem uma identidade.

Deinonstraçao:

No teorema anterior, vimos que se (X, y) tem uma identi



A
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dado, então (A, y) tem unia c o - i d e n t i d a d e .

Suponhamos que (A, y) tem uma co-ide ntidade c. Então os diagramas 

abaixo comutam:

A
y

A © A

V
A © £

A ©

id. © e e © id.
A A

V
£ © A

A

Dualiz ando através do funtor II, temos os seguintes diagramas comu 

tativos:

X <- X x X

id^ x H(e) H(e) x id^

X x 0 © x X

>  X

onde ® é o objeto nulo de K.

Portanto, pela proposição 4.15, concluimos que (X, y) tem uma

i d e n t i d a d e .

4.18. Lema

Seja (S, .) = S um semi grupo topologico compacto.

Então são equivalentes:

1 ) S é  simples ã direita c ã esquerda.

2) S é simples a direita com identidade.

3) S é simples com identidade.



4) S 5 um grupo.

Demons t r a ç ã o :

P r o l imin a r c s .

a) Qualquer ideal ã direita de S contem um ideal ã d i 

reita fechado.

Seja 1 um ideal ã direita de S. Então I.S esta contido em 1. 

Portanto, dado x £ I, fixo, Y = x.S estã contido em I.

Como a m u l t i p l i c a ç ã o  5 contínua e {x} x S ̂  S x S e compacto, e n 

tão Y = x.S e compacto e p ortanto fechado em S.

Mostremos que Y = x.S é ideal ã direita de S, isto ê, que 

Y.S £ Y.

Seja z £  Y.S. Então z tem a forma z = (x.s^).s 2 = x . ( s , . s 2) para 

algum s-^, s 2 £ S .

Desde que s^.s^ é um elemento de S, então z e um elemento de Y.

Logo, Y ç 1 ê um ideal ã direita de S que e fechado.

b) Se 1 e ideal ã direita, mínimo, de S, então 1 e f e 

chado. C uma conseqllência imediata de a).

c) S possui um ideal ã direita, mínimo, que c fechado.

Seja

P = {I; I c ideal ã d i r e i t a  de S } .

i) P f 0 pois S €. P .

ii) Definimos a seguinte relação de ordem cm P:

Se I c J são elementos de P, então I $ J <=̂ > I ç J,

iii) Toda cadeia em P possui uma cota inferior em P.

151
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Seiam (I ) _ , uma cadeia cm F e
J a a £ L

m  = n  i .
t aa  £  L

Então M e um elemento de F c alem disso, para todo a e L, M I .

Logo, M é uma cota inferior da cadeia (I ) _ . .
a a £  L

Pelo lema de Zorn, existe um elemento mínimo em F.

Pelo item b) este elemento mínimo e fechado.

d) Se I 5 um ideal â direita, mínimo, de S, então para 

todo s £ S, s.I é um ideal ã direita, mínimo, de S.

i.) Para todo s £ S, s.I é um ideal â direita de S.

Sejam s £ S, fixo e Y = s.I. Seja z £ Y . S .  Então p o d e 

mos escrever z na forma

z = (s.i).s' = s.(i.s') para algum i £ I e s' £ S.

Desde que i . s’ e um elemento de I, então z ê um elemento de Y.

Logo, Y.S ç  Y e desta forma Y = s.I é um ideal ã -direita de S.

ii) Para todo s £ S, s.I e um ideal ã direita, mínimo, 

de S. Sejam s £ S fixo e Y = s.I.

Suponh amos que J e um ideal ã direita de S e J C Y .

Definimos T = (t £  I; s.t £ J } .  Então T e um ideal ã direita de

S e alem disso,

(1) Se t. £ T então s.t c um elemento de J e portanto

s.T Ç J.

(2) Como J Ç Y = s.I, então se j £  J, podemos e screver j na

forma, j = s.i, para algum i £  I. Assim, pela definição

de T, temos que i £  T e desta forma, J ç  s.T.

Por (1) e (2) concluímos que J = s.T.
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Dcsdc que I e ideal a direita, mínimo, de S e T 'Ç I, então 

T = I.

Logo, J = s.I = Y e portanto Y é mínimo.

Observam os que estas preli minares continuam  validas para 

ã esquerda.

Demonstração do l e m a :

3) = >  2) Sejam I um ideal ã direita mínimo de S 

elemento de I. Então:

1 ) t.S = I.

Como t €  I e I é ideal ã direita de S, então t.S 

Alem disso, t.S é um ideal ã direita de S. Como I e mínimo, 

que t.S = I .

2) S.t.S = S.

Por 1) temos,

S.t.S = U  s.(t.S) = U  s.I ç s .
s £ S s £ S

Al é m  disso, S.t.S é um ideal de S, pois

(S.t.S).S = S . t . S 2 ç  S.t.S

e S.(S.t.S) = S 2 .t.S ç  S. t.S

Como por hipótese S c simples, então S.t.S = S.

Assim, S = ^  s.I. Como S tem uma identidade 1, então 1
s £ S

para algum s C  S. Isto implica que, para este s, s.I = S. 

Além disso, pelo item d) das preliminares, s.I é ideal ã di 

mínimo, de S .

Logo, S é simples ã direita, com identidade.

temos

ideais

c t um

Ç  I .

segue

£ s . I
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2) -T— > 3) f! trivial.

3) — tt-> 1) Suponhamos que S e simples com identidade. 

Então S c simples ã direita. Por um processo análogo ao (pie u s a 

mos no item 3) :— -) 2), mos tra-se que S e simples à esquerda.

4) = = >  3) I: trivial.

1) = = >  4) Suponhamos que S 5 simples à direita c a e s 

querda. Então S e ideal ã direita, mínimo, de S. Pelo item'd) das 

preliminares, para todo x £  S, x.S ê um ideal ã direita, mínimo 

de S .

Portanto, para todo x,y C S ,  temos

x.S = y .S = S .

Fixemos x £  S. Como x.S = S, existe 1 £  S tal que x.l = x.
X  X

Seja y £  S. Como S e simples ã esquerda, S = S.x e portanto,

y = a.x para algum a G  S. Assim,

y = a.x = a.x.l = y.l , o que m o s t r a  que 1 é identidade ã direi
X X  X  —

ta para S.

Além disso, se z é um elemento q u a lq uer de S, então S = z.S.

Portanto, existe w £ S tal que

1  x = z *w *

Logo, z tem inverso ã direita.

Como S e um semigrupo, S tem identidade ã direita e todo elemento 

de S tem inverso ã direita, podemos concluir que S c um grupo [7,

pg- y] •

4.19. Tcorema

Seja (A, ■) ) uma álgebra C c 11. Suponhamos que (A, y ) c
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(X, ii) estão em dualidade, lintão sao equivalentes:

1) (A, y ) e uma algebr a C I I  simples com co-i dcnt i d a d e .

2) (X, y) e um grupo topologico compacto.

Demons t r a ç ã o :

1) ==^> 2) Suponhamos que (A, y ) é simples com co-iden- 

tidade. Então, pelo teorema 4.17 [X, y) tem uma identidade. Como 

(A, y ) é simples, pelo teorema 4.9, o mesmo ocorre com (X, y). 

Assim, pelo lema anterior, concluímos que (X, y) é um grupo t o p o 

logico compacto.

2) — > 1) Suponhamos que (X, y) é um grupo topol5gico

compacto. Então, pelo teorema 4.17, (A, y ) tem uma c o - i d e n t i d a d e

e pelo lema anterior, (X, y) e simples.

Logo, pelo teorema 4.9, concluímos que (A, y ) e simples com co- 

i d e n t i d a d e .

Com este teorema, alcançamos nosso objetivo central, ou 

seja, con seguimos estabelecer a dualidade entre um grupo topológi^ 

co compacto e uma algebra C c de Hopf, simples com c o - i d e n t i d a d e .
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