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Resumo

O fator de intensidade de tensdo é de extrema importancia na andlise de falha, mecénica
da fratura e fadiga, metodologia usada quando o custo é elevado e a seguranga imprescindivel. No
calculo do fator de intensidade de tensdo, varios métodos tém sido utilizados e, entre eles, tem-se
os Métodos dos Elementos Finitos e de Contorno, o primeiro necessita um grande refino na malha,
elevando o custo computacional, e o segundo, cujo refino € bastante reduzido, pode representar melhor
a singularidade no extremo da trinca por ser um método de caracteristica mista, mas necessita o
conhecimento prévio da solucdo fundamental, restringindo sua aplicacdo. O Método da Funcgdo de
Green Local Modificado € apresentado, aqui, como uma nova ferramenta e pode ser comparado com
0o Método Direto de Elementos de Contorno de Galerkin, possuindo a caracteristica mista mas nao
a restricdo acima, pois a solu¢cdo fundamental, a fun¢cdo de Green, é aproximada nodalmente com
elementos finitos.

Assim, como primeira parte, apresenta-se a formulacdo do método para elementos nao iso-
paramétricos, aproveitando a caracteristica mista, juntamente com revisdes da elasticidade e da me-
canica da fratura. Uma verificacdo do método, com elementos convencionais, resolvendo problemas
com trica € efetuada como segunda parte, assim como, a apresentacdo de desenvolvimentos no mé-
todo relacionados a dependéncia paramétrica e o custo computacional. Apresenta-se, também, alguns
elementos especiais de trinca adaptados ao método, com seus respectivos resultados e, por fim, uma
comparagdo entre eles.
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Abstract

The stress intensity factor is of paramount importance at failure analysis, fatigue and frac-
ture mechanics, this methodology is used when the cost is high and the safety essential. In this way,
a lot of methods have been used and, among of them, one has the Finite Element and the Boundary
Element methods, the first needs a fine mesh getting a high computational cost and the second, with
a not so fine mesh, can take a better representation of the singularities at the crack tip because its
mixeal characteristic, but it needs the previous know of the fundamental solution, restricting its ap-
plications. The modified Local Green’s Function Method is introduced here as a new ton and can be
compared with the Galerkin Direct Boundary Element Method, keeping the mixed characteristic but
the restriction above, since the fundamental solution, the Green’s function, is nodaly approximated by
finite elements.

So, as a first portion, one introduces the method for not isoparametrics elements, taking
advantage of the hybrid characteristic, together with elasticity and fracture mechanics revisions. A
method’s valuation, with usual elements, by solving crack problems is made as a second portion, as
well as the method features related with the parametric dependence and computational cost. One
shows some crack elements are also shown together within solutions and, at last, but not least a
comparison of themselves.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Consideracoes Iniciais

A necessidade da teoria da Mecénica da Fratura surgiu em meados do século XVIII, quando
véarios acidentes, muitas vezes fatais, ocorriam frequentemente com trens, navios, pontes pénsil e
outros que utilizavam o aco como material estrutural. A causa dos acidentes era, na maioria, devido
ao aparecimento de trincas por fadiga que se propagavam até o rompimento da estrutura, mesmo com
um carregamento muito abaixo do limite previsto durante o projeto. A Mecénica da Fratura teve
importancia também quando materiais de alta resisténcia, e com baixa tenacidade, apareceram. Outra
metodologia muito importante, diretamente ligada a Mecanica da Fratura, € a Andlise de Fadiga que
estuda o processo de formagao de trincas devido as variagdes de carga sobre o equipamento.

O projeto estrutural acabou por englobar as préticas acima, usando-as para determinar qual
a tensdo nominal que pode solicitar o material sem provocar falhas durante o periodo de vida util
previsto. Essa metodologia de projeto tem como objetivo o projeto de estruturas minimizando o efeito
de uma possivel trinca ou, se esta for esperada, prever o comportamento desta em servico.

A andlise de falha é particularmente importante quando o custo da peca (ou estrutura) é
elevado ou quando a seguranca deve ser garantida. Para o primeiro caso a determinacdo do tamanho
da trinca admissivel para o qual ndo ocorre a falha total da estrutura, é realizada. A seguranca é
garantida verificando, por exemplo, a velocidade de crescimento da trinca, definindo uma frequéncia

necessdria para a inspecao da fratura.
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A origem das trincas nfo se limita a fadiga, durante a fabricagdo de um componente o
surgimento de imperfei¢des € inevitdvel mesmo com um excelente controle de qualidade. Como
exemplos de onde normalmente surgem falhas, que podem dar origem a uma trinca e possivel falha do
equipamento, tem-se, entre outros, processos de soldagem, fundicdo e tratamentos técnicos. E, entdo,
muito importante definir o tamanho de falhas pré-existentes permitindo que néo altere a performance
do equipamento.

O comportamento de uma trinca durante a fase de propagacdo até a falha é quantificado
pela Mecéanica da Fratura. Com este fim, foi derivado o fator de intensidade de tensdo (K) para
corpos eldsticos lineares, isotropicos e de material homogéneo, com trincas estaciondrias. Este fator
K quantifica a magnitude de tensdo que estd ocorrendo na regido mais afetada, no extremo da trinca,
e esta diretamente ligado a Mecanica da Fratura Eléstica Linear, isto €, deve ser utilizado na andlise
de fraturas frigeis, onde o efeito de plastificagdo é muito pequeno. Porém, com o auxilio do raio de
plastificacdo, este também pode ser utilizado quando a plastificacdo ndo é desprezivel, desde que nao
seja muito grande.

Um limite para o fator K também € definido, o fator critico K¢ que quando atingido ocorre
a propagacido da trinca. Sob o estado plano de deformacdes K¢ se torna particularmente importante,
como uma caracteristica exclusiva do material e € a tenacidade a fratura do material (K;¢). Sua deter-
mina¢do segue normas rigidas descritas pela ASTM (American Society for Testing and Materiais).

Para o célculo de K vérias solugcdes analiticas foram propostas , entre estas se tem: fungdes
tensdo de Westergaard, fungdes tensdo complexas [69], fungdes de Green e fungdes peso. Demonstra-
coes dessas solucdes podem ser encontradas no trabalho de Sih [80]. Essas solugdes sdo a base para a
Mecénica da Fratura porque contém os campos de tensdes e deslocamentos proximos ao extremo da
trinca, utilizados em outras solucoes.

As solucdes analiticas tém como vantagem satisfazer exatamente a todas as condi¢des de
contorno do problema. Porém, seu desenvolvimento € possivel apenas para algumas geometrias espe-
cificas. Outros meios para obter K apareceram, os métodos experimentais ¢ os numéricos. A analise
experimental possui elevado custo e ndo permite verificar a peca em trabalho, o que dificulta bastante
a sua viabilizacdo de maneira prética e efetiva. Os métodos numéricos fornecem resultados para qual-

quer geometria, os principais sdo: método de colocagdo de contorno, equagdes integrais € métodos
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consagrados como o Método de Elementos Finitos (MEF) e de Contorno (MEC). Agora, € proposto
com este trabalho a utilizacdo de um novo método, o qual vem apresentando excelentes resultados em
vdrias dreas, o0 Método da Funcado de Green Local Modificado (MFGLM).

A seguir, encontra-se uma histéria geral do MFGLM, mostrando sua origem e 0s principais

desenvolvimentos na MFEL bidimensional, com o MEF e o MEC.

1.2 O Método da Funcao de Green Local Modificado (MFGLM)

A transformacdo de um problema fisico em um sistema de equagdes, diferenciais ou inte-
grais, ¢ amplamente usado pela engenharia. Para a soluc¢do destas formula¢des matematicas criadas
surgiram os métodos numéricos, onde os mais usados devido a versatilidade e facilidade no uso sdo o
Meétodo de Diferengas Finitas (MDF), o Método de Volumes Finitos (MVF) e o0 Método de Elementos
Finitos (MEF) na solugdo de sistemas de equacdes diferenciais, e o Método de Elementos de Contorno
(MEC) nas equagdes integrais.

Com o desenvolvimento do MEC surgiu o desejo de se obter formula¢des integrais com-
pactas e que apresentassem apenas singularidades fracas, evitando os problemas na implementacao
numérica devido as singularidades, existentes no método. Assim, Burns [24], com um processo de re-
ciprocidade, desenvolveu um método integral que aplicou na solucdo do problema multi dimensional
de difusdo de néutrons. Neste, foi empregada a nivel local uma fun¢do de Green apropriada, obtida
com o Método da Funcdo de Green na sua forma matemdtica, para a solucdo de equagdes diferen-
ciais. A representacdo integral obtida é semelhante a da formulagado integral indireta do MEC, mas
as singularidades presentes s@o todas fracas. As aplicacdes ficaram restritas a dominios de geometria
simples, onde os resultados obtidos sdo bons quando comparados com outros métodos numéricos,
se mostraram 4 a 5 vezes mais eficiente. Burns sugeriu uma idéia de como aproximar a funcéo de
Green, sem a necessidade da determinacdo prévia desta, interessante para problemas com geometria
complexa.

Horak e Doming [51, 52] e Horak [50], com base no trabalho de Burns [24], desenvolveram
0 Método da Func¢ao de Green Local (MFGL) para a solucdo de problemas de condugdo de calor e

escoamento incompressiveis. Nos problemas de condugdo de calor seguiram a mesma sequéncia de
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Burns, utilizando uma relacio de reciprocidade definida localmente. A discretizacido do problema foi,
como em Bums, realizada com o uso do método dos residuos ponderados. Para os problemas de es-
coamento incompressivel fizeram uso da técnica de integrag@o transversa para determinar o tensor de
Green. Novamente, os resultados obtidos foram superiores aos obtidos por outros métodos numéricos,
entretanto, esses resultados possuem uma dependéncia paramétrica elevada, dificultando sua aplica-
¢do prética e sua aplicagdo ficou restrita a dominios que possuam contornos coincidentes as linhas de
coordenada, devido a integragao transversa.

O MFGL foi aplicado por Lawrence [60] para problemas de difusdo de né€utrons, que em-
pregou a integracao transversa para facilitar a obtencao da funcio de Green apropriada ao problema,
limitando o método a dominios que permitam a subdivisdo do dominio em subdominios retangulares.

Os excelentes resultados obtidos com o MFGL sdo devido as suas formulagdes integrais
possuirem singularidades do tipo fracas, mas seu uso na solu¢@o de problemas de geometria genérica
nao foi possivel pois o dominio deve ter contornos ortogonais, limitando as aplicagdes, e, ainda, a
dependéncia paramétrica dificultou o uso deste método.

Esses problemas geométricos foram resolvidos por Barcellos e Silva [13] e Silva [81] que,
seguindo a idéia proposta por Burns [24] desenvolveram o Método da Func¢ao de Green Local Modifi-
cado (MFGLM) tendo a versatilidade de poder ser utilizado em qualquer dominio, podendo, entdo, ser
utilizado na Mecanica dos Sélidos. A integracao transversa € eliminada e a funcdo de Green € aproxi-
mada com o MEF, chegando a valores nodais da projecao desta sobre o espaco gerado pelas funcdes de
interpolacdo de elementos finitos. Dessa forma, o conhecimento prévio da fun¢do de Green nio € ne-
cessdrio e o método pode ser aplicado a qualquer geometria. A dependéncia paramétrica, encontrada
no MFGL, é menos significante no MFGLM.

Barcellos e Silva [13] apresentaram resultados com o0 MFGLM para o problema de mem-
brana el4stica, sobre a equacdo de Poisson. Elementos serendipity de oito nds e elementos de contorno
quadréticos foram utilizados nas discretizagdes de dominio e contorno, respectivamente. Verificaram
a precisdo do método, comparando com o0 MEF e o MEC, e o comportamento deste quando h4 des-
continuidade nas condi¢des de contorno, os resultados foram muito satisfatérios. A insensibilidade
do método quanto a variacao no parametro também foi verificada.

Silva [81] apresentou um estudo detalhado do método e o aplicou, além do problema de
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membrana eldstica, nos problemas de haste delgada e vigas de Bernoulli, para estes casos as matrizes
de Green foram obtidas com o método da colocacg@o, ja que o contorno para dominios unidimensi-
onais sdo pontos. Os problemas foram testados com vdrias condi¢des de contorno e os resultados
comparados com o0 MEF e o MEC, mostrando uma precisdo elevada.

O MFGLM foi recentemente aplicado a problemas mais elaborados, sendo possivel dessa
forma uma avalia¢do mais consistente do método. Um fato importante, que pode diferenciar os tra-
balhos realizados a partir deste ponto dos trabalhos realizados por Barcellos e Silva [13] e Silva [81],
€ que originalmente a funcdo de Green definida localmente, isto é, o dominio é discretizado em "cé-
lulas"com condi¢des de contorno adequadas. Estas células de Green podem ser discretizadas por
elementos finitos, que podem conter apenas um elemento e, dessa forma, cada elemento finito apro-
xima uma func¢édo de Green apropriada para cada célula. Porém, outro caso extremo & utilizar apenas
uma célula na discretizacdo do dominio, e esta discretizada com um niimero qualquer de elementos.
Este segundo caso € usado nos trabalhos seguintes e, desde que a funcdo de Green ndo é definida
localmente, mas para o dominio como um todo, o MFGLM poderia perder a nomenclatura "Local",
entretanto, manter a nomenclatura original € importante pois nada impede que se use um ndmero
maior de células.

Uma aplica¢do do método na solucdo de problemas de placa, utilizando o modelo de Min-
dlin, foi realizado por Barbieri e Barcellos [4]. As discretizacdes continham elementos finitos lagran-
geanos quadraticos e ctibicos, com seus respectivos elementos de contorno, quadréticos e cibicos. Os
processos de integracdo para o elemento finito ctibico usaram quadratura 4x4, integracdo cheia, e para
o elemento quadrético a técnica de integracdo seletiva, isto €, integracdo reduzida (2x2). Para a par-
cela de cisalhamento e cheia (3x3) na parcela de flexdo. Os resultados obtiveram excelente precisdo,
tanto para as tensdes quanto deslocamentos, mesmo quando a relacio entre a largura e a espessura da
placa atingiu 10°.

Barcellos e Barbieri [10] apresentaram resultados obtidos com o0 MFGLM para problemas
singulares de potencial, com a singularidade proveniente da geometria ou de descontinuidades nas
condicdes de contorno. Discretizando com elementos quadriticos encontraram uma taxa de con-
vergéncia h semelhante a obtida Para o MEF. Notaram também uma oscilagdo do fluxo préximo a

singularidade, como ocorre no MEC quando este tipo de singularidade é presente.
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Pela primeira vez, com Barbieri e Barcellos [7], o método é testado para um problema
onde ndo se dispde de uma funcio de Green, ou de uma solu¢do fundamental para a aplicacdo do
MEC. Aplicaram o MFGLM para problemas de potencial ndo homogéneos, alguns resultados sdo
comparados com o MEF e, mais uma vez, os resultados se mostraram muito satisfatérios.

Barbieri e Barcellos [5] realizaram uma revisao do formalismo do MFGLM e apresentaram o
método como uma extensdo do MEC de Galerkin. Para demonstrar a capacidade do método, solugdes
para problemas de potencial, bi e tridimensionais, foram mostrados.

Novamente a aplicabilidade do MFGIM ¢é comprovada onde ndo € possivel se obter resul-
tados com o MEC, ou seja, quando ndo é conhecida a solucido fundamental para o problema. Esta
comprovacdo foi, com o trabalho de Machado e Barcellos [63], investigada sobre o problema de
placas laminadas ortotrépicas, com modelos da teoria de deformacdo cisalhante de primeira ordem,
utilizando elementos lagrangeanos quadriticos, onde a técnica de integracdo seletiva foi adotada. A
precisdo foi comparada com solugdes obtidas por outros métodos.

Filippin et al. [38] apresentaram o desempenho do método na andlise dindmica, andlise
modal, e estdtica em problemas de potencial, onde as taxas de convergéncia p e h foram verificadas
experimentalmente. Os elementos utilizados foram de ordem at€é p = 4, para a andlise estdtica, e
p = 8, para a dindmica. Verificaram que as taxas de convergéncia sdo melhores que as obtidas pelo
MEEF, principalmente com elementos de alta ordem.

Uma anélise mais detalhada do MFGLM surge com a tese de Barbieri [3], a qual apresenta
a formulagdo matemadtica e o formalismo do método com aplicagdes em problemas potenciais, da
elastoestética e de placas de Mindlin. Em todas as aplicagdes notou uma super convergéncia nadal.
Nos problemas de potencial os resultados foram bons mesmo com singularidade e sdo destacados pro-
blemas axisimélricos, tridimensionais e com propriedades ndo homogéneas. Obteve também taxas
de convergéncia experimentais & e p com resultados proximos aos do MEF. Na elastoestitica, com
particular importancia no desenvolvimento deste trabalho, obteve o fator de intensidade de tensdo para
problemas com trinca, utilizando o método das tensdes. Também resolveu problemas com concen-
tracdo de tensdo obtendo resultados melhores que os obtidos com o MEF. Analisou também o efeito
de distorcdo de malhas. Para placas de Mindlin os resultados ndo foram menos satisfatérios e o pro-

blema de travamento ndo foi observado nos casos testados. Aplicou ainda o método HRZ para obter
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as matrizes gramianas, com o intuito de reduzir o tempo gasto no cédlculo das proje¢des da fungdo de
Green, obtendo resultados, da mesma forma, excelentes para os problemas potenciais.

Barcellos et al. [11] apresentaram uma revisao atualizada e bem detalhada do formalismo do
MFGLM com base nas equacdes da elastoestatica. O desempenho numérico do método é comprovado
em Barcellos et al. [12] com as seguintes aplicagdes: tubo circular sujeito a um gradiente térmico,
cascas esféricas com pressado interna, placa circular isotropica engastada, placa laminada ndo simétrica
e determinacio das frequéncias naturais de vibragdo de uma membrana “H” e de propagac¢do de ondas
em cavidade acustica. Dessa forma, todas as conclusdes ja apresentadas puderam ser relembradas e
comprovadas.

Maldaner e Barcellos [66] obtiveram resultados para problemas da Mecénica da Fratura
Elastica Linear (MFEL) bidimensional, com a utilizagdo do método dos deslocamentos. Os elemen-
tos usados nas discretizacdes do dominio e do contorno foram os elementos lagrangeanos lineares,
quadréticos e ctbicos. Os fatores de intensidade de tensdo, obtidos nodalmente, sao comparados com
uma solucdo analitica e observaram excelentes resultados, mesmo com malhas grosseiras, se compa-
radas as normalmente presentes nas solu¢des com o MEF.

Barbieri et al. [8], aplicaram o MFGLM para a elastoestitica bidimensional e resolveram
problemas com concentragdo de tensdo e problemas axissimétricos, comparando com solugdes obti-
das por finitos e contorno. Machado et al. [64] apresentaram resultados para os problemas de placas
laminadas ortotrépicas ndo simétricos, com wna teoria de ordem superior. Filippin et al. [40] apli-
caram o método a equacdo de Helmholtz, resolvendo os problemas de propagagado livre de ondas
em cavidades acusticamente rigidas, cavidade retangular, e de vibracdo livre em membranas eldsticas
retangular, em “L” e eliptica.

Filippin et al. [40], com o MFGLM, resolveram problemas representados pela equacdo de
Helmbholtz com condigdes de contorno Dirichlet e/ou Neumann. A precisdo obtida é elevada mesmo
para frequéncias altas.

A tese de Machado [63] fornece o desenvolvimento do método na solucdo de placas ortotré-
picas de materiais compostos, onde a auséncia de uma solucio fundamental ndo foi problema para o
MFGLM. Uma andlise abstrata e variacional do método, com o formalismo, é apresentada. As teorias

de placa utilizadas s@o de ordem simples e superior, sendo que com a segunda foram resolvidos pro-
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blemas de laminados ndo simétricos. Uma grande quantidade de exemplos sdo apresentados e, como
ja era esperado, os resultados sdo muito bons.

Fillipin [38] aplicou 0 MFGLM a equacdo de Helmholtz e resolveu problemas de vibracdo
livre em membranas e a propagagdo de ondas em cavidades acusticamente rigidas, obtendo modos e
frequéncias de vibragdo. Vdrios exemplos sdo apresentados que comprovam a capacidade do método.
Andlise experimental de convergéncias p e h também foi realizada e, para tanto, Filippin implementou
elementos lagrangeanos de ordem at¢ p = 10. O comportamento do método quanto a distor¢do
da malha também foi verificado, assim como a dependéncia paramétrica para os problemas citados
trazendo variag@o apenas para resultados quando o pardmetro € muito préximo a zero, devido ao mau
condicionamento numérico.

Barbieri et al. [9] apresentaram pela primeira vez resultados da aplicagdo do método a pro-
blemas de casca, para qualquer forma e com deformagdo cisalhante considerada. O problema de uma
casca cilindrica suportando seu peso préprio, sobre diafragmas planos e rigidos nas extremidades, é
apresentado. Também é mostrado o caso de um cilindro curto engastado nas extremidades sob pressdo
interna. Em ambos os casos os resultados foram superiores aos obtidos com o MEF.

Barbieri e Barcellos [6] apresentaram uma revisdo do MFGLM aplicado a placa de Mindlin e
resolveram alguns problemas: placa retangular simplesmente apoiada, placa circular engastada, placa
circular com espessura varidvel e viga engastada sob flexdo. Verificaram a ndo existéncia de locking e
a sensibilidade a distor¢do da malha. Uma andlise de convergéncia h e uma comparagdo com o MEF

foram realizadas.

1.3 O MEF na Mecanica da Fratura

Nesta secdo, estd presente uma revisdo sobre as principais técnicas utilizadas com o Método
dos Elements Finitos na solugdo dos problemas da Mecanica da Fratura, basicamente sobre o calculo
do fator de intensidade de tensdo. E importante ressaltar que nem todos os trabalhos mencionados
a seguir receberam uma andlise aprofundada, o que ocorre também na sec@o a seguir, pois o obje-
tivo aqui € apenas de se adquirir uma visdo geral e no decorrer do trabalho, quando € interessante,

encontram-se andlises mais aprofundadas.
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Assim, das pesquisas sobre como obter o fator de intensidade de tensdo com o MEF, surgem
algumas técnicas. Chan, Tuba e Wilson [27] mostraram em seu trabalho que o fator K pode ser obtido
dos deslocamentos, ou tensdes, fornecidos pelo MEF, calculado com os campos analiticos. Os valores
de K, obtidos nodalmente, podem ser extrapolados para o extremo da trinca, sdo os métodos do deslo-
camento e da tensdo. Rooke [78] sugeriu o cdlculo de K com o uso da integral de linha, ou integral J.
Irwin [55] propds o método da energia, onde K estd relacionado com a taxa de energia de deformacao
perdida (G), obtida pela variacdo do tamanho da trinca. Essas técnicas ndo solucionaram totalmente
o problema, pois os elementos finitos ndo conseguem representar o campo de deslocamentos préximo
ao extremo da trinca, e surgiram, entdo, os elementos especiais.

Um dos primeiros elementos especiais possui a trinca em seu interior, proposto por Wil-
son [95], e tem a fonna circular com seu centro na extremidade da trinca, que se estende radialmente
no elemento. Problemas de compatibilidade existem mas podem, de certa fonma, serem controlados.

Byskov [25] desenvolveu um elemento baseado nas fun¢des de Muskelishvili [69], com um
nimero de nds na periferia muito elevado, porque o nimero de séries da expansao utilizado € elevado.
Este elemento também engloba a trinca em sua forma e a compatibilidade também complica o uso
deste elemento.

Elementos com apenas um né no extremo da trinca podem ser construidos, sendo a ex-
tremidade da trinca envolvida por uma série de elementos. Elementos triangulares deste tipo foram
desenvolvidos por Tracy [90] utilizando os campos obtidos por Wilson [95] tal que, radialmente, o

172 e circunferencialmente varia de forma linear. Os elementos trian-

deslocamento varia com (7)
gulares sdo obtidos pelo colapso de um elemento quadrangular linear. Tracey recomendou o uso de
elementos quadrangulares de transicio especiais, para serem usados em conjunto.

Blackburn [19] introduziu os elementos triangulares de trés e seis nds tendo a componente
(r)l/ 2 no campo de deslocamentos. Na mesma época, Plan, Tong e Luk [75] desenvolveram os ele-
mentos singulares hibridos, baseados nas distribui¢des de tensdo e deslocamento préximas ao extremo
da trinca, que tem como vantagem o calculo direto do fator K, tido como uma variavel global. Nao
possui compatibilidade com os elementos adjacentes, porém isto pode ser evitado usando um principio

variacional modificado.

Elementos similares aos hibridos foram propostos por Benzley [17], representando a singu-
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laridade com elementos finitos isoparamétricos convencionais, com uma formulagdo generalizada tal
que qualquer singularidade pode ser tratada, adicionando termos apropriados ao que fornecem a sin-
gularidade adequada. Esses elementos enriquecidos também sdo incompativeis, problema reduzido
com o uso de elementos de transi¢do. Outro problema € que a integracdo deve ter no minimo uma
quadratura de Gauss 7x7.

Todos os elementos criados até entdo sao complicados e possuem problemas de compati-
bilidade, ndo passando em um patch-test [28]. Finalmente, surgiu um elemento muito simples que
satisfaz todas as condicdes necessdrias, porque a formulagdo € mantida a mesma do elemento se-
rendipity de oito nds. Este elemento foi proposto, independentemente, por Hanshell e Shaw [46] e
Barsoum [14, 15] e representa a singularidade quando os nds centrais laterais sdo posicionados a um
quarto da largura do elemento. Mais tarde essa técnica foi transferida a outros elementos, como o
triangular de seis nds, com resultados bons, porém ndo tanto quanto um elemento finito hibrido [16],
mas muito mais simples.

Outros elementos compativeis foram desenvolvidos por Akin [1] que, a partir de uma potén-
cia W0 < A < 1), onde W é uma fung@o local, modificou as funcdes de interpolagio de elementos
convencionais. A implementacdo da familia de elementos é simples, mas no sua integracio pois estes
ndo satisfazem a condicdo de deformagdo constante.

Stern e Becker [86], modificando o campo de deslocamentos do elemento de Blackburn [19],
geraram um elemento triangular de seis nés compativel que satisfaz as condi¢des necessarias a um
patch-test. Uma quadratura especial que fornece integracio exata ao elemento foi criada, e a técnica
expandida a wna fanilia de elementos singulares, Stern [85].

Recentemente, Tsamasphyros e Giannakopoulos [91] propuseram a geracdo de elementos
singulares com o uso de mapeamento conforme, apresentaram a transformacao para o elemento plano
de oito nés, quadrangular. Heylger e Kriz [48] usaram a idéia de elemento enriquecido e a extenderam
a uma formulacao hibrida.

Meétodos alternativos para o cilculo do K também sdo sugeridos, Sinclair e Mullan [82]
forneceram um processo similar ao método da superposi¢do, de implementagdo ficil e que utiliza

pouco tempo computacional.
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1.4 O MEC na Determinacao do K

O primeiro a analisar os problemas da Mecénica da Fratura com o Método dos Elementos de
Contorno (MEC) foi Cruse [30], que apresentou problemas de singularidade devido a degeneracao do
sistema de equagdes, na formulacio eldstica. Essa degeneracio ocorre na integral dos esfor¢os que se
anula quando as duas faces da trinca coincidem. O objetivo se tomou, entdo, eliminar este problema
surgindo vdrias propostas.

Uma das primeiras solugdes foi usar func¢des de Green especiais (Snyder e Cruse [84]), mas
a técnica € restrita para geometrias simples e bidimensionais. Como vantagens do uso dessas fungdes
€ que a trinca ndo precisa ser modelada, sendo incluida na formulagao, e o fator de intensidade de
tensdo € obtido diretamente.

Cruse [31] propds uma formulagdo de equagdes integrais de tracdo de alta ordem, nos quais
o problema de degeneragcdo ndo ocorre. Desenvolvendo esta idéia, Crouch [29] obtém o método
dos deslocamentos descontinuos, onde o modelo € obtido pela superposi¢do de determinada solucdo
fundamental sobre a superficie da trinca.

Um detalhamento matematico do problema foi realizado por Cruse [32], que também fez
novas consideracdes sobre o uso das fungdes de Green e propds novas alternativas. Uma destas é o
modelamento da trinca como um chanfro, isto €, 0 modelo possui um pequeno espaco separando as
superficies da trinca, eliminando o problema de degeneracdo mas afetando a fidelidade do modelo,
reduzindo a precisdo. A outra técnica é modelar apenas uma face da trinca, ou seja, fazendo uso da
simetria, quando esta existir, pois caso contrdrio ndo pode ser aplicada, restringindo muito o uso da
técnica.

Uma idéia mais recente é usar subregides no modelo, cada face pode estar representada
em uma subregido evitando a degeneracdo. Este é o método do dominio mdltiplo fornecido por
Blandford et al. [20]. O tnico problema deste método € a necessidade de ligamento dessas regides.
Tem vantagens como a facilidade na aplica¢do em trincas de materiais compostos.

Segundo Beskos [18], as técnicas mais utilizadas, devido as qualidades, sao o modelamento
com multiplas regides e o método dos deslocamentos descontinuos.

Recentemente, Gray [42] apresentou uma técnica que supera as até entdo apresentadas. A
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técnica faz uso de uma equacio integral adicional, que expressa as condi¢des de contorno na trinca.
Como a solugdo fundamental é derivada duplamente na equacdo, surgem integrais hipersingulares,
as quais sdo avaliadas por um processo de limite, onde, na média, a singularidade é anulada. Uma
das vantagens deste método é a simplicidade da discretizacgdo, facilitando a aplicagdo em problemas
cujo crescimento da trinca 4 analisado, pois nestes é necessdria a reconstrucao da malha a cada passo,
inviabilizando, por exemplo, 0 método dos dominios multiplos.

O Método dos Elementos de Contorno Dual (MECD) € aplicado a fratura por Portela et
al. [76]. As equagdes duais s@o a equacdo integral do MEC para deslocamento e a equacdo para
tracdo, onde cada uma € aplicada sobre uma face da trinca, podendo resolver problemas mistos com
apenas uma discretizacdo. Vdrios resultados s@o apresentados, com o fator intensidade de tensdo
estimado pela integral J.

O uso de elementos especiais também teve grande desenvolvimento no MEC. O elemento
quarter-point foi usado no trabalho de Blandford et al. [20] em conjunto com o método do dominio
multiplo. Martinez e Dominguez [68] sugeriram o uso de uma fungdo especial para a tracdo no
elemento qguarter-point, criando o elemento guarter-point de tracao. Watson [92] tratou os problemas
bidimensionais unicamente com o uso de fun¢des de interpolacdo Hermitianas ctibicas.

O MEC teve um maior desenvolvimento na Mecanica da Fratura para problemas tridimen-
sionais, ja que nestes 0 MEF se torna muito caro e para os problemas bidimensionais seu desenvolvi-
mento € bastante avangado.

Elementos de contorno especiais 2D e 3D podem ser encontrados no trabalho de Ezawa e
Okamoto [37], baseados no elemento de Barsoum (quarter-point). Uma familia de elementos de con-
torno mais elaborada foi proposta por Tanaka e Itoh [88] que usam fungdes de interpolacdo distintas
para a geometria, o deslocamento e a tragdo, onde a singularidade da derivada do deslocamento e a

singularidade da tensdo podem ser variadas independentemente.

1.5 Objetivos do Trabalho

O desenvolvimento do MFGLM tem sido grande nos dltimos anos, como pdde ser visto

anteriormente. Assim, o objetivo principal deste trabalho, seguindo a linha- de pesquisa do método,
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¢ verificar a capacidade deste na estimativa do fator de intensidade de tensdo, fornecendo uma nova
alternativa para os problemas da Mecénica da Fratura Elastica Linear. Essa verifica¢do é realizada
com elementos convencionais, assim como, com elementos especiais ja de uso no MEF e no MEC.

Na andlise com elementos convencionais sao implementados novos elementos, finitos e de
contorno, na formulacdo elastoestatica, sdo estes: elementos finitos quadrangulares lagrangeanos de
até 49 nds, o elemento finito serendipity de oito nds e elementos triangulares de ordem até cubica,
com os respectivos elementos de contorno. Dessa forma, uma andlise de convergéncia experimental é
realizada, tanto para p quanto /.

Como elementos singulares sdo implementados uma familia de elementos utilizando a téc-
nica do elemento quarter-point, as familias de elementos de Akin e de Stern e um elemento singular
desenvolvido para o MEC, adaptado ao MFGLM. Este dltimo elemento singular é ndo-isoparamétrico
e, entdo, uma formulagdo nao-isoparamétrica do MFGLM ¢ desenvolvida, onde a interpolagdo da ge-
ometria e dos campos de deslocamento e tragdo sdo realizados distintamente. A apresentacdo dessa
formulacdo e revisdes da elasticidade linear e da MFEL, bidimensionais, fazem parte da primeira
etapa deste trabalho.

Uma anélise da dependéncia paramétrica nesta aplicacdo também estd incluida, onde sdo
comparadas as possiveis formas de se introduzir o operador auxiliar na formulaco. Independente do
problema de trincas, € apresentado um novo algoritmo numérico para o MFGLM, aplicado a elasto-
estdtica, que tem como vantagens a melhora no condicionamento numérico das matrizes, reducdo do

espaco de memoria necessario e reducio do custo computacional ou tempo de trabalho para a soluco.



14

1. Introdugio



Capitulo 2

O MFGLM Aplicado a Fratura Elastica

2.1 Introducao

Neste capitulo € apresentada a formulagdo do Método da Func¢ao de Green Local Modificado
(MFGLM) aplicado a elastoestética bidimensional, para posterior utiliza¢do no cédlculo do fator de
intensidade de tensdo K, como solucdo de problemas da mecanica da fratura. Assim, primeiramente, é
feita uma revisdo da elasticidade linear, apresentando os operadores usados na formulagdo do método,
desenvolvida na sequéncia. Também se faz presente uma revisdo da mecénica da fratura eldstica linear

(MFEL).

2.2 Elasticidade Linear

A teoria da elasticidade estd designada a tratar explicitamente uma resposta especial (res-
posta eldstica) dos materiais devido a determinado esforco aplicado, onde em todo ponto P, per-
tencente ao corpo continuo, as tensdes dependem somente da deformacdo simultanea na vizinhanga
préxima ao ponto P, em todo tempo. Esta teoria, quando comparada a mecanica do continuo, pode
ser considerada como uma teoria empirica [21].

Se apds a aplicacdo das forcas sobre o corpo, com a respectiva deformacao, estas forem
retiradas e o corpo se recuperar em sua forma original, o material deste corpo € dito idealmente

elastico [67]. E, ainda, se a relagd@o entre o estado de tensdo e o de deformacdo for linear, para uma

15



16 2. O MFGLM Aplicado a Fratura Eldstica

dada temperatura, este ¢ chamado de um material eldstico linear. A teoria correspondente é, entdo, a
teoria da elasticidade linear. Os materiais estruturais geralmente t€m um comportamento aproximado
a esta teoria se as deformagdes forem suficientemente pequenas.

Para a solucdo dos problemas da elasticidade linear, com pequenos deslocamentos, temos

um sistema composto de quinze equagdes. Segundo Malvern [67] sdo estas:

a) Trés equagdes de movimento

0jij + bi = pii; (2.1
b) Seis equagdes da lei de Hooke
oij = Aekkéij + ZGSZ']‘ (2.2)
¢) Seis equacdes geométricas
1
gjj = E(ui,]- + Ll]',i) (2.3)

onde (-) ; é a derivada parcial em relag@o a coordenada x;, 0jj sdo as componentes do tensor de tensao
e ¢;j do tensor de deformag@o, u; e b; sio componentes dos vetores deslocamento e for¢a de corpo,
respectivamente, p € a densidade do material, ii; representa a aceleragao, J;; € o delta de Kronecker
(6ij =0sei #jedjj=1sei=j)eAeG sio as constantes de Lamé. Estas se relacionam com o

moédulo de Young (E) e coeficiente de Poisson (v) por

vE E
A= A+v)(1—2v) °© G:2(1—|-1/) 24

O sistema de equacdes diferenciais lineares dados por (2.1)-(2.3) € valido para materiais
isotrépicos e isotérmicos, isto é, onde os efeitos da temperatura podem ser desprezados (isotérmico)
e possui as mesmas propriedades eldsticas em todas as dire¢des (isotrépico).

Particularizando para a elastoestdtica, ou seja, para corpos € em equilibrio estdtico (ii; é

nulo), tem-se em (2.1) que o termo a direita da igualdade (p1i;) é nulo. Esta condi¢do pode ser aplicada
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quando a velocidade de carregamento € muito baixa, podendo-se desprezar os efeitos inerciais. Ento,

as equacdes (2.1) tomam a forma das equagdes de equilibrio

Tji,j + b, =0 (2.5)

As condigdes de contorno, para o sistema de quinze equagdes, poder ser de quatro tipos:

1. Condigdes de contorno de Dirichlet, ou de deslocamento, onde o vetor deslocamento € prescrito

no contorno, u = 1.

2. Condigdes de contorno de Neumann, ou de trag@o, onde as tragdes de superficie sdo prescritas,
no contorno, t = t. Sendo t; = ojn; e n; as componentes de fi, o vetor unitdrio normal a

superficie, no ponto de aplicacdo de t.

3. Condig¢des de contorno mistas, quando os dois casos anteriores ocorrem simultaneamente em

um mesmo corpo. Podem ocorrer de duas maneiras:

e O contorno ¢ dividido em parcelas, duas ou mais, que contenham condicdes de contorno

de Dirichet ou Neumann, distintamente.

e Em cada ponto do contorno é prescrito u; ou t; distintos para cada grau de liberdade

(g.d.l.), mas nunca distintos no mesmo g.d.l.

4. Condig¢oes de contorno de Cauchy, ou apoio eldstico, quando os deslocamentos e tracdes devem

satisfazer urna expressao do tipo au + bt = c, sobre urna determinada regiao do contorno.

Pode-se agora resolver o sistema de equacdes acima, porém para obter as 15 incégnitas (6
tensdes, 6 deformacdes e 3 deslocamentos) o trabalho € bastante oneroso. Existem vérias maneiras de
formular o problema em um niimero menor de equagdes, pode-se, por exemplo, reduzir este sistema
na equacdo de Navier substituindo (2.3) em (2.2), a nova equagdo indicial para as tensdes obtida é

substituida na equagdo de movimento, equilibrio para a elastoestdtica (2.5), assim

(A + G)uk/ik +Guj+b; =0 (2.6)
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com condicdes de contorno:

W = @ sobre 9();
2.7)
Auggn; + G(w;; +uj;)n; = sobre 0(),
para o contorno 9Q) = 9 U d()p, Figura 2.1.
Figura 2.1: Representacdo do problema.
Vetorialmente, a equacdo de Navier fica
(A+G)V(V-u)+GV*u+b=0 (2.8)
com as condicdes de contorno de deslocamento e tracdo dadas, respectivamente, por
u=d e AV-uia+GuV+Vu)-n=I (2.9)

A unicidade da solugdo, o e ¢, € comprovada supondo que a equagdo de equilibrio € satis-
feita, no estado inicial ndo deformado, detalhes desta prova podem ser encontrados em Malvern [67].
A equacgdo de Navier também pode ser obtida através de qualquer principio variacional, por
exemplo, o Principio da Minima Energia Potencial onde se deseja o vetor deslocamentos u(x) que

minimize o funcional U(u), Konkov [59],

Ll(u) = / (1ui,]~Ci]-klukrl - biui> Q) — / fiuidaﬂ — / tiﬁidaﬂ (2.10)
a\2 a0, a0,

No funcional, a primeira parcela da integral de dominio representa a energia de deformacao
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do corpo eléstico, a segunda o trabalho realizado pelas forcas de corpo, e as integrais de contorno o
trabalho realizado pelas forcas e deslocamentos de superficie.
As equagdes (2.8) e (2.9) podem ser rescritas em uma forma mais adequada para a aplicacdo

do Método da Funcdo de Green Local Modificado, Barbieri [3]:

Au=D>b em ()
Nu=t sobre d(), (2.11)
u=1 sobre ()

onde A € um operador diferencial e N é o operador de Neumann, estes operadores podem ser obtidos
na forma matricial do desenvolvimento das equacdes (2.5), (2.2) e (2.3). Para isto, considerando os

tensores de deformacao e tensdo simétricos, estes podem ser transformados em vetores:

t
g = {ex Eyy €zz Exy Eyz €xz}

(2.12)
ot = {oe oy 02 0xy 0y Oxz}
Re-escrevendo as equacdes com os vetores, na forma matricial, vem:
e Equacdes de equilibrio:
dr+b=0 (2.13a)
onde
d d )
57 0 0 3y 0 5
t_ 9 a3 0
=10 > 0o 2 2 0 (2.13b)
d d d
0 0 45 O W ox
e Equacdes geométricas:
Ju=c¢ (2.14)

e Equacdes da lei de Hooke generalizada:
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Ce=c0 (2.15a)

onde C € a matriz das constantes eldsticas (Cyp), simétrica para um material eldstico linear e, quando

0 meio ¢ isotrpico, tem a seguinte forma:

A+2G A A 0 0 0
A A+2G A 0 0 O
A A A+2G 0 0 O
C= (2.15b)
0 0 0 G 0 0
0 0 0 0 G 0
0 0 0 0 0 G

Assim para se chegar na forma matricial do operador A (2.11) basta resolver a multiplicacdo

A=09'Co (2.16)
e, assim,
Fa Fa a
Naz +GV? " 3xay " 3xaz
2 2 2
P i e 2
1 3vaz Moz Mgz TGV

onde 7 representa a soma das constantes de Lamé (A + G), e V € o operador gradiente, tal que

o d O 2 2 0 9
). = = = — — — 2.18
v { ox dy o0z } ¢ Vv { dx2  dy> 09z? } (2.18)
O operador de Newmann N pode ser obtido desenvolvendo a equagdo (2.9), chegando-se

em
nny + GAV Gny% + Any% an% + Anx%
an% + /\ny% nn, + GAV an% + Any% (2.19)
P ) p) 0 A
Gnyg, +Angz.  Gnys: + /\nzw nn; + GAV

Tem-se, entdo, os operadores na forma matricial para a elasticidade tridimensional.
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2.2.1 Elasticidade Plana

Ha casos em que € possivel uma simplificagdo do problema supondo que em alguma dire¢cao
(por exemplo z) ndo ocorrem mudancgas nas distribui¢des de tensdo e deformagdo que existem no
plano ortogonal a dire¢do (plano x — y), teoria plana. Para esta simplificacdo dois casos podem ser
definidos: o estado plano de deformacgdo (EPD) e o plano de tensdo (EPT). A Figura 2.2 mostra dois

exemplos onde a teoria plana pode ser aplicada.

A

«—ffmm e

EPT EPD

Figura 2.2: Os dois casos da elasticidade plana.

A) EPD — Um corpo esté no estado plano de deformacio, paralelo ao plano (x — ), se as
componentes do deslocamento na dire¢ao z forem nulas, u; = 0, € se as componentes 1, € u, forem

somente fungdes de x e y. Assim, a formulag@o bdsica fica:

e Equacdes de equilibrio:

Oxxx + ny,y"‘bx =0
Oy + Oyyy+by =0 (2.20)

e Equacdes da lei de Hooke:
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Oxx = A+ 2Geyy

oy = Ae+2Geyy

O = Ae = V(0xx + 0yy) (2.21)
Oxy = 2Geyy

sz :(Tyz :0

onde e € a deformag@o cubica dada por e = uy,x + Uyy.
e Equacdes geométricas:

Exx = Uxx

Eyy = Uyy

1 (2.22)
Exy = E(ux,y + Uy x)
E€xz = €yz = €2z = 0

Os operadores para o EPD podem ser obtidos da forma apresentada anteriormente, redefi-

nindo os vetores como:

= {uy wy} & ={ew ey ey}
x Uy oty Ty (2.23)
b’ = {b, by} o' = {ow Tyy  Oxy}
0 J
2 0 2
of — ox dy (2.24)
0 2 29
Jdy ox
E(l ) 1 111/ 0
—v
oo n 2.25
EPD A+v)(1-2) |1 1 0 (2.25)
1-2
0 0 5555
92 1-2 92 1 92
A [ _EA-v) \* |z tarhae v (2.26)
EPD 1+ v)(1—2v) .

1 9> 9> 1-2v_ 92
a7 T A

2(1—v) dxdy 2(1-v) 9x2
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ny+GAV Gy g + Any 5,

N = 2.27)

an% + Any% nny + GV
B) EPT — Se as componentes de tensao 0z, 0zx € 0zy forem nulas e as outras componentes
independentes de z. As equacdes de equilibrio sao idénticas ao caso plano de deformagao, assim como
as equacdes da Lei de Hooke, porém com ¢, nulo. Nas equagdes geométricas a alteracdo estd em ¢,

que ndo € nulo, mas

Exx + Eyy) (2.28)

€2z =
—
Para sermos mais rigorosos na aproximacao da distribui¢do plana de tensdo, devemos obser-

var que as tensoes devem ser médias sobre a espessura, estado plano de tensdes generalizado, e cada

componente de tensdo € obtida da integracao desta sobre a espessura, em uma placa fina (Figura 2.2).

1 h
gij(x,y) = i /zh ij(x,y,z)dz (2.29)
-2

Supde-se que todos os carregamentos e solugdes sdo simétricos, € que 0zy € 07y se anulam
. - . h . . - ~ .
nas superficies z = +75 e ainda que 07, € nulo em qualquer posi¢do. Deve-se, entdo, sempre interpre-
tar as tensoes, deformagdes e deslocamentos das equacdes como médias no EPT (Boresi [21]).

Os unicos operadores que se diferenciam do EPD s3o:

1 v O
E
Cepr = T—2|v 1 0 (2.30)
— VU
1_
00 %
2 1—v 9?2 1+v 92
E | &+ g
Appr = | —— x Y oy 231
= <1—V2> 1y & P 1w 23D

A partir de agora o problema (2.11) estd bem definido, com os operadores necessdrios co-
nhecidos, e a solugdo pode entdo ser obtida com o Método da Fun¢@o de Green Local Modificado,

demonstrado a seguir.
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2.3 Aplicacao do MFGLM

E apresentado aqui o desenvolvimento do MFGLM para a solugio de sistemas de equagdes
diferenciais lineares com determinadas condi¢6es de contorno. Como em (2.11), onde A € o operador
diferencial do problema, no caso a elastoestitica, e N é o operador de Neumann associado, ambos
obtidos na se¢@o anterior.

Uma analise abstrata e variacional, com um formalismo matematico genérico e aprofundado
do método, onde sdo discutidas a existéncia e a unicidade da solugdo, pode ser encontrada nos tra-
balhos de Silva [81], Barbieri [3] e Machado [63]. Este trabalho se limita ao desenvolvimento, na

elastoestatica, para a aplicagdo do método na mecanica da fratura elastica linear (MFEL).

2.3.1 Definicao do Problema

O MFGLM deve ser capaz de resolver um sistema de equacgdes diferenciais lineares (2.11)
em () = R”, um dominio aberto e limitado, com condi¢des de contorno aplicadas no contorno 9(),
suficientemente regular, isto é, admite a existéncia de um vetor normal em quase todos os pontos,
exceto em conjuntos de medida nula, problema bem posto.

Outro fator importante é que as fungdes, definidas em (), devem pertencer a um espago
de Hilbert H" que permitam suas extensdes ao contorno, isto é, devem possuir a "propriedade do
traco"(Oden e Reddy [71]), para permitir um tratamento apropriado no contorno. Define-se assim,
sobre IH™, o operador trago, :

du(x)
o Jaq

Y = , 0<j<m-1 (2.32)

onde n/ representa a componente j da normal sobre o contorno d().
Para prosseguir na formulacdo do método é importante, antes, observar que o funcional

U(u) (2.10) pode ser re-escrito na forma

U(u) = %B(u, v) — E(u) (2.33)
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onde a forma bilinear B(u, v) é
B(u,v) = /Q u; jCijkr vx,1dQ) (2.33b)
e F(u) o funcional
F(u) = /Q bindQ) + /a |, s 4002+ /a . bl 400 (2.33¢)

As varidveis u e v da forma bilinear estdo relacionadas a dois estados, um real (1) e outro
auxiliar (v). O estado real é aquele que se deseja determinar e o auxiliar € escolhido visando melhorar
as caracterfsticas de regularidade do sistema (Beskos [18]), no Método dos Elementos de Contorno o
estado auxiliar é resultante da solu¢do fundamental. Horak [50] propde, com o0 MFGLM, a utilizacio
de uma funcdo de Green apropriada na defini¢do do estado auxiliar. Deixando, por hora, v como uma
solu¢do do estado auxiliar, aqui definido com o problema adjunto com excitag@o do tipo delta de Dirac

aplicada no dominio,
A*0(P,Q) = 4(P,Q) T (2.34)

onde A* é o operador adjunto correspondente a A, sendo A* = A, pois A é um operador auto-
adjunto, Barbieri [3]. 6(P, Q) é a fungdo delta de Dirac, I é o tensor identidade e v(P, Q) € o tensor
solugdo fundamentalL. isto €, v;; representa o "deslocamento generalizado"na direcdo i de qualquer
ponto Q € (), "ponto campo", devido a uma "forca generalizada'"unitaria aplicada no P € (), “ponto
fonte”, e direcdo j.

Pré-multiplicando a equagdo (2.11) por v(P, Q)" e a equagio (2.34) por u(P)!, obtém-se

v(P,Q)'Au(P) = v(P,Q)'b(P) (2.35)

u(P)!A*v(P,Q) = §(P,Q)u(P)'1=é(P,Q)u(P)! (2.36)
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Subtraindo agora a equagdo (2.35) do transposto de (2.36) temos
[A*v(P,Q)]'u(P) — v(P,Q)'Au(P) = 6(P,Q)u(P) — v(P,Q)'b(P) (2.37)

que rearranjando fica
(P, Q)u(P) = v(P,Q)'b(P) + [A"v(P,Q)]'u(P) — v(P, Q) Au(P) (2.38)

Com o sistema de coordenadas fixo em P € (), integra-se a equacéo (2.38) sobre o dominio

Qp, transfoemando-a na expressio

/Q 5(P,Q)u(P)dQp = /Q {v(P,Q)'b(P) + [A*v(P, Q)]*u(P) — v(P, Q)'Au(P)} dQp (2.39)

Levando em conta as propriedades da fun¢do delta de Dirac, (P, Q):

5(P,Q)=0 YP#Q e /QzS(P,Q)u(P)de — u(Q) (2.40)

a integrag@o a esquerda da equacdo (2.39) pode ser substituida por u(Q). E aplicando o teorema

de Gauss (Dym e Shames [36]) as duas ultimas parcelas a direita da equacio (2.39), resulta (Filip-

pin [38]):

|, AP, Q) u(Py0 = B(u(P,Q),v(P, Q) — | [Nv(p,Q)u(p)dd,  241)

[ ~v(P,Q)'Au(P)A0) = B@(P,Q),v(P,Q)x ~ [ v(p,Q'Nu(p)id0, 242

onde N* € o operador de Neumann associado ao operador adjunto, que esta definido e € igual a N,
jé que A ¢ auto-adjunto. d(), representa um arco correspondente a p no contorno e B(-,-) é a forma
bilinear associada ao operador A, satisfaz (Barbieri [3]):

B(u,v)y = (Au,v) VveZ
(2.43)

B(u,v)» = (A*v,u) Vu e 7
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sendo .Z e 7 os espagdes de Hilbert que contém v e u, respectivamente.

Com a defini¢do do operador adjunto (Luemberger [61])
(A*v,u) = (Au,v) (2.44)

conclui-se que as formas bilineares em (2.43) sdo equivalentes. Voltando com (2.41) e (2.42) a equa-

c¢do (2.39) as formas bilineares, sendo iguais, anulam-se entre si € a nova equagdo € expressa por

u(Q) = [ v(P,Q)b(P)AQ, — | INv(p,Q)'u(p)dd0, + | v(p,Q)'Nu(p)dacy,
(2.45)
O tensor v(P,Q), como solucdo de (2.34), apresenta singularidade fraca e, dessa forma,
admitindo que a expressdo matemética de v(P, Q) fosse conhecida, a integragdo numérica para a
equacdo (2.45) seria drdua. Essa singularidade € agravada pela presenca do operador de Neumann nos
integrandos. Entdo, para regularizar os integrandos, adota-se como soluciao fundamental uma funcio
de Green com apropriadas condicdes de contorno pré-estabelecidas. Para permitir uma aproximagio

dessa fungdo de Green ao problema é adotado um operador auxiliar simétrico N’, de tal forma que

v(p,Q)'Nu(p) = [N'v(p,Q)]u(p) (2.46)
Somando e subtraindo a quantidade acima na equacao (2.45) tem-se

u(Q) = [ v(P,Q)b(P)AQ, — | [N +N)v(p,Q)l'u(p)do0,

(2.47)
+ [ v, QN +N)u(p)docy,

Para transformar v(P, Q) na fun¢do de Green a seguinte condigdo de contorno deve ser

satisfeita:
(N*+N')v(p,Q) =0 (2.48)

que levada a equagio (2.47) e trocando v(P, Q) por G(P, Q), para representar a fungdo de Green,
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vem

u(Q) = /Q G(P,Q)'b(P)dOy, + /BQG(P/Q)t[(N+N/)u(P)]dan (2.49)

E interessante notar que N'u = 0 o operador auxiliar N’ no influencia no resultado final

da andlise. Assim, uma escolha apropriada para este operador é um tensor diagonal, tal que

/ 1 parap €0
N’ = ak; e ® = 0 e 87() (2.50)
p p an

onde k; € uma constante real nio nula, sendo que k; pode ou néo ser diferente de k; para i # j, e 0Ok
é a parcela do contorno onde u(p) = 0, isto é, onde as condi¢des de contorno sdo do tipo Dirichlet
homogéneas. Mais detalhes sobre este operador sdo fornecidos no capitulo trés, deste trabalho.
Outro fato de importancia é que a integral de contorno da equagao (2.49) possui derivadas
de u(p) no sentido do trago, tornando esta inadequada para a anélise numérica. Para eliminar este

inconveniente, pode-se definir uma nova varidvel F(p) como
F(p) = (N+N)u(p) @.51)

A substitui¢do de (2.51) em (2.49) resulta na expressao para os deslocamentos generalizados

no dominio, a seguir.

u(Q) = [ G(P,Q)'b(P)O, + [ G(p,Q)'F(p)da0, 2.52)

Esta equacgdo fornece a solu¢do no dominio para o problema (2.11) e apresenta integrais de
comportamento muito melhor que as da expressdo (2.47), pois ndo possuem derivadas de G(-, -) ou de
F(-). Também € interessante notar que (2.52) é idéntica a decorrente do Método Direto de Elementos
de Contorno (MDEC), porém no MDEC ¢ usual desenvolver as integracdes em relacio aos “pontos
campo”’, e ndo em relacio aos “pontos fonte” como neste trabalho (Machado [63]).

Para obter o sistema que fornece a solu¢do para o contorno seria necessario resolver, como

realizado no dominio, um estado auxiliar, agora obtido pela aplicacdo da funcdo delta de Dirac no
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contorno, ou seja, uma excitagao do tipo delta de Dirac no contorno,

A*G(P,q) =0, (N*+N)G(p,q) =6(p,q) VPeQ e pge o (253)

Contudo, foi admitido que os espacgos de Hilbert utilizados possuem a propriedade do trago,

isto é, pode-se aplicar o operador traco, definido como

u(q) = ru(Q) = (lgignq u(Q) (2.54)
na expressao (2.52), encontrando
u(g) = [ G(P,q)b(P)AQ, + [ G(p,q)'F(p)dacy, (2.55)

As condig¢des de contorno s3o incluidas através do operador <y e da varidvel F(-). Sendo
que as condigdes do tipo Neumann sdo representadas por F(-) e as do tipo Dirichlet sdo absorvidas
diretamente pelo trago de u(Q), e estdo incluidas em u(g).

O problema estd completamente definido pelos sistemas de equacdes integrais (2.52) e

(2.55), sem que tenham sido feitas aproximagdes de nenhum tipo.

2.3.2 Aproximacao da Funcio de Green

A partir de agora estes sistemas serdo aproximados com fung¢des de interpolacdo sobre o do-
minio e o contorno discretizados. A discretiza¢do do dominio pode ser feita em células, subdominios,
e estas em NEL elementos (Silva [81]). Estes elementos sdo os elementos utilizados no Método dos
Elementos Finitos. O contorno de cada célula é dividido em NELC elementos, agora elementos de
contorno, com a Unica restricao de que as fungdes de interpolacdo destes sejam o traco das fungdes de
interpolacao dos elementos finitos no contorno. Entdo para uma quantidade suficientemente regular e

interior a célula,

y="Yy com Y={" ¥ - Y} (2.56)
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e, se i estiver no contorno,

y = Py com D={D; P - Dy} (2.57)

onde y € o vetor que contém os valores nodais de y, no dominio ou no contorno, ¥ e @ sdo os vetores
das fun¢des de interpolagdo do dominio (‘¥;) e do contorno (P;), respectivamente, e ntn e ntnc sao os

nimeros de nds nas discretizagdes do dominio e do contorno.

(a) Particao de dominio (b) Particao de contorno

Figura 2.3: Discretizagdo de uma célula k.

A tunica diferenca entre as discretizacdes, do dominio e do contorno, € a possibilidade de se
usar "n6 duplo"na discretizacdo do contorno, capacidade herdada do MEC.

A seqiiéncia da formulacdo, considerando um nimero qualquer de células, é encontrada na
tese de Silva [81]. O uso de apenas uma célula para modelar o dominio foi introduzido por Barbi-
eri [3], em ambos os trabalhos as discretiza¢des foram feitas com elementos de Filippin [38] também
apresentam formulagdes com elementos isoparamétricos, para apenas uma célula. Aqui sdo utilizados
elementos ndo-isoparamétricos, ou seja, as funcdes de interpolacdo para as tragdes, deslocamentos ou
geometria podem ser quaisquer, distintas entre si, pratica muito usada no MEC. A seguir sio definidas

as interpolacdes necessdrias, para a elasticidade linear plana,

x(P) =¥(P){x;} VPeQ

u(P)=¥(P){uw;} VPeQ

u(p) = ®(p){ui} VpeaQ (2.58a)

t(p) = E(P){t:i} ~ VpeaQ
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que matricialmente ficam,

X Yfl 0 ‘PQ 0 e ‘Pntn 0 ¢
= 0¥ 0 ¥ 0 . = {xl Vi X2 Y2 - Xutn yntn}
y 1 2 e ntn
Uy 1?1 0 1?2 0 cee antn 0 ¢
- 0 ¥ 0 ¥ 0 ¢ = {un Uyl Ux2 Uy2 - Uxpm Uy ntn }
I/ly 1 2 ntn
Ux 431 0 432 o -- (ﬁntnc 0 ¢
- . N . = {un Uyt Uxp Uy2 -+ Uxntne Uy ntnc }
”y 0 471 0 472 T 0 (Pntnc
by 1 0 @2 0 “ Qutnc 0 ¢
- = {uxl ”yl Ux2 uyZ © 0 Uy ntne uy ntnc}
ty 0 P1 0 ¢2 - 0 Pntne
(2.58b)

onde ¥(P) é a matriz das fungdes de interpolagdo para a geometria, ¥ (P) a matriz com funcdes
de interpolagdo para os deslocamentos no dominio e @(p) no contorno, e Z(p) contém as fungdes
de interpolac@o para as tragdes que sdo necessdrias somente no contorno. O vetor x(P) possui as
coordenadas geométricas do ponto, u(-) e t(-) as componentes do deslocamento e da tragdo para
pontos do dominio ou do contorno. Os valores nodais das coordenadas geométricas, deslocamentos e
tragdes sdo representados, respectivamente, pelos vetores {x;}, {u;} e {t;}.
Utilizando estas fun¢des de interpolacio para a aproximacao das equagdes integrais, discretiza-

se os valores

uw(Q) =¥(Qu” VvVQeQ

u(g) = d(u”  VgeQ

(2.59)
b(P) = ¥(P)b VPeQ
F(p)=E(p)f VpecO

D e u® representam os valores nodais do "deslocamento generalizado"u(-), no dominio e no

onde u
contorno, respectivamente. b representa os valores nodais da "forca de corpo generalizada"e f os

valores nodais das “reacdes generalizadas”.
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Dessa forma, a equacédo (2.52) pode ser re-escrita como

F(Q)ul = /Q G(P,Q)'¥(P)bdQ), + /a _G(p,QI'E(p)Edd0, + Ro (2.60)

que representa a solug@o aproximada no dominio, para um nimero de elementos nio infinito. O erro
da aproximacao esté representado pelo residuo Rp que é anulado na média com o Método de Galerkin
(Cook [28]), isto €, o residuo € projetado ortogonalmente sobre o espaco gerado pelas fungdes peso

W;
/ W,RpdQ) = 0 2.61)
@)

Com as fungdes peso, sdo escolhidas as proprias funcdes de interpolagdo do dominio para
os deslocamentos, ¥(Q). A solugio para o dominio, com a aplicacdo do Método de Galerkin,fica

[ ¥ T@dngu’ = [

[ #(0) / G(P, Q)"¥(P)dQpdQgb

o (2.62)
V7 t ]
+ [ #(Q) [ 6(p. Q)= (p)danredangs

Da mesma forma, fazendo a projec¢do da solu¢do da solu¢do no contorno, u(g), sobre o
espaco gerado pelas funcdes de interpolagdo do contorno para os deslocamentos, @(q) A equagio

(2.55) é re-escrita da seguinte forma:

/a RIOROTCATE /a _8() /Q G(P,q)'¥(P)dQpdd b

(2.63)
—+ [ & f/c, {2 (p)daQ,do0), £
L, 2@) | G(p.q) E(p)ddQ,doQ,
As equagdes (2.62) e (2.63) podem ser re-escritas em uma forma mais compacta:
AuP = Bf + Cb (2.64)

Du® = Ef + Fb (2.65)
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onde

A:/Q‘I/(Q)“P(Q)dQQ (2.66)
B— /Q /a _#(Q)'G(p, Q)'E(p)darpdag (2.67)
C= /Q /Q ¥(Q)'G(P, Q)'¥ (P)dQpdQq (2.68)
D= /aQ ®(q)'®(q)doQ, (2.69)
E= /a i /a _ &(0)'G(p,0)'5(p)d00, 400, (2.70)
F= /a i /Q &(7)'G(P, q)"¥(P)dQpddQ, @.71)

As matrizes gramianas A e D s3o facilmente obtidas pois envolvem apenas funcdes de
interpolacdo, sdo compardveis as matrizes massa de densidade unitaria. Ja as matrizes B,C,E e F
fazem necessario o conhecimento da funcéo, ou tensor, de Green por envolverem produtos destas com
funcdes de interpolagdo, como ocorre no MFGL. Se a funcao for conhecida o procedimento computa-
cional continua sem problemas. Caso ela nio seja de conhecimento prévio a fun¢do de Green deveria
ser primeiramente aproximada para entdo prosseguir os cdlculos, entretanto o MFGLM promove um
meio ndo convencional para a solucdo deste problema, onde as aproximagdes sao obtidas diretamente,

de forma explicita.

2.3.3 Projecoes da Funcao de Green

Definindo G4 como a projecéo da fungdo de Green sobre o espago gerado pelas fungdes de
interpolacdo de dominio, dependentes do “ponto fonte” (P € (2), no caso as fun¢des que interpolam
as forgas de corpo, isto é, as fungdes ¥(P) do mapeamento geométrico. A projecdo G, € sobre o
contorno, ou melhor, sobre o espago gerado pelas fungdes de interpolacdo de contorno, dependen-
tes também do “ponto fonte” (p € 0Q)), sendo as fun¢des Z(p) que aproximam as tragdes. Essas

projecdes sdo definidas como

Ga(Q) = [ 6(P,Q)¥(P)d0Y, @7)
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Ga(q) :/QG(P,q)“I’(P)de (2.73)
G(Q) = [ G(p,Q)'=(p)do0, .74
Ge(q) = /BQG(P,q)tE(p)daﬂp (2.75)

Essas matrizes que dependem do conhecimento da fun¢do de Green podem, entdo, ser es-

critas em fung¢do de suas projecdes,

B— /Q ¥(0)!'Ge(Q)d0g (2.76)
C:/Q‘T’(Q)tGd(Q)dQQ 2.77)
E— /a _8(0)'Ge(q)do0 (2.78)

— /a  ®(9)'Galg)dacy, (2.79)

A determinacdo das projecdes da funcdo de Green € a etapa mais importante na criagdo
do MFGLM, realizada , conforme Barcellos e Silva [13], pela utilizacdo do Método dos Elementos
Finitos na resolucdo de dois problemas associados, equacdes (2.34), (2.48) e (2.53), que, levando em

consideracdo a simetria da fun¢do de Green, sdo re-escritas abaixo.

e Problema 1:

A*G(P,Q)' =4(P,Q)1 (2.80a)
(N* +N)G(P,q)! =0, VP,QeQ e g €30 (2.80b)
e Problema 2:
A*G(p, Q) =0 (2.81a)
(N* +N)G(p,q9) =6(p,q), VQeQ e pgqg €O (2.81b)

Projetando a fun¢do de Green sobre o espaco gerado pelas fungdes de interpolagdo de do-
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minio, ou seja, pés-multiplicando (2.80) por ¥ (P) e integrando em relagio a (), encontra-se:

N /Q G(P,Q)'¥(P)d0), = /Q 5(P,Q)¥(P)dQ, (2.82a)

(N* +N) /Q G(P,q)'¥(P)dQ), = 0 (2.82b)

Levando em consideragdo as propriedades da funcdo delta de Dirac e as equacdes (2.72) e

(2.74), temos

A'G4(Q) =¥(Q) (2.83a)

(N*+N')Gq4(g) =0 (2.83b)

Da mesma forma para o problema 2, projetando a funcéo de Green no espaco gerado pelas
fungdes de interpolagdo de contorno de tragdo, ou, pés-multiplicando a equagdo (2.81) por E(p) e

integrando em 9}, vem

* £ —
A" /a _G(p,Q)'E(p)d0, = 0 (2.84a)
(N +N)) | G(pa)s(piaac, = [ s(p.a)a(p) do0, 284
entao
A*Gc(Q) =0 (2.852)
(N*+N)Gc(q) = E(9) (2.85b)

Assim, dois novos problemas sdo obtidos, representados por (2.83) e (2.85), que envolvem
as projegdes de Green, Gq e G, em sistemas excitados pelas fungdes de interpolacdo. A troca da
excitagdo delta de Dirac pelas fungdes de interpolagdo faz com que G4 e G, sejam bem mais suaves
que a propria fungdo de Green, simplificando o tratamento numérico.

Para o célculo de G4, com os problemas modificados, o seguinte funcional pode ser escrito
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segundo Barbieri [3] e Machado [63] como:
1
J(Ga) = EB(Gd/ Ga) — B1(Gq, ¥) + B2(Gy, Ga)
onde as forma bilineares sao, para a elasticidade,

B(Ga,Ga) = | [C3G4(Q))'0Ga(Q)d0g
Bi(Ga ¥) = | Ga(Q)'¥(Q)d0g

By(Ga,Gq) — /a _ [N'Ga(q)]' Ga(q)da0,

sendo C a matriz dos coeficientes eldsticos (2.25) ou (2.30), d é o operador derivada (2.24).

(2.86)

(2.87)
(2.88)

(2.89)

Como Gq4 € uma funcdo suave e continua, esta também pode ser expandida pelas funcdes de

interpolacio

Ga(Q) =¥(Q)g"° e  Gulq) = D(9)g"™

onde gP? e gP7 sdo os valores nodais das projecdes G4(Q) e Gq(q), respectivamente.

Matricialmente sdo,

DQ _.DQ DQ Dg Dq Dgq

gDQ _ 811 812 7 &um . Dg _ 811 812 " Sntne
DQ _DQ DQ Dg  Dq Dq

8217 82 7 &ut 821 &2 7 &ntne

onde ntn € o nimero total de n6s na malha do dominio e ntnc da malha de contorno.

Substituindo esses valores em (2.86), vem

J(Ga) = 5 [ (8°%)'(¥(Q))'CO¥(Q)g”%0g

—/Q(gDQ)"‘(‘f’(Q))t‘f’(Q)dQQﬂL (877 (8(q))'N'®(q)8”"do0y

(2.90)

2.91)

(2.92)
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Definindo B como matriz proveniente da multiplicagio [0% (Q)], fica

‘Pl,x 0 lIlZ,x 0 et lIfnt‘n,x 0
B=|0 %, 0 %, - 0 (2.93)
q/l,y lf/l,x ?Z,y ‘?2,x T lPntn,y ‘Pntn,x

e, minimizando o funcional, tem-se
/Q B'CBdQ g2 — /Q F(Q)'¥(Q)d0g + /a _B(q)'N'D(q)do0,g™ = (2.94)
ou
K+K’|g’? =M (2.952)

com
K= / B'CBdQg
QO

K’ — / &(q)'N'®(q)do0, (2.95)
M= / 0)d0
sendo K a matriz de rigidez convencional de elementos finitos, M é a matriz matriz massa unitria
do dominio e K° é a matriz de rigidez adicional devido ao operador N - K° possui termos nio nulos
somente em graus de liberdade que contenham condicdes de contorno do tipo Dirichlet homogéneas
(mais detalhes sobre a matriz K sio fornecidos no capitulo seguinte).

Com (2.95) a projecdo da funcdo de Green no dominio estd definida, aplicando o mesmo

procedimento para o problema do contorno, cdlculo de G, encontra-se o funcional

1(Ge) = %B(GC,G) B1(Ge, E) + B2(Ge, Ge)
B(Ge, Ge) :/Q[CE)GC(Q)]taG (Q)d0Qg
(2.96)
Bi(G.,E) = [ Gel)'E(9)d0y
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e, como Gy, a proje¢do G, também pode ser interpolada,

G(Q) =¥%(Q)g? e Gl =d(q)g" (2.97)

onde gcQ e ng s@o os valores nodais das proje¢cdes da fun¢do de Green no contorno. Substituindo no

funcional e minimizando este, chega-se a
[K+K’]g9%=m (2.98)

com K e K? idénticas as obtidas para o problema do dominio e m sendo a matriz massa unitdria do
contorno.
Entio, os problemas 1 e 2 sdo resolvidos simultaneamente e as equacdes (2.95) e (2.98) se

resumem a
K+K] [g72 g0 =M m] (2.99)

Obtidos gD Qe gCQ é facil chegar a qu e gcq, basta aplicar o "operador traco”, que aqui
significa selecionar os graus de liberdade das matrizes gP”< e g“< que pertencem ao contorno.

2.3.4 Equacoes Finais

As matrizes A e D sdo facilmente obtidas de (2.66) e (2.69), e as matrizes que dependem

das projecdes da fungdo de Green podem ser obtidas de

B= [ #(Q)'¥(Q)dog™ (2.100)
c= / Q)dpgP? (2.101)
E= /. ®(q)' & (q)d0Q,g " (2.102)
F= . ®(q)' D (q)doQ,g"1 (2.103)

Todas as matrizes necessarias estio definidas e os sistemas de equagdes finais (2.64) e (2.65)

podem ser resolvidos. Para a solugdo do contorno, os termos conhecidos (indice con) podem ser
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separados dos desconhecidos (indices des), resultando no sistema

ug s feon
[D —Ej{ “3=[E -D] + Fb (2.104)
fdes ugm

Para uma formulagdo considerando os elementos finitos e de contorno isoparamétricos, al-
gumas simplificagdes no célculo das matrizes podem ser feitas: a matriz B se torna o transposto da

matriz F, facilmente observado em

B= [ | ¥(Q'G(p,Q)'@(p)dan,d0g (2.105)

_ t t
F—/BQ/QdJ(q) G(P,q)'¥(P)dQpddQ), (2.106)

Independentemente se o elemento € isoparamétrico, algumas relacdes podem ser extraidas

de (2.100-103), destacando as matrizes A e D,
B=Ag®, C=Ag’?, E=Dg“% e F=Dg" (2.107)
Assim, a solug@o para o dominio com elementos isoparamétricos toma a forma:
Aul = AgtQf + AgP (2.108)
portanto,
uP = gtf 4 gP% (2.109)

Para obter a solu¢@o no dominio basta, entdo, resolver o sistema (2.109) sem a necessidade
da inversdo da matriz A, fornecendo a solugdo uP diretamente. Ainda, essa solugio para o dominio
s6 € calculada se desejada. Entretanto, o inverso ndo é possivel, ou seja, a solu¢do no contorno deve
ser calculada sempre, e como primeira etapa, pois sdo necessarios os valores do vetor f ;.

A forma de célculo das matrizes finais pode ser alterado, como mostra o capitulo a seguir.
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2.4 Mecanica da Fratura

Como o interesse deste trabalho é de analisar um novo método numérico, MLGFM, como
meio de solucdo para problemas da mecénica da fratura, e ndo os vdrios meios de solucdo destes
problemas, serd apresentada apenas uma pequena revisao, evidenciando aqueles pontos de interesse a
realizacdo deste trabalho.

O primeiro passo dado, com o objetivo de se conseguir o valor da resisténcia de corpos
trincados, foi o critério de Griffith [43, 44], que se baseou na idéia de que uma trinca se propaga
quando a energia eldstica, liberada pelo seu crescimento, € maior que a energia necessdria para romper
o material. Como modelo, usou uma placa infinita com uma trinca de comprimento 2a, sob tracio
uniforme, conforme a Figura 2.4. Deste seu critério termodindmico Griffith determinou, para o estado
plano de tensdes (EPT), a tensdo critica requerida para o crescimento da trinca como (Sih [80])

1/2
0. = (2’57) (2.110)
7ta

onde E € o médulo de elasticidade e <y é a densidade de energia de superficie, y representa o consumo
de energia pelo material para romper as ligacdes atomicas, por unidade de drea rompida. Para a tensdo
critica no estado plano de deformagdes (EPD) basta dividir o, por (1 — 1/2)1/ 2 sendo v o médulo de

Poisson.

Figura 2.4: Placa infinita trincada sob trac@o - Geometria de Griffith

O critério de Griffith € uma condi¢@o necessdria, mas ndo suficiente porque considera ape-
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nas os estados inicial e final, ignorando os detalhes de como ocorreu a fratura no extremo da trinca
(Knott [58]). Griffith ndo fazia idéia de como era o campo de tensdes préximo ao extremo da trinca,

obtido posteriormente por Westergaard [93]

Oex = 01| 2 o 1-— ng nﬁ +
xx = 5y €08 5 sen 5 sen —

[ a 0 0 30
—_— DY 3 1 2.1 11
Oyy =0 721’ COs > <1 + sen > sen > > + (termos nao smgulares) ( )

Oy =0 isengcosgcosﬁ—i—
R Ve Y T) 2

onde r e 6 sdo as coordenadas polares no extremo da trica, para uma placa infinita sob tensdo biaxial,

Figura 2.5.

Figura 2.5: Modelo de Watergaard

Sneddom (1946) foi o primeiro a apresentar, para dois casos isolados, uma expansdo do
campo de tensdes. Este trabalho s6 foi aproveitado por Irwin em 1957 e 1958 [54, 55] e Williams [94]
que solucdo de Westergaard [93], Irwin [56] definiu o Fator de Intensidade de Tensdo (FIT) como

K = a\/ﬁ, mais usualmente como k = ¢+/7ta, assim a tensao oyy para x = 0 fica, por exemplo, dada
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por:
+ - - - (termos ndo singulares) (2.112)

K
(o = —
W \27mr

A deformacdo da trinca pode ser separada em trés modos distintos, que podem ocorrer
simultaneamente ou isoladamente, dependendo das condicdes de contorno na trinca. Estes modos de

abertura podem ser observados na Figura 2.6 e sdo classificados da seguinte forma:

e Modo I, ou de tragdo, possui simetria nos planos z e y;
e Modo II, ou de cisalhamento, possui simetria no plano z e antissimetria no plano y;

e Modo III, ou de tor¢do, possui antissimetria nos planos z e y.

MODO II MODO II

Figura 2.6: Modos de abertura da trinca

Entdo o FIT pode ser separado em relagdao aos modos (K, Ki; e Kjjr) € os campos de tensao

e deslocamentos, desprezando os termos de maior ordem, podem ser reescritos como, segundo Paris
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e Sih [73], parar < a,

K; 0 0 30 K 0 0 36
Oyxy = ——— COS = 1—sen§sen— — sen 5 2 4+ cos = cos —

27Ty 2 2 \27Tr 2 2
1o —Lcosg (1+sen95en39) + Ku sengcosgcos%
W a2 272 2y 222
K; 0 0 360 Kir 0 0 30 (2.113)
— 1 sen- cos~ cos — ~(1—sen=sen= :
Ty N sen 5 cos > Cos > + oL cos 5 sen > sen 5

Oz = V(0ux + 0yy)

Oxz = 0yz =0

—

* G V 27T
u, = KI L sen
vy G6\Vor

<

(1—2v+sen > Gwlzsen2<2—2v+cos 2>
K 0 20) (2114
<2 2V + cos? > < 2c052< 1+ 2v +sen 5

NID NID

As equacdes (2.113-114) sdo definidas para o estado plano de deformagdes, para o estado

plano de tensdes (0z; = 0), basta substituir v por ﬁ O modo III ndo pertence a elasticidade plana e

¢ apresentados separadamente,

xz—@se 0, OZ:@cosQ e Oy = Oyy = Oy = Oyy = 0
27y 2 ¥ 27y 2 vy Y 2.115)
. K[” 2r 0 . . )
uz—f ;seni e ux—uy—O
Uma definicao mais formal para o FIT é:
K = lirré Omax /27T (2.116)
p—)

onde p € o menor raio de curvatura do entalhe no ponto de concentracéo.

E necessario relembrar aqui o fator de concentragao de tensdo K; no caso de um furo eliptico

em uma placa infinita sob tracdo uniaxial, Figura 2.7.
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Figura 2.7: Trinca eliptica em uma placa infinita

Kt:1+2\/i (2.117)

e, assim, tem-se para a tensdo maxima

que substituindo em (2.116) encontra-se o valor ja conhecido K = ¢/ 7ta. O fator de intensidade de

tensdo pode, ainda, ser definido como
K; = 1E%Uyy\/2nr, K = }i_r)%crxy 27y e K = }i_r)%ayz 27y (2.119)

Para permitir a utilizacdo da teoria para outras configura¢des geométricas, define-se um
fator de corre¢do que, apesar de ndo depender somente da geometria, como mostra Parker [74], é

normalmente chamado de fator geométrico, Y. Assim,

K] = YO'\/ ta, KH = Y[[T\/ 7ta (S K[H = Y]]]T\/ 7ta (2.120)

onde T € a tensdo cisalhante, adequada para cada modo. Y é adimensional enquanto K tem a unidade

de tensdo vezes a raiz da unidade de comprimento, por exemplo (MPa./m).
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O fator de intensidade de tensdo fornece, dessa forma, uma forma de quantificar o nivel de
solicitacdo que esta ocorrendo no corpo, préximo ao extremo da trinca. O FIT também tem um valor
limite, que quando atingido provoca o crescimento da trinca, podendo levar a ruptura da peca, este

limite € a tenacidade a fratura (Kjc) que na teoria de Griffith é definida por

KIC = \/ZE’)/ (2121)

O valor de K¢ é obtido para cada material experimentalmente, de maneira muito criterlosa,
no estado plano de deformagds. O valor de K;c é o menor valor para a tenacidade a fratura, pois
para casos fora das especificacdes a tenacidade obtida é sempre maior que Kjc. Nas condicdes reais,
fora das especificagdes, esse valor limite ¢ chamado de K¢ e, dessa forma, é possivel garantir que
ndo ocorrerd o crescimento da trinca, para um material perfeitamente eldstico, se K; < K¢. Por isto,
o fator de intensidade de tensdo estard, geralmente, relacionado a mecanica da fratura eléstica linear
(MFEL) e deve ser aplicado em casos de fratura fragil, isto é, quando a regido de plastificagdo no
extremo da trinca é muito pequena.

O célculo de K numericamente pode ser feito de varias maneiras, que podem ser separadas
em duas classes. A primeira técnica € calcular a variacdo de energia para dois tamanhos de trinca. A
segunda ¢ utilizar as equacdes de tensdo e deslocamentos (2.114) para estimar um valor para K, esta
¢ a mais simples e pode ser classificada basicamente em trés métodos:

a) método da integral ], proposto por Rice (1968), onde o FIT € derivado de uma integral de

linha, a integral J:

ou
] = /F (U dy — T8xd5> (2.122)

constante para qualquer caminho I" escolhido. U € a densidade de energia de deformacao, T € o vetor

tragdo definido ao longo do contorno e u o vetor deslocamentos. E relacionado com K por

(JE)V/2, para o EPT

JE 1/2
( 1 1/2> , para o EPD

K = (2.123)
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b) método da tensdo, calcula-se um valor para K em cada posi¢io onde se tenha um resultado

de tensdo, obtido numericamente. Por exemplo, para 6 = 0
Ki=c V2nri e i = oy V2 (2.124)

onde i se refere ao n6 em questdo. A partir dos valores nodais K’ e Kj; é possivel uma extrapolacdo
parar = 0.

¢) método do deslocamento, semelhante ao anterior s6 que agora utilizando os deslocamen-

: ul G T ; ut G T
i Y i X

[ W= 2.12
=1y 2 © =1 _y\ 2r ( >)

tos nodais, para 0 = 7t

e,para) =0

, G [2m ' w,G 27
i _ x i ¥
K= 1—-2vV 7 © =12\ » (2.126)

Os resultados obtidos com o método do deslocamento sdo mais precisos que com o método
da tensdo quando a formulagcdo numérica estd baseada em campos de desloccamentos, como € o caso
do MFGLM utilizado neste trabalho. Este ndo é tdo preciso quanto a integral |, mas sua aplicacdo é

mais simples que esta. Assim, este é, aqui, o método adotado para célculo do FIT.



Capitulo 3

Analise e Desenvolvimento no MFGLM

Algumas altera¢des no desenvolvimento numérico, a implementagdo de novos elementos e
uma anélise no modo de aplica¢do do operador auxiliar N’ sdo topicos deste capitulo. Assim este ca-
pitulo ndo estd necessariamente ligado a mecanica da fratura, apesar de todos os resultados numéricos

apresentados serem solugdes de problemas com corpos trincados.

3.1 Operador Auxiliar

A necessidade da escolha, por parte do usudrio, de um valor para a constante k; é uma
heranca do Método da Fungdo de Green Local (MFGL), como pode ser observado nos trabalhos que
originaram este método (Horak e Dorning [51] e Horak [50]) essa dependéncia paramétrica ¢ um
dos principais problemas. No MFGLM essa dependéncia continua existindo mas a sensibilidade na
solucdo € bem menor que no seu método de origem, como é demonstrado posteriormente.

O parametro k; aparece quando o operador auxiliar N’ € introduzido na formula¢do do mé-

todo, que surge da necessidade de se atribuir ao problema adjunto as seguintes condi¢des de contorno:
(N*+N)G(p,Q) =0 3.1)

para transformar a varidvel virtual na funcao de Green.

Estas condic¢des de contorno nao poderiam ser aplicadas somente com o operador de Neu-

47
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mann N*, sem o auxilio do operador N/,

N*G(p,Q) =0 (3.2)

porque se teria problemas de singularidade no calculo do tensor de Green, fornecendo um resultado
ndo confidvel provocado pelas dificuldades numéricas decorrente desta singularidade (problema de
Neumann). Assim, com N’ so introduzidas condi¢des de contorno de Cauchy, eliminando este in-
conveniente.

O operador auxiliar € acrescentado na formulacdo através da soma e subtracdo da relacio

t

G(p,Q)N'u(p) = [N'G(p, Q)] u(p) (3.3)

e, para que esta seja possivel é facil observar que N’ deve ser um operador simétrico.
Entdo, tem-se N’ como um operador simétrico, aplicado sobre o contorno, incluido na for-

mulac@o e influenciando diretamente na varidvel F(p),

F(p) = (N+N)u(p) (3.4)

Uma maneira de reduzir a influéncia do operador auxiliar é escolher N’ adequadamente

(Barbieri [3]) tal que
N'u(p) =0 (3.5)

que pode ser obtido se N’ for aplicado apenas nos graus de liberdade que contém condi¢do de contorno
do tipo Dirichlet homogénea, ou seja, quando u;(p) é pré-fixado como nulo para um determinado p €
). Se nio fosse aplicada a condicéo (3.5) a solugdo seria obrigada a sofrer um pds-processamento.
Quando esta condicio ndo pode ser aplicada por nfo existir condi¢des de contorno do tipo Dirichlet

homogéneas no modelo, como pode ocorrer nos problemas de vibracao livre (Filippin [38]), aplica-se
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N’ apenas em alguns graus de liberdade, de forma que sua influéncia seja reduzida,

N'u(p) << Nu(p) (3.6)

As equacgdes finais de acordo com (3.5) ndo sdo, dessa forma, influenciadas pelo operador
auxiliar e no célculo das projecdes da funcdo de Green a influéncia € pequena.

Outra forma de se entender a aplicacdo do operador auxiliar com as condic¢des anteriores,
(3.5) ou (3.6), é verificar que este deve ser evitado por criar uma reacdo/fluxo ficticia, enquanto o
operador N representa a reagcao/fluxo real, as condi¢des de contorno de Neumann do problema real. A
reacao ficticia introduz as condic¢des de contorno de Cauchy ao problema adjunto, que pode ser vista
como um apoio eldstico, e as componentes da matriz de rigidez auxiliar K°, proveniente do uso do

operador N, como sendo a rigidez deste apoio, ver Figura 3.1.

Figura 3.1: Problemas real e auxiliares

Visto isto, uma escolha adequada e muito simples para o operador auxiliar é a forma de uma
matriz diagonal, que para a elasticidade plana tem a forma

k. 0
N = | (3.7)

0k

onde ky e k, sdo constantes para as dire¢des x e y, respectivamente.

Foi visto no capitulo anterior que N’ entra no cdlculo da matriz de rigidez, utilizada na
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solucdo dos problemas auxiliares, na forma K (2.96), como a matriz de rigidez auxiliar, obtida por

0 _ ENT/
K _/BQ ®(q)'N' @ (q)doQ), (3.8)

para elementos isoparamétricos.
Lembrando que N’ é aplicado somente onde houver condigdo de contorno @ = 0, K° pode
ser escrito matricialmente como
KO:/(_;Q o 0 ey - 0 ] |:kx 0] |: i 0 o P - 0 - 50,
e 0 e 0 e e 0 ky| [-~+ O ¢ -+ 0 - ¢ -

(3.9)
sendo que a dimensdo da matriz que contém as funcdes de interpolacdo, em (3.9), é de duas linhas por
ndh colunas (ndh é o nimero de g.d.l. com condi¢bes de contorno do tipo Dirichlet homogéneas), i
representa um né com (ily; = 0) e (i1, = 0), j um né com a diregdo x fixa (ﬂx]. = 0) e k com a direcéo
(ity, = 0).

Para que K possa ser somado a K, deve-se ter as mesmas dimensdes para ambas as matrizes,
condigio obtida facilmente acrescentando linhas e colunas nulas a K onde forem necessarias.
Mais uma integragio numérica é realizada se K° for calculado como em (3.9), porém N’

pode ser retirado da integral, pois seus termos sdo constantes, € a matriz massa do contorno m pode

ser aproveitada no cdlculo. Assim, a matriz de rigidez auxiliar pode ser calculada com

K = [uk;Jm (3.10)
onde
=1, se 0 g.d.L. j tiver cond. de contorno @ = 0
n=0, em caso contrdrio, k; = ky se j for fmpar ou k; = k,, se j for par

Na Tabela 3.1, coluna [Ki]- + Kg}, é comparado o erro, em porcentagem, em relagdo ao
pardmetro k, para a avaliagdo da dependéncia do método com relacdo ao parametro. O problema
em questdo é de uma placa com uma trinca central sob tracdo unitdria, com as discretizacdes sendo
grosseiras e o pardmetro independente da diregéo (k, = k, = k). Na Tabela 3.1, pode-se verificar que

uma variagdo significativa no resultado ocorre apenas para —0,01 < k; < 0,01. Quando o parimetro
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¢ nulo o efeito do operador auxiliar desaparece e um resultado absurdo é obtido, comprovando a
necessidade deste.

A dependéncia paramétrica é reduzida levemente se como matriz de rigidez auxiliar for
usada uma matriz diagonal, como € apresentado originalmente por Barbieri [3], eliminando o célculo
de K, que é a prépria matriz diagonal em (3.10). Essa alteragiio provoca um desacoplamento entre
os coeficientes da matriz de rigidez auxiliar. Visualizando novamente como um acoplamento el4stico,
¢ como se cada né possuisse agora apenas uma mola e antes vdrias, como mostra a Figura 3.2, onde

cada linha tracejada representa uma mola.

= u=90
/‘ {;/ , / / ZAAES 2 //? ,//, % N/
;;///;/, / 7 )
Mg K, 2K K3
(2) ™ ®)
(a) (b)

Figura 3.2: Representacdo antiga (a) e nova (b) da matriz de rigidez auxiliar.

Os resultados com a matriz de rigidez auxiliar diagonal também se encontram na Tabela
3.1, coluna [Kii + K?] , onde € ficil verificar a melhora obtida e, ainda, deve-se levar em conta que a
programacao é simplificada desta maneira, reduzindo o custo computacional.

A utilizagio de K° como uma matriz diagonal é a solucdo aplicada na maioria dos traba-
lhos, até entdo publicados, com o0 MFGLM. Barbieri [3] mostra que os resultados néo variam para k
variando de +£1E-6 a £1E+6 (k # 0), da mesma forma Filippin [38] em seus problemas de vibra-
coes, Machado [63] observou uma pequena dependéncia para os problemas de placa ortotrpica, onde
o parametro relacionado ao deslocamento transversal tem uma relagdo ndo unitdria com os outros
parametros, relacionados com as rotagdes.

Conclui-se entdo que ky e k, devem ser quaisquer constantes reais ndo nulas, desde que
ndo comprometam o condicionamento das matrizes. Para diminuir a tendéncia de N’ provocar mal-
condicionamento, principalmente quando os termos da diagonal de K tem dimensdes muito variadas,

pode-se no lugar da soma aplicar um produto, desta forma os termos serdo alterados igualmente, por
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exemplo triplicados. Assim, a matriz de rigidez final é

K:K*KO, com

=1, se j for um g.d.l. com deslocamento nulo 3.11)

K® = [ukj], onde

1 .
= caso contrario
]

Na Tabela 3.1, coluna [Kl-i * K?], podem ser vistos os resultados obtidos com a multiplica-
¢do cuja sensibilidade observada é bem reduzida. A instabilidade ocorre agora quando o parametro é
unitério, caso em que ndo € alterada a matriz de rigidez. Os resultados presentes neste trabalho sdo

obtidos com o uso desta terceira técnica.

Tabela 3.1: Dependéncia paramétrica.

Parametro Erro (%)
k [Kii + K9] [Kii + K?] [Kii * K9]
+1.0E4+99 | -9.28147985788 | -9.28147985788 | -9.28147985788
+1.0E+8 | -9.28147985788 | -9.28147985788 | -9.28147985788
+1.0E+6 | -9.28147985788 | -9.28147985788 | -9.28147985788
+1.0E+4 | -9.28147985788 | -9.28147985788 | -9.28147985788
+1.0E+2 | -9.28147985788 | -9.28147985788 | -9.28147985788
+1.0E+1 | -9.28147985788 | -9.28147985788 | -9.28147985788
+1.0 -9.28147985788 | -9.28147985788 —
+1.0E-1 -9.28147985792 | -9.28147985788 | -9.28147985788
+1.0E-2 | -9.28147985424 | -9.28147985790 | -9.28147985788
+1.0E-3 -9.28147967288 | -9.28147985375 | -9.28147985788
+1.0E-4 | -9.28146949358 | -9.28147942045 | -9.28147985788
+1.0E-5 -9.28122777517 | -9.28141917974 | -9.28147985788
+1.0E-6 | -9.30594914854 | -9.27714901359 | -9.28147985788
+1.0E-7 -14.7846185401 | -8.80301111955 | -9.28147985788
+1.0E-8 18.00222811501 | 13.15288012812 | -9.28147985788

Obs.: Continua na pagina seguinte.
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Continuacao da Tabela 3.1

k [Kii + K] [Kii + K7 [Kii * K7
ZERO _ — -9.28147985788
_1.0E-8 | 1844.24886360 | 31.15895419497 | -9.28147985788
1.0B-7 | -14.9468726524 | -9.07078237509 | -9.28147985788
1.0B-6 | -9.26496359265 | -9.28728443412 | -9.28147985788
1.0E-5 | -9.28233258441 | -9.28147885002 | -9.28147985788
1.0E-4 | -9.28148582847 | -9.28148001303 | -9.28147985788
1.0B-3 | -9.28147984626 | -9.28147986221 | -9.28147985788
1.0E-2 | -9.28147985844 | -9.28147985788 | -9.28147985788
1.OE-1 | -9.28147985788 | -9.28147985788 | -0.28147985788

1.0 | -9.28147985788 | -9.28147985788 | -0.28147985788
1.OE+1 | -9.28147985788 | -9.28147985788 | -9.28147985788
1.0E+2 | -9.28147985788 | -9.28147985788 | -9.28147985788
1.0E+3 | -9.28147985788 | -9.28147985788 | -0.28147985788
1.0E+4 | -9.28147985788 | -9.28147985788 | -9.28147985788
1.0E+5 | -9.28147985788 | -9.28147985788 | -0.28147985788
1.0B+6 | -9.28147985788 | -9.28147985788 | -0.28147985788
1.0E+7 | -9.28147985788 | -9.28147985788 | -9.28147985788
1.0E+8 | -9.28147985788 | -9.28147985788 | -0.28147985788
_1.0B+99 | -9.28147985788 | -9.28147985788 | -0.28147985788

3.2 Melhorias no Algoritmo

53

Quando € feito um refino & concentrado em uma determinada regido, por exemplo no ex-
tremo de uma trinca, alguns elementos sofrem elevada distor¢@o, deteriorando seu coeficiente de as-
pecto. Este problema pode acarretar em mal condicionamento das matrizes, que no MFGLM um mal
condicionamento da matriz de rigidez, ou das matrizes dos sistemas finais de equagdes, pode fornecer

um erro numérico que € multiplicado vérias vezes, pois os algebrismos envolvidos na construg¢do dos
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sistemas finais é relativamente elevado.

O mal condicionamento devido ao operador auxiliar j4 estd, para problemas da elasticidade,
parcialmente resolvido, solug@o apresentada na secdo anterior. Entdo, com o objetivo inicial de me-
lhorar o condicionamento numérico, é proposto um novo algoritmo para o cdlculo numérico, onde a
idéia principal € desacoplar o problema de contorno com o de dominio. Esta idéia foi aplicada apenas
as equacgdes do contorno, pois para aplicar o método dos deslocamentos no cédlculo do fator intensi-
dade de tensdo (Capitulo 2.3), sdo suficientes os resultados para 8 = 0 e 7r. Assim, tomando como

ponto inicial o cdlculo da projec¢do da funcio de Green no contorno com o MEEF, chega-se ao sistema
Kgt9=m, onde K=[K+K’ (3.12)

e m ¢ equivalente a matriz D, a menos das dimensdes, quando os elementos sdo isoparamétricos. Para

que isto seja entendido, sdo definidas as dimensdes das matrizes como:
e m =numero de g.d.l. da malha de dominio, com elementos finitos;
e mc = numero de g.d.l. da malha de contorno, com elementos de contorno;

e mb = nimero de g.d.l. dos nés da malha de finitos que estdo no contorno, borda do dominio,

este serd igual a mc apenas se a malha de contorno néo possuir nés duplos, assim mb < mc.

Desta forma a matriz m tem dimensdes (m X mc) e a matriz D (mc X mc), na equagdo
(3.12) K tem dimensdes (1 X m) e gCQ tem (m X mc).

Separando entdo na equagio (3.12) os graus de liberdade de bordo (indice b) dos internos
ao dominio (indice 7) resulta o sistema de equacdes matriciais

K Kii| [8° _ |m (3.13)

Ky K gl-CQ e

onde © ¢ uma matriz nula, que surge porque m ¢ definida apenas no contorno e, conseqiientemente,

os g.d.l. internos possuem termos nulos. Do sistema acima € facilmente encontrada a relacio

g9 = [ K 'Ku| g (3.14)
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que, quando substituida em (3.13), encontra-se um sistema de equacdes para a solucio de gEQ, inde-

pende de giCQ. E este:

Krg g9 = m, , onde Kg=Ky KK, 'K (3.15)
(mbxmb) (mbxmc) (mbxmc)

sendo Ky a matriz de rigidez resultante.

A projecdo obtida ggQ é a prépria projecio ng , hecessdria no calculo da matriz E do sistema
final de equagdes de contorno, se mb for igual a mc, ou seja, quando ndo houver nés duplos. Quando
ha né duplo € necessario transformar ggQ (mb x mc) em gC”/ (mc x mc), para isto basta duplicar as
linhas de ggQ que se referem aos g.d.l. da malha de finitos correspondentes aos nés duplos da malha
de contorno. Esta transformag¢@o nada mais é que a aplicacdo do operador trago.

Obtida a projecio, a atengao € transferida para o sistema final de equacdes do contorno, onde
mais uma simplificacdo pode ser feita, para a aplicacdo deste trabalho, eliminando o termo Fj, pois
o vetor forcas de corpo é normalmente nulo nos problemas da MFEL, nem possuem carregamentos
internos ao dominio. Portanto, somente a projecao gcq ¢ suficiente para a nova solucdo do contorno,

que fica simplificada em

Du® = Ef (3.16)
onde E € obtida de

E— Dng (3.17)

A vantagem até agora obtida é que somente € calculada gcq(ggQ), com um sistema de
dimensdes bem reduzidas. A proje¢do interna giCQ s6 € calculada se forem desejadas os deslocamentos
no dominio, ou se houver alguma excitacio interna a este. Uma inversdo de matriz é necessdria no
calculo da matriz de rigidez resultante, mas K, € uma matriz bem comportada, ja que € parte da matriz
de rigidez original, sem que tenha sofrido altera¢des pois N’ s6 atua no contorno.

Prosseguindo, pode-se desacoplar no sistema (3.16) os g.d.l. que contém condi¢des de con-

torno de Dirichlet (indice D) dos que contém condi¢des de contorno tipo Neumann (indice N). Assim,
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0 seguinte sistema matricial pode ser escrito:

Dpp Dpn| | up Epp Epn| | fp
— (3.18)

Dnp Dwnn| |un Exp Enn| | fn

Neste sistema as matrizes Dpy e Dyp podem ser nulas, isto ocorre se os elementos de con-
torno, independentemente, ndo possuirem condi¢des de contorno distintas para uma mesma direcao.
Esta condi¢do pode ser aproveitada na solug¢do de alguns casos, reduzindo os algebrismos necessarios.

Os vetores desconhecidos em (3.18) sdo uy e fp, pois uy e fp sdo as condi¢des de contorno.

Resolvendo o sistema para uy € encontrada a expressao
[DNN — ENDEB%)DDD} uy = [ENN - ENDEBEEDN] fn — [DND — EnpEppDpp | up (3.19)
e, verificando que up é, para os casos deste trabalho, sempre nulo é possivel reescrever
Druy = Erfy (3.20)
onde
Er = Exn — EnpEpLEpn e Dr = Dyn — EnpEpp DN (3.21)

Pode-se, entdo, calcular todos os deslocamentos no contorno, o que € suficiente para estimar
um valor para o fator intensidade de tensao, pelo método dos deslocamentos. Caso os esfor¢os também

sejam desejados podem ser obtidos por
fp = —Ep}, [Dppup + Dpyuy + Epnfn] (3.22)

As vantagens deste segundo desacoplamento sdo que sé é calculado o que for desejado,
deslocamentos ou esforcos, e que as matrizes nos sistemas tem dimensdes reduzidas. Como um todo
este algoritmo traz melhoras na precisdo do célculo da proje¢dao de Green, devido ao melhoramento

no condicionamento numérico, redugdo do tempo de computacdo e redugdo na memoria necessaria.
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Algo semelhante pode ser feito para a solu¢do do dominio e uma comparagdo entre tempos
e memoria utilizados, entre os algoritmos, nao € apresentada porque os programas nao estdo em uma
forma otimizada, e também, o atual estd bastante simplificado para a aplicacdo na MFEL, o que levaria

a uma comparagdo injusta.

3.3 Elementos Finitos e de Contorno

Nos capitulos anteriores foi mostrado que um problema qualquer da elasticidade linear pode
ser resolvido numericamente com o MFGLM, onde s@o necessdrias duas discretiza¢des, uma para
o dominio e outra para o contorno, nestas sdo utilizados elementos finitos e de contorno, respecti-
vamente, cujas formulagdes usam fungdes de interpolacdo. Alguns tipos possiveis de elementos, 0s
mais utilizados no MEF e no MEC, sao brevemente revisados, levando em considera¢do que sdo de
amplo conhecimento de todos. Segundo Dhatt e Touzot [33], os elementos podem ser classificados
conforme: sua forma (triangulares, quadrangulares, ... ), o nimero de graus de liberdade, as coorde-
nadas dos nds, a defini¢do de suas varidveis nodais, a base polinomial para a aproximagao e o grau de
continuidade entre elementos (C°, C1, CZ, ...).

Séao utilizados, neste trabalho, elementos finitos bidimensionais (planos), triangulares e qua-
drangulares, e elementos de contorno, também bidimensionais (elementos de linha). A continuidade
entre elementos é C, isto é, apenas as varidveis sdo continuas e ndo suas derivadas. As fungdes
de interpolacdo sdo de vdrias familias, para esta secdo todos os elementos sdo isoparamétricos, isto
quer dizer que possuem 0s mesmos parametros para geometria, deslocamentos e tracdes, ou melhor,
possuem as mesmas fungdes de interpolag¢do para todas as varidveis, ¢; = 431- =g@iet = 7.

Para que a convergéncia seja garantida, no MEF, para uma formulagdo baseada em deslo-
camentos na elasticidade (Zienkiewicz [98]), as funcdes de interpolagdo dos elementos finitos devem

satisfazer as seguintes condigdes:

1. Deve haver continuidade para os deslocamentos nas interfaces dos elementos, a continuidade

para as derivadas nao € obrigatdria;

2. Deve ser possivel o critério da deformac¢ao constante, a derivada do campo de deslocamentos

deve possuir termo constante.
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No MFGLM estas condi¢des devem ser observadas na interpolagdo do dominio, pois € usado
o MEF na aproximacao da fun¢do de Green. Mais uma condi¢do deve ser acrescentada no MFGLM,
para cada elemento finito com pelo menos um lado no contorno deve compartilhar este lado com
um elemento de contorno que seja seu "traco”. Lembrando que na formulagdo foi considerada a
possibilidade de usar o operador traco, porém fica claro que esta condi¢do é necessdria somente na
interpolagdo dos deslocamentos: ¥; — ¢i.

Como caracteristicas das fun¢des de interpolacdo Y¥; para elementos finitos de continuidade

CY, tem-se:
1. ¥; = 1 quando x = x; e ¥; = 0 quando x = x; onde j # i.

2. A soma de todas as func¢des de interpolacdo do elemento, em qualquer ponto interno a este, é

unitaria. Nos elementos com 7 nos:

n
Y =1 (3.23)
i=1
Para que os elementos nio tenham uma forma fixa, é conveniente usar uma formula¢do com
coordenadas naturais ou intrinsecas, onde o elemento real ¢ mapeado no elemento isoparamétrico.
Este mapeamento pode ser observado na Figura 3.3, onde um elemento quadrangular qualquer, no
espago de coordenadas globais, x e ¥, € mapeado no elemento retangular isoparamétrico no espago

das coordenadas naturais, ¢ € 7.

e ] e ] —
4 3 T
|
£
!
1
1 2 4

Figura 3.3: Mapeamento isoparamétrico.

As fungdes de interpolag@o podem ser de vdrias formas, mas por enquanto sao testados ape-
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nas as mais usadas, que podem ser separadas em trés familias: lagrangeana, serendipity e triangular.

3.3.1 Familia de Elementos Lagrangeanos

Uma maneira fécil e sistemdtica para obter fungdes de interpolacdo, de qualquer ordem, é
pelo produto de determinados polindmios, sdo os polindmios de Lagrange, que podem ser aplicados
a elementos quadrangulares e lineares.

A fungdo de interpolag@o para um elemento de contorno com 7 nds é, dessa forma, fornecida

por
N
i = (3.24)
¢i(¢) }}.Ci ¢
] 1

onde ¢; € a fungo de interpolag@o de contorno que se refere ao n6 i, g; € §; sdo coordenadas naturais
do nés i e j, respectivamente.

Na Figura 3.4, um dos elementos lagrangeanos (de linha com trés nés), é mostrado em
conjunto com a forma de suas funcdes de interpolacdo que sdo quadraticas, logo, esse elemento € dito

quadrético.

1 £=0 E=+1

N Y,

®— 1

N‘T Il
Ty

" xu
-

Figura 3.4: Elemento quadritico de contorno com coordenada natural ¢.

Assim, uma varidvel qualquer «, interpolada por estas funcdes em #n pontos (nds), possui

campo

a8 =ap+al +asl + -+ a ! (3.25)

I
™=

Il
—_

onde 4; sdo as constantes generalizadas. Desta equagao € facil verificar porque o elemento com 7 nds

se dizde ordem p = n — 1.
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Como o elemento ¢ isoparamétrico estas fun¢des sdo usadas para interpolar geometria, des-

locamentos e tragées no contorno,

X = quixi u = Z(Piui t = Z(Pifi (3.26)

Para os elementos finitos as funcdes de interpolacdo podem ser obtidas pelo produto de dois

polindmios de Lagrange, como em (3.24), um para cada coordenada, ¢ e #. Entdo,

Fij (&) = L (E)L]" () (3.27)

onde ¥;; é a fungdo que se refere ao n6 com coordenadas (&;, 77), e L}'(&) e L}“(q) sd0 os polindmios
de Lagrange, que equivalem as funcdes de interpolag@o do contorno com 7 e m nds, respectivamente.

A Figura 3.5 mostra um exemplo de um possivel elemento finito lagrangeano, mostrando
que a ordem de interpolacdo pode ser diferente em cada dire¢do. Nesta figura também pode ser
observado que os elementos lagrangeanos de contorno sdo o traco dos elementos finitos, podendo ser

utilizado na formula¢do do MFGLM.

P

Figura 3.5: Elemento lagrangeano plano.

Caso a ordem de interpolacdo seja a mesma para cada coordenada, mais comumente usado,
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as fungdes também. podem ser obtidas, para um elemento finito com 7 nds, por

L (6= &) —nj)

Yi(&n) = (3.28)
l ]1_! (Gi = &) (i — 15)

j#i
Assim, o elemento finito possui uma ordem de interpolagdo p = /n — 1, podendo ser

linear, quadritico, ctbico (Figura 3.6) ou outros com qualquer ordem de interpolacdo p.

@

Figura 3.6: Elementos lagrangeanos: (a) linear, (b) quadrético e (c) cuibico.

O campo de interpolagdo de uma variavel qualquer a4, em termos das coordenadas naturais

em um elemento quadrético (Figura 3.6b), é representado como

& = ay + arf + asny + aaly + asE + ael2n + ar&y? + asln? + aon? (3.29)

onde a; sdo coordenadas generalizadas. Estes campos podem ser obtidos, para qualquer ordem, do

tridngulo de Pascal, apresentado na Figura 3.7.

termo constante 1

termos lineares & n clemento linear

termos quadréticos gl &n 7? elemento quadritico
termos ciibicos

termos quérticos

Figura 3.7: Tridngulo de Pascal.
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3.3.2 Familia de Elementos Serendipity

E muitas vezes conveniente que as fungdes dependam somente dos nds posicionados no
contorno do elemento. Assim, surgiu uma familia de elementos com nés somente no contorno, a

familia serendipity. Alguns destes elementos estdo presentes na Figura 3.8.

i
4 7 3 4 10 9 3
11 8
g 6
12 7
1 5 2 1 5 6 2
@ G

Figura 3.8: Elementos serendipity quadratico (a) e cibico (b).

Para uma interpolacdo linear as fungdes sio as préprias lagrangeanas e para os elementos
quadrético e cubico as funcdes sdo obtidas por inspe¢do, sendo dificil a criagdo de elementos de alta
ordem e, de acordo com Zienkiewicz [98], para o elemento quértico, quarta ordem, aparece um né
interno ao elemento e de posicdo central. Para o elemento serendipity quadratico (Figura 3.8), as

funcdes de interpolagdo sao

M= 0-00-n1-E-n) % = 0-@)0 -y
\1@:%(1+g)(1—17)(—1+§—17) ¥ =%(1+§)(1—172>

h 1 (3.30)
= (1A (-1+E+7) ¥ =51-8)1+n)
?4:2(1—5)(1%7)(—1—5%7) s =%(1—§)(1—772)

Uma comparacdo entre as fungdes de interpolagdo deste elemento e as do elemento qua-
drético lagrangeano pode ser vista na Figura 3.9. A fun¢do %9 a mais no elemento lagrangeano, faz
com que a precisio deste seja normalmente maior e que sua sensibilidade a distor¢do, lados curvos e
posi¢do dos nés eqiiidistantes, seja menor. O mesmo é observado no elemento cubico, Figura 3.8b,
cujas fungdes de interpolacdo podem ser encontradas em Zienkiewicz [98].

O campo para as varidveis pode ser obtido de forma similar a familia lagrangeana, caminho

tracejado no tridngulo de Pascal Figura 3.7. O desvio dos pardmetros centrais no tridngulo € devido
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a eliminacdo dos nds centrais. Como exemplo, o campo para uma varidvel qualquer no elemento de

oito nos é
& = a1 + ar¢ + azn + asln + as& + agl?n + a;En + agln? (3.31)

Os elementos de contorno relacionados a familia serendipity sdo os proprios elementos de

contorno lagrangeanos.

Figura 3.9: Fungdes de interpolacio para os elementos quadraticos das familias serendipity e lagrangeno.

3.3.3 Elementos Triangulares

O uso de elementos finitos trialgulares permite uma melhor discretizagdo de dominios irre-
gulares, sem provocar grandes deformagdes nos elementos, como acontece com os elementos quadran-
gulares em alguns casos. As coordenadas naturais para os elementos triangulares sdo as coordenadas
de 4rea, coordenadas triangulares ou trilineares.

Considerando um ponto P dividindo um tridingulo em trés areas (A1, Ay e A3), Figura 3.10,

as coordenadas de drea (L1, Ly e L3) sdo definidas como as razdes das dreas parciais pela total A,

L1 = — L2 = — € L3 = — (3.32)
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Figura 3.10: Coordenadas de érea.

Estas coordenadas sdo dependentes entre si e satisfazem a relagdo L1 + L, + L3 = 1. Podem
ser relacionadas com as coordenadas naturais ¢ e #, cuja origem € posicionada em um dos vértices do
tridngulo e os eixos sobre os lados. Se o sistema de coordenadas estiver no ponto um, com ¢ sobre 0

lado 3 e % sobre o lado 2, tem-se

lel—g—iy, Lzzg (& L3=17 (3.33)

A expansdo polinomial para uma varidvel é completa para os elementos triangulares e pode

ser expressa genericamente, para qualquer ordem p, como

=

a=Y mLIL5L5 (3.34)

1

Il
—_

onde g, 7 e s sdo todas as n possiveis combinagdes que satisfagam g + ¥ + s = p, sendo 7 o nlimero

de nds, que pode ser relacionado a p por

(p+1)(p+2) 1)2(” +2) (3.35)

O primeiro elemento na Figura 3.11 € o elemento linear que também pode ser chamado de

CST (constant-strain-triangle) no caso da elasticidade, pois as derivadas das suas fungdes de interpo-
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lacdo sdo constantes. As funcdes de interpolacdo sdo dadas, simplesmente, por

Y =Ly, Y =L, e Y3 =Lj (3.36)

(@)
Figura 3.11: Elementos triangulares: (a) linear, (b) quadrético e (c) cubico.
Resultados muito pobres sdo obtidos com estes elementos, principalmente para as tensdes,

necessitando um elevado niimero de graus de liberdade. Resultados bem melhores sdo obtidos com

elementos triangulares quadraticos, ou LST (linear-strain-triangle), que possui as fungdes

¥, = L1(2L; — 1) ¥, =4l
¥, = L(2L, — 1) Y5 =4l,L; (3.37)
¥, = L3(2Ls — 1) ¥y =4L3L,

cujas derivadas sdo lineares.

Para o elemento triangular cibico presente na Figura 3.11c, onde o n6 10 estd no centréide

doelemento (em L1 = L, = L3 = %), as funcdes sdo

Y = %Li(3Li—1)(3Li—2) parai=1,2¢3
¥, = %L2L1(3L1 ~1) ¥y = §L1L2(3L2 —1)
¥ — %L3L2(3L2 ~1) ¥ — ZL2L3(3L3 1) (3.38)
Wy = ngLg(?)Lg ~1) ¥y = §L3L1(3L1 ~1)

Yo = 27L1LoL4

Zienkiewicz[98] e Dhatt e Touzot [33] apresentaram férmulas genéricas para as fungdes de

interpolacio de elementos triangulares, para qualquer ordem. Eliminar os nds internos dos elementos
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triangulares também & possivel.
Os elementos de contorno a serem utilizados em conjunto com estes elementos triangulares

¢, novamente, a familia de elementos de contorno lagrangeana.

3.4 Resultados Numéricos

Realizada a implementacdo numérica dos elementos isoparamétricos, apresentados na se¢ao
anterior, no MFGLM se toma possivel a andlise de problemas da mecénica da fratura eldstica linear
(MFEL) bidimensional, testanto a capacidade do método na solug@o destes. Esta andlise se resume
em calcular numericamente o fator de intensidade de tensdo K, modos [ e I, para problemas relati-
vamente simples que possuem solugdo analitica. Serda dado énfase no calculo do modo I, ja que € este
0 mais perigoso em problemas praticos de fratura fragil, onde a falha ocorre teoricamente devido ao
excesso de K;(> Kc¢). Kjjr ndo entra na andlise porque ndo tem as caracteristicas de um problema

bidimensional.

3.4.1 Casos Teste

Os problemas criados para a comparagao dos resultados sdo dois, que t€ém como objetivo o
modo I, em ambos as caracteristicas do material sdo as mesmas: médulo de elasticidade (E = 10”) e
coeficiente de Poisson (v = 0,3). O carregamento € representado por uma tensao de tragdo unitéria
(0), uniformemente distribuida sobre os extremos paralelos a trinca. A dimensdo a da trinca também
€ unitaria e, dessa forma, o valor do fator de intensidade de tensdo para a geometria de Griftith Ko,
placa infinita, vale /7t.

Caso 1. O primeiro caso é uma trinca central a uma placa retangular, sob tensdo de tragdo
uniaxial e uniforme, conforme a Figura 3.12. Como o carregamento € aplicado perpendicularmente a

direcdo da trinca o fator intensidade de tensao contém apenas o modo I,

K[ = YKO € KH =0 (3.39)

De Rooke e Cartwright [78] se pode obter uma solugfo analitica para o fator geométrico

deste caso (Yrc = 1,94), que foi calculada por Isida [57] usando o processo de colocacéo de fungdes
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complexas. Este valor é comparado com as solu¢gdes numéricas que utilizam o modelo da Figura 3.12,
a/W = H/W = 0,5; com as condi¢gdes de contorno nesta apresentadas. O modelo é feito apenas

para a parte hachurada devido a simetria do problema.

DO C LT &
. _
2H % H
[ 2a l
T & )
! i } b e W
@ (®)

Figura 3.12: Caso 1: (a) problema e (b) condi¢des de contorno.

Caso 2. Outro problema, cldssico na MFEL, € de uma trinca lateral em uma placa tinita
sob tracdo uniaxial Figura 3.13. As condi¢cdes de contorno s@o aplicadas tal que ndo haja restricoes a
flexdo da placa, em tomo do extremo da trinca. As equagdes (3.39) continuam vélidas pois a tracio

ainda € perpendicular a direcdo de propagacdo da trinca.

MR & PHLEEH T TR g e o
7

2H 74 H

I

TR &
i a |
W

@ )

E

Figura 3.13: Caso 2: (a) problema e (b) condi¢des de contorno.

O modelo numérico € feito, novamente, sobre a area hachurada devido a simetria do pro-
blema. Na Figura 3.13 podem ser vistas as condi¢des de contorno utilizadas para a solugdo nu-
mérica, que é comparada com a analitica fornecida por Rooke e Cartwright [78]. A solucdo ana-
litica foi obtida com técnicas de mapeamento uniforme por Bowie e Neal [22], Yrc = 3,0, para

a/W=H/W =0,5.
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3.5 Resultados

As discretizagdes utilizadas na solucio dos casos teste sdo na maioria regulares, elementos
com dimensdes iguais, e deve ser relembrada a necessidade da construcao de duas malhas, uma para
o dominio e a outra para o contorno. Mas, este inconveniente pode ser contornado se uma delas for
gerada automaticamente a partir da outra, ja que o contorno é o traco do dominio. Uma destas discre-
tizagOes é mostrada na Figura 3.14, as malhas do dominio e do contorno com elementos lagrangeanos
quadréticos, que pode ser usada tanto para o caso 1 quanto o 2, mudando apenas as condicdes de

contorno.

né duplo

¢ ©® & e & @ ¢ o Jb
t 1 l malha para a | 1 |malhapara
o contorno i T o dominio

Figura 3.14: DiscretizacGes para os elementos quadraticos.

Para os elementos tinitos triangulares as malhas de contorno niao sofrem modificacdes em
relacdo a de elementos tinitos quadrangulares, se o nimero de elementos de contorno e a ordem de
interpolacdo ndo sdo alterados. As malhas de dominio sdo diferentes e na Figura 3.15 é apresentada
a malha de finitos utilizada, para qualquer ordem de elemento, onde a propor¢cdo do tamanho do

elemento [ com o tamanho da trinca a é igual a da discretizagdo na Figura 3.14,1/a = 0, 5.

Figura 3.15: Discretizacdes com elementos triangulares.

C

Com o MFGLM calcula-se o vetor deslocamento generalizado para o contorno u* e, entdo,
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com o método dos deslocamentos, pode-se calcular os valores nodais do fator de intensidade de tensdo
K§ na posicdo 8 = +7r. Dividindo os fatores de intensidade de tensdao nodais pela raiz de 7t (K -
fator de intensidade de tensdo para geometria infinita) sdo encontrados os fatores geométricos nodais
Yi, que sdo comparados com a solug@o analitica Yrc obtendo uma variagdo em relagdo a esta. Esta

variacdo (erro) pode ser obtida por

erro = ( Yi _ 1> 100 (%) (3.40)
Yre

e é plotado em relagfo a razdo r; /a, onde r; é a distdncia do n6 ao extremo da trinca. Sdo formados os

gréficos presentes na Figura 3.17, dos quais cada gréafico representa um dos elementos apresentados.
A Tabela 3.2 apresenta as malhas utilizadas nas solugdes da Figura 3.17, nesta o (*) esta

indicando que a malha em questdo ndo é regular como na Figura 3.14, mas possui um refino extra

com uma razao de redugao no elemento de 0,17; proximo ao extremo da trinca, como mostra a Figura

3.16.
Tabela 3.2: Malhas usadas na Figura 3.17.
Elemento Niimero de elementos
Tipo p | Finitos | de contorno
Lagrangeano | 1 54% 32%
2 50 30
3 8 12
4 8 12
5 2 6
6 2 6
Serendipity | 2 32 24
Triangular | 1
2 16 12
3

Nos gréficos de resultados o nimero entre parénteses representa o caso teste em questdo e a

nomenclatura abaixo € usada para indicar o tipo de elemento finito utilizado na discretizacao.

Q = Quadrangular

Simbologia para os elementos ¢ T = Triangular

N = Numero de n6s do elemento
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extremo da trinca — )
malha de finitos malha de contomo

Figura 3.16: Malhas com refino extra, elementos lineares.

Como ja foi mencionado anteriormente, um valor estimado para o fator de intensidade de
tensdo pode ser obtido extrapolando os gréificos da Figura 3.17 e, entdo, a avaliagdo dos gréficos deve
ser efetuada levando em conta este fato. E importante observar também que os resultados para pontos
muito distantes, ou muito proximos, do extremo da trinca sdo normalmente menos confidveis, por
motivos jd comentados, esta variacdo fica evidente em alguns dos resultados da Figura 3.17.

—— MFGLM (1) —@— FEM(D) —5— MFGLM(2) —d&— FEM(2)

40,00 —

30.00 —

20,00 —

ervo (%6)

& 3 3 / i
S‘E’ ‘Q‘_ 15,00 —f---mmmmedmmme s

QD =iy H
5 § ] /
W =

0.00 27
-15.00 —— . ; . :
0.00 0.20 049 0.60 0.80 1.80 0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00
Y'f’l a r/a

Figura 3.17: Resultados preliminares - parte 1.

Também sao plotados alguns resultados com o MEF, como efeito comparativo, utilizando
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a mesma discretiza¢do para o dominio. O MEF fornece resultados um pouco mais rigidos e uma
pequena melhora nos resultados pode ser observada quando utilizado o MFGLM, comprovando a
capacidade deste na solugdo dos problemas da MFEL. Quanto aos elementos, os quadrangulares for-

necem melhores resultados que os triangulares.

erro (%4)
erro (%6)

i L I TR FRELII N a
000 020 040 060 080 100

erro (36)

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00 0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00
wa a

erro (26)

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00 0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

Figura 3.18: Resultados preliminares - parte 2.

Os resultados da Figura 3.18 foram obtidos com o método do deslocamento, mas poderiam
ter sido obtidos com o método da tensdo (Capitulo 2), pois 0 MFGLM pode fornecer diretamente

quanto o obtido pelo deslocamento, como pode ser verificado no gréfico da Figura 3.19 que apresenta
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os resultados para o caso um, obtidos com ambas as técnicas. A discretiza¢do usou elementos, finitos
e de contorno, lagrangeanos quadraticos e um refino extra, como na Figura 3.16, mas com duas
reducdes em forma de progressao geométrica de razdo 0,20. Os valores apresentados no gréfico sdo os
fatores intensidade de tensdo, obtidos nodalmente (Ké), e a distancia em relagdo ao extremo da trinca
¢ apresentado na forma logaritmica para melhor visualizacdo. A instabilidade do resultado préximo
ao extremo da trinca € maior quando calculado pela tensdo e, também, o resultado se deteriora antes
a medida que se afasta do extremo da trinca, mas isto ndo chega a inviabilizar o método da tensao,

podendo ser aplicada quando for desejada, necessitando apenas de um refino maior.

K calculado nodalmente

—A—  por deslocamento

—{>—  portensio

IST— — Rooke & Cartwrigth

=
R 20 o 1 L L

=
@

f Ilill!l; T !EEIIMJ{

g.001 0.010
0.100 wa 1.000

Figura 3.19: Comparacéo entre os métodos de deslocamento e de tenséo.

Uma andlise mais detalhada do MFGLM pode ser feita realizando uma anélise de conver-
géncia dos resultados quando é efetuado um refino, ou seja, quando o ndmero de graus de liberdade é

aumentado. O refino pode ser, basicamente, de duas maneiras:

1. Refino i — é o refino adquirido aumentando o nimero de elementos nas malhas, melhorando
a capacidade de interpolacdo destas. Recebe este nome porque o tamanho dos elementos é

reduzido, sendo /1 a maior dimensio do menor elemento existente na malha;

2. Refino p — provocado com o aumento da ordem de interpolacdo p das discretizacdes, neste,

nem o namero de elementos € nem o tamanho destes sdo alterados.
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3.5.1 Convergéncia

A convergéncia h é aquela cuja andlise é feita unicamente com o refino tipo . Esta tem
como objetivo verificar se a solugdo converge para a solugdo correta, assim como verificar a taxa de
convergéncia. E realizada desenhando o erro em relacdo ao parimetro /. Para que essa curva de
convergéncia seja tracada é necessdrio se ter uma tnica solugfo para cada h, que pode ser obtida
aqui extrapolando os valores calculados com o método dos deslocamentos para o extremo da trinca.
Entretanto, a extrapolagdo é um tanto subjetiva, tal que dois analistas podem chegar a estimativas um
pouco diferentes, e devido a isto os graficos sdo apresentados em uma forma ndo habitual, onde cada
h ndo é representado por um ponto, mas por uma curva, plotando os fatores geométricos nodais em
relacdo a distancia destes ao extremo da trinca.

Algumas andlises deste tipo podem ser observadas nas Figuras 3.20-24, onde a varidvel h
estd representada por [ /a, que é a razéo entre o lado [ sobre o contorno do menor elemento em relagdo
a dimensdo da trinca a. As curvas que possuem esta razdo valendo 0,034 e 0,008 foram calculadas

usando malhas com um refino concentrado no extremo da trinca em progressdo geométrica.

Lll[lllll
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» B : : H
P N T S :
Fuod| ¥ ] e e e .
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1_30_3 _______ —A— Va=01667
E \—GH /a=0.034 )
= | | |

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

Figura 3.20: Convegéncia h para o elemento quadrangular linear.
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Figura 3.21: Convegéncia h para o elemento serendipitiy quadrético.
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Figura 3.22: Convegéncia h para o elemento lagrangeano quadrético.



3.5. RESULTADOS

2
8
i

1.80

lr||||||\ltllll!\lil{llllil\rll

1.70 3

Fator Geoméirico

1.60

LIIIiI!IHIHI!IIIH

— T T i e S S S s e

o
2
5
>
o
3
<
a
=
3
3

B
3

bt

2

1.80

IIIJ]l_LLIlIIIilI

Fator Geoméirico

1.70

RN EERNEEN RN

o
g

Figura 3.24: Convegéncia h para o elemento lagrangeano quartico.
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Na Figura 3.16 sdo apresentadas as malhas, para o dominio e o contorno, da discretiza¢do
linear com apenas uma redugéo, caso [/a = 0,034. Para o caso [/a = 0,008 sdo usadas duas
reducdes. Nas convergéncias dos elementos lagrangeanos de nove e dezesseis nds hd uma tendéncia
das curvas, em torno de r/a = 0,5; dos resultados se sobressairem a solugao fornecida por Rooke
e Cartwright [78] (R&C), mas préximos ao extremo da trinca estes sdo melhorados, facilitando uma

estimativa para o fator de intensidade de tensao.

3.5.2 Convergéncia p

Da mesma forma, mas agora aplicando o refino p, sdo obtidos os gréficos das Figuras 3.25
e 3.26 onde, novamente, apenas o caso um € analisado com malhas de dominio tendo dois e oito
elementos quadrangulares ou 4 e 16 triangulares, isto é, com [/a valendo 0,5 e 0,25. A ordem de

interpolagdo € variada de linear (p = 1) a sexta ordem (p = 6).
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Figura 3.25: Convergéncia p com 2 elementos finitos.
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Nos graficos, mais uma vez os elementos quadrangulares se mostram superiores aos triangu-
lares, principalmente na interpolagéo linear. Entre os elementos quadréticos o elemento lagrangeano
se mostra superior ao serendipity. A malha com p = 6 e l/a = 0,5 fornece resultado melhor que
as malhas p = 3 e [/a = 0,25; apesar de possuirem o mesmom nimero de graus de liberdade,
sugerindo que o refino p é melhor que o .
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Figura 3.26: Convergéncia p com 8 elementos finitos.
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Capitulo 4

Elementos Especiais

No capitulo anterior o MFGLM mostrou ser capaz de resolver problemas da mecénica da
fratura eldstica. Neste capitulo sdo implementados ao método alguns elementos especiais para cor-
pos com trinca, posicionados no extremo da trinca, esses elementos sdo de uso corrente no MEF e
no MEC e t&m corno objetivo simular a singularidade de tensdo que ocorre, representando melhor o
problema. Assim, se no capitulo anterior o dmbito do trabalho é genérico dentro do MFGLM, os de-
senvolvimentos aqui apresentados sdo especificos para casos singulares, particularmente os da MFEL

bidimensional.

4.1 Quarter-Point

O primeiro elemento de trinca apresentado, e o mais simples, é o elemento quarter-point
que recebeu varios aprimoramentos, primeiro no MEF e em seguida também no MEC. Uma revisdo
histdrica sobre este elemento € encontrada a seguir.

Henshell e Shaw [46] e Barsourn [15] demonstraram, independentemente, que a singulari-
dade (1/ r)l/ 2 da teoria da MFEL pode ser obtida, no elemento serendipity de oito nés (Q8), alterando
as posicoes dos nds, centrais aos lados concorrentes no né singular, para um quarto do comprimento
desses lados, na direcdo da singularidade. A Figura 4.1 mostra como se da essa alteracdo. Barsoum
mostrou ainda que esse elemento degenerado, elemento quarter-point, inclui as condi¢cdes de defor-

macao constante e deslocamento de corpo rigido, o que nio ocorre em muitos elementos especiais,

79
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e que ndo tem problema quanto a compatibilidade entre elementos e continuidade de deslocamentos.
Dessa forma o elemento quarter-point satisfaz as condi¢cdes de convergéncia, passando num patch-test

(Cook [28]).

Figura 4.1: Malha com elementos quarter-point.

Em seu trabalho original, Barsoum [14] mostrou que o elemento triangular, formado pelo
colapso dos nds no elemento quadrangular Q8, fornece resultados melhores como elemento degene-
rado que o préprio elemento quadrangular. Freese e Tracey [41] mostraram que o elemento triangular
natural (T6) traz resultados similares ao colapsado, porém se o lado oposto a singularidade € curvo o
resultado, utilizando o elemento colapsado, € bastante prejudicado, enquanto que se usado o elemento
triangular natural T6 esse problema inexiste. Essa variacdo ocorre, segundo Newton [70], porque o
elemento colapsado ndo se transforma exatamente num elemento triangular.

Uma explicag@o sobre porque o elemento triangular fornece melhores resultados que o qua-
drangular foi dada por Hibbitt [49], o qual conclui que a energia de deformacdo de um elemento
quarter-point quadrangular é singular de O[In r](l), enquanto o triangular possui energia de deforma-
cdo de O[r](l). Mais tarde, Ying [97] mostrou que as conclusdes dadas por Hibbitt estdo erradas e que
a singularidade mencionada ocorre apenas no contorno e em sua diagonal. Ying também apresentou
uma razoével influéncia sobre o erro quando os nds, deslocados a um quarto, sofrem erro no seu posi-
cionamento. D4-se inicio a uma vasta discussdo e Barsoum [16] demonstrou que as diferencas, entre
o elemento singular colapsado e o quadrangular, se ddo pelo fato de que uma reta radial no elemento
quadrangular se transforma em uma curva de segundo grau quando ¢ mapeado nas coordenadas na-
turais, e para o elemento colapsado a linha permanece linear. Barsoum mostrou, ainda, que o erro na
determinagdo do fator de intensidade de tensao, devido a um erro no posicionamento dos nds, ¢ muito

menor que o erro oriundo da discretizagdo. Assim a localiza¢ido do né a um quarto nao € crucial, como
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havia concluido Ying [97].

Pu et al. [77] propuseram uma extensio do elemento quarter-point quadratico ao elemento
degenerado ctibico. Uma extensdo do conceito a um nimero varidvel de nés foi dada por Yamada
et al. [96] e essa generalizacdo do elemento singular, onde a variacdo entre um quarto € um meio
da posicdo do nd, possibilita a variagao na localizagdo da singularidade, chegou-se ao elemento de
transi¢do, usado em conjunto e logo apds o elemento singular, aumentando a regido na discretizacao
que incorpora a singularidade (Lynn e Ingraflea [62]). Os elementos de transicio se mostraram im-
portantes quando o tamanho do elemento singular é muito pequeno em relacdo ao tamanho da trinca.
Hussain et al. [53] estenderam o elemento de transi¢cdo quadrético ao cibico.

Vdrias tentativas de definir qual o tamanho ideal para o elemento singular guarter-point, ou
como o utilizar melhor, surgiram. Harrop [47] discutiu qual o tamanho ideal para o elemento e indicou
que um elemento muito grande ndo pode representar uma variagdo de tensdo ndo-linear na estrutura,
em contra partida, se for muito pequeno a regido da malha que representa a singularidade da tensao
também € muito pequena, mesmo utilizando elementos de transicdo. Harrop concluiu que existe um
tamanho ideal para cada caso, mas que é impossivel recomendar um tamanho particular ao elemento

de trinca adequado a todas as situacdes.

4.1.1 Elemento Quarter-Point Quadratico

Uma demonstracdo de como se pode chegar ao valor de um quarto para a posicao dos nds
¢ fornecida a seguir, esta é baseada no trabalho de Henshell e Shaw [46], onde a idéia de deslocar
os nds para captar a singularidade é aplicada sobre o elemento isoparamétrico quadritico da familia
serendipity, elemento de dominio (Figura 4.2a). Por comodidade, somente um dos lados ¢ analisado,
isto é, um elemento unidimensional, que no MFGLM corresponde ao elemento para a discretiza¢do
do contorno.

O elemento mostrado na Figura 4.2b tem os nés nas posi¢cdes ¢ = —1,0, +1, para as coor-
denadas naturais, e ¥ = 0, p, 1 nas coordenadas globais, onde x = r — L, sendo L o comprimento do

elemento. Dessa forma, p = 0,5 corresponde ao elemento sem distor¢des. Do elemento se obtém as
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7
] )—maﬁé
b—o—b
@)
Figura 4.2: FElementos utilizados: (a) elemento serendipity para o dominio e (b) elemento quadratico para o
contorno.
relagcoes
r@) =m+aml+ag® e u(§)=bi+ b+ b 4.1

onde a; e b; sdo constantes, obtidas da substitui¢cao dos valores nodais de r e u nestas equagdes. Assim,

chega-se para r na equagdo

(1-2p)&+¢+2(p—7)=0 4.2)

que resolvendo para ¢, como uma fungéo de 7, vem

£ = —1j:\/(12—(;111)22;—7|—)8(1—2p)r @3

Considerando a raiz positiva como a correta (Henshell e Shaw [46]), a derivada de ¢ em

relagcdo a r fica:

i = 2 4.4
dr \/(1—4p)2+8(1—2p)r
que € singular quando o denominador € nulo, ou seja, quando
(1—4p)*+8(1—2p)r=0 (4.5)

Admitindo que a singularidade ocorre em r = 0, isto €, que o né um esteja no extremo da

trinca, o termo linear em p na equacdo (4.5) pode ser eliminado e a parte restante tem como raizes
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o valor 1. Entio, o valor de p para o qual a equagdo (4.5) seja satisfeita e, consequentemente, o

1
elemento possua singularidade no né um, é %. As expressoes para ¢ e % ficam

ac 1
&(r) =2Vr e i~ (4.6)
A equagdo para os deslocamentos pode ser obtida em funcdo de r com a determinagdo das

constantes b;, em (4.1), subistituindo os valores nodais de u,
u(r)=1-=3vVr+2r)us +4(Vr—r)us+ (2r—r)us 4.7)

A singularidade mencionada estd se referindo as tensdes nominais proximas ao extremo
da trinca, estas sdo proporcionais as deformacdes, que no caso unidimensional sdao fornecidas pela

expressao

fl:l:(2—2\3/;>u1+4(2\1ﬁ—1>u2+<2—2\1/;>u3 4.8)
que mostra que h4 a singularidade desejada, (1/ 1’)1/ 2. Assim, basta que quando se desejar trabalhar
com singularidades deste tipo os nds centrais dos lados sejam posicionados a 1/4 do comprimento
do elemento, na direcdo da singularidade. E importante notar que ndo é necessdria nenhuma imple-
mentag¢do numérica extra, e podem ser utilizadas as rotinas normais do elemento, mudando apenas as
malhas, como na Figura 4.1.

Barsoum (1976) demonstrou que para ocorrer a singularidade na tensao, em uma formulagao
comum de elementos finitos, esta deve ocorrer também na deformacgao e chega a conclusio de que a
matriz inversa do Jacobiano da transformac¢do, mapeamento isoparamétrico, deve ser singular no n6
que contém o extremo da trinca, isto é, o determinante do Jacobiano se anula neste ponto. No caso
unidimensional significa que ’Zl% = 0 no n6 um, e lembrando que r = 7, o Jacobiano fica definido, de

acordo com a equacio (4.6), como

dx X
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nulo em x = 0. Essa teoria pode ser transferida para o elemento finito triangular, colapsado ou natural,
fornecendo resultados exatamente iguais.

No MEC as fun¢des de interpolagdo para os deslocamentos e tensdes podem ser diferentes,
elementos ndo isoparamétricos. Martinez e Domingues [68] sugeriram uma modifica¢do nas funcdes
de interpolacdo de tracdo, transformando-as em funcdes singulares, esses elementos sdo chamados de
elementos singulares quarter-point de traco.

Neste trabalho, € testado também um elemento singular que nfo € obtido do elemento seren-
dipity, mas do elemento lagrangeano de nove nés colapsado, ja que este também satisfaz, radialmente,

as condicdes acima.

4.1.2 Elemento Quarter-Point Generalizado

A relagdo de  com a coordenada natural ¢, em elementos unidimensionais ndo degenerados,
¢ sempre a mesma ndo dependendo da ordem do elemento. Essa relagdo é facilmente obtida, para um

elemento de n nds, de

X = i(,bi(@)xi 4.10)
i=1

Subsitituindo x por #, com os devidos valores nodais (0 < r; < 1), chega-se ao mapea-

mento:

r(¢) = — 4.11)

2

Entio, para que o campo de deslocamentos tenha variaco /2, como em (4.7), r é substi-

tuido por r1/2 e 0 mapeamento se transforma em

2
"E) = <172L5> (“.12)

que € idéntica a primeira das equacdes em (4.6), valendo para qualquer ordem de interpolacdo. Dessa
forma, a equacdo (4.12) pode fornecer as posi¢des nodais reais, como exemplo, no caso quadratico os

nds tém as coordenadas naturais { = —1,0,1 que correspondem as coordenadas reais ¥ = 0, %, 1do
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elemento singular.

Para o elemento cibico as posi¢des naturais sdo ¢ = —1, —%, %, 1 e correspondem a r =

0, %, %, 1 conforme a Figura 4.3.

=1 £=-1/3

Figura 4.3: Elemento quarter-point cibico.

Assim, com a expressdo (4.12), o conceito utilizado na formulag¢do do elemento quarter-
point pode ser expandido para qualquer ordem dos elementos da familia serendipity (Yamada et
al. [96]), valendo as consideragdes feitas anteriormente para o elemento quadratico. Mas aqui sdo,
também, testados elementos singulares degenerados provenientes dos elementos lagrangeanos, colap-

sados, pois radialmente a formulacdo anterior & satisfeita.

4.1.3 Resultados Numéricos

Baseando-se no primeiro caso teste do capitulo trés, sdo apresentados alguns resultados nu-
méricos utilizando os elementos singulares das Figuras 4.4 e 4.5, a primeira Figura mostra os elemen-
tos de contorno guarter-point utilizados, com as fungdes de interpolagdo para o elemento quadratico
de variagdo r1/2.

A Figura 4.5 mostra os elementos finitos singulares com a nomenclatura usada para a iden-
tificacdo destes, onde TC significa que o elemento triangular vem do colapso de um quadrangular. A
identificacdo da posi¢c@o dos nés foi feita com a equacio (4.12), e todas as posicdes necessdrias para
os elementos singulares estdo na Figura 4.4, posicdes radiais dos nds para determinado elemento de

ordem p.
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N

QumSof————T— p-2,r= 0, /4, 1
6.00 025 0350 075 1.00

o—o0 O g == 0,1/9,4/9,1

00 o o 0 p=4 r= 0, 1/16, 1/4, 9/16, 1
et £ N o p=35, r= 0,1/25, 4/25,9/25, 16/25, 1
e © o p=6,r= 0,1/36, 1/9, 1/4, 4/9, 25/36, 1

Figura 4.4: Elementos quarter-point para o contorno.

]
~

Q8 TC8 ou T6 TC9 TC16 TC25 TC49

Figura 4.5: Elementos finitos singulares.

Na solu¢@o numérica, apresentada nos graficos das Figuras 4.6 e 4.7, foram levadas em
consideracdo as recomendac¢des dadas por Saouma e Schwemmer [79], quanto ao uso do elemento

quarter-point quadréatico como um elemento finito especial. Sdo estas:

1. Usar integragao numérica reduzida (2x2);

2. Usar quatro elementos singulares ao redor do extremo da trinca, quando é considerada a simetria

nos casos puramente do modo I;

3. Elementos de transicdo sdo vélidos apenas em malhas com [ /a2 muito pequeno;

4. O uso da malha fina, [/a <& 1, ndo traz grandes melhoras se a distribui¢do de tensdo for

uniforme;

5. Os angulos dos elementos em torno do extremo da trinca devem ser de 45° (Figura 4.7).
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Figura 4.6: Resultados com elementos singulares quarter-point.

As discretizagOes usadas para a aproximacao sdo regulares, com elementos de mesmas di-

mensdes. Quando os elementos finitos singulares s@o os triangulares, obtidos pelo colapso dos nds, a

malha de dominio toma a forma da Figura 4.7 na regido singular.

A utilizagdo de elementos degenerados oferece uma variagdo mais vantajosa quando o refino

¢ menor, isso € visivel nos resultados da Figura 4.6, onde os resultados em p = 2 sofrem uma melhora
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Q Q Q Q
Q - elemento finito quadrangular
TC | TC convencional
Q e o Q TC - elemento finito triangular
colapsado especial
e

Figura 4.7: Malha de finitos com elementos colapsados.

muito mais evidente que em p = 5, que € a malha mais refinada. Também, os elementos quarter-point
de maior ordem oferecem pequena vantagem porque os resultados com os elementos convencionais
ja sdo bons.

No primeiro grafico da Figura 4.6 € possivel uma comparagdo entre os diversos elementos
degenerados. Neste é comprovada a aplicacdo da técnica do elemento quarter-point sobre elementos
lagrangeanos, pois os resultados obtidos com o elemento colapsado de oito e nove nds praticamente
coincidem. Também fica comprovado que os elementos guarter-point triangulares sdo melhores que
os quadrangulares. Surpreendentemente, os resultados obtidos com o MEF e o MFGLM quando
utilizado o elemento guarter-point colapsado coincidiram, entretanto, o MFGLM ainda pode fazer uso
do elemento de contorno quarter-point de tracdo, comentado anteriormente, melhorando o resultado.

Uma estimativa para o fator intensidade de tensdo pode ser obtida com a extrapolacio dos
gréificos da Figura 4.6, como j4 havia sido comentado no capitulo anterior. Mas, com o elemento
quarter-point, essa extrapolagdo pode ser local, no préprio elemento singular, como mostram Martinez
e Domingues [68]. Entdo, sabe-se que o fator K pode ser calculado, com o método dos deslocamentos,

por (2.125),

i _ uin i
K = 1—1/'/291' (4.13)

onde p; ¢ a distancia do né i ao extremo da trinca, esta distancia € real e ndo adimensionalizada como

r na Figura 4.2. Entdo, deixando a equagdo (4.7) em fun¢do de p = rL, vem

—(1_3./P 1 oP p_Pr p_ /P
u(P)—<1 3 L+2L)u1+4< T L>u2+<2L L>u3 (4.14)

que quando substituidos nesta os valores nodais dos deslocamentos (u;), considerando o problema
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simétrico da Figura 4.8, onde u; € nulo, toma a forma

o) = (s — )\ 4 (s +22) @15)

que levado a equagdo (4.13), o fator de intensidade de tensao pode ser calculado por

G T
Ki = 3=/ o [Guyey =y ) + (g, +2uy,,) Vo) (4.16)
A expressdo (4.16), na forma como estéd apresentada, ainda depende da posicdo radial, en-
tretanto, o célculo de K € valido apenas para uma regido muito proxima da trinca e, assim, ,/p pode

ser substituido por zero, obtendo um valor tnico para o fator intensidade de tenséo, calculado por

Ky = 1—v V2L (4uyk71 Uy 2) 4.17)
k-2 ~ ’7
k-1 k k+1 k2
" ¢
} 4 | 1 l
| L E
i |

Figura 4.8: Discretizagdo do contorno, préximo ao extremo da trinca.

A Tabela 4.1 apresenta alguns resultados para o fator geométrico, do gréfico p = 2 na Figura
4.6, obtidos com esta extrapolagdo local. O desenvolvimento acima € particular para a interpolacio
quadratica, como em Martinez e Domingues [68], mas algo semelhante pode ser criado para outras

ordens de interpolagao.

Tabela 4.1: Extrapolacdo por dois pontos de deslocamento.

Elemento ‘ Yextrap ‘ erro (%)

Q8QP 1,7557 | -9,4992
TC8QP | 1,9593 | 0,9923
TCOQP | 1,9606 | 1,0615

T6QP 1,9739 | 1,7499

A superioridade dos elementos singulares triangulares é novamente comprovada e o ele-
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mento lagrangeano degenerado é 0,07% menos preciso que o serendipity. A malha com elementos
triangulares naturais ofereceu uma extrapolagdo um pouco pior que os colapsados, provavelmente

porque o elemento triangular convencional tem precisdo inferior ao quadrangular.

4.2 Familia de Elementos de Akin

Foi apresentada uma forma de se representar a singularidade de tensdo, nas proximidades
do extremo de uma trinca, sem alterar as fun¢des de interpolacdo dos elementos. A maioria dos
elementos propostos com este objetivo fazem uso de func¢des de interpolagdo especiais, como a familia
de elementos singulares desenvolvida por Akin [1]. Nesta familia as fun¢des de interpolacdo especiais
sdo obtidas alterando as funcdes de interpolacio de elementos comuns, utilizando a poténcia W,
sendo W (¢, #7) uma fung@o local, como é demonstrado a seguir. Uma caracteristica importante nestes

elementos definidos por Akin € que a singularidade, de tenséo e deformac@o, incorporada por estes ndo

—-1/2 A

¢ necessariamente mas 7", com 0 < A < 1. Esta caracteristica possibilitou o uso dessa fantilia

na solucdo, entre outras, de problemas da mecénica da fratura elastoplastica (Oliveira e Kaiser [72]).

4.2.1 Formulacao dos Elementos Singulares

A técnica proposta por Akin [1] para a constru¢do de elementos singulares de qualquer
ordem, com singularidade arbitréria de O(r*A), em qualquer né do elemento, € aplicada sobre ele-

mentos convencionais do MEF, cujas func¢des de interpolacdo ¥; satisfazem as condi¢des

™=

Yi(Cm) =0 e Fi(Gjo i) =1 (4.18)

Il
—_

onde (51']' ¢ o delta de Kronecker, n ¢ o nimero de nés do elemento e o indice j, na primeira das
equacdes, estd se referindo ao né que a funcdo estd sendo avaliada. Diferenciando a segunda equacdo

em relacdo as coordenadas locais, sdo encontradas as seguintes condi¢des adicionais:

= 9%

3o e y aq’igg"” ~0 (4.19)
i=1
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que podem ser utilizadas na verificacdo numérica das sub-rotinas que calculam as fung¢des de interpo-
lagdo e suas derivadas. Esta verificacdo também pode ser usada na implementacdo dos elementos da
familia de Akin, pois as fun¢des de interpolacao destes também satisfazem as condi¢des acima (Carey
e Oden [26]), como pode ser observado facilmente a frente.

Entdo, considerando um elemento finito plano qualquer que satisfaz as condi¢des mencio-
nadas e, apenas para facilitar a compreensdo, que a origem do sistema de coordenadas local esteja no
né singular e, ainda, admitindo que este né singular é o né um, € introduzida a fung@o local W(¢,7),

definida sobre o elemento por

W(G,n) =1-="*(¢n) (4.20)
de onde € facil observar que a fungdo W € nula no n6 um e unitdria em todos os outros nds, ou seja,
W(gj, ;) =1—dy; 421
Defini-se, para um dado A, uma fungéo positiva R(¢, 77) como
R(Z,7) = [W(E " (4.22)

que, da mesma forma que W, € nula no né que contém a origem e unitiria nos outros nés. De uma
forma mais genérica R = 1 em todos os lados do elemento que ndo contenham o né singular, veja
a Figura 4.9. As fungdes de interpolagdo especiais de Akin ({;) sdo finalmente definidas, sobre o

elemento com 7 nds, por

M(g, 77) = Zgl(gl 77)”1‘ 4.23)
i=1
onde as 7 fungdes ; vem de
Wi(¢, _
(G =1~ I;{v((gg)) e G(&m =1—1{(<§77)), 2<j<n (4.24)

Devido as caracteristicas da funcdo R, as novas func¢des de interpolagdo obtidas por (4.24)
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Figura 4.9: Funcdo R(&, ) para o elemento lagrangeano quadrdtico, A = %

também satisfazem as condicdes (4.18) e, ainda, a variacdo dos deslocamentos ndo ¢ alterado nos
lados do elemento que ndo contém o nd singular. Assim um campo de interpolacdo compativel é
obtido se o n6 singular for rodeado por elementos singulares, e estes pelos elementos convencionais,
que serviram como origem para a criacao do elemento de Akin.

Na maioria dos casos da MFEL o parimetro A pode assumir o valor 1/2 e o calculo da

primeira fungfo de interpolacdo {1 é simplificado,

gl(é/ 77) =1- R(‘:/ ’7) (4.25)

Esta teoria proposta por Akin para o MEF, quando é implementada no MFGLM exige que
elementos de contorno que sejam o traco dos elementos finitos, isto ndo € problema pois os elementos
de contorno, como apresentados no capitulo anterior, também satisfazem as condicdes (4.18) e a teoria
pode ser aplicada sobre estes, que se forem o traco dos elementos finitos convencionais fornecerao
elementos de contorno singulares que sdo o trago dos elementos finitos singulares.

O célculo das funcdes de interpolacdo singulares numericamente € simples e pode ser gene-
ralizado, para qualquer ordem de interpolagc@o, com as equacdes (4.24). As derivas também possuem

esta facilidade numérica, com as expressoes

1 Y1
G = (-G W (4.26)
ag] a% Y aqfl —(1+)\) .

= 7 — Y <1< .
5 agw +Aa§11f]w ,  2<j<nm (4.27)

onde ¢ representa qualquer coordenada natural, ¢ ou 1 para o elemento plano.
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Para a MFEL (A = %) o célculo das derivadas também ¢ simplificado,

w1

a¢ 2R o¢

a(; v, W;

izlif Jaﬂ, <j<mn
ac R o¢ W a¢

4.2.2 Exemplos

93

(4.28)

Alguns elementos singulares obtidos com a técnica apresentada sdo mostrados a seguir,

sendo que a extensdo para outros € facilmente obtida e pode ser realizada numericamente. Para a

construg@o dos elementos foi considerado A = 1/2 e, como exemplos, tem-se os elementos fini-

tos triangulares, linear e quadratico, e o quadrangular linear com os seus respectivos elementos de

contorno, veja Figura 4.10.

3
2 g
\ g v
(a) ) (e
Figura 4.10: Elementos triangular linear (a), quadratico (b) e quadrangular linear (c).
Para o elemento triangular linear as fun¢des de interpolacdo de Akin obtidas sdo:
G=1-VET, = —t— e =—7 (4.29)
Vet Ve
e o campo de deslocamentos é fornecido por
_ ¢ U
u(g,n) =u — (up — uq) + (uz —uq) (4.30)

:
:

¢ ¢+

Ao longo de qualquer linha radial, com origem no né um, € possivel relacionar as coorde-
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nadas naturais com a coordenada polar global 7,
¢ =ar e n = br (4.31)
onde a e b sdo constantes reais e r é a distAncia a origem, o raio do sistema polar. Dessa forma,
_1 1
ulg(r),n(r)] =ur+ (a+b)"2 [(ug — uy)a+ (us — uq)b] r2 (4.32)
ou, de forma esquemdtica,
1
u(r) =u;+Cr:2 (4.33)

onde C é uma constante. Entéo, a derivada do deslocamento em relagdo ao raio fica

du 1. 1
ol EC 72 (4.34)

Assim este elemento possui deslocamento linear entre os nés 2 e 3 e ao longo dos lados

1/2 1/2

1-2 e 2-3 o deslocamento varia com r*/ <, e as derivadas do deslocamento com r~ /<, singulares em
r = 0, né um. Entretanto, este elemento ndo possui possibilidade de deformacao linear e, portanto,
sua convergéncia ndo pode ser garantida (Zienkiewicz [98]), assim como o elemento ndo passa no
patch-test.

As fungdes de interpolagdo especiais para o contorno (g;) podem ser obtidas aplicando a
técnica apresentada sobre o elemento de contorno linear, ou simplesmente anulando uma coordenada

natural (C e, g) , por exemplo 7:

a@)=1-vZ e @)=E¢ (4.35)

Para o elemento quadrangular, Figura 4.10c, as funcdes de interpolacdo singulares sdo

Nl—=
NI—=

G1=1—(&+n—2n) O=¢1—n)(G+n—23n)
G=Cn(E+n—an2 Ca=n(1—=n)(&+n—23Cn)”

(4.36)

N—=
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e as fungdes para o contorno sdo as mesmas do triangular linear em (4.35). Para o elemento triangular

quadrético, Figura 4.10b, as funcdes para o dominio e o contorno sio

—_

G=1-[3E&+n) —2(&+n)] 0o =28 —1) [3(&+7n) —2(&+n)* 2
53277(2’7—1)[3(€+’7)—2('§+77)2]7% La=45(1-C—n) [B(&+n) -2 +n)?]
05 =48y B(&+n) -2 +n)°] Ze =4n(1—C—1n) [3(+1n) —2(&+n)*] *

Gi=1-[B3-20)" ¢=401-8[EB-20]"7 ¢ =2&02c-1)[EB3-20)]
(4.37)

NI—=
N\H
-

Nl—

N\»—l

No elemento quadratico o deslocamento varia, nos lados que contém a origem, com (

3— 27‘)2

2 ~ .
e (ﬁ) . A Tabela 4.2 mostra os campos de deslocamento em funcido das coordenadas naturais,
nesta € f4cil ver que o campo de deslocamentos sé € alterado radialmente, isto €, nos lados que nao
contém a singularidade os campos originais sdo mantidos, e é devido a isto que os elementos de Akin

ndo tém problemas de compatibilidade.

Tabela 4.2: Deslocamentos nas bordas dos elementos.

Elemento Lado u(g,mn)

Triangular linear 1-2 uy + (up — up)\/C
1-3 u1—|—(u3—u1)\/ﬁ

2-3 uz + (up — u3)¢

Quadrangular linear 1-2 uy + (up — ul)\/f
1-4 u1+(u4—u1)\/ﬁ

2-3 up + (u3 — uz)y

3-4 ug + (uz — ug)g

Triang. quadratico | 1-4-2 | uy+ (—3u; —up + 4u4)\/ﬁ + (2uy +2uy — 4u4)§\/3_i25

1-6-3 | up + (—3uy — uz + 4uy) ﬁ + (2uy + 2uz — dug)7 /ﬁ
2-5-3 us + (4145 — Uy — 3u3)§+ (21/12 — 4usg +2u3)§2

4.2.3 Integracao Numérica

No célculo da matriz de rigidez, quando é usado o elemento singular de Akin, sdo necessé-
rias integragdes especiais, pois sdo integrados os produtos das derivadas das funcdes de interpolacao
em relacdo as coordenadas locais, as quais possuem singularidade de O(r~12) e O(r~1).

Akin [1, 2] propde uma quadratura para a integracdo numérica dos elementos triangulares,
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a quadratura de Gauss-Radau. Uma pesquisa sobre esta quadratura foi realizada e encontrada em uma
literatura bastante restrita: Zienkiewicz [98] e Dhatt e Touzot [33], havendo divergé€ncia entre elas.
Assim, outra forma de integracio foi procurada e se utilizou a técnica, para aplica¢do da integracio
numérica de fun¢des com singulares fracas, propostas por Telles [89] para o MEC. Este sugere uma
mudancga de coordenadas ndo linear provocando um actimulo dos pontos de integracdo na regido
préxima ao ponto singular. Esta mudanga de coordenadas € feita com um polindmio de segunda ou
terceira ordem.

Assim, considerando a integral

I= B f(n)dn (4.38)

na qual f(7) é singular em 7, com —1 < 7 < 1 no elemento. Escolhe-se a relagdo de terceiro grau
entre a coordenada 7 e a coordenada 7y, do novo sistema de coordenadas, ji que Telles comenta ser

esta a melhor:

n(y) =ay® +by* +cy +d (4.39)

onde as seguintes condi¢des devem ser satisfeitas:

(1) =1 e n(-1)=-1 (4.40a)
2

L/ A g (4.40b)

dy |, d? "

Entdo, obtém-se a solugdo para a,b, ¢ e d da transformagéo, que tem como vantagem em

relagdo a transformagio de segundo grau ndo depender da condigdo |77| > 1. Essas constantes sdo

.
1+3%2
b=1 +33?2
32 (4.41)
c= =
1+3%2

d=—b
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onde ¥ é o valor de -y que satisfaz () = 7j e pode ser calculado por

7:\3/’7’7*+|’7*\+€/’7'7*—I17*!+77 (4.42)

sendo 7* = 772 — 1.

Assim, a equacdo (4.38) pode ser reescrita como

+1
I= [ fliml(vdy (4.43)

com J(y) sendo o Jacobiano da transformacao, e

(Y =93 +7 (P +3)°
1+ 3%2

_~)2
I(v)zm () =

(4.44)

Na transformacao de Telles o Jacobiano se anula no ponto singular, devido as condi¢des de
contorno (4.40), anulando a singularidade. Dessa forma, a integracdo de Gauss convencional pode ser
aplicada.

Para a familia de elementos de Akin a singularidade estd sempre nos extremos e |77| = 1,
simplificando as expressdes anteriores. Entdo, para os elementos de Akin #* = 0 e ¥ = 7, resultando

J(v) =3 (r =1 n(v) = 3 (r=1°+7 (4.45)

A implementacdo numérica desta transformacio, para os elementos quadrangulares, € re-
lativamente simples e fornece resultados aceitdveis, sendo aplicada em conjunto aos elementos de

Akin.

4.2.4 Resultados

Alguns graficos com resultados numéricos, utilizando elemento de Akin, sdo apresentados
nas Figura 4.11 e 4.12. O caso teste em questdo é novamente o caso um, apresentado anteriormente,

com solucdo analitica de 1,94 (R&C). As solucdes sdo apresentadas em conjunto com as solugdes
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obtidas sem elementos especiais, apenas com os elementos convencionais.

Novamente os elementos singulares fornecem melhores vantagens nos resultados quando o
refino € menor, em malhas mais grosseiras. E, quando p > 4 essas chegam a ser questiondveis. E
possivel, ainda, observar que os elementos de Akin s@o melhores sobre a familia lagrangeana que a
serendipity.

Também sdo apresentadas nas Figura 4.11 e 4.12, os resultados obtidos com o MEF uti-
lizando os elementos de Akin para as discretiza¢cdes com elementos lagrangeanos lineares (Q4) e
quadraticos (Q9). Na discretizagdo com elementos quadraticos os resultados se sobrepdem mas com
lineares 0 MFGLM fornece um resultado melhor.

Uma extrapolagdo, interna ao elemento de Akin, para o fator intensidade de tensdo no ex-
tremo da trinca pode ser criada, como no elemento guarter-point, do campo de deslocamentos.

Para o elemento de contorno singular quadrético com singularidade no né um e coordenadas
naturais {1 = 0,¢p = % e ¢3 = 1, considerando um problema simétrico (uy, = 0), o campo de

deslocamentos de direcdo perpendicular a trinca é:

Uy = 3_52(: [4(1 = &)uy, + (26 — 1)uy,) (4.46)

Substituindo ¢ pela coordenada polar r = L¢, onde L é o comprimento do elemento, a

expressdo anterior fica

r

Uy = \/Z\/;—izg 4 (1= 1) u+ (27 = 1) uy (4.47)

Levando (4.47) no célculo do fator de intensidade de tensdo (2.125) e extrapolando para

r =0, vem:

G T
K; = T\ / 6—L(4uy2 — Uy,;) (4.48)

Da mesma forma, para os elementos de maior ordem, o campo de deslocamentos e o fator

intensidade de tensdo podem ser extrapolados localmente.
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Figura 4.11: Resultados com elementos de Akin.

A Tabela 4.3 mostra os resultados desta extrapolacdo para o caso quadratico da Figura 4.12
e o elemento lagrangeano comprova, aqui também, sua superioridade sobre o serendipity, como ele-
mento de Akin. Os resultados da tabela sdo bons se verificado a simplicidade das malhas, com apenas

oito elementos finitos.

Tabela 4.3: Extrapolagdo no elemento de Akin.

Elemento ‘ Yextrap. ‘ erro (%)

Q8 1.8400 | -5.1540
Q9 1.8930 | -2.4213
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Fator Geométrico
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Figura 4.12: Resultados com elementos de Akin.

4.3 Familia de Elementos de Stern

Os elementos de Akin [1] da secdo anterior ndo possuem a condi¢do de deformacio cons-
tante, devendo ser integrado numericamente com a precisdo sendo de dificil acesso, o que ocorre com
a maioria dos elementos que incorporam a singularidade. Entretanto, o elemento proposto por Stern e
Becker [86] ndo oferece esta dificuldade, cujas funcdes de interpolacdo, no elemento triangular de seis
nés, modelam um campo de deslocamentos com uma variacdo r!/2 na direcdo radial e quadratica na

direcdo circunferencial. Estas fun¢des sdo um aprimoramento do elemento desenvolvido por Black-
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burn [19] que, para o elemento triangular de seis nds (Figura 3.10b), tem o campo de deslocamentos

dado por

u(&n) = m+ |2+ V2)ur — (14 V2)us + V211 | ¢

+ [(2 +V2)uz — (1+ V2)ues + \/iul} i
(4.49)

N|—

+ (1+V2) [(ug — uz — ur)E + (2u — uz — u1)7) (E+17)~

+ (2us — uy — uz)E(E+1)

onde (&, #) sdo as coordenadas naturais no elemento triangular, com a origem no né singular, né um.
Stem e Becker [86] substituem os fatores (& + 1) ~1/2 por (& + ) ~3/2 ¢ 0 campo de deslocamentos
se torna quadrditico em sua parte singular.

Algumas vantagens desta familia de elementos sdo observadas:

1. Compatibilidade com elementos isoparamétricos quadraticos;
2. Possibilidade de deformagdo constante;

3. Integragdo exata no célculo da rigidez do elemento.

4.3.1 Elementos Triangulares Singulares

Logo ap6s Stern e Becker [86] apresentarem o elemento triangular de seis nds, Stern [85]
generalizou a idéia para uma familia de elementos finitos singulares, onde a variacdo para o campo
de deslocamentos na direcéo circunferencial pode ser de qualquer ordem. Na direcdo radial o campo
varia na Or? (0 < A < 1), tal que a singularidade pode variar, aumentando o campo de aplicagdes da
familia.

Para facilitar a andlise é convenientemente usado um sistema de coordenadas triangulares

polares (p, o), Figura 4.13, que em termos das coordenadas naturais utilizadas por Blackburn [19] sdo

p=¢+y o=_1_ (4.50)

¢+
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onde 0 < p <1e0 < ¢ <1 Eemtermos de um sistema de coordenadas globais por

x=x1+p[(x2—x1)+0o(xs—x2)] =Y Mip,0)x; 4.51)

Mo

I
—

1

onde x;(i = 1,2,3) sdo as coordenadas globais do né i, isto é, dos vértices do tridngulo. M, representa
as funcdes de interpolagdo utilizadas no mapeamento de um quadrado unitério, no espago (p, 7)), em

uma regido triangular, conforme mostra a Figura 4.12. Estas funcdes sdao

My =1-p, M; =p(1—0) e M; = po (4.52)

e o Jacobiano da transformacéo é dado por

o
J= %l =ple—n)(ys —2) = (5= 2) (12— 1) = 24p (453)
dr o

onde A € a drea do elemento. E, assim, um elemento diferencial de 4rea tem a forma

dA = Jdpodo = 2Apdpdo (4.54)

3 3
x= 2 M{ag, /<f\ o= const.

Figura 4.13: Sistema de coordenadas para a familia de Stern.

A transformag@o inversa € singular no né um, isto €, a matriz inversa do Jacobiano € singular,

pois | se anula quando, p se anula. Esta transformacdo inversa, necessdria no calculo das projecdes



4.3. FAMILIA DE ELEMENTOS DE STERN 103

da fun¢do de Green, tem a forma

9 _ Y= 00 (2—y1)+olys —v2)

ox 2A ox 2pA 4.55)
o _x3—X dr _ (x2—x1) +o(x3—x) '
dy 24 dy 20A

Na Figura 4.13 é verificado ainda que as linhas de coordenada p(c = constante) sdo posici-
onadas radialmente, partindo do né um, e as linhas para a coordenada o (p = constante) sdo paralelas
ao lado 2-3 do tridngulo.

Para a construcao do elemento singular, partindo do elemento de trés nds da Figura 4.13,
sdo adicionados nés centrais nos lados que contém o ponto singular, nés 4 ¢ 5 da Figura 4.14, e K n6s
no lado 2-3, com K > 0.

As coordenadas nodais para o elemento genérico, de (K + 5) nés e lado 2-3 compativel com

elementos polinomiais de ordem K, sdo fornecidos na Tabela 4.4.

=1

Figura 4.14: Familia de elementos triangulares de Stern.

Admitindo 7 e 6 como coordenadas polares usuais com origem no né um, é desejado apro-

ximar funcdes singulares do tipo

u(r,0) = p(@)rA +q(r,0) (4.56)

onde 0 < A < 1eq(r,0) é bem comportada, no sentido de que é diferencidvel préximo ar = 0, e
seu gradiente é O(r)‘_l) com r — 0. Sendo o né um o ponto singular, o campo de deslocamentos

acima pode ser aproximado no elemento com

i(p,0) = P(0)p* + Q(p, ) (4.57)
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Tabela 4.4: Coordenadas nodais para os elementos de Stern.

N° do no Coordenadas
(N) ON oN
1 arbitrario
2 1 0
3 1 1
4 12 0
5 1/2 1
5+k 1 Sk
54+ K 1 Sk

k=12,---,K O=s59<s1 < - <sgqp1 =1

onde P(0) e Q(p,0) sdo fungdes polinomiais. Para que o elemento seja completo em relagdo aos
campos lineares Q(p, ') deve ser, no minimo, linear em p e po. Isto €, deve ser linear nas coordenadas

naturais ¢ e 77, comentadas no inicio da se¢@o e relacionadas conforme

=p(l—0) e y=po (4.58)

Incorpora-se os outros graus de liberdade em P(0), ja que o termo singular é dominante.

Entdo, para o elemento de (5 4+ K) nés independentes a representagdo local (4.58) adquire a forma

i(p,0) = {a(1—0) +bo+o(1—0)Px(c)}p" +{A+p[B(1—0)+ Col} (4.59)

onde P é um polindmio de grau (K + 1), para K = 0 este polindmio é Py = 0, e assim, tem-se
K coeficientes independentes para serem relacionados junto com as cinso contantes a,b, A,B e C.
Monta-se um sistema com (K + 5) incégnitas e (K + 5) equagdes, obtidos dos valores nodais de

deslocamento

R

Uun = (pN,O'N), N=12,--- ,54+K (4.60)
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com a seguinte solucdo Unica:

a= ﬁ1_1(2u4 — Uy —Uq)

b= %1(21,15 — Uz — Uq)

A=u (4.61)
B= 512~ pjur + pua — 2u

C= L [(2— B)us + Bus — 2us]

g—1

=

c(1—0)Px(c) =) [usik — (1 —sk)up — sgus] Li(0) (4.62)

k=1

onde B = 21-A e Li(0) s@o os polindmios interpoladores de Lagrange para os nés com posi¢des

sx(k=0,1,2,--- ,K+1), no lado 2-3. Sdo os polindmios

K+1 O'—Sj

L(e) =] —= k=0,1,2,---,K (4.63)
]:;2 Sk S]
]

Stern estabelece algumas propriedades para seu elemento, as quais s@o facilmente verifica-

das:

1. Se a aproximagao local de u, em um elemento que possui lado coincidente com o lado 2-3 do
elemento singular, for linear entdo (4.62) também toma a forma linear no lado 2-3. Isto é, as

fun¢des singulares sdo compativeis com campos lineares.

2. Quando ¢ interpolada uma fung@o da forma u = f (9)1’)L nos nos a funcdo de interpolacio é da

forma ## = P(c)p*, onde P(c’) é um polindmio de grau (K + 1).

3. A funclo de interpolacdo é continua entre os lados em comum de dois elementos sigulares de

mesma espécie, que tenham em comum o vértice singular.

4. A funcio de interpolagdo é continua, no lado oposto ao n6 singular com o elemento associado,

se este tiver os mesmos nds para o lado em comum e um polindmio de interpolagdo, também
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neste lado, com grau uma ordem menor que o niimero de nés. A compatibilidade com elementos

lagrangeanos isoparamétricos é assegurada.

Reescrevendo a equacio (4.59) como

K45
=) ‘f’jK(p, o)u; (4.64)
=1

sdo encontradas as fungdes de interpolagdo para o elemento singular de (5 + K) nds, as quais para o

né j, quando decomposta convenientemente, assumem a forma
(o, 0) = mf (o))" +n(p, 0), j=12,---,5+K (4.65)

onde 7 € a parte polinomial de ‘I’]-K e é independente de K e da posi¢do dos nés no lado 2-3. O mesmo

ocorre para 11 nos nés 1,4 e 5:

2 _
n1:1+ﬁ_€p na ﬁf(l_a)p
_ B _ =2 4
ng = ﬁ_lap ny = 5_1(1 o)p (4.66)
n5:ﬁflap ns. =0, k=1,2, ,K
e
K_ 1 2 _ k_ 2
my = 75_1 m4—7ﬁ_1(1 o) m5—7ﬁ_10 (4.67)

onde B = 217 As tnicas partes das fungdes de interpolacio afetadas pelo niimero e posi¢io dos nés

no lado p = 1 sdo as mK

: (0), quando j esté contido neste lado. Sdo estas:

1
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Como exemplo sdo apresentadas as funcdes de interpolacdo e suas derivadas, obtidas para o

elemento de seisnés (K =1) e A = % para a aplicagdo no célculo do fator de intensidade de tensao,

¥ =1+ 20— (1+V2)p?
¥ =(1-0) [(2+ V2)p—(1+ \f2+2a)p%]

V=0 [(2+ V2)p— (3 + \@—20),0%}

(4.69)
¥ = —2(14v2)(1 - 0)(p — p?)
¥ = —2(1+V2)o(p - p?)
¥ = 4o (1 — 0)p?
¥ = Vi 1 +2\@P;
#, = @+ V2)(1-0) - |50+ VD) +o| (-0t
¥ = (2+V2)o - [;(3 +v2) - ff] o2 (4.70)
¥y, = —(1+V2)(1—0)2—p})
¥, = —(1+v2)0(2—p2)
¥, = 20(1—0)p
¥ =0
¥, = —(2+V2)p+ [(V2—1)dc| p}
¥, = (2+V2)p - [(\@+ 3>4‘7} o* 4.71)

¥, =2(1+V2)(p - p?)

As funcgdes de interpolacdo (4.69) levam, entdo, a um elemento singular conforme com ou-
tros elementos K = 1, nos lados ¢ = 0 e ¢ = 1, e conforme também em p = 1 com elementos finitos
quadréticos para deslocamento, como ja era esperado. O elemento também permite deslocamento de

corpo rigido e deformagdo constante, caracteristicas também esperadas.
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4.3.2 Elementos de Contorno Singulares com a Teoria de Stern

Novamente, é necessario determinar as fungdes de interpolagdo para o elemento de contorno
singular, ¢]I-< , tal que estas sejam o trago das funcdes singulares de dominio, ‘P]-K . Estas funcdes para o
contorno sdo obtidas facilmente fazendo ¢ = 0 ou ¢ = 1, dependendo se o elemento esta posicionado

em 0 = 0 ou 0 = 71, respectivamente. Para ¢ = 0 se chega em

$r(p) =1+ ;:[fp— 5o 0" =¥(p,0)
P2(p) = %(p“p) = ¥ (p,0) (4.72)
#3(0) = 5 (b0 — ") = ¥E(p,0)

onde os nds sdo posicionados tal que: p; = 0,02 = % e p3 = 1, com a singularidade no né um. E
interessante notar que o elemento de contorno singular tem sempre trés nés, e as fungdes de interpo-
lacdo (p]l-( sdo independentes de K. A tnica fun¢do que poderia depender de K € ¢, pois ‘FZK depende,
mas isto ndo ocorre porque Li(c = 0) é nulo para todos os k, menos k = 0, que ndo estd incluido no
somatorio.

Quando o elemento de contorno estd na posicdo 8 = 71 0 né trés é o singular, suas fungdes

de interpolacdo ([7]77 podem ser relacionadas com as anteriores por

¢r(0) =d3(p),  ¢2(0) =¢2(p) e ¢3(p) = Pr(p) (4.73)

onde p continua com a origem no né singular, entdo para o elemento em 6 = 7t as coordenadas nodais
psdo: p1 = 0,02 = %epg =1

No elemento de contorno, a transformacao linear de coordenadas propostas por Stern e
Becker [86] pode ser evitada, pois esta fica sendo apenas uma mudanga simples da coordenada —1 <
¢ < 1para0 < p <1, mantendo a forma do elemento. Entdo, p pode ser visto como uma funcdo de

Gem¢;e quK, onde a transformagdo p — ¢ € dada por

p(g) = # = paraf =0 p(g) = 12;€ = paraf = 71 (4.74)
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Para A = % (MFEL) as fung¢des de interpolacdo dos elementos de contorno sdo obtidas sem

dificuldade e valem

$1(8) = ¢ (&) = 1+ V20(8) — (1 +V2)p(2)?
$2(2) = $5(8) =201+ V2) [p(0)} ~ p(2)] 4.75)
$3(8) = 7 (8) = (2+ V2)p(&) — (1+ V2)p()?

A Figura 4.15 mostra as func¢des 4)]-(9 = 0) do elemento de contorno singular, comparando

com as funcdes de interpolagdo lagrangeanas.

Figura 4.15: Funcgdes de interpolagdo do elemento de contorno para a familia de elementos finitos de Stern.

4.3.3 Integracido dos Elementos de Stern

Uma vantagem do elemento de Stern sobre o elemento de Akin € a possibilidade de integra-
cdo exata. Stern e Becker [86] propdem uma integragdo analitica na dire¢ao radial, para o célculo da
matriz de rigidez, restando apenas a integral na direcdo ¢ que pode ser integrada normalmente com a

quadratura de Gauss convencional. Essa integracdo analitica pode ser representada por

1 1
_ t _
K_/ABCBdA_ZA/o Qo) do 4.76)

sendo Q(c) uma matriz com polindmios em ¢. Detalhes desta integra¢do sio apresentados no Apén-
dice.

Dunham [35], observando que os termos integrados para a matriz de rigidez dependem de
simples produto entre os polindmios de p e ¢, cria uma quadratura especial para o elemento de seis

noés de Stern e Becker. E, ainda no mesmo ano, Stern mostra que a regra de integracdo de Dunham
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pode ser aplicada para toda sua familia de elementos singulares.
Para se apresentar esta nova quadratura é necessdrio definir algumas matrizes, primeira-

mente, tem-se a matriz L, obtida da matriz inversa do Jacobiano da transformacao,

% pk

L= % "% (4.77)
% i
ay Pay

onde € interessante notar que os termos da primeira coluna sdo constantes em ¢, enquanto a segunda
¢ linear, expressdes (4.56).
A matriz das derivadas locais das fungdes de interpolagdo, de dimensdes [2 x (5 + K)],

pode ser escrita como
Gk— | T T comj=1,2-,5+K (4.78)

E a matriz das derivadas em relag¢do as coordenadas espaciais como

K
i

Gk=| = | =LGK (4.79)
B‘I']K

9y

que, observando as expressdes (4.70) e (4.71), chega-se, para as componentes da matriz DX, i forma

abaixo:
D, (p,0) = AL, (0) + BE (0)p* ! (4.80)

onde AKX sdo polindmios na maioria lineares e BX, sdo polindmios de ordem, no méximo, (K + 1).

Entdo, na integrag@o sobre o elemento sdo encontradas as integrais do tipo

S
2
S
_|_
=
"y
=
T
_|_
o
2
=
T
3
S

A(o) +B(o)p* 1+ C(U)pz()‘_l)] 2Apdpdo (4.81)

Qi(0)p + Qu(@)p" + Qar 1 ()™ 1| dpde
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onde Q; é um polindmio quadrético em o, Q) é um polindmio de ordem (K + 1) e Q,,_1 de ordem
2(K+1). A integragdo analitica toma aqui um grande custo computacional na identificagio e célculo
dos polindmios. Com o processo de Dunham [35] € possivel a integragdo exata com uma quadratura
de apenas dois pontos, facilitando e reduzindo o custo computacional.

Assim, procura-se uma regra de integragdo com apenas dois pontos que resolva

1 1
Iy = /0 p"dp = T w107 + w05’ (4.82)

com solucdo exata para os valores m = 1,m = Aem = (2A — 1). Um sistema de trés equagdes pode

ser obtido em termos de p;, dos pesos w1 € Wy, € da posicdo relativa entre os pontos de integragio

(1-5)

1
w1y +wy = %
w1yt +w ! (4.83)
1 2= .
(1+M)p3
2A—1 _
w1y +wy = W
Eliminando do sistema acima w1 e wy sobra a relacdo
2= +1pet
= — Aol 2 2 4.84
P1 = Yp2 02 1+ A —2Ap)7 (4.34)

tal que qualquer valor para p; e pp pode ser escolhido, desde que esta equacdo seja satisfeita e estejam

no dominio do elemento (0 < p; < 1). Dunham sugere

1 p— - 1 p—
%1tA) (4.85)
= 1 = ——
02 w2 201+ A)

que quando particularizado para A = % essas posi¢des e pesos ficam
2
p1 = — p2 =1, w = 3 e Wy = = (4.86)

A integragdo restante é de polindmios de grau 2(K + 1) em ¢, que podem ser integrados
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utilizando a quadratura de Gauss com (K + 2) pontos, suficiente para integrar um polindmio de ordem
2(K+2).

Para o elemento de contorno a integracao nado oferece dificuldades, ja que ndo sdo integrados
os produtos das derivadas das funcdes de interpolacdo, mas os produtos das préprias funcdes, no
célculo da matriz massa unitaria (Capitulo 2).

E importante observar que o uso da transformago linear de coordenadas permite a utilizagio
apenas de elementos com lados retos, isto para que a consisténcia e a compatibilidade sejam assegu-
radas, assim como a forma das func¢des de interpolacdo seja mantida, ndo prejudicando na precisao
do elemento. Entretanto, esta condi¢do nio é problemdtica porque os elementos especiais de trinca
sdo utilizados sempre internamente ao modelo, ao redor do extremo da trinca, ndo tendo motivos para

serem usados lados curvos.

4.3.4 Resultados

Alguns resultados sdo apresentados em forma de graficos na Figura 4.17. Apenas resul-
tados com o elemento de seis nds sdo apresentados, apesar da implementacdo ter sido, a principio,
para toda a familia de elementos de Stern. Isto se deve ao fato de que o grande ntimero de algebris-
mos, existentes atualmente no cdlculo computacional estdo baseados em fatores pertinentes ao tipo
de elementos utilizados na discretizacdo de uma forma global, como exemplo o niimero de nés por
elemento, entdo, quando utilizado um elemento singular da familia de Stern (K # 1), este terd um
nimero diferente de nés do restante da malha, necessitando desta forma uma reprogramacao dispen-
diosa. Dessa forma, como o objetivo principal deste trabalho é analisar o desempenho do MFGLM
com elementos especiais na MFEL esta tarefa ndo foi realizada. Este problema sera evitado quando a
implementacao numérica do método for realizada para qualquer nimero de células, onde uma célula
poderia ser reservada para os elementos especiais.

Visto isto, apenas malhas com elementos finitos triangulares quadraticos podem ser aplica-
dos em conjunto a estes elementos especiais. Porém, elementos quadrangulares lagrangeanos qua-
draticos também podem ser utilizados, pois dois elementos triangulares de seis nés podem formar
uma matriz de rigidez local equivalente a dos elementos de nove nés, conforme mostra o esquema da

Figura 4.16.
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ket + k2 =

Figura 4.16: Divisdo de um elemento quadrangular em dois triangulares.

Dos graficos da Figura 4.17, pode-se verificar que a utilizacdo de elementos finitos qua-
drangulares ou triangulares, na malha de finitos, praticamente ndo oferece variacdo quando aplicado
o elemento de Stern no extremo da trinca, fato concluido dos resultados obtidos com um refino cuja
relagdo [ /a = 0,5 (razdo do comprimento do elemento sobre a dimensao da trinca). Também é apre-
sentado um resultado com um refino menos grosseiro, para a discretizagdo do dominio com elementos

quadrangulares (Q9).

2.00—

Fator Geométrico
]
P
Fator Geomélrico

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 e 1.00

Figura 4.17: Resultados com elementos de Stern.

O MEF foi utilizado para resolver o caso com elementos quadrangulares Q9 e [/a = 0,2
com elementos de Stern, o resultado obtido foi 0 mesmo que o MFGLM, fato que havia acontecido

com a mesma discretizacio sem elementos especiais.
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Como foi feito para outros elementos aqui também é possivel uma extrapolacio especial,
localmente ao elemento. Assim, sabendo que em problemas envolvendo um comportamento singular
das derivadas s@o os termos de maior crescimento os mais importantes, para o cdlculo do fator inten-
sidade de tensdo (r — 0) o campo de deslocamentos de variagdo r pode ser desprezado, necessitando

apenas p(f))r)‘, em (4.57). Em termos dos valores nodais fica, para um raio de angulo 6 = 6

5+K
p(60)r* ~ P(og)pt = p* Y my(o0)un (4.87)
N=1

onde r e 6 representam o sistema de coordenadas polares com origem no né singular que pode ser

relacionado com o sistema de coordenadas naturais por (Stern [85])
r=R(o)p 6 =0(0) (4.88)
onde R(0) e ©(0) sdo obtidos de

R(0) = {(x2 —x1)" + (y2 — y1)* + 20 [(x2 — x1) (x3 — x2) + (2 — 1) (y3 — ¥2)]

+ 02 (x5 — %2)2+ (3 — o))} (4.89)

(2 —y1) +o(ys — y2)

®(0) = arctan
() (x2 —x1) + 0 (x3 — x2)

Entdo, p(6p) pode ser obtido da expressdo

(00) ~ B(60) = ———— 3" mK (o) @.90)
plbo) = p O—WN:1THNU()L£N .

o que pode ser muito simplificado se 6 = 6 corresponder a 0y = 0,

1 _A
p(0o) = P (2 = x1)* + (y2 —11)?] * (2ug — 1y — up) (4.91)
ou, se corresponder a 0y = 1,
5 1 2 21-%
P(00) = s —7 [(x3 —x1)* + (ys —y1)°] * (2us — u1 — us) (4.92)
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A extrapolacdo no elemento de contorno € ainda mais simples, onde (4.88) se resume a

r= %, sendo L o comprimento do elemento de contorno. Chega-se a

» L
p(9 - 0) - ﬁ(Zuz — U — u3) (493)
No célculo do fator de intensidade de tensdo, com A = % e considerando um problema

simétrico (deslocamento transversal nulo no extremo da trinca, u,;, = 0), essa extrapolagdo cria a

relagdo, para 0 = 71

G T (2uy, — uy,) 4.94)

Kj= ——
1wV 21

e, para f = 0,

G 27T (Zu_x - ux - ux )
Ky = (ot T 4.
1oV L V2-1 (455)

Uma observagdo que nao pode ser esquecida é que as extrapolacdes apresentadas valem para
qualquer elemento da familia de Stern, isto é, sdo independentes de K. A Tabela 4.5 mostra resultados

obtidos com a extrapolacdo apresentada, para os resultados da Figura 4.17.

Tabela 4.5: Extrapolagéo por dois pontos de deslocamento M1 —I/a =0,5e M2 —I/a =0, 2.

Elemento ‘ YExtrap ‘ erro (%)
T6 2,010179 | 3,6175

Q9-M1 2,010191 3,6181
Q9-M2 1,940091 | 0,0047

O resultado obtido com a extrapolacdo também mostra a similaridade dos resultados, para
um mesmo [ /a, obtidos com elementos triangulares (T6) ou quadrangulares (Q9). O resultado para
I/a = 0,2; 50 elementos finitos e 30 elementos de contorno, é excelente quando comparado a solugio

analitica.
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4.4 Familia de Elementos de Contorno Especiais

Até o momento, todos os elementos apresentados sdo elementos desenvolvidos para o MEF,
até mesmo o guarter-point foi criado a principio como um elemento finito singular. Para as familias de
elementos de Akin e Stem os elementos de contorno foram desenvolvidos a partir do operador-trago,
que ndo € aplicado aqui. Porém, os elementos de contorno devem ser o trago dos elementos finitos,
lembrando que esta é uma condicéo criada na formula¢do do método.

A origem dos elementos de contorno, bi e tridimensionais para o MEC, € do trabalho de
Tanaka e Itoh [88] e sdo aqui adaptados para 0 MFGLM. O elemento bidimensional € utilizado na
integra, como proposto, € o elemento de contorno tridimensional € utilizado como um elemento finito
plano. Estes elementos tém como possibilidade a variagdo na singularidade da derivada do deslo-
camento e da tracdo, independentemente. Surgiram da necessidade criada quando Takakuda [87]
mostrou analiticamente que com v — 0, na MFEL, as componentes de deslocamento e de tracdo

satisfazem

u, = ar’ ty =br7 (4.96)

onde a e b sdo constantes e o sistema de coordenadas € o sistema polar ja conhecido, com origem no
extremo da trinca. Takakuda mostrou ainda que A e y dependem do coeficiente de Poisson e do dngulo

de ataque da trinca (dngulo que as duas superficies da trinca fazem entre si na sua extremidade).

4.4.1 Elementos de Contorno Bidimensonais

O desenvolvimento da formulacio do MFGLM para elementos ndo isoparamétricos € final-
mente aplicado, pois estes elementos nio sdo isoparamétricos, isto €, a interpolacdo da geometria, dos

deslocamentos e das tragdes sdo diferentes. Para um elemento de contorno com N nds se tem

Il
™=
™=

N
$i(Q)xj,  u=) ¢i(@u; e t=) ¢i(d)0 (4.97)
=1

1

\
I
—_

]

A teoria de Tanaka e Itoh [88] € aplicada sobre a familia de elementos de contorno lagrange-

anos com nos equidistantes. A coordenada local (—1 < ¢ < 1) pode ser relacionada com o sistema
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polar real 7, com r = 0 no extremo da trinca, por

r 1+
para o elemento com singularidade em ¢ = —1 (n6 um), onde L é o comprimento do elemento de

contorno. Para o elemento cujo n6 singular é o n6 trés, em ¢ = +1, esta relacdo é alterada para

=5 (4.99)

N
¢;i(&) =11 = (4.100)

Para os deslocamentos e as tragdes apresentarem o comportamento desejado, como em
(4.96), altera-se a fung@o polinomial acima de forma adequada e para a interpolagdo dos desloca-

mentos a funcio € calculada por

N xx é'*
$;(¢7) = — (4.101)
i=1 é{j - Ci
i
onde ¢* estd relacionado com ¢ conforme:
E+Dr =211+ &) (4.102)
vélida para o elemento com singularidade em ¢ = —1.

Observando o trabalho de Tanaka e Itoh [88] verifica-se que esta transformacdo de coorde-
nadas modifica a variacdo de r para r, isto fica mais claro reescrevendo a equagio (4.102) da seguinte

forma:

% A
125 :(142“§> = (4.103)
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Aplicando a mesma idéia para 8 = 71, singular em ¢ = +1, encontra-se

Kok A
1_25 :(1;§> =7 (4.104)

onde {** € a varidvel substituta de ¢* em (4.101).
As fungdes de interpolagdo para a tragdo sdo obtidas dividindo a equagdo (4.101) por (1 +

&), para @ = 0, e sdo expressas pelas fungdes,

¢1(8) = (1+8) 7¢1(3)
9j(8) = (1+8)"7(1+&;)7¢;(¢) para j 7 1

(4.105)

singulares em { = —1. E, novamente, para o elemento simétrico em relacdo ao ponto singular,
6 = 71, (1 + &)7 € substituido por (1 — &)7 e as fungdes de interpolagdo para a tragdo, singulares em

¢ = +1, sdo representadas como

en(g) = (1+8) Ton(S)
@i(¢) = (1+¢) (1 +;)";(¢) paraj # N

(4.106)

onde N € o né singular.
Na Figura 4.18 as fungdes de interpolagdo para o elemento bidimensional de Tanaka e

Itoh [88] sdo mostradas, no caso linear, cujas fungdes sdo, para 6 = 0, expressas por

e MG -
1+¢ 146 15¢ (4.107)
e, para 0 = 7T
1-¢ ; 1-¢~ 1-¢
0(G) = —— $1(E) = 01(8) =/ —%
1 i z ) 1 fg** \/?1 e (4.108)
$2(8) = — $2(¢*) = 5 $2(8) = —F 2

onde ¢* e ¢** sdo fornecidos por (4.103) e (4.104), respectivamente. Os fatores utilizados foram
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A=qg= %, recomendados em casos simétricos da MFEL.

NA TN VT

o N,
X !\| x X
+—f— ——— > ——f— ———{> s .
-1.00 550 0.00 450 100 -1.00 -0.50 000 0.50 100 -1.00 -0.50 000 G.50 1.00
Geometria Deslocamento Tragéo

Figura 4.18: Funcdes de interpolacio para o elemento de contorno singular de dois nds.

Usando essas fungdes os campos para a geometrica, o deslocamento e a tragdo ficam, para

um elemento de contorno com N nds:

X =ay+ay+agr?*+ - +ayrNY

u="by+byr* + b+ + bNr(Nfl)/\ (4.109)

t=cp 4 cor +ear M 4 oo o ATINED)

onde a;, b; e ¢; sdo constantes.

4.4.2 Elementos de Contorno Tridimensionais Singulares

O elemento de contorno tridimensional elemento de superficie, segue a mesma idéia do
bidimensional. E usado de duas maneiras com o MEC nos problemas da mecénica da fratura: na
primeira é aquela que o elemento ndo tem apenas um ponto, mas um lado singular (Figura 4.19); na
segunda a singularidade estd concentrada em um ponto (Figura 4.20).

O elemento da Figura 4.20 € utilizado aqui como um elemento finito plano aplicado no
MFGLM, esse elemento com singularidade em um ponto € triangular e obtido quando o lado singular
do elemento quadrangular é colapsado. Dessa forma, a formulagao é fornecida para o elemento qua-
drangular e, para tanto, deve-se considerar um elemento genérico, como mostra a Figura 4.19, onde o

lado 1-2 coincide com o extremo da trinca, donde a distancia r € medida.
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i \ﬂ\qu
8] -

\ ?10 Af

s 9 wvE g3 5 extreﬁuglade
da trinca

Figura 4.19: Elemento singular de contorno 3D.

No MFGLM a interpolagdo do dominio necessita fungdes somente para a geometria € 0s

deslocamentos, as tracdes ndo sdo interpoladas internamente ao dominio. Tem-se entfo, para N nds,

N
¥i(Z m)x; u=Y (& nu; (4.110)

j=1

Mz

~.
Il
—_

Essas fun¢des, de acordo com Tanaka e Itoh [88], s@o

N

1 1 .
¥i(&n) = (1 +&58) A +nm) =), 1(1 +8i¢)) (1 +nm;)¥;  paraj=1,23,4
i=5
1
¥i(Sm) —HW?Hg gll paraoslados1 —2 e 3 —4
z#]
1 EN
¥i(¢,m) = +€]CH17 T paraoslados2 —3 e 4 — 1
2 i=x Wi — Wi
i
- 1 N q - _
(@) = g+ GE)A+ninT) =L g+ GE) A+ )% paraj=1,234
. T4 i N ox _ o
¥i(¢,n) = ;7 H g* paraoslados1 —2 e 3—4
1#]
1+ * Tk *
¥(E,n) = C{,‘ HW — i paraoslados2 —3 e 4 —1
z#K 17] _171
i#]

(4.111)
onde K e H sdo o primeiro e o tltimo né do lado que se estd referindo. ¢* é obtido de (4.103) e 17*

também, mudando apenas a coordenada ¢ por 7.
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Colapsando o lado 1-2 se chega ao elemento desejado, utilizando no MFGLM, Figura 4.20.
Esse elemento de contorno 3D possui duas complicagdes: seu lado 3-4 ndo é compativel com os ele-
mentos polinomiais de uso comum e, impossibilitando a aplicacio no MFGLM, o "traco"das fungdes

de interpolacdo do elemento de contorno 3D ndo sdo as funcdes de interpolacdo dos elementos 2D.

Figura 4.20: Elemento de contorno 3D aplicado como elemento finito.

Apenas o caso linear estd livre destes problemas, isto €, para o elemento 3D de quatro nds

(Figura 4.21). As fungdes de interpolacdo e derivadas locais desse elemento sdo dadas por

§7, * 1 * T * 1 *
(6 = A-0)0-17) N6 n) = ;A+8) A —17)
1 1 (4.112)
(67 = (A+0)A+77) faGn) = 4A=8)1+1)
. 1 ,
11/162_1(1_7] ) P, =1,
1 (4.113)
Y5, = 1(1 +177) Yy, =15,
_ 1(1-2¢) 5 1 (1+9)
Y o— - 5 g o - T
b 4 (1 77*) 2 4 (1+ 77*) (4.114)
1?3 " 1?2 0 1PAI,W _1?1 "
onde as derivadas ‘T’i,” foram facilmente obtidas usando a regra da cadeia:
of; 9% | oy dp* 1
o o’ I A (11

Como elemento finito este elemento possui a condicdo de deslocamento linear, mas um

grande nimero de pontos € necessdrio na integracio numérica, pois suas derivads sdo singulares,
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ou se deve aplicar uma regra de integracdo especial, como a de Telles [89], aplicada na familia de
elementos de Akin. Para os elementos de contorno a integragdo numérica também merece cuidados
especiais ja que, apesar de ndo serem integradas as derivadas, as funcdes de interpolacdo de tragdo sdo

singulares.

e

Figura 4.21: Elemento singular de contorno 3D linear.

4.4.3 Resultados

Os resultados obtidos com os elementos lineares propostos por Tanaka e Itoh [88] sdo bons,
isto pode ser verificado nos resultados apresentados graficamente na Figura 4.22. Uma extrapolacdo
local ndo € possivel para o elemento implementado, pois possui apenas dois nés radialmente. Na
Figura também ¢é apresentado um resultado obtido com o MEF, utilizando o elemento de contorno
3D adaptado como elemento finito plano, como no MFGLM. As funcdes de interpolacio de tracdo
existentes no elemento de contorno fazem com que o MFGLM apresente um resultado melhor, pois

os elementos finitos interpolam apenas o deslocamento, para uma formulacio baseada nestes.
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2.00—
1903
=
8 1807
Py i)
= J .
§ 170
O] 1 Va=0.034 \A
5 1605 \&
S 3| —&— T&I
i, =
1503 __A e, \
—s=— MEF/T&I
140 - @\\
1303 1 Va=0.5 } e
1‘20_5 ——e— T&I i \
3\ —E—  comum)
110

N S SR R A
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 ..., 1.00

Figura 4.22: Resultados com o elemento de Tanaka e Itoh [88].

4.5 Comparacoes Entre os Elementos Especiais

Nos gréficos de resultados a seguir sdo realizadas comparacgdes entre os diversos tipos de
elementos especiais, aqui apresentados e adaptados ao MFGLM. Cada gréfico representa uma deter-
minada discretizagao, cujos elementos finitos sdo os mostrados no Capitulo 3: lagrangeanos, serendi-
pity e triangulares, com os elementos de contorno lagrangeanos. Os resultados sdo alterados, em um
mesmo grafico, modificando apenas os elementos nas proximidades do extremo da trinca.

A primeira comparacdo € entre o elemento guarter-point triangular (T6QP) e o elemento
quadratico de Stern, com a discretizacdo fazendo uso de elementos finitos triangulares de seis nds
(T6), como mostra a Figura 4.23, onde a drea hachurada mostra os elementos especiais.

Na Figura 4.24 estdo presentes os resultados com a discretizacdo da Figura 4.23, onde é
possivel comparar os elementos. A curva gerada com elementos de Stern se mantém mais préxima a
solugdo analitica, fornecida por Rooke e Cartwright [78] (R&C - 1,94), que a gerada com elementos
"quarter-point"(T6QP). Entretanto, realizando uma extrapolagdo linear, para estimar o fator intensi-

dade de tensdo do problema, o elemento T6QP fornece uma estimativa ligeiramente melhor que o



124 4. Elementos Especiais

R‘\\ extremo da trinca

Figura 4.23: Discretizacdo do dominio com elementos triangulares.

elemento de Stern. As linhas pontilhadas no gréfico sdo curvas polinomiais que contém os valores
nodais, podendo ser usada para a extrapolacdo dos resultados ao extremo da trinca (r = 0). Esta
extrapolacdo polinomial se mostra bastante poderosa quando sdo usados os elementos guarter-point,

fato verificado também em outras discretizacdes, a seguir.

2.10
q

Fator Geométrico

Extrap. Linear
N comum - 1.7739
A - Stern-20183
v - T6QP-2.0098

s exti. polinomial Y,

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80

rla

Figura 4.24: Comparac¢do em uma malha com elemento finitos triangulares quadraticos.

Quando o valor do fator de intensidade de tensdo, ou do fator geométrico, € estimado apli-
cando as extrapolagdes locais aos elementos de trinca o elemento de Stern mostra sua superioridade,
oferecendo o excelente resultado de 1,9440 para o fator geométrico, erro de 0,2050%, enquanto que
com o elemento T6QP se obtém 1,9911; com um erro de 2,6335%.

A segunda comparacio, presente na Figura 4.25, € entre o elemento de Stern, o elemento

da familia de Akin e o elemento lagrangeano quadritico degenerado com a técnica quarter-point
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(TC9QP) e colapsado. Esta comparacdo é realizada sobre uma discretizagdo de dominio com 50
elementos finitos quadrangulares lagrangeanos (Q9), de mesmo tamanho.

Na Figura 4.25, os resultados com elementos de Stern e TCOQP praticamente coincidem,
como na Figura 4.24, propiciando uma boa aproximacio para o fator de intensidade de tensdo com
a extrapolacdo polinomial. A solugcdo com elementos de Akin é a que apresenta valores nodais mais
préximos da analitica (R&C), assim como uma melhor estimativa quando extrapolado linearmente,
chegando a um erro de -0,9278%. Sem usar elementos especiais, a extrapolacio linear, com os mes-
mos pontos da estimativa para os elementos de Akin, fornece um erro para o fator geométrico de
-2,274%. Se as devidas extrapolacdes locais dos elementos de trinca forem aplicadas o elemento de
Stern se destaca novamente, este fornece para o fator geométrico o valor 1,940091; com um erro em
relacdo a solucdo analitica de Rooke e Cartwright [78] de 0,004679%. Os outros elementos tam-
bém fornecem bons resultados: o elemento TCOQP traz para o fator geométrico 1,9368, com erro de

-0,1646%, e o elemento de Akin o valor 1,9092, com erro de -1,5881%.

R&C

Fator Geoméirico

3
1% S
j <§/ " Extrap. Linear ) \
{> - comum - 1.8964 Va=02
.70 o - Akin - 1.9220
AN
@
]
0.00

- Stem - 2.0209

_e_

- TCOQP - 2.0079 o Akin
_._
—D

|Gt ext. polinomial )

’ | ‘ I ‘ l .
0.20 040 0.60 0.80

Figura 4.25: Comparacio em uma malha com elementos lagrangeanos quadréticos.

Dezoito elementos finitos serendipity quadraticos sao usados na discretizacdo de dominio
para os resultados da Figura 4.26, onde sdo comparados os elementos quarter-point quadrangular

(Q8QP), quarter-point triangular colapsado (TC8QP) e o elemento de Akin sobre o elemento seren-
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dipity.

A técnica de Akin, quando aplicada sobre a familia serendipity, ndo € tdo vantajosa quanto
quando aplicada sobre a familia lagrangeana, fato ja concluido anteriormente. Os elementos quarter-
point sdo os sugeridos por Barsoum [15], o quadrangular consegue uma excelente estimativa quando
seu resultado € extrapolado linearmente, chega-se a um erro de -0,2268% para o fator geométrico.
Para o elemento colapsado TC8QP a extrapolacdo linear traz um péssimo resultado. Um erro razodvel
(-2,7680%) € obtido com o elemento de Akin quando extrapolado linearmente. Uma boa estima-
tiva também ¢ encontrada com o elemento TC8QP usando uma extrapolagdo polinomial, ou com a
extrapolagdo local que fornece um erro de 0,9923% para o fator geométrico. Com a extrapolacio
local quem fornece um péssimo resultado € o elemento Q8QP (erro de 9,4992%), o elemento de Akin

também ndo traz um resultado bom (3,8232%).

2.10

P S
Qs

Va=0.333
—A—  comum
—&— «QsQp
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Figura 4.26: Comparacio com elementos serendipity de oito nos.

As Figuras 4.27-29 comparam os elementos de Akin com os elementos degenerados colap-
sados, utilizando extrapolacdes lineares polinomiais.

Os elementos degenerados fornecem estimativas inferiores aos de Akin, caso que poderia
talvez ser invertido se utilizada a extrapolacdo local. Na Figura 4.27, a extrapolacdo polinomial ofe-

rece uma extrapolacdo, com erro préximo ao obtido sem elementos especiais. Nesta, as estimativas,
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Figura 4.27: Malha de elementos finitos com elementos lagrangeneanos ctibicos.

extrapolando linearmente para o elemento de Akin e sem elemenos especiais, tem erros, respectiva-
mente, de -0,50% e -1,5366%, resultados que podem ser considerados muito bons para uma discreti-
zagdo grosseira de apenas oito elementos finitos cibicos (Q16).

Na Figura 4.28, também com apenas oito elementos finitos mas agora quarticos (Q25), o
resultado com extrapolagdo linear sem qualquer elemento especial, sendo os convencionais, € exce-
lente (1,9341 para o fator geométrico), com um erro em relagao a solugdo analitica de -0,3041%. Para
o elemento de Akin a extrapolagdo traz para o fator geométrico 1,9513 (erro de 0,5825%), resultado
que questiona a validade da utilizacdo de elementos especiais quando a ordem de interpolacdo & ele-
vada. Com uma extrapolacdo local talvez os elementos especiais possam ainda superar o resultado
com elementos Q25.

Novamente, na Figura 4.29, o melhor resultado obtido com as extrapolacdes lineares é sem
autilizag@o dos elementos de trinca, que chega a um erro de 0,5103%, somente com elementos lagran-
geanos quinticos (Q36). O erro € um pouco maior que o obtido na Figura 4.28, o que pode sugerir uma
nao conveergéncia dos resultados, entretanto, como ja foi discutido anteriormente, a solucdo analitica
possui um erro possivel de mais de 1% e a extrapolagdo ndo é uma boa maneira de se estimar um

valor para o fator de intensidade de tensdo.
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Figura 4.29: Comparagdo com elementos lagrangeanos quinticos.

Finalmente, uma comparagdo envolvendo os elementos singulares lineares, adaptados do
trabalho de Tanaka e Itoh [88], que sdo comparados com o elemento de Akin, aplicados sobre uma

discretizacdo linear com um refino extra no extremo da trinca, na Figura 4.30.
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O elemento de Tanaka e Itoh fornece uma estimativa um pouco melhor que o de Akin, cujos
erros sao, respectivamente, de -0,5619% e -1,6340%, contra uma erro de mais de 6% quando ndo sio

usados elementos especiais no extremo da trinca.
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Figura 4.30: Comparagdo em uma discretizagdo linear.

O elemento de Akin, dentre seus resultados, mostrou-se melhor para a discretizacao linear,
mas nesta o elemento de Tanaka e Itoh forneceu um resultado ainda melhor, tanto na extrapolacio
linear quanto na local. Os elementos guarter-point trouxeram bons resultados quando extrapolados
localmente, mesmo aqueles provenientes da familia de elementos lagrangeanos. O melhor comporta-
mento dentre os elementos apresentados pertence ao elemento de Stern, com extrapolagdo local.

Assim, para uma aproximacdo linear aconselha-se o uso do elemento de Tanaka e Itoh.
Quando a interpolacdo € quadratica a melhor alternativa é o elemento de Stern, com elementos tri-
angulares ou quadrangulares, tendo os elementos qualter-point como uma segunda alternativa, de
aplicacdo bem mais simples. Os elementos de Akin podem ser aplicados quando os elementos sio
de ordem cubica ou quartica. E para interpola¢des de ordem maior que quartica ndo sdo necessarios

qualquer tipo de elementos especias.
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Capitulo 5

Conclusao e Sugestoes

Aplicou-se o Método da Funcdo de Green Local Modificado (MFGLM) na solugéo de pro-
blemas planos da mecanica da fratura eldstica linear (MFEL), propiciando uma nova alternativa para
a andlise destes.

Em comparagdo com o Método dos Elementos de Contorno (MEC), o MFGLM tem como
vantagens ndo necessitar do conhecimento prévio da solu¢do fundamental podendo ser aplicado em
geometrias e condi¢cdes de contorno complexas, e nao possuir integrais singulares. No MFGLM, como
no MEC, as tragdes podem ser interpoladas com fungdes singulares e, dessa forma, os deslocamen-
tos e as tragdes sdo aproximados separadamente e as variagcdes de tensdo e deformacdo, proximas ao
extremo da trinca, sdo independentes, o que € interessante em alguns casos ndo simétricos. Essa pos-
sibilidade de ordens de singularidade distintas pode ser vista como uma vantagem sobre o Método dos
Elementos Finitos (MEF). Outra vantagem é que as tensdes no contorno sdo fornecidas diretamente
pelo MFGLM, sem a necessidade dos cdlculos utilizados para este fim no MEF, e com uma precisao
mais apurada.

Usando elementos convencionais isoparamétricos 0o MEGLM apresenta resultados um pouco
melhores que o MEF, alguns muito proximos. A convergéncia p com estes elementos € maior que a
convergéncia ki, isto é, para um mesmo ndmero de graus de liberdade, o modelo com maior ordem de
interpolacdo traz uma estimativa melhor para o fator de intensidade de tensao.

Quando elementos especiais para trinca sdo usados para representar a singularidade e estes

sdo provenientes do MEF, onde deslocamento e tracdo sdo interpolados com as mesmas fungdes,
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os resultados sdo muito préximos do MEF, como foi demonstrado com os elementos de Stern e o
elemento quarter-point. Mas, mesmo com esses elementos, em alguns resultados o MFGLM supera
o MEF, na familia de elementos de Akin o resultado fica melhor no MFGLM. Quando os elementos
ndo sdo isoparamétricos, aproveitando as caracteristicas herdadas do MEC, o MFGLM traz resultados
melhores que o MEF.

O MFGLM se implementado para um nimero qualquer de células, como originalmente pro-
posto, oferece uma nova vantagem, a facilidade de refino na regido préxima ao extremo da trinca, tanto
com elementos especiais quanto com elementos de alta ordem, os quais trouxeram bons resultados.

Assim, a implementac¢do de elementos especiais deve sempre levar em conta a possibilidade
de usar fungdes de interpolacdo singulares para a tragdo no contorno, como o elemento de Tanaka e
Itoh, aqui apresentado, e o elemento de contorno quarter-point de tracdo. Dessa forma, o MFGLM
pode fornecer uma melhor aproximagdo para o fator de intensidade de tensdo. O elemento guarter-
point de tracdo nao foi implementado neste trabalho e fica como uma sugestao para trabalhos futuros,
assim como outros elementos com as caracteristicas acima, cuja implementacdo deve fazer uso da
formulag@o ndo isoparamétrica do método apresentada.

Ficam, também, como sugestdes: utilizar outras técnicas para obter a estimativa para o fator
intensidade de tensdo, como o método da integral J; aplicar o MFGLM na solugdo dos problemas da
mecanica da fratura elastopldstica; a andlise de problemas tridimensionais com trinca e a implemen-
tacdo do método para um nimero qualquer de células.

A dependéncia paramétrica pode ser muito reduzida se a matriz de rigidez auxiliar oferecer
uma influéncia proporcional, dependente do valor do termo a ser alterado. Isto é obtido se os para-
metros forem multiplicados com os termos da diagonal da matriz de rigidez, proveniente do MEF na
aproximacdo das funcdes de Green, no lugar da soma até entdo utilizada.

O tempo computacional, elevado se comparado com o MEF, pode ser bastante reduzido se
o algoritmo numérico for adequado. Uma possivel alternativa foi apresentada aqui, mas apenas para
o contorno, ficando, também, como sugestdo o desenvolvimento de algo semelhante para as equagdes
do dominio.

Entdo, conclui-se que 0 MFGLM ¢é uma ferramenta em potencial para a andlise de falha,

pois este carrega as caracteristicas do MEC, como a interpolag@o nio isoparamétrica, e a versatilidade
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do MEF, podendo ser aplicado a qualquer geometria.
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Apéndice A

Integracao Analitica para o Elemento

Quadratico da Familia de Stern

Stern e Becker [86] propuseram uma integracdo analitica para seu elemento triangular sin-
gular. A demonstracio desta integracdo necessita que algumas definicdes do Capitulo 4 sejam relem-

bradas: as matrizes L e G s@o expressas por

9% pd
L= Z’; Z; (A1)
ay Pay
G= laaf;] comj=1,2,---,6 (A2)
1% ..

Sendo que G pode ser decomposta em uma equagio matricial, contendo duas outras matrizes
Gy e G1, dependentes apenas da coordenada ¢ do sistema de coordenadas definido na Figura 4.13, tal

que

G(p,0) = Go(0) + Gy (0)p* ! (A.3)

onde os termos das matrizes Gg e G sdo polindmios de ordem no méximo (K + 1), sendo K o

nimero de nés internos no lado oposto ao né singular, Figura 4.14.
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146 A. Integracio Analitica para o Elemento Quadrdtico da Familia de Stern

A matriz que contém as derivadas parciais das fungdes de interpolagdo em relacio as coor-
denadas espaciais (matriz D), também definida no Capitulo 4, pode ser obtida do produto das matrizes

LeG.
9%

e -
D= v —LG—L(G0+G1p ) (Ad)

Y
O vetor deslocamento generalizado, na elasticidade plana, é expresso por u’ = {ux uy}

e, definindo a matriz D*, criada a partir da matriz de derivadas globais como
D* = (A.5)
as derivadas espaciais dos deslocamentos sao:

_ [Ouyx Quy duy duy t_ .

A densidade de energia de deformacdo é dada por

1 1
— Esf(:*.e. — EuﬁD*"C*D*u (A7)

onde C* é a matriz de coeficientes eldsticos, escrita convenientemente na forma

Cihi 0 0 Cp

0 Csz Cs3 0

C* (A.8)

0 G Gs O

Cyi 0 0 Cx

sendo C;; os coeficientes da matriz C (3 x 3) convencional da elasticidade plana, fornecida no Capitulo
2.

Assim, a matriz de rigidez fica

K = / D' C*D* dA (A.9)
A
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e pode ser particionada em quatro submatrizes, assim como C*, da seguinte maneira:

Kll KlZ C]l C12
K= e C' = (A.10)
K21 K22 C21 C22

Notando que K'? = (K?!)f e C!2 = (C?!)! cada uma das submatrizes de rigidez podem ser

calculadas por
K = / DIC*¥D dA (A.11)
A
e, quando substituido D pela expressao (A.4), fica
1 1
K = /0 /O (cg + Gﬁp)‘_1> L'C*AL (GO + G1pA_1> 2Ap dp do (A.12)
Definindo a parte central do integrando acima, que ndo depende de p, como
Cf = L¥ AL, onde L* = 2AL (A.13)
a expressao (A.12) pode ser reescrita na forma

VI N Y L t A-1) ap A-1
K :ﬂ/o/o(Go—kGlp ) €% (Go+ Grp* 1) pdp do (A.14)

ou

K = o /o‘1 /01 (GHC7Go ) o+ (GHCPG1 + GICGo ) (A15)
n (Gﬁé“ﬁGl) pZ/\*l} dp do

que, quando integrada em relagdo a p, transforma-se em

LML (e 1 ¢ N 1/ s
leﬁ — 7/ _ t lXﬁ - t Déﬁ ¢ D(ﬁ 1 ; p(ﬁ
2A 0 |:2 (GOC GO) + A+1 (GOC Gl + G1C GO) + A (Glc Gl) do

(A.16)
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Pode-se, ainda, escrever a integral acima em uma forma mais compacta,

1 1
ap — «f
K A /0 Q (0’) do (A.17)

onde Q*F = Q’fﬁ + Qiﬁ + Qgﬁ_l, cujos termos sdo polindmios em ¢ e sdo definidos por

1 ~
o - (cic)
ap — 1 t (P t éup A.18
Ql A+1(GOC G, +G.C Go) (A.18)
af 1 A~
Q1 = o (Gﬁcaﬁcl)

A integracdo ao longo da direcdo radial pode, entdo, ser calculada analiticamente. Essa
integracdo analitica eleva consideravelmente o custo computacional, devido & complexidade do algo-
ritmo na identificacdo das matrizes (A. 18). Para integrar na direcdo circunferencial, integral (A.17),
também se pode realizar explicitamente, mas isto elevaria ainda mais o tempo despendido e ¢ fécil
verificar que se pode aplicar uma quadratura de Gauss convencional, j4 que os termos de Q"‘ﬁ(o)
sdo polindmios em ¢. Assim, o elemento de Stern € integrado exatamente, sem que a precisao do

elemento seja deteriorada.



