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Resumo

O objetivo deste trabalho é estudar a integrabilidade de sistemas dinimicos nao-lineares,
em particular, o dtomo de hidrogénio perturbado por um campo magnético. Para isto,
fazemos uma revisao de dois métodos de andlise de pontos singulares {anilise de Painlevé
e expoente de Kowalevskaya), bem como do método direto (df/dt = 0) para encontrar
invariantes. Além disso fazemos uma andlise qualitativa baseada nas segoes de Poincaré
obtidas numericamente a partir das equacoes de movimento. Através destes métodos ob-
tivernos resnltados referentes a integrabilidade dos sistemas: modelo de Lorenz, retroes-
palhamento de Brillouin, potencial de Henon e Heiles, efeito Zeeman quadritico. En-
contramos também, uma relacao genérica para as ressonincias de Painlevé para o caso
do itomo de hidrogénio perturbado pelo potencial de Van de Waals, que é uma gener-
alizacao do potencial correspondente ao efeito Zeeman quadritico.



Abstract

The purpose of this work is to study the integrability of nonlinear dynamical sys-
tems, with particular emphasis on the problem of an hydrogen atom perturbed by a
magnetic field. We review two methods {Painlevé analysis and Kowalevskaya exponents)
of obtaining invariants for the systems as well as the “direct method” (d//dt = 0). In
addition, based on numericall obtained Poincaré sections we perform a qualitative anal-
- ysis of the integrability. We use these methods to study the integrability of the Lorenz
model, Raman Brillouin backscattering, the Henon-Heiles potential and the quadratic
Zeeman effect. We derive a generic relation for the Painlevé resonances for an hydrogen
atom perturbed by a van der Waals potential (which is a kind of “generalized” quadratic
Zeeman effect).
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Capitulo 1

INTRODUCAO

De uma forma geral na mecdnica cldssica, movimentos nao-relativisticos podem ser
descritos adequadamente pelas equagdes de Newton, que em alguns poucos casos podem
ser resolvidas analiticamente. Nos restante dos casos, para conhecermos a evolugio
temporal dos sistemas, as equagdes devem ser integradas numericamente.

J4 no século 19, o problema central existente na mecdnica celeste era o problema
de n corpos !, e o problema associado a este, ou seja a estabilidade do sistema solar.
Para n > 3, o problema de 3 corpos nao pode ser resolvido de uma forma geral. No
entanto, existem alguns métodos quantitativos como solugoes em séries, ou técnicas
de perturbagdo que foram desenvolvidas na tentativa de resolver este problema. Em
paralelo & estes estudos quantitativos, surgiram aproximagoes qualitativas iniciadas por
Poincaré. O trabalho de Poincaré tem um importante aspecto, que é a figura geométrica
que ele dd do sistema dindmico. Um sistema dindmico pode ser representado por seu
“espago de fase”, uma familia de curvas que sao solugoes das equagoes de movimento.

Durante o século 20, varios progressos tem sido feitos em ambos os caminhos, quan-
titativo e qualitativo, culminando no que chamamos de teorema de KAM, que é um
especial resultado relacionado com sistemas dindmicos hamiltonianos quase-integraveis.
Quando um sistema integrdvel, onde portanto, as curvas no espago de fase sao regulares

!0 movimento de # massas interagindo de acordo com as Leis de Gravitagio de Newton
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é perturbado, pode ocorrer que a natureza destas solucoes é totalmente modificada. As
trajetdrias eram originalmente regulares no espago de fase, e apds uma pequena per-
turbagao existem regices que continuam regulares, no entanto, separadas nitidamente
de outras que apresentam movimento altamente irregular.

Embora as equagoes de movimento na mecdnica cldssica sejam rigorosamente deter-
ministicas, o sistema cldssico evolui com sensibilidade extrema em relagao as condigoes
iniciais, de modo tal que a sua evolugdo se torna imprevisivel. Sistemas deste tipo, cujas
trajetdrias sio totalmente irregulares e cuja evolugao é imprevisivel nés denominamos
de sistemas cadticos. Hoje em dia sabemos que sistemas simples, com poucos graus
de liberdade mostram geralmente comportamento irregular. Também avangos feitos
na tecnologias de computadores, possibilitou um estudo mais detalhado dos movimen-
_ tos irregulares em sistemas simples. Isto tem feito do caos, um dos campos em maior
desenvolvimento na Fisica em anos recentes.

Para sistemas com somente um grau de liberdade, o movimento classico é sempre
periddico se for governado por um hamiltoniano independente do tempo, isto é, se a
energia se conserva. Portanto, um sistema hamiltoniano unidimensional nao pode ser
cadtico {veja seqao 2.1). Também nao sao cadticos sistemas conservativos com n graus
deliberdade, n > 1, se elessao “integrdveis” | isto €, se seu hamiltoniano puder ser escrito
em fungao de n “invariantes”. O papel dos invariantes no estudo da integrabilidade dos
sistemas é de suma importancia.

Sistemas com dois graus de liberdade 1 = 2 que nao admitem outro invariante além
da energia total s30 o3 exemplos mais simples de sistemas conservativos que podem
apresentar caos. Como exemplos podemos citar o potencial de Henon e Heiles, virios
tipos de osciladores anarménicos, ou ainda o problema tridimensional do dtomo de
hidrogénio num campo magnético uniforme.

Em contraste com os outros sistemas simples mencionados acima, o dtomo de hi-
drogénio num campo magnético nao € um modelo abstrato, mas sim um sistema fisico
real que é estudado em laboratdrios [Holle et al. 1986|, [Main et al. 1986|. Neste exem-
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plo, se estudarmos a natureza regular ou cadtica da dindmica cldssica, e procurarmos
por manifestacoes do caos cldssico no espectro qudntico, estamos estudando fisica real,
passivel de ser testada em experimentos de laboratdrio.

Nosso objetivo com este trabalho, é analisar a integrabilidade de sistemas dinimicos
nao-lineares. Para atingir este objetivo iremos estudar métodos de andlise de pontos
singulares {andlise de Painlevé, expoente de Kowalevskaya), método direto (df/dt = 0},
bem como estudos qualitativos através das segoes de Poincaré. Nossa motivagao prin-
cipal é estudar a integrabilidade do 4tomo de hidrogénio perturbado por um campo
magnético estdtico, ou seja, estudar o efeito Zeeman quadrdtico para o dtomo de
hidrogénio. O efeito Zeeman quadrdtico tem sido usado como instrumento para analisar
as manifestacdes do caos cldssico sobre o sistema quintico correspondente.

Nocap. 2, faremos uma revisio iedrica de conceitos importanies usados no decorrer
do trabalho. Discutiremos explicitamente como sdo obtidas numericamente as conheci-
das secdes de Poincaré para o sistema de Henon e Heiles [Henon e Heiles 1964]. O
Cap. 3 descreve suscintamente os métodos de andlise de pontos singulares e o método
direto para encontrar invariantes, incluindo um pequeno nimero de exemplos tipicos no
estudo de sistemas com poucos graus de liberdade que apresentam movimento cadtico.
No capitulo que segue (cap. 4), faremos uso dos métodos acima mencionados para estu-
dar a integrabilidade de alguns sistemas fisicos de interesse, como por exemplo, modelo
de Lorenz, Henon e Heiles, dtomo de hidrogénio perturbado, e outros... . Por estu-
dar a “integrabilidade” entendemos redugir a solugao das equagoes de movimento a um
simples problema de integracao (quadratura) em termos de fungoes elementares.



Capitulo 2

REVISAO TEORICA

Neste capitulo faremos uma revisio rdpida de alguns importantes conceitos utilizados
neste trabalho. Para isto, usamos como base a introdugao do artigo de [Henon 1983]
que d4 um pequeno enfoque sobre o método numérico {segdo de Poincaré) para estudar
sistemas hamiltonianos.

2.1 Conceitos gerais.

Um sistema dindmico é definido como qualquer sistema fisico, cujo estado em um dado
instante de tempo pode ser completamente definido através de N varidveis z,...,%y
obedecendo um sistema de N equagoes diferenciais ordindrias:

d.r,/dt = fl(xh"‘a‘r”]l

deofdt = [o(s,...,2x). (2.1)

O fato de que todas equagoes sdo de primeiraordem, nao € uma restricao, pois equagoes
diferenciais de ordem mais elevada podem sempre ser escritas desta forma pela in-
troducdo de varidveis adicionais. O sistema 2.1 é dito auténomo, porque a varidvel
independente ¢ (tempo) nao aparece explicitamente no lado direito da equacao . Nova-

6
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mente isto nao representaria uma restrigao: um sistema nao-auténomo pode ser tranfor-
mado num sistema auténomo pela introdugio de uma varidvel adicional. As N varidveis
dependentes podem representar quantidades fisicas arbitrdrias, tais como posigao , ve-
locidade, dngulos, temperaturas, pressio, concentragao, etc. Muitos problemas reais
podem ser representados da forma (2.1), nao somente na fisica mas em outras ciéncias,
como a biologia e quimica.

Podemos definir um vetor X com componentes #;,...,Zy € um vetor F com com-
ponentes fi,..., fx, que nos permite escrever o sistema de equagdes diferenciais 2.1 de
uma forma mais simples

dX/dt = F(X). | (2.2)

Uma representagao muito tdtil do sistema dindmico 2.1 é o chamado espago de fase,
que é um espago com N dimensdes. O estado do sistema num certo instante de tempo é
representado por um ponto no espago de fase. Este ponto se move com o tempo, e com
a velocidade F. Esta velocidade pode ser facilmente obtida das equagdes 2.1; de fato,
dado um sistema 2.1 podemos imediatamente desenhar todo o campo de velocidade no
espago de fase (fig 2.1). O ponto representativo descreve uma curva, chamada frajetdria
ou dérbita, que é tangencial ao vetor de campo em cada ponto. Deste modo, plotando
o campo de velocidade no espago de fase, sem qualquer integragao, podemos obter
informacoes sobre a forma das solugGes. Note que isto somente é possivel pelo fato de
as equagoes diferenciais 2.1 serem de primeira ordem e o sistema ser auténomo. No
entanto, isto nao representa um problema essencial j4 que com fungoes trancendentais
podemos sempre reduzir nosso sistema a ser de primeira ordem, através da adigao de
graus de liberdade (veja a seguir). ’

Através de um dado ponto no espaco de fase, passa somente uma trajetéria. Fisi-
camente: se o estado do sistema é conhecido num dado instante de tempo, entao a
evolugao futura é determinada. Em consequéncia, duas trajetdrias que partem de dois
pontos diferentes num dado tempo, nunca podem coincidir num mesmo ponto em um
tempo posterior.
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X

L Figura 2.1: Espago de Fase

Chamamos de infegral de um sistema dindmico, uma fungao I(z,...,2x) cujo
valor & constante para qualquer trajetéria dada. Se existir uma integral I(X) =
constante em adicao & um hamiltoniano H,, podemos obter uma inica curva &, =
x(xy,...,%,...,2y) dada por x; = constante ; portanto, neste caso as trajetdrias
permanecem numa érbita particular. Segue que se conhecermos uma integral ou um
invariante /, podemos efetivamente reduzir em um a ordem do sistema. Para tanto,
isolamos um 2, do invariante / {em principio isto é sempre possivel), e substituimos
na primeira das equagoes de 2.1, e retiramos a dltima equagdo. Desta forma redugimos
para N — 1 a ordem do sistema de equagoes 2.1.

De uma forma geral, se p integrais /(z,,...,z,) forem conhecidas, entdo cada tra-
jetdria € obrigada a ficar num espago de dimensao N — p, definidas por:

LXy=c¢,... LX) =0, (2.3)

e a ordem do sistema pode ser diminuida de N — p.

Integrais sdo frequentemente derivadas de consideragdes fisicas (leis de conservagao),
fora isto, infelizmente nao se conhece um procedimento sistematico para achar integrais
de um dado sistema que permitam simplificar seu estudo.
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2.2 Superficie de secao e mapas.

Estaremos interesgsados no comportamento assintético de uma trajetoria quando f — oo,
e para isso nao € realmente necessdrio seguir esta trajetéria em grandes detalhes; é
suficiente ter um “amostra” de tempos em tempos. Esta é a idéia bdsica do método
da superficie de segao . Para exposicao do método, é conveniente considerarmos o caso
N = 3, de modo que o espaco de fase é tridimensional. Escolhemos neste espago de
fase uma determinada superficie de segao I, cuja dimensao vamos definir como sendo
M = N —1 =2, ou seja uma superficie bidimensional: e consideramos as intersegoes
sucessivas Yo, Y:,Yz,... de uma trajetdrias com I (veja fig 2.2). Se assumirmos que
a trajetoria é repetida (significa que as trajetdrias sempre voltam novamente & uma
regido do espago visitadas por elas anteriormente), teremos uma sequéncia infinita desses
pontos.

Figura 2.2: Segao do Espago

Esta sequéncia tem a propriedade fundamental que se um ponto Y; é dado, entao o
préximo ponto Y;;, pode ser deduzido. Isto pode ser visto facilmente: tudo que se tem
a fazer é seguir a trajetéria de Y; por integracao da equagao diferencial, até cruzar X
novamente; esta nova intersegao é Y,,,. Temos portanto um mapa G:

Ys‘+1 = G(Yi), (2-4)
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que é chamado de mapa de Pomncaré.
Um ponto fizo do mapa 2.4 é um ponto Y* que satisfaz:

Y*=G(YY). (2.5)

Todos os pontos fixos representados pelas equagoes 2.5 estdo na superficie de segao de
dimensdo M, portanto, as equagdes 2.5 sao um sistema com M equagdes diferenciais
ordindrias e M incdgnitas. Pontos fixos sio muito importantes no estudo de mapas,
pois eles determinam definitivamente a estrutura das trajetdrias nas suas proximidades.
Para estudar isto, escrevemos,

Y,=Y*'+ Ui, (2.6)

onde U, representa uma pequeno deslocamento na posigao do ponto fixo; substituindo
2.6 em 2.4 e desenvolvendo em série de poténcias, obtemos, |

Uier = (0G/3Y )y=y-U; + O(U?). (2.7j

0G/3Y é a mairiz de dimensao M x M, chamada de Jacodiano .do mapa. Se despre-
garmos o iltimo termo da equagao 2.7, teremos um mapa linear em U. A natureza dos
autovalores da matriz M x M, denominados de A, informard sobre o possivel compor-
tamento das trajetérias préximas ao ponto fixo Y'*. Consideramos um autovalor A real,
e o associado autovetor V real; se escolhermos um pequeno deslocamento do ponto fixo
U, =V, entao os sucessivos valores de {/ sao:

U=V ..., U=NV, .. (2.8)

e como o mapa U é linear, temos que a sequéncia de pontos Y, cai numa linha reta que
passa através do ponto fixo. Se qualquer um dos |A| > 1, podemos ver das equagoes
2.8 que as trajetérias se afastam do ponto fixo Y*, no entanto, elas convergirao para ele
quando todos |A| < 1.
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2.3 Sistemas Hamiltonianos.

2.3.1 Definicao e propriedades:

Sistemas hamiltonianos sdo um caso particular de sistemas dindmicos, no entanto, sao
muito importantes: primeiro, porque o valor do hamiltoniano H é uma constante, re-
dugindo desta forma o nimero de graus de liberdade e portanto simplificando estudos
mais detalhados; segundo, porque muitos sistemas reais de grande aplicagao na Fisica
podem ser escritos na forma hamiltoniana.

Um sxstema hamiltoniano € caracterizado primeiro, por um nimero par de di-
mensoes:

N =2n. (2.9)

O nimero n é chamado de némero de grane de liderdade; e nao deve ser confundido
com N, a dimensio do espago defase. As 2n varidveis chamadas de graus de liberdade,
sao usualmente representadas por

1, ,qn, Piy. .. \Pn. (2.10)

O sistema fisico é completamente definido por uma fungao das 2a varidveis, chamada
de hamiltonsano:

H(g,...,pn), (2.11)

e as equagoes de movimento advindas do formalismo de Hamilton sao,

d O0H dp, OH .
U & g (t=1,...,n). (2.12)

¢; e p; 330 as chamadas veridveis conjugadas.

Uma integral pode ser imediatamente verificada: o hamiltoniano. Isto pode ser
observado se calcularmos

dH/dt = (9H[3q.)dg,/dt + (0H[3p.)dp./dt, (2.13)
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e, usando as equagoes 2.12:
dH [dt = (3H/3¢,)(9H/3p:) + (3H/3p,) (~9H/3g,) = 0. (2.14)

Agora portanto, usando a integral H o sistema pode ser reduzido para 2a — 1 graus de
liberdade {veja secao 2.1).

Se introduzirmos agora a secao do espago de fase, o problema é reduzido ao estudo
do mapa num espago com 25 — 2 dimensdes. Uma boa maneira de se obter esta redugao
é usar primeiramente a integral H para eliminar uma varidvel, por exemplo p;, e entao
definir a secao do espago pela equagdo ¢; = 0, onde ¢; € a varidvel conjugada a p;. Desta
forma um par de varidveis conjugadas pode ser eliminado, e 0s n — 1 pares restantes
servem como coordenadas na segao do espago. O mapa G obtido desta forma tem a
seguinte propriedade caracteristica de sistemas hamiltonianos: '

10G/3Y| = 1, (2.15)

onde 3G /3Y é o Jacobianoe e representa a variacao que o mapa G sofre a cada ponto Y
novo. A propriedade da equagdo 2.15 indica que o mapa G preserva o volume na segao
do espaco ou se¢io de Poincaré (em contraste com sistemas dissipativos onde existe
contracao das dreas).

2.3.2 Orbitas periédicas e sua estabilidade:

Uma érbita periddica do sistema hamiltoniano corresponde a um ponto fixo ou um ciclo
na secdo do espago; o ponto fixo é caracterizado por M = 2a — 2 autovalores (veja se¢ao

2.2). Um consequéncia da propriedade simplética ' do sistema, é que estes autovalores

'Por propriedade simplética entendemos que o Jacobiano 3G/3Y satisfaz a relagio :

3¢, 0G
(57 M (57) |
onde o til representa a matrix transposta, e J é definido por

JZ(_OI é) (2.17)

=J, (2.16)
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nao podem ser arbitririos, mas eles vem aos pares, e o produto deles deve ser igual a 1.
Portanto, se A é um autovalor, entiaoc A~! também é autovalor.

Podemos explorar‘ as consequéncias desta propriedade para o importante caso com
dois graus de liberdade. Paran =2, temos N =2n =4, e M =2n—2 = 2. A segiodo
espaco ¢ uma seao de superficie bidimensional. O ponto fixo tem um simples par de
autovalores, um inverso do outro. Portanto, a equagao dos autovalores é dada por

|95 — M| =0, | (2.18)

onde [ é a matriz unitaria de ordem {n— 1) x (n — 1). Agora calculamos o determinante

(2.18), e usando a propriedade simpiética de 2 definida anteriormente, obtemos a
equagao caracteristica para A:

A =2\ +1=0, (2.19)

onde a é a constante real dada por @ = 1(2gs 4 212), chamada de indice de estabilidade
que definird a evolu¢do do mapa G. Os autovalores de (2.19) s3o dados por:

A=axa?—1. (2.20)

O valor deste nimero simples caracteriza completamente as propriedades das tra-
jetorias proximo ao ponto fixo. As caracteristicas do mapa G sao dadas em fungao do
indice de estabilidade @, portanto podemos distinguir os seguintes casos:

(1) =1 < @ < 1: o8 dois autovalores sio complexos conjugados, e caem
sobre o circulo unitério (fig 2.3,esq.). Na aproximagao linear (j4 que a série
de poténcias da equacio 2.7 foi truncada), a sequéncia de pontos para as
trajetorias perto do ponto fixo caem todas sobre uma elipse (fig 2.3,dir). O
ponto fixo é entdo chamado eliptsico. Portanto, dizemos que o ponto fixo é
linearmente estdvel; isto significa que na aproximagao linear, as frajetérias
que partem proximo ao ponto fixo, permanecem proximas a ele.

onde f é a matriz unitiria (n — 1) x {n - 1).
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an
N

Figura 2.3:

(2) @ > 1: os dois autovalores sao reais e positivos, um menor do que 1 e
outro maior que 1. Os pontos da trajetdria caem num ramo da hipérbole (fig
2.4). O ponto fixo é chamado de hiperéélico, ou lincarmente inst duvel, j& que
as trajetdrias nao permanecem perto do ponto fixo. Isto pode ser visto se
observarmos a equagio 2.7; se @ > 1, entdo 3G/3Y > 1 no ponto Y = Y*,
o que implica que o ponto U, se distancia cada vez mais do ponto fixo ¥*.

4R
S

Figura 2.4:

(3) @ < —1: este caso é similar ao anterior. Os dois autovalores 3ao reais e

14
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an
W

negativos. Os pontos das trajetdrias caem em ambos os ramos da hipérbole

Figura 2.5:

(fig 2.5). O ponto fixo é novamente de hiperbélico, ou linearmente instdvel.

2.4 Sistemas integraveis e ergddicos.

2.4.1 Sistemas integriveis:

Podemos tentar simplificar sistemas hamiltonianos através de uma mudanga de varidveis
apropriada. Se as novas varidveis Q,,...,Qn, e P,,..., P, forem tais que as equagdes
de movimento possam ser derivadas novamente da fungao de uma hamiltoniana H (@,
..., Pn), entao a mudanca de varidveis é chamada de {ransformagdo canénica. Esta
nova forma serd mais simples, em particular, se uma ou mais das novas varidveis nao
aparecerem na expressio para-H. Suponha por exemplo que H nao dependa de Q.
Entao,

dP,/dt = -0H[3Q, =0, (2.21)
e portanto, integrando-se esta equagao, obtemos

P.(t) = P,(0) = constante. (2.22)
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Este valor constante pode ser considerado um parimetro. Para um dado valor
deste pardmetro, o hamiltoniano depende agora somente de 2a — 2 varidveis, formando
n — 1 pares de varidveis conjugadas. O nimero de graus de liberdade foi diminuido
de uma unidade, e a ordem do sistema de duas unidades. O ideal seria podermos
achar uma transformagao canénica, de modo que o novo hamiltoniano nao dependa de
nenhum dos @, isto é, tenha a forma H(P,,...,P,). Quando isto é possivel chamamos
o hamiltoniano de forma normal do sistema. As novas varidveis sao entao chamadas de
varidveis agdo-angulo, onde P; € a “acao ” e Q; “dngulo”. Temos entao que:

Pi{t) = constante =¢; (i =1,...,n) (2.23)

dQ./dt = dH/IP.. (2.24)

O membro do lado direito desta equagao é fungao dos F;, portanto dos C; escrevere-
mos esta dependéncia como sendo w;(C1,...,Cr). 08 w; sao chamadas de freguéncias.
Se escrevermos os valores iniciais como @;(0} = D;, entao a equagao 2.24 pode ser
imediatamente integrada resultando em

Qu(t) = wit + D (2.25)

Obtemos desta forma de modo explicito a solugao geral de 2.24 dada pelas equagoes 2.23
e 2.25; 0os C; e 0s D; sao0 as 2n constantes de integragao . Por esta razao, um sistema
hamiltoniano que pode ser reduzido a forma normal é chamado de sistema integrével.
Asagoes Py,..., P, sao integrais do sistema, j& que seu valor é constante ao longo de
qualquer trajetéria. Analogamente, se n integrais sao conhecidas num sistema hamilto-
niano, em principio é possivel determinar-se uma transformagao candnica de modo tal
que 0s novos P; sejam iguais a estas integrais. Entdo o novo hamiltoniano serd depen-
dente de P, ..., P, somente, isto €, estd na forma normal, e as solugdes gerais podem
ser obtidas. Portanto, um sistema hamiltoniano pode ser completamente resolvido em
termo de quadraturas elementares, se somente 1 = N/2 integrais sio conhecidas; isto
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é um contraste com o caso geral de sistemas dinimicos como a eq. 2.1, nos quais €
necessario conhecer N integrais para resolver o sistema completamente.

2.4.2 Relevancia de sistemas integraveis:

A discussio acima conduz naturalmente a seguinte questio: dado um sistema hamil-
toniano, é possivel em geral reduzi-lo a forma normal? A resposta é nao. Em outras
palavras, sistemas hamiltonianos sio geralmente nao-integraveis. Exatamente por isto o
estudo dos sistemas integraveis é de grande interesse. Primeiro, porque interessa muito
sistemas fisicos reais serem integraveis; e segundo, porque o estudo detalhado de casos
integraveis, ajuda a entender os casos ndo-integriveis mais gerais.

2.4.3 Sistemas ergédicos:

Num sistema hamiltoniano, uma dada trajetéria no espago de fase estard sempre restrita
a um subespaco H =constante ja que H é uma integral. Este subespa¢o é normalmente
chamado de superficie de energia, j4 que em muito casos H pode ser interpretado fisi-
camente como sendo a energia total do sistema. Se a medida que o tempo passa, uma
trajetdéria arbitrariamente escolhida visitar {odos 0s pontos da superficie de energia,
dizemos que o sistema é ergodigo. '

Sistemas ergddicos tem sido usados no estudo de sistemas mais gerais ou quase-
integrdveis. Sistemas completamente integraveis sao mais simples que sistemas quase-
integrdveis, enquanto que sistemas completamente ergddicos com trajetorias nao re-
gulares, sio mais simples do que os sistemas quase-integriveis em alguns aspectos;
por exemplo, normalmente nao podemos obter as trajetérias de sistemas ergddicos, no
entanto, é possivel deduzir algumas propriedades estatisticas do sistema.
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2.5 Um grau de liberdade (n =1, N =2).

Um sistema hamiltoriano com um grau de liberdade tem sempre uma integral, H;
portanto ele é sempre integrdvel. O espago de fase tem somente duas dimensdes (g¢;,p;)
e pode ser facilmente representado. A segao do espago tem dimensao 2a — 2 = O,
portanto reduzida a um ponto, ou uma sequéncia finita de pontos formando um ciclo.
Isto mostra que o caso com um grau de liberdade é trivial, e é este o caso de sistemas
comumente tratados nos cursos de Mecdnica Classica.

2.6 Dois graus de liberdade (n =2, N =4).

Este é um caso realmente interessante e nao-trivial. Em geral, para um sistema hamil-
toniano com dois graus de liberdade, conhecemos somente uma integral: o hamiltoniano
H{¢y,¢2,p1,p2). Portanto, no caso mais geral o sistema é nao-integravel; as equagoes de
movimento nao podem ser resolvidas analiticamente, ou seja, nao podémos escrever as
solugdes gerais explicitamente. Entretanto, o sistema pode ser estudado por computagao
numérica.

Consideremos o movimento de um ponto num plano bidimensional sujeito a3 um
potencial V' (z,y):

i=-0V/dz, §=-03V/dy. (2.26)
O hamiltoniano para este problema é:
1
H = 30+ +Viene), (2.27)
¢ = &, =19, pl:‘i‘a P2=j- (228)

Vamos considerar agora potenciais polinomiais. Esta escolha é motivada pelo fato que
indmeros sistemas fisicos de real interesse (veja cap.1) s3o representados por potenciais
polinomiais. Como estamos interessados em estudar sistemas nao-lineares, ndo podemos
escolher V' de grau 2 pois as equagoes 2.26 se tornariam lineares. Portanto desejamos
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usar polinémios de grau no minimo 3. O grau 3, de fato, produz um problema nao-
trivial, com aparentemente todas as caracteristicas de casos mais gerais. Escolhemos
como exemplo o mesmo potencial escolhido originalmente por Henon e Heiles [1964]:

Vie) = 3(e+ 97+ 20% - 1), (2.29)

que foi introdugido como modélo para estudar o movimento de estrelas em potenciais
gravitacionais. Na figura 2.6 apresentamos as linhas equipotencias de V' =constante
no plano (z,y). Nesta figura vemos que préximo da origem, termos de segunda ordem
dominam a equagao 2.29, e o equipotencial é aproximadamente circular. Mais longe da
origem as curvas sio distorcidas, e a simetria terndria pode ser observada. Finalmente
quando V = 1/6, que € a separatrix, observamos um tridngulo equiltero.

O sistema tem uma integral: o hamiltoniano. Seu valor constante para uma dada
trajetdria € representado por E, que € a energia total do sistema por unidade de massa
da particula. Da equacao 2.27 temos:

V(s,9) < E; (2.0)

portanto as trajetdrias relacionadas a £ < 1/6 sao obrigadas a permanecerem na parte
do plano {x,y) onde esta desigualdade é satisfeita. Deste modo, se uma trajetdria
qualquer partir de dentro da linha equipotencial V{x,5) = cte. na fig 2.6, ela deve
permanecer dentro desta linha.

A velocidade é portanto restrita pela equagao 2.27,

1
(i +92) < B, (2.31)

jd que V & positivo dentro da regido representada pela fig 2.6. Portanto as trajetdrias
devem permanecer num volume no espago de fase finito , e por isto podemos restringir
nosso estudo & valores de energia 0 < E < 1/6.

Para V' > 1/6, as linhas equipotenciais sao abertas, e portanto, nao existe garantia
de que as trajetdrias retornem & mesma regiao no espaco de fase ocupada por elas
anteriormente; de fato, muitas trajetérias “escapam” para infinito no plano (x,y).



CAPITULO 2. REVISAO TEORICA | 20

Figura 2.6: Linhas Equipotenciais com os valores de energia associados:
0.083,0.125,0.1667; Quando V = 1/6 = 0.1667 teremos um tridngulo equikitero.
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Nao se conhece outra integral além de H, portanto, para obtermos informagoes sobre
o comportamento futuro do sistema devemos recorrer a integra¢oes numéricas. Vamos
agora discutir uma maneira de obter tais informagces. Primeiramente usamos £ para
eliminar p, nas equagdes 2.27 e, portanto, diminuir a ordem do sistema de equagoes
diferenciais a ser estudado. Este fato obviamente também reduz a dimensao do espago
de fase. Num préximo passo, definimos uma superficie de secao . No presente caso
escolhemos

7 =0. (2.32)

Note que a escolha desta superficie 2.32 é arbitrdria, no entanto, uma escolha adequada
pode simplificar o cdlculo dos pontos que cruzam esta superficie. As coordenadas na
seqao de superficie serdo ¢, € po. Com esta escolha temos da eq.2.27:

2
P = :t\/2E’ —p2—¢2+ -3-q§. (2.33)

Na equagao 2.33 podemos observar que cada ponto na superficie de segao corresponde

a duas possiveis trajetérias, portanto o sinal + é inoportuno. Podemos eliminar esta
ambiguidade simplesmente redefinindo a superficie de secdo como sendo:

¢ =0, e p20 (2.34)

Em outra palavras, consideramos somente intersegdes com ¢, = 0 na diregao positiva
(¢, crescente).

Chegamos agora aos resultados numéricos obtidos da integracdo das equagdes de
movimento 2.28. Estes resultados representam o comportamento do sistema de Henon
e Heiles para valores particulares de Energia. Escolhemos primeiramente um pequeno
valor de energia: £ = 1/12. Figura 2.7 mostra a tipica sequéncia de pontos. Esta figura
foi obtida num Micro Computador PC-XT através de um programa Turbo Pascal (ver
3eGa0 6.1); este programa integra as equagoes de movimento 2.28 referentes ao potencial
de Henon e Heiles usando o método de Runge-Kutta (quarta ordem), e em seguida plota
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Figura 2.7: Para o valor de energia=0.0833 esta figura mostra uma érbita para o poten-
cial de Henon-Heiles (HH) com as condigdes iniciais dadas por y[1] = y(2| = 0,3[3] = p:
y[4](= p2) = 0.3741; npt representa o nimero de pontos plotados ¢ & é o passo de
integracao do programa.
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todos os pontos ¢, po para os quais ¢; = 0. Espera-se que pontos plotados caiam sobre
uma curva, e para verificar isto desenhamos a fig 2.7. Em outra palavras, o resultado
sugere que existe uma curve invarienfe, isto €, uma curva invariante no mapa G. Além
disso, as sucessivas interseqoes parecem ocorrer de forma regular; podemos observar
isto entre o ponto 1 e o ponto 11 apés uma volta completa, ou o ponto 11 € o ponto
21 depois de duas voltas. Isto é exatamente que esperamos de um sistema integravel.
As condigoes iniciais sdo dadas na fig 2.7, onde y[1] = ¢1, y[2]| = ¢= e as velocidades
associadas, y[3| = p;, y[4] = pa.

Para o mesmo valor de energia £ = 1/12, a figura 2.8 mostra uma vista geral de
toda superficie de secao . Neste figura mantemos sempre y[1] = y[2] = 0, com (3]
dado pela equagao 2.33 e y[4] € a condigdo inicial arbitrdria. A condigdo inicial y[4]
correspondente a cada trajetéria é dada por:

Orbita r2(= y[4)
Trajetéria externa 0.408
Semi-lua & esquerda —0.3674
Trajetéria oval & direita 0.0816
Circulo inferior —0.2449
Circulo superior 0.127

Trajetéria ¢/ pontos hiperbélicos —0.27525

Em cada caso, a sequéncia de pontos parece se restringir & uma curva invariante
bem definida. As curvas exteriores da fig 2.8 marcam o contorno da regiio acessivel na
superficie de secdo (¢, p2); isto € definido pela condigdo de que p, da equagdo 2.33 deve
ser real,

2
pa+¢s - §q§ < 2E. (2.35)
A regiao acessivel aparece sendo preenchida por uma familia de curvas, cuja forma é

invariante com relagao aos nimeros de pontos envolvidos, ou seja, em qualquer instante
de tempo o sistema permanecerd restrito i estas trajetdrias particulares. Portanto, fig
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Figura 2.8: E=0.0833=1/12. Para o0 mesmo valor de energia esta figura mostra 6 érbitas

regulares para HH com as respectivas condicdes iniciais y[4] = 0.408,0.127,0.0816,
—0.2449,-0.3674, -0.27525

2.8 sugere fortemente que o sistema seja integrdvel para £ = 1/12.

A propdsito, a fig 2.8 indica a existéncia de quatro pontos fixos elipticos dentro das
quatro curvas ovais, e portanto, trés pontos hiperbdlicos; como foi visto no capitulo
anterior, os pontos hiperbdlicos sio instdveis e 0s responsdveis pelo aparecimento de
trajetorias irregulares. E interessante observar a sensibilidade da trajetéria com pontos
hiperbdlicos em relagao as condicdes iniciais; sdo necessdrias no minimo cinco casas
decimais para obter esta érbita. Basta uma pequena mudanga na condigdo inicial dentro
destas cinco casas decimais, e obteremos o circulo superior ou entdo o inferior. Esta
sensibilidade é uma caracteristica tipica de trajetdrias instdveis.

Se repetirmos agora o mesmo procedimento para um valor de energia mais alto
E =1/8, temos uma surprésa (fig 2.9). Para algumas condigSes iniciais, achamos uma
sequéncia de pontos que caem numa curva fechada; mas em outros casos, 08 pontos
preenchem uma regido bidimensional. Todos o8 pontos isolados na fig 2.9 correspondem
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Figura 2.9: £=0.1250. Esta figura mostra 6 érbitas do potencial de HH para o valor de
energia £ = 1/8. Notamos que aparecimento de algumas ilhas e érbitas irregulares. As
condigoes iniciais sdo y([4| = —0.499, —0.750,0.000, 0.350,0.300,0.200.
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Figura 2.10: E=0.1250. Para o mesmo valor de energia esta figura mostra as mesmas
6 6rbitas da figura anterior 86 que com um nimero maior de pontos (npt) plotados,
demonsirando que ndo € possivel achar uma curva bem definida entre os pontos disper-
808.
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Figura 2.11: E=0.1666. Para o valor da energia perto do limite£ = 1/6, esta figura tem
6 drbitas y(4] = 0.000,0.519,0.461, 0.404,0.346,0.338 demonstrando a impossibilidade
de se achar trajetérias regulares.

34 uma mesma trajetéria com as condigoes iniciais y = 0.0756 e # = —0.494; podemos
claramente ver que nao é possivel desenhar uma curva entre os vdrios pontos. Isto se
confirma mais e mais quando plotamos mais pontos 2.10). A¥m disso, se observar-
mos a ordem com que 08 pontos aparecem quando plotamos a figura, notamos que eles
saltam de um lado da figura ao outro de modo mais ou menos randémico; isto entra
em conflito com o movimento regular dos pontos em uma curva. As trajetdrias irreg-
ulares mostradas na fig.2.10 sao chamadas de {rajetdrias caéticas, e a regiao ocupada
é chamada de regido cadtica {outros adjetivos podem ser usados: irregular, turbulento,
erratico, estocdstico, aperiddico, estranho,...). A presenca deste tipo de trajetdria de-
stréi completamente a possibilidade de que o sistema seja integrdvel, como sugerido
anteriormente, e mostra que seu comportamento é bem mais complexo. Isto pode ser
confirmado quando aumentamos a energia: £ = 1/6 (fig 2.11). Neste caso o3 pontos
preenchem completamente a regido acessivel, demonstrando assim que o espago de fase
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muda completamente para variagoes moderadas de energia.

2.7 Trés graus de liberdade (n =3, N =86).

O caso tridimensional tem sido muito menos estudado que o caso de duas dimensoes,
devido a dificuldade de tratar sistemas com mais graus de liberdade. Qualquer cdlculo
em sistemas tridimensionaisé bem mais complexo, pois o nimero de equagoes envolvidas
é bem maior (veja seao 3.4), além disso o espago de fase tem agora 6 dimensoes. Fixando
H =constante e tomando uma se¢io, obtemos uma superficie de se¢ao com 4 dimensoes,
que é muito mais dificil de visualizar que a superficie em duas dimensoes como no caso
bidimensional.

Se o sistema for integrdvel, entdo além do hamiltoniano existem mais outras duas
integrais. Portanto, a sequéncia de pontos fica confinada & uma superficie de duas
dimensoes. Para sistemas ergodicos, os pontos preenchem o segao do espago em quatro
dimensdes. Portanto, a dimensio do espago ocupado pela sequéncia de pontos pode
variar entre 2 e 4.

A primeira técnica de estudo dos sistemas tridimensionais consiste em ignorar uma
coordenada na segao do espagoem quatro dimensoes (g¢,,¢;,91,92), considerando somente
o espago tridimensional (¢, ¢2,p1), por exemplo. Pode-se entao, fazer uma projegao
estereoscopica, de modo a ver o rearranjo dos pontos no espago tridimensional. Esta
técnica foi usada primeiramente por Froeschle {1972, e mais recentemente por Martinet
e Magnemat [1981], em conexao com o problema do movimento de uma estrela numa
galdxia sem simetria.

Uma outra técnica de estudo dos sistemas tridimensionais bastante diferente, con-
siste em determinar numericamente o expoente de Lyapunov das trajetdrias tanto para
sistemas hamiltonianos como para sistemas dissipativos. Este expoente, além de permi-
tir distinguir entre drbitas quase-periddicas e cadticas, tem sido de grande importincia
no estudo da transicao de sistemas regulares para sistemas cadticos. Entretanto, esta
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técnica nao da qualquer informagio sobre a forma da érbita no espago de fase ou os
tipos de pontos na segao do espago.

Para sistema com dois graus de liberdade, a superficie de secao bidimensional prevé
de forma exata, através da secoes de Poincaré, a evolugao futura do sistema, e dd uma
ilustragao notdvel das propriedades das érbitas. Infelizmente, a representagao equiva-
lente falha no caso com trés graus de liberdade, pois neste caso a segao de superficie
tem 4 dimensoes, e se tentarmos observar as érbitas na superficie de dimensao bidimen-
sional, perceberemos que as trajetdrias se cruzam de modo que a evolugao futura do

sistema nao pode ser determinada precisamente.



Capitulo 3

METODOS PARA PROCURAR
INVARIANTES

3.1 Introducao

Como vimos no capitulo anterior, nos sistemas hamiltonianos em geral, a procura de
constanies de movimento outras que a energia total, que reduzem os graus de liberdade
do sistema, é um problema importante, pois tais constantes dao informagoes sobre a
regularidade ou nao do movimento. No estudo da integrabilidade de sistemas dinimicos,
passos iniciais importantes foram dados por Kowalevskaya [1889, a