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REDUMU

Este trabalho visa a obtengdo de um modelo numérico gené-
rico, bidimensional, para a solucao de problemas de convecgao
forgada laminar, com transferencia de calor, em gcometrias arbi
trarias. Neste contexto & realizado o desenvolvimento de modelo
numérico bidimensional para a previsao da transferéncia de ca-

lor em escoamentos confluentes.

0 sistema de equacoes formado pela equacao da Continuida-
de, equaccdes de Navier-Stokes em duas direcoes e pela equacgao
da energia € transformado do sistema coordenado cartesiano para
0 sistema coordenado ndo-ortogonal. A computacdo da solucdao = €
realizada inteiramente no plano transformado independentemente

da geometria fisica do problema.

Uma questdo importante relacionada aos métodos que usam
coordenadas nio-ortogonais €& a aplicagdo das condic¢bes de con-
torno nas fronteiras com fluxo de massa. A generalizagao da
aplicacdo deste tipo de condicdo de contorno & apresentada
neste trabalho.

0 modelo & completamente testado resolvendo-se problemas
bidimensionais cuja solucdo & conhecida. Para demonstrar a ge-
neralidade do método a descarga térmica bidimensional penetran-
do em fluxo cruzado € simulada variando parametros como tempera

tura de descarga e numero de Peclet.



ABSTRACT

The present research work deals with the solution of two
dimensional laminar heat transfer problems in arbitrary geome-
tries, with inflow-outflow boundary conditions. The strategy of
using boundary fitted coordinate systems to handle the irregu -
lar boundary is adopted. The system of equation formed by the
mass conservation equation, momentum and energy are transformed
from the cartesian coordinate system to a general nonorthogonal
coordinate system. All the computations are performed in the

transformed domain,

Special attention is focused on the application fo the
inflow-outflow boundary conditions associated with nonorthogo-
nal grids. A generalized form of applying this type of boundary
condition is recommended.

The computational code is tested by solving two-dimensio-
nal problems whose numerical solutions are known. To demonstra-
te the generality of the model, a heat transfer problem associa
ted with a hot jet entering a cross flow is presented.



CAPITULO 1
INTRODUGAO

1.1 - PRELIMINARES

Escoamentos confluentes sao encontrados em situacgoes
diversas na engenharia. Descargas de jatos quentes em rios
e lagos, esquematicamente mostrados na Figura 1, por excmplo,
acarretam alteracoes no ecossistema, podendo causar danos ecolé
gicos irreparaveis. |
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Figura 1 - Problemas de descarga de jatos em rios e lagos.

A previsdo do alcance e magnitude destas alterac6es, em fungio
das temperaturas e velocidades envolvidas € fundamental quando
do projeto do sistema de condensadores de usinas termoclctricas
e nucleares. Um projeto adequado, prevendo-se tcmperaturas ma-
ximas dos jatos, localizagdo de captacdo da agua de refrigera-
gao e da descarga dos jatos quentes, pode entao ser claborado.
Aliado a isto, a previsao do novo campo de temperatura ¢ vcloci
dade, permitira previsoes acerca dos microorganismos ¢ plantas
que poderdo desaparecer ou surgir em funcdo da nova temperatura

do ambiente.

Outras solucoes de interesse associadas a cscoamentos con



fluentes, podem ser citadas. Por eXemplo, a determinagcao da con
centracio de poluentes em rios, lagos e atmosfera (Figura 2} e
a determinacao da perda de carga em dutos confluentes de siste
mas de ar condicionado (Figura 3) sao problemas bastante rele-

vantes.

Como os problemas sao quase sempre definidos em geome-
trias arbitrdrias e devido ainda 3 complexidade matemiatica na
solugdo simultanea de um conjunto de equagoes diferenciais par-
ciais ndo lineares acopladas, a utilizacao de técnicas numéri-
cas € necessaria. O modelo numérico a ser desenvolvido deve ser

o mais genérico possivel para abranger as mais variadas e irre-

MMW

Figura 2 - Problema de descarga de poluentes na atmosfcra.

gulares geometrias. L nesta linha de trabalho que se posiciona
a presente dissertagao. ’

Os métodos dec solugaoutilizando t&cnicas numdricas,por cxen
plo,volumes finitos ou clementos finitos,requerem que o dominio de
interessc scjadiscretizado. 0 tipo de discretizagao cmpregado
tem conscquencias importantes relacionadas com a  complexidade,
precisao ¢ generalidade do programa computacional que serd escri-

to para resolver as cquagocs governantes do problema.

Para o dominio arbitriario mostrado na Figura 4 uma grade



miito ol1mples poderla oCoL peLddd peld SUpelpoOslicao de ulia Hallla
cartesiana. Contudo, o prec¢c a ser pago no desenvolvimento do
programa1un%1cstasimplificagﬁoé muito elevado. Grande parte da
grade esta fora da regiao de interesse o que resulta em desper-
dicio de armazenamento e tempo de computacdo, tornando o codi-
go complexo e especifico para um determinado problema. Também
a aplicacgao das condigoes de contorno torna-se problemidtica de-
vido a necessidade de interpolagoes. Imprecisoes decorrentes des
sas aproximagoes podem comprometer em muito a qualidade dos

resultados obtidos.

Figura 3 - Problema da perda de carga em dutos confluen-
tes.

Para evitar estes inconvenientes e utilizado um sistcma
de coordenadas naturais, que se adapta perfeitamente as frontei
ras do dominio. Este sistema de coordenadas traz a grande van-
tagem CmM escrever-se um Unico programa de computador, aplicavel
a qualquer geometria arbitraria, ja que o codigo @& escrito para
o plano transformado que & independente da geometria do proble-
ma. As informagoes da geometria sao transferidas atravcs do ten-

sor métrico da transformacio.

O sistema de coordcnadas naturais utilizado ¢& do tipo
nao-ortogonal, que pode ser gerado a partir da solugao de um
sistema de equacoes de Poisson. Sistemas ortogonais scriam 0
ideal, pois a auscncia de termos ndo-ortogonais simplificaria o
esquema numérico, facilitando o trabalho computacional. Contu-

do, sistemas ortogonais requerem a solugao de um sistema de e-



quagoes d€ roilsson €om condigoes de contorno mistas no dominio
arbitrario para geragido da malha, e a necessidade de satisfazer
as condigoes de ortogonalidade de Cauchy-Riemann, exige um
procedimento numérico mais complexo, envolvendo um maior custo
computacional. Acrescente-se ainda que a generalidade ficaria
comprometida pois existem geometrias em que & bastante dificil
gerar malhas ortogonais, principalmente porque em todos os pro-
blemas de escoamentos de fluidos & necessdrio a concentracdo de
linhas coordenadas em determinadas regices. Além disso, a uti-
lizacao de sistemas nao-ortogonais & bastante atrativa pois e-
xistem métodos rapidos para geracao de sistemas de coordenadas
curvilineas generalizadas ndo ortogonais |1| e métodos eficien-
tes para a modelagem das equacOes nestes sistemas. Ressalte-se
que o advento do computador com a interagao grafica,quc possibi-
lita a visualizagao automatica da grade gerada, torna esta meto-
dologia ainda mais atrativa.
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- Figura 4 - Discretizacdo cartesiana para um dominio arbi-

trario.

0 método aqui utilizado, para a modelagem das equuacgocs,
foi testado na solugao de problemas hidrodinamicos tridimensio-
nais parabolicos e & devido a Maliska |2]. A equacido da enecrgia
€ introduzida neste modelo feito bidimensional e um modeclo numé
rico para solugao de problemas de escoamentos conflucentes com
transferencia de calor & desenvolvido.

Neste trabalho,interesse particular é dedicado a exten-

sao do modelo bdsico aprescntado em |2] para tratar da aplica-



¢ao das condigoes de contorno nas fronteiras com entrada e sai-
da de massa. Este tipo de condicgao de contorno apresenta difi-
culdades no estabelecimento da equagao de pressdo no contorno,
conforme discutido em |3|, e no proprio estabelecimento destas
condicbes para uma grade ndo-ortogonal. Convém salientar que
a condicao de fluxo de massa na fronteira para escoamento no
plano transversal (eliptico), utilizando grade ndo-ortogonal,
nao foi testada nem por Maliska |2], nem por Milioli |4], que,
a partir do modelo apresentado em [2]|, desenvolveu modelo nu-
mérico para a solucao de problemas bidimensionais 'de¢ convecgao
natural em cavidades arbitrarias fechadas e, portanto, também
com condicoes de velocidade nula no plano transversal, sem flu-

xo de massa.

E importante verificar que, consequentemente, o método
PRIME, utilizado para resolver o acoplamento pressao-velocida-
de, também ndo havia sido testado para condicdo de fluxo de mas

sa na fronteira utilizando sistemas de coordenadas curvilincas.

Destaque-se ainda que o desenvolvimento do modelo numéri-
co permitira obter-se uma primeira aproximagao quanto a previ-
sao dos efeitos causados pela descarga de jatos quentes em rios
e estuarios, uma vez que, para um tratamento adequado, o efeito
tridimensional, ou as equacoes médias na profundidade devem ser
incluidos. Portanto, € importante observar que nao & objetivo
deste trabalho desenvolver um co6digo computacional pronto para
utilizacao de usuarios.

O objetivo maior € o estabelecimento das condigGes de con
torno nas fronteiras com entrada e saida de massa, a sua aplica
gﬁo em problemas bidimensionais, utilizando grade nao-ortogo -
nal, e a generalizagao na aplicacao deste tipo de condigiao de
contorno.

1.2 - REVISAO BIBLIOGRAFICA

A base deste trabalho, como ja foi assinalado & devido a
Maliska |2], que desenvolveu um modelo numérico para a solugdo
de problema de escoamento hidrodinamico tridimensional parabdli

co cm dutos de segdao transversal arbitraria. As caracteristicas



priilClipals deosLC HOAdelo 5d0.

a) Utilizacao de um sistema de coordenadas naturais nio-
ortogonais; '

b) Realizacao de todo trabalho computacional no plano

transformado; .

c) Equacoes de conservacao para volumes finitos envolven-

do tanto velocidades cartesianas como contravariantes;

d) Localizacdo das variaveis dependentes na malha em ar- .

ranjo consistente com a fisica do problema;

e) Utilizagdo do método PRIME [19]| para resolver o pro-
blema do acopliamento pressao-velocidade. ‘

Quanto a solucdo de problemas de conveccdao forcada em geo
metrias arbitrarias, a literatura apresenta alguns modelos bas-
tante complexos. A previsao de descargas térmicas, em particu-
lar, tem merecido atencao consideravel. Para o desenvolvimento
de trabalhos nesta area foram muito importantes os artigos pu-
blicados por Dunn et al |25| e Jirka et al [26]|, em que os au-
tores apresentam uma revisao dos trabalhos realizados até 1975.
McGuirk § Rodi [27]|, |[28|e Raithby § Schneider |29| deram uma
contribuigdao consideravel ao desenvolver modelos numéricos para

volumes finitos. Estes modelos numéricos, embora tridimensio -

nais, ainda tratam o problema da descarga de jatos quentes em
rios e lagos de uma maneira simplificada. Mais recentemente
Raythby § El1liott |3C|,|31| desenvolveram modelos numéricos tri-

dimensionais mais completos, utilizando sistema generalizado de
coordenadas e levando em consideracao os efeitos do leito irre-
gular de rios e lagos, bem como os efeitos da convecgido na su-
perficie. '

Outros modelos complexos para a solucao de problemas de
convecgao forcada em geometrias arbitrarias também sio disponi-
veis. Mesmo assim, nao foram encontrados na literatura modclos
numéricos que resolvam o problema da conveccdo forgada cm cscoa
mentos confluentes bidimensionais. Contudo, a inexistencia de
uma "referéncia', para fins de comparagdo, ¢ suprida pela rea-
lizacao de intmeros testes cue nos fornecem informacoces com relacao

ao0s resultados obtidosiconformc pode ser verificado no capitulo 7.



tiad de se destacar tambem o trabalho de oSouza § Hatton |of
que desenvolveram algoritmo numérico para o calculo de escoamen-
tos convectivos bidimensionais. Embora este trabalho possua al-
guns pontos em comum com a metodologia aqui adotada, o mesmo
esta restrito a wutilizacao de geometrias regulares e sistema
cartesiano de coordenadas. O trabalho apresenta solugoes para
conveccao forgcada em canais sem, contudo, incluir escoamentos
confluentes. Nos resultados apresentados encontra-se a solugao
do problema do desenvolvimento do perfil na regiao de entrada,

que & aqui utilizada para fins de comparagao.

Ainda com relacdo a solucdo de problemas em geometrias ir-
regulares Shyy et al |32|, desenvolveram modelo numérico hidro-
dinamico bidimensional utilizando sistema generalizado de coor-
denadas e metodologia bastante semelhante aquela desenvolvida
por |2| e utilizada nesta dissertagao. Neste trabalho, entretan
to, nao existe qualquer comparacao da solucao apresentada com
uma solucao conhecida para testar o modelo ndo-ortogonal. Os re
sultados, obtidos com o modelo utilizando-se tres diferentes ma-
neiras de aproximar os termos convectivos, sdo apenas comparados

entre Si.

Uma comparacao importante para este trabalho seria a solu-
cao do problema proposto em |33] , onde uma solucdo padrao

(Bench-Mark Solution) € obtida para 0 escoamento laminar
em um canal com geometria arbitraria. Infelizmente, o trabalho
s6 nos chegou as mdos quando a presente dissertagado ja cstava

redigida. Em futuros trabalhos a realizacgao deste teste dcve ser

prioritaria,
1.3 - ORGANIZACAO DA DISSERTACAO

CAPITULO 2 - FORMULACAO DO PROBLEMA. Nesse capitulo ¢ cfctuada
a formulacgao do problema dc interessc deste trabalho. Apresenta-
se as hipOteses simplificativas consideradas. TIntroduz-sc o sis
tema de equacoes diferenciais parciais em coordcnadas cartesia-

nas ¢ discute-se a formulacido "incompressivel'.

CAPTTULO 3 - LEQUAGOLS CGOVERNANTES NO PLANO TRANSEFORMADO. Nesse

capitulo o sistema de cquacgoes diferenciais parciais ¢ transfor-



mado do sistema Cartesiano para o sistema generalizado de coor-
denadas. Apresenta-se, inicialmente, o método utilizado na
transformagdo do sistema de coordenadas e para geragdo do siste
ma generalizado de coordenadas. Justifica-se também a manuten-
gao das componentes cartesianas do vetor velocidade como varia-
veis dependentes.

CAPITULO 4 - EQUAGOES PARA OS VOLUMES FINITOS NO DOMINIO TRANS-
FORMADO. Nesse capitulo as equacgoes diferenciais transformadas
sao aproximadas para volumes finitos. Define-se, primeiramente,
a 1o¢alizag50 de armazenamento das varidveis dependentes nos vo
lumes elementares para, em seguida, realizar-se as aproximacgdes
numericas. Apresenta-se ainda o sistema de equagoes discrimina
do para cada variavel dependente. |

CAPITULO 5 - GENERALIDADES DO ESQUEMA NUMERICO. Nesse capitulo
descreve-se o procedimento de solugdao para resolver as equagdes
discretizadas. Primeiro, apresenta-se a formulagao (U-V), na
qual as equacoes de movimento utilizam as mesmas varidveis que
satisfazem a conservacao de massa e o método PRIME, adotado pa-
ra resolver o acoplamento pressao-velocidade. Depois, apresenta
se o algoritmo para resolver as equagdes governantes e introduz.
se as equagaes‘especializadas'para corrigir a velocidade e atua
lizar a pressao. Apresenta-se ainda alguns detalhes numéri -
COS.

CAPITULO 6 - CONDICOES DE CONTORNO. Esse capitulo € dedicado a
~apresentacao do procedimento adotado para tratar das condigdes
de contorno no plano transformado e sua respectiva incorporacgao
ao sistema de equagoes governantes. Discute-se também a especi-
ficagao da condigdao de contorno na segio de saida e suas impli-
cagOes com relagdao a solucgdo do sistema de equacdes e utiliza-
gao em grades ndo-ortogonais. -

CAPITULO 7 - RESULTADOS NUMERICOS. Nesse capitulo a metodologia
e 0 esquema numérico, para a solugdo de problemas de convecgio
forgada com ' transferéncia de calor, sao testados. Nesses
testes resolve-se pfoblemas bidimensionais cuja- solugao



€ conhecida. S3o resolvidos o problema do fluxo isotérmico em
uma cavidade quadrada com a parede inferior em movimento, a re-
gido de entrada em um canal, e o problema da convecgao natural
em cavidade quadrada. Finalmente, resolve-se o problema da des-
'carga de um jato em uma corrente a temperatura mais baixa, va-
riando pardametros como temperatura de descarga e numero de Pe-

clet do escoamento.

CAPITULO 8 - CONCLUSOES E RECOMENDAGCOES. Esse capitulo traz um
resumo de todas as conclusoes importantes obtidas deste traba-
lho, destacando ainda as contribuigoes desta dissertacao e al-
gumas sugestoes e recomendagoes para futuros trabalhos nesta a-

rea.



CAPITULO 2
FORMULAGAO DO PROBLEMA

2.1 - INTRODUGAO

Neste capitulo & efetuada a formulagio do problema de con
veccdao forcada com transferéncia de calor descrevendo-se o pro-
blema e as hipoOteses simplificativas adotadas no estabelecimen-
to das equacoes governantes.

Introduz-se o sistema de equagoes diferenciais escrito em
uma forma conservativa e em coordenadas cartesianas. Faz-se ob-
servagoes com relagao ao sistema de equagoes, composto pela e-
quacdao da continuidade, duas equagoes de movimento e equagao da
energia e reescreve-se o sistema para um campo escalar genéri-
co ¢, onde ¢ representa qualquer uma das propriedades transpor
tadas. Discute-se ainda a'formulagéo "incompressivel" e suas
implicagoes na solugao das equagOes governantes.

2.2 - DESCRIGCAO DO PROBLEMA:

O problema de interesse desta dissertacao & o da convec-
¢ao forgada bidimensional, envolvendo a descarga de um . jato
quente em um escoamento, dito principal, mostrado na Figura 5.
As fronteiras com entrada e saida de massa sao indicados na fi-
gura através dos seus respectivos fluxos geneéricos de calor e
massa. Neste tipo de problema pode-se ter os mais variados per-
fis de temperatura e velocidade para as segoes de entrada. Ja
para as secoes de saida, a priori, nao € possivel especificar
condigoes de contorno, sobretudo porque a geometria e arbitra-
ria e o dominio de solugao ainda ndo foi discretizado. Em fun-
gao disto, as condig¢oes de contorno utilizadas neste trabalho,
para as fronteiras com fluxo de massa, sao apresentadas somente
no Capitulo 7. As demais condigdes de contorno sido aquelas mos-
tradas na Figura 5, quais sejam, paredes solidas com fluxo de
calor igual a zero. |
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Figura 5 - Geometria e condigoes de contorno do problema
de convecgac forgada bidimensional.

Ainda com relagéo'ao problema pode-se dizer que, as alte-
Tacoes que a descarga do jato quente provoca no escoamento
principal, tem consequéncias importantes que devem ser conside-
radas. Uma delas € o aparecimento de regides de recirculacdo e
~a outra & com relacgdo a escolha do dominio de solucdo a montan-
te da entrada do jato, que deve ser suficiente para que os efei
tos da condugao ndo alterem as condigOes de contorno  utiliza-
das. Estes fatos também serdo vistos com maiores detalhes no
Capitulo 7.

2.3 - EQUACDES GOVERNANTES NO SISTEMA DE COORDENADAS CARTESIANO

No estabelecimento das equacdoes governantes as hipoteses
adotadas foram: regime permanente, escoamento incompressivel,lg
minar, envolvendo fluidos Newtonianos, homogeneos, com massa es
pecifica, viscosidade absoluta, calor especifico, condutividade
térmica e demais propriedades constantes.

0 sistema de equagoes governantes assim obtido, escrito
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em uma forma conservativa e em coordenadas cartesianas |8},

o seguinte:

Continuidade

s . )
B low) + (V) = 0 (2.1)

Movimento para u

3 ) 3 3P _ 3 . 3u 9 3u u

splou) + z%(puu) + -é-;(pVU) * A% T ogxleay) t a),(ua},) +8 (2.2)

Movimento para v

3 3 d oP _ 3 , dv 8 v Y

ag(PV) * gxleuv) + 5=(evv) + 52 = g2 lug) + 55lugy) + S (2.3)

’Energia

2 2 2 _ 3k 8Ty , 2 k 3Ty . T

‘a"f(pT) + E(QUT) + W(DVT) 3X Cp ax) ay(cp ay) + S (2'4)

Na obtencao do sistema de equagao acima considerou-se P
Py =0 porém, a formulacdo do problema considerando pzf oy nao
introduz dificuldade, sendo apenas necessario introduzir a equa
¢do da difusdo de massa do componente 2 no componente 1. Isto
simularia a difusdo de poluentes em rios, lagos e atmosfera e
acarretaria tao somente a solugao de mais uma equagao no proce-
dimento iterativo de solucdo. E importante salientar ainda que
assumir propriedades fisicas variaveis com a temperatura nao
apresenta maiores inconvenientes, (Ver Secao 5.5), para a meto-
dologia numérica.

Para o sistema de eqquSes apresentado algumas obéerva—
coes fazem-se necessarias. Os termos transientes nas equagoes
de movimento e energia foram mantidos somente para fins de a-
vangos iterativos. Os termos s e sV das equagoes de movimento
restringem-se, respectivamente, as forgas de campo F, e Fy ja
que as propriedades do fluido estdo sendo consideradas constan-

tes. Para os problemas aqui analisados Fx e Fy foram feitos 1i-



guais a zero, ou seja, convecgdo forcada em que o escoamento
ocorre em um plano perpendicular a aceleragao da gravidade ou
em que a aceleracao da gravidade € perpendicular a diregao do
escoamento principal, podendo-se desprezar a forga de campo e-
xistente na outra diregao, por esta ser muito menor que as for-
gas de superficie atuantes no escoamento. Contudo, o modelo nu-
mérico ora desenvolvido permite resolver problemas de convecgdo
forcada bidimensionais em que as forgas de campo sejam signifi-
cativas. Para tal basta incluir as forgas de campo FX e Fy ade-
quadas nas equagbes de movimento para x e y, respectivamente.Ja
o termo fonte ST da equagdo da energia € feito igual a. zero
pois a dissipagdo viscosa pode ser desconsiderada para escoamen

tos com pequenos gradientes de velocidade.

Analisando um pouco mais detalhadamente as Equacgodes (2.1)
a (2.4) observa-se que as mesmas podem ser escritas de uma ma-

neira genérica para um campo escalar ¢, como segue |8], 19],
|2].

3q , 9E , 9F , po_ R , 35 . <o |

5% * et 3y + P 5% 3y + S (2.5)
onde

q = r¢ - (2.6)

E = pu¢; F = pvo v (2.7)

= rd3d . o . 93¢
R r X S r 5y (2.8)

Assim, a Equagao (2.5) representa a conservacao da massa
-quando P e s? sio nulos e ¢ igual a 1. As duas equagoes de mo-
vimento nas direcoes x e y sao obtidas fazendo ¢ igual a ue Vv
Tespectivamente, com os termos fonte e de pressao adequados. A

g¢

representa o coeficiente de transporte di-

equacdo da energia € obtida fazendo ¢ igual a T, com p® e
nulos. A grandeza F¢
fusivo, multiplicado pela massa especifica, para as equagoes
de movimento e energia. Para fluxos laminares, P¢ € igual a vis
cosidade absoluta, para as equagoes de movimento, e igual a re-

lacdo entre a condutividade térmica do fluido e seu calor éspe-



cifico a pressao constante, para a equacao da energia.

Como o sistema de equagoOes sera resolvido iterativamente
a hipotese de escoamento incompressivel introduz uma dificulda-
de do ponto de vista numérico. Os detalhes serdo agora descri-
tos.

2.4 - A FORMULAGAO "INCOMPRESSIVEL"

A solugao do problema de convecgdo forgada com transferen
cia de calor requer a solucao de 4 equacdes (Equacdes (3.1) a
(3.4)) com S5 incdgnitas, quais sdo: massa especifica, pressio,
duas componentes de velocidade e temperatura.

Se a massa especifica tem variacdo considerdvel dentro do
dominio, entd3o, a equagdo de estado P=P(p,T) € a equagdo adi-
cional necessidria para o fechamento do problema, sendo a equa-
cao de estado entendida como a equacdo evolutiva para a pres-
sao. As outras equacOes sao as equagoes evolutivas para as ou-
tras variaveis. Esta seria a formulacd3o compressivel.

Contudo, se a massa especificavaria pouco com a pressio,
mas ainda varia no dominio com a temperatura, a equacdo da con-
tinuidade nao pode ser utilizada como uma equaciao para a massa
especifica uma vez que, como varia pouco com a pressao, pe-
quenos erros no seu calculo produzir@o grandes erros no compu-
to da pressao através da equacgdo de estado P=P(p,T). Se este
campo de pressdao € entdo introduzido nas equacOes de movimento
e as velocidades resultantes substituidas novamente na continui
dade, para computar a massa especifica no proximo ciclo, insta-
bilidades aparecerdao na solucao numérica do conjunto de equa-
goes |18|, |2].

Por outro lado, se p=p(T), n3o ha equacdo para a pressao
e a equagao da continuidade nao pode ser mais interpretada como
uma equagao para p, mas apenas como uma restric@o a ser satis -
feita pelo campo de velocidades, atraves da escolha do campo de
pressao nas equagOes de movimento. Assim, € necessario achar o
campo de pressoes que ocasiona campos de velocidade conformes com
a equacao da continuidade. Logo, a formulagao "incompressivel"

introduz um forte acoplamento entre nressao e velocida



de que precisa ser resolvido quando da solugdo do sistema de e-
quagoes cstabelecido anteriormente.

E necessario, portanto, criar uma equagdo para a pressao.
Diversas sao as maneiras de obter-se esta equagao, assunto que
sera discutido no Capitulo 5. Nesse capitulo também é apresenta
do o algoritmo para a solugao iterativa do sistema de equacgoes
composto pela equacao da continuidade, duas equagoes de movimen
to, equacdo da energia e a nova equagao para a pressao.



CAPITULO 3
EQUACOES GOVERNANTES NO PLANO TRANSFORMADO

3,1 - INTRODUCAO

Neste capitulo o sistema de equagoes diferenciais par-
ciais € transformado do sistema cartesiano para o sistema gene-
ralizado de coordenadas (£,n). Inicialmente, apresenta-se o me-
todo utilizado na transformacao do sistema de coordenadas cartg
siano para o sistema generalizado (£,n) e para a geragao deste
novo sistema de coordenadas |[1]|. A seguir, discute-se a  esco-
lha das variaveis dependentes para as equacdes de  conservagao
transformadas, justificando-se a mdnutengﬁo das componentes car
tesianas do vetor velocidade como variaveis dependentes. Final-
mente, obtém-se as equacoes governantes para o sistema generali

zado de coordenadas (£,n).
3.2 - TRANSFORMACAO DO SISTEMA DE COORDENADAS

A utilizacao do sistema de coordenadas cartesiano na so
lucao de problemas definidos em dominios arbitrarios resultaria
em umaédaptagéodo codigo comnutacional para cada problema. Para
se evitar esta situacdao e desenvolver esquemas numéricos aplica
veis a quaisquer geometrias € necessario que o sistema de coor-
denadas utilizado na discretizacao do dominio fisico se adapte
perfeitamente as fronteiras deste dominio. Este sistema de coor
denadas além de conferir generalidade aos esquemas numéricos
torna a aplicacao das condigdes de contorno bem mais facil e
precisa, pois evita-se interpolagles entre pontos de grade nao
coincidentes com as fronteiras. A transformagao do sistema de .
coordenadas cartesiano para este sistema de coordenadas, o sis
tema generalizado de coordenadas, € agora descrito.

Considere-se um dominio arbitrario bidimensional definido
no sistema cartesiano, como o da Figura 6.

Deseja-se mapear este dominio para um dominio retangular



Figura 6 - Dominio de fronteiras arbitrarias no plano fi-

sico.

no sistema (g,n) como o da Figura 7. Para realizar este objeti-

vo a seguinte transformagao € utilizada

™
n

3
1

A matriz Jacobiano desta transformacgdo €

(3.

onde os subscritos indicam derivadas parciais. O Jacobiano
transformagio €
= = - | 3.
J = det]J]| = gyny - Eony (
Do teorema fundamental da fungdo inversa |10| , resulta
=y J; = -xJ 3.
Ex T Ypt &y n (
nx =-Y£J; ny = XEJ (30

E(x,y) (3.

n(x,y) (3.

1)

2)

3)

da

_4)

5)

6)

P



t
Figura 7 - Dominio de fronteiras arbitrarias no plano
transformado.
As derivadas parciais sao transformadas pelo uso da regra da
cadeia como segue
fx = fggx + fnnx (3.7)
£, =f + £ n 3.8)
y EEY ny | (3.8)

As derivadas de ordem maior sdo obtidas atraves de sucessivas
aplicacdes das equagoes acima. Maiores detalhes da transforma-

cao podem ser encontrados em |2 e [4
3.3 - GERACAO DO SISTEMA DE COORDENADAS (&,n)

A tarefa agora € determinar as fungoes (&,n) dadas pelas
Equacoes (3.1) e (3.2). Uma maneira de gerar-se um sistema de
coordenadas naturais & fazer com que o sistema natural de coor-
denadas (£,n) seja a solucdo de um sistema de equacoes diferen-
ciais parciais elipticas no dominio fisico com condigoes de con
torno de Dirichlet em todos os contornos [20], |1Z|. O sistema
eliptico linear, de acordo com a transformagdo ja definida &

Eex T E P(g,n) (3.9)

xXx = Cyy

Ny, * n‘ Q(g,n)- (3.10)

XX Yy

Este sistema eliptico &€ adequado, pois muitos problemas cujas



solugoes podem ser tomadas como linhas coordenadas, sdo governa

dos por estes tipos de equagoes (conducao de calor, campo elé -

trico, campo magnético, etc.).

Considere-se o caso da geracao de um sistema de coordena-

das naturais que coincida com as fronteiras do dominio simples-

mente conexo mostrado na Figura 8. O sistema gerado no plano f1i

sico & representado pelas Equacdes (3.9) e (3.10) com as seguin

tes condigoes de contorno de Dirichlet

n = nl = constante

constante

P J
]
3

[ 3]
ft

£ = gl = constante

£ = g, = constante

em

em

cm

em

INHAS )

(3.11)

L O3

\__kINHAS g

Figura 8 - Sistema de Coordenadas Naturais.

O sistema € transformado e resolvido numericamente no do

minio (£,n). A grade & escolhida quadrada com os lados do volu-

me de controle elementar convenientemente escolhidos iguais a
unidade (isto €, Af = An = 1). A Figura 9 mostra o domIniotran§

formado correspondente ao dominio fisico mostrado na Figura 8.
Como pode ser observado oy € mapeado sobre 9
os sobre gz* g, sobre o4*+ 0y € 0, sao linhas n constantes e

*
£

92

sobre

02*)

o3 € 0, sao linhas £ constantes, no plano fisico; logo aparecem

como constantes no plano transformado.

As Equagoes (3.9) e (3.10), uma vez transformadas,

assu -



mem a seguinte forma

1

PR Bl ] :
axEE Bxgn YX4 + JZ (ng f an) 0 (3.12)
1
- 2 + + P + = .
@Y e Bygn YYon ;7— ( Ye Qyn) 0 (3.13)
com as seguintes condigdes de contorno de Dirichlet
= *
X fl(E,nl) sobre oy
y = fz(i,nl) sobre 01*
- *
X = gl(i,nz) sobre o,
= (¢,n,) sobre o,*
A 2 (3.14)
x = f3(£1’n) sobre 03*
y = £4(g;.n) sobre o;*
= *
X f4(€2,n) sobre 9y
= *
y g4(£2,n) sobre Oy
Os coeficientes de acoplamento nas equagles acima sao:
_ 2 2
B = XgXpy + YeVn : (3.16)
Y= xgt oy (3.17)

As funcgoes fl’ £,, g1s 8, © f3, f4, g3s &y sao determinadas pe-
la forma do dominio fisico e pelas distribuigoes £ e n, respecti
vamente, desejadas nas fronteiras.

O sistema de coordenadas naturais assim gerado sera nao-
ortogonal, pois as condigdes de ortogonalidade de Cauchy-Rie-
mann nio estio sendo impostas. Os passos da transformagao do
sistema de equacoes geradoras, do plano fisico para o plano
transformado, a aproximagdo destas equagbes paravolumes fi-



nitos e o procedimento adotado para domInios duplamente cone-

xos, podem ser encontrados em [2]| e |4].
’ .

Q.

G

ol

N

Figura 9 - Plano transformado (g,ﬁ).

O sistema quase linear formado pelas Equagoes (3.12) e
(3.13), acoplado através de seus coeficientes, € mais complexo
do que o sistema linear no dominio fisico, mas agora as condi -
coes de contorno sao especificadas sobre linhas retas evitando,
portanto, interpolacoes imprecisas e complexidade adicional.

Utilizando as equacgoes transformadas,todo o trabalho com-
putacional para gerar o sistema de coordenadas e subsequente-
mente resolver o problema de convecgdo forcada € efetuado em
uma malha quadrada fixa,independente da forma da regido fisica
e independente do espagamento escolhido entre as linhas coorde-
mnadas. Desse procedimento advém a grande vantagem que € um unico
-programa computacional, independente da geometria considerada.
Quanto a grade a ser utilizada para a regido fisica do problema
a mesma pode ser gerada de uma maneira rapida e automatica, con
forme descrito, atraveés do método devido a Thompson et al |[1],
baseado no trabalho de Winslow |[11] e Chu |12]|. Considerando ain
‘da que o esquema numérico a ser desenvolvido abrangera sistema
de coordenadas ndo-ortogonais, a grade do dominio fisico po-
de inclusive ser gerada manualmente ou por computagdo grafica,
se assim for desejado.



3.4 - VARIAVEIS DEPENDENTES NAS EQUACOES TRANSFORMADAS

A transformagao do sistema de coordenadas cartesianas pa-
ra dsistemacﬂzcoordenadascurvilineas;ﬁifoi apresentada. Contu-
do, antes de transformar as equagoes do plano fisico para o pla
no transformado € necessario tomar uma decisdo com relagao as
variaveis dependentes para as equacces de movimento. Sendo a vgb
locidade uma grandeza vetorial esta apresenta consequentemen-
te,além do valor em modulo, uma direcdo e um sentido de atua-
¢do, os quais estdo relacionados ao sistema de coordenadas uti-
lizado. O vetor & entd@o representado através dos componentes re
lacionadas a direcdo e sentido de cada eixo coordenado. Em um
sistema de coordenadas qualquer esse vetor € representado atra-
vés de suas componentes covariantes e contravariantes. Para o}
sistema cartesiano em particular, devido o seu carater ortogo-
nal, as componentes covariantes e contravariantes sao coinciden
tes. As componentes de um vetor no sistema cartesiano sao entao
simplesmente denominadas de componentes cartesianas. No sistema
de coordenadas generalizadas, entretanto, devido o seu carater
nao-ortogonal, as componentes covariantes e contravariantes nao
sao coincidentes.

A Figura 10 mostra as componentes cartesianas do vetor ve
1 2 10 Vg)
contravariantes (V7, V™) relacionadas ao sistema de coordena-

.locidade (u,v) bem como suas componentes covariantes (V

das generalizadas (&,n).

A questao que se apresenta entdo € quanto a escolha das
componentes mais adequadas do vetor velocidade para utiliza -
¢ao nas equagoes de movimento transformadas. A escolha aqui rea
lizada utiliza componentes tais que a equacao da continuidade
exiba estrutura semelhante aquela para sistemas de coordenadas
‘cartesianas. Para satisfazer este critério € necessario que so-
-mente uma das componentes do vetor velocidade seja a responsa -
vel pelo fluxo de massa atraves das linhas coordenadas.

Analisando a Figura 10 verifica-se que as componentes con
- - - - . - 2 -—
travariantes satisfazem o criterio, pois a componente V nao
transporta massa através das linhas coordenadas £ . Contudo, a
. 1 .
grandeza da componente contravariante V' nao representa a gran-

deza da componente que transporta fisicamente a massa, uma
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Figura 10 - Componentes cartesianas, covariantes e con-
; ->
travariantes do vetor velocidade V

vez que a mesma esta referenciada a um sistema de coordenadas,
cujos vetores de base nd3o sdo unitdrios. A Figura 11 a-
presenta entdo as componentes U e V responsaveis pelo transpor-
te de massa, sendo U normal as linhas g constantes e V  normal
as linhas n constantes. Pode-se verificar que estas componen-
tes sdo as proprias componentes contravariantes sO0 que . sem nor-
malizagdo métrica, o que & descrito com maiores detalhes em
121, _ _

Evidencia-se, portanto, que as componentes contravarian-
tes sdo as mais indicadas para serem utilizadas como variaveis
dependentes nas equagces de movimento transformadas. Contudo, a
transformacdao das equagoes cartesianas em termos das velocida-
des U e V € bastante complexa e a interpretacdo fisica das equa
goes transformadas muito dificil |2|. Assim, o procedimento a-
qui seguido € o de transformar-se as equagoes de movimento uti-
lizando as componentes cartesianas do vetor velocidade como va-
ridveis dependentes mas, apGs ter sido feita a aproximagao para
volumes finitos, altera-se estas equagOes para obté-las em ter-
mos de velocidades contravariantes sem normalizagdo meétrica (U,
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Figura 11 - Velocidades contravariantes sem normalizagao
métrica.

V) |2]. Maiores detalhes com relagdo a este procedimento serio
vistes no Capitulo 5.

3,5 = EQUACOES TRANSFORMADAS

Aplicando as transformagoes gerais definidas pelas

Equa-
¢oées (3.1) e (3.2) na equacao cartesiana generica,Equacgao(2.5),

a mesma pode ser escrita para o dominio transformado,

mantendo
sua forma conservativa |8]|, |9], |2]|, como
13q , ?E , oF , 3¢_ OR , 35 , a¢
33% + 5E gt p TR + S (3.18)
oende
1,
g j[ng gyF] (3.19)

1)
1
<
—_—
3
”
tr
3
~<
i
L 4

(3.20)



= 1 . o .
R = j[ng + gyS] (3.21)

§ = 3[neR + 8] (3.22)

p* ¢ §¢ sdao ,respectivamente, os termos de pressao e fonte trans

formados, onde

R (3.23)
e os termos fonte, quando nao envolvem derivadas sao
8¢ - %d: | (3.25)

que neste trabalho foram feitos iguais a zero.

Inserindo as Equagdes (3.19) a (3.22) na Equacao (3.18) e
com algumas manipulacOes algébricas obtem-se

19 9 9 pd -
F5¢ * 3E(PUS) *+ F-(PVE) + P 526

_3_8¢;t_§_§_¢; a6
(C + C ) + Bn(c48n sag) + S

Como pode ser visto as equagoOes transformadas exibem uma forma
semelhante dquela quando escritas em coordenadas cartesianas.Es
te fato € importante porque implica que os procedimentos numeri
cos sao semelhantes aqueles efetuados para coordenadas cartesia
nas. .

As componentes contravariantes do vetor velocidade associado
com o sistema curvilineo (£,n) escritas sem normalizacgdo métri-

ca sao:

[
n

u-Xxv 3,27
Y n ( )

V = xgv - ygu - (3.28)



Os-coeficientes da Equagao (3.18) sdo dados por

c = r®Jq (3.29)
c, = C; =-rJs | (3.30)
c, = Ty | (3.31)

onde o, B, y sdo definidos pelas equagoes (3.15) a (3.17).

O conjunto de equagoes diferencias parciais no plano
transformado para o problema de conveccao forcada bidimensio-

nal com escoamento incompressivel, & expresso por

Continuidade

U . 3V _
3 " oam (3.32)
Movimento para u
12 2 2 _.23P 3y , 3P 3y
Fre(ew) * gE(pUu) + gnleVu) = - 55 3%+ 50 of +
‘ (3.33)
9 ou du d du du u
§g(C1'5'g + Cz"a‘ﬁ) + ﬁ(cfa'ﬁ + CSE) + S
Movimento para v
19 3 3 _ _ B8P dx , 3P 3x
Taelev) + 5(eUV) + 57(pVV) = - 30 5F * 38 357 *
(3.34)
9 (o AV v 3 . 3V BV, ., av
58(C138 * Co) * 33(Cagy * Co3g) *+ S
Energia
13 + 2 2 = D c. 8T 3y &
73ePT) * 5g(PUT) + 57 (VD) = 55 (Cigg * Copy
| (3.35)

9 o~ 9T - oT aT



Neste sistema de equagdes todas as informagdes a respeito
da geometria sao transportadas pelas componentes contravarian -
tes do vetor velocidade e pelos coeficientes transformados nos
termos de difusao.

Em |2| e |4| o termo g% ndo foi transformado para o domi-
"nio £ - n . Isto n3o € relevante se apenas se tem interesse na
solucao de regime permanente, como foi o caso dos problemas re-
solvidos em l2| e |4|; Neste trabalho, mesmo sendo também de in
teresse apenas solugOes de regime permanente a transformacao

do termo em questdo é realizada para efeitos de generalidade.



CAPITULO 4
EQUACOES PARA 0S VOLUMES FINITOS NO DOMINIO TRANSFORMADO

4.1 - INTRODUCAO

Neste capitulo efetua-se a aproximagao para volumes fini-
tos do sistema de equagoes diferenciais transformadas. Para que
esta aproximacao possa ser processada define-se primeiramente
a localizacdo de armazenamento das variaveis dependentes nas
células elementares. Em seguida, as aproximagOes numéricas sao
feitas, obtendo-se as equagoes para volumes finitos para um cam
po escalar ¢. Finalmente, introduz-se as equagOes para volumes
finitos para avangar-se as variaveis explicita e implicitamen-
te e, apresenta-se o sistema de equagoes discriminado para ca-
da variavel dependente.

4.2 - ARRANJO DE GRADE

A escolha da localizacao das variaveis dependentes na ma-
lha, no plano transformado, € uma questao importante quando se
esta tratando com sistemas de coordenadas curvilineas. O tipo de
configuracdo de grade ditara o nimero de pontos de pressao en-
volvidos na equagao de Poisson para a correcao da  velocidade
ou atualizagdo da pressao e, consequentemente, sera um fator im-
portante para a convergencia desta equacao. O arranjo de grade
aqui utilizado € o resultado de analise detalhada realizada a
esse respeito por Maliska |2|. Segundo os argumentos desse au-
tor o arranjo mais adequado € o desencontrado, no qual as velo-
cidades cartesianas u e v estao localizadas coincidentemente (um
requisito para o calculo de fluxo_de massa) no meio das quatro
faces da celula elementar para a continuidade, enquanto, pres-
sdo, temperatura e propriedades fisicas estao localizadas no
centro desses volumes de controle (ver Figura 12), procurando
introduzir a mesma consisténcia fisica existente para a malha
desencontrada proposta por Harlow § Welch |21].



Pode ser notado que o arranjo para a pressdo & o mesmo da
quele utilizado para grades ortogonais. Isto requer que o gra-
diente de pressao seja calculado diferentemente para cada dire-
¢do coordenada. A vantagem, entretanto, € que isto permite re-
duzir a equagao para a pressao de 9 pontos para uma de § pon-
tos quando a grade € ortogonal. Neste arranjo as velocidades es
tao localizadas onde elas sao necessarias para o balancgo de mas
sa. Esta configuracao da origem a uma equagao de pressao na
qual os pontos de pressao estao fortemente ligados com os qua-
tro pontos vizinhos paralelos e fracamente ligados com os dia-
gonais, permitindo resolver-se a equagao de pressao utilizando
solucao ponto por ponto ou linha por linha.

Volume de| controle Volume de| controle
movimento fu-v-V movimento |u-v -U

}
.__.T______ _=.r____r
: :
|
W e — - M
| ]
| |
M.__+__ ]
Volune de |controle
confinuldadp
- | n -
n
M Pressdo, Temperatura./]./A.Cp. k, atc
— Velocidade u,v,U
3 1 Velocidade u,v.V

Figura 12 - Configuragao de grade adotada neste trabalho.

Para este arranjo de grade foi desenvolvido uma nova for-
mulagao, onde ambas as velocidades: a cartesiana e contravarian



te tomam parte no procedimento de solugdo [2]|. Esta formulacio,
denominada formulag¢do U-V (ver Capitulo 5) também requer locall
zagao na grade para as componentes contravariantes; a componen
te contravariante U localizada nas faces este e oeste e a com-
ponente contravariante V nas faces norte e sul. A Figura 1Z,por
tanto, mostra o arranjo de grade em que tanto as componentes
cartesianas com as contravariantes do vetor velocidade estio 1o
calizadas; mostrando ainda os volumes de controle elementares
para as equacgoes da cContinuidade, movimento e energia.

Ressalte-se aqui qué existem outras possibilidades de ar-
ranjo de grade e que as razoes pelas quais estes arranjos sao
preteridos, quando da utilizacao de sistemas curvilineos genera
lizados, podem ser encontrados em |2|.

4,3 - EQUACOES PARA VOLUMES FINITOS NO PLANO TRANSFORMADO

Nesta sec@o obtem-se as equacces para volumes finitos pa-
ra uma variavel escalar generica ¢. Posteriormente fazendo ¢ =
l,u,v ou T juntamente com os termos de pressao e fonte apropria
- dos obtem-se as equagodes de energia, movimento e massa, respec-
tivamente, ou seja, o sistema de equacoes discriminado para ca-
da variavel dependente. A variavel remanescente a resolver & a
pressdao. A obtencdo de sua equacao para volumes finitos € deixa
~da para o Capitulo 5, onde o procedimento de solucao & discuti
do.

Reescrevendo a equacdo para uma variavel ¢, Equacao
(3.26), tem-se

%3%{°¢) * §%CDU¢) " grleve) + PO -
(4.1)

(€D + £ (C,3d) + 310
onde o termo fonte € agora expresso por

s8= 8% + 2,3 + Zcdd | (4.2)



0 termo fonte passa a conter os termos das derivadas cruzadas
evitando-se um esquema numérico de 9 pontos. O volume de contro
le elementar &-n para ¢ € mostrado na Figura 13, onde Af e An,

por conveniéncia, si3o iguais a unidade.

Existem caminhos diversos para aproximar a Equagao (4.1)
para volumes finitos. O procedimento adotado & o método conheci
do como aproximagdo pelo volume de controle |13|. Neste método

realiza-se a aproximacao para volumes finitos a partir da inte-

NW N NE
n'\
An=1 w wtgifise E
h N
s
SwW S SE
§ Fag=1"1

Figura 13 - Volume de controle elementar no plano trans-
formado (&-n).

gragao da Equagao (4.1) sob o volume de controle elementar. E
importante destacar a interpretacdo fisica associada com essa
aproximagao, pois do mesmo modo que a equacao em termos infini
tesimais representa a conservacgao das propriedades transporta-
das sobre volumes de controle infinitesimais, a equagao inte-
grada representa a conservacao destas propriedades sobre volu-
mes de controle finitos.

Integrando a Equagao (4.1) no tempo e no espacgo para o}
volume de controle mostrado na Figura 13, obtém-se

€ n

%{ml““ - lo¢| rdnag +

n
/
Ns

g
S
g

w
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t+At n
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onde t € o tempo, At € o intervalo de tempo e os subscritos e,
w,n,s sao o indicado na Figura 13.

As aproximacoes a serem introduzidas na Equacao (4.3) des
crevem a variacao de ¢ entre os pontos de grade e a avaliacao
da integral de ¢ no intervalo At. A variagao de ¢ no tempo, e
avaliada no tempo t+96At e este valor representa o valor de ¢ em
At. Para simplicidade denota-se o tempo t+At por n+l, t por n e
t+6At por n+9, onde 6 varia entre 0 e 1 e caracteriza a varia-
cdo da formulacdo explicita até a formulacdo totalmente impliti
ta. Para a aproximagao dos termos convectivos e difusivos o "Es-
quema de Diferencas Ponderadas a Montante' (Weighted Upstream
Differencing Scheme - WUDS) de Raithby § Torrance |14| & adota-
do. As aproximacgdes nas faces sao:

Para os perfis de ¢

11 - ' -
be = 13 * glop + 17 - G |6y (4.4)
o, = 13 - 8 l6p + 17+ & loy (4.5)



¢p = 13 t A lep * U5 7 B oy RS

05 = 13 7 Slep g * &l (4.7)
Para os termos de difusao

cl-g-igile = 1B, EE—ig—q)B | (4.8)

Cl%%lw ) C1wéw EB_%EEH | (4.9)

C4%%ln ) C4n—n il An¢P (4.10)

¢ 2s = ¢y B, ’p ;n'q)s (4.11)

onde a e B sao 'pesos'" escolhidos de acordo com a importancia
relativa dos processos de convecgao e difusao no problema. Os
subscritos significam que as quantidades sao avaliadas na fron-
teira especificada do volume de controle. Expressoes adequadas
para o e B foram propostas por G. Allen § Southwell e adaptadas
por Raithby §& Torrance |14]. Estas expressoes podem ser utiliza
das independentemente da grade ser ortogonal ou nao porque sao
baseados em uma solucao unidimensional entre pontos adjacentes

da grade para o problema da convecgao-difusao. Sao eles

re/z
- -1 _e€ -1

Qe > - (4.12)

e ©-1

_ ere/Z
Be = Te ~F (4.13)

e -1

onde

r.= | pU le (4.14)



€ um nimero de Peclet da grade baseado nas componentes contrava
riantes do vetor velocidade.

As expressoes utilizadas neste trabalho sdo as aproxima -
goes das Equagoes (4.12) e (4.13) dadas por Raithby |15].

2
- T
a| = ———y (4.15)
| 10 + 2r

= _ (1+0,005r%)
(1+0,0512)

(4.16)

Convém destacar a capacidade de adaptacdo a fisica especi
fica de cada problema, conferida ao esquema .. com a escolha dos
"pesos" a e B de acordo com a importancia relativa dos proces -
sos de conveccao e difus@o no problema. Como pode ser facilmen-
te observado a e B sdo funcdo da velocidade nas faces do volu-
me de controle e, portanto, funcoes de interpolacgao variaveis
para cada ponto do escoamento. Assim, se as velocidades sao bai
xas, o esquema WUDS tende para o de "Diferencas Centrais" (Cen-
tral Differencing Scheme - CDS) proprio para problemas em que
a difusao €& dominante. Quando as velocidades crescem, o esquema
WUDS tende para o de ''Diferengas a Montante'" (Upstream Diffe-
rencing Scheme - UDS), proprio para problemas em que a convec-
¢do € dominante. |

Esta breve exposicao mostra bem que a natureza fisica do
problema, quanto aos processos convectivos e difusivos, tem
correspondéncia com a natureza das fungGes de interpolacdo pa
ra cada ponto da regido do escoamento. Um estudo mais detalha-
do e comparativo dos esquemas acima referidos pode ser  encon-
trado no trabalho realizado por Spalding |[16].

Fazendo a integracgZo da Equacao (4.3) sujeita s condi-
goes anteriormente assumidas e utilizando a equacdo de conserva
cao da massa para volumes finitos,

(W) - (pU),Jan + [Cov) - (pV)(]aE = 0 (4.17)

resulta




1 n+lAv . A*

¢ AV n+o
JPp¥p At

n+o n+o
pép

nt+o
Aech * Aw¢W

* An¢N
(4.18)

n+6 1 .n AV 50 a
e ARt 0+ LoooB 21 - LIB®|av + 1L|ST®jav

onde AV é o resultado do produto AZ e An. Os termos de pressao
e fonte, L|P?| e L|§T¢l, sao aproximados em diferengas  cen-
trais.

Os coeficientes A, sao dados por

T R '
A =-M_(5 - &) + B.D, (4.19)
A= M@E+a)+ B (4.20)
W w2 W wow )
= - 'l _ = =
A M (5 &) Bl (4.21)
A= M_(3+a)+BD (4.22)
s s 2 s s's )
Ay = A+ A+ A+ A (4.23)
onde a parte convectiva em cada coeficiente & dada por:
+
M, = (oU)] an | (4.24)
M, = (UL Oan (4.25)
' +
M = (pV)E eAg | (4.26)
M, = (pV)2+eAg (4.27)

e a parte difusiva por



e e e T

D, = Ciq %—E (4.28)
D, = Cy,, %2‘ (4.29)
D = C,. %% (4.30)
D, = Cyq 7’}% (4.31)

No conjunto de equacOes acima, embora os termos Af e An'
sejam iguais a unidade,os mesmos sao mantidos para facilitar o
reconhecimento do significado fisico de cada termo. Fazendo 6=0
na Equagao (4.18) a equacao resultante avanga a variavel ¢ em
um modo explicito. Uma solucdo de transiente real € obtida  se
o mesmo intervalo de tempo At € usado para todas as equacOes e
para todos os volumes de controle. Relaxando estas condigoes a
convergéncia para regime permanente pode ser acelerada, entre -
tanto, a restrigdo € que |17|

At <

pAV _ '
A53 At | (4.32)

onde At . € o maximo intervalo de tempo permissivel em uma for
mulacdo explicita. Se o transiente distorcido € adotado,os va-
lores de At podem ser convenientemente escolhidos como

At = EAt o (4.33)
onde E € uma constante que ndo pode exceder a unidade para uma
formulacao explicita. O intervalo de tempo requerido para asse-
gurar estabilidade quando os valores de ¢ sao avangados explici
tamente ¢ muitas vezes restritivo demais. Assim, uma formula
¢ao completamente implicita € preferivel, onde valores para E
maiores do que a unidade s@3o permitidos para os casos em que so
mente o regime permanente € de interesse, como neste trabalho.

Equagao (4.18) com 6=1 resulta:



n+l _ n+l n+l n+1 n+1
A | (4.34)
TTW?FT¢S - L|B®|av + L|ST®|ay
onde A, = Ab + oo (4.35)
Utilizando as Equacdes(4.32) e (4.33) obtem-se as relagoes
A*
pAV . TP
bit T T (4.36)
) (1+E)
= * 1 + E ~
Ap Ap T (4.37)

Assim, o sistema de equacgdes governantes para volumes fi-
nitos com as equacoes de movimento e energia em uma forma com-

pletamente implicita é:

Continuidade

[w), - W) Jan + [(pV) - (V) JaE =0 (4.38)

Movimento para u

n+l _ n+1l n+l n+l n+l
ApuP = AeuE + Awuw + AnuN + AsuS
' (4.39)
ey up - LIPY[av + L|8T"|av
Movimento para v
n+l _ n+1 n+1l n+1 n+l
ApVp 7 T AVE Tt Ay Tt ALYy AsYs
(4.40)
' . ~ ~ Vv
5T Vp - LIPVIav + 1|81 |av

Energia



n+l _ n+l W omntl n+l n+l
ApTP = ATg T ATy ATy AT
(4.41)
n T
+57 b * L|ST |av
Uma vez realizadas as aproximagOes para volumes finitos

pode-se agora resolver este sistema de equacoes de uma maneira

iterativa. O procedimento de solugdo adotado & discutido no prd
ximo capitulo.



CAPITULO S

GENERALIDADES DO ESQUEMA NUMERICO

5.1 - INTRODUGXO

No capitulo anterior obteve-se as equagdes diferenciais
parciais para volumes finitos em que se manteve as velocidades
cartesianas como variaveis dependentes para as equacOes de mo-
vimento. Neste capitulo descreve-se o procedimento de  solugdo
em que ambas as componentes do vetor velocidade, as cartesianas
e as contravariantes,sdo envolvidas para resolver as equacgoes
discretizadas.

Primeiro, explica-se as dificuldades de utilizar a formula
cao em que somente as componentes cartesianas tomam parte na
solugdo. Mostra-se que € preferivel ter-se as equacdes de movi-
mento em uma forma que utiliza as mesmas variaveis que sa-
tisfazem a conservacao de massa. Feito 1isso, apresenta-se
o método PRIME |19| adotado nesse trabalho para  tratar do

e

acoplamento pressao-velocidade, Tresultante da formulagao "in

- "
compressivel'.

A seguir, apresenta-se o algoritmo para a solugao do pro-
blema de conveccao forcada bidimensional com transferencia de
calor e introduz-se as equacgoOes especializadas para corrigir a
velocidade e atualizar a pressao.Finaliza-se o capitulo tecendo-
se consideracGes relacionadas ao procedimento numérico adotado
na solucgao das equagoes governantes.

5.2 - AS EQUACOES DE MOVIMENTO E A RESTRICAO DA CONSERVACAO DA
MASSA

Analisando a equagao de conservacao da massa, Equagao
(4.38), aplicada a um volume de controle centrado em P, Figura
14, constata-se que somente uma componente contravariante do ve
tor velocidade € requerida para calcular o fluxo de massa atra-
vés de cada face. Isto €&, somente a componente U transporta mas



sa atraves das faces este e oeste e, somente a velocidade \Y%
transporta massa através das faces norte e sul enquanto que as
outras componentes (U nas faces norte e sul e V nas faces este
e oeste) nao sao utilizadas para satisfazer o balanco de massa
porque ndo ha equagdo da continuidade para elas, uma consequen-
cia do arranjo de grade adotado para pressao.

® B NW N H NE
4 Vn
. |
u
- mw 2 mp ¥ me
}Vs
[
| H sw Hs = SE

Figura 14 - Volume de controle da Continuidade e as com-

ponentes contravariantes do vetor velocidade.

Como U e V nao sao variaveis dependentes, sua determina-
cao pode ser obtida a partir da solucao das equagoes de movimen
to escritas para as componentes cartesianas u e v. Contudo, em
fungao da nao necessidade de uma das componentes contravarian-
tes para satisfazer a conservacao da massa, u e Vv podem des-
viar-se consideravelmente de seus valores reais durante o pro-
cesso iterativo, mas ainda produzir uma componente contravarian
te que satisfaz o balanco de massa. A outra componente contrava
riante no mcsmo ponto, entretanto,é livre para assumir valores ir
reais permitindo quc as comnonentes u e v também assumam valores ir-

reais.



valores, entdo existem infinitas composigoes de u e v que satis

fazem a Equacio (5.1).

—

Figura 15 - Componente contravariante U obtida a partir
das componentes cartesianas u,v e u*, y*,

Esta formulacao foi testada em 2] na solugao do proble-
ma de fluxo forgcado em uma cavidade quadrada para numero de

nal, e a solucao divergiu, Portanto, ¢ necessario que a restri-
¢ao da conservagao da massa tambem Seja aplicada a outra compo-



nente contravariante do vetor velocidade.

A maneira que imediatamente & lembrada para resolver cste
problema € localizar pontos extra de pressao conforme mostrado
na Figura 16. Isto, entretanto, implica em uma varredura du-
pla do dominio de solugao em cada iteragao, calculando-se u e v
duas vezes para um mesmo ponto a fim de atender a equagao da
Continuidade para os dois volumes de controle. Este fato acarre
ta, portanto, um consumo desnecessario de tempo de computacio
e torna a alternativa pouco atrativa. Além disso, esta opgao im
plica na obtencgdo de duas solugoes para a pressao fracamente a-
copladas entre si, para o caso nao-ortogonal, e completamente de
sacopladas quando a malha utilizada for ortogonal.

? L
-] n <] ® Pontos normais
de pressdo
. 4 & $
| [ | -] e Pontos extra
de pressdo
9 L 2 @
-} L | -

Figura 16 - Volumes de controle da Continuidade conside-

rando pontos extra de pressao.

Assim, optou-se pela utilizacado, apds cada iteragdo, dos
valores de U e V que satisfacam a conservagao da massa para cal
cular os valores de U e V quendo estejamsSujeitos a restrigao da
conservacao da massa utilizando um esquema de médias |[2]|.  Com
estes valores conhecidos, u e v podem ser recalculados  usando



as inversas das Equagoes (3.27) e (3.28) .Estes novos valoresde u
e'v,quecuuuuk)resolvidosnormuisZhsfacesch)volume de controle da
pressio produzem velocidades que satisfazem conservagao da mas-
sa exatamente e sio fisicamente reais,sao utilizados para a pro
xima iteracio.Assim,a conservacdo da massa & verificada, embora
nao exatamente, também para a outra componente contravariante do
vetor velocidade. O esquema de médias utilizado e apresentado
na Secao 5.5. Ressalte-se que outros esquemas de médias podem
ser utilizados, optando-se pelo apresentado nas Equagoes (5.13)
e (5.14). |

A estratégia de utilizar as componentes contravariantes,
as que satisfazem conservagdo de massa exatamente e aquelas cal
culadas utilizando um esquema de médias, para determinar as no-
vas velocidades cartesianas u e v € a base para a formulacgao (U-

V) a ser descrita na proxima secgao.
5.3 - FORMULACAO (U-V)

A formulagao (U-V) consiste em escrever-se as equacoes
de movimento para as mesmas variaveis dependentes que estao en-
volvidas na conservacao da massa e assim resolver o problema
anteriormente mencionado. Isto requer que as equagoes de movi-
mento sejam escritas para as velocidades normais as faces do
volume de controle da pressao, as velocidades contravarian
tes.

As equacgoOes apropriadas para a formulacdo (U-V) sao a e-
quacao da continuidade, Equagao (4.38), e as equacoes de movi -
mento para U e V obtidas a partir das equagoes de movimento pa-
ra u e v aproximadas para volumes finitos, Equacoces (4.39) e
(4.40), e das Equagoes (3.27) e (3.28). As equacgoes de movimen-
to para U e V resultantes sao, respectivamente,

_n | AP AP
Up = Up IAgAU‘ afp * IAnAU Blp (5.3).

p P

5 AP AP

- l Y l + I
P P An,V P Ag
| Ap Ap



onde U, e V, sao dados por

p
. A Ay
Up = U IuEynp N VEXnPl U |“wynp - VWanI
P P
(5.5)
Ag Ag Bg
AU lunYnp = VnSnp! * 0 lugy p - stnpl * U
p p p
R AX I\
Vp N IVEXgP - upYepl + BN IVngp B uwygp| ¥
p p
(5.6)
AX Az BX
—v 1V\Xep ~ UVepl * —v [VgXep - “sygpl Ty
A A A
P p P
e os termos fonte s3o expressos por
U u up S v v v
B, = {AJ g + L|STY|aVYy, p - (A 25 + LIST |avix p  (5.7)
V u v amV u u ~..u
Bp = {Ap IT% + L|ST ]AV}xgp - {Ap TT% + L|ST |Av}ygp (5.8)

onde o subscrito P nas metricas indica que as mesmas sao avalia

das no ponto P.

Eliminando-se as velocidades cartesianas nas Equacgoes
(5.5) e (5.6) atraves das relacgoes

u ='J(ng + Vxn) ‘ (5.9)
obtém-se uma formulagl@o puramente contravariante. Entretanto,

como as equagOes resultantes sao complicadas com termos fonte
grandes e complexos, € preferido deixar as equagoes envolvendo

também u e v.

Assim, em se mantendo as velocidades cartesianas, ambas



as componentes do vetor velocidade, as cartesianas e as contra-
variantes, sdoempregadas para resolver as equag¢oes de movimen-
to. O pequeno prego a ser pago neste procedimento de solugdo ¢
o armazenamento adicional das componentes cartesianas que, com
o surgimento de grandes computadores, nao constitui maior in-
conveniente. O mais importante € a estabilidade do esquema numé

rico que & conseguida com esta pratica.

5.4 - PROCEDIMENTO PARA O TRATAMENTO DO ACOPLAMENTO PRESSAO-VE-'
LOCIDADE.

Os métodos atualmente disponiveis para o tratamento do
acoplamento pressdo-velocidade sdo vdrios e uma andlise detalha
da dos mesmos pode ser encontrada em |18|. Neste trabalho & uti
lizada a técnica desenvolvida por Doormaal § Raithby [19]- o
método PRIME (update PRessure Implicitly and Momentum Explici-
tly) -, descrito abaixo.

As equacoes de movimento, considerando aproximagbes de se
gunda ordem para os gradientes de pressao nas Equagoes (5.3) e
(5.4), sao

- - 1AV o : 1,0V B i,
Up = 0 N alp(Pg = Pp) * Il;ﬁ anlpPag * Py
P P
v (5.11)
Pgg - Pg)
= 7. - |&Y ¥ - 1,4V 8 -
Vp = Vp le anlp(Py = Pg) * 4|Av azlo(PNg * Pg
P P (5.12)
Paw.” P
onde as velocidades da iteragao anterior sao utilizadas para
avaliar ﬁp e VP através das Equagdes (5.5) e (5.6). Inserindo-

se as equacoes acima na equacgao da continuidade, Equacao(4.38),
obtém-se uma equacgdo de Poisson para a pressao (ver Secao 5.6).
A solugdo desta equagdo € utilizada nas Equagoes (5.11) e (5.12)
para corrigir a velocidade e & reconhecida como o campo de pres
soes atualizado.



Neste

procedimento somente uma equacao de Poisson precisa

ser resolvida em cada iteracgao, a equacao de Poisson para a

pressdo, enquanto que as equagoes de movimento sao resolvidas

explicitamente em uma iteragac tipo Jacobi. Esta técnica tem

provado ser
cos |2], de

eficiente para uma série de problemas hidrodinami-

conveccao natural |4| e serda aqui testada para re-

solver problemas com entrada e saida de massa. Maiores detalhes

a respeito do método PRIME podem ser encontrados em [2].

5.5 - PROCEDIMENTO PARA A SOLUCAO DO SISTEMA DE EQUACOES

Em funcao da metodologia utilizada neste trabalho, os pas

sos seguintes sdao necessarios para formar um ciclo iterativo pa

ra resolver

problemas bidimensionais de escoamento forgado com

transferéncia de calor em geometrias arbitrarias.

(1) -

(2) -
(3) -
(4) -
(5) -

(6) -

7 -

Arbitrar os campos de pressao P(&,n), temperatura
T(£,n) e os de velocidade u(g,n) e v(£,n) no domi -

nio;

Calcular os coeficientes para as equagoes de movi -
mento, Equacoes (5.5) e (5.6);

Achar U e V com as velocidades cartesianas da itera
cdo anterior, utilizando Equacodes (5.5) e (5.6);
Resolver a equagdo de Poisson para a pressao, Equa-
cao (5.19);

Corrigir as velocidades U e V devido o novo campo

de pressoes, utilizando as Equacgoes (5.3) e (5.4);

Calcular as velocidades U e V onde n3o sao exigidas
para satisfazer a continuidade, utilizando as Equa-
coes (5.13) e (5.14). Ver Figura 17;

+ UD) * 0,25 (5.13)

(et
]

(Uy * Ug + Ug

\'

(Vg * Vg * Vo * V) * 0,25 (5.14)

Calcular as velocidades u e v utilizando as Equa-
coes (5.9) e (5.10).



Iteracdo, voltando ao passo (2), € necessaria em  fungdo
das nao-linearidades e o acoplamento cntre as cquagoes. Pa-
ra determinar o campo de temperaturas o procedimento & sim-
pies uma vez que a equagdao de energia € desacoplada das de-
mais (convecgao forgada). Assim, uma vez determinados os campos
de velocidade U(&,n) e V(&,n) deve-se:

(8) - Calcular os coeficientes para a equagao da energia;
(9) - Resolver a equacgao da energia, Equagao (4.41).

Se p, u, Cp ou k forem funcao da temperatura a modifica-
cdo no procedimento iterativo de solugdo & também simples.Bas
ta que se utilize o campo de temperaturas obtido para renovar
os valores das propriedades fisicas variaveis. Feito isso, vol-
ta-se ao passo (2), repetindo o procedimento de (2) a (9), reno
vando-se novamente os valores das propriedades e assim sucessi-

vamente até que uma tolerancia de convergencia seja atingida.

Va AVs
l I
U .
i B 8 B h/ - |
U
= $Ve Vo
|
4 m P p =

Figura 17 - Determinagao das componentes contravariantes
nao necessarias para satisfazer  conservagao

da massa exatamente.

5.6 - OBTENCAO DA EQUACAO DE POISSON PARA A PRESSAO.



A equacao de Poisson que precisa ser resolvida no procedi
mento descrito anteriormente & obtida inserindo as Equacgoes
(5.11) e (5.12) na relagao da Continuidade, Equacao (4.38). Es-
te procedimento tem sido classificado como ativo por Raithby
§ Schneider |18 uma vez que ajuda a trazer as velocidades cor-
rigidas para perto dos valores que satisfazem as equagoes de mo

vimento.

Para a obtengao da equacao considere a Figura 18 onde a
equacdo de conservagao da massa € aplicada a um volume de con-
trole interno centrado em P,

NW N NE
B <} ]
Vn
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Figura 18 - Volume de controle da continuidade mostrando
as velocidades que tomam parte no balanco de
massa.

As quatro velocidades envolvidas no balanco de massa para aque-
le volume de controle sao:

Q - .1 AV

= - 1AV _«a B -
Ue 0e ' U Agle U Zﬁle(PNE * PN
AP p

_p (5.15)

Psg s)



=0 - (A oy (p - 4 AV B
Uw Uw !AU AEIW(IP PW) * I4AU Anlw(p
P P
PSw ~ PS)
5 AV vy ' AV B
4 = - ——— - —_—
Vi " Va IAV Eﬁln(PN PP) * [4AV Agln(P
P P
Paw ~ Pw)
=v - (&Y x AV B
Vs Vs IAV AnIS(PP PS) * I4AV KEIS(P
P P
Pow = Py

(5.16)

(5.17)

(5.18)

Inserindo as Equacoes (5.15) a (5.18) na equacao da Continuida-

de, Equacdo (4.38), obtéem-se:

ApPP B AePE * AwPW " AnPN ¥ AsPS ¥ AnePNE ¥
AsePSE * AswPSW *B
onde
= AV o AV o AV Y AV Y
Ap (AU AEw * (AU Atde * (AV adn (AV An
P P P P
- V o AV B _ AV B
Ag (5 Kf)e * (Y EE)S \% AE%
A 4A aA
P p P
AV «o AV B AV B
A = (gx9w - 5 38)s * v 78)
W AU AE'wW 4AV A’ s AA AE’n
P P p
SOV X, AV By AV &
A T CY awdn T (U A (0 e
P p P
= AV x, _ AV B _AV B
Ag = ( V An)s (—5 An)w ( U An’e
Ap 4Ap 4AP

nw NW *

(5.19)

(5.20)

(5.21)

(5.22)

(5.23)

(5.24)



= - (LAY By _ AV B
Ane g &)e - =7V 3e)n (5.25)
4Ap 4A
P
= AV B AV 8 (5.26)
Age = g 37)e * v 2P
se 4AU An’e 4AV AE’s
P P
AV B AV B
A =5 &y * v 3p) (5.27)
nw 4AU An’w 4AV AE’n
P P
= AV B AV B
= - (=X 2 - (= = 5.28
Ay (4Ag andw (4A¥ AE)s ( )
:'“): -~ -~ -~ >~
B=V, V=U -U +V_ -1V (5.29)
w e s n _
Inspecionando os coeficientes acima observa-se que
Ap = Ae + An + Aw + AS (5.30)
e
Ane + Anw + Ase + Asw =0 (5.31)
Neste caso a pressao no ponto P esta fortemente ligada aos

quatro pontos vizinhos paralelos (W,E,S,N) e fracamente 1ligada
aos diagonais (SW, SE, NW, NE). Este tipo de estrutura & tambeém
exibido pela equagao de Poisson da pressao para um sistema  de
coordenadas ortogonal, razao pela qual esta equacao de Poisson
de 9 pontos apresenta taxa de convergéncia semelhante aquela de
Spontos das grades ortogonais |2|. E importante observar ainda que
quando a grade € ortogonal (B=0) os coeficientes reduzem-se a-
queles encontrados para qualquer sistema de coordenadas ortogo-
nais.

Outrossim, os coeficientes dados pelas Equagoes (5.20) a
(5.28) sao para volumes de controle internos. Os coeficientes
dos elementos nas fronteiras sao obtidos da mesma ma-
neira, isto &, aplicando conservagao da massa nos mes-
mos mas obedecendo as condigoes de contorno existentes na res-
pectiva fronteira. Detalhes referentes a aplicagao das condi-



¢boes de contorno, para posterior obtencao destes coeficientes
(Apéndice A), sao apresentados no proximo capitulo.

5.7 - AVALIACAO DO GRADIENTE DE PRESSAO PARA VOLUMES DE CONTRO-
LE DE VELOCIDADE LOCALIZADOS NAS FRONTEIRAS

Analisando-se as equacoes discretizadas de movimento para
U e V, Equagao (5.3) e (5.4), verifica-se que, em funcio da e~
xistencia das derivadas cruzadas para a pressao, ha necessidade
de um tratamento especial para volumes de controle de velocida-

de localizados nas fronteiras.

Considere-se o volume de controle de velocidade U na fron
teira mostrado na Figura 19. Para avaliar 3P/3n no  ponto
3 € desejavel, como wuma maneira de obter-se precisdo e con-
sistencia com a aproximacdo usada para os pontos interio -
~res, avaliar-se este gradiente com uma aproximacao de se-

gunda ordem. A equacao para este perfil &
P(n) = a_+ a + a 2 (5.32)
o 1 2" *

Eliminando-se as constantes pelo uso das pressoes nos pontos:

2 e 3, e do gradiente de pressao na parede, obtém-se

9_13)' (5.33)
on- £

~onde -g—%).S 3 o gradiente de pressao a ser inserido na equacao de
movimento (Equagao (5.3)).

3

Se uma avaliacgao do gradiente de pressao de primeira
ordem para %%)3 fosse admitida, o Gltimo termo da Equa -
cao (5.32) desapareceria. Mas, como a utilizagado de uma apro
ximagao de segunda ordem & desejavel, o termo %%)f precisa
ser avaliado. Para tal, & considerado wuma nova aproximagdo
parabolica.

Considere-se a Figura 20 onde uma parabola & assumida pas
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Figura 19 - Volume de controle da velocidade U na fron-
_ .~ . P
telra. Avaliacao do gradiente 53)3‘

sando através dos pontos 3, 2 e 1. As constantes ag, a; e a,

sao determinadas utilizando-se os valores do campo de pressoes,
- . - - -~ .

nos pontos especificados, do nivel de iteracao anterior. O gra-

diente de pressao na fronteira € entao dado por

N . (5.34)

onde
a; = 2P, + P, - 3P, (5.35)
A utilizagao do campo de pressoes do nivel de iteracio an
terior nao causa maiores problemas uma vez que a inclusao dg

termo %%)f somente faz uma pequena correcdao que da a %%)3 uma
precisao maior, em funcdo da aproximacido de segunda ordem. Unma
vez encontrada a convergéncia, a parabola passando através dos
pontos 1, 2 e 3 &€ exatamente a mesma aquela assumida na obten -
cao da Equagao (5.33).

Uma equagao similar a Equagao (5.33) & valida para o
gradiente de pressao nas outras fronteiras do dominio transfor-
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Figura 20 - Perfil de pressao assumido para o calculo do

gradiente de pressao nas fronteiras.

mado. O gradiente dado pela Equagdo (5.34) aparece também  nos
termos fonte da equagao de Poisson para a pressio quando aplica
da aos volumes de controle de fronteira (ver Apéndice A).

5.8 - DETALHES NUMERICOS
A - EQUACOES DE MOVIMENTO

As equagoes de movimento s3o resolvidas explicitamente,
mas a cada varredura no campo de velocidade & feito o avango do
campo de pressoes, que € obtido de uma maneira implicita. O cam
po de pressoes obtido & entdo utilizado para corrigir velocida-
des tal que a massa seja conservada e € tomado como o campo de
pressoes atualizado para utilizacgdo no proximo ciclo iterativo.



B - EQUAQAO DE PRESSAO

A equacao da pressao, por ser uma equagao do tipo Pois-
son, € resolvida implicitamente no ciclo iterativo. Utiliza-se
na sua solucgdo a técnica S.0.R. com parametro de relaxacdo varid
vel. Por ser de convergéncia lenta, a equagao de Poisson & do-
minante na solucao de problemas fluido-térmicos. Assim, € uma
grande vantagem o fato de necessitar-se resolver uma unica equa
cao deste tipo a cada ciclo iterativo, decorrente da utilizagao
do método PRIME.

No processo iterativo, a tolerancia de convergéncia para

a pressao foi fixada em 1.0E-04, segundo o seguinte critério

onde R =P - P . , sendo P e P . os valores maximo e mi-
max min max min

nimo da pressao no dominio, e € ¢ a tolerancia.

Um outro detalhe, que merece atencao especial, € a fixa-
cdo de um nivel de referéncia para a presséo. Considere-se, ini.
cialmente, a solugdo de problemas bidimensionais de escoamento
"incompressivel” em que todas as velocidades nas fronteiras
sao prescritas. Naturalmente que essas velocidades devem ser
especificadas de tal maneira que a massa seja conservada no do-
minio. Se a conservagao da massa & forgada em todos os volumes
de controle internos, exceto para um, entdo a conservagao glo-
bal de massa garante a satisfacdo da centinuidade também para
este volume. Mas se a conservacao da massa local também for for
cada para este volume, a consequéncia sera o surgimento de uma
redundancia na equacao de pressao, a qual, por sua vez, implica
ra na formacgao de uma matriz singular a ser resolvida quando um
método dircto de solucao & empregado. Esse problema surge por-
que a equacao de pressao e suas condicoes de contorno estabele-
cem uma solugdo dependente de uma constante gencrica aditiva,is
to &€, o nivel de pressao ndo estd fixo. A especcificagao do va-

lor da pressao em um dado ponto do interior do dominio, com a
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to este, cstabclcce o nivel e elimina o problema |3].

Considere-se,ainda, o problema bidimensional do escoamen-
to "incompressivel'", em que o gradiente de velocidade & especi-
ficado. Suponha, na grade cartesiana apresentada na Figura 21,
que u, =u, & especificada na secao de saida do escoamento, en-
quanto v =0 € prescrita em duas fronteiras de y constante. Para
o volume de controle da parte inferior da seclo de saida do es-
coamento, as condig¢oes de contorno, junto com a restricao da
Continuidade, impoem que v na superficie superior deste volume
de controle seja zero. O mesmo se verifica para os demais volu-
mes de controle, mas como o volume de controle da parte supe-
rior da secgao de saida do escoamento requer que todos o0s v's.sg
jam zero, tem-se que a aplicagéo da restricao da continuidade,
para este volume de controle, se torna uma redundancia. Do mes-
mo modo que no caso anterior, no qual as equagdes estabeleceram
uma solugao dependente de uma constante genérica aditiva, agora
a pressao ao londo de toda uma linha também so pode ser determi
nada pela especificagao de uma constante aditiva. A utilizacio
de um metodo direto de solucdo também falharia, mas agora a uti
lizagao de um método de solugdo linha por linha constitui-se em
método direto de solugdo. Logo, para aplicar o método TDMA &
necessario substituir a aplicacio da restricao da continuidade
pela fixacao do valor da pressao em toda a linha que define a
secao de saida do escoamento. E importante observar, contudo,

que uma solugdo ponto a ponto, elimina o problema |[3].

Assim, considerando que neste trabalho todas as solucoes
sao obtidas através da aplicacdo da técnica S.0.R., elimina-se
este problema, nao havendo necessidade de fixacao de
um nivel para as pressdes, tanto para a situacdo em que as
velocidades sao prescritas ou em que o gradiente de velocidades
€ especificado. Entretanto, a taxa de convergéncia é afetada pe
la fixagao ou nao deste nivel, podendo aumentar ou diminuir|17

g. 130, Fixou-se, entao, a preSsﬁo para o volume de controle
da continuidade no canto superior direito do plano transforma-
do, Lsta pressao foi feita igual a zero, que passa a ser o va-

lor de rcferencia para todas as pressocs relativas do dominio.,
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Figura 21 - Secao de uma grade cartesiana mostrando o vo-
lume de controle da pressao juntamente com as
velocidades cartesianas.

C - EQUACAO DA ENERGIA

A equagao da energia também € resolvida implicitamente
uma Unica vez a cada ciclo iterativo. Sua solugdo € obtida atra
vés da técnica S.0.R. O critério de convergéncia utilizado e
aquele mesmo utilizado para a equacadao da pressao. A tolerancia

de convergencia, contudo, foi fixada em 5.0E-05.
D - DETALHES GERAIS

O teste de convergéncia para a obtengdo dos resultados fi
nais € feito utilizando as velocidades cartesianas calculadas
no dominio. O critério utilizado € o mesmo daquele para a pres-
sao com tolerancia fixada em 5.0E-05. A escolha das velocida -
des foi feita porque estas conferem um carater mais restritivo
ao criterio de convergéncia, em relacdo a pressao e a temperatu
ra,
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lor foi obtido apds a realizagdo de alguns testes sem, contudo,
tratar-se¢ de um valor otimizado.



CAPITULO 6
CONDICOES DE CONTORNO

6.1 - INTRODUCAO

Um fator importante na solucao das equagoes governan-
tes & a aplicagdo das condigdes de contorno. Para sistemas nao
ortogonais, este fato se reveste de mais significho. ainda
na aplicacao de condigoes de contorno do tipo Neumann e Ro-
bin. E, exatamenté, para aplicar as condicgoes de contorno
corretamente que se optou pelo wuso de sistemas de coordena-

das que coincidem com a geometria.

Por outro lado, como todos os calculos numéricos sao
realizados no dominio transformado & 1l6gico que as  condi-
¢oes de contorno também sSejam incorporadas as equagoOes nes-
te dominio. O procedimento adotado para tratar das condi-
coes de contorno no plano transformado e sua respectiva in--
corporacao ao sistema de equagoes governantes € apresentado

- neste capitulo.

Outro ponto importante também discutido & com relacao a
especificagdo da condicdo de contorno na segao de saida; uma
questao problematica na solugdo de qualquer problema eliptico
com fluxo de massa nas fronteiras, uma vez que nao se conhece,
normalmente, as condig¢oes de saida. Aborda-se, também, as impli
cacOes na especificacao desta condicdo de contorno com relacao
a solugdo do sistema de equagdes e sua utilizagdo em grades nio

ortogonais.
6.2 - CONDICOES DE CONTORNO NO DOMINIO TRANSFORMADO

Os problemas fisicos tratados neste trabalho sao todos de
finidos para dominios simplesmente conexos. A geragao de um

sistema de coordenadas naturais para esses dominios &€ feita sub-



dividindo-se as fronteiras do dominio fisico em quatro segmen-
tos, sendo cada um deles equivalentec a um dos lados do retangu-
lo no plano transformado. Dois desses segmentos sao de linhas ¢
constantes e dols de linhas n constantes. Logo, as condigoes de
contorno a serem aplicadas no dominio transformado sio as pro-
prias condigoes encontradas nos quatro segmentos fisicos que

serao mapeados sobre os quatro lados do retangulo no sistema

(¢,n).

Existem diversas maneiras de Se aplicar estas condigoes
de contorno. Uma delas & a utilizacao de pontos ficticios. Este
€ um procedimento largamente utilizado com o objetivo de se ter
uma Unica equagao para todes os pontos do dominio. Obviamente,
isto requer que se obtenha equagoes para os pontos ficticios que
sejam funcao.das condig¢Oes de contorno em cada fronteira e, as-
sim, incorporar as condigoes de contorno as equagdes governan-
tes através dos valores da varidvel obtidos para os pontos fic-
ticios. Quando o sistema coordenado empregado & ortogonal, tan-
to as condigoes de Dirichlet quanto as de Neumann e Robin sdo
de facil aplicacg8o. Considere-se, por exemplo, a Figura 22 on-
de € mostrada uma fronteira referenciada ao sistema de coordena
das ortogonal (x,y) submetida as seguintes condigdes:

1) Dirichlet - Variavel ¢ prescrita na fronteira w. Neste caso

Py + 9p
¢.W = — 2 (6.1)
e o valor da variavel ¢ no ponto ficticio W &

2) Neumann - Fluxo prescrito q" mna fronteira w. Neste caso

(o34
-

|

= ad) - 1
= q (6.3)

w W'

2

(254
-
—

Utilizando-se diferengas centrais para aproximar a Equagao(6.3),

resulta



TP = TW

e o valor da variavel ¢ no ponto ficticio W e
¢W = ¢P - q''Ax (6.5)
Observa-se, portanto, que as equagoes para determinar os
valores da varidvel nos pontos ficticios, EquacgOes (6.2) e

(6.5), sdao de facil solugdao e que podem ser representadas gene-
ricamente por

oy = A by, * B (6.6)

onde os valores de A e B dependem do tipo de condicgao de con-
torno.

SO N NNNINN
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Figura 22 - Pontos ficticios para fronteira referenciada

ao sistema de coordenadas ortogonal (x,y).

Entrctanto,quando csta se trabalhando com sistemas de coor-

denadas gencralizadas,as condigoes de Neumann ¢ Robin por envol-



verem derivadas da fungao, nao permitem um procedimento tdo sim
ples como o mostrado. Para exemplificar, seja a aplicacao da
condigdo de um fluxo prescrito a uma fronteira de & constante,
fronteira w, mostrada na Figura 23. Neste caso a expressio da
derivada normal & dada por

1
30| . 5,200 oz @22 L e
- = Ja 'a—-g - Ja? 831’1 = q (6.7)
on
w " w
Analogamente ao caso ortogonal, para o caso nao ortogonal, a

expressao acima aproximada, para o valor no ponto ficticio W,

resulta
L
3o "3, g+ On-foy-ds >
= _______P____ - 2 W+ - N - - " Ja
cbW (—x Ja i ) - q )/(Ax) _ (6.8)

Observa-se que, neste caso, na determinacdo da variavel no pon-
to ficticio W estao envolvidos os pontos NW e SW, que tambeém
sao ficticios, alem dos pontos P,N,S. Este fato complica a ob-
tencao da solucgdo para esta equacgao, tornando-a de dificil con-

vergencia.

Logo, neste trabalho os pontos ficticios sao utilizados
somente para a velocidade pois, normalmente, se conhece os va-
lores desta variavel na fronteira. Para as demais variaveis
(pressao, temperatura) utiliza-se uma outra maneira de aplicar
as condicoes de contorno que consiste em realizar-se balancos
nas fronteiras. Este procedimento incorpora as condigoes de
contorno diretamente ao sistema de equagoes satisfazendo 0s
principios de conservagao localmente. Para determinar as equa-
coes de fronteira para a temperatura realiza-se balangos de ca-
lor enquantc que balancos de massa sao utilizados para determi
nar as equacocs de fronteira para a pressao. Estes procedimen -

tos sao agora descritos.

6.2.1 - CONDIGCAO DE CONTORNO PARA A TEMPERATURA
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Figura 23 - Pontos ficticios para fronteira referenciada ao

sistema de coordenadas generalizado (&,n).

Objetivando facilitar a compreensao do procedimento adota-
do considere-se, inicialmente, a Figura 24 onde €& mostrado o vo-
lume de controle da temperatura para uma malha interna. Realizan
do-se balanco de calor para este volume de controle, no plano
transformado, obtém-se

qw_)P An-l + qS"*P AE.l - qP'*N AE.l - qP'*E An.l +

MWCpTw + MstTs - MncpTﬁ - MecpTe =0 (6.9)
onde

Mw==pr; Me==pUe; MS==st; Mn==an (6.10)
Substituindo-se os fluxos difusivos de calor pela equagao de

Fourier, para o plano transformado, com An = Af = 1 tem-se:

oT

-k[aJ5€ +

9T
RIS |, - kI Y5e



.01
kIYJ”“ + BJ-S—E-I + kIOtJT) + BJanl(’ + |
(6.11)
MprTw + Mscp'lS - Mncpqn - Mecp'le = 0

Utilizando-se as aproximacoes para os perfis ¢ e para os termos
difusivos dados pelas EquagoOes (4.4) a (4.11) para ¢=T e rear-

ranjando-se os termos obtém-se

A Tn+1 - A Tn+l + A Tn+1 + A Tn+1 ‘ A Tn 1

onde os coeficientes sao dados pelas Equacgdes (4.19) a (4.22) e

pela Equacao (4.37) e o termo fonte, incluindo-se o termo "tran-

siente' para utilizar a coordenada t como nivel de iteracgao, e
dado por '
5T 3T AETEn

"

3

Figura 24 - Volume de controle da temperatura para uma ma--:
lha interna.

Feito isto, considere-se o volume de controle da temperatu
ra para uma fronteira qualquer, Figura 25. Realizando-se¢ balan-



¢O dc¢ caloy para esta Ironteilra tem-se:

ApTE+1 = AR e A TR e A TR L gt (6.14)
com
. A_Th
S AT,  _ N
STT = (Cpap), (C2§~J (Csag) ét)nlfi%%%% (6.15)

onde q)n representa o fluxo de energia (convectivo e difusivo)

que atravessa a fronteira norte;

¢

*

Ky = Ay + A+ AL - M (6.16)

Deve-se salientar que neste caso a alteracao sofrida na
determinacdo de A_ & decorrente da necessidade de satisfazer-se
a equagao da continuidade, Equacido (4.38), utilizada na determi-
nagao da Equacado (6.14), sendo que o termo referente ao fluxo de
energia que atravessa a fronteira foi transferido para o termo
fonte, ja que & conhecido (condicdo de contorno). Este termo &,
obviamente, fungao do tipo de condicdo de contorno. Assim sendo

tem~-se que:

a) Parede so6lida com fluxo de calor prescrito

’

Ay, = Yprescrito ' (6.17)

M =20 (6.18)

. b) Parede so0lida com temperatura prescrita

‘ _ oT
e = ~(Cygy * Cozp),, (6.19)
Pn
M= 0 (6.20)

onde %%)n e %%)n sao calculados comadistribuigao de tempera

tura prescrita sobre a fronteira. Se para a fronteira norte e-



xemplificada,a temperatura for constante, tem-se gé)n = 0.
c) Fronteira com temperatura e fluxo de massa prescritos.
._q._ = - 9_.'2 .9._.:.[: + T
c ) (C4an * Csag)n Mn n (6.21)
pn
Ressalte-se que,opcionalmente, para estas duas Ultimas

condig¢les de contorno pode-se utilizar pontos ficticios, ja que
as mesmas sao condigoes de Dirichlet (temperatura prescrita). En
tretanto, o método apresentado acima tem a vantagem de ser  um
método geral, fator importante quando do desenvolvimento de mé-
todos mais abrangentes, como se pretende desenvolver neste traba-
lho. Portanto, balangos de calor sao realizados para todos 0s
volumes de controle nas fronteiras e asAequag6es para a tempera-
tura com os seus respectivos termos fonte, para o problema resol

vido nesta dissertacao, sao apresentados no Apeéendice B.

FRONTEIRA

|2

Figura 25 - Volume de controle da temperatura para a fron-
teira.

6.2.2 - CONDIGCAO DE CONTORNO PARA A PRESSAO.

Em fungao do acoplamento pressado-velocidade foi visto que
a cada iteragao resolve-se uma equacgao de Poisson para a pressao
com o objetivo de atualizar o campo de pressoes e¢ corrigir o cam
po de velocidades. A questao que se coloca & como aplicar as



condigoes de contorno para a pressdo para os volumes de controle
junto as fronteiras. Em |2| Maliska rccomenda que se utilize mé-
todos em que as condigoOes de contorno da velocidade assegurem im-

plicitamente condigdes corretas para a pressao|3|. Esta recomenda

¢ao implica em utilizar-se procedimento semelhante ao utilizado -

para os volumes de controle internos, com a diferenca de que as
equacoes de movimento, Equacoes (5.3) e (5.4) sao agora escri-
tas observando-se as condigoes de contorno existentes para a ve-

locidade na respectiva fronteira.

Considere-se, por exemplo, a Figura 26 onde & mostrado o
volume de controle da pressao para uma determinada fronteira. Se
a condicao de contorno para esta fronteira for a de velocidade

prescrita, as equagoes de movimento sao

Ue - Ue - Ue prescrita | (6.22)
= i - a - B - - P
Uw Uw [Xﬁlw (Pp Pw) * [4AU]W(PNW+'PN PSW IS)(G'ZS)
P P '

.

Jg (Pg* Pp= Py = Py+ 28P¢| )

v =V - [ (P.-P.)+
s S [ g]s P S [4A

U<

<
]
<

| _ry - B _ - -
non [Xv]n (Py = Pp) * (4AV]n (P + Pp = Py = Py + 280¢[ )
P P (6.25)

onde APf representa o gradiente de pressdo na fronteira e & da-

do pela Equacao (5.34).

Substituindo-se as Equacdes (6.22) a (6.25) na equagao da
continuidade,‘Equagéo (4.38) obtém-se as expressOes para os coe-

ficientes
Ae Ane Ase 0 :
A, A, A -+ inalterados em relagao aos coeficientes pa-
W nw SW

ra pontos internos



= . Y B - B .
. An (AV)n +.(4AV)W (4AV n (6.27)
p P p
= (L) . (B B
As (AV)S 4AU)w * (4AV)S (6.28)
p p p
£
B=V.v+ (KV)S (Kv)n (6.29)
onde
APfB
P
N
H
t]\
3
Figura 26 - Volume de controle da Continuidade junto a

fronteira, mostrando as componentes contrava-

riantes envolvidas no balanco de massa.

Se a condigao de contorno para a fronteira, mostrada na Fi
gura 26, for a de derivada nula as equagoes de movimento sao i-
dénticas aquelas para a condicdo de fronteira com velocidade pres
crita, exceto para a componente contravariante na fronteira, pa-
ra a qual tem-se

u =1U o (6.31)



BN

Substituindo-se a Equacgao (6.31) ¢ as Equacoes (6.24)e (6.25)

na equacgio da continuidade, Equacgao (4.38), obtcm-se

L d

Ag = Ape = Ao =0 (6.32)
_ . B N
A = (), - (— 6.33)
w 4A¥ n 4AV" S (
]
_ . B |
Apw = (Z—V)n (6.34)
Ap
_ 8
sw - =) (6.35)
4]
he = g e (Z%)S - (6.36)
p p
A= (Y - B (6.37)
nooaVIn VN '
p p

B = V.V + (X)) - (K (6.38)

V)n

Procedimentos semelhantes aos descritos sao utilizados pa-
ra todos os volumes de controle nas fronteiras sendo que 0S coeé-
ficientes adequados para a pressao, nestes volumes de controle,
para o problema de interesse deste trabalho sao apresentados no

Apendice A.
6.2.3 - CONDICOES DE CONTORNO PARA A VELOCIDADE

Conforme ja comentado, para a velocidade sao utilizados os
pontos ficticios. Obviamente que os pontos ficticios sao criados
para aquelas velocidades que nao coincidem com a fronteira. E o
caso das velocidades contravariantes U nas faces sul e norte e
das velocidades contravariantes V nas faces este e oeste. A Equa
cdao (6.6) & entao utilizada. ‘
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Na segao anterior discutiu-se o tratamento adequado para
a incorporacao das condigoes de contorno as equacoes no dominio
transformado. Entretanto, uma questao relevante, que € a especi
ficagdo das condigdes de contorno na segao de saida do escoamen

to, ainda continua pendente.

Para o fluido que ‘"deixa" o dominio de calculo nor
malmente sao desconhecidos tanto 0s valores da varid
vel (temperatura, velocidade, pressao) quanto os seus respecti-
vos fluxos. Além disto, deve-se ter em mente que esta condicdo
de contorno deve ser aplicavel as mais diferentes grades e do-
minios de solug@o para garantir a generalidade do modelo. Pro-
curando isto, utiliza-se neste trabalho a condigcao de derivada
nula, tanto para a velocidade quanto para a temperatura. Para a
pressdo nao ha necessidade de condigdo de contorno na saida de-
vido procedimento utilizado ©para resolver o acoplamento pres-

sao-velocidade, discutido anteriormente.

A condicao de derivada nula para a velocidade & aplicada
as componentes contravariantes, por serem estas componentes as
responsaveis pelo fluxo de massa através das células elementa-
res. As implicacgdes na escolha desta condicdo de contorno bem
como a sua aplicacao em sistemas ortogonais e nao-ortogonais sao

agora descritos.

E sabido que a condicao de derivada nula requer a existeén
cia de pleno desenvolvimento do escoamento naquele local. Contu
do, em se tratando de uma condicdo fraca, que nao impoe valores
a variavel, € possivel utilizar-se esta condigao de contorno
mesmo que o perfil nao esteja completamente desenvolvido, o que
& demonstrado no Capitulo 7. Obviamente que, quanto mais proxi-
mo da posicao de perfil completamente desenvolvido for escolhi-
da a secdo de saida, melhores serao os resultados obtidos. As-
sim sendo, cuidado deve ser tomado na escolha da secdo de sai-
da. Normalmente a fisica do problema nos indica a posicao ade-
quada. Exemplificando, um local inadequado € aquele mostrado na
Figura 27(a), enquanto que a Figura 27(b) representa uma posi-

¢ao aceitavel.
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Figura 27 - Escolha de localizacao da secao de saida do

escoamento.

Um outro cuidado que se deve ter na utilizacao da condi-
cao de contorno, para as velocidades, €& quanto a garantia da
conservagao global da massa na secgao de saida do escoamento. E
como se pretende desenvolver modelo para resolver problemas em
que os dominios de solucdo sao os mais irregulares possiveis, @&
necessario também que a condigdo de contorno garanta esta con-

servagido global de massa para estes diferentes problemas.

E justamente por isso que se optou pela utilizaglo das
componentes contravariantes na especificacao da derivada nula,
uma vez que estas componentes representam o valor numérico da
vazdo através das linhas coordenadas £ e¢ n. Seja, por exemplo ,
a componente contravariante U, dada por

U = U_Q_X - V.@.E (6°39)
an oan
Considere-se, somente para facilitar a demonstracgao, a

grade cartesiana, mostrada na Figura 28. Para esta grade a com-

ponente contravariante U reduz-sc a

U = udY (6.40)



By —Uu Ay =1

Figura 28 - Grade cartesiana utilizada para relacionar U

e Q.

Aproximando-se a Equacao (6.40) para volumes finitos

= Ay
U uAn (6.41)
ou
UAn = UAy = Q (6.42)

onde Q € a vazdo através da linha coordenada &,

E como An =1, tem-se
U = uly =Q (6.43)

Logo, a componente contravariante U represcenta ovalor numé
rico da vazao através das linhas coordenadas £. Procedimento seme-
lhante pode ser utilizado para mostrar que a componente contra-
variante V representa o valor numérico da razdo através das 1li-
nhas n.

Assim, para satisfazer a conservagao global de massa no



escoamento apresentado na Figura 29, & necessario que

U, = By (6.44)

isto e

Unl + Unz + Un3 + Un4 + UnS = Ubl + sz + Ub3 + Ub4 + UbS

(6.45)
Contudo,este somatdorio nada diz quanto a relacao entre Uni
e Up; para cada volume elementar.

Por outro lado, a aplicacao da condigdo de derivada nula
as componentes contravariantes do vetor velocidade na secao de

salda, no plano transformado, requer que %% = 0, ou seja,

Unl = Ubl

Un2 = sz
Unz = Ub3 (6.46)

Ung = Up,

Un5 =.Ub5

ou de uma maneira genérica

Un' = Ub. (6.47)

i i
E facil observar que a condigdo de derivada nula satis-
faz a Equacao (6.45), garantindo, portanto, a conservagao da

massa. £ necessario, contudo, procurar garantir que .as Equacgoes
(6.46) sejam satisfeitas.

Para tanto basta que as linhas n, na saida, sejam alinha-
das com o vetor velocidade V. Entretanto, este alinhamento SO
e possivel se o sistema de coordenadas permitir flexibilidade na
geracao da malha,

Tome-se, como exemplo,o sistema de coordenadas cartesia-
nas ou qualquer outro sistema de coordenadas convencional, para

a solugao de problema definido em uma geometria arbitraria,
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Figura 29 - Se¢do de saida de um canal reto e grade car-

tesiana.

conforme mostrado na Figura 30. Neste sistema nao existe possi-
bilidade de alinhamento do vetor velocidade com as linhas coor-
denadas sendo,portanto,dificil a aplicacdo da condicio de derivada

nula diretamente nas variaveis dependentes u e V.

-~

Figura 30 - Secao de saida de um canal arbitriario e grade

cartesiana.



Ja a utilizacgao de sistema generalizado de coordenadas per
mite que se tenha controle total na geragao da malha e o alinha
mento da grade, apresentado na Figura 31, & facilmente obtido.
Convem lembrar que este ajuste pode ser feito independente do

tipo de geometria em estudo.

Figura 31 - Secd3o de saida de um canal arbitrario e grade

alinhada com as linhas de fluxo,

E importante observar ainda que ndo ha necessidade de
maiores cuidados quanto as linhas coordenadas &. Uma vez que as
linhas coordenadas n estejam alinhadas com as linhas de fluxo,
garantindo que ndo hd fluxo de massa através destas linhas co-
ordenadas, as linhas & podem ser quaisquer. Esta situagao e
mostrada na Figura 32 e os resultados obtidos com esta grade

sio apresentados no Capitulo 7.

Portanto, a utilizacao de sistema generalizado de coorde-
nadas permite satisfazer as Equacoes (6.46) e, consequentemen-
te, a condicao de derivada nula para a componente contravarian-
te U (%%==O), na secdo de saida, pode ser utilizada para as
mais diversas geometrias, conferindo generalidade ao modelo,que

€ o que se procura neste trabalho.

Resta, contudo, especificar a condigao de contorno para
a outra componente contravariante do vetor velocidade. Neste ca
so, considerando que se procurou dar uma generalidade maior a
condi¢cdo de contorno para a secgio de saida, utilizou-se a condi

¢do de derivada nula também para a componente contravariante V



em £ (%é~= 0). Esta condicao de contorno, nao sendo restritiva,

permite o estabelecimento dos valores corretos de V na secdo.

Figura 32 - Secao de saida de um canal reto com grade ndo-

ortogonal.

No que se refere a condigao de contorno para a temperatu-
ra, o problema & bem menos complexo, uma vez que a temperatura
¢ uma variavel escalar. A utilizagao de derivada nula para a

temperatura € sempre possivel desde que os efeitos difusivos,na

direcao do escoamento, possam ser desprezados l17

dimento € aqui repetido e a condicdo de §I==0 ¢ utilizada.

RS

Ainda com relac@o a utilizacao da condigao de derivada nu

. Este proce-

la, para a secao de saida, convem ressaltar que a incorpora -
cdo deste tipo de condicdo de contorno ao sistema de equagbes &
realizada de uma maneira direta e simples, facilitando a solu-

¢ao das equagoOes governantes.



CAPITULO 7 -

RESULTADOS NUMERICOS

7.1 - INTRODUGAO

Ao longo deste trabalho apresentou-se uma metodologia pa
ra resolver problemas de transferencia de calor em escoamentos
confluentes com geometrias arbitrarias, com o objetivo princi-
pal de resolver-se o problema da aplicagao das condigoes de
contorno nas fronteiras com entrada e saida de massa em siste-
mas nao-ortogonais. Agora esta metodologia e o esquema numeri-
co resultante sao ~tecstados resolvendo-se problemas bidi-
mensionais cuja sdlugﬁo e conhecida. Em seguida apre-
senta-se entdao os resultados obtidos na solucao do problema es
pecifico formulado no Capitulo 2, demonstrando-se a generali-

dade do método.

A série de testes comeca com a verificacao da exatidao
do c6digo computacional que, inicialmente, & testado resolven-
do-se um problema hidrodinamico bidimensional sem fluxo de mas
sa nas fronteiras. Trata-se do fluxo isotérmico em uma cavida-
de quadrada com a parede inferior em movimento. Compara-se ©0S
resultados obtidos com os de Milioli [4].

Em seguida o co6digo é_testado para resolver problemas hi
drodinamicos bidimensionais com entrada e saida de massa nas
fronteiras. Para este caso resolve-se a regiao de entrada em
um canal com o intuito de atingir-se dois objetivos. Primeiro,
conferir o desenvolvimento do perfil e, segundo, testar condi-
¢oes de contorno para a secao de saida. Para o teste do desen-
volvimento do perfil compara-se os resultados numéricos obti-
dos com os de Sousa § Hatton |5] e Abarbanel et al |[6]. Ja,
com relacdo ao teste da condicdo de contorno para a secao de
saida, o mesmo & realizado em duas etapas. Inicialmente, € ve-
rificado a influeéncia da condicdo de contorno da segdo de sal-
da sobre o escoamento a montante, utilizando-se tres diferen-
tes malhas ortogonais em fungio da posicao de localizagao des-



ta condigcao de contorno. Depols, Trealiza-se o0 teste para uma
mesma posigdo de localizagado da condicao de contorno de saida uti
lizando-se,porém,malhas nao-ortogonais e ortogonal para, desta
forma,verificar o comportamento da condigao de contorno utiliza
da,frente a grades ndo-ortogonais,na segao de saida. Feito os
testes da parte hidrodinamica do esquema numérico ora desenvol-
vido, introduz-se a equacdo da energia e testa-se a exatidao do
codigo,resolvendo-se problema de convecgao natural em cavidade
quadrada.Compara-se os resultados com os de Milioli |4

Com a metodologia e o esquema numérico devidamente testa-
dos resolve-se o problema de descarga de um jato em uma corrente
i temperatura mais baixa.Para este problema sao entao especifi-
cadas as condicOes de contorno e a grade sobre a qual o proble-
ma € resolvido.Inicialmente,resolve-se o problema utilizando um
dominio de solucgdao que permite obter o perfil completamenté de-
senvolvido,com o objetivo de verificar a conservagao da massa
global na saida pela integracao do perfil parabdlico calculado.
Em seguida, para verificar a influencia da malha utilizada na
solucao obtida, resolve-se o problema para diferentes grades,or
togonais cartesianas e nao-ortogonais. Para verificar a capaci-
dade do método em captar as regioOes de recirculacgdo apds a en-
trada do jato,resolve-se o problema para umnimero de Reynolds do
escoamento, constante e igual a 500 variando as relacgoes de va-
z3ao entre o jato e o escoamento principal. Finalmente, para ob-
servar os efeitos convectivos e condutivos, o problema €& resol-
vido para diversos valores do numero de Peclet do escoamento e
temperatura do jato.

7.2 - TESTE DO CODIGO COMPUTACIONAL

Nesta sec3o o codigo computacional sera testado. Co-
mo ja foi mencionado anteriormente 0 teste se dara
em etapas atraves da solucao de problemas bidimensionais cuja
solugdo & conhecida. Estes problemas e os testes relacionados
com 0s mesmos serao agora descritos em detalhes.

A - FLUXO ISOTERMICO EM UMA CAVIDADE QUADRADA

Como primeira etapa no processo de teste de um modelo &



conveniente fazer-se depuragao rigorosa do programa de compu-
‘tador para evitar erros de codificagao, faceis de ocorrerem,
considerando-se as inUmeras operagdes que um codigo deste ti-
po envolve. E importante salientar ainda que o teste deve ser
feito prevendo-se conferir nimeros, pois so assim se verifica
a exatiddao da codificagao do codigo computacional o que, por
exemplo, n3ao € possivel com resultados apresentados em grafi-
cos. Assim, resolve-se inicialmente problema identico ao resol
vido em |2| e |4] por se possuir os nimeros obtidos na solugdo
deste problema por estes pesquisadores.

O problema resolvido € o de fluxo isotérmico em uma ca-
vidade quadrada com a parede inferior em movimento, conforme
mostrado na Figura 33. A malha utilizada € nao-ortogonal 5x5
por ser exatamente para esta malha, apresentada na Figura 33,

que se dispoe de solucdo obtida por Maliska |2| e Milioli 4].
O fato da malha ser grosseira nao apresenta inconveniente al-
gum. O que se deseja €& apenas testar o codigo computacional. O
modelo, para este tipo de problema, ja foi testado por |2]| que
resolveu o problema para malhas bastante refinadas. Portanto ,
uma vez comprovada a exatidao do codigo estara comprovada a cor

reta codificagao deste codigo.|

O teste € executado para numeros de Reynolds iguais a
100 e 400, ou seja, tanto para o caso e€m que oS processos di-
fusivos sao predominantes (Re =100), como para o caso em que
0os processos convectivos predominam (Re =400). Os calculos nu-
méricos foram executados com E=2,5, sobrerelaxagao para a
solugao da equacao de Poisson w=1,2 e tolerancia € =1.0E - 05
no critério de convergencia para a pressao.

Os resultados obtidos para as velocidades adimensionais
u* e v* sao comparados aos de Milioli |4| nas Tabelas 1 e 2,
para Reynolds 100 e 400, respectivamente. As velocidades car-
tesianas u e v sao adimensionalizadas conforme as expressoes:

u/u (7.1)

¥
u -

v/u°°

V*

onde u_, € a velocidade na parede inferior. As velocidades u*
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Figura 33 - Caracteristicas geométricas e condigoes de
contorno para o problema de fluxo hidrodina-
mico em cavidade quadrada com parede infe-
rior movel.

sdo obtidas nas segbes CC e DD de linhas £ constantes e as ve °
locidades v* nas secoes AA e BB de linhas n constantes, defi-
nidas na Figura 34.

Inspecionando os resultados obtidos verifica-se que sao
exatamente iguais aos conseguidos por Milioli, tanto para
Re =100 quanto para Re = 400. Ha de se destacar que Milioli con
feriu o seu cddigo com Maliska apresentando os resultados em
4] . Portanto, a exatiddo do cédigo computacional quando a par
te hidrodinamica, sem fluxo de massa nas fronteiras, fica cla-
ramente comprovada € os resultados apresentados poderao ser-
vir para futuros usuarios desta metodologia depurarem os seus
programas. Contudo, para que isto seja possivel &€ necessario



Tabela 1 - Perfis de velocidade nas secoes AA, BB, CC e
DD da Figura 34 nara Re = 100,
onto 1 2 3 4 5
Secao
0,2938 0,1228 -0,0609 -0,1339 -0,1056
A :
0,2938 0,1227 -0,0609 -0,1338 -0,1055 | |4]
V*
0,2027 0,0664 -0,0513 -0,0848 -0,0402
BB
0,2027 0,0664 -0,0514 -0,0848 -0,0401 | |4}
-0,3802 -0,0139 0,1226 0,1340 0,0803
cC
-0,3801 -0,0138 0,1226 0,1340 0,0803 | |4]
u*
-0,3398 0,0226 0,1037 0,0994 0,0345
DD
-0,3398 0,0227 0,1037 0,0993 0,0345 | |4]
Tabela 2 - Perfis de velocidade nas secoes AA, BB, CC e
DD da Figura 34 para Re =400.
onto 1 2 3 4 5
Secao :
0,2324  0,0658 -0,0555 -0,0929 -0,0934
AA
0,2324 0,0658 -0,0555 -0,0929 -0,0933 | |4]
V*
0,1892 0,0410 -0,0410 -0,0751 -0,0660
BB
0,1891 0,0410 -0,0411 -0,0752 -0,0660 ||4]
-0,2551 20,0403 0,0535 0,0910 0,1047
cC
-0,2550 -0,0403 0,0534 0,0910 0,1047 ||4]
u*
-0,2154 | -0,0129 0,0359 0,0702 0,0693
DD
-0,2154 -0,0128 0,0359 0,0702 0,0693 |{]4]




-Figura 34 - Malha nao-ortogonal 5 x 5.

que se conheca exatamente os pontos (x,y) da malha nao-orto-
gonal 5 x 5 utilizada. Assim,na Tabela 3 s3o apresentados os
pontos adimensionais (x*,y*), adimensionalizados conforme as

expressoes:
X
xX* = = (7.3)
Dy,
y* = T‘Yﬂ (7.4)

onde Dh € a altura da cavidade quadrada.

Ainda com relagao a malha € importante frisar quc a mesma
pode ser gerada a partir das Equagocs(3.12) e (3.13) comas fun-
¢oes P(g,n) e Q(&,n), utilizadas para concentrar linhas coorde
nadas, iguais a zero.



Tabela 3 - Pontos (x*,y*) da malha ndo ortogonal 5x5.

~ COORDENADAS x*
~.0,0000 | 0,1000 f _0,2500.-[--0,4500 |--0,.7000-| -1,0000
0,0000 | 0,1416 | 0,3197 0,5304 | -0,7640- | 1,0000
0,0000 0,1730 0,3710 0,5844 0,7992 1,0000
0,0000_ 0,2008 | 0,4156.—--0,6288 |--0,8268-|—-1,000
~,0,0,0._,0‘.9,_‘_,#0_.,2__:3_.'3_8, _.0,4696. |- 0,6804—1--0,8584 -]|-—1,000
0,0000 0,3000 | 0,5500.-| 0,7500 | 0.9000 | 1,000
W—E@ORDENADAS y*
10,0000 00000 0,0000——050000—{—050600-4—050000
0,1000 0.1416 0rl130-—-072008~—m—07é358m-~w0;3000__‘
0.2500 | _0.3197 | 0,3710-)0.4156——0.4696—|—0.5500 N
10,4500 0.5308 o,ésidwm_mogségsn~_—og6804w»m»ow7500 B
0,7000 | 0,7640 | 0, 7992—--—078268—v~n078584w—~ 0,9000
1,0000 1,000 1,000 350000} —1,000——{--1,000

B - ESCOAMENTO EM UM CANAL.

Neste 1tem reallza se testes com 0. modelo para

resolver

problemas hidrodinamicos bidimensionais com entrada e saida de

massa nas fronteiras.

O problema utilizado para testes € o

do

escoamento em um canal, no qual ira se testar condigdo de con-

torno para a segao de saida e conferir o desenvolvimento

perfil.

do




Este problema € de especial interesse porque permite ve-
rificar se o modelo consegue detectar perfis de velocidade nao
puramente convexos na regiao de entrada. Conforme reclatado em
|6], este resultado -deve ser obtido sempre que os efeitos di-
fusivos forem predominantes no escoamento e a solucdo for obti
da a partir de modelos que utilizam as equacoes completas de
Navier-Stokes. '

A Figura 35 mostra o desenvelvimento do perfil de veloci
dades para o escoamento em um canal, utilizando uma malha car-
tesiana 9 x 27, uniforme em £ e concentrada junto as paredes. A
solucao foi obtida para um numero de Reynolds igual a 20, po-
dendo-se verificar claramente que o meétodo detecta a existén-
cia de perfis ndo puramente convexos na regido de entrada. Re-
sultados analogos aos aqui apresentados foram encontrados por
Sousa § Hatton |5]| e Nogueira |22].
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Figura 35 - Perfis de velocidade para o escoamento em

um canal.

Verificada a exatidao no desenvolvimento do perfil pas-



sou-se ao teste da condigdao de contorno para a secdo de saida.
Primeiramente, resolveu-se o problema do canal com o- objetivo
de verificar a influéncia da condigdo de contorno da secdo de
saida sobre o escoamento a montante, utilizando-se trés dife-
rentes malhas ortogonais em funcdo da posigdo de localizagio da
condigao de contorno de saida, para Re = 50, . _

Caso A - O canal tem comprimento. X = 0.288, comprimento
suficiente para se atingir o perfil completamen
te desenvolvido. Malha utilizada 9 x 27.

CasoB - O canal tem comprimento X =0.072. Malha 9 x 19.

CasoC - O canal tem comprimeiro X=0.072 e pequena con-
centracao de malha na fronteira de saida. Malha
9 x 21.

Estas posicoes de calculo e os perfis de velocidade ob-
tidos para os Casos A, B e C sdo apresentados na Figura 36. Pa
ra maior clareza apresenta-se ainda, na Tabela 4, as velocida-
des adimensionais u/u, em funcdo do comprimento do canal tam-
bem para os Casos A, B, e C; onde u é a velocidade na entrada
do canal.

Analisando os resultados apresentados na Tabela 4 obser-
va-se que o erro decorrente da aplicacdo da condicao de deriva
da nula para as velocidades contravariantes, em uma posicgao
em que o verfil ndo esta plenamente desenvolvido, & sensivel -
mente menor a medida que se afasta desta posigao. Isto vem de-
monstrar que esta condigao de contorno pode ser perfeitamente
utilizada, mesmo em uma posicdo em que o perfil ndo esteja ple
namente desenvolvido, sem prejuizo dos resultados, sempre que
a regiao de interesse nido for aquela na qual a condicio foi
assumida. Este erro pode ser diminuido ainda mais caso se uti-
lize uma grade de maior resolucdo na fronteira onde este tipo
de condigao de contorno € aplicada. Isto pode ser observado
com os resultados do Caso C. F importante salientar ainda que
os testes aqui realizados confirmam o que ha muito se faz

(utilizagao de derivada nula) cm problemas com saida dc massa




do dominio de calculo.
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Figura 36 - Posicao de calculo e perfis de velocidade pra

ra os casos A, B e C.

‘Tabela 4 - Velocidades adimensionais u/u em funcio do
comprimento do canal.
X=0.072 X=0.056
Y
A B C A B C

0,05 0,348 0,370 0,368 0,380 0,389 0,388
0,15 0,874 0,902 0,899 0,923 0,935 0,934
0,25 1,170 1,179 1,178 1,180 1,183 1,183
0,35 1,288 1,270 1,272 1,256 1,248 1,249
0,50 1,322 1,279 1,282 1,262 1,245 1,245




X=0.032 X=0,016

A B C A B B

0,05 0,528 0,531 . 0,530 0,761 0,762 0,762
0,15 1,033 1,035 1,035 1,066 1,067 1,066
0,25 1,155 1,155 1,155 1,077 1,077 1,077.
0,35 1,154 1,152 1,152 1;055 1,055 1,055
0,50 1,130 1,127 1,127 1,040 1,039 1,039

O teste realizado mostrou, portanto, que a condigao de
contorno utilizada apresenta bons resultados para uma grade or
‘togonal, mesmo em uma posicao em que o perfil n3o esteja com-~
pletamente desenvolvido. E necessario, contudo, verificar o
comportamento do modelo para a condigcao de contorno aplicada
em uma secao de saida em que a grade nio seja ortogonal. Para
este teste utilizou-se as malhas da Figura 37, sendo uma delas
ortogonal 9x17, e duas nao~ortogonais, uma 9x 22, e outra
9 x 21, para um mesmo dominio de solugdo e Re = 50,

Os resultados obtidos para estas malhas 's3o apresentados
na Tabela 5. Analisando esta Tabela observa-se que as velocida
des adimensionais u/u a montante sdo exatamente as mesmas in
dependente da malha utilizada a jusante. Este fato vem corro-
borar o que foi afirmado no capitulo anterior, isto &, basta
que as linhas coordenadas n estejam alinhadas com as linhas de
fluxo, nao importando a distribuicd3o de linhas coordenadas £
na malha. Este resultado era de se esperar jia que o escoamen-
to € feito unidimensional e sdo as componentes contravariantes
U que transportam massa através das linhas coordenadas £. As-
sim, verificou-se que o fato da grade nao ser ortogonal na se-
¢ao de saida ndo traz inconveniente algum, desde que se tenha
um pouco de cuidado, procurando alinhar as linhas coordenadas
£ ou n com as linhas de fluxo. A fisica do problema nos da in-

formagoes de como construir a- malha adequada.
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Tabela 5 - Velocidades adimensionais em funcdo da malha
utilizada

X=0.120 X=0.088

1 2 3 1 2 3

0,05 0,318 0,318 0,319 0,336 0,336 0,336
0,15 0,811 0,812 0,812 0,848 0,848 0,848
0,25 1,141 1,141 1,142 1,158 1,157 1,158
0,35 1,318 1,317 1,317 1,300 1,299 1,300
0,50 1,412 1,410 1,410 1,358 1,358 1,358

X=0.056 X=0.024

0,05 0,388 0,388 0,388 0,636 0,636 0,636
0,15 0,924 0,924 0,924 1,051 1,051 1,051
0,25 1,173 1,173 1,173 1,120 1,120 1,120
0,35 1,252 1,251 1,252 1,107 1,107 1,107
0,50 1,263 1,263 1,263 1,086 1,086 1,086

Pode-se concluir, portanto, que o modelo € eficiente na
solugao de problemas hidrodinamicos bidimensionais com fluxo
de massa nas fronteiras e que a condicao de derivada nula pa-
ra as velocidades contravariantes na secao de saida apresenta
bons resultados desde que a fisica do problema seja respeitada
com escolha adequada da grade e do dominio de solucdo. Maiores
detalhes com relagao a esta escolha serao vistos quando da so-
iugio do problema de escoamento confluente com . transferéencia

de calor.

C - CONVECGCAO NATURAL




Uma vez realizados os testes com relacao a parte hidro-
dinamica do modelo basta agora, t3o somente, verificar a exati
dao do codigo computacional quanto a solugdo de problemas de
escoamentos com transferéencia de calor.

O problema utilizado para teste € o da conveccao natural
em uma cavidade quadrada principalmente por se possuir ¢s nu-
meros obtidos por Milioli |4| na solucdo deste problema. Con-
forne ja mencionado, s6 a confrontacao direta dos nlmeros obti
dos pode garantir que a codificagdo do codigo computacional es
teja correta. Outro ponto a considerar € o de que o problema
da conveccao natural constitui-se em um problema de uma com-
plexidade bem maior na sua solucao do que o problema da convec
cao forcada. Na conveccdo natural a equagao da energia esta a-
coplada as demais equacoes, ja que o gradiente térmico impos-
to ao dominio, em combinacdo ccm a ag3o do campo gravitacio-
nal, faz surgir forcas de flutuacao que aparecem nas equacgoes
do movimento. Isto nao acontece na convecgao forgada onde a
equacao da energia € completamente desacoplada das demais.

Assim, resolve-se o problema da conveccao natural lami-
nar bidimensional em uma cavidade quadrada com as paredes ver-
ticais isotérmicas a temperaturas diferentes, e as horizontais
termicamente isoladas, conforme mostrado na Figura 38. A ma-
lha utilizada & nZ3o ortogonal 5x5, apresentada na Figura 34;
a mesma que foi utilizada para o teste hidrodinamico sem flu-
xo de massa nas fronteiras.

Novamente o fato da malha ser grosseira nao apresenta in
covenientes pois o modelo, para este tipo de problema, ja foi
testado por |4| que resolveu o problema para malhas bastante
refinadas e comparou os seus resultados aos de De Vahl Davis
|23}, observando muito boa concordancia. Acrescente-se que a so
lugdo de De Vahl Davis, em funcgdo de sua precisdo, foi utiliza
da como '"solugao de referéncia' no trabalho comparativo que De
Vahl Davis § Jones [24] realizaram entre varios modelos numéri
cos desenvolvidos por varios autores. Logo, csta concordincia
verificada por |4| demonstra que o modelo aqui utilizado - é
bastante eficiente na solucdo de problemas de convecgdo  natu
ral laminar em cavidades fechadas.



¢
SIS LS IS LSS S LSS S
U=vaO
-1
oY

Ra: Q,ED%(TO'T") G
<77V 2

Figura 38 - Caracteristicas geométricas e condigdes de
contorno para o problema da convecgao natu-

ral laminar em cavidade quadrada.

"Para tornar o codigo computacional apto a resolver pro-
blemas de escoamentos com transferencia de calor foi introduzi
da a equacgao da energia no modelo. Como neste teste & resolvido
um problema de convecgao natural,foi introduzido ainda nas
equacoes de movimento, o termo forga de corpo resultante das
forcas de flutuag@o atuantes no dominio. Para o problema aqui
resolvido somente a equacao de movimento para v, Equacao(2.3),
sofreu alteragao, pois alinhou-se o eixo y com a diregao gravi
tacional. 0O termo fonte SV, resultante da modelagem das forgas
de flutuacao através da aplicagdao da aproximacao de Boussinesq,
introduzido na Equaclo (2.3), € dado por

sV = 5gB(T-T) (7.5)

onde p € o valor médio da massa especifica no dominio, B & o



coeficiente de expansao volumetrica determinado para temperatu
ra T que, por sua vez, € a média aritmética entre as tempera-

turas To e Tl'

Uma outra alteracdo & com relacdo ao algoritmo de  solugdo
descrito na Segao (5.5) .Como agora as equagaes sao todas eclas aco
pladas, o que pode ser facilmente observado pela simples anélg
se da Equacao (7.5), € necessario que depois do passo (9) se
volte ao passo (2), pag. 46, até que uma tolerancia de conver-
géncia seja atingida.

Maiores detalhes com relacao ao procedimento de solugdao de
problemas de conveccao natural em cavidades fechadas podem ser

encontrados em |[4].

O teste € executado para numero de Prandtl igual a 0,71,

- - - - - - 3
caracteristico do ar, e numeros de Rayleigh 1iguais a 10 e

5 . , . .
107, ou seja, tanto para o caso em que oS processos difusivos

- . P
sao dominantes (Ra=10") como para o caso em que 0OS pProcessos
. . 5 - - .

convectivos predominam (Ra =10"). Os calculos numéricos foram
executados com E=2,5, sobrerelaxacao para a equacao de Pois-
son wW=1,5 e tolerancia € =5.0E - 05 no critério de convergen-

cia para as velocidades cartesianas u e v.

E necessario ainda uma subrelaxacao no termo forgas de
flutuacao das equacoes de movimento para evitar um processo de
convergéncia lento ou mesmo divergéncia, sendo utilizado um
fator 0,7.

Os resultados obtidos para as velocidades adimensionais
u* e v* sao comparados aos de Milioli |4| nas Tabelas 6 e 7,pa
ra Rayvleigh 103 e 105, respectivamente. As velocidades carte -
sianas u e v sao adimensionalidas conforme as expressoes

ubD

h .
u* = — (7.6)
v D
_ h
v* = "_E;— (7.7)

onde Dy € a altura da cavidade e ap a difusividade térmica. As
velocidades u* sao obtidas nas segoes CC ¢ DD de 1li-

nhas & constantes e as velocidades vVv* nas secoes AA €



Tabela 6 - Perfis de velocidade

secoes AA, BB, CC e

DD da Figura 34 para Rar=103.
Ponto
Secho 1 2 3 4 5
3,152 3,072 0,279 -2,998 -3,998
A
3,152 3,072 0,279 -2,998 -3,998 | |4]
V*
3,999 2,998 -0,278 -3,070 -3,154
BB - v
3,999 2,998 -0,278 -3,071 -3,154 | 4]
-3,194 -3,013 -0,271 2,896 4,121
cc :
-3,194 -3,013 -0,271 2,896 4,120 | |4
u* :
-4,120 -2,896 0,269 3,011 3,195
DD
-4,120 -2,896 0,269 3,011 3,195 | 4]
Tabela 7 - Perfis de velocidade nas secoes AA, BB, CC e
' DD da Figura 34 para Ra = 10°
onto ,
M 1 2 3 4 5
Secao
61,35 7,41 2,75 -3,91 -70,15
AA
61,35 7,40 2,74 -3,91 -70,15 | |4
V.*
70,16 3,90 -2,74 -7,38 -61,33
BB
70,16 3,89 -2,74 =738 -61,33| |4]
-49,72 -21,03 -4,13 16,85 53,89
cc
-49,72 -21,03 -4,13 16,84 53,90 | 4]
u*
-53,88 -16,86 4,08 21,01 49,71
DD
-53,88 -16,85 4,08 21,01 49,721 14|




BB de linhas n constantes, definidas na Figura 33.

Também para este caso, os resultados aqui obtidos sao
iguais aos de Milioli [4]|, conforme pode ser verificado atra-
vés de analise das Tabelas 6 e 7. Assim, a exatidao do codigo
computacional quanto a intruducao da equagao da energia e so-
lucao de problemas de convecgao natural em cavidades fechadas

fica também comprovada.

Uma vez que todos os testes foram realizados e, os resul-
tados demonstraram a exatidao do c6digo computacional pode-se
agofa resolver o problema do escoamento confluente com transfe-
réncia de calor, apresentando-se os resultados a seguir.

7.3 - RESULTADOS PARA O PROBLEMA DE ESCOAMENTO CONFLUENTE COM
TRANSFERENCIA DE CALOR '

Nesta secao sao apresentados os resultados obtidos na so-
lucao do problema do escoamento confluente com transfereéncia de
calor, utilizando-se a geometria e condigoes de contorno apre -
sentadas na Figura 39.
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Figura 39 - Geometria e condig¢oes de contorno do problema
do escoamento confluente com transferencia de
calor.

Os resultados foram obtidos sobre as grades ortogonais e
nao ortogonais apresentadas nas Figuras 40 a 45, para lI/D=12 ,
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L/D=8 e C/D=126.

E importante observar que, para as grades nao-ortogonais
utilizadas, a localizacao de entrada fos fluxos de massa e ca-
lor assume uma configuracao especial no plano transformado, con
forme mostrado na Figura 46. O mesmo nao ocorre para as grades
ortogonais, em que a localizagao de entrada dos fluxos de mas-
sa e calor permanece inalterada quando da mudanca de dominio de

solucao, conforme mostrado na Figura 47.
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un

- Figura 46 - Localizacao de entrada dos fluxos de massa e
calor no plano transformado para as grades
nao-ortogonais.

Em funcao disto as equagoes adicionais para a temperatu-
ra, apresentadas no Apendice B, siao obtidas para a configuraciao
apresentada na Figura 46. Observe-se, contudo, que as equagoes
obtidas para as grades ortogonais sao semelhantes aquelas obti-
das para as grades nao-ortogonais, sO0 que em posicoes diferen-
tes.

Para a solugdao do problema utilizou-se, inicialmente, um
dominio de solugdo que permitisse o desenvolvimento completo do
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. Figura 47 - Localizacao de entrada dos fluxos de massa e
calor no plano transformado para as grades
ortogonais.

perfil, com o objetivo de verificar a conservacdo da massa glo-
bal na saida, pela integracao do perfil parabdlico calculado.
Para este teste utilizou-se um namero de Reynolds do escoamen-

to, Re g .» igual a 20 e relagao de vazao, N, igual a 4, onde:
Re = 4. u=(uH+v_D)/H
esc v (7.8)

N = Qp/Q;+ Qr=uxsts Qy=vyD; Qp=Qp+Qy

Em seguida, com o objetivo de verificar a influencia da
malha utilizada na solugao obtida, resolveu-se o problema utili
zando as malhas mostradas nas Figuras 40 a 45, para diferentes
numeros de Peclet do escoamento e uma relagio de vazdo constan-
te e igual a 7.5 com namero de Prandtl constante e igual a 6,90.
0 numero de Peclet & definido como

Pe = LUl (7.9)
%




Quando T° =y o nimero de Peclet se iguala ao nlmero de

Reynolds do escoamento, enquanto que para F¢ = temos o nume-

c

ro de Peclet propriamente dito, p
Pe = Reesc Pr (7.10)
onde
C

P = _“.EP_ (7.11)

que aparece nas Figuras 48 a 69 que apresentam os resultados.
Esta definicdo & importante porque permite definir o nimero de
Peclet da malha, tanto para a transferéncia de quantidade de
movimento quanto para a transferencia de calor. '

Para verificar esta influencia compara-se oOs resultados
obtidos sobre as grades ortogonais e nao-ortogonais em uma posi
¢d3o a partir da qual a gréde nao-ortogonal € feita  ortogonal.
Esta posicd@o corresponde a C/D =13 para a velocidade e C/D=14
para a temperatura. Os pontos de velocidade e temperatura sao
pontos coincidentes para as duas malhas.

Os perfis adimensionais de velocidades e temperaturas ob-
tidos sao apresentados nas Figuras 48 a 69, onde

u* = = (7.12)
u
T‘-Tl
* =
? T, =T, (7.13)

sendo T1 e TZ’ respectivamente, as temperaturas de escoamento
principal e do jato quente, e u a velocidade média do escoamen-

to.

Uma analise dos perfis apresentados permite verificar que,
para escoamentos em que os efeitos difusivos sao completamente
~ dominantes, como de numero de Peclet igual a 20, os perfis de
velocidade (Figura 48) tanto quanto os de temperatura (Figura
49) sao praticamente iguais para as duas malhas 10 x 34. Aumen -
tando-se a velocidade do escoamento, ou seja, o ''peso' dos efel
tos convectivos, verifica-se que esta igualdade deixa de ocor-
rer. Assim, para Peclet igual a 100 verifica-se que os resulta-



dos sao bastante bons, mas nao coincidentes para as malhas 10x
34 (Figuras 50 e 51). Refinando-se as malhas verifica-se, contu
do, que ocorre uma coincidéncia entre os perfis de velocidade
(Figura 52) e, embora nao se verifique o mesmo para os perfis
de temperatura (Figura 53), os resultados também sao muito

bons.

Ja para escoamentos em que os numeros de Peclet sao altos,
nos quais os efeitos convectivos sao dominantes com relagao aos
efeitos difusivos, nado se verifica mais coincidéncia entre os
perfis obtidos com as malhas ortogonais cartesianas com relacao
aqueles obtidos com malhas ndo-ortogonais, tanto para a veloci-
dade quanto para a temperatura, mesmo para malhas refinadas (Fi
guras 54 a 69). Para estes casos verifica-se que as informagoes
da velocidade e da temperatura, nas solucgOes obtidas com as ma-
lhas nao-ortogonais, se propagam mais rapidamente na direcao x
junto a parede prOxima a entrada do jato,‘caracterizando uma
menor difusdao na direcgao y. Verifica-se ainda que este efeito
€ mais pronunciado quanto maior & o numero de Peclet do escoa -
mento (Figuras 62, 63, 66 e 67) e que, no escoamento com ndamero
de Peclet igual a 690 (Figuras 54, 55, 58 e 59), o efeito € bem
mals pronunciado para as temperaturas (Figuras 58 e 59).

Esta diferenca, nos resultados obtidos com as malhas nao-
ortogonais cartesianas, pode ser creditada aos efeitos da falsa
difusdo |[17|, uma vez que, para estes casos, os numeros de Pe-
clet das células sao bem maiores que 2, tanto para a velocida-
de quanto para a temperatura. E com relacao a temperatura, este
numero de Peclet da célula & maior ainda, jd que o nimero de
Prandtl é igual a 6,90, ou seja, o "peso" da relacdo convecgao/
difusao para a transferencia de calor € 6,90 vezes maior que o
"peso' da relacdo conveccao/difusdo para a transferencia de
quantidade de movimento. Assim, & de se esperar que a difusao
numérica seja bem maior para a temperatura. Os resultados pare-
cem demonstrar este fato. Além disto, & de se esperar que este
efeito seja bem menos pronunciado nas solucoOes obtidas com as
malhas nao-ortogonais, uma vez que nestas malhas procurou-se a-
linhar as linhas coordenadas com as linhas de fluxo ao longo de
todo o escoamento. Os resultados parecem demonstrar também este
fato. |



Logo, um resultado importante que se obteve &€ quanto a
conveniencia em se utilizar malhas em que as linhas coordenadas
estejam alinhadas com as linhas de fluxo em todo o escoamento,
como maneira de se minorar os efeitos da falsa difusao, isto e,
da difusdo numérica. Destaque-se que uma malha semelhante aque-

las aqui utilizadas foi utilizada em |31

Qutro ponto importante a observar € a menor influéncia
do refino de malha nos resultados obtidos para as malhas orto-
gonais cartesianas (Figuras 57, 61, 65 e 69) com relacao aque-
les obtidos para as grades nao-ortogonais (Figuras 56, 60, 64 e
68), o que por sua vez, implica em uma maior diferenca entre os
resultados obtidos para as malhas 15 x50 e entre aqueles obti-
dos para as malhas 10 x 34, principalmente para a temperatura(Fi
guras 58, 59, 66, 67). Esse resultado também era de se espe-
rar, uma vez que o refino das malhas nao-ortogonais confere uma
configuragao bastante diferente a malha (Figuras 40, 42, 44), o
que nao se verifica nas malhas ortogonais cartesianas (Figuras
41, 43, 45). Estes resultados parecem indicar ainda que para as
malhas n3o-ortogonais utilizadas tambem ocorre falsa difusio,
embora de maneira menos pronunciada que para as malhas ortogo-
nais cartesianas e que, mesmo para as grades nao-ortogonais
quanto mais refinada a grade, menores serao os efeitos da di-
fusdo numérica. Este fato parece demonstrar que as linhas coor-
denadas nao estao perfeitamente alinhadas com as linhas de flu-
Xo0. Acrescente-se que a procura deste alinhamento perfeito nao
foi objeto desta dissertacao.

Para demonstrar mais claramente a influéncia da malha nas
solugoes obtidas, apresenta-se os resultados para as malhas or-
togonal e nao-ortogonal 15 x 50, para outros pontos coincidentes
das duas malhas, indicados nas Figuras 44 e 45. E importante
destacar, contudo, que esta analise & prejudicada pela nido coin
cidencia dos pontos quanto a sua localizacdo nos volumes elemen
tares das duas malhas. Assim, foi necessario utilizar-se médias
ponderadas para obter os resultados para as tempmeraturas e velo
cidades adimensipnais, respectivamente, T* e ﬁ*, para a malha
ortogonal cartesiana (Figura 45). Em funcao disto, apresenta-se
os resultados somente para o escoamento com numero de Peclet
igual a 690.
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Figura 48 - Perfis de velocidades adimensionais para ma-
lthas 10 x 34 e Pe = 20.
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Figura 49 - Perfis de temperaturas adimensionais para ma-
lhas 10 x 34 e Pe =20, '
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Figura 50 - Perfis de velocidades adimensionais para ma-
lhas 10 x 34 e Pe =100.
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Figura 51 - Perfis de temperaturas adimensionais para ma-
lhas 10 x 34 e Pe =100.
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Figura 52 - Perfis de velocidades adimensionais para ma-
lhas 15 x50 e Pe =100.
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Figura 53 - Perfis de temperaturas adimensionais para ma-
lhas 15x 50 e Pe =100,
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Figura 54 - Perfis de velocidades adimensionais para ma-
lhas 10 x 34 e Pe = 690. '

GRADE NAO-ORTOGONAL

——— GRADE ORTOGONAL CARTESIANA

1 1 1

0.0

0.5 1.0 o 1.5

Figura 55 - Perfis de velocidades adimensionais para ma-
lhas 15x 50 e Pe =690.
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Figura 56 - Perfis de velocidades adimensionais para ma-
lhas nao-ortogonais e Pe = 690.
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Figura 57 - Perfis de velocidades adimensionais para ma-

lhas ortogonais cartesianas e Pe = 690.
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Figura 58 - Perfis de temperaturas adimensionais para ma-
lhas 10x 34 e Pe = 690.
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Figura 59 - Perfis de temperaturas adimensionais nara ma-

lhas 15x 50 e Pe = 690,
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Figura 60 - Perfis de temperaturas adimensionais para ma-
lhas nao-ortogonais e Pe =690.
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Figura 61 - Perfis de temperaturas adimensionais para ma-

lhas ortogonais cartesianas e Pe =690,
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Figura 62 - Perfis de velocidades adimensionais para ma-
lhas 10 x 34 e Pe =2760.
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Figura 63 - Perfis de velocidades adimensionais para ma-
lhas 15x 50 e Pe =2760.
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Figura 65 - Perfis de velocidades adimensionais para ma-

lhas ortogonais cartesianas e Pe = 2760.
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Figura 67 - Perfis de temperaturas adimensionais para ma-

lhas 15x50 e Pe =2760,
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Figura 69 - Perfis de temperatura adimensionais para ma-
lhas ortogonais cartesianas ¢ Pe = 2760.



Os resultados sac apresentados nas Tabelas 8 e 9 verifi-
cando-se uma diferenca significativa entre os resultados obti-
dos com as duas malhas, principalmente para a temperatura. Uma
analise mais detalhada permite verificar que os resultados apre
sentados reforcam a tese da ocorréncia da falsa difusao, com
uma acentuada difusao de calor e quantidade de movimento na di-
recao y, para a malha ortogonal cartesiana.

Convém ressaltar que o fato da malha ser ortogonal carte-
siana ou nao-ortogonal nao interfere significativamente no tem-
po de computacao. A diferenca, para mais ou menos varia com o
numero de Peclet do escoamento, sendo que, para os problemas re
solvidos,ndo foi possivel estabelecer uma relacio.Destaque-se ain-
da que o tempo de CPU, utilizando computador IBM 4341 ,para as malhas
15x50,0scila em torno de 31 min para Pe = 100 , 28 min para Pe = 690 e
26 min para Pe = 2760 e, para as malhas 10x34, oscila em torno de
9,30 min para Pe =100, 9 min para Pe =690 e 8,30 para Pe = 2760.

Procurando verificar a capacidade do método em captar as
regioes de recirculacao apds a entrada do jato, resolveu-se o)
problema para um nimero de Reynolds do escoamento constante

igual a 500, variando as relacoes de vazao N.

A Figura 70 apresenta os vetores velocidade obtidos para
as relacoes de vazao N=3, 6, 9 e 12 sobre a malha ndo-ortogo-
nal 10 x 34. A utilizacao desta malha & decorrente da dificulda-
de em representar-se os vetores velocidade v para uma malha mais
refinado. Destaque-se, contudo, que o objetivo proposto nao foi
prejudicado, observando-se que as regioes de recirculacgao sao
fisicamente consistentes, tornando-se maiores com o aumento da
velocidade do jato. Os '"<" representam velocidades muito bai-
xas que nao foram possiveis indicar através de setas.

Finalmente, para observar os efeitos convectivos e condu-
tivos a montante da entrada do jato, resolveu-se o problema pa-
ra diversos valores de Peclet do escoamento e temperatura do ja
to. A Figura 71 apresenta resultados para diferentes numeros de
Peclet, obtidos para N constante e igual a 7,5 com temperaturas
- de jato quente iguais a 30 e 50°C e escoamento principal a
20°C. Neste caso o Re foi alterado, justamente para mostrar

esc
o efeito do aumento da convecgao sobre a condugao. Observa-se



labela 6 - velocldades adimeénsionalis u”™ nas posigoes das
malhas das Figuras 44 e 45 para Pe = 690.

POSICAO GRADE NAO-ORTOGONAL GRADE ORTOGONAL CARTESIANA

A 0,901 0,915
B 0,933 _ . 0,980
C 0,983 1,032
D 1,037 1,065
E 1,092 1,105
F 1,142 1,152
G 1,194 1,203
H 1,220 1,240
I 1,237 | 1,248
J 1,253 1,232
K 1,229 1,163
L 0,937 0,924
M 0,525 0,525
N 0,115 0,181
0 -0,004 -0,010

Tabela 9 - Temperaturas adimensionais T* nas posigoes das
malhas das Figuras 44 e 45 para Pe = 690.

POSICGAO GRADE NAO-ORTOGONAL GRADE ORTOGONAL CARTESTANA

1 0,000 0,000
2 0,000 0,000
3 0,000 0,000
4 0,000 0,000
5 0,000 0,000
6 0,000 0,000
7 0,000 0,005
8 0,000 0,038
9 0,003 0,139
10 0,084 , 0,252
11 0,521 0,458
12 0,877 - 0,707
13 0,956 0,866
14 0,977 . 0,950

15 0,977 0,944
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s A mirmg

que o comportamento fisico esperado & obtido, onde vemos um au-

mento da temperatura a montante e uma diminuig¢do 3 jusante com

a diminuicdo do nimero de Peclet.

©
5o (°C)
. —_ T T
———— Pz 20 ~
Pe s 50 . 7
———— Pe =100
40}
304
Temp. do jato * 30°C
20
1 1 2 i L ' )i 'l

1 2 3 4 5 6 7 -8 .9 10
Pontos mostrados na fig.40

"Figura 71 - Temperaturas nas posicoes da grade da Figura
40 para N=7,5.

Uma analise dos resultados apresentados na Figura 71,

permite verificar que o dominio de solucao utilizado a

montante da entrada do jato foi suficiente para que os e-

feitos da conducgao nao alterem as condigOes de contorno utiliza
das.




CAPITULO 8

CONCLUSOES E RECOMENDACOES

‘8.1 - INTRODUCAO

Como resultado da realizacdao deste trabalho obteve-se um
modelo numérico genérico, bidimensional, para a solugdo de pro-
blemas de convecgao forcada, em geometrias arbitrarias. O desen
volvimento deste modelo, por sua vez, permitiu que se obtivesse
uma previsao quanto aos efeitos causados por um jato quente que
penetra em um escoamento em fluxo cruzado.

O objetivo maior, contudo, foi o de estabelecer-se condi-
coes de contorno nas fronteiras com entrada e saida de massa e
generalizar-se a aplicacao destas condigoes de contorno em pro-
blemas bidimensionais utilizando sistema generalizado de coorde
nadas. E neste sentido verificou-se que a utilizagao das veloci
dades contravariantes, na especificacao das condigoes de con-
torno na secao de saida do escoamento, confere grande versati-
lidade e generalidade ao modelo desenvolvido.

8.2 - CONTRIBUICOES DESTA DISSERTACAO

Acredita-se que o desenvolvimento deste trabalho tenha
contribuido principalmente no estabelecimento e generalizacgao
das condigoes de contorno na secdo de saida de escoamentos bi-
dimensionais em geometrias arbitrarias. Outras contribuicdes de
correntes do desenvolvimento deste modelo numérico, bidimensio-
nal, para a solucao de problemas de conveccao forcada em geome-
trias arbitririas podem ser citadas:

a) Possibilidade de utilizacdao de uma grade que permite
minorar os efeitos da falsa difusao nos problemas de

escoamentos confluentes.

b) Teste do metodo PRIME, utilizado para resolver o aco-
plamento pressao-velocidade, para condicao de fluxo de



massa nas fronteiras, utilizando sistemas curvilineos
generalizados. .

8.3 - RECOMENDACOES PARA FUTUROS TRABALHOS

Varios sao os trabalhos que poderao ser realizados nesta

linha de pesquisa, apresentando-se a seguir algumas sugestoes:

a)

b)

c)

A introducao de modelagem que permita abranger os ca-
sos em que os escoamentos sao turbulentos. A expansao
do modelo apresentado, para abranger estes casos, e
de significativo interesse devido a grande ocorreéncia
destes escoamentos nas situagOes praticas de engenha-
ria.

A introducao do efeito tridimensional, ou as equagoes
médias na profundidade, para se levar em consideracdo
os efeitos dos leitos irregulares de rios e estuarios,
e, introducao do efeito da convecgao natural que possa
estar ocorrendo na superficie livre destes escoamen-
tos.

A realizacao de trabalhos numéricos para verificar o
comportamento do modelo quanto a nao-ortogonalidade,a-
través da utilizacdo de malhas altamente distorcidas.
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APENDICE A

COEFICIENTES PARA A EQUACAO DE PRESSAO PARA
VOLUMES DE CONTROLE DA CONTINUIDADE NA FRONTEIRA

A.1 - INTRODUCAO

Neste apendice apresenta-se os coeficientes para a equa-
cao de pressao para volumes de controle da Continuidade situa -
dos nas fronteiras. Conforme ja foi visto, de acordo com a meto
dologia adotada as condicoes de contorno ficam automaticamente
incorporadas as equagOes através de seus coeficientes, fazendo
com que os mesmos sejam diferentes daqueles para os elementos

internos.

Para o problema de interesse desta dissertacao estes coefi-
cientes s3o fungao de dois tipos de condigoes de contorno: flu-
xo de massa prescrito e derivada nula para a componente contra-
variante '"U" do vetor velocidade. Os procedimentos para incorpo
rar estas condicoes de contorno também ja foram vistos e  aqui
sao apresentadas somente as expressoes dos coeficientes nas
fronteiras que sofrem alteracao com relacao aqueles obtidos pa-
ra as celulas internas. Os coeficientes que desaparecem e 0s
que permanecem inalterados sao apenas indicados. Apresenta-se
ainda os termos fonte que agora envolvem o gradiente de pressao
na fronteira.

A Figura A.1 mostra os 9 tipos de volume de controle en-

volvidos juntamente com as condigoes de contorno para a veloci-

dade no vplano transformado. E importante salientar que o)
fato de o fluxo de massa ser igual a zero nos contornos soli-
dos, nao altera as expressoes dos coeficientes destas frontei -
ras com relacdao aquelas em que o fluxo de massa &€ diferente de
zero, pois nao deixa de ser um fluxo de massa prescrito.

Para o elemento interno denotado por "I", as expressoes
para os coeficientes e termo fonte estdo listados no Capitulo

5. Contudo, convém lembrar que a expressido para obtencao de Ap



para qualquer elemento do dominio &

Ap = Ae * An * As * Aw * Ane * Anw * Ase * Asw (A.1)
PAREDES SOLIDAS
U
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Figura A.1 - Tipos de volume de controle para a Continui-
dade e condicoes de contorno para a velocida
de no plano transformado.

A.2 - LISTAGEM DOS COEFICIENTES E TERMOS FONTE

A - ELEMENTO L

Ay = (O, =) - (=, (A.2)
P p



= Y _ B B
AS (AV )S (W)S + ( AU )e (A°3)
p p p
B = V.V + (K)o - (K (A.4)
- onde
APfB _
KV = —EXV—— (A.5)
P
e APf representa o gradiente de pressao na fronteira,dado pe
la Equacao (5.34).
B - ELEMENTO B
A = A = A =0
s SW se
A, A, A -+ inalterados
n nw ne
- o 8 - 8
Ag (KU_)e * (4AU Je (4AV )n (A.6)
P p P
= o B8 B
Ay (AU Jw ( AU Jw ¥ (ZXV")n (A.7)
P P P
Y
B = V.V + (Ky), - (Kl (A.8)
onde
APfB '
Ky = —b— (A.9)
2A :
P
C - ELEMENTO T
An = Ane = Anw =0
Ags Ages Agy~ inalterados.



Ay = (B, v B - (=B (A.10)
A 4A 4A, ©
P P P
A, = G - = =5, (A.11)
AP 4AP 4AP
PS
B = V.V + (X, - (Kydg (A.12)
D - ELEMENTO LB
As=Ase=Asw=Aw=Anw=0
Ane > 1inalterado
A = (%) o+ (—By - (& (A.13)
e AU 7e  FU7e  Vn
P P P
_ Y ‘ B _ B
Al (Xv_)n * (4 v)e = ¢ U )e (A.14)
P P P
Y
B = V.V - (Kp)e - (Ky)p (A.15)
E - ELEMENTO LT
An = Ane = Anw = AW = Asw =0
A + inalterado
se
= (& g - (B
A, (AU )e + (ZKV_)S (4AU e (A.16)
P P P
A = (%) - (—8y + B (A.17)
[ AV S 4AV S 4AU e
p P P

B o= vV - (ke * (K - (A.18)



F - ELEMENTO RB

A

SW

A

A

€

(5]

1l
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1]

Ane - Ase = As =
B
(—)n
4Ap
A
)n n
—E
V ’n
4Ap
x
V.V - (Ky)p
Ane = ASG - An =
B
- (—y)
4Ap S
B
(Y + )
vV ’S VvV ’s
Ap 4Ap
B
- ( v )s
47,
*
V.V o+ (Ky)g
A =A _ =0
ne se
B R
(——) ., - ( )
4A¥ n 4A%

(A.19)

(A.20)

(A.21)

(A.22)

(A.23)

(A.24)

(A.25)

(A.26)

(A.27)



B
A = (—) (A.28)
nw 4AV n .

P
A = -(—E) (A.29)
SW 4AV s
P
= Y 8 .
Ag (X—V—')s + (m")s (A.30)
P P
Y B
A = (et - ) (A.31)
n (AV )n (4AV n
P P
B = V.V + (K)g - (Ky)y | | (A.32)

Estes sao, portanto, os coeficientes e termos fonte para
a equacao de pressao para volumes de controle da  Continuidade
nas fronteiras.



APENDICE B

EQUAQOES PARA A TEMPERATURA PARA OS
VOLUMES DE CONTROLE NAS FRONTEIRAS

B.1 - INTRODUCAKO

No Capitulo 6 apresentou-se os motivos pelos quais optou-
se em aplicar as condigoes de contorno da temperatura atraves
de balangos de calor realizados nos volumes de controle locali-
zados nas fronteiras. Ainda neste capitulo mostrou-se como es-
te balango de calor € realizado, obtendo-se as equagdes resul -
tantes para diferentes condigoes de contorno. Neste apendice,
portanto, ira se apresentar as equacoes especificas para cada
volume de controle localizado nas fronteiras para o problema re
solvido neste trabalho.

A Figura B.l1 mostra os tipos de volumes de controle en-
volvidos juntamente com as condigoes de conteorno para a tempera
tura no plano transformado. Ha necessidade de destacar-se aqui
que para este problema especifico tem-se 11 tipos de volumes
de controle para a temperatura em oposicdao aos 9 pontos tradi -
cionais. Estes 2 tipos de volumes de controle adicionais sao
fungao do tipo de discretizagao utilizado para o dominio  fisi
co,que faz com que se tenha duas condicoes de contorno diferentes
para uma mesma fronteira no plano transformado. E facil obser-
var-se que nas fronteiras norte e oeste tem-se parte da fron-
teira submetida a condigao de fluxo nulo enquanto que na outra
parte ocorre fluxo de calor por convecgao e difusao ( fronteira
com fluxo de massa). Ja para a secao de saida a equacdo para os
elementos R, RB e RT & a mesma e € dada pela condicdo de deriva
da nula para a temperatura. Esta e as demais equacOes sao -ago-
ra apresentadas.

B.2 - EQUACOES ADICIONAIS

A - ELEMENTO Ll



n+l _ n+1l n+l n+l
ApTP = AeTE + AsTS + AnTN + STT (B.;)
onde
_ o 9T 9Ty _ o oT
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B.2)
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Figura B.1 - Tipos de volume de controle e condigoes de
contorno para a temperatura no plano trans-
formado.
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B - ELEMENTO L

2
n+l _ n+l n+l n+l
ApTP - AeTE * AsTS * AnTN + STT
onde
stT = ¢,20) + ¢ 2Ly - ¢ 2y pTe
23n’e S3&7n 53&’s (1+E)
e
- (1+E)
Ap (Ae ¥ As * An) —E
C - ELEMENTO LB
n+l _ n+l n+l
ApTP = AeTE + AnTN + STT
onde
3T 9T, _ y~ 0T AT
STT = C25ﬁ)e * CS?f)n lc13§ * C255|w *
A_TH
* MwTw * (1 +E)
e
- (1 +E)
Ap (Ae + An + Mw) —
D - ELEMENTO LT
n+l _ n+1 n+1
Apr = AeTE + AsTS + STT
onde
= ¢ 9T aT 3T T
STT CZS— e CSag)s * [C43n * CSag]n *
A_TH
- M

(B.4)

(B.5)

(B.6)

(B.7)

(R.8)

(B.9)

(B.10)

(B.11)

(B.12)



E - ELEMENTO T

n+l n+l n+l n+1
ApTP AeTE AwTw + A TS + STT
onde
T oT oT
STT = C,—)_ - C,—) - C.—)_+
A T;
9T 9T M_T
(cy5) + Co3E nn  (1+E)
e
- _ (1 +E)
AP (Ae ¥ Aw ¥ As : Mn) E
F - ELEMENTO T2
wh+tl n+l n+1l n+l
ApTP = AeTE AwTw + AsTS + STT
onde
A Tn+1
_ ~ 9T, _ ~ 23T, _ ~ 3T P
STT = Cogmle ™ Coandw = Cs38)s * U E)

(d+E)

= (A +A +A
Ap (e w S) =

G - ELEMENTO B

n+l _ n+l n+l n+l
Apr = AeTE + AWTW + AnTN + STT
.onde A g0+l
- c.3Ty . caT aT D p
STT = Cp3de ™ Conpdw * Cs3edn * 15

1+E
E

A= (A + A+ A (

(B.13)

(B.14)

(B.15)

(B.16)

(B.17)

(B.18)

(B.19)
(B.20)

(B.21)



H - ELEMENTOS R, RT e RB

To=T (B.22)

E importante observar que uma condicao de fluxo de massa
nulo com temperatura prescrita na parede nao ocasionaria alte-
ragoes nas equacoes para os elementos LB, LT, T1 e Ll' E ob-
vio que para esta situacdo a troca de calor sera apenas por
difusdo, sendo que a parte convectiva da equagao desaparece em

virtude de ser nula.

Uma analise das equagGes anresentadas permite verificar
ainda que nem todas as derivadas que aparecem nas expressoes
dos termos fonte podem ser aproximadas em diferencas centrais;
que foi o procedimento utilizado nara os volumes de controle

internos. E o caso, por exemplo, das derivadas EI) e AI) pa-
384 © 5%
querda. Os pontos pnara avaliacao destes gradientes, que apare-

ra a frontelra superior e, )7, para a fronteira es-

cem nos termos fonte das equacOes adicionais, s3ao mostrados na
Figura B.2.
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Figura B.2 - Calculos de 3y he fronteira superior e
na fronteira esquerda.



B.3 - AVALIACAO DOS GRADIENTES DE TEMPERATURA JUNTO AS FRONTEL

RAS | _ o _

Para avaliar os gradientes %I e %% junto as fronteiras
utiliza-se novamente aproximacgoes Sarabolicas, ja consideradas
para avaliar gradientes de pressdo, no Capitulo 6. Este proce-
dimento & aqui repetido para os gradientes de temperatura por
ser consistente com as aproximacoes em diferengas centrais, u-
tilizadas para avaliar gradientes de temperatura para os volu

mes de controle internos.

Como os pontos de pressao e temperatura sao coinciden-~
tes, para o arranjo de grade utilizado, o gradiente de tempera
tura em 3 € determinado pela combinagéo das Equacoes (5.33) e
(5.34), reescritas para a temperatura, resultando

1¢zm ' '
7(3T3 + Ty - 4T,) (B.23)
Expressao similar € valida para o ponto 7 e para as demais

fronteiras.

0 gradiente de temperatura em 4 € obtido de maneira simi
lar, utilizando-se as temperaturas dos pontos P e E, alem da
temperatura de fronteira especificada no proprio ponto 4. A

expressdao resultante &

3T

24 (B.24)

=1 _ _
OT, = 8T, = T

)
Expressdo similar & valida para o ponto 8 e para as demais
fronteiras.

Convém enfatizar que, em fungao da consisténcia com as
aproximacoes em diferengas centrais, as aproximacoes paraboli-
cas consideradas propiciam uma avaliagao precisa dos gradien-
tes de temperatura junto as fronteiras. Este fato e da maior
importancia principalmente quanto a avaliagao dos gradientes
%%)4 e %%)8’ pois & através destes gradientes que as condigoes
de contorno de temperatura prescrita sao introduzidas no siste
ma de equagoes.



