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Este trabalho visa a obtençao de um modelo numërico gene- 
~ 1 ~ rico, bidimensional, para a soluçao de problemas de convecçao 

forçada laminar, com transferência de calor, em gcometrias arbi 
trãrias. Neste contexto ë realizado o desenvolvimento de modelo 

~ A numérico bidimensional para a previsao da transferencia de ca- 
lor em escoamentos confluentes. 

O sistema de equações formado pela equação da Continuida- 
~ _. .- 

de, equaçoes de Navier-Stokes em duas direçoes_e pela equaçao 
da energia ë transformado do sistema coordenado cartesiano para 

~ ~ ... .- 

o sistema coordenado nao-ortogonal. A computaçao da soluçao . e 
realizada inteiramente no plano transformado independentemente 
da geometria física do problema. . 

Uma questão importante relacionada aos mêtodos que usam 
coordenadas não-ortogonais ë a aplicação das condições de con- 
torno nas fronteiras com fluxo de massa. A generalização da 

~ ~ 4' aplicaçao deste tipo de condiçao de contorno e apresentada 
neste trabalho. 

O modelo ë completamente testado resolvendo-se problemas 
bidimensionais cuja soluçao ë conhecida. Para demonstrar a ge- 
neralidade do mëtodo a descarga termica bidimensional penetran- 
do em fluxo cruzado e simulada variando parametros como tempera 
tura de descarga e numero de Peclet.



ABSTRACT 

The present research work deals with the solution of two 
dimensional laminar heat transfer problems in arbitrary geome- 
tries, with inflow-outflow boundary conditions. The strategy of 
using boundary fitted coordinate systems to handle the irregu - 

lar boundary is adopted. The system of equation formed by the 
mass conservation equation, momentum and energy are transformed 
from the cartesian coordinate system to a general nonorthogonal 
coordinate system. All the computations are performed in the 
transformed domain. _ 

Special attention is focused on the application fo the 
inflow-outflow boundary conditions associated with nonorthogo- 
nal grids. A generalized form of applying this type of boundary 
condition is recommended. 

The computational code is tested by solving two-dimensio- 
nal problems whose numerical solutions are known. To demonstra- 
te the generality of the model, a heat transfer problem associa 
ted with a hot jet entering a cross flow is presented.



CAPÍTULO 1 

INTRODUÇÃO 

1.1 - PRELIMINARES 

Escoamentos confluentes são encontrados em situações 
diversas na engenharia. Descargas de jatos quentes em rios 
e lagos, esquematicamente mostrados na Figura 1, por exemplo, 
acarretam alterações no ecossistema, podendo causar danos ecolõ 
gicos irreparãveis. .`~ W- , -`_, z ̂ `_ ~`/- A v/S 

-_-c~ 

.......____ 

I ._.í> 
"*""* .._í._ ~› s M1111 

Figura l - Problemas de descarga de jatos em rios elagos. 

A previsão do alcance e magnitude destas alterações, em função 
das temperaturas e velocidades envolvidas ê fundamental quando 
do projeto do sistema de condensadores de usinas termoelõtricas 
e nucleares. Um projeto adequado, prevendo-se temperaturas ma- 
xímas dos jatos, localização de captação da de refrigera- 
ção e da descarga dos jatos quentes, pode então ser elaborado. 

Í->\ UG C3 D 

Aliado a isto, a previsão do novo campo de temperatura e veloci 
dade, permitira previsoes acerca dos microorganismos e plantas 
que poderão desaparecer ou surgir em função da nova temperatura 
dg ambiente. 

Outras soluções de interesse associadas a escoamentos con



fluentes, podem ser citadas. Por exemplo, a determinaçao da con 
centração de poluentes em rios, lagos e atmosfera (Figura ZÊ e 
a determinação da perda de carga mn dutos confluentes de sistg 
mas de ar condicionado (Figura 3) são problemas bastante rele- 
V8I1t€S . 

Como os problemas são quase sempre definidos em geome- 
trías arbitrãrias e devido ainda ä complexidade matematica na 
solução simultânea de um conjunto de equações diferenciais par- 
ciais não lineares acopladas, a utilização de técnicas numéri- 
cas é necessária. O modelo numérico a ser desenvolvido deve ser 
o mais genérico possível para abranger as mais variadas e irre- 

._...__.. , 

.í.....¢_ 
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Figura 2 - Problema de descarga de poluentes naatmosfera. 

gulares geometrias. É nesta linha de trabalho que se posiciona 
a presente dissertaçao. 

' 

Os métodos‹k>soluçaouti]izandotécnicasnuméricas,porcxem 
plo,vo]umes.Finitos ou‹:1ementos finitos,requerem quec›domTnio de 
interessesejadíscretizado. O tip0 de discretização empregado 
tem consequéncias importantes relacionadas com a complexidade, 
precisão e generalidade do programacomputacionalfpurserãescri- 
to para resolver as equações governantes do problema. ' 

Para o domínio arbítrãrio mostrado na Figura 4 uma grade



muito simples poderia ser gerada pela superposiçao do uma maina 
cartesiana. Contudo, o preço a ser pago no desenvolvimento do 
programa1nn11estasimplificaçãoë muítø Glevadø. Grande parte da 
grade esta fora da região de interesse o que resulta em desper- 

~ ` 

dicio de armazenamento e tempo de computaçao, tornando o cõdi- 
go complexo e específico para um determinado problema. Também 
a aplicação das condições de contorno torna-se problemática de- 
vido a necessidade de interpolações. Imprecisões decorrentes des 
535 flPT0Xím3Ç0@5 podem comprometer em muito a qualidade dos 
resultados obtidos. 

f"*_ 

°""1 

I 

I 

I 

I 

I 

1 

I 

-| 

I 

I 

I 

I 

'

I 

'

I

I|

I

|

I

»

I 

\\I 

, I I I 

\\ 

|

T 

I II I

' 

I I I I I I I III I I I 

;___- 

___J 

__+a ___i___ 

// / 
/ / 
4\ / 

sz /Í/ 

Figura 3 - Problema da perda de carga em dutos confluen- 
tes. 

Para evitar estes inconvenientes ë utilizado um sistema 
de coordenadas naturais, que se adapta perfeitamente as frontei 
ras do domínio. Este sistema de coordenadas traz a grande van- 
tagan Om escrever-se um único programa de computador, aplicãvel 
a qualquer geometria arbitrária, ja que 0 cõdigo ê escrito para 
o plano transformado que ë independente da geometria do proble- 
ma. As informações da geometria são transferidas atravõsdo tmr- 
sor metrico da transformaçao. 

O sistema de coordenadas naturais utilizado 6' do tipo 
não-ortogonal, que pode ser gerado a partir da soluçao de um 
sistema de equações de Poisson. Sistemas ortogonais seriam o 
ideal, pois a ausencia de termos não-ortegonais simplificaria o 
esquema numërico, facilitando e trabalho computacional. Contu- 
do, sistemas ortogonais requerem a soluçao de um sistema de e-



quaçoes de Poisson com condiçoes de contorno mistas no dominio 
._ arbitrãrio para geraçao da malha, e a necessidade de satisfazer 

as condições de ortogonalidade de Cauchy-Riemann, exige um 
procedimento numérico mais complexo, envolvendo um maior custo 
computacional. Acrescente-se ainda que a generalidade ficaria 
comprometida pois existem geometrias em que ë bastante dificil 
gerar malhas ortogonais, principalmente porque em todos os pro- 
blemas de escoamentos de fluidos ë necessario a concentração de 
linhas coordenadas em determinadas regiões. Alëm disso, a uti- 
lização de sistemas não-ortogonais ë bastante atrativa pois e- 
xistem métodos rãpidos para geração de sistemas de coordenadas 
curvilineas generalizadas não ortogonais Ill e métodos eficien- 
tes para a modelagem das equaçoes nestes sistemas. Ressalte-se 
que o advento do computador com a interaçao grãfica,quepossihi- 
1itaa.visualização automática da grade gerada, torna esta meto- 

\\ dologia ainda mais atrativa. 

-Figura 4 - Discretização cartesiana para um dominio arbi- 
trãrio. 

O método aqui utilizado, para a modelagem das equações, 
foi testado na solução de problemas-hidrodinãmicos tridimensio- 
nais parabolicos e ë devido a Maliska IZI. A equação da energia 
ë introduzida neste modelo feito bidimensional e um modelo numõ 
rico para solução de problemas de escoamentos confluentes comA transferencia de calor ë desenvolvido. 

Neste trabalho,interesse particular ê dedicado a exten- 
são do modelo hfisico apresentado em IZI para tratar da aplica-



~ ~ v çad das condiçoes de contorno nas fronteiras com entrada e sai- 
da de massa. Este tipo de condição de contorno apresenta difi- 

~ ~ culdades no estabelecimento da equaçao de pressao no contorno, 
conforme discutido em |3|, e no prõprio estabelecimento destas 
condições para uma grade não-ortogonal. Convém salientar que 
a condição de fluxo de massa na fronteira para escoamento no 
plano transversal (elíptico), utilizando grade não-ortogonal, 
não foi testada nem por Maliska |2|, nem por Milioli |4|, que, 
a partir do modelo apresentado em |2|, desenvolveu modelo nu- 
mérico para a solução de problemas bidimensionais 'de convecção 
natural em cavidades arbítrãrias fechadas e, portanto, também 
com condiçoes de velocidade nula no plano transversal, sem flu- 
xo de massa. 

E_importante verificar que, consequentemente, o método 
PRIME, utilizado para resolver o acoplamento pressão-velocida- 

A ~ ~ ' 

de, tambem nao havia sido testado para condiçao de fluxo de mas 
sa na fronteira utilizando sistemas‹k:coordenadas curvilineas. 

Destaque-se ainda que o desenvolvimento do modelo numéri- 
co permitirä obter-se uma primeira aproximação quanto a previ- 
sao dos efeitos causados pela descarga de jatos quentes em rios 
e estuãrios, uma vez que, para um tratamento adequado, o efeito 
tridimensional, ou as equações médias na profundidade devem ser 
incluídos. Portanto, ë importante observar que não ê objetivo 
deste trabalho desenvolver um cõdigo computacional pronto para

~ utilizaçao de usuários. 
O objetivo maior ë o estabelecimento das condições de con 

torno nas fronteiras com entrada e saida de massa, a sua aplica 
ção em problemas bidimensionais, utilizando grade não-ortogo - 

nal, e a generalizaçao na aplicaçao deste tipo de condiçao 
L 

de 
contorno. 

1.2 - REVISÃO BIBLIOGRÃFICA 

A base deste trabalho, como já foi assinalado 5 devido a 
Maliska IZI, que desenvolveu um modelo numõrico para a soluçao 
de problema de escoamento hidrodinâmico tridimensional parabõlí 
co em dutos de seção transversal arbitrária. As caracteristicas
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a) Utilização de um sistema de coordenadas naturais não- 
ortogonais; 

b) Realização de todo trabalho computacional no plano 
transformado;. 

~ ~ 
c) Equaçoes de conservaçao para volumes finitos envolven- 

do tanto velocidades cartesianas como contravariantes; 
d) Localização das variáveis dependentes na malha em ar- 

ranjo consistente com a física do problema; 
-e) Utilização do método PRIME |l9| para resolver o pro- 

-blema do acoplamento pressao-velocidade. 
' ~ ~ Quanto a soluçao de problemas de convecçao forçada em geg 

metrias arbitrãrias, a literatura apresenta alguns modelos bas- 
tante complexos. A previsão de descargas térmicas, em particu-

~ lar, tem merecido atençao.considerãvel. Para o desenvolvimento 
de trabalhos nesta ãrea foram muito importantes os artigos pu- 
blicados por Dunn et al |25| e Jirka et al |26|, em que os au- 
tores apresentam uma revisao dos trabalhos realizados até l975. 
McGuirk G Rodi |27|, |28|e Raithby G Schneider [29] deram uma

~ contribuiçao considerável ao desenvolver modelos numéricos para 
volumes finitos. Estes modelos numéricos, embora tridimensio - 

nais, ainda tratam o problema da descarga de jatos quentes em 
rios e lagos de uma maneira simplificada. Mais recentemente 
Raythby¿àElliott ]30|,|3l| desenvolveram modelos numéricos tri- 
dimensionais mais completos, utilizando sistema generalizado de 
coordenadas e levando em consideraçao os efeitos do leito irre- 
gular de rios e lagos, bem como os efeitos da convecção na su- 
perficie.

I 

Outros modelos complexos para a solução de problemas de 
~ 4 z ~ convecçao forçada em geometrias arbitrarias tambem sao disponi- 

veis. Mesmo assim, não foram encontrados na literatura modelos 
numéricos que resolvam o problema da convecçao forçada em escoa 
mentos confluentes bidimensionais. Contudo, a inexistencia de 
uma "referência", para fins de comparação, é suprida pela rea- 
lizaçao de inumeros testes que:un¬fornocem hwiormacoes cmnrelaçao 
aos resultados obtidosiconforme pode ser verificado notnqiftulo 7.



› na de se destacar tambem o trabalho de Souza ã Hatton [SI 
que desenvolveram algoritmo numérico para o calculo de escoamen- 
tos convectivos bidimensionais. Embora este trabalho possua al- 
guns pontos em comum com a metodologia aqui adotada, o mesmo 
estã restrito a utilízaçao de geometrias regulares e sistema 
cartesiano de coordenadas. O trabalho apresenta soluções para 
convecção forçada em canais sem, contudo, incluir escoamentos 
confluentes. Nos resultados apresentados encontra-se a soluçao 
do problema do desenvolvimento do perfil na região de entrada, 
que ë aqui utilizada para fins de comparação. 

~ ` ~ Ainda com relaçao a soluçao de problemas em geometrias ir- 
regulares Shyy et al |3Z|, desenvolveram modelo numérico hidro-

A dinamico bidimensional utilizando sistema generalizado de coor- 
denadas e metodologia bastante semelhante aquela desenvolvida 
por |2| e utilizada nesta dissertação. Neste trabalho, entretan 
to, nao existe qualquer comparaçao da soluçao apresentada com 
uma solução conhecida para testar o modelo não-ortogonal. Os re 
sultados, obtidos com o modelo utilizando-se três diferentes ma- 
neiras de aproximar os termos convectivos, sao apenas comparados 
entre si. 

-_» Uma comparaçao importante para este trabalho seria a solu- 
ção do problema proposto em |33| , onde uma solução padrão 
(Bench-Mark Solution) ë obtida para o escoamento laminar 
em um canal com geometria arbitrária. lnfelizmente, o trabalho 
sõ nos chegou as mãos quando a presente dissertação jã estava 
redigida. Em futuros trabalhos a realizaçao deste teste deve ser 
prioritãrifl. 

1.3 - oRcAN1zAçÃo DA DISSERTAÇÃO 

CAPITULO 2 - FORMULAÇÃO DO PROBLEMA. Nesse capitulo 6 efetuada 
a formulação do problema de interesse deste trabalho. Apresenta- 
se as hipõteses simplificativas consideradas. Introduz-se o sis 
tema de equações diferenciais parciais em coordenadas cartesia- 
nas e discute-se a formulação “incompressÍvel“. 

CAPÍTULO 3 - HQUAÇOES ÚOVERNANTHS NO PLANO TRANSFORMAHÚ. Nesse 
capítulo o sistema de oquaçoes diferenciais parciais 6 transfor-



mado do sistema Cartesiano para o sistema generalizado de coor- 
denadas. Apresenta-se, inicialmente, o método utilizado na 

_. ._ transformaçao do sistema de coordenadas e para geraçao do siste 
ma generalizado de coordenadas. Justifica-se. também a manuten- 
çao das componentes cartesianas do vetor velocidade como variâ- 
veís dependentes. '

. 

CAPITULO 4 = EQUAÇOES PARA OS VOLUMES FINITOS NO DOMINIO TRANS- 
FORMADO. Nesse capítulo as equações diferenciais transformadas 
sao aproximadas para volumes finitos. Define-se, primeiramente, 
a localização de armazenamento das variãveis dependentes nos vo 
lumes elementares para, em seguida, realizar-se as aproximaçoes 
numéricas. Apresenta-se. ainda o sistema de equações discrimina 
do para cada variãvel dependente. 

CAPÍTULO 5 - GENERALIDADES DO ESQUEMA NUMERICO. Nesse capítulo 
descreve-se o procedimento de solução para resolver as equações 
discretizadas. Primeiro, apresenta-se a formulação (U-V), na 
qual as equações de movimento utilizam as mesmas varíãveis que 
satisfazem a conservação de massa e o método PRIME, adotado pa- 
ra resolver o acoplamento pressão-velocidade. Depois, apresenta 
se o algoritmo para resolver as equaçoes governantes e introduz 
se as equações especializadas para corrigir a velocidade e atug 
lízar a pressão. Apresenta-se ainda alguns detalhes numéri - 

cos.
_ 

CAPÍTULO 6 ° CONDIÇÕES DE CONTORNO. Esse capítulo ë dedicado ã 
apresentação do procedimento adotado para tratar das condições 
de contorno no plano transformado e sua respectiva incorporaçao 
ao sistema de equações governantes. Discute-se também a especí- 
fícaçao da condiçao de contorno na seçao de saída e suas impli- 
cações com relação a solução do sistema de equações e utiliza- 
ção em grades não-ortogonais. _ 

_ 

`

_ 

CAPITULO 7_- RESULTADOS NUMERICOS. Nesse capítulo a metodologia 
e o esquema numérico, para a solução de problemas de convecção 
forçada com 'transferência de calor, sao testados. Nesses 
testes resolve-se problemas bidimensionais cuja- solução



ë conhecida. São resolvidos o problema do fluxo isotërmico em 
uma cavidade quadrada com a parede inferior em movimento, a re- 
gião de entrada em um canal, e o problema da convecção natural 
em cavidade quadrada. Finalmente, resolve-se o problema da des? 
carga de um jato em uma corrente ã temperatura mais baixa, va- 
ríando_parãmetros como temperatura de descarga e nfimero de Pe- 
Clet do escoamento. 

CAPÍTULO 8 - CONCLUSÕES E RECOMENDAÇÕES. Esse Capitulo traz um 
resumo de todas as conclusões importantes obtidas deste traba- 
lho, destacando ainda as contribuições desta dissertação e al- 
gumas sugestões e recomendações para futuros trabalhos nesta ã- 
rea. -



cAPITuLo 2
_ 

FORMULAÇÃO DO PROBLEMA 

2.1 - INTRODUÇÃO 

Neste capítulo ë efetuada a formulação do problema de con 
vecção forçada com transferência de calor descrevendo-se o pro- 
blema e as hipõteses simplificativas adotadas no estabelecimen- 
to das equaçoes governantes. 

Introduz-se 0 sistema de equações diferenciais escrito em 
uma forma conservativa e em coordenadas cartesianas. Faz-se ob- 
servações com relação ao sistema de equações, composto pela e- 
quação da continuidade, duas equações de movimento e equação da 
energia e reescreve-se o sistema para um campo escalar _genëri- 
co ¢, onde ¢ representa qualquer uma das propriedades transpor 
tadas. Discute-se ainda a formulação "incompressível" e suas 
implicações na solução das equações governantes. 

2.2 - DESCRIÇÃO DO PROBLEMA- 

.- O problema de interesse desta dissertaçao ê o da convec- 
ção forçada bidimensional, envolvendo a descarga 'de um. jato 
quente em um escoamento, dito principal, mostrado na Figura 5. 
As fronteiras com entrada e saída de massa são indicados na fi- 
gura atravês dos seus respectivos fluxos genéricos de calor e 
massa. Neste tipo de problema pode-se ter os mais variados per- 
fis de temperatura e velocidade para as seçoes de entrada. Jã 
para as seções de saida, a priori, não ë possivel especificar 
condições de contorno,,sobretudo porque a geometria ë arbitrã-

O ria e o dominio de solução ainda não foi discretízado. Em fun- 
ção disto, as condições de contorno utilizadas neste trabalho, 
para as fronteiras com fluxo de massa, são apresentadas somente 

~ ~ no Capitulo 7. As demais condiçoes de contorno sao aquelas mos- 
tradas na Figura 5, quais sejam, paredes sõlidas com fluxo de 
calor igual a zero.

'



CAPÍTULO 2 

FORMULAÇÃO DO PROBLEMA 

2.1 - INTRODUÇÃO 

Neste capitulo ë efetuada a formulação do problema de con 
vecção forçada com transferência de calor descrevendo-se o pro- 
blema e as hipõteses simplificativas adotadas no estabelecimen- 
to das equaçoes governantes. 

A 

Introduz-se o sistema de equações diferenciais escrito em 
uma forma conservativa e em coordenadas cartesianas. Faz-se ob- 
servações com relação ao sistema de equações, composto pela e- 
quação da continuidade, duas equações de movimento e equação da 
energia e reescreve-se o sistema para um campo escalar genëri- 
co ¢, onde ¢ representa qualquer uma das propriedades transpor 
tadas. Discute-se ainda a formulação "incompressível" e suas 
implicações na solução das equações governantes. 

2.2 - DESCRIÇÃO DO PROBLEMA 

O problema de interesse desta dissertação ë o da convec- 
çao forçada bidimensional, envolvendo a descarga de um jato 
quente em um escoamento, dito principal, mostrado na Figura S. 

._ As fronteiras com entrada e saida de massa sao indicados na fi- 
gura atravës dos seus respectivos fluxos genéricos de calor e 
massa. Neste tipo de problema pode-se ter os mais variados per- 
fis de temperatura e velocidade para as seções de entrada. Jã 
para as seções de saida, a priori, não ë possível especificar 
condições de contorno, sobretudo porque a geometria ë arbitrã- 
ria e o domínio de solução ainda não foi discretizado. Em fun- 
ção disto, as condições de contorno utilizadas neste trabalho, 
para as fronteiras com fluxo de massa, são apresentadas somente 
no Capítulo 7. As demais condições de contorno são aquelas mos- 
tradas na Figura 5, quais sejam, paredes sõlidas com fluxo de 
calor igual a zero. '
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Figura 5 - Geometria e condiçoes de contorno do problema 
de convecção forçada bidimensional. 

Ainda com relação ao problema pode-se dizer que, as alte- 
rações que a descarga do jato quente provoca no escoamento

A principal, tem consequencias importantes que devem ser conside- 
radas. Uma delas ë o aparecimento de regiões de recirculaçäo e 
a outra ë com relação a escolha do domínio de solução a montan- 
te da entrada do jato, que deve ser suficiente para que os efei 
tos da condução não alterem as condições de contorno utiliza- 
das. Estes fatos também serão vistos com maiores detalhes no 
Capítulo 7.

, 

2.3 - EQUAÇÕES GOVERNANTES NO SISTEMA DE COORDENADAS CARTBSIANO 

-» No estabelecimento das equaçoes governantes as hípõteses 
adotadas foram: regime permanente, escoamento incompressivel,la 
minar, envolvendo fluidos Newtonianos, homogêneos, com massa eg 
-pecífica, viscosidade absoluta, calor especifico, condutividade 
'térmica e demais propriedades constantes.

_ 

O sistema de equações governantes assim obtido, escrito



em uma forma conservativa e em coordenadas cartesianas ISI, ë 

o seguinte: ' 

Continuidade 

ãëíçpu) + %(pv) = o (2.1) 

Movimento para u 

3 3 3 BP _ 3 3 8 3 
ífcpu) + ãšczuu) + ãçcpvuâ + ak 

- äxcuafi) + 8;cua§1-+s“ c2.2› 

Movimento para v 

3 8 BP 8 3 3 3 
gëcpvâ + ãšczuvâ + ãçcpvvn + 

ay 
= 3xcu3§› + ayfiuãšâ-+sV <z.õ› 

Energia
_ 

3 3 3 3 k BT 3 k 8T T 
¡¡cpT› + íšcpurâ + gycpvf) = 3x(cp ax) + ayccp ay) + S c2.4)

~ Na obtençao do sistema de equação acima considerou-se p2= 
p1==p porém, a formulação do problema considerando pzf pl não 
introduz dificuldade, sendo apenas necessãrio introduzir a equa 
ção da difusão de massa do componente 2 no componente l. Isto 
simularia a difusão de poluentes em rios, lagos e atmosfera e 

acarretaria tão somente a solução de mais uma equação no proce- 
dimento iterativo de solução. E importante salientar ainda que 
assumir propriedades físicas variáveis com a temperatura não 
apresenta maiores inconvenientes, (Ver Seção 5.5), para a meto- 
dologia numérica.

I 

Para o sistema de equaçoes apresentado algumas observa- 
ções fazem-se necessãrias. Os termos transíentes nas equações 
de movimento e energia foram mantidos somente para fins de a- 
vanços iterativos. Os termos Su e SV das equaçoes de movimento 
restringem-se, respectivamente, ãs forças de campo Fx e Fy jã 
que as propriedades do fluido estao sendo consideradas constan- 
tes. Para os problemas aqui analisados Fx e Fy foram feitos i-

»



guais a zero, ou seja, convecção forçada em que o escoamento 
ocorre em um plano perpendicular ã aceleração da gravidade ou 
em que a aceleração da gravidade ê perpendicular ã direção do 
escoamento principal, podendo-se desprezar a força de campo e- 
xistente na outra direção, por esta ser muito menor que as for- 
ças de superfícíe atuantes no escoamento. Contudo, o modelo nu- 
mërico ora desenvolvido permite resolver problemas de convecção 
forçada bidimensionais em que as forças de campo sejam signifi- 
cativas. Para tal basta incluir as forças de campo Fx e Fy ade- 
quadas nas equações de movimento para x e y, respectivamente.Ja 

T ~ . - . _ o termo fonte S da equaçao da energia e feito igual a. zero 
pois a dissipação víscosa pode ser desconsiderada para escoamen 
tos com pequenos gradientes de velocidade. 

Analisando um pouco mais detalhadamente as Equações (2.l) 
a (2.4) observa-se que as mesmas podem ser escritas de uma ma- 
neira genérica para um campo escalar ¢, como segue |8|, |9|, 
I2I«

' 

3 É ÊÊ ¢=ÊB 15.5. ¢ -âzi-‹~ax+ay+P ax+8y+S (2.5) 

onde 
q = 0¢› 

p 

(2-6) 

E = ou¢; F = ov¢ V (2-7) 

i _ ‹:›â¢ . = ¢§_‹1›_ R _ F -ãí , S F (208) 

Assim, a Equação (2.5) representa a conservação da massa 
quando P¢ e S¢ são nulos e ¢ igual a l. As duas equações de mo- 
vimento nas direções x e y são obtidas fazendo ¢ igual a u e v 
respectivamente, com os termos fonte e de pressão adequados. A 
equaçao da energia ë obtida fazendo ¢ igual a T, com P¢ e S¢ 
nulos. A grandeza F¢ representa o coeficiente de transporte di-

~ fusivo, multiplicado pela massa específica, para as equaçoes 
de movimento e energia. Para fluxos laminares, P¢ ë igual a vis 
cosidade absoluta, para as equações de movimento, e igual a re- 
lação entre a condutividade tërmica do fluido e seu calor espe-



cífico a pressão constante, para a equação da energia. 
Como o sistema de equaçoes serã resolvido iterativamente 

a hipõtese de escoamento incompressivel introduz uma dificulda- 
de do ponto de vista numérico. Os detalhes serao agora descri- 
ÍIOS . 

2.4 - A FORMULAÇÃO "INCOMPRESSIVEL" 

A solução do problema de convecção forçada com transferën 
cia de calor requer a solução de 4 equações (Equações (3.l) a 

~ ,.., (3.4)) com 5 incõgnitas, quais sao: massa específica, pressao, 
duas componentes de velocidade e temperatura. 

Se a massa especifica tem variação considerãvel dentro do 
domínio, então, a equação de estado P==P(p,T) ë a equação adi- 
cional necessãria para o fechamento do problema, sendo a equa- 
ção de estado entendida como a equação evolutiva para a pres- 
são. As outras equações são as equações evolutivas para as ou- 
tras variãveis. Esta seria a formulação compressível. 

Contudo, se a massa especificavaria pouco com a pressão, 
mas ainda varia no domínio com a temperatura, a equaçao da con- 
tinuidade não pode ser utilizada como uma equação para a massa 
específica uma vez que, como varia pouco com a pressao, pe- 

~ øâ quenos erros no seu cãlculo produzirao grandes erros no compu- 
to da pressão atravës da equação de estado P==P(p,T). Se este 
campo de pressão ë então introduzido nas equações de movimento 
e as velocidades resultantes substituídas novamente na continui 
dade, para computar a massa especifica no prõximo ciclo, insta- 
bilidades aparecerão na solução numëríca do conjunto de equa- 
ções |l8|, |2|.

A 

~ .4 ~ ~ 
- Por outro lado, se 0-D(T), nao ha equaçao para a pressao 

e a equação da continuidade não pode ser mais interpretada como 
uma equação para p, mas apenas como uma restrição a ser satis - 

feita pelo campo de velocidades, atravës da escolha do campo de 
pressão nas equações de movimento. Assim, ê necessãrio achar o 
campo de pressões que ocasiona.camposckêvelocidadeconformes com 
aequaçãoda continuidade. Logo, a formulação "incompressível" 
introduz um forte acoplamento entre pressão e velocida



de que precisa ser resolvido quando da solução do sistema de e- 

quaçoes estabelecido anteriormente. 

E necessãrio, portanto,-criar uma equação para a pressão. 
Diversas são as maneiras de obter-se esta equação, assunto que 
serã discutido no Capítulo 5. Nesse capítulo também ê apresenta 
do o algoritmo para a solução iterativa do Sistema de equações 
composto pela equação da continuidade, duas equações de movimen 
to, equação da energia e a nova equação para a pressão.

\ 

¡-;r.,,¡ ..¡ 

gr-«-1-.zz›¬‹..-..-..



CAPITULO 3 

EQUAÇÕES GOVERNANTES NO PLANO TRANSFORMADO 

3.1 - INTRODUÇÃO

~ Neste capítulo o sistema de equaçoes diferenciais par- 
ciais ë transformado do sistema cartesiano para o sistema gene- 
ralizado de coordenadas (g,n). Inicialmente, apresenta-se o më- 
todo utilizado na transformação do sistema de coordenadas carte 
siano para o sistema generalizado (š,n) e para a geração deste 
novo sistema de coordenadas Ill. A seguir, discute-se a esco- 

~ ~ 
lha das variãveis dependentes para as equaçoes de conservaçao 
transformadas, justificando-se 8 manutenção das componentes car 
tesianas do vetor velocidade como variãveis dependentes. Final- 
mente, obtém-se as equações governantes para o sistema generali 
zado de coordenadas (§,n). -_ 

3.2 - TRANSFORMAÇÃO DO SISTEMA DE COORDENADAS

~ A utilizaçao do sistema de coordenadas cartesiano na so 
lução de problemas definidos em dominios arbitrãrios resultaria 
em umaadaptaçãodo cõdigo computacionalparacada problema. Para 
se evitar esta situação e desenvolver esquemas numéricos aplicã 
veis a quaisquer geometrias ë necessãrio que o sistema de coor- 
denadas utilizado na discretizaçao do domínio fisico se adapte 
perfeitamente ãs fronteiras deste dominio. Este sistema de coor 
denadas além de conferir generalidade aos esquemas numéricos 
torna a aplicação das condições de contorno bem mais fãcil e 

precisa, pois evita-se interpolações entre pontos de grade não 
coincidentes com as fronteiras. A transformação do sistema de 
coordenadas cartesiano para este sistema de coordenadas, o sis 
tema generalizado de coordenadas, é agora descrito. 

Considere-se um dominio arbitrãrio bidimensional definido 
no sistema cartesiano, como o da Figura 6. 

Deseja-se mapear este dominio para um dominio retangular



V v

x 

Figura 6 - Dominio de fronteiras arbitrãrias no plano fí- 
« sico. ` i 

no sistema (g,n) como o da Figura 7. Para realizar este objeti- 
vo a seguinte transformaçao ë utilizada 

5 = €(X.Y) (3-1) 

n = n(×.›') (3-2)

~ A matriz Jacobiano desta transformaçao ë 

(3.3) 

onde os subscritos indicam derivadas parciais. O Jacobiano da 
transformação ê 

J = ‹1et|J| = gxny- gynx ('3.4) 

Do teorema fundamental da função inversa |10[., resulta
¬ 

šx = YHJ: ay = -×nJ (3-S) 

1.-*--"-fã'
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Figura 7 - Domínio de fronteiras arbitrãrias no plano 
transformado. 

.- As derivadas parciais sao transformadas pelo uso da regra da 
cadeia como segue 

fx = fggx + fnnx (s.7) 

fy = fgšy + fnny 
_ 

(3.8) 

As derivadas de ordem maior são obtidas atravës de sucessivas 
aplicações das equações acima. Maiores detalhes da transforma- 
ção podem ser encontrados em IZI e I4 

3.3 - GERAÇÃO DO SISTEMA DE COORDENADAS (E,n) 

A tarefa agora ë determinar as funções (§,n) dadas pelas 
Equações (3.1) e (3.2). Uma maneira de gerar-se um sistema de 
coordenadas naturais ë fazer com que o sistema natural de coor- 
denadas (§,n) seja a solução de um sistema de equações diferen- 
ciais parciais eliptícas no dominio fisico com condições de con 
torno de Dirichlet em todos os contornos 1201, |l2|. O sistema 
elíptico linear, de acordo com a transformação jã definida ë 

= P , 3.9 em + ay), cê: zu c ) 

nxx + nyy = Q(€.n)- (3-10) 

Este sistema elíptico ë adequado, pois muitos problemas cujas



soluções podem ser tomadas como linhas coordenadas, são governa 
dos por estes tipos de equações (condução de calor, campo elë - 

trico, campo magnético, etc.). 
Considere-se o caso da geração de um sistema de coordena- 

das naturais que coincida com as fronteiras do domínio simples- 
mente conexo mostrado na Figura S. O sistema gerado no plano fi 
sico ë representado pelas Equações (3.9) e (3.10) com as seguin 
tes condições de contorno de Dirichlet 

` 

T] = Tll = COIlSÍI3I1t€ em U1 
11 = nz = CO]'lSt3Ilt€ em O2 

(3.11) 
5 = 51 = constante em os 
5 = 52 = constante em o4 
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Figura 8 - Sistema de Coordenadas Naturais. 

O sistema ë transformado e resolvido numericamente no do 
'mínio (E,n). A grade ë escolhida quadrada com os lados do volu- 
me de controle elementar convenientemente escolhidos iguais a 
unidade (isto ë, Aš = An = 1). A Figura 9 mostra o dominiotrans 
formado correspondente ao domínio fisico mostrado na Figura 8.» 

Como pode ser observado ol ë mapeado sobre o1*, oz sobre o2*. 
os sobre U3* ø4 sobre ø4*..01 e U2 são linhas n constantes e 

os e o4 são linhas g constantes, no plano físico; logo aparecem 
como constantes no plano transformado.

_ 

As Equações (3.9) e (3.10), uma vez transformadas, assu -



mem a seguinte forma 

axgš _ zsxšn + Yxnn + 3%- (P×¿ 
f 

Qxn) = o (s.1z1

1 _ z p = _ @Y¿¿ BY¿n + Yynn + gy- ( Y¿ + Qynl 0 (3 13) 

com as seguintes condições de contorno de Dirichlet 

x = f1(€.fl1) sobre ol* 

y = f2(£,n1) sobre ol* 

x = g1(£,n2) sobre 02* 

y = g2(£,n2) sobre 02* (3.14) 
x = f3(g1,n) sobre 03* 

y = f4(§1,n) sobre 03* 
x = f4(š2,fl) sobre 04* 

y F g4(§2,n) sobre 04* 

Os coeficientes de acoplamento nas equações acima são: 

a = xnz + ynz (s.1s) 

B = xaxn + yšyn (3.16)

2 Y = ×¿ + yšz (3.17) 

~ ~ 
As funçoes fl, fz, gl, gz e f3, f4, gs, g4 sao determinadas pe 
la forma do domínio físico e pelas distribuiçõesi e n, respecti 
vamente, desejadas nas fronteiras.

p

~ 
O sistema de coordenadas naturais assim gerado serã nao- 

ortogonal, pois as condições de ortogonalidadc de Cauchy-Rief 
mann não estão sendo impostas. Os passos da transformação do 

sistema de equações geradoras, do plano físico para o vplano 

transformado, a aproximação destas equações para volumes fí-



nitos e o procedimento adotado para dominios duplamente cone- 
xos, podem ser encontrados em |2| e |4l. ~ 

G2 

QI Q;
~

0

Q 

WI 
' \

E 
Figura 9 - Plano transformado (g,n).

_ O sistema quase linear formado pelas Equaçoes (3.l2) e 
(3.l3), acoplado através de seus coeficientes, ë mais complexo 
do que o sistema linear no domínio físico, mas agora as condi - 

ções de contorno são especificadas sobre linhas retas evitando, 
¬portanto, interpolações imprecisas e complexidade adicional. 

Utilizando as equaçoes transformadas,todo o trabalho com 
putacional para gerar o sistema de coordenadas e subsequente- 
mente resolver o problema de convecção forçada ë efetuado em 
uma malha quadrada fixa,independente da forma da região fisica 
e independente do espaçamento escolhido entre as linhas coorde- 
;nadas. Desse procedimento advëm a grande vantagem que ëlnnfinico 
~pr0grama computacional, independente da geometria considerada. 
Quanto ã grade a ser utilizada para a região fisica do problema _ 

a mesma pode ser gerada de uma maneira rãpida e automãtica, con 
.forme descrito, atravës do método devido a Thompson et al |l|, 
baseado no trabalho de Winslow |ll| e Chu |12|. Considerando ain 
ida que O esquema numérico a ser desenvolvido abrangerã sistema 
de coordenadas não-ortogonais, a grade do dominio fisico po- 
de inclusive ser gerada manualmente ou por computação grãfica, 
se assim for desejado.



3.4 - VARIÁVEIS DEPENDENTES NAS EQUAÇÕES TRANSFORMADAS 

A transformação do sistema de coordenadas cartesianas pa- 
ra osistemachecoordenadascurvilíneas;fiÍfoi âpTeSeHtada. Contu-

~ do, antes de transformar as equaçoes do plano físico para o pla 
no transformado ê necessãrio tomar uma decisão com relação as 

,4 -~ > variaveis dependentes para as equaçces de movimento. Sendo a ve 
locidade uma grandeza vetorial esta apresenta consequentemen- 
te,a1ëm do valor em mõdulo, uma direção e um sentido de atua- 
ção, os quais estão relacionados ao sistema de coordenadas uti- 
lizado. O vetor ë então representado atravës dos componentes re 
lacionadas ã direção e sentido de cada eixo coordenado. Em um 
sistema de coordenadas qualquer esse vetor ë representado atra- 
vës de suas componentes covariantes e contravariantes. Para o 
sistema cartesiano em particular, devido 0 seu carãter ortogo- 
nal, as componentes covariantes e contravariantes são coinciden 
tes. As componentes de um vetor no sistema cartesiano são então 
simplesmente denominadas de componentes cartesianas. No sistema 
de coordenadas generalizadas, entretanto, devido o seu carãter 
não-ortogonal, as componentes covariantes e contravariantes não
~ sao coincidentes. 

A Figura 10 mostra as componentes cartesianas do vetor ve 
-locidade (u,v) bem como suas componentes covariantes (V1, V2) e 
contravariantes (V1, V2) relacionadas ao sistema de coordena- 
das generalizadas (€,n). 

~ ~ 4 A questao que se apresenta entao e quanto a escolha das 
componentes mais adequadas do vetor velocidade para utiliza - 

ção nas equações de movimento transformadas. A escolha aqui rea 
lizada utiliza componentes tais que a equação da continuidade 
exiba estrutura semelhante ãquela para sistemas de coordenadas 
icartesianas. Para satisfazer este critërio ë necessãrio que so- 
~mente uma das componentes do vetor velocidade seja a responsã - 

vel pelo fluxo de massa através das linhas coordenadas. 
Analisando a Figura 10 verifica-se que as componentes con 
. . . - . . 2 -` travariantes satisfazem o criterio, pois a componente V nao 

transporta massa atravës das linhas coordenadas 6. Contudo, a 
. 1 ~ grandeza da componente contravariante V nao representa a gran- 

deza da componente que transporta fisicamente a massa, uma



Qi»
L 
Figura 10 - Componentes cartesianas, covariantes e con- 

-)- 

travariantes do vetor velocidade V 

vez que a mesma esta referenciada a umsistemackecoordenadas 
cujos vetores de base não são unitãrios. A Figura ll a- 

presenta entao as componentes U e V responsãveis pelo transpor- 
te de massa, sendo U normal ãs linhas g constantes e V normal 
ãs linhas n constantes. Pode-se verificar que estas componen- 
tes são as prõprias componentes contravariantes sõ que sem nor-

~ malizaçao métrica, o que ë descrito com maiores detalhes em 
I2|. 

Evidencía-se, portanto, que as componentes contravarian- 
tes sao as mais indicadas para serem utilizadas como variäveis 
dependentes nas equações de movimento transformadas. Contudo, 8 
transformaçao das equaçoes cartesianas em termos das velocida- 
des U e V ë bastante complexa e a interpretação fisica das equa 
ções transformadas muito difícil |2|. Assim, o procedimento a- 
qui seguido ë o de transformar-se as equaçoes de movimento uti- 
lizando as componentes cartesianas do vetor velocidade como va- 
riãveis dependentes mas, apõs ter sido feita a aproximação para 

~ A volumes finitos, altera-se estas equaçoes para obte-las em ter- 
mos de velocidades contravariantes sem normalização mëtrica (U,
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Figura 11 - Velocidades contravariantes sem normalização 
mëtrlca. 

V) IZI. Maiores detalhes com relação a este procedimento serão 
vistos no Capítulo 5.d 

5.5 - EQUAÇÓES TRANSFORMADAS
V

~ Aplieando as transformaçoes gerais definidas pelas Equa- 
ções (3.l) e (3.2) na equação cartesíana genërica,Equação(2.S), 
a mesma pode ser escrita para o domínio transformado, mantendo 
sua íorma conservativa |8|, |9l, |2|, como 

ou an A ^ 
BE 3P ^¢_ SR 85 ^¢ 
ÊÊ + 55 + P - SÉ + 55 + S (3.18) eo: ...mz 

4- 

ende z

_ 

Ê = %[gxE + ¿yF] (s.19) 

~ 1 F = ¡[nxE + nyF] (3.zo)



- ñ = %[¿XR + gys] _(3.21) 

š = %[nxR + nys] (s.2z) 

Ê¢ e S¢ são,respectivamente, os termos de pressão e fonte trans 
formados, onde 

^U-ê_1Z_ëX-§.EàX P - 
ag an an ag (3.z3)

m 
mg: wo: 

:X>< 
^V=ÊIlê_>£_ , p an ag (3.24) 

e os termos fonte, quando não envolvem derivadas são 

¢ _ S¢ š - :T (5.z5) 

que neste trabalho foram feitos iguais a zero. 

Inserindo as Equações (3.l9) a (3.22) na Equação (3.l8) e 
com algumas manipulações algëbricas obtêm-se 

- §%cpU¢> + §%c@v¢) + fi¢ = 
<-‹›-= °::Lëf + 

(3.26) 
ii 22 il JL äâ ââ ^¢ 
ag(C1aâ * Czõn) + õn(C4an + Csaâ) + S 

Como pode ser visto as equações transformadas exibem uma forma 
semelhante ãquela quando escritas em coordenadas cartesianas.E§ 
te fato ë importante porque implica que os procedimentos numëri 
cos são semelhantes ãqueles efetuados para coordenadas cartesia 
nas.

_ 

As componentes contravariantes do vetor velocidade associado 
com 0 sistema curvilineo (§,n) escritas sem normalização mëtri- 
ca são: . 

U = ynu - xnv (3.27) 

Y= x¿v - ygu (3.28)



.-1 ~ Os coeficientes da Bquaçao (3.18) sao dados por 

acl = r¢Ja (3.29) 

cz = C5 =-r¢Jõ (3.so) 

C4 = r¢Jy (3.31) 

" " 
3 3 17 onde a, B, Y sao definidos pelas equaçoes ( .15) a ( . ). 

O conjunto de equaçoes diferencias parciais no plano 
transformado para o problema de convecção forçada bidimensio- 
nal com escoamento íncompressível, ë expresso por 

Continuidade 

HU 3V _ -ã-Ê-+-ãfñ--O 

Movimento para u 

'1 a a a =__a3 ax ap ay ~-Inu) + §§(oUu) + §¡(oVU) 3¿ an 
+ 5; gã + Jãt 

3 Bu Bu 8 Bu Bu ^u 
°ãÊ'(C1~ã-Ê + Czífi) * fi(C4-Ê-E + Csíã) + S 

Movimento para v 

1 a a a _V ap ax ap ax 3§¡{ov) + 5§(oUv) + §¡(oVv) - - 5; gš + gz 5; 

8 Bv âv 8 Bv äv ^v 
a'ë<°1a'€ ¬` Cm) * a1íf°4afi * Csaã * S 

Energia 

1'a "a 'a a aT ar) + ¡¡¡&pT) + ¡š(puT) + ¡¡(pvT) = ¡š(c1¡š + czãñ 

a aT aT ~T 
5Ê(C48n + C55Ê) + S 

(3.32) 

(3.33) 

(3.34) 

(3.35)



Neste sistema de equações todas as informações a respeito 
da geometria sao transportadas pelas componentes contravarian - 

tes do vetor velocidade e pelos coeficientes transformados nos 
termos de difusão. 

q
- 

3 ~ f Em |2| e |4| o termo 5; nao foi transformado para o domi- 
nio E - n . Isto não é relevante se apenas se tem interesse na 
solução de regime permanente, como foi o caso dos problemas re- 
solvidos em l2| e |4|. Neste trabalho, mesmo sendo também de in 
teresse apenas soluções de regime permanente a transformação 
do termo em questao é realizada para efeitos de generalidade.



CAPITULO 4 

EQuAçoEs PARA os voLuMms F1N1Tos No noMIN1o rRANsFoRMAno 

4.1 - INTRODUÇÃO 

Neste capítulo efetua-se a aproximação para volumes fini- 
tos do sistema de equações diferenciais transformadas. Para que 
esta aproximação possa ser processada define-se primeiramente 
a localização de armazenamento das variãveis dependentes nas 

~ ~ cëlulas elementares. Em seguida, as aproximaçoes numëricas sao 
feitas, obtendo-se as equações para volumes finitos para um cam

~ po escalar ¢. Finalmente, introduz-se as equaçoes para volumes 
finitos para avançar-se as varíãveis explícita e implicitamen- 
te e, apresenta-se o sistema de equações discriminado para ca- 
da variãvel dependente.

_ 

4.2 - ARRANJO DE GRADE 

A escolha da localização das variãveis dependentes na ma-
~ 

lha, no plano transformado, ë uma questao importante quando se 
estã tratando com sistemas decpordenadas`curvilíneas. O tipo de 
configuração de grade ditarã o número de pontos de pressão en- 

... _, volvidos na equaçao de Poisson para a correçao da velocidade 
ou atualização da Pressão e, consequentemente, serã um fator im- 
portante para a convergëncia desta equaçao. O arranjo de grade 
aqui utilizado ë o resultado de anãlise detalhada realizada a 
esse respeito por Maliska |Z|. Segundo os argumentos desse au- 
tor o arranjo mais adequado ë o desencontrado, no qual as velo- 
cidades cartesianas u e v estão localizadas coincidentemente(um 
requisito para o cãlculo de fluxo de massa) no meio das quatro 
faces da cëlula elementar para a continuidade, enquanto, pres- 
são, temperatura e propriedades físicas estão localizadas no 
centro desses volumes de controle (ver Figura 12), procurando 
introduzir a mesma consistência física existente para a malha 
desencontrada proposta por Harlow G Welch I2l|.



Pode ser notado que o arranjo para a pressão ë o mesmo da 
quele utilizado para grades ortogonais. Isto requer que o gra- 
diente de pressão seja calculado diferentemente para cada dire- 
ção coordenada. A -vantagem, entretanto, ë que isto permite re- 
duzir a equaçao para a pressao de 9 pontos para uma de 5 pon- 
tos quando a grade ë ortogonal. ¶este` arranjo as velocidades es 
tão localizadas onde elas são necessárias para o balanço de mas 
sa. Esta configuração dã origem a uma equação de pressão na 

_» ~ qual os pontos de pressao estao fortemente ligados com os qua- 
tro pontos vizinhos paralelos e fracamente ligados com os dia- 
gonais, permitindo resolver-se a equaçao de pressao utilizando 
solução ponto por ponto ou linha por linha. - 

Vol_g_me de _cont_[qIe , V0lU_Q9__‹_l§‹ ¢0|¿f¿0|0 
movimento u-v- V f movimento u - v - U 

I ~1F~-- E

\\ 

¬L-na--4-› 

__* 

__._4l_‹._ 

4--¬I-- 

-- 

Íz i=,__L____._ 

Volune de controle 
T=i›1íf¡izíraíaí_'"/ 

I ll I 

fl 

I- Pressão. Temperoturmfi./ÍA.Cp. k. etc 
--- Velocidade u. v.U 

¡ _ 
T Velocidade u.v.V 

Figura 12 - Configuração de grade adotada neste trabalho. 

Para este arranjo de grade foi desenvolvido uma nova for- 
mulação, onde ambasias velocidades: a cartesiana e contravarían



te tomam parte no procedimento de solução |2|. Esta formulação, 
denominada formulaçao U-V (ver Capitulo 5) também requer locali 
zaçao na grade para as componentes contravariantes; a componen 
te contravaríante U localizada nas faces este e oeste e a com- 
ponente contravariante V nas faces norte e sul. A Figura 12,por 
tanto, mostra o arranjo de grade em que tanto as componentes 
cartesianas com as contravariantes do vetor velocidade estao lo 
calizadas; mostrando ainda os volumes de controle elementares 
para as equações da Continuidade, movimento e energia. . 

Ressalte-se aqui que existem outras possibilidades de ar- 
ranjo de grade e que as razões pelas quais estes arranjos são 
preteridos, quando da utilizaçao de sistemas curvilineos genera 
lizados, podem ser encontrados em |2|. 

4.3 - EQUAÇÕES PARA VOLUMES FINITOS NO PLANO TRANSFORMADO 

Nesta seção obtêm-se as equações para volumes finitos pa- 
ra uma variãvel escalar genérica ¢. Posteriormente fazendo ¢ = 

l,u,v ou T juntamente com os termos de pressão e fonte apropria 
.dos obtêm-se as equações de energia, movimento e massa, respec- 
tivamente, ou seja, o sistema de equações discriminado para ca- 
da variãvel dependente. A variãvel remanescente a resolver ë a 
pressão. A obtenção de sua equação para volumes finitos ë deixa 
da para o Capítulo 5, onde o procedimento de solução ë discuti 
do. 

~ 4 -- Reescrevendo a equaçao para uma variavel ¢, Equaçao 
(3026), 

V-ÍTÊ,-;(@¢) + É-*¿cpu¢› + -E-,Ê,;(‹›v¢) + 54' = 

(4-1) 

onde o termo fonte ë agora expresso por 

¢= ¢ _§_ 2.9 À. 3¢ 
. šr. 4 S t+ 3¿(.c28n) + 3n(c5-5-¿) (4.2)



O termo fonte passa a conter os termos das derivadas cruzadas 
evitando-se um esquema numérico de 9 pontos. O volume de contrg 
le elementar E-n para ¢ ë mostrado na Figura 13, onde AE e An, 
por conveniência, são iguais a unidade. 

Existem caminhos diversos para aproximar a Equação (4.l) 
para volumes finitos. O procedimento adotado ë o mëtodo conheci 
do como aproxímaçao pelo volume de controle |l3|. Neste método 
realiza-se a aproximação para volumes finitos a partir da inte- 
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Figura 13 - Volume de controle elementar no plano trans- 
formado (E-n). 

gração da Equação (4.l) sob o volume de controle elementar. É 
importante destacar a interpretação fisica associada com essa 
aproximação, pois do mesmo modo que a equação em termos infini 
tesimais representa a conservação das propriedades transporta- 
das sobre volumes de controle infinitesimais, a equação inte- 
grada representa a conservaçao destas propriedades sobre volu- 
mes de controle finitos.

~ Integrando a Equaçao (4.l) no tempo e no espaço para o 
volume de controle mostrado na Figura 13, obtêm-se 

'Ee nn 
f f %{|r>¢|t+At - |ø¢|t}dndE + 

EW ns



t+At n 
_ 'Y 

‹'1'\› 
J`¬ 

uz

. 

,.z¬'J pU¢le - |pU¢Iw1ândr+ 

z+Az z; Êahucz uzúvzzz¡un¡›8 
f f`{|pv¢In - |f›v‹1›|s}‹z1gâz+ Ç- ,fifsfl 
t gw 

t+At ie nn 
f f f §¢ânâaàt =p 
t E n W 5 (4.s) 

t+At nn 
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í 
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t+At Ee 8¢ a¢ £{|C4ë¶|n ` |C4"ãí|s}d¿dt J'

W 
t+At SS nn 
f f f sT¢ânâ¿âz 
t . EW ns '
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onde t ê o tempo, At ê o intervalo de tempo e os subscritos e, 
w,n,s são o indicado. na Figura 13. 

As aproximações a serem introduzidas na Equação (4.3) des 
crevem a variação de ¢ entre os pontos de grade e a avaliação 
da integral de ¢ no intervalo At. A variação de ¢ no tempo, ë 
avaliada no tempo t+6At e este valor representa o valor de ¢ em 
At. Para simplicidade denota-se o tempo t+At por n+l, t por n e 
t+9At por n+6, onde 6 varia entre O e 1 e caracteriza a varia- 
ção da formulação explícita até a formulação totalmente impliti 
ta.Para a aproximação dos termos convectivos e difusivos 0 "E5- 
quema de Diferenças Ponderadas a Montante" (Weighted Upstream 
Differencing Scheme-WUDS) de Raithby G Torrance |l4| ë adota- 
do. As aproximações nas faces são: . 

Para os perfis de ¢ 

_ 1 _ _ 
¢e = If + «eI¢P + Iš - «eI¢B (4-41 

V 

¢w = IÊ - äwI¢P + 1% + &wI¢w 
l 

(4.S) 

ç 
_ - 1â9- 4



__ J. - 
I 

.L _ _¢fl I2 + an|¢P + É 

. _ _ 1 1%-‹›z1¢p+ I-z+ 

Para os termos de difusao 

a¢ = - ¢E - ¢P 
C1§š|e Clege '""A¿ 

¢ ¢ ÊÊ = - P - W 
Clãšlw clwsw Ag 

c Ê9| = C É ÍÊ-l-Í3 
48n n 4n n An 

¢ ¢ 3¢ _ . 

- Pv S 
«C4§fi|S ~ C4S8s An 

_ _ "' vv

ä n'¢N 

asI¢S 

(4.6) 

(4.7) 

(4.8) 

(4.9) 

(4.lO) 

(4.ll) 

onde o e B sao pesos" escolhidos de acordo com a importância 
relativa dos processos de convecção e difusão no problema . Os 
subscritos significam que as quantidades são avaliadas na fron- 
teira especificada do volume de controle. Expressões adequadas 
para ã e É foram propostas por G. Allen G Southwell e adaptadas

~ por Raithby G Torrance I14|. Estas expressoes podem ser utiliza 
~ .-.. 

das independentemente da grade ser ortogonal ou nao porque sao 
baseados em uma solução unidimensional entre pontos adjacentes 
da grade para o problema da convecção-difusão. São eles 

re/2 
- = 1 _ SL____;;l qe 2 r (4.12) 

e e-1 

re/2 
_ = e 
se re -;-- (4.13) 

. e e-l 

onde 
rez ¡_¿!l_| (4.14) 

_ 

C1^¿ e



ë um número de Peclet da grade baseado nas componentes contrava 
riantes do vetor velocidade. 

As expressões utilizadas neste trabalho são as aproxima - 

ções das Equações (4.l2) e (4.l3) dadas por Raíthby |lS|.

z 
â| = --lê-¬¡ (4.1s) I 10 + Zr

2 - l 0,005 
B = .L_._.L_____..._í.__r__.)_ (4_]_6) 

(1+o,o5r ) 

Convém destacar a capacidade de adaptação ã física especí 
fica de cada problema, conferida ao Gsquemfl, com a escolha dos 
"pesos" ã e É de acordo com a importância relativa dos proces - 

sos de convecção e difusão no problema. Como pode ser facilmen- 
te observado õ e É são função da velocidade nas faces do volu- 
me de controle e, portanto, funções de ínterpolação variãveís 
para cada ponto do escoamento. Assim, se as velocidades são bai 
xas, o esquema WUDS tende para o de "Diferenças Centrais" (Cen- 
tral Differencíng Scheme - CDS) prõprío para problemas em que 
a difusão ë dominante. Quando as velocidades crescem, o esquema 
WUDS tende para o de "Diferenças a Montante" (Upstream Diffe- 
rencing Scheme - UDS), prõprio para problemas em que a convec- 

o-‹ çao ë dominante. 
Esta breve exposição mostra bem que a natureza física do 

problema, quanto aos processos convectivos e difusivos, tem 
correspondência com a natureza das funções de interpo1ação'pa 
ra cada ponto da região do escoamento. Um estudo mais detalha- 
do_e comparativo dos esquemas acima referidos pode ser encon- 
'trado no trabalho realizado por Spalding llól. 

Fazendo a integração da Equação (4.3) sujeita ãs condi- 
ções anteriormente assumidas e utilizando a equação de conserva 
ção da massa para volumes finitos, 

[(z›U)e - (‹›u)w]An + [cpvân - (pv)S]zsê = 0 ‹4.1v) 

resulta 

.,..-.-¬=-~.__-¬.-.p -¬-~..

�



wa* zz ¬~ = + + W” 
n+6' 1 n'AV _ ^¢ ^ ¢ + AS¢S +.¡pP¢P E L|P |Av + L|sT ¡Av 

(4.18) 

onde AV ë o resultado do produto AE e An. Os termos de pressao 
e fonte, L|Ê¢| e L|šT¢|, são aproximados em diferenças cen- 
trais. 
Os coeficientes Ai são dados por 

__ 1 _ - ~ 
Ae _ Me(Í ae) + Bene 

= 1 ' ' 
Aw Mw(Ê + aw) + Bwnw 

=- 1 _ - - 
An Mn(Í an) + BnDn 

_ 1 - - 
As _ Ms(2 + as) + BsDs 

A*=A+A+A+A 
p e w n s 

onde a parte convectiva em cada coeficiente ë dada por 

Me = (DU)2+eAn 

._ +6 
Mw - (0U)3 An 

_ 6 Mn - cpvuz* Ag 

_ 9 
Ms - (oV)2* Aê 

e a parte dífusiva por 

(4.19) 

(4.20) 

(4.21) 

(4.22) 

(4.23) 

(4.24) 

(4.25) 

(4.26) 

(4.27)



De = ele âg (4.2s) 

DW = clw âg (4.z9)

A 
nn = c4n ¡§ (4.3o) 

ns = c4s âš (4.31) 

No conjunto de equações acima, embora os termos AE e An 
sejam iguais a unidade,os mesmos são mantidos para facilitar o 
reconhecimento do significado físico de cada termo. Fazendo 6=O 
na Equação (4.l8) a equação resultante avança a variãvel ¢ em 
um modo explícito. Uma solução de transiente real ë obtida se 
o mesmo intervalo de tempo At ë usado para todas as equações e 
para todos os volumes de controle. Relaxando estas condições a 
convergência para regime permanente pode ser acelerada, entre - 

tanto, a restrição ë que |l7| 

pAV - 

` At 6 Kšj 
= Atmax (4.32) 

onde Atmax ë o mãximo intervalo de tempo permissivel em uma for 
mulação explícita. Se o transiente distorcido ê adotado,os va- 
lores de At podem ser convenientemente escolhidos como 

At = EAtmax (4.33) 

onde E ë uma constante que não pode exceder a unidade para uma 
formulação explícita. O intervalo de tempo requerido para asse- 
gurar estabilidade quando os valores de ¢ são avançados explici 
tamente ë muitas vezes restritivo demais. Assim, uma formula 
ção completamente implícita ê preferível, onde valores para E 
maiores do que a unidade são permitidos para os casos em que sg 
mente o regime permanente ê de interesse, como neste trabalho. 

Equação (4.l8) com 6=1 resulta: 

- --›-~\ -¬. ._ _-.- _.-__...



n+1 _ n+1 n+1 .n+1 n+1 Ap¢P - Ae¢E + Aw¢w r AnoN + AS¢S + 

p 

(4.34) 
AP n ^¢› ^¢ 

TTffÊT¢P - LIP |AV + LIST IÁV 

onde Ap = A5 «Â §%% (4.3s) 

Utilizandoas Equações(4.32) e (4.33) obtêm-se as relações 

nfivfi 
/Í -> Ê» Ó`\ \-/ 

` 0âY = Íàt
6 

= * (1-+E) ¬ Ap Ap -~¡¡- (4.z7) 

Assim, o sistema de equações governantes para volumes fi- 
nitos com as equaçoes de movimento e energia em uma forma com 
pletamente implícita ë: 

Continuidade 

[mne ~ cpu)w]An + Icpvân - cpvâsléê = 0 (M8) 

Movimento para u 

Apug+l =.A€uÊ+l + AWu%+1 + AHu§+1 + ASuÊ+l + 

A n ^u ^ u 
TT¡PÉí up - LIP |Av + L|sT làv 

Movimento para v 

(4.39) 

n+1 _ n+1 n+1 n+1 n+1 ApVP _ AevE + Awvw + AnVN + ASUS +
. 

. _ A. n fiv , V 
Í¡¬ÊÊ7 vp - LIP |Av + LIST IAV 

Energia 

(4.40)



n+1 _ n+1 ' ¬n+1 n+1 n+1
_ 

APTP - AeTE + Aw'lw + AHTN + ASTS + 
V 

(4.4l)
A 

11 T 
_n.¡}2Ê¡. TP + L|šT làv 

Uma vez realizadas as aproximações para volumes finitos 
pode-se agora resolver este sistema de equações de pma maneira 
íterativa. O procedimento de solução adotado ë discutido no prê 
xímo capítulo.



CAPITULO 5 

GENERALIDADES Do ESQUEMA NUMERICQ 

5.1 - INTRoDuçÃo 

No capitulo anterior obteve-se as equaçoes diferenciais 
parciais para volumes finitos em que se manteve as velocidades 
cartesianas como variãveis dependentes para as equações de mo- 
vimento. Neste capítulo descreve-se o procedimento de ~ soluçao 
em que ambas as componentes do vetor velocidade, as cartesianas 
e as contravariantes,sao envolvidas para resolver as equaçoes 
discretizadas. 

Primeiro, explica-se as dificuldades de utilizara.formula 
ção em que somente as componentes cartesianas tomam parte na 
solução. Mostra-se que ê preferível ter-se as equações de movi- 
mento em uma forma que utiliza as mesmas variãveis que sa- 
tisfazem a conservação de massa. Feito isso, apresenta-se 
o metodo PRIME [l9[ adotado nesse trabalho para tratar do 
aco lamento ressão-velocidade resultante da- f0TmU1aÇä0 "in P P › _ 
compressível". 

A seguir, apresenta-se o algoritmo para a solução do pro- 
blema de convecção forçada bidimensional com transferência de

~ calor e introduz-se as equaçoes especializadas para corrigir a 
velocidade e atualizar a pressão.Finaliza-sec)capitulo tecendo- 
se considerações relacionadas ao procedimento numérico adotado 
na soluçao das equaçoes governantes. 

5.2 - AS EQUAÇÕES DE MOVIMENTO E A RESTRIÇÃO DA CONSERVAÇÃO DA 
' MASSA 

~ ~ - Analisando a equaçao de conservaçao da massa, Equaçao 
(4.38), aplicada a um volume de controle centrado em P, Figura 
14, constata-se que somente uma componente contravariante do ve 
tor velocidade ë requerida para calcular o fluxo de massa atra- 
vês de cada face. Isto ë, somente a componente U transporta mas



sa atraves das faces este e oeste e, somente a velocidade V 
transporta massa através das faces norte e sul enquanto que as 
outras componentes (U nas faces norte e sul e V nas faces este 

~ ~ 
e oeste) nao sao utilizadas para satisfazer o balanço de massa 
porque não hã equação da continuídade para elas, uma consequên- 
cia do arranjo de grade adotado para pressao.
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Figura 14 - Volume de controle da Continuidade e as com- 
ponentes contravariantes do vetor velocidade. 

Como U e V não são variãveis dependentes, sua determina- 
ção pode ser obtida a partir da solução das equações de movímen 
to escritas para as componentes cartesianas u e V. Contudo, em 
função da não necessidade de uma das componentes contravarian- 
tes para satisfazer a conservação da massa, u e v podem des- 
viar-se consideravelmente de seus valores reais durante o pro- 
cesso iterativo, mas ainda produzir uma componente contravarian 
te que satisfaz o balanço de massa. A outra componente contrava 
`riuntc no mesmo ponto, entrotanto,E livrc1uun1assumir valores ir 
reais permitindocpu:as comnonentesixei/tambem assumanlvalores ir- 

reais. .

A



V acima aescrito ë ilustrado na Figura 15 em que duas com posições diferentes de componentes cartesianas do vetor veloci- dade resultam em uma mesma componente contravariante U. De i- gual modo poderia se representar vãrías outras composições pois, 
U = f1(u,v) (5.1) 

V = f2(u,v) (5.Z) 
Se a componente contravariante V ë livre para assumir quaisquer valores, entao existem infinitas composiçoes de u e v que satis fazem a Equaçao (5.l).
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Figura 15 - Componente contravariante U obtida a partir' das componentes cartesianas u,v e u*, v*. 
E f l 7 f `

~ sta ormu açao oi testada em |2| na soluçao do proble- ma de fluxo forçado em uma cavidade quadrada para número de Reynolds igual a 400 utilizando uma grade altamente não-ortogo- nal, e a solução divergiu. Portanto, ë necessário que a restri- ção da conservação da massa também seja aplicada a outra compo-



nente contravariante do vetor velocidade. 

A maneira que imediatamente ë lembrada para resolver este 
problema ë localizar pontos extra de pressão conforme» mostrado 
na Figura 16. Isto, entretanto, implica em uma varredura du- 
pla do domínio de solução em cada iteração, calculando-se u e v 
duas vezes para um mesmo ponto a fim de atender a equação da 
Continuidade para os dois volumes de controle. Este fato acarre 
ta, portanto, um consumo desnecessãrio de tempo de computação 
e torna a alternativa pouco atrativa. Alëm disso, esta opção im 
plica na obtenção de duas soluções para a pressão fracamente a~ 
copladas entre si, para o caso não-ortogonal, e completamentedg 
sacopladas quando a malha utilizada for ortogonal. 

d a -0 0 

I I E I 'Pontos normais
` 

de pressão 
_ o e e hz 

I II E o Pontos extra 
de pressão 

o a o 0 

u I G» 

Ó ~ e V o z tz. 

Figura 16 - Volumes de controle da Continuidade conside- 
rando pontos extra de pressão. 

Assim, optou-se pela utilização, apõs cada iteração, dos 
valores de U e V que satisfaçam a conservação da massa para cal 
cular os valores de U e V quenãoestejamsujeitos a T€5tTíÇã0 da 
conservação da massa utilizando um esquema de medias |2|. Com 
estes valores conhecidos, u e v podem ser recalculados 

_ 

usando



as inversas das Equações (3.27) e (ô.28).Estes novos valores de u 
e'v,quecuuuuk›resolvidosnormaisZhsfaceschavolume de controle da 
pressão produzem velocidades que satisfazem conservação da mas- 
sa exatamente e são fisicamente reais,são utilizados para a prg 
xima iteraçao.Assim,a conservaçao da massa e verificada, embora 
não exatamente, também para a outra componente contravariantedo 
vetor velocidade. O esquema de médias utilizado ë apresentado

~ na Seçao 5.5. Ressalte-se que outros esquemas de médias podem 
ser utilizados, optando-se pelo apresentado nas Equaçoes (5.l3) 
e ' 

A estratégia de utilizar as componentes contravariantes, 
as que satisfazem conservação de massa exatamente e aquelas cal 
culadas utilizando um esquema de mëdias, para determinar as no- 
vas velocidades cartesianas u e v ë a base para a formu1ação(U- 
V) a ser descrita na prõxima seçao. 

5.3 ~ FORMULAÇÃO (U-V) 

A formulação (U-V) consiste em escrever-se as equações 
de movimento para as mesmas variãveis dependentes que estão en- 
volvidas na conservação da massa e assim resolver o problema 
anteriormente mencionado. Isto requer que as equaçoes de movi- 
mento sejam escritas para as velocidades normais ãs faces do 

.... VO1Um€ de COntrOl€ da preSSa0, aS Velocidades Çontravariaë 
tes. 

As equações apropriadas para a formulação (U-V) são a e- 

quação da continuidade, Equação (4.38), e as equações de movi - 

mento para U e V obtidas a partir das equações de movimento pa- 
ra u e v aproximadas para volumes finitos, Equações (4.39) e 

(4.40), e das Equações (3.27) e (3.28). As equações de movimen- 
to para U e V resultantes são, respectivamente, 

z ^ _ .QL ...AP UP UP 'MAU °°¡1› + 
¡zmAu Blv (55) 

P P 

_ - P P 'VP`VP` |Zš"â`VY¡P+ |Z`Ê"V B|P (5.4) 
AP ^P
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onde UP e VP sao dados por

) > (DC > 
*UCSCI UP = -ÃÚ |uEynp - vExnP| + -Ã~ |UwYnP - vwxnP| +

P 
(5.5) 
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e os termos fonte são expressos por 

U _ u up ^ u _ 
^ v 

BP - {Ap ÍÍÉ + L|sT |AV}ynP {A + L|sT |Av}×nP (5.7) 
*Ó

< 
|›-=rU< + U1 

1-^¬ 3> 
*di ›-› 

+< 
LT!

›

m *U 
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tn “L + BX = + L|sTV|Av}x - L|šT“|Av}y¿p (5.s) 

onde o subscrito P nas métricas indica que as mesmas são avalia 
das no ponto P. 

Eliminando-se as velocidades cartesianas nas Equações 
(5.5) e (5.6) atravës das relações 

U = J(UXš + Vxn) (5.9) 

vf= J(Uy¿ + Vyn) ç 

(5.10) 

obtêm-se uma formulação puramente contravariante. Entretanto, 
como as equações resultantes são complicadas com termos fonte 
grandes e complexos, ë preferido deixar as equações envolvendo 
tambëm u e v. 

Assim, em se mantendo as velocidades cartesianas, ambas



as componentes do vetor velocidade, as cartesianas e as contra- 
variantes, sãoempregadas para resolver as equações de movimen- 
to. O pequeno preço a ser pago neste procedimento de solução é 
o armazenamento adicional das componentes cartesianas que; com 
0 surgimento de grandes computadores, não constitui maior in- 
conveniente. O mais importante é a estabilidade do esquema numé 
rico que é conseguida com esta prãtica. 

5.4 - PROCEDIMENTO PARA O TRATAMENTO DO ACOPLAMENTO PRESSÃO-VE- 
LOCIDADE. 

Os métodos atualmente disponiveis para o tratamento do 
~ .- acoplamento pressao-velocidade sao vãrios e uma anãlise detalha 

da dos mesmos pode ser encontrada em |18|. Neste trabalho é uti 
lizada a técnica desenvolvida por Doormaal G Raithby |19|- 0 
método PRIME (update PRessure Implicitly and Momentum Explici- 
tly) -, descrito abaixo. 

As equações de movimento, considerando aproximações de se 
gunda ordem para os gradientes de pressão nas Equações (5.3) e 
(5.4), são 

= _ AX ÁL _ 1 Av s _ UP UP | U Ag¡P(PE PP) + Ii“Ú ZH¡P(PNE + PN 
AP AP 

, (s.11) 
PSB ` Ps) ~ 

= ^ _ AV Y ._ l A! ii _ VP VP ¡"V Zfi|P(PN Ps) + 4' v Ag|P(PNE + PE 
AP AP 

(5.l2) 
PNw.` Pw)

_ 

~ ~ onde as velocidades da iteraçao anterior_sao utilizadas para 
avaliar ÚP e VP através das Equações (5.5) e (5.6).' Inserindo~ 
se as equações-acima na equação da continuidade, Equação(4.38), 
obtém-se uma equação de Poisson para a pressão (ver Seção 5.6). 
A solução desta equação é utilizada nas Equações (S.ll) e(S.l2) 
para corrigir a velocidade e é reconhecida como o campo de pres 
sões atualizado.



~ Neste procedimento somente uma equaçao de Poisson precisa 
ser resolvida em cada 
pressão, enquanto que 
explicitamente em uma 
provado ser eficiente 
cos |2|, de convecção 

iteração, a equação de Poisson para a 
as equações de movimento são resolvidas 
iteração tipo Jacobi. Esta técnica tem 
para uma sërie de problemas hidrodinâmi- 
natural |4| e serä aqui testada para re- 

solver problemas com entrada e saida de massa. Maiores detalhes 
a respeito do mëtodo PRIME podem ser encontrados em |2|. 

5.5 - PROCEDIMENTO PARA A SOLUÇÃO DO SISTEMA DE EQUAÇÕES 

À. Em funçao da metodologia utilizada neste trabalho, os pas 
sos seguintes são necessarios para formar um ciclo iterativo pa 
ra resolver problemas bidimensionais de escoamento forçado com 
transferência de calor em geometrias arbitrãrias.

~ 
(l) - Arbitrar os campos de pressao P(E,n), temperatura 

T(§,n) e os de velocidade u(§,n) e v(¿,n) no domí - 

nio; 

(2) - Calcular os coeficientes para as equações de movi - 

mento, Equações (5.5) e (5.6); 
as A 

(3) - Achar U e V com as velocidades cartesianas da itera 
ção anterior, utilizando Equações (5.5) e (5.6); 

~ ~ 
(4) - Resolver a equaçao de Poisson para a pressao, Equa

~ çao (5.l9) .
3 

(5) - Corrigir as velocidades U e V devido o novo campo 
de pressões, utilizando as Equações (5.3) e (5.4); 

(6) - Calcular as velocidades U e V onde não são exigidas 
para satisfazer a continuidade, utilizando as Equa-
~ çoes (5.l3) e (5.l4). Ver Figura 17; 

u = (UA + UB + UC + UD) * 0,25 (s.13) 

, 
v = (VA + VB + vc + VD) * 0,25 _ 

(s.14) 

(7) - Calcular as velocidades u e v utilizando as Equa- 
ções (5.9) e (5.lO). C



~ A ' .ú _ ., 

Iteraçao, voltando ao passo (2), e necessaria em funçao 
das não-linearidades e o acoplamento entre as equações. Pa~ 
ra determinar o campo de temperaturas o procedimento é sim- 
ples uma vez que a equaçao de energia ë desacoplada das de- 
mais (convecçao forçada). Assim, uma vez determinados os campos 
de velocidade U(£,n) e V(š,n) deve-se: _ 

(8) - Calcular os coeficientes para a equação da energia; 
_» ~ 

(9) - Resolver a equaçao da energia, Equaçao (4.4l). 

Se p, p, cp ou k forem função da temperatura a modifica~ 
ção no procedimento iterativo de solução ë também simples.Ba§ 
ta que se utilize o campo de temperaturas obtido para renovar 
os valores das propriedades físicas variãveis. Feito isso, vol4 
ta-se ao passo (2), repetindo o procedimento de (2) a (9), reng 
vando-se novamente os valores das propriedades e assim sucessi- 
vamente atë que uma tolerância de convergência seja atingida. 
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Figura 17 - Determinação das componentes contravariantes 
não necessãrias para satisfazer conservação 
da massa exatamente. 

5.6 - OBTENÇÃO DA EQUAÇÃO DE POISSON PARA A PRESSÃO.



A equação de Poisson que precisa ser resolvida no procedi 
mento descrito anteriormente ë obtida inserindo as Equações 
(5.ll) e (5.lZ) na relação da Continuidade, Equação (4.38). Es- 
te procedimento tem sido classificado como ativo por Raithby 
G Schneider |18| uma vez que ajuda a trazer as velocidades cor- 
rigidas para perto dos valores que satisfazem as equações de mo 
vimento. 

~ ~ Para a obtençao da equaçao considere a Figura 18 onde a 
equação de conservação da massa ê aplicada a um volume de con- 
trole interno centrado em P. 
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Figura 18 - Volume de controle da continuídade mostrando 
as velocidades que tomam parte no balanço de 
massa. 

As quatro velocidades envolvidas no balanço de massa para aque- 
le volume de controle são: 

= _ QM _g _ `l AV B _ Ue ne I u A.g¡e(PE PP)*'4' |“"u ¡í|e(PNE " PN 
AP AP 

' 

PSE _ PS) (5.15)



= ^ _ ÊY _â 1 _ - _ÊY _Ê *

_ Uw ¡AU g| (P PW) + 
¡4Au n| (P + PN 

P P 
A w P A w NW 

Psw ` PS) 

=^ _ ÃQÃVY _ 
A 

__^._V._â _ 
n vn |AV¡ñ_|(p 1>)+| |(p_+1›EPJ 'C5 N P V Ag n NE 

P 4^P 

PNW ` Pw) 

ø~ 

Vs Vs I V A s I A s SE 

Psw ' Pw) 

_ AV Y AV 6 - - --1 (P)-P›+1----1 ‹P +1» - 
n S V 5 E AP 4Ap 

(5.ló) 

(5.17) 

(s.1s) 

Inserindo as Equaçoes (5.15) a (5.18) na equaçao da Continuida- 
de, Equação (4.38), obtêm-se: 

onde 

A P 
p P 

e U AP 

( ) w U Ag w AP 

An (AV An n
P 

As ( V 

AsePSE + ASWPSW + B 

; AV a AV a AV Y AV Y ' (gv Kãhz * <¡fi zvâkz * (W mhz * (W 'WS 
P P P P 

= _Y LL ^V ii _ .AX ii ( A€)e + A€)S Aš)n 

=A!_s×_- Av ¿¿ AV ¿¿ 
(ZÃÊ Ag)s 

+ (Egg Ag)n 

= AV JL AV lí _ AV ii _* 
) + 

(4AU An)w (4AU An)e 
P P 

=^_V_L __..^V_B_ Avi 
AP ^“)5 (4Ag ^")w P (4Ag ^“)e 

= Aepfi + Awpw + ^nPN + Aâps + ^nePNE + ^nwPNw + 

(5.l9) 

(5.2o) 

(5.21) 

(5.22) 

(5.z3) 

(5.24)



=.. Ali _ -Ali Ane (4Ag An)e (4Ag A¿)n (s.z5) 

= AV Ji AV ii (5.26) 
Ase (4Ag An)e 

+ 
(4Aš A¿)s 

= _AY ii _ê! ii Anw (4Ag An)w 
+ 

(4Ag A¿)n (5°27) 

= -n Ai _@_ _ _ê.\¿ _B_ ,zg Asw (Mg Aniw cm), mas cs ›

A 
:+2 A là as 

B = v. v = Ú - U + v - v (s.29) w e s n 

Inspecionando os coeficientes acima observa-se que 

Ap = Ae + An + AW + As (s.3o)

8 

Ane + Anw + Ase + Asw = o (s.31) 

Neste caso a pressao no ponto P estã fortemente ligada aos 
quatro pontos vizinhos paralelos (W,E,S,N) e fracamente ligada 
aos diagonais (SW, SE, NW, NE). Este tipo de estrutura ë também 
exibido pela equação de Poisson da pressão para um sistema de 
coordenadas ortogonal, razão pela qual esta equação de Poisson 
de 9 pontos apresenta taxa de convergência semelhante ãquela de 
Spontos das grades ortogonais |2|.I§importante observar ainda que 
quando a grade ë ortogonal (B=0) os coeficientes reduzem-se ã- 
queles encontrados para qualquer sistema de coordenadas ortogo- 
nais. 

' Outrossim, os coeficientes dados pelas Equaçoes (5.20) a 
(5.28) são para volumes de controle internos. Os coeficientes 
dos elementos nas fronteiras são obtidos da mesma ma-

~ neira, isto ë, aplicando conservaçao da massa nos mes- 
mos mas obedecendo as condições de contorno existentes na res- 
pectiva fronteíra. Detalhes referentes a aplicação das condi-



ções de contorno, para posterior obtenção destes coeficientes 
(Apêndice A), são apresentados no prõximo capítulo. 

5.7 - AVALIAÇÃO DO GRADIENTE DE PRESSÃO PARA VOLUMES DE CONTRO- 
LE DE VELOCIDADE LOCALIZADOS NAS FRONTEIRAS ' 

Analisando-se as equações discretizadas de movimento para 
U e V, Equação (5.3) e (5.4), verifica-se que, em função da, e- 
xistência das derivadas cruzadas para a pressão, hã necessidade 
de um tratamento especial para volumes de controle de velocida- 
de localizados nas fronteiras. 

Considere-se o volume de controle de velocidade U na fron 
teira mostrado na Figura 19. Para avaliar' BP/an no ponto 
3 ë desejãvel, como uma maneira de obter-se precisão e con- 

^ ~ sistencia com a aproximaçao usada para os pontos interio - 

res, avaliar-se este gradiente com uma aproximação de se- 
gunda ordem. A equação para este perfil ë 

P(n) = ao + al + aznz (5,32) 

Eliminando-se as constantes pelo uso das pressões nos pontos 
2 e 3, e do gradiente de pressão na parede, obtêm-se 

.- 

gg) = P3 P2 
+ _1_._ 53) (5.5s) 

Sn 3 2 2 Gn f 

BP . ~ . . ~ onde ¡¡)3 3 o gradiente de pressao a ser inserido na equaçao de 
movimento (Equação (5.3)).

k 

~ ~ Se uma avaliaçao do gradiente de pressao de primeira 
ordem para %%)3 fosse admitida, o último termo da Equa - 

ção (5.33) desapareceria. Mas, como a utilização de uma aprg 
ximação de segunda ordem ê desejãvel, o termo %%)f precisa 
ser avaliado. Para tal, ë considerado uma nova aproximação 
parabõlica. 

Considere-se a Figura 20 onde uma parãbola ê assumida pas
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Figura 19 - Volume de controle da velocidade U na fron- 
teira. Avaliação do gradiente %%)3. 

sando através dos pontos 3, 2 e 1. As constantes ao, al e a, 
são determinadas utilizando-se os valores do campo de pressões, 

~ . 1' . ~ . nos pontos especificados, do nivel de lteraçao anterior. O gra- 
diente de pressão na fronteira ë então dado por 

ap = - 

onde 

al = ZP3 + P1 - 3P2 (5.35) 

~ ~ ¢ _. A utílizaçao do campo de pressoes do nivel de iteraçao an 
terior não causa maiores problemas uma vez que a inclusão do 
termo %%)f somente faz uma pequena correção que dã a %%)3 uma 
precisão maior, em função da aproximaçao de segunda ordem. Uma 
vez encontrada a convergência, a parãbola passando através dos 
pontos 1, 2 e 3 ë exatamente a mesma ãquela assumida na obten ~ 

ção da Equação (5.33). 
-. ` ~ Uma equaçao similar a Equaçao (5.33) ë vãlida para o 

gradiente de pressão nas outras fronteiras do domínio transfor-
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Figura 20 - Perfil de pressão assumido para o cãlculo do 
gradiente de pressão nas fronteiras. 

mado. O gradiente dado pela Equação (5.34) aparece também nos 
termos fonte da equação de Poisson para a pressão quando aplica 
da aos volumes de controle de fronteira (ver Apendice A). 

5.8 - DETALHES NUMERICOS 

A - EQUAÇÓES DE MOVIMENTO 

As equações de movimento são resolvidas explicitamente, 
mas a cada varredura no campo de velocidade ë feito o avanço do 
campo de pressões, que ë obtido de uma maneira implícita. O cam 
po de pressões obtido ë então utilizado para corrigir velocida- 
des tal que a massa seja conservada e ë tomado como o campo de 
pressões atualizado para utilização no prõximo ciclo iterativo.



B - EQUAÇÃO DE PRESSÃO 

A equaçao da pressao, por ser uma equaçao do tipo Pois- 
son, ë resolvida implicitamente no ciclo iterativo. Utiliza-se 
na sua solução a técnica S.O.R. com parãmetro de relaxação'variã 

A ._ 4 vel. Por ser de convergencia lenta, a equaçao de Poisson e do- 
minante na soluçao de problemas fluido-térmicos. Assim, ë uma 
grande vantagem o fato de necessitar-se resolver uma única equa 
çao deste tipo a cada ciclo iterativo, decorrente da utilizaçao 
do método PRIME. 

No processo iterativo, a tolerãncia de convergência para 
a pressão foi fixada em l.0E-04, segundo o seguinte critério 

|Pn+l_Pn| 
5 <-~-»-- (5.36) 

IRI 

onde R = P - P'. 
, sendo P e P . os valores mãximo e mí- max~ min 

_ 

max_ min 
nimo da pressao no dominio, e e e a tolerancia. 

Um outro detalhe, que merece atenção especial, ë a fixa- 
~ f ^ ' 

.... çao de um nivel de referencia para a pressao. Considere-se, ini 
cialmente, a soluçao de problemas bidimensionais de escoamento 
"incompressivel" em que todas as velocidades nas fronteiras 
sao prescritas. Naturalmente que essas velocidades devem ser 
especificadas de tal maneira que a massa seja conservada no do- 
minio. Se a conservação da massa ê forçada em todos os volumes 
de controle internos, exceto para um, entao a conservaçao glo- 
bal de massa garante a satisfação da cúntinuidade também para 
este volume. Mas se a conservação da massa local também for for 
çada para este volume, a consequência serã o surgimento de uma 
redundãncia na equação de pressão, a qual, por sua vez, implica 
rã na formação de uma matriz singular a ser resolvida quando um 
mëtodo direto de solução ë empregado. Esse problema surge por- 
que a equação de pressão e suas condições de contorno estabele- 
cem uma solução dependente de uma constante gcnõrica aditiva,is 
to ë, o nível de pressão não estã fixo. A especificação do va- 
lor da pressão em um dado ponto do interior do dominio, com a
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to este, estabelece o nível e elimina o problema |3|. 

Considere-se,ainda,c>problema bidimensional do escoamen- 
to "incompressível", em que o gradiente de velocidade ê especi- 
ficado. Suponha, na grade cartesiana apresentada na Figura 21, 

'f . ~ que ue uw e especificada na seçao de saida do escoamento, en- 
quanto v==O é prescrita em duas fronteiras de y constante. Para 
o volume de controle da parte inferior da seção de saida do es- 

~ _. coamento, as condiçoes de contorno, junto com a restriçao da 
Continuidade, impoem que v na superfície superior deste volume 
de controle seja zero. O mesmo se verifica para os demais volu- 
mes de controle, mas como o volume de controle da parte supe- 
rior da seçao de saída do escoamento requer que todos os v's se 
jam zero, tem-se que a aplicação da restrição da êontinuidade, 
para este volume de controle, se torna uma redundância. Do mes- 
mo modo que no caso anterior, no qual as equaçoes estabeleceram 
uma solução dependente de uma constante genérica aditiva, agora 
a pressão ao londo de toda uma linha também sé pode ser determi 
nada pela especificação de uma constante aditiva¡ A utilização 
de um método direto de solução também falharia, mas agora a uti 
lização de um método de solução linha por linha constitui-se em 
método direto de soluçao. Logo, para aplicar o método TDMA é 
necessãrio substituir a aplicação da restrição da continuidade 
pela fixação do valor da pressão em toda a linha que define a 
seção de saida do escoamento. E importante observar, contudo, 
que uma solução ponto a ponto, elimina o problema |3|. 

Assim, considerando que neste trabalho todas as soluçoes 
são obtidas através da aplicação da técnica S.O.R., elimina-se 
este problema, não havendo necessidade de fixação de 

~ . ~ um nível para as pressoes, tanto para a situaçao em que as 
velocidades são prescritas ou em que o gradiente de velocidades 
é especificado. Entretanto, a taxa de convergência é afetada pg 
la fixação ou não deste nivel, podendo aumentar ou diminuir|l7 
pg. 130. Fixou-se, entao, a pressao para o volume de controle 
da continuidade no canto superior direito do plano transforma- 
do, Esta pressao foi feita igual a zero, que passa a ser o va 
lor de referência para todas as pressões relativas dodominio.
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.- Figura 21 ~ Seçao de uma grade cartesiana mostrando o vo- 
lume de controle da pressão juntamente com as 
velocidades cartesianas. 

C - EQUAÇÃO DA ENERGIA 

A equação da energia também ë resolvida implicitamente 
uma unica vez a cada ciclo iterativo. Sua solução ê obtida atra 
vês da têcnica S.O.R. O critério de convergência utilizado ê 
aquele mesmo utilizado para a equação da pressão. A tolerância 
de convergência, contudo, foi fixada em 5.0E-05. ' 

D - DETALHES GERAIS 

O teste de convergência para a obtençao dos resultados fi 
nais ê feito utilizando as velocidades cartesianas calculadas 
no domínio. O critério utilizado ê o mesmo daquele para a pres- 
são com tolerância fixada em 5.0E-O5. A escolha das velocida - 

des foi feita porque estas conferem um carãter mais restritivo 
ao criterio de convergencia, em relaçao a pressao e a temperatu 
ra.
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lor foi obtido apõs a realização de alguns testes sem, contudo, 
tratar-se de um valor otimizado.



CAPITULO ó 

CONDIÇÕES DE CONTORNO 

ó.1 - INTRODUÇÃO 

~ ~ 
_ Um fator importante na soluçao das equaçoes governan- 

tes ê a aplicação das condições de contorno. Para sistemas não 
ortogonais, este fato se reveste de mais significado. ainda 

~ ~ '
` 

na aplicaçao de condiçoes de contorno do tipo Neumann e Ro- 
bin. É, exatamente, para aplicar as condiçoes de contorno 
corretamente que se optou pelo uso de sistemas de coordena- 
das que coincidem com a geometria. 

Por outro lado, como todos os calculos numéricos sao 
realizados no domínio transformado ë lõgico que as condi- 
~ 4 - ` ~ çoes de contorno tambem sejam incorporadas as equaçoes nes- 

te dominio. O procedimento adotado para tratar das condi- 
ções de contorno no plano transformado e sua respectiva in- 
corporaçao ao sistema de equaçoes governantes ê apresentado 
neste capítulo. 

Outro ponto importante tambem discutido ë com relação a 
especificação da condição de contorno na seção de saida; uma 
questão problemática na solução de qualquer problema eliptico 
com fluxo de massa nas fronteiras, uma vez que não se conhece, 
normalmente, as condições de saida. Aborda-se, também, as impli 

~ › ... ~ - -› caçoes na especificaçao desta condiçao de contorno com relaçao 
` ~ ~ ~ ~ a soluçao do sistema de equaçoes e sua utilizaçao em grades nao 

ortogonais. 

6.2 - CONDIÇÕES DE CONTORNO NO DOMINIO TRANSFORMADO 

._ Os problemas fisicos tratados neste trabalho sao todos de 
finidos para domínios simplesmente conexos. A geração de um 
sistema‹hacoordenadas naturaisparaesses domínios ë feita sub-



dividindo-se as fronteiras do dominio fisico em quatro segmen- 
tos, sendo cada um deles equivalente a um dos lados do retângu- 
lo no plano transformado. Dois desses segmentos sao de linhas g 
constantes e dois de linhas n constantes. Logo, as condições de 
contorno a serem aplicadas no dominio transformado são as prõ- 
prias condições encontradas nos quatro segmentos físicos que 
serão mapeados sobre os quatro lados do retângulo no sistema 
(Em)- 

Existem diversas maneiras de se aplicar estas condiçoes 
de contorno. Uma delas ë a utilizaçao de pontos fictícios. Este 
ë um procedimento largamente utilizado com o objetivo de se ter 
uma única equação para todos os pontos do dominio. Obviamente, 
isto requer que se obtenha equações para os pontos fictícios que 
sejam função_das condições de contorno em cada fronteira e, as- 
sim, incorporar as condições de contorno as equações governan- 
tes atravês dos valores da variãvel obtidos para os pontos fic- 
tícios. Quando o sistema coordenado empregado ë ortogonal, tan- 
to as condiçoes de Dirichlet quanto as de Neumann e Robin sao 
de fãcil aplicação. Considere-se, por exemplo, a Figura 22 on- 
de ê mostrada uma fronteira referenciada ao sistema de coordena 
das ortogonal (x,y) submetida as seguintes condiçoes: 

1) Dirichlet - Varíãvel ¢ prescrita na fronteira w. Neste caso 

¢ ¢ 
¢sw = -W---É P c<›.1> 

e o valor da variãvel ¢ no ponto fictício W ë 

¢w = -¢P + 2¢w (6.2) 

2) Neumann - Fluxo prescrito q" na fronteira.w. Neste caso 

šflä 32 = z Q" (ó.3) 
ãn W W. 

Utilizando~se diferenças centrais para aproximar a Equação(6.3L 
resulta



. H =.1E:;¶! 

e o valor da variavel ¢ no ponto fictício W ë 

(bw = ¢P _ QHAX 

Observa-se, portanto, que as equações para determinar os 
valores da variável nos pontos fictícios, Equações (6.2) e 

(6.5), são de fãcil solução e que podem ser representadas gene- 
ricamente por 

¢N = A ¢N_l + B (ó.ó) 

onde os valores de A e B dependem do tipo de condiçao de con- 
torno. ' 
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. Figura 22 - Pontos fictícios para fronteira referenciada 
ao sistema de coordenadas ortogonal (x,y). 

Entrctanto,quundo esta setrabalhundoúxnnsistomasdo coor- 
denadas gcncra1izadus,as condiçõos‹h>Ncumann 0 Robin por envol-



verem derivadas da função, não permitem um procedimento tão sim 
ples como o mostrado. Para exemplificar, seja a aplicaçao da 
condição de um fluxo prescrito a uma fronteira de E constante 9 

fronteira w, mostrada na Figura 23. Neste caso a expressão da 
derivada normal ê dada por 

¿ . 

Q _ 
õ‹:› _ Hd» - 

1 it __ .. 

šš 
- Ja íš - JG2Bw¡ - q (6.7) 

w w W 

Analogamente ao caso ortogonal, para o caso não ortogonal, a 
expressao acima aproximada, para o valor no ponto fictício W, 
resulta

¿ 2 1 

J<×¢ --1-‹1>,¢_<I›,_¢ "2“ 

«bw 
= ef- - Jozzecl-wii",-A1-Í;--SL*fl~S) - q"1/(ÂÊLY) (M) 

Observa-se que, neste caso, na determinação da variãvel no pon- 
to fictício W estão envolvidos os pontos NW e SW, que também 
são fictícios, alem dos pontos P,N,S. Este fato complica a ob- 
tenção da solução para esta equação, tornando-a de dificil con- 
vergëncia. ` 

Logo, neste trabalho os pontos fictícios sao utilizados 
somente para a velocidade pois, normalmente, se conhece os Va- 
lores desta variãvel na fronteira. Para as demais variaveis 
(pressão, temperatura) utiliza-se uma outra maneira de aplicar 
as condições de contorno que consiste em realizar-se balanços 
nas fronteiras. Este procedimento incorpora as condições de 
contorno diretamente ao sistema de equações satisfazendo os 
princípios de conservação localmente. Para determinar as equa- 
ções de fronteira para a temperatura realiza-se balanços de ca- 
lor enquanto que balanços de massa são utilizados para determi 
nar as equaçoes de fronteira para a pressao. Estes procedimen - 

tos são agora descritos. 

6.2.1 - CONDIÇÃO DE CONTORNO PARA A TEMPERATURA
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Figura 23 - Pontos fictícios para fronteirareferenciadaao 
sistema de coordenadas generalizado (š,n). 

Objetivando facilitar a compreensão do procedimento adota- 
do considere-se, inicialmente, a Figura 24 onde ë mostrado o vo- 
lume de controle da temperatura para uma malha interna. Realizan 
do-se balanço de calor para este volume de controle, no plano 
transformado, obtêm-se 

qw_›_P An.1 + qS_›P AE.l - qP_›N AE.1 - qP_›E An.1 + 

Mwcprw + MSCPTS - Mncprn - Mecpre = o (ó.9) 

onde 
.M.w=pUw; Me=pUe; MS*-QVS; Mn=pVn (6.10) 

Substituindo-se os fluxos difusivos de calor pela equação de 
Fourier, para o plano transformado, com An = Ag = 1 tem-se: 

aT aT _ az QI k[aJ5š + BJ3n|w k|yJan + aJa¿|S +



.¿. .¿.. _8T “BT 
k|yJ§% + eJ§%|n + k|aJ¡¿ + sJ§¡|e + 

v 

(ó.11) 
MWCPTW + MSCPTS - MncpTn - MeCpTe = O 

Utilizando-se as aproximações para os perfis ¢ e para os termos 
difusivos dados pelas Equações (4.4) a (4.ll) para ¢=T e rear- 
ranjando-se os termos obtêm-se 

ApTg*1 = AwT§*1 + AST§+1 + AeT§*1 + AnT§+1 + sir (ó.1z) 

onde os coeficientes são dados pelas Equações (4.l9) a (4.22) 'e 
pela Equação (4.37) e o termo fonte, incluindo-se o termo “tran- 
siente” para utilizar a coordenada t como nível de íteraçao, ë 
dado por ' 

A T” _ ar ar _ gl _ gl . E E STT - ((325-¡)e ¬“ (c5í¿)n (C28n)w (C53¿)S + DE ((›.13) 
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Figura 24 - Volume de controle da temperatura para uma ma- 
lha interna. 

Feito isto, considere-se o volume de controle da temperatu 
ra para uma fronteira qualquer, Figura 25. Realizando-se balan-



--___”ço de calor para esta fronteira tem-se: 

n+l _ n+l n+l n+l APTP - AGTE + AWTW + ASTS + STT (6.l4) 

COHI 

A u. .. A T” 
= ‹‹1z%›e - ‹°z%-š›w- ‹‹15%~š~›S - «Õ-1»

P 

onde q)n representa o fluxo de energia (convectivo e difusivo) 
que atravessa a fronteira norte; 
e

. 

* __ à Ap - Ae + AW + As Mn (ó.1ó) 

D@ve~se salientar que neste caso a alteração sofrida na 
determinação de Ap ê decorrente da necessidade de satisfazer~se 
a equaçao da continuidade, Equaçao (4.38), utilizada na determi- 
nação da Equação (6.l4), sendo que o termo referente ao fluxo de 
energia que atravessa a fronteira foi transferido para o termo 
fonte, jã que ê conhecido (condição de contorno). Este termo ë, 
obviamente, função do tipo de condição de contorno. Assim sendo 
tem-se que: 

a) Parede sõlida com fluxo de calor prescrito 

q)n = 
qprescrito (6'l7) 

Mn = O (6.l8) 

b) Parede sõlida com temperatura prescrita 

_fl = , ÊÍ ÊÍ _ cp3n (C4an * Csô¿)n (6 19) 

Mn = O (6.20) 

onde %%)n 6 %%)n Sao calculados com:1distribuiçaode tempera 
turanroscritasobre a fronteira. Se para a fronteira norte e-



mí _ r 
. . ãf xemplif1cada,a temperatura for constante,tem-se §Ê)n = O. 

c) Fronteira com temperatura e fluxo de massa prescritos.

r 

_¢1_ = _ êlj E cp)n (c4an + c5a¿)n + Mnrn (ó.21) 

Ressalte-se que,opcionalmente, para estas duas Últimas 
condições de contorno pode-se utilizar pontos fictícios, jã que 
as mesmas são condições de Dirichlet (temperatura prescrita). En 
tretanto, o metodo apresentado acima tem a vantagem de ser 

A 

um 
mêtodo geral, fator importante quando do desenvolvimento de mê- 
todos mais abrangentes, çomg se pretende desenvolver neste traba- 
lho. Portanto, balanços de calor são realizados para todos os 
volumes de controle nas fronteiras e as equações para a tempera- 
tura com os seus respectivos termos fonte, para o problema resol 
vido nesta dissertação, são apresentados no Apêndice B.
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. Figura 25 - Volume de controle da temperatura para a fron- 
teíra. 

6.2.2 - CONDIÇÃO DE CONTORNO PARA A PRESSÃO. 

Em função do acoplamento pressão-velocidade foi visto que 
a cada iteração resolve-se uma equação de Poisson para a pressão 
com o objetivo de atualizar o campo de pressões e corrigir o cam 
po de velocidades. A questão que se coloca ê como aplicar as



condições de contorno para a pressão para os volumes de controle 
junto ãs fronteiras. Em |2| Maliska recomenda que se utilize mê- 
todos mnque as condições de contorno da velocidade assegurem im- 
plicitamente condições corretas para a pressão|3 Esta recomenda 
ção implica em utilizar-se procedimento semelhante ao utilizado 
para os volumes de controle internos, com a diferença de que as 
equações de movimento, Equações (5.3) e (5.4) são agora escri- 
tas observando-se as condições de contorno existentes para a ve- 
locidade na respectiva fronteira. 

Considere-se, por exemplo, a Figura 26 onde ë mostrado o 
volume de controle da pressão para uma determinada fronteira. Se 
a condição de contorno para esta fronteira for a de velocidade 
prescrita, as equações de movimento são 

i 

“

i 

Ue = ue = Ue prescrita (6'22) 

= " _ 0* _ 5 _ _ Uw Uw Ízülw (Pp Pw) J' Í4Au]w(PNw+PN Psw Ps)(6'23) 
P ' 

P
' 

= ^ _ Y _ _ _ Vs Vs ['\7]s (PP Ps) “L 
Í 15 (Ps " PP Psw PW* 2^Pf| 5) 

AP 41\ 
«Ia 

(6.24) 

VI1:VI`l_{
) 

â><4‹

W 
n (PN ' Pp) "` 

ÍZÃ'\7]11(PN 
J' PP ` PNW ` pw J' 2^Pf|n) 

P (ó.zs) 

onde APf representa o gradiente de pressão na fronteira e ë da- 
do pela Equação (S.34). 

Substituindo-se as Equações (6.22) a (ó.25) na equação da 
continuidade, Equação (4.38) obtêm-se as expressões para os coe- 
ficientes 

= = Z Ae Ane Ase O ( ) 

~ . A , 
A' 

, A + inalterados em relaçao aos coeficientes pa w nw sw 
ra pontos internos



~
A 

As (Vas c 

onde

K 

= (_l) + (_Êl) _ (_Ê_) n V n . V w V n AP 4AP 4AP 

V V ZAP 

(6.27) 

= ;L _ *ÊÚ)w + (_ÊV)s (6'28) 
AP 4/xp 4./xp 

22 = V.V + (K ) 
- (K D V S V n ((›.29) 

APfB = --- (6.30) 
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Figura 26 - Volume de controle da Continuidade junto a 
fronteira, mostrando as componentes contrava- 
riantes envolvidas no balanço de massa. 

Se a condição de contorno para a fronteira, mostrada na Fi 
gura 26, for a de derivada nula as equações de movimento são i- 
d- _ _ 

_ 
V _ 

_ _ enticas aquelas para a condiçao de fronteira com velocidadepres 
crita, exceto para a componente contravariante na fronteira, pa- 
ra a qual tem-se 

Ue = Uw ç(6.3l)



~ ~ _. Substituindo-sezLEquaçao(6.3l)‹:as Equagoes (6.24)e (6.25) 
~ ~ 4 na equaçao da continuidade, Equaçao (4.38), obtem-se 

Ae = Ane = Ase = O (6'32) 

A = (~Ê-) - (ÉÍL) 6.33 W 4Ag “ 4AX S ( ) 

Anw = 
(zívln (ó.54)

P 

Asw = _("ÊV)s (6'55) 
4AP 

A = (ÂL) (-Ê-3 c (ó.3ó) s Ag S + 
4Ag s 

A = (JL - (-Ê- ó. H Agin Mgin (tm

< <›+ + B = . (KVDS - (KV)n (ó.38) 

Procedimentos semelhantes aos descritos são utilizados pa- 
ra todos os volumes de controle nas fronteiras sendo que os coe~ 
ficientes adequados para a pressao, nestes volumes de controle, 
para o problema deinteressedestetrabalhosao apresentados no 
Apêndice A. 

6.2.3 - CONDIÇÕES DE CONTORNO PARA A VELOCIDADE 

Conforme já comentado, para a velocidade sao utilizados os 
pontos fictícios. Obviamente que os pontos fictícios são criados 
para aquelas velocidades que não coincidem com a fronteira. E o 
caso das velocidades contravariantes U nas faces sul e norte e 
das velocidades contravariantes V nas faces este e oeste. A Equa 
~ ao ~ . . cao (ó.6) e entao utilizada.
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Na_seção anterior discutiu-se o tratamento adequado para 
a incorporação das condições de contorno ãs equações no domínio 
transformado. Entretanto, uma questão relevante, que ê a especi 

~ ~ ~ ficaçao das condiçoes de contorno na seçao de saida do escoamen 
to, ainda continua pendente. 

Para o fluido que “deixa” o dominio de cãlculo nor 
malmente são desconhecidos tanto os valores da Varíä 
vel (temperatura, velocidade, pressão) quanto os seus respecti- 
vos fluxos. Alëm disto, deve-se ter em mente que esta condição 
de contorno deve ser aplicãvel ãs mais diferentes grades e do- 
minios de solução para garantir a generalidade do modelo. Pro- 
curando isto, utiliza-se neste trabalho a condição de derivada 
nula, tanto para a velocidade quanto para a temperatura. Para a 

~ ~ .4 . ~ .,‹ pressao nao ha necessidade de condiçao de contorno na saida de 
vido procedimento utilizado para resolver o acoplamento pres- 
sao-velocidade, discutido anteriormente. 

A condição de derivada nula para a velocidade ë aplicada 
ãs componentes contravariantes, por serem estas componentes as 
responsãveis pelo fluxo de massa através das células elementa- 
res. As implicações na escolha desta condição de contorno bem 
como a sua aplicaçao em sistemas ortogonais e nao-ortogonais sao 
agora descritos. 

~ , ^ E sabido que a condiçao de derivada nula requer a existen 
cia de pleno desenvolvimento do escoamento naquele local. Contu 
do, em se tratando de uma condição fraca, que não impõe valores 
ã variãvel, ë possível utilizar-se esta condição de contorno 
mesmo que o perfil não esteja completamente desenvolvido, o que 
ë demonstrado no Capitulo 7. Obviamente que, quanto mais prõxi- 
mo da posição de perfil completamente desenvolvido for escolhi- 
da a seção de saida, melhores serão os resultados obtidos. As- 
sim sendo, cuidado deve ser tomado na escolha da seção de saí- 
da. Normalmente a física do problema nos indica a posição ade- 
quada. Exemplificando, um local inadequado ë aquele mostrado na 
Figura 27(a), enquanto que a Figura 27(b) representa uma posi- 
ção aceitãvel.
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Figura 27 - Escolha de localizaçao da seçao de saída do 
escoamento. 

Um outro cuidado que se deve ter na utilizacão da condi- 
ção de contorno, para as velocidades, ë quanto a garantia da 
conservação global da massa na seção de saída do escoamento. E 
como se pretende desenvolver modelo para resolver problemas em 
que os domínios de solução são os mais irregulares possiveis, ë 
necessário também que a condição de contorno garanta esta con- 
servação global de massa para estes diferentes problemas. 

E justamente por isso que se optou pela utilização das 
componentes contravariantes na especificação da derivada nula, 
uma vez que estas componentes representam o valor numérico da 
vazao atraves das linhas coordenadas g e n. Seja, por exemplo , 

a componente contravariante U, dada por 

U = uâz _ VÊ; (ó.39) 
T1 VI 

Considere-sc, somente para facilitar a demonstraçao, a 

grade cartesiana, mostrada na Figura 28. Para esta grade a com- 
ponente contravariante U reduz-se a 

- §._›_' U -um (ó.4o)
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Figura 28 - Grade cartesiana utilizada para relacionar U 
e Q. 

Aproximando-se a Equação (6.40) para volumes finitos 

_ AX U - uAn (ó.4i) 

OU 

UAn = UAy = Q (6.42) 

(D\ onde Q a vazao através da linha coordenada 5. 

E como An =1, tem-se 

U = uày = Q (6-43) 

Logo, a componente contravariantellrepresontarovalor numš 
ricockxvazão atravës das linhas coordenadas g. Procedimento seme- 
lhante pode ser utilizado para mostrar que a componente contra~ 
variante V representa o valor numérico da razão através das li- 
nhas n. 

Assim, para satisfazer a conservação global de massa no



escoamento apresentado na Figura 29, ë neçeggärío que 

' 

Xvn = Eúb (ó.44) 

isto ê 

Unl + Unz + Uns + UH4 + Uns = Ubl + Ubz + Ubš + Ub4 + Ubs 

(6.45) 
Contudo,este somatõrionada diz quanto a relação entre Uni 

e Ubi para cada volume elementar. 
Por outro lado, a aplicação da condição de derivada nula 

às componentes contravariantes do vetor velocidade na seção de 
saída, no plano transformado, requer que âë = O, ou seja, 

' Unl = Ubl 

Unz = 

UH3 = ubs (ó.4ó) 

Uns 

ou de uma maneira genérica 

Unl = Ubl
~ 

* E fãcil observar que a condiçao de derivada nula satis- 
faz a Equação (ó.45), garantindo, portanto, a conservação da

~ massa. É necessario, contudo, procurar garantir que as Equaçoes 
(6.46) sejam satisfeitas. 

Para tanto basta que as linhas n, na saída, sejam alinha- 
das com o vetor velocidade V. Entretanto, este alinhamento sõ 
ë possivel se-o sistema de coordenadas permitir flexibílidadena

~ geraçao da malha. 
Tome-se, como exemplo,osistemade coordenadas cartesia- 

nas ou qualquer outro sistema de coordenadas convencional, para 
a solução de problema definido em uma geometria arbitrária,
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Figura 29 - Seção de saída de um canal reto e grade car- 
tesiana. 

conforme mostrado na Figura 30. Neste sistema nao existe possi- 
bilidade de alinhamento do vetor Velocidade com as linhas coor- 
denadas sendo,nortanto,difícilziaplicaçäo‹k1condição‹le derivada 
nula diretamente nas variaveis dependentes u e V. 
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Figura 30 - Seção de saída de um canal arbitrãrio e grade 
cartesíana.



Jã a utilização de sistema generalizado de coordenadasper 
mite que se tenha controle total na geração da malha e o alinha 
mento da grade, apresentado na Figura 31, ë facilmente obtido. 
Convém lembrar que este ajuste pode ser feito independente do 
tipo de geometria em estudo. 

ÊL ll ll llI 
Ill ""i /:"' 1/1/ 

Figura 31 - Seção de saida de um canal arbitrãrio e grade 
alinhada com as linhas de fluxo. 

Ê importante observar ainda que não hã necessidade de 
maiores cuidados quanto as linhas coordenadas E. Uma vez que as 
linhas coordenadas n estejam alinhadas com as linhas de fluxo, 
garantindo que não hã fluxo de massa através destas linhas co- 
ordenadas, as linhas 5 podem ser quaisquer. Esta situação ë 
mostrada na Figura 32 e os resultados obtidos com esta grade 
são apresentados no Capitulo 7. 

Portanto, a utilizaçao de sistema generalizado de coorde- 
nadas permite satisfazer as Equações (6.4ó) e, consequentemen- 
te, a condição de derivada nula para a componente contravarian- 
te U (%%==O), na seção de saida, pode ser utilizada para as 
mais diversas geometrias, conferindo generalidade ao modelo,que 
ë o que se procura neste trabalho. 

Resta, contudo, especificar a condiçao de contorno para 
a outra componente contravariante do vetor velocidade. Neste ea 
so, considerando que se procurou dar uma generalidade maior ã 
condição de contorno para a seção de saida, utilizou-se a condi 
ção de derivada nula também para a componente contravariante V



em ë (%š~= O). Esta condição de contorno, não sendo restritiva, 
permite o estabelecimento dos valores corretos de V na seção.
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Figura 32 - Seção de saida de um canal reto com grade não- 
ortogonal. ' 

No que se refere a condição de contorno para a temperatu¬ 
ra, o problema ë bem menos complexo, uma vez que a temperatura 
ë uma variãvel escalar. A utilizaçao de derivada nula para a 
temperatura ë sempre possivel desde que os efeitos difusivos,na 
direção do escoamento, possam ser desprezados |l7 Este proce- 
dimento ë aqui repetido e a condição de %%==0 ë utilizada. 

Ainda com relação a utilização da condição de derivada nu 
la, para a seção de saida, convém ressaltar que a incorpora - 

_, ~ ~ A 
çao deste tipo de condiçao de contorno ao sistema de equaçoes e 

realizada de uma maneira direta e simples, facilitando a solu- 
ção das equações governantes.



CAPÍTULO 7 - 

RESULTADOS NUMERICOS 

7.1 - INTRODUÇÃO 

Ao longo deste trabalho apresentou-se uma metodologia pa 
ra resolver problemas de transferência de calor em escoamentos 
confluentes cmngeometrias arbitrãrias, com o objetivo princi- 
pal de resolver-se o problema da aplicação das condições de 
contorno nas fronteiras com entrada e saida de massa em siste- 
mas nao-ortogonais. Agora esta metodologia e o esquema numéri- 
co resultante são 'testados resolvendo-se problemas bidi-

~ mensionais cuja soluçao ë conhecida. Em seguida apre- 
senta-se entao os resultados obtidos na soluçao do problema es 
pecifico formulado no Capítulo 2, demonstrando-se a generali- 
dade do mëtodo. '

. 

A série de testes começa com a Verificaçao da exatidao 
do cõdigo computacional que, inicialmente, ê testado resolven-

A do-se um problema hidrodinamico bidimensional sem fluxo de mas 
sa nas fronteiras. Trata-se do fluxo isotërmico em uma cavida- 
de quadrada com a parede inferior em movimento. Compara-se os 
resultados obtidos com os de Milioli |4|. 

Em seguida o cõdigo ê testado para resolver problemas hi 
drodinãmicos bidimensionais com entrada e saida de massa nas 
fronteiras. Para este caso resolve-se a regiao de entrada em 
um canal com o intuito de atingir-se dois objetivos. Primeiro, 
conferir o desenvolvimento do perfil e, segundo, testar condi- 
~ ~ 41 çoes de contorno para a seçao de saida. Para o teste do desen 

volvimento do perfil compara-se os resultados numéricos obti- 
dos com os de Sousa 8 Hatton |5| e Abarbanel et al |6|. Jã, 
com relação ao teste da condição de contorno para a seção de 
saída, o mesmo ë realizado em duas etapas. Inicialmente, ë ve- 
rificado a influëncia da condição de contorno da seção de sai- 
da sobre o escoamento a montante, utilizando-se três diferen- 
tes malhas ortogonais em função da posição de localização des-



ta condição de contorno. Depois, realiza-se o teste para uma 
mesma posição‹k:localização‹k1condição de contorno de saida uti 
lízando-se,porëm,malhas não-ortogonais e ortogonal para, desta 
forma,verificar o comportamento da condição de contorno utiliza 
da,frente a grades não-ortogonais,na seção de saída. Feito os 
testes da parte hidrodinãmica do esquema numérico ora desenvol- 
vido, introduz-se a equação da energia e testa-se a exatidão do 
cõdigo,resolvendo-se problema de convecção natural em cavidade 
quadrada.Compara-se os resultados com os de Milioli I4 

Com a metodologia e o esquema numêricodevidamentetesta- 
dos resolve-se o problema de descarga delnnjato em uma corrente 
ã temperatura mais baixa.Para este problema são então especifi- 
cadas as condições de contorno e a grade sobre a qual o proble- 
ma ë resolvido.Inicialmente,resolve-se o problema utilizando um 
domínio de soluçao que permite obter o perfil completamente de 
Senvolvido,com o objetivo de verificar a conservação da massa 
global na saida pela integração do perfil parabõlico calculado. 
Em seguida, para verificar a influência da malha utilizada na 
solução obtida, resolve-se o problema para diferentes grades,or 
togonais cartesianas e não-ortogonais. Para verificar a capaci- 
dade do mëtodo em captar as regiões de recirculação apõs a en- 
trada do jato,resolve-se o problema para um número de Reynolds do 
escoamento, constante e igual a 500 variando as relações de va- 
zão entre o jato e o escoamento principal. Finalmente, para ob- 
servar os efeitos convectivos e condutivos, o problema ë resol- 
vido para diversos valores do número de Peclet do escoamento e 

temperatura do jato. 

7.2 - TESTE DO CODIGO COMPUTACIONAL 

Nesta seção o cõdigo computacional 'será testado. Co- 
mo jã foi mencionado anteriormente o teste se darã 
em etapas através da solução de problemas bidimensionais cuja 
solução ê conhecida. Estes problemas e os testes relacionados 
com os mesmos serão agora descritos em detalhes. 

A - FLUXO ISOTERMICO EM UMA CAVIDADE QUADRADA 

Como primeira etapa no processo de teste de um modelo ë



conveniente fazer-se depuração rigorosa do programa de compu- 
tador para evitar erros de codificação, fãceis de ocorrerem, 
considerando-se as inúmeras operaçoes que um cõdigo deste ti- 
po envolve. E importante salientar ainda que o teste deve ser 
feito prevendo-se conferir numeros, pois sõ assim se verifica 
a exatidão da codificação do cõdigo computacional o que. por 
exemplo, nao ë possivel com resultados apresentados em grãfi- 
cos. Assim, resolve-se inicialmente problema idêntico ao resol 
vido em |2| e [4] por se possuir os números obtidos na solução 
deste problema por estes pesquisadores. 

O problema resolvido ê o de fluxo isotërmico em uma ca- 
vidade quadrada com a parede inferior em movimento, conforme 
mostrado na Figura 33. A malha utilizada ë nao-ortogonal 5.x5 
por ser exatamente para esta malha, apresentada na Figura 33, 
que se dispõe de solução obtida por Maliska IZI e Milioli I4 
O fato da malha ser grosseira não apresenta inconveniente al- 
gum. O que se deseja ë apenas testar o cõdigo computacional. O 
modelo, para este tipo de problema, jã foi testado por |2| que 
resolveu o problema para malha bastante refinadas. Portanto , 

uma vez comprovadaa.exatidão dg cõdigo estarã comprovada a cor 
reta codificação deste cõdigo.\

_ 

. O teste ë executado para nümeros de Reynolds iguais a 
100 e 400, ou seja, tanto para o caso em que os processos di- 
fusivos são predominantes (Re =l00), como para o caso em que 
os processos convectivos predominam (Re =400). Os cãlculos nu- 
mëricos foram executados com E==2,5, sobrerelaxação para a 
solução da equação de Poisson w==l,2 e tolerância e =l.0E - 05 
no critërio de convergência para a pressão. 

Os resultados obtidos para as velocidades adimensionais 
u* e v* são comparados aos de Milioli I4| nas Tabelas l e 2, 
para Reynolds 100 e 400, respectivamente. As velocidades car- 
tesianas u e v sao adimensionalizadas conforme as expressoes: 

u* = u/un (7-1) 

v* = v/uu 

onde ua ë a velocidade na parede inferior. As velocidades u*
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H 

de
A contorno para o problema de fluxo hidrodina- 

mico em cavidade quadrada com parede infe- 
rior mõvel. . 

são obtidas nas seçoes CC e DD de linhas E constantes e as ve 
locidades v* nas seções AA e BB de linhas n constantes, defi- 
nidas na Figura 34.

~ Inspecionando os resultados obtidos verifica-se que sao 
exatamente iguais aos conseguidos por Miliolí, tanto para 
l:=100 quanto para Re =400. Hã de se destacar que Milioli con 
feriu o seu cõdigo com Ma1iska.apresentando os resultados em 
|4|. Portanto, a exatidão do cõdígo computacional quando a par 
te hidrodinãmica, sem fluxo de massa nas fronteiras, fica cla- 
ramente comprovada e os resultados apresentados poderão ser- 
vir para futuros usuãrios desta metodologia depurarem os seus 
programas. Contudo, para que isto seja possivel ê necessario



Tabela 1 - Perfis de velocidade nas seções AA, BB, CC 
DD da Figura 34' para Re = 100. 

Seção\ 
ODÊO 

1 2 3 4 5 

AA . 

0,2938 0,1228 0,0609 -0,1339 0,1056 

0,2938 0,1227 0,0609 0,1338 0,1055 .4.¡ 

BB 
0,2027 0,0664 0,0513 0,0848 0,0402 

0,2027 0,0664 0,0514 0,0848 0,0401 14! 
0,3802 0,0139 0,1226 0,1340 0,0803 

CC 
0,3801 0,0138 0,1226 0,1340 0,0803 0; 
0,3398 0,0226 0,1037 0,0994 0,0345 

DD 
0,3398 0,0227 0,1037 0,0993 0,0345 I4|i 

Tabela 2 - Perfis de velocidade nas seções AA, BB, CC e 
DD da Figura 34 para Re =400. 

eção\S 
OHÍO 

1 2 3 4 5 

AA _, 

0,2324 0,0658 0,0555 -0,0929 0,0934 

0,2324 0,0658 0,0555 -0,0929 0,0933 .4|¡ 

0,1892 0,0410 0,0410 ;0,07s1 0,0660 
BB 

0,1891 0,0410 0,0411 -0,0752 0,0660 0.1 
0,2551 0,0403 0,0535 0,0910 0,1047 

CC 
0,2550 0,0403 0,0534 0,0910 0,1047 .,.| 

DD
_ 0,2154 0,0129 0,0359 0,0702 0,0693 

-0,2154 0,0128 0,0359 0,0702 0,0693 .4.| 

-¶_|-_¬.¬¬
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que se conheça exatamente os pontos (x,y) da malha não-orto- 
gonal 5'x 5 utilizada. Assim,na Tabela 3 são apresentados os 
pontos adimensionais (x*,y*), adimensíonalízados conforme as 
expressões: 

×* = 35- (7.3) Dh 

* = -Y. (7.4) Y Uh 

onde Dh ë a altura da cavidade quadrada. 
u 

Ainda.com relação a malha ë importante frisa1'que a mesma 
podeser gerada a partir das Equacõos(3.l2)e (3.l3)comzu; fun- 
ções P(£,n) e Q(¿,n), utilizadas para concentrar linhas coordg 
nadas, iguais a zero.



Tabela 3 - Pontos (x*,y*) da malha não ortogonal 5;x5. 

t V _, 
' COORDENADAS X* 

_W0J0000000“0,100QW_ i0,zs00W..«0,¢500 ~~«0,7000W -i,0000uw_ 

0,0000 0,1416 0,3197 0,5304 _ 0 H _, 0 «0,7ó40- z 1,0000 Mm 
0,7992 1,0000 0,0000”_ H0,11§0 0,3710 0,5844 

0 0000 0 2008 0 4156 zh-0,6288~ «»0;8Z68«~-1,000 .S ._,_ ...__ -1-A.-~ -‹-.- - --Y» 9 
'__

1 

0i99Q9i¬iiQ,z;â§_Wi,0,4ó9ó«,-«0,0804-»~~0,0ss4fla-»1,000 

W0.0Q0Q¿,,,Q,3000i¡i,0,5s00~U»~0,1500~HW~0,9000~@«-1,000
A 

r_7_”__. _ __ 77 `________ 0. se ___ . ___.- ...___ 
_~_~_ 

COORDENADAS y* 

M__ 0_,__0_Q__0_00__I___., _Q.¬».Q.Q_Q_Q__..T_,__ 0 , 0 0.00--~ --0;-0 000----9-,-0-0-00-~~ -9-›;~0 0 0 0 

_~0J100Q '0W0,141§ _0,1130--0fZ008-m-0¢%558-~w0,3000 _” 
002500 I_0043197 1000,31i0«~-»0,4iâé«~-0,4é0ó«»-0,s500 __ 

r_QiA§QQ_i-_Q;§;0A_iii0,ss44M»-~0Tóa0s»~.-0,ós04W»~»0,7500 WW 

0LZQQQ_ _iQa1§4 _M0,799Z-~-0T82ó8-«~~0z8584~›~ 0,9000 ri. .. _' __O_¡ ,_ 

iWlJQQQQ_¬_@l¿QQQ__W,”l.000---i:9009--1¢000~»~~~1,000 _” 

B - ESCOAMENTO EM UM CANAL. 

Neste ítem realiza-se testes com o modelo para resolver 
problemas hídrodinãmicos bidímensionais com entrada e saída de 
massa nas fronteiras. O problema utilizado para testes ë o do 
escoamento em um canal, no qual irã se testar condição de con- 
torno para a seçao de saída e conferir o desenvolvimento do 
perfil. 

S§___:......,.....,............_.._,....‹,`.-...-›.....,..,›....¬._.- ...-¬_...v-V... ._ 

¬¡.,.›.---~ -..,-... _.



Este problema ë de especial interesse porque permite ve- 
rificar se o modelo consegue detectar perfis de velocidade nao 
puramente convexos na região de entrada. Conforme relatado em 
|6|, este resultado deve ser obtido sempre que os efeitos di- 

-› fusivos forem predominantes no escoamento e a soluçao for obti 
da a partir de modelos que utilizam as equações completas de 
Navíer-Stokes. › 

A Figura 35 mostra o desenvolvimento do perfil de veloci 
dades para o escoamento em um canal, utilizando uma malha car- 
tesiana 9 x27, uniforme em E e concentrada junto ãs paredes. A 
solução foi obtida para um número de Reynolds igual a 20, po- 
dendo-se verificar claramente que o método detecta a existên- 
cia de perfis não puramente convexos na região de entrada. Re- 
sultados anãlogos aos aqui apresentados foram encontrados por 
Sousa G Hatton |5| e Nogueira ÍZZI. - 
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Figura 35 - Perfis de velocidade para o escoamento em 
um canal. . 

Verificada a exatidão no desenvolvimento do perfil pas~



sou-se ao teste da condição de contorno para a seção de saída. 
Primeiramente, resolveu-se o problema do canal com o- objetivo 

~ - de verificar a influência da condiçao de contorno da seçao de 
saida sobre o escoamento a montante, utilizando-se três dife- 
rentes malhas ortogonais em função da posição de localizaçãoda 
condição de contorno de saída, para Re =50. . 

Caso A - O canal tem comprimento.X==O.288, comprimento 
suficiente para se atingir o perfil completamen 
te desenvolvidoz Malha utilizada 9 x27. 

CaS0 B - O canal tem comprimento X==0.072. Malha 9 xl9. 

CasoC - O canal tem comprimeiro X==0.072 e pequena con-
~ centraçao de malha na fronteira de saida. Malha 

Estas posições de cãlculo e os perfis de velocidade ob- 
tidos para os Casos A, B e C sao apresentados na Figura 36. Pa 
ra maior clareza apresenta-se ainda, na Tabela 4, as velocida- 
des adimensionais u/ü, em função do comprimento do canal tam- 
bëm para os Casos A, B, e C; onde u ê a velocidade na entrada 
do canal.

_ 

Analisando os resultados apresentados na Tabela 4 obser- 
va-se que o erro decorrente da aplicaçao da condiçao de deriva 
da nula para as velocidades contravariantes, em uma posição 
em que 0 perfil não estã plenamente desenvolvido, ë sensível - 

mente menor a medida que se afasta desta posição. Isto vem de- 
monstrar que esta condiçao de contorno pode ser perfeitamente 

~ _» utilizada, mesmo em uma posiçao em que o perfil nao esteja plg 
namente desenvolvido, sem prejuizo dos resultados, sempre que 

~ ~ ~ a regiao de interesse nao for aquela na qual a condiçao foi 
assumida. Este erro pode ser diminuído ainda mais caso se uti- 
lize uma grade de maior resolução na fronteira onde este' fíD0

~ de condiçao de contorno ë aplicada. Isto pode ser observado 
com os resultados do Caso C. É importante salientar ainda que 
os testes aqui realizados confirmam o que hã muito se faz

~ (utilizaçao de derivada nula) em problemas com saída do massa 

. ....~w-«- «--
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Tabela 4 - Velocidades adimensíonais u/Ú em função

~ 

O-032 0072 × 

ra os casos A, B e C. 

comprímentodo canal. 
do

Y 
X=0.072 X=0.056 

A B C A B C 

0,05 

0,15 

0,25 

0,35 

0,50 

, 
0,348 

0,874 

1,170 

1,288 
1,322 

0,370 
' 

0,902 

1,179 

1,270 

1,279 

0,368 

0,899 

1,178 

1,272 

1,282 

0,380 
0,923 

1,180 

1,256 
1,262 

0,589 
0,955 

1,188 

1,248 

1,245 

0,388 
0,934 

1,183 
1,249 

1,245



X=0.032 X=0.016 
Y _ .. . t 

zz _l l_ 
A B C A B 

_
B 

0,05 0,528 -0,531 .0,530 0,761 0,762 0,762 
0,15 1,033 1,035 1,035 1,066 1,067 1,066 
0,25 1,155 1,155 1,155 1,077 1,077 1,077 
0,35 1,154 1,152 1,152 1,055 1,055 1,055 
0,50 1,130 1,127 1,127 1,040 1,039 1,039 

. O teste realizado mostrou, portanto, que a condição de 
contorno utilizada apresenta bons resultados para uma grade or 
togonal, mesmo em uma posição em que o perfil não esteja com- 
pletamente desenvolvido. E necessãrio, Contudo, verificar o 
eomportamento do modelo para a condição de contorno aplicada 
em uma seção de saida em que a grade não seja ortogonal. Para 
este teste utilizou-se as malhas da Figura 37, sendo uma delas 
Qrtogonal 9;xl7, e duas não-ortogonais, uma 9 x22, e outra 
9 X21, para um mesmo dominio de solução e Re =50.

~ Os resultados obtidos para estas malhas'sao apresentados 
na Tabela 5. Analisando esta Tabela observa-se que as velocida 
des adimensionais u/E a montante são exatamente as mesmas in 
dependente da malha utilizada a jusante. Este fato vem corro- 
borar o que foi afirmado no capítulo anterior, isto ë, basta 
que as linhas coordenadas n estejam alinhadas com as linhas de 
fluxo, não importando a distribuição de linhas coordenadas E 
na malha. Este resultado era de se esperar jã que o escoamen- 
to ë feito unidimensional e são as componentes contravariantes 
U que transportam massa através das linhas coordenadas E. As- 
sim, verificou-se que o fato da grade não ser ortogonal na se- 
ção de saída não traz inconveniente algum. desde que se tenha 
um pouco de cuidado, procurando alinhar as linhas coordenadas 
5 ou n com as linhas de fluxo. A física do problema nos dã in- 
formações de como construir°a~ malha adequada. . 

...-‹uuw¢_n==_-_-_f.,....¬_._-‹¬_.`,__~_..._.,
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Tabela S - Velocidades adimensionais em função da malha 
utilizada 

X=0.120 X=0.088 
Y z 2 ~--, _ se 3 

1 2 3 1 2 3 

0,05 0,318 0,318 0,319 0,336 0,336 0,336 
0,15 0,811 0,812 0,812 0,848 0,848 0,848 

0,25 1,141 1,141 1,142 1,158 1,157 1,158 
0,35 1,318- 1,317 1,317 1,300 1,299 1,300 
0,50 1,412 1,410 1,410 1,358 1,358 1,358 

X= 0.056 
Y _ 3, 3 _” _ 

X==0.024 

1 2 3 1 2 3 

0,05 0,388 0,388 0,388 0,636 0,636 0,636 

0,15 0,924 0,924 0,924 1,051 1,051 1,051 

0,25 1,173 1,173 1,173 1,120 1,120 1,120 

0,35 1,252 1,251 1,252 1,107 1,107 1,107 

0,50 1,263 1,263 1,263 1,086 1,086 1,086 

Pode-se concluir, portanto, que o modelo ë eficiente na 
solução de problemas hidrodinãmicos bidimensionais com fluxo 
de massa nas fronteiras e que a condição de derivada nula pa- 
ra as velocidades contravaríantes na seção de saída apresenta 
bons resultados desde que a física do problema seja respeitada 
com escolha adequada da grade e do domínio de solução. Maiores 
detalhes com relação a esta escolha serão vistos quando da so- 
lução do problema de escoamento confluente com .transferência 
de calor. 

C ~ CONVECÇÃO NATURAL 

-.‹¬-..¬.--q›-_-›.»--v-»›--.¬-_...-..... .. »



Uma vez realizados os testes com relação a parte hidro- 
dinâmica do modelo basta agora, tão somente, verificar a exatí 
dão do cõdigo computacional quanto a solução de problemas de 
escoamentos com transferência de calor. 

O problema utilizado para teste ê o da convecçao natural 
em uma cavidade quadrada principalmente por se possuir os nü- 
meros obtidos por Milioli |4| na solução deste problema. Con- 
forne jã mencionado, sõ a confrontação direta dos números obti 

~ .- dos pode garantir que a codificaçao do codigo computacional es 
teja correta. Outro ponto a considerar ê o de que o problema 
da convecção natural constitui-se em um problema de uma com- 
plexidade bem maior na sua solução do que o problema da convec 
ção forçada. Na convecção natural a equação da energia estã a- 
coplada as demais equações, jã que o gradiente tërmico impos- 
to ao dominio, em combinação com a ação do campo gravitacio- 
nal, faz surgir forças de flutuaçao que aparecem nas equaçoes 
do movimento. Isto nao acontece na convecçao forçada onde a

~ equaçao da energia ë completamente desacoplada das demais. 
Assim, resolve-se o problema da convecção natural lami- 

nar bidimensional em uma cavidade quadrada com as paredes ver- 
ticais isotërmicas ã temperaturas diferentes, e as horizontais 
termicamente isoladas, conforme mostrado na Figura 38. A ma- 
lha utilizada ë não ortogonal 5;x5, apresentada na Figura 34; 

øâ a mesma que foi utilizada para o teste hidrodinamico sem flu- 
xo de massa nas fronteiras. 

.Novamente o fato da malha ser grosseira nao apresenta ip 
covenientes pois o modelo, para este tipo de problema, jã. foi 
testado por |4| que resolveu o problema para malhas bastante 
refinadas e comparou os seus resultados aos de De Vahl Davis 
|23], observando muito boa concordãncia. Acrescente-secpuaa sp 
lução de De Vahl Davis, em função de sua precisão, foi utiliza 

' 
-‹ øâ

' da como 'soluçao de referencia' no trabalho comparativo que Do 
Vahl Davis G Jones [24] realizaram entre vãrios modelos numëri 

' ._ cos desenvolvidos por vãrios autores. Logo, esta concordancia 
verificada por |4| demonstra que o modelo aqui utilizado - ë 

~ ~ ' bastante eficiente na soluçao de problemas de convecçao natu 
ral laminar em cavidades fechadas.
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Figura 38 - Características geométricas e condições de 
contorno para o problema da convecção natu- 
ral laminar em cavidade quadrada. 

'Para tornar o cõdigo computacional apto a resolver pro- 
blemas de escoamentos com transferência de calor foi introduzi 
da a equação da energia no modelo. Como nestetesteë resolvido 
um problema de convecção natura1,foi introduzido ainda nas 
equações de movimento, o termo força de corpo resultante das 
forças de flutuação atuantes no dominio. Para o problema aqui 
resolvido somente a equação de movimento para v, Equação(2.3), 
sofreu alteração, pois alinhou-se o eixo y com a direção gravi 
tacional. O termo fonte SV, resultante da modelagem das forças 
de flutuaçao atraves da aplicaçao da aproximaçaockâBoussinesq, 
introduzido na Equação (2.3), ë dado por 

l sV= 5gÉ(T-T) (7.s) 

onde 5 ë o valor mëdio da massa específica no domínio, Ê ë o



coeficiente de expansão volumétrica determinado para temperatu 
ra T que, sua vez, ë a media aritmética entre as tempera- 

'-1 

'Õ O
¢

H 
turas To e 1 

~ .n ~ _. Uma outra.a1teraçaoeacom relaçaozuâalgoritmo de soluçao 
~ _. ~ descrito na.Seçao (5.5).Como agora as equaçoes sao todas elas aco 

pladas, o que pode ser facilmente observado pela simples anãli 
se da Equaçao (7.5), ê necessário que depois do passo (9) se 
V01t€ 80 PaSS0 (2), pãg. 46, até que uma tolerância de conver- 
gência seja atingida. 

~ ~ Maioresdetalhesconlrelaçaoao procedimento de soluçao de 
problemas de convecção natural em cavidades fechadas podem ser 
encontrados em |4|. 

O teste ë executado para nfimero de Prandtl igual a 0,71, 
característico do ar, e números de Rayleigh iguais a l03 e 

5 _ . . 10 , ou seja, tanto para o caso em que os processos difusivos 
... . _ 3 sao dominantes (Ra-10 ) como para o caso em que os processos 

Q o 5 4 4 . convectivos predominam (Ra==l0 ). Os calculos numericos foram 
~ ~ executados com E-2,5, sobrerelaxaçao para a equaçao de Pois- 

son W =l,S e tolerância e =5.0E - O5 no critério de convergên- 
cia para as velocidades cartesianas u e v. 

Ê necessario ainda uma subrelaxaçao no termo forças de 
~ ~ flutuaçao das equaçoes de movimento para evitar um processo de 

convergência lento ou mesmo divergência, sendo utilizado um 
fator 0,7. 

Os resultados obtidos para as velocidades adimensionais 
u* e v* são comparados aos de Milioli |4| nas Tabelas 6 e 7,pa 
ra Rayleigh 103 e 105, respectivamente. As velocidades carte - 

_. ~ sianas u e v sao adimensionalidas conforme as expressoes 
u D - 

* _ h U "'T 
v D 

' V* = -'í'_h' (7.7)
T 

onde Dh ë a altura da cavidade e aTz1difusivídadc térmica. As 
velocidades u* sao Obtidas naS S0çOOS CC C DD de lí- 
nhas E constantes e as velocidades v* nas seções AA e



T b 1 6 - ` ` 7 a e a Perfls de velocldade nas seçoes AA, BB, CC e
3 DD da Figura 34 para Ra =10 . 

Pontov 
Seção 

y
¬ 

1 2 3 4 5 

'k 

AA 
3,152 3,072 0,279 3,998 

3,152 3,072 0,279 ' 

-2,998 

-2,998 3,998 

BB 
3,999 2,998 0,278 3,070 3,154 

3,999 2,998 -0,278 -3,071 3,154 

u* 

CC 
3,194 -3,013 0,271 2,896 4,121 

3,194 -3,013 0,271 2,896 4,120 

DD 
4,120 -2,896 0,269 3,011 3,195 

4,120 -2,896 0,269 3,011 3,195 

Tabela 7 - Perfis de velocidade nas seções AA, BB, CC 
DD da Figura 34 para Ra =105 

*onto 

Éeção 1 2 3 4 5 

›\* 

AA 
61,35 7,41 2,75 -3,91 70,15 

61,35 7,40 2,74 -3,91 70,15 

BB 
70,16 3,90 2,74 -7,38 61,33 

70,16 3,89 2,74 -7138 61,33 

U* 

CC 
49,72 -21,03 4,13 16,85 53,89 

49,72 -21,03 4,15 16,84 53,90 

DD 
53,88 -16,86 4,08 21,01 49,71 

53,88 -16,85 4,08 21,01 49,72



BB de linhas n constantes, definidas na Figura 33. _ 

Também para este caso, os resultados aqui obtidos são 
iguais aos de Milioli |4I, conforme pode ser verificado atra- 
vës de anãlise das Tabelas 6 e 7. Assim, a exatidão do cõdigo 

~ ~ computacional quanto a intruduçao da equaçao da energia e so- 
lução de problemas de convecção natural em cavidades fechadas 
fica também comprovada. ' 

Uma vez que todos os testes foram realizados e, os resul- 
tados demonstraram a exatidao do cõdigo computacional pode-se 
agora resolver o problema do escoamento confluente com transfe- 
rência de calor, apresentando-se os resultados a seguirz 

7.3 - RESULTADOS PARA O PROBLEMA DE ESCOAMENTO CONFLUENTE COM 
TRANSFERÊNCIA DE CALOR ' 

Nesta seção são apresentados os resultados obtidos na so- 
lução do problema do escoamento confluente com transferência de 
calor, utilizando-se a geometria e condições de contorno apre - 

sentadas na Figura 39. 

U =V :‹-3%:o 
Bn 

,ll_U__r=;

u 

_ -_ëI, u_v_ -o aí 

BT- ag'° 

zu: 
BE 

_š!` 
3§ 

Figura 39 - Geometria e condições de contorno do problema 
do escoamento confluente com transferência de 
calor. 

Os resultados foram obtidos sobre as grades ortogonais e 
não ortogonais apresentadas nas Figuras 40 a 45, para H/D==l2 ,
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L/D= 8 e C/D= 126.
~ E importante observar que, para as grades nao-ortogonais 

utilizadas, a localização de entrada fos fluxos de massa e ca- 
lor assume uma configuração especial no plano transformado, con 
forme mostrado na Figura 46. O mesmo não ocorre para as grades 
ortogonais, em que a localização de entrada dos fluxos de- mas- 
sa e calor permanece inalterada quando da mudança de domínio de 
solução, conforme mostrado na Figura 47. 

Paredes Sõhdos 
um; 

_ % I *1,* }{¡/'/'/'/¬/'Í./ / /,/ / /'/'/'xiii 

H 
l.¿¡\\\\ 

\\\\

\ 

I~

H
H 
.-.-._ 

.-_.-_ 

íçz 

" WJÊ ____ :II 

7/////////////////F//F/7
2 

- ~ Figura 46 - Localização de entrada dos fluxos de massa e 
calor no plano transformado para as grades 
não-ortogonais. 

Em função disto as equações adicionais para a temperatu- 
ra, apresentadas no Apêndice B, são obtidas para a configuração 
apresentada na Figura 46. Observe-se, contudo, que as equações 
obtidas para as grades ortogonais são semelhantes ãquelas obti- 
das para as grades não-ortogonais, sõ que em posições diferen- 
1265. 

Para a solução do problema utilizou-se, inicialmente, um 
domínio de solução que permitisse o desenvolvimento completo do 

~~%¬
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- Figura 47 - Localizacao de entrada dos fluxos de massa e 

calor no plano transformado para as grades 
ortogonais. 

perfil, com o objetivo de verificar a conservação da massa glo- 
bal na saída, pela integração do perfil parabõlico calculado. 
Para este teste utilizou-se um nümero de Reynolds do escoamen- 

~ _. to, Reese, igual a 20 e relaçao de vazao, N, igual a 4, onde: 

Re =fi; ü=(uwH+vmD)/H .asc ” (7.s) 
N = QR/QJÃ QR=u°<,H§V QJ=V°°D§ .QT=QR+QJ

_ 

Em seguida, com o objetivo de verificar a influência da 
malha utilizada na solução obtida, resolveu-se o problema utili 
zando as malhas mostradas nas Figuras 40 a 45, para diferentes 
nümeros de Peclet do escoamento e uma relação de vazão constan- 
te e igual a 7.5 com nümero de Prandtl constante e igual a 6,90 
O nümero de Peclet ë definido como 

Pe = -fl-“Ji l 

(7.9)
F¢



Quando P¢==u o nfimero de Peclet se iguala ao numero de 
Reynolds do escoamento, enquanto que para F¢==%% temos o núme- 
ro de Peclet propriamente dito, P 

_ pe 
= Reese Pr (7.1o) 

onde 

P = läël (7.l1)r 

que aparece nas Figuras 48 a 69 que apresentam os resultados. 
Esta definição ë importante porque permite definir o numero de 
Peclet da malha, tanto para a transferência de quantidade de 
movimento quanto para a transferência de calor.

9

A Para verificar esta influencia compara-se os resultados 
obtidos sobre as grades ortogonais e não-ortogonais em uma posi 
ção a partir da qual a grade não-ortogonal ë feita ortogonal. 
Esta posição corresponde a C/D==l3 para a velocidade e C/D==l4 
para a temperatura. Os pontos de velocidade e temperatura são 
pontos coincidentes para as duas malhas. 

Os perfis adimensionais de velocidades e temperaturas ob-
~ tidos sao apresentados nas Figuras 48 a 69, onde 

E* = -É_-*- (7.1z)
u 
T`-T1 

_ * = 

sendo T1 e T2, respectivamente, as temperaturas de escoamento 
principal e do jato quente, e u a velocidade media do escoamen- 
t0. V 

Uma anãlise dos perfis apresentados permite verificarque, 
para escoamentos em que os efeitos difusivos são completamente 
dominantes, como de nfimero de Peclet igual a 20, os perfis de 
velocidade (Figura 48) tanto quanto os de temperatura (Figura 
49) são praticamente iguais para as duas malhas 10:x34. Aumen - 

tando-se a velocidade do escoamento, ou seja, o "peso" dos efei 
tos convectivos, verifica-se que esta igualdade deixa de ocor- 
rer. Assím, para Peclet igual a 100 verifica-se que os resulta-



dos são bastante bons, mas não coincidentes para as malhas l0x 
34 (Figuras 50 e Sl). Refinando-se as malhas verifica-se, contu 
do, que ocorre uma coincidência entre os perfis de velocidade 
(Figura 52) e, embora não se verifique o mesmo para os perfis 
de temperatura (Figura S3), os resultados também sao muito 
bons. 

Jã para escoamentos em que os números de Peclet são altos 
nos quais os efeitos convectivos são dominantes com relação aos 
efeitos difusivos, não se verifica mais coincidência entre os 
perfis obtidos com as malhas ortogonais cartesianas com relação 
ãqueles obtidos com malhas nao-ortogonais, tanto para a veloci- 
dade quanto para a temperatura, mesmo para malhas refinadas (Fi 
guras 54 a 69). Para estes casos verifica-se que as informações 
da velocidade e da temperatura, nas soluções obtidas com as ma- 
lhas não-ortogonais, se propagam mais rapidamente na direção x 
junto a parede prõxima a entrada do jato, caracterizando uma 

~ ~ menor difusao na direçao y. Verifica-se ainda que este efeito 
é mais pronunciado quanto maior é o número de Peclet do escoa - 

mento (Figuras 62, 63, 66 e 67) e que, no escoamento com numero 
de Peclet igual a 690 (Figuras S4, 55, 58 e 59), o efeito é bem 
mais pronunciado para as temperaturas (Figuras 58 e 59). 

Esta diferença, nos resultados obtidos com as malhas nao- 
ortogonais cartesianas, pode ser creditada aos efeitos da falsa 
difusão Il7|, uma vez que, para estes casos, os números de Pe- 

.- ~ clet das celulas sao bem maiores que 2, tanto para a velocida- 
de quanto para a temperatura. E com relaçao a temperatura, este 
nfimero de Peclet da célula é maior ainda, jã que o número de 
Prandtl ë igual a 6,90, ou seja, o "peso" da relação convecção/ 
difusão para a transferência de calor é 6,90 vezes maior que o 
"peso" da relação convecção/difusão para a transferência de 
quantidade de movimento. Assim, é de se esperar que a difusão 
numérica seja bem maior para a temperatura. Os resultados pare- 
cem demonstrar este fato. Além disto, é de se esperar que este 
efeito seja bem menos pronunciado nas soluções obtidas com as 
malhas não-ortogonais, uma vez que nestas malhas procurou-se a- 
linhar as linhas coordenadas com as linhas de fluxo ao longo de 
todo o escoamento. Os resultados parecem demonstrar também este 
fato.

9



Logo, um resultado importante que se obteve é quanto a 
conveniência em se utilizar malhas em que as linhas coordenadas 
estejam alinhadas com as linhas de fluxo em todo o escoamento,

~ como maneira de se minorar os efeitos da falsa dífusao, isto é, 
da difusão numérica. Destaque-se que uma malha semelhante ãque- 
las aqui utilizadas foi utilizada em |3l 

øâ Outro ponto importante a observar é a menor influencia 
do refino de malha nos resultados obtidos para as malhas orto- 
gonais cartesianas (Figuras 57, 61, 65 e 69) com relação ãque- 
les obtidos para as grades nao-ortogonais (Figuras 56, 60, 64 e 

68), o que por sua vez, implica em uma maior diferença entre os 
resultados obtidos para as malhas l5.x50 e entre ãqueles obti- 
dos para as malhas l0:x34, principalmente para a temperatura(Fi 
guras 58, 59, 66, 67). Esse resultado também era de se espe- 
rar, uma vez que o refino das malhas não-ortogonais confere uma 
configuração bastante diferente ã malha (Figuras 40, 42, 44), o 
que nao se verifica nas malhas ortogonais cartesianas (Figuras 
41, 43, 45). Estes resultados parecem indicar ainda que para as 

~ _ 4 .- malhas nao-ortogonais utilizadas tambem ocorre falsa difusao, 
embora de maneira menos pronunciada que para as malhas ortogo- 
nais cartesianas e que, mesmo para as grades nao-ortogonaís 
quanto mais refinada a grade, menores serão os efeitos da di- 
fusão numérica. Este fato parece demonstrar que as linhas coor- 
denadas não estão perfeitamente alinhadas com as linhas de flu- 
xo. Acrescente-se que a procura deste alinhamento perfeito nao 
foi objeto desta dissertação. - 

Para demonstrar mais claramente a influência da malha nas 
soluções obtidas, apresenta-se os resultados para as malhas or- 
togonal e nao-ortogonal l5><50, para outros pontos coincidentes 
das duas malhas, indicados nas Figuras 44 e 45. E importante 
destacar, contudo, que esta anãlise é prejudicada pela não coin 

A _, cidencia dos pontos quanto a sua localizaçao nos volumes elemen 
tares das duas malhas. Assim, foi necessãrio utilizar-se médias 
ponderadas para obter os resultados para as temperaturas e velo 
cidades adimensionais, respectivamente, T* e u*, para a malha 
ortogonal cartesiana (Figura 45). Em função disto, apresenta-se 
os resultados somente para o escoamento com numero de Peclet 
igual a 690.
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._ Os resultados sao apresentados nas Tabelas 8 e 9 verifi- 
cando-se uma diferença significativa entre os resultados obti- 
dos com as duas malhas, principalmente para a temperatura. Uma 
anãlise mais detalhada permite verificar que os resultados apre 
sentados reforçam a tese da ocorrência da falsa difusão, com 
uma acentuada difusão de calor e quantidade de movimento na di- 
reção y, para a malha ortogonal cartesiana. 

Convém ressaltar que o fato da malha ser ortogonal carte- 
siana ou não-ortogonal não interfere significativamente no tem- 
po de computaçao. A diferença, para mais ou menos varia com o 
nümero de Peclet do escoamento, sendo que, para os problemas re 
solvidos,não foipossivelestabelecertmm.relação.Destaque-seain- 
daque‹3tempo<k:CPU,utilizando computador IBM434l,paraasnmlhas 
15x50,oscila em torno de 31 min para Pe = 100 , 28 min para Pe = 690 e 

26 min para Pe = 2760 e, para as malhas 10x34, oscila em torno de 
9,301mh1para Pe =l00, Qnún paraI%a=690e 8,30 para Pe =2760. 

Procurando verificar a capacidade do método em captar as 
_. ...‹ 4 regioes de recirculaçao apos a entrada do jato, resolveu-se o 

problema para um número de Reynolds do escoamento constante e 
igual a 500, variando as relações de vazão N. 

A Figura 70 apresenta os vetores velocidade obtidos para 
as relações de vazão N==3, 6, 9 e 12 sobre a malha não-ortogo- 
nal l0:x34. A utilizaçao desta malha ë decorrente da dificulda- 
deenlrepresentar-seos vetores velocidade V para uma malha mais 
refinado. Destaque-se, contudo, que o objetivo proposto não foi 
prejudicado, observando-se que as regiões de recirculação são 
fisicamente consistentes, tornando-se maiores com o aumento da 
velocidade do jato. Os "<" representam velocidades muito bai- 
xas que nao foram possiveis indicar através de setas. 

Finalmente, para observar os efeitos convectivos e condu- 
tivos ã montante da entrada do jato, resolveu-se o problema pa- 
ra diversos valores de Peclet do escoamento e temperatura do ja 
to. A Figura 71 apresenta resultados para diferentes números de 
Peclet, obtidos para N constante e igual a 7,5 com temperaturas 
de jato quente iguais a 30 e 50°C e escoamento principal a 
20°C. Neste caso o Re foi alterado justamente para mostrar esc ' 

o efeito do aumento da convecção sobre a condução. Observa-se



Tabela 8 - Velocldades ad1mens1ona1s u* nas pos1çoes das 
malhas das Figuras 44 e 45 para Pe =690 

POSIÇÃO GRADE NÃO-ORTOGONAL GRADE ORTOGONAL CARTESIANA 

O2Zf"'7<L‹I-1CIIC)"11l'1'1UÕ€¡7> 

0,901 
0,933 
0,933 
1,037 
1,092 
1,142 
1,194 
1,220 
1,237 
1,253 
1,229 
0,937 
0,525 
0,115 
0,004 

0,915 
0,980 
1,032 
1,065 
1,105 
1,152 
1,203 
1,240 
1,248 
1,232 
1,163 
0,924 
0,525 
0,181 
0,010 

Tabela 9 - Temperaturas adimensíonais T* nas poslçoes das 
malhas das Figuras 44 e 45 para Pe =690 

POSIÇÃO GRADE NÃO-ORTOGONAL GRADE ORTOGONAL CARTFSIANA 

F-* 

©lO®\IO\U1-I>b~Il\)l¬¡ 

11 
12 
13 
14 
15 

0,000 
0,000 
0,000 
0,000 
0,000 
0,000 
0,000 
0,000 
0,003 
0,084 
0,521 
0,877 
0,956 
0,977 
0,977 

0,000 
0,000 
0,000 
0,000 
0,000 
0,000 
0,005 
0,038 
0,139 
0,252 
0,458 
0,707 
0,866 
0,950 
0,944 

..,..-¬--‹~;z<;,.4 . ._ _ - -¬ 
, 

z__ -- -‹--‹›--.._¬.._...›_¢:--zw,



-5 

az 

‹ø

Q
O 
un 

.Q _. ~. ¿ O 

.O *- 

J' 

-Q _.. 

' J JI I
Q
Q
a › 

, 
órjfi \,ír~Z‹ ;‹ 

¡' N 

/'I './/' 
f//í

/ 

.o 

fo 
-Q
< 
-, 
.-
< 

-0 

_.
§
š

< 

_. 

-oz 

_., 

Q; 

A'›V 

-oz 

~o 

-Q 

_..

Q 

44v, 

-Q . 

_. 

-0 

-cn

Q
`
>
‹
‹ 

-Q 

._ 

-g. 

-cn 

um

- 
.K 

-_ 

-Q 

-u. 

1-Ç 

_.
Q
> 
› n 

-3 

Í- 

-_ 

-Q-
o 

-Q. 

~@ 

-_ 

-Q 

._ 

.Q 

zw' 

-_ -7 
' 

' 17 -* * >^1H‹‹°*< 

-_ 

-Q- 

__ ._ ... 

__ 

ø "' 
J' 

' .v ÍZ Í 1 1,/ Í I /1/Ç' 

«T 
.p 

/\^V\ 

.ç 
-> 

^/\V' 

__ 

-_ 

_.. 

._ 
__
> 
<< 

-_ 

_» 

-Q 

-0- 

._
>
<< 

.ç 
-q- 

-> 

-> 

-_ 
-_ 

^A 

*IQ 

..- 

-Q. 

-0- 

-› 

_» 
-_ 
._ 

-Q- 

._ 

-Q- 

-t- 

-._ 

-_ 

> A
< 

-0- 

._ 

-._ 

-Ç 

.@ 
-c› 
_..

> 

II N-õ 

_, .Q -o _. 

-Q 

_. 

-oz 

-0 

-O 

-0 

.Q
_ 

‹› ø ; 
_' I .o- 

..- -v, /_' -- ø .V 

«O . 

-› 
__ -0- 

-V .ø 
av 

.D 4
\I 

0/I,/'
è 

7 flmší 2 

vo 
-u 
_.
->
< 

-Q 

-O 

-Q 
-_ 
z.

>
‹ 

.qz 

.Q 

-oz 

-› 
«U
z
>> 

‹-o 

-0- 

-6 

-Q 

_; 
-Q
-
>
> 

-Q 

-- 

_. 

-Q 

-Q- 

-5

Q
> 

-ø 

_» 

-oz 

-9 

-5 
-› 
- 
z.
> 

-c›
' 

-ev 

in 

-u- 

-_›
Q
Q
. › _ 

ll Ns 

-Q 

-O 

'O 

-O 

-O 

-Q 

Ã. 

~..' 

-Q 

-Q 

-O 

-Q _. _. 

. -Q 

-uz 

-O 

-Q 

-O- 

«Q 
.o .a 

â .I '. - .ø 

.Q -Q 
Ja' .øE
3
\ 

És: M\` ^v¡\

i

4 
-O " 

-o -o 
- 0 

. - 
V › 

«Q 
-Q 
-‹›
Q
> 

-0 

-o 

-o 

-Q 
-› 
-o
¢
> 

-A 

-‹› 

-0- 

-ø 

-u 
-O
Ç
Q
> 

-Q 

_. 

-Q 

-o 

-Q 

-Q
o
›
> 

-Q 

-. 

_. 

-. 

-v 

_.
Q
Q 
_) 

-0 

-› 

--o 

-O 

.o~ 

-Q 

-oz
Q> 

Fi-gura 70 - Vetores velocidade para Re 

-0 o O-¡ 
1., N=12 

GSC 500.



..,..`›‹›». ..._ ._........t 

que o comportamento fisico esperado ë obtido, onde vemos um au- 
mento da temperatura ã montante e uma diminuição ã jusante com 
a diminuição do nümero de Peclet. 

50,1' (°C) ` 
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\Fígura 71 - Temperaturas nas posições da grade da Figura 
40 para N= 7,5. 

Uma analise dos resultados apresentados na Figura 71, 
permite verificar que o domínio de solução utilizado 
montante da entrada do jato foi suficiente para que os 
feitos da condução não alterem as condições de contorno utiliza

ã 
e_ 

das.



CAPITULO s 

CONCLUSÕES E RECOMENDAÇÕES 

8.1 - INTRODUÇÃO

~ Como resultado da realizaçao deste trabalho obteve-se um 
modelo numérico genërico, bidimensional, para a solução de pro- 
blemas de convecção forçada, em geometrias arbitrãrias. O desen 
volvimento deste modelo, por sua vez, permitiu que se obtivesse 
uma previsao quanto aos efeitos causados por um jato quente que 
penetra em um escoamento em fluxo cruzado. 

O objetivo maior, contudo, foi o de estabelecer-se condi- 
ções de contorno nas fronteiras com entrada e saída de massa e 
generalizar-se a aplicação destas condições de contorno em pro- 
blemas bidímensionais utilizando sistema generalizado de coorde 
nadas. E neste sentido verificou-se que a utilização das veloci 
dades contravariantes, na especificação das condições de con- 
torno na seção de saída do escoamento, confere grande versati- 
lidade e generalidade ao modelo desenvolvido. 

8.2 - CONTRIBUIÇÕES DESTA DISSERTAÇÃO 

Acredita-se que o desenvolvimento deste trabalho tenha 
contribuído principalmente no estabelecimento e generalização 
das condições de contorno na seção de saída de escoamentos bi- 
dímensionais em geometrias arbitrãrias. Outras contribuições de 
correntes do desenvolvimento deste modelo numérico, bidimensio- 
nal, para a solução de problemas de convecção forçada em geome- 
trias arbitrãrias podem ser citadas: 

a) Possibilidade de utilização de uma grade que permite 
minorar ços efeitos da falsa difusão nos problemas de 
escoamentos confluentes. 

b) Teste do mëtodo PRIME, utilizado para resolver o aco- 
plamento pressão-velocidade, para condição de fluxo de



massa nas fronteiras, utilizando sistemas curvilíneos 
generalizados. . 

- RECOMENDAÇÕES PARA FUTUROS TRABALHOS 

Varios sao os trabalhos que poderao ser realizados nesta 
linha pesquisa, apresentando-se a seguir algumas sugestões: 

A introdução de modelagem que permita abranger os 'ca- 
~ ~ sos em que os escoamentos sao turbulentos. A expansao 

do modelo apresentado, para abranger estes casos, ë 
de significativo interesse devido a grande ocorrência 
destes escoamentos nas situaçoes práticas de engenha- 
ria. 

A introdução do efeito tridimensional, ou as equações
~ médias na profundidade, para se levar em consideraçao 

os efeitos dos leitos irregulares de rios e estuãrios, 
~ _. 

e, introduçao do efeito da convecçao natural que possa 
estar ocorrendo na superficie livre destes escoamen- 
tos: ` 

A realizaçao de trabalhos numëricos para verificar o 
comportamento do modelo quanto a não-ortogonalidade,a-

~ travês da utilizaçao de malhas altamente distorcidas.
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APÊNDICE A 

COEFICIENTES PARA A EQUAÇÃO DE PRESSÃO PARA 
VOLUMES DE CONTROLE DA CONTINUIDADE NA FRONTEIRA 

A.1 - INTRODUÇÃO 

Neste apêndice apresenta-se os coeficientes para a equa- 
ção de pressão para volumes de controle da Continuidade situa - 

dos nas fronteiras. Conforme jã foi visto, de acordo com a meto 
dologia adotada as condições de contorno ficam automaticamente 
incorporadas as equações através de seus coeficientes, fazendo 
com que os mesmos sejam diferentes daqueles para os elementos 
internos.

_ 

Para o problema deinteressedestadissertação estescoefi- 
~ ~ _. cientes sao funçao de dois tipos de condiçoes de contorno: flu- 

xo de massa prescrito e derivada nula para a componente contra- 
variante "U" do vetor velocidade. Os procedimentos para incorpg 
rar estas condições de contorno também jã foram vistos e aqui 
são apresentadas somente as expressões dos coeficientes nas 

~ .... ` fronteiras que sofrem alteraçao com relaçao aqueles obtidos pa- 
ra as cëlulas internas. Os coeficientes que desaparecem e os 
que permanecem inalterados são apenas indicados. Apresenta-se 
ainda os termos fonte que agora envolvem o gradiente de pressao 
na fronteira. 

A Figura A.l mostra os 9 tipos de volume de controle en- 
volvidos juntamente com as condições de contorno para a veloci- 
dade no p1anO transformado. E importante salientar que o 
fato de o fluxo de massa ser igual a zero nos contornos sõli- 
dos, não altera as expressões dos coeficientes destas frontei - 

ras com relação ãquelas em que o fluxo de massa ë diferente de 
zero, pois não deixa de ser um fluxo de massa prescrito. 

Para o elemento interno denotado por "I", as expressões 
para os coeficientes e termo fonte estão listados no Capítulo 
5. Contudo, convém lembrar que a expressão para obtenção de Ap



para qualquer elemento do domínio ë 

Ap = Ae + An + AS + AW + Ane + AHW + ASE + ASW 
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-Figura A.l - Tipos de volume de controle para a Continui- 
dade e condíções de contorno para a velocida 
de no plano transformado. 

A.2 - LISTAGEM DOS COEFICIENTES E TERMOS FONTE 

A - ELEMENTO L 

=Al'1W=ASW=0 

Ae, Ane, Ase + ínalterados 

An =e(¡{5-an + (Rã,-an - 
(Z-Ãš,-)e (A.2) 

P P P



As = (À-Q;-as - (ZÉ-)S + (E1-ne cm) 
P P 

B = V.$ + (KV)S - (KV)n (A.4) 

onde 

e APf representa o gradiente de pressão na fronteíra,dado pg 
la Equação (5.34) 

B - ELEMENTO B 

Apfe
V 

A = A = A = O 
s sw se 

sA=‹°*) <-É-1-c e XE- e + 
4Ag e 4A 

A , A , A + inalterados n nw ne 

"U<'® 

yu 

F3 

A =c-°°-1-f-B-›+c¬,-B) W Ag W 4Ag W 4AP “ 

-+ 

B = v.v + (KU)w - (K 

onde 

U U ZAP 

C - ELEMENTO T 

U)e 

AI`l=AI16=A1'lW=0 

. A . A W»-inalterados AS S8 S 

= ---- '(A.s) V 2Ag 

(A.6) 

(A.7) 

(A.8) 

(A.9)



A = L 
“ 

) + c 
B 

1 
- c-- 

e Rg" e 4Ag s 4A 

Ú'<@ 

mz = _E_ _ .___ __â_ A" (Ag )W (4A 5 
+ 

(4Ag )W

< '<:›+ + f'¬ B = 
- KU)w _ (KU)e 

D - ELEMENTO LB 

As=ASe=Asw=Aw=Anw=0 
A + ínalterado 
Ile 

ÚCÉW 

ya 

(D 
_ _ B Ae - (XÊ-›e + 

c4A (Egg-›n 

_(_._Ê__ 
w<:m 

Qd A = (_l_) + (___. “ AX n 4A 

-›A 
E = v.v - (KU)e - (KV)n 

E - ELEMENTO LT 

An = Ane = AHW = AW = ASW = O 

A + inalterado se 

4AU e 
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P P P 
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(A.10) 

(A.1l) 

(A.l2) 

(A.13) 

(A.14) 

(A.15) 

(A.16) 

(A.17) 

(A.18)



F - ELEMENTO RE 

Ae = Ane = Age = As = Asw = 

'U<1uo 

LJ 5 An” = 
(4A 

A .=<Y) -( 51 
n 'ÂT;_n 4APVn 

A = (_-_W 'rJ<1U> 

\J 
:S

: 
E = v.v - (KV)n 

G - ELEMENTO RT 

Ae=A`fle=AS€=ATl=A]'lW= 
_' B 

Asw ` " (:¡'ÃV')s
P

w 
"d<1U=› 

\_J

m A=(_I_) +( 
5 AV S 4A 

"U<Í@ 

HJ 
U3 ^w = *xr

< <1›+ + B = u<V›s 

H - ELEMENTO R 

A = A = A = O 
6 ne S6 

A=(-Ê-› -‹ B) 
W 4Ag É 4A§ S 

(A.19) 

(A.20) 

(A.21) 

(A.22) 

(A.Z3) 

(A.24) 

(A.25) 

(A.26) 

(A.27)



= __Ê_ 

_ B Asw _ _(zXv_)s (A.29)
P 

(A.30) A = (-1-) ( 
8

) S Ag 5 
+ 

4A§ S 

A = _1_ _ ( 
B 

) (A.31) n (Ag )n 4AP¡ n 

B = (Kv)s " (Kv)n (A'32)< <›+ + 

Estes säo, portanto, os coeficientes e termos fonte para 
_. ~ a equaçao de pressao para volumes de controle da Continuidade 

nas fronteiras.



APÊNDICE B 

EQUAÇÕES PARA A TEMPERATURA PARA OS 
VOLUMES DE CONTROLE NAS FRONTEIRAS 

B.1 - INTRODUÇÃO 

No Capitulo 6 apresentou-se os motivos pelos quais optou- 
se em aplicar as condições de contorno da temperatura atravës 
de balanços de calor realizados nos volumes de controle locali- 
zados nas fronteiras. Ainda neste capítulo mostrou-se como es- 
te balanço de calor ë realizado, obtendo-se as equações resul - 

tantes para diferentes condições de contorno. Neste apêndice, 
portanto, irã se apresentar as equações específicas para cada 
volume de controle localizado nas fronteiras para o problema re 
solvído neste trabalho. 

A Figura B.1 mostra os tipos de volumes de controle en- 
volvidos juntamente com as condições de contorno para a tempera 
tura no plano transformado. Hã necessidade de destacar-se aqui 
que para este problema específico tem-se ll tipos de volumes 
de controle para a temperatura em oposição aos 9 pontos tradi - 

cionais. Estes 2 tipos de volumes de controle adicionais são 
função do tipo de discretização utilizado para o domínio físi 
co,que faz comcumese tenha‹hunscondições de contorno diferentes 
para uma mesma fronteira no plano transformado. E fãcil obser- 
var-se que nas fronteiras norte e oeste tem-se parte da fron- 
teira submetida a condição de fluxo nulo enquanto que na outra 
parte ocorre fluxo de calor por convecção e difusão ( fronteira 
com fluxo de massa). Jã para a seção de saída a equação para os 
elementos R, RB e RT ë a mesma e ë dada pela condição de deriva 
da nula para a temperatura. Esta e as demais equações são ago- 
ra apresentadas.

_ 

B.2 - EQUAÇÕES ADICIONAIS 

A - ELEMENTO Ll
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Figura B.1 - Tipos de volume de controle e condições de 

contorno para a temperatura no plano trans- 
formado. 
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B ~ ELEMENTO L2 

+1 1 1 1 
_ APT? = AeTg+ + ASTg+ + AnT§+ + STT E (B_4) 

onde 
A T” 

- aT aT ET . . P STT = C _-J + C -) - c __) + __B___. B.5) zan e sag n seg 5 (1_+E) 
_

(

e 

= (1* E) AP (Ae + As + An) *_Ê___ (B'6) 

C - ELEMENTO LB 

ADTg+1 = AeTg+1 + AnT§*1 + STT ,(B.7) 

onde 
_ ar aT _ › aT ar sTT - c25¡)e + csããyn |c1¡Ê + czgílw + 

( ) E.s A T" 
+ M T + __Ê_Ê_ w w (1-+E)

e 

= (1-+E) Ap (Ae + An + Mw) _-¡í- (B.9) 

D - ELEMENTO LT 

ApT3*1 = AeTg*1 + AST§+1 + STT (B.1o) 

onde 
= ÊI _ C ÂI C äl ÃI STT C23n)e 53¿)s + 

[ 43m 
+ C53¿]n + 

V 

(B.1l) 
A T" 

_ __R_B_ MnTn + (1-+E) . 

e
. 

Ap = (Ae + As - Mn) íl¿%Êl (B.1z)



E - ELEMENTO T1 

onde

e 

n+l _ n+l n+l n+l 
APTP - AeTE + AWTW + ASTS 

` 

_ aT aT _ aT sTT - cz-)e - cz-)w cs-35 + 
ân än 35 

+ STT 

A T3 
aT aT - M T + _B-- + [c-4-à-5) + CS5-5111 n n 

= _ (1+ E) Ap (Ae + Aw + As Mn) E 

F - ELEMENTO T2 

onde

e 

' n+l n+l n+l n+l 

(1*'E) 

ApTP = AeTE + AWTW _+ ASTS + STT 

A T“+1 
= QI _ QE _ BT P STT C23n)e C28n)w C55Ê)s + (14-Ei 

A = (A + A + A ) íli;Êl 
p e W S E 

G - ELEMENTO B 

onde 

e . 

Ap = ^eTE * ^wTw * ^nTN Tn+l n+l n+l n+l
P 

+ STT 

A T"*1 
STT = C ÊÍ) _ C ÊÍ)w + C ÊÍ) + __R_2_ 

Zan e Zan sag n 

= 1«+E Ap (Ae + AW + An) (_¡í-) 

(1'*E) 

(B.13) 

(B.14) 

(B.1S) 

(B.16) 

(B.l7) 

(B.18) 

(B.l9) 

(B.20) 

(B.21)



H - ELEMENTOS R, RT e RB 

TE = TW (B.22) 

E importante observar que uma condição de fluxo de massa 
nulo com temperatura prescrita na parede não ocasionaria alte- 
rações nas equações para os elementos LB, LT, T1 e Ll. E õb- 
vio que para esta situação a troca de calor sera apenas por 

~ ~ difusao, sendo que a parte convectiva da equaçao desaparece em 
virtude de ser nula. - 

Uma anãlise das equaçoes apresentadas permite verificar 
ainda que nem todas as derivadas que aparecem nas expressões 
dos termos fonte podem ser aproximadas em diferenças centrais; 
que foi o procedimento utilizado para os volumes de controle 
internos. E o caso, por exemplo, das derivadas %%)3 e %š)8 pa- 
ra a fronteira superior e, %%)4 e %%)7, para a fronteira es- 
querda. Os pontos para avaliação destes gradientes, que apare- 
cem nos termos fonte das equações adicionais, são mostrados na 
Figura B.2. 
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Figura B.2 - Cãlculos de âš na fronteira superior e âš 
na fronteira esquerda. ¡



B.3 - AVALIAÇÃO nos GRAD1ENTEs DE TEMPERATURA JUNTO As FRONTEL 
RAS -

' 

Para avaliar os gradientes âš e šš junto as fronteiras 
utiliza-se novamente aproximações parabolicas, ja consideradas 
para avaliar gradientes de pressao, no Capitulo 6. Este proce- 
dimento ë a ui re etido ara os radientes de tem eratura por Q . 

ser consistente com as aproximaçoes em diferenças centrais, u- 

tilizadas para avaliar gradientes de temperatura para os volg 
mes de controle internos. 

Como os pontos de pressao e temperatura sao coinciden- 
tes, para o arranjo de grade utilizado, o gradiente de tempera 
tura em 3 ë determinado pela combinaçao das Equaçoes (5.33) e 

(5.34), reescritas para a temperatura, resultando» 

BT = À A _ 
šãjs 2(3T3 + T1 4T2) (B.23) 

Expressão similar ë vãlida para o ponto 7 e para as demais 
fronteiras. 

O gradiente de temperatura em 4 ë obtido de maneira simi 
lar, utilizando-se as temperaturas dos pontos P e E, alëm da 
temperatura de fronteira especificada no prõprio ponto 4. A

~ expressao resultante ë 

8T = 1 _ _ 
§š)4 3(9TP _ 

sT4 TE) 
_ 

(B.24)

~ Expressao similar ë vãlida para o ponto 8 e para as demais 
fronteiras. 

Convëm enfatizar que, em função da consistência com as 
aproximações em diferenças centrais, as aproximações parabõli- 
cas consideradas propiciam uma avaliação precisa dos gradien- 
tes de temperatura junto as fronteiras. Este fato ë da' maior 
importância principalmente quanto a avaliação dos gradientes 

%%)4 e %%)8, pois ë atravës destes gradientes que as condições 
de contorno de temperatura prescrita são introduzidas no sistg 
ma de equações. _


