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RESUMO

Neste trabalho, € desenvolvido um modelo numérico pa-
ra a solucao de problemas de conducdo de calor transiente em
geometrias irregulares duplamente conexas, considerando os efei
tos de anisotropia. O método transforma a equacao da conducgao
do sistema cartesiano para o sistema de coordenadas generaliza-
das, cujas linhas coordenadas sao coincidentes com é'\fronteira
do dominio irregular. Dessa maneira evitam-se as 1interpolagoes
nas fronteiras para a aplicagao das condigoes de contorno, pos-
sibilitando o desenvolvimento de um cddigo computacional inde-

pendente da geometria do problema fisico.

As equagdes aproximadas s3o obtidas pelo mé€todo do
volume de controle e sao resolvidas no plano transformado retan
gular com células quadrangulares de lados unitarios. Enfase €
dada na obtencas de um esquema numérico conservativo a nivel
de volumes elementares, tanto para as c€lulas interiores como

para aquelas de fronteira.

0 tratamento dado as trés espécies de condigoes de
contorno consideradas, confere generalidade ao modelo e facili

ta na mudanca das mesmas.

As formulacdes explicita e implicita sao usadas na so
lugao das equagées aproximadas. Obtém-se as distribuigoes de
temperaturas dos regimes transiente e permanente, para malhas

ortogonais e nao-ortogonais com diferentes resolucgoes.

A solugao do regimf transiente para o caso isotropi-
co, € obtida em uma regiao anular com temperaturas prescritas

constantes nas fronteiras. A anisotropia e a heterogeneidade



sao incluidas, considerando-as condi¢des de contorno do proble-
ma anterior com a temperatura prescrita na fronteira externa,
variavel angularmente. Nesse caso a regi@o anular & anisotropi-
ca e homogénea em coordenadas cilindricas. No sistema generali-
zado o problema € resolvido com a regido anular anisotropica e
heterogénea, possibilitando o teste completo do método e compa-
rando~se os resultados com as solugoes analiticas. Obtém-se as
solugdes para 6; casos isotrdpico, ortotropico e anisotrépico.
Determinam-se as distribuigoes de temperaturas do regime perma-
nente para a regido anular isotrdpica, com as condigdes de con-
torno de fluxos de calor prescritos e de convecgao. Todos os re
sultados anteriores sao comparados cém as respectivas solugoes
analiticas e obtém-se um desvio mdximo de 12% para temperaturas
da ordem de 107 da maxima e desvios inferiores a 1% para tempe-

raturas da mesma ordem da maxima.

A salugéo do regime permanente para a regiao anular
com fluxos de calor prescritos nas ffonteiras, usando uma ma-
lha nao-ortogonal com espagamentos nao-uniformes, e a distribui
cao de temperaturas para umalregiio retangular com furo circu-

lar, sao tambéem obtidas.

0 codigo computacional desenvolvido, também estd pre-
parado para resolver problemas onde a condutividade térmica se-~

ja variavel com a temperatura.
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ABSTRACT

In this, research work a numerical method is developed
to analyse the heat conduction problem in arbitrary doubly-con-
nected domains considering the effects of anisotropy . The me-
thod transforms the governing equations from the cartesian co-
ordinate system to a general curvilinear coordinate system. The
coordinate lines in the new system are boundary-fitted allo-
wing the development of éomputer codes which are independent of

the geometry in the physical domain.

The aproximate equations are derived using the con-
trol volume dapproach and they are solved in a fixed retangular
domain. Emphasis is placed on the development of a numerical

model which in conservative at control volume level.

{
The treatment given to the boundary conditions appli-

cation render to the method easyness in changing them.

Implicit and explicit formulation are adopted and or-

thogonal and nonorthogonal grids are used.

The method is tested solving the heat conduction equa
tion in an anular region for an heterogeneous anisotropic me-
dium using nonorthogonal and orthogonal discretization.Problems
considering boundary conditions of prescribed heat flux and
convection are also solved. All numerical results agree very

well with the analytical results.

It is also considered the problem when the discreti-

zation is nonuniform wusing orthogonal and nonorthogonal grids.

Important conclusions are drawn from these tests.



XX

Thé\computer codes is also able to handle problems whe

re the thermal conductivity is a function of temperature.



CAPITULO 1
INTRODUCAO

1.1 - PRELIMINARES

O estudo da condugdao de calor em materiais que apre-
sentam a condutividade térmica variavel com a posigao, devido
as suas importantes aplicacOes nos varios setores da ciéncia e
engenharia, tem recebido grande atencao dos pesquisadérés. A
anisotropia € caracteristica de alguns materiais que apresentam
estruturas fibrosas, como a madeira e o asbesto. Apresenta-se
também nos cristais e rochas sedimentares, assim como artifici-
almente em placas laminadas, estruturas de fibras  reforgadas,
materiais eletronicos, ;abos, cilindros, tubos, materiais iso
lantes para veiculos espaciais e varios outros. Em placas la-
minadas, a condutividade térmica apresenta diferentes valores
ao longo e traﬁsversalmente as laminacGes. Para a madeira, a
condutividade € diferente nas direcGes axial, radial e circun-
ferencial. Os metais submetidos a forte resfriamento também
apresentam anisotropia. A heterogeneidade € encontrada em ma-

teriais de estruturas porosas, como a la e a cortica.

A complexidade dos problemas de conducgao de calor que
tratam com geometrias arbitrarias e materiais anisotropicos e/ou
heterogéneos, com condigGes de contorno nao-homogéneas e  nao-

uniformes, tem exigido cada vez mais o uso de métodos numéricos

em suas solugGes. Desses os mais usados sdo o método dos elemen

tos no contorno, dos elementﬂs finitos e das diferencas finitas.



0 método dos elementos no contorno & uma ferramenta pode-
rosa qué , no momento, recebe muita atengao dos pesquisadores.A gran
de vantagem desse método & a necessidade de discretizacao apenas
das fronteiras e nao do dominio interno. Entretanto, péra pro-
blemas ndo-lineares e anisotropicos essa metodologia € mais
complexa do que aquelas que trabalham com a discretizagao de to

do o dominio.

0 método dos elementos finitos possui grande aplicacao
no tratamento de geometrias arbitrarias, devido a& flexibilidade
na adaptacdo dos elementos ao dominio irregular. Entretanto, os
métodos usados na éﬁroximagéo das equagOes nao respeitam o prin
cipio de conservagao a nivel de elementos. Procura-se  remover
essa dificuldade com uma versao do método, conhecida por elemen

tos finitos baseados em volume de controle, na qual as equa-

coes sao obtidas por balancos de energia.

A técnica de diferencas finitas juntamente com o uso
de coordenadas que se adaptam as fronteiras, apresenta grande
versatilidade no tratamento de geometrias arbitrarias e tem si-
do muito aplicada a problemas de engenharia nos ultimos anos.
Além disso, as equacdes governantes do problema fisico sdo obti
das pelo método do volume de controle, gerando-se esquemas nu-
méricos conservativos a nivey de volumes elementares. A aproxi-
macao por diferengas finitas apresenta também flexibilidade no

tratamento de problemas nao-lineares.

Quando se trabalha com diferencas finitas em dominios
arbitrarios, & importante a escolha do sistema de coordenadas
onde serao solucionadas as equagoes governantes do problema. Es

colhendo~-se um sistema simples, por exemplo o cartesiano, sao



necessarias interpolacoOes na aplicacao das condicoes de  con-
torno, pois as linhas coordenadas podem nao coincidir com as fron
teiras da regiao em estudo. A solucao podera ser imprecisa,pois
as condigdes de contorno sdo responsaveis pelo estabelecimen-
to da mesma. Além disso, o codigo computacional fica dependen-
te da geometria,,E/conveniente, portanto, o uso de um sistema
de coordenadas cujas linhas adaptam-se a geometria, coincidindo
com as fronteiras do dominio fisico. Tal sistema & conhecido
como siétema natural de coordenadas. Esse sistema pode ser or-

togonal ou nao-ortogonal. Neste trabalho opta-se por sistemas

nao-ortogonais em busca de generalidade.

O método para a geracao do sistema natural de coorde-
nadas considera a solucao de um sistema de equacoes de Poisson
em um plano retangular fixo, usando condigoes de contorno de
Dirichlet. As iinhas coordenadas podem ser concentradas em re-
gioes de interesse no dominio, através de fungoes similares a

termos de geragao de calor ng equagao da difusao.

A solugao das equagoes governantes do problema fisi-
co, constitui uma etapa independente da geracao de coordenadas.
Tais equagdes sao transformadas para o sistema natural de co-
ordenadas e também solucionadas no plano retangular fixo. As
equagoes transformadas tornam-se mais-complexas, mas as condi-

coes de contorno ficam especificadas sobre linhas retas.

Nesta dissertacao analisam-se problemas de  conducao
de calor transiéntes em geometrias arbitrarias, bidimensionais
e duplamente conexas usando diferencas finitas juntamente com
sistemas de coordenadas generalizadas. O modelo considera o ten

sor condutividade térmica variando n3o so com a direcao, mas



também ponto-a-ponto no espago. A equacao da condugdo, inicial-
mente no sistema de coordenadas cartesianas, & transformada pa-
ra o sistema generalizado e aproximada para os volumes fini-
tos (obtencdo das equacgdes algébricas),pelo método do volume de
controle. Esse método obtém as equagoOes aproximadas expressan-
do o principio de conservacdo para a energia a nivel de volu-
mes elementares, permitindo uma analise fisica do problema e
originando um esquema numériFo conservativo. A maioria dos tra

balhos encontrados na bibliografia nao usam essa metodologia.

Incluem-se no modelo trés tipos de condigcOes de con-
torno que sao de interesse em problemas da engenharia. Tais con
digoes, expressas em  termos de fluxos de calor, sao en-
globadas ao termo fonte da equacdao da conducidao, através de ba-
langos de conservacgao de energia nas fronteiras. Ao contrario
do que acontece com a maioria dos trabalhos ja realizados, es-
se procedimento mantém constantes os coeficientes das equacoes
aproximadas com a mudancga das condicoes de contorno. Com isso ,
obtém-se um esquema numérico de grande versatilidade e simplici

dade na aplicacao de diferentes condicOes de contorno.

Para testar o modelo escolhe-se uma regiao anular, re
solvendo-se problemas transientes e permanentes, anisotropicos
e heterogéneos. Malhas ortogonais e nao-ortogonais sio usadas
com as formulacoes explicita e implicita. A geometria usada nos
testes apesar de simples, nao compromete o desempenho do modelo,
pois as malhas empregadas, sendo nao-ortogonais, permitem que
todos os termos da formulagdo,envolvendo tanto a ortogonalida
de como a nao-ortogonalidade, sejam testados. Escolhe-se essa

geometria pelo fato de se dispor de solucoes analiticas para



comparacao com os resultados numéricos.

Obtém-se boa concordancia entre as solugdes analitica
e numérica, estando ainda o esquema numérico, apto para tratar
problemas com geracdo de calor e condutividade térmica varian-

do com a temperatura.

Para verificar a influencia da forma da malha na pre-
cisao dos resultados, um detalhe importante em modelos n§o~ortg
gonais, obtém-se a solugdo do regime permanente para uma regiao
anular com fluxos de calor prescritos nas fronteiras, usando
uma malha nao-ortogonal com ?spagamentos nao-uniformes entre as
linhas coordenadas. Para mostrar a generalidade do método, a
solucao do regime permanente para uma regiao retangular com fu-
ro circular e condicoes de contorno de fluxos prescrifos, € ob-

tida.
1.2 - REVISAO BIBLIOGRAFICA

A bibliografia apresenta varios métodos de solugao
para problemas de condugdo de calor. Valiosas contribuicdes com
solugdes analiticas, sao fornecidas por Chang et al.[1-3], Poon
et al. [4] e Huang e Chang [5]. Em [1], obtém-se as fungdes de
Green para a solugdo de problemas de condugdao de calor anisotro
picos nos regimes permanente e transiente em regioes infinitas
e semi-infinitas, considerando condicoes de contorno de Diri-
chlet, Neumann e do tipo mista. Em [2,3], determiném-se as fun-
¢O0es de Green para problemas transientes e permanentes em re-
giBes anisotrdpicas e homogéneas no sistema de coordenadas ci-

lindricas. Considetram-se condicdes de contorno de tres espe-



cies para um cilindro, uma regiao anular de comprimentos fini-
tos e infinitos e regioes infinitas delimitadas internamente por
uma superficie cilindrica. Mostra-se em [4] que problemas de
condugao de calor em regides semi-infinitas e infinitas aniso -
tropicas e homogéneas em coordenadas cilindricas e cartesia-
nas, podem ser transformados para isotropicos usando-se trans-
formagoes de coordenadas. Esse mesmo procedimento & usado em
[S] para cilindros elipticos e regides em forma de setores cir-

culares.

Dentre outras contribuigdes com solugdes analiticas,
Jzisik e Shouman [6], obtém solugdes de problemas transientes
e anisotropicos para regioes cilindricas tridimensionais, su-
jeitas a condigoes de contorno do terceiro tipo. O problema &

resolvido aplicando-se a técnica de transformacdo integral.

Métodos numéricos tem sido muito usados em proble-
mas de condugdo de calor. Chang et al. [7], apresentam um es-
tudo sobre fungoes de Green associadas com a condugao de calor
isotropica e anisotropica e aplicam o método de equagdes inte-
grais no calculo das distribuiQSes de temperatura e fluxo de
calor em um dominio quadrangular, um cilindro e uma regido anu-
lar excéntrica. Shaw [8], aplica o mesmo nétodo para problemas
de difusao em meios isotrépicos com fontes de energia e condi-
coes de contorno arbitrarias, incluindo nao-linearidades. Nesse
trabalho algumas comparacoes entre os métodos de equagoes inte-

grais e diferengas’ finitas, sao feitas.

Padovan [9], emprega o método de elementos finitos no
tratamento de problemas de condugao de calor permanentes, em

materiais anisotropicos e heterogéneos nos quais o tensor con-



dutividade térmica pode variar no espago, assim como depender
da temperatura. Nesse trabalho, Padovan desenvolve elementos pa
ra meios descritos por coordenadas cartesianas e cilindricas e
compara os resultados para um cilindro anisotrdpico e uma re-

f
giao anular excentrica, com as respectivas solugoes exatas.

A idéia de gerar um sistema de coordenadas cujas 1i-
nhas adaptam-se a geometria da regiao em estudo, foi inicialmeg
te aplicada por Winslow [10] e Chu [11], para regides bidimen -
sionais e simplesmente conexas. Posteriormente, Thompson,Thames
e Mastin [12,13] estenderam-na para regides multiplamente co-
nexas contendo um nﬁﬁero qualquer de corpos com geometrias ar-

bitrarias. Esse método ¢€ descrito no capitulo treés.

Usando diferencgas finitas, McWhorter e Sadd [14] estu
dam a condugao de calor permanente e anisotrépica em’ geometrias
bidimensionais arbitrarias, empregando o sistema natural de co-
ordenadas. Nesse trabalho aproxima-se a equagao da condugao no
sistema curvilineo generalizado, pela substituicao direta ~das
derivadas por suas expressoes em diferencas finitas (diferen-
gas centrais), solucionando-a no plano retangular transformado.
Os resultados sao comparados com aqueles obtidos por Chang et

al. [7].

s

Algumas extensoes do método de geracao de coordenadas
naturais sao empregadas para meios compostos multiplamente co-
nexos. Projahan, Rieger e Beer [15}, apresentam um trabalho so-
bre a condugao de calor permanente e anisotropica, em meios com
postos de geometrias arbitrarias, empregando coordenadas genera
lizadas. O dominio fisico € dividido em macro-elementos, que

tornam-se retangulares no plano transformado. Nesse trabalho,



os autores verificam a influencia da anisotropia, através de
linhas isotermas e distribuicao de fluxo de calor, em estrutu -
ras compostas. Uchikawa e Takeda [16], analisam a condugao de
calor transiente e'isotrépica em regides heterogéneas, multipla
mente conexas, de geometrias bidimensionais e arbitrarias. Os
autores aplicam o método para uma simulacdo numérica dé solidi-

ficagdo de ago em moldes de fundicdo.

Goldman e Kao [17], discutem a aplicagdo de transfor-
macoes de coordenadas usando planos transformados retangulares e
cilindricos na solugdo de problemas de conducdo de calor perma-

nente e isotrépica.

A solugdo da equacgdo da condugdo transiente, isotro-
pica e bidimensional no sistema de coordenadas curvilineas ge-
neralizadas ndo-ortogonais, & obtida por Robertson [18]. A for-
mulacao em diferengas finitas por ele usada, permite a inclusao
de condigoes de contorno ndo-lineares e de propriedades fisicas

variaveis com o espago e com a temperatura.

A metodologia aplicada neste trabalho segue aquela u-
sada por Maliska [19] na solucao de problemas de escoamentos de
fluidos.

~

1.3 - ESBOCO DA DISSERTAGZO

Os capitulos seguintes desenvolvem-se como se segue.

CAPTTULO 2 - FORMULAGAO DO PROBLEMA. Neste capitulo apresentam-
se os principios fundamentais da analise da condugao de calor,
necessarios ao desenvolvimento desta dissertacao. A equacao da

condugao no sistema de coordenadas cartesianas com as condigoes



de contorno e os parametros adimensionais usados, sao mostrados.

CAPITULO 3 - GERACAO DO SISTEMA DE COORDENADAS. Dedica-se este
capitulo a descricao do método de geragao do sistema natural de
coordenadas. Mostram-se as funcoes usadas no controle do espaga-
mento entre as linhas coordeﬁadas e exemplos de sistemas de coor
denadas generalizadas ortogonais e nao-ortogonais em uma geome -

tria duplamente conexa. .

7’
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CAPITULO 4 - TRANSFORMAGCAO DA EQUAGAO GOVERNANTE E OBTENGAO DAS
EQUAGOES APROXIMADAS. Neste capitulo a equagdo da condugao €
transformada do sistema cartesiano para o sistema de coordenadas
generalizadas. Em segﬁida a equacao diferencial € aproximada pa-

ra os volumes finitos pelo método do volume de controle.

CAPITULO 5 - RESULTADOS. Este capitulo mostra os resultados obti
dos nos testes do modelo numérico. Inicialmente, os resultados
para os regimes\transiente e permanente para uma regiao anular
isotropica com temperaturas prescritas constantes nas frontei-
ras, sao mostrados. Seguem os resultados para o regime permanen-
te em uma regiao anular: a) aJisotr6pica e heterogénea com tem-
peraturas prescritas nas fronteiras; b) isotropica com condi-
coes de contorno de fluxos de calor prescritos e convec¢do. To-
dos os resultados anteriores sao obtidos usando malhas ortogo-
nais e nao-ortogonais e sao comparados com as solugoes analiti-
cas. A distribuicao de temperaturas para uma regiao retangular
com furo circular e condigdes de contorno de fluxos de calor

prescritos, € obtida. Os resultados para uma regiao anular com

fluxos de calor prescritos, usando uma malha nao-ortogonal com



espagamentos nao-uniformes entre as linhas coordenadas, também

- [
sao mostrados neste capitulo.

CAPITULO 6 - CONCLUSOES. Neste capitulo estao as principais con-

clusoes obtidas durante o desenvolvimento deste trabalho.



CAPITULO 2
FORMULACAO DO PROBLEMA
2.1 - INTRODUCAO

Alguns fundamentos da analise de problemas de condu-
¢ao de calor, sao introduzidos neste capitulo. Abresenta—se a
equacao da condugao no sistema de coordenadas cartesianas em
sua forma conservativa, para regimes transientes em dominios bi
dimensionais, anisotrdpicos e heterogéneos. Consideram-se a

condutividade térmica na3o s6 dependente do espaco mas também

g
v

da temperatura e uma taxa de geracao de energia por unidade de
tempo e volume como funcao do espago e do tempo. Introduzem-se

as condigoes de contorno e.os parametros adimensionais usados.
2.2 - FUNDAMENTOS

O fluxo de calor nos meios continuos isotrdpicos obe-

dece a lei de Fourier, dada por

~

q = -k VT (2.1)

onde a condutividade térmicq k independe da direcao e o vetor

fluxo de calor q € normal a superficie isotérmica em uma  posi

cao espacial considerada.

Para os meios anisotropicos, cada componente do vetor
fluxo de calor em um ponto € fungdo de uma combinaci3o linear de

todas as componentes do gradiente de temperatura nesse ponto.
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Com isso, para o caso bidimensional, as componentes do vetor
fluxo de calor nas diregoes 1 e 2 de um sistema de coordenadas

ortogonais sao

= -1 oT _ 3T

q] = k11 5%, ](12 5%, (2.2)
_ . 9T _ . T

a, © Zl;sil kzz 3x2 (2.3)

-

A direcao do vetor fluxo de calor, nesse caso, nao € neces-
sariamente normal d superficie isotérmica passando através de
um ponto considerado. Em um meio anisotropico bidimensional o
tensor, de segunda ordem, condutividade térmica «k envolve qua-
tro bomponentes kij’ mostradas nas equacgoes (2.2) e (2.3). Es-
sas componentes expressam os valores da condutividade térmica em
cada direcao, podendo variar com a temperatura € com o espa-
GO. N

Mostra-se do principio de Onsager, da termodinami-
ca dos processos irreversiveis, Prigogine LZO], que se os flu
xos q; € 0s gradientes de temperatura 3T/3xi relacionam-se li-

nearmente, como dado pelas equagoes (2.2) e (2.3), as componen-

tes kij obedecem a uma relagao de reciprocidade, ou seja
k.. = k.. , (i,j = 1,2) (2.4)

Além disso, como se mostra na referéncia [20], de acordo com os

principios da irreversibilidade termodinamica, as componentes

k sao positivas e as componentes kij’ para i # j, podem ser

ii

positivas ou negativas sendo suas magnitudes limitadas pela re-



lacao

- k2 i ;
kg kjj kij> 0 , para i1 # j (2.5)

Maiores discussdes sobre os fundamentos da teoria da
conducao de calor podem ser encontrados em Carslawe Jaeger[21],

Uzisik [22] e em Arpaci [23].

2.3 - EQUACAO GOVERNANTE

[
A equacao diferencial da condugao de calor para meios
anisotropicos e heterogéneos com geragao de energia, € dada por
3T (r,t)
— Tl = . . + .
P cy 5% V. [k.VT(r,1)] u (r,t) (2.6)
A equagdo acima considera o tensor condutividade térmica - como
fungdo do espaco e/ou dependente da temperatura. u''' € a taxa
de geracao de energia por unidade de tempo e volume que pode

ser funcao do espago e/ou do tempo.

Para dominios bidimensionais no sistema cartesiano, a

Equagdo (2.6) € escrita como

e (2.7)
onde

q = pcpT FT = y''"

R = 11%% * ku'%g | - (2.8)

S = kzx%% * kzz%%
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2.4 - CONDICOES INICIAL E DE CONTORNO

Com o objetivo de tratar os mais diversos problemas
da engenharia, os trés tipos de condigoes de contorno, apiica—
dos ao dominio mostrado na Figura 2.1, sio abordados.

1) Temperatura préscrita. Especifica-se a temperatura
constante ou fungao do espago e/ou do temno, ao longo das fron

teiras éDi, para t > 0. No caso geral, tem-se,
T = £, (x,y,t) (2.9)

ii) Fluxo de calor prescrito. Especifica-se o fluxo de

calor constante ou funcao da posicao e/ou do tempo, ao longo

das fronteiras aDi péra t > 0, como

3T _ " ' o '
t kij —a‘i;nj - -t q (X,}’,t) » (1,3) = 172 ) (2'10)

onde q''€ adensidade escalar de fluxo de calor (W/mz)na fronteira

e nj € a cosseno diretor. Assume-se que o sinal nositivo repre-

sente calor entrando e sinal negativo, calor saindo da fronteira.

iii) Conveccao na fronteira. A transferéncia de ca-

lor por convecgao na fronteira BDi, para t > 0 & dada por,

s

Y ) oy C ey L

onde h € o coeficiente de transferéncia de calor,-Tfi a tempera

tura na fronteira 3D; e T, a temperatura ambiente.

Para obter a solucao do regime transiente, a distri -
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. . s P f
Figura 2.1 - Dominio fisico.

buicdo de temperaturas no dominio considerado € conhecida no
instante em que se estabelece a origem da coordenada tempo, co-

mo
T = £(x,y,0) (2.12)

Se o interesse é somente a solucdo do regime ﬁérmanente, a téc-
nica do transiente distorcido & usada, partindo-se de uma dis-
tribuicao arbitraria de temperaturas. Nessa técnica usam-se di-
ferentes avancos de tempo em todo o dominio, acelerandb-se a
convergéncia para o regime per;;nente. Caso o interesse seja a

solugdo do regime transiente, a equacao (2.12) representa a

condigdo inicial do problema.

2.5 - PARAMETROS ADIMENSIONAIS USADOS

A regido-anular, mostrada na Figura (2.2) € escolhi-

v
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obtidos estao ex-

da como geometria de testes e os resultados
pressos em termos de parametros adimensionais dados a seguir

Figura 2.2 - Geometria considerada.

i) Coordenada R* adimensional,

r - R
1 (2.13)

R* = m——L
RZ_I\
onde os subindices 1 e 2 indicam as fronteiras interna e exter-

na da regiao anular, respectivamente.

ii) Temperatura adimensional,
(2.14)

(2.15)
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onde a = k/pcp € a difusividade térmica.

iv) Namero de Biot,

h R, :
Bl = ko : ‘ (2.16)
onde k0 = %(k11+ kzz). Observa-se que (k11+ k22) é invariante

com a transformacao de coordenadas.

2.6 - RESUMO E CONCLUSOES

Neste capitulo apresentou-se a parte fundamental da
teoria da conducao de calor; necessaria ao desenvolvimento des-
te trabalho. As referéncias [21], [22] e [23] foram recomenda-
das para maiores detalhes. A equacao da condugao de calor no
sistema de coongnédas cartesianas, com as condigGes de contor-
no e os parametros adimensionais usados na apresentacio dos re-

sultados, foram introduzidos.



CAPITULO 3
GERACAO DO SISTEMA DE COORDENADAS
3.1 - INTRODUCAO

No método de volumes finitos para a solucao de equa-
coes diferenciais, a discretizagao do dominio fica intimamente
ligada ao sistema de coordenadas empregado, pois os volumes ele

mentares sdao formados pelas linhas coordenadas.

O tratamento de dominios irregulares com o uso de
sistemas ortogonais convencionais, como por eXemplo o cartesia
no, & prejudicado devido & necessidade de interpolacoes na apli
cacd3o das condigoes de contorno e do grande nimero de células
nas fronteiras para uma melhor representagao da geometria. E
importante lembrar que sao nas fronteiras onde se calculam os
parametros de interesse. Além disso, o codigo computacional fi-

ca dependente da geometria do problema.

A obtencao de um sistema de coordenadas cujas 1linhas
adaptam-se a geometria, coincidindo com todas as fronteiras do
dominio fisico (sistema natural), tornam desnecessarias as in-

terpolagoes das condigdes de contorno.

Dentre os métodos de geracao de sistemas nao - ortogo-
nais, apresenta-se neste cap&tulo, aquele devido a Winslow [10]
e Chu [11], que trabalham com dominios bidimensionais simples -
mente conexos e Thompson et al. [12,13] , que estendem o méto-
do para regioes multiplamente conexas. Nesse método obtém-se as

coordenadas naturais pela solucdo de um sistema de equagbes e-
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lipticas, usando condicoes de contorno de Dirichlet em todas as
fronteiras.Ousepde funcGes adequadas permitem o controle do espa-
camentoentre as linhas coordenadas, concentrando-as em regioes de
maior interesse do dominio. Obtidas as coordenadas, qualquer sis

tema de equacoes diferenciais parciais, associado as condigées

de contorno, € transformado e solucionado nesse novo sistema.

Todos os calculos para geracao do sistema de coordena
das bem como para a solucao das equacoes diferenciais de  in-
teresse,sao realizados em um dominio retangular fixo, indepen-
dente da geometria e do espacamento entre as linhas coordena-

das.

0 procedimento matematico para a geracao do sistema .

de coordenadas naturais € degcrito a seguir.
3.2 - TRANSFORMACAO DE COORDENADAS

O método consiste em transformar um dominio D, bidi-
mensional, de geometria arbitraria e definido no sistema carte-
siano, mostrado na figura 3.1, em um dominio retangular D* no

sistema natural, mostrado na figura 3.2.

A transformacao geral do plano fisico x-y, para 0

transformado £-n, &€ dada por:

£ = £(x,y) (3.1)
n = n(x,y) (3.2)
A matriz Jacobiana para essa transformagdo & dada

por
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1

X

Figura 3.1 - Dominio D, no sistema cartesiano - plano fisico.

Vs

[3] = (3.3)

os subindices indicam diferenciacdo parcial. O determinante Ja-

cobiano da transformacdao & dado por

J = det[J] = Exy ™ EyNy (3.4)

~ . :
A transformagao inversa de (3.1) e (3.2), caso exis-

ta, € dada por

y (£,n) | (3.5)

=
]

y(&,n) (3.6)

<
i

com a matriz Jacobiana, dada por

X X
[J*] = E n (3.7)
Yg Yy



21

e o determinante Jacobiano, como

- XY (3.8)

J* = detjJ*] =
et [J*] XY,

A relagao entre as matrizes Jacobianas (3.3) e

(3.7) e
(9] = [o*17* | (3.9)

Garante-se a existéncia dessa transformacdo, usando-

se o teorema da%fungﬁo inversa. Se as fungoes (3.1) e (3.2) sao

~

f

Figura 3.2 - Dominio retangular - plano transformado.

, _ /
continuamente diferenciaveis em um ponto, como (xo, yo) e a ma-
triz Jacobiana (3.3) nao € singular nesse ponto, entao existe
uma regiao NO'SObre (xo, yo), tal que as fungoes inversas (3.5)
e (3.6) existam e a relacao (3.9) seja valida para todos oS
pontos (x,y) em No. Com isso, obtém-se as seguintes relacoes,

([12], apéndice B),

E =y J £, = -xJ (3.10)
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nx = —ng n: = x,.J ’ (3.11)

~

Transformam-se as derivadas parciais, utilizando-se a

regra da cadeia

fX = fE Ex + fn Ny (3.12)

f. = f + f 3.13

y € Ey "y ( )
onde £ representa uma fungao diferenciavel de x e y. Apli-
cando-se sucessivamente as equacodes (3.12) e (3.13), obtem-se

as derivadas de ordem superior.
3.3 - GERACAO DO SISTEMA DE COORDENADAS NATURAIS

O objetivo agora € obter o novo sistema de éoordena -
das, ou seja, obter a transformagao (3.1) e (3.2). Um método pa
ra gerar automaticamente as coordenadas desse sistema, & fazer
com que as fungoes £(x,y) e n(x,y) sejam as solugoes de um sis-
tema de equagdes elipticas, possuindo condic¢des de contorno de

Dirichlet para todas as fronteiras. Tal sistema €& dado por

fx * Eyy T PLEN) | (3.14)
Mex * Nyy Q(g,n) (3.15)

onde P(&,n) e Q(£,n) sao as funcoes que controlam o espagamento
entre as linhas coordenadas, concentrando-as em regioes de in-

teresse.

As condigbes de contorno associadas ds equagdes (3.14)
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e (3.15), sao

n = n1= constante ;sobre o
1

£ = £ (x,y) = funcao prescrita sobre o

! ) (3.16)
'n = n = constante sobre o

2 2
g = Ez(x,y) = funcao prescrita sobre o,

onde 0 e ¢© sdo respectivamente as fronteiras interna e exter

1 2
na de um dominio bidimensional arbitrario e duplamente conexo,
mostrado na figura 3.3. As funcoes £ (x,y) e gz(x,y) especifi-
1
cam o contorno da regiao fisica, ou seja, a geometria do proble

ma ,

A solugao das equacgoes (3.14) e (3.15) com as condi-
¢oes de contorno dadas pelas equagoes (3.16), fornecem as fun-
¢goes &(x,y) e n(x,y), que sao as coordenadas nao-ortogonais, u-

sadas na solucao das equagoes diferenciais do problema.

A escolha de equég6es elipticas deve-se ao fato de
que um vasto campo de problemas regidos por esse tipo de equa-
goes, possuem solugoes que podem ser tomadas como linhas coorde
nadas. Além disso, essas solugdes sdao funcGes harmonicas que
possuem derivadas continuas -de todas as ordens e obedecem a um
principio de maximo. Esse principio estabelece que os valores
maximos e minimos de uma funcdo, ocorrem nas fronteiras de uma
regiao D. Nao ocorrendo extremos no interior de D, as primeiras
derivadas da funcao nao se anulam simultaneamente e portanto, o
Jacobiané'nao se anula devido a presenca de um extremo. O prin-

cipio de maximo garante ainda, a unicidade das fungdes E£(x,y)

e n(x,y).
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A solﬁgio das equacgoes (3.14) e (3.15), entretanto,
nao € trivial e geralmente fecorre—se a técnicas numéricas. Sur
ge entao, o problema da discretizacdao do dominio, pois o uso
do sistema cartesiano requer interpolacoes das condigoes de
contorno. Problema esse que se procura evitar. Com isso, inter-
cambia-se as variaveis dependentes e independentes daquelas e-
quagoes, solucionando-as em um plano retangular fixo. Nesse pla
no especificam-se as condigoes de contorno sobre linhas retas,
evitando-se as interpolacGes e escolhendo-se as células da ma-
lha em forma quadrangular, com lados escolhidos por convenien-

cia iguais a unidade.

As equacoes transformadas sao dadas por

1 -
AXpp = ZBXEn oYX, t 3; (ng-F(an)— 0 (3.17)
OYeg = ZByen t oYY LY 3—1- (Pyg+Qy ) =10 (3.18)

com as condicoes de contorno de Dirichlet transformadas

X = fl(g,nl) sobre c:
y = f (E,n ) sobre o*
2 I ! _ (3.19)
x = £ (¢£,n,) sobre o*
3 2 2
y = £ (§,n ) sobre o*
b 2 2

Os coeficientes de acoplamento entre as equacgoes acima, sao as
componentes do tensor métrico gij» mostrado no apendice e sao

dadas por

o = x2 + y?2 _ (3.20)
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B = Xp X + Ye Yq (3.21)
y = XZ . yg . (3.22)

Essas componentes, conhecidas como as métricas da transformagio

de coordenadas, contém as informacoes referentes 2a géometria do

plano fisico.

Para o dominio mostrado na figura 3.3, as linhas o

’

oz,oae,o no plano fisico, sao transformadas para o*,0*,0* e o*
b S 1 273

respectivamente, no plano transformado, conforme a figura 3.4.

o, eoa, sao linhas constantes no dominio fisico e permanecem

assim no plano transformado. o,eo estao sobre a mesma linha
y

£ no plano fisico. f

|
\

y \ Linhas Coordenados t:

Figura 3.3 - Dominio fisico - sistema natural de coordenadas.

Conhecida a forma dos contornos ¢ e ¢ e a distribui-
1 2
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cdo desejada de £ nas fronteiras, determinam-se as fungoes f1’

f , f e f . E desnecessario especificar as fungOes para x e y
2 3 4
ao longo de o e o , pois xdg,n) e y(&,n) sao periddicas nessa
3 4
regiao, ou seja como ¢ e 0 sao coicidentes, as condicoes de
3 4

contorno no plano transformado sdo entdo, repetitivas.

B¢

“l
N3

¢

Figura 3.4 - Dominio transformado.

O sistema dado pelas -equacoes (3.17) e (3.18),
& mais complexo do que aquelc dado pelas equacdes (3.14)
e (3.15). Entre;anto, no plano transformado especificam-se as
condigoes de contorno sobre linhas retas, evitando-se interpola
goes e imprecisdes. O sistema de coordenadas obtido pela solu-
cao das equacodes (3.17) e (3.18), possui uma linha n constante
e coincidente com cada uma das fronteiras no plano fisico. A

atribuigio dos valores das coordenadas ¢ aos pontos (x,y) sobre

as fronteiras, através das funcoes f , f , f e f €& arbitra-
1 2 3 L ’
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ria, permitindo que o espacamento entre essas coordenadas seja

como aquele desejado. f

'Na referéncia [12], apendice B, mostram-se oS passos
da transformagao das equagoes (3.14) e (3.15), no plano fisico,

para as cquagoes (3.17) e (3.18), no plano transformado.

Com as equagoes transformadas, os calculos para a.ge-
racao do sistema coordenado e solugao das equacoOes diferen-
ciais do problema fisico realizam-se em uma malha retangular fi
xa, independente da geometria da regiao fisica e do espacamen-
to escolhido entre as linhas coordenadas. As figuras 3.5 e 3.6,
mostram exemplos de sistemas de coordenadas ortogonais e néo—oz

togonais, para dominios duplamente conexos.

Figura 3.5 - Exemplo de um sistema de coordenadas ortogonais pa

ra uma regiao duplamente conexa.

0 procedimento anterior estende-se para regioes sim-
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plesmente conexas [13]. Para essas regioes, o sistema generali-
zado & gerado subdividindo-se a fronteira da regido fisica em
quatro segmentos, sendo cada um destes uma face da regiao re-
tangular no plano transformado. Dois segmentos possuem linhas
n constantes e dois, linhas & constantes. Outra maneira de ge-
racdao de sistemas para regiges simplesmente conexas, é» fazer
o, tender a zero. Nesse caso, surge um ponto de singularidade,
que € a origem do sistema de coordenadas, onde para todas as
linhas £,x ey possuem o mesmo valor. As fungoes fs(g,ﬁl) e fu
(E,nz) se reduzem a fg(E) = Xp = cte ¢ f“(E) = Yp = cte |  on-
de (Xp,Yp) € a origem, ndo acrescentando dificuldades. Dessa ma

neira pode-se gerar o sistema de coordenadas com a origem onde

desejado.

Figura 3.6 - Exemplo de um sistema de coordenadas nao-ortogo-

nais para uma regiao duplamente conexa.



29

3.4 - CONTROLE DO ESPACAMENTO ENTRE AS COORDENADAS

Nas regides de maiores gradientes € importante con-
centrar as linhas coordenadas. Isso € possivel usando-se as
fungoes P(£,n) e Q(&,n), que representam termos fontes para as
equacoes (3.14) e (3.15). Thompson et al. [13], utilizam P e Q

dadas por

m -ci|£—€i|
P(g,n) = -I a, sgn(g-g;) e -
i=1 _
» | (3.23)
-d. /(E-£. P - (n-ns)?
- b, sgn(g-£.) e J J J
i=1 I J
m —Ciln—ni] -
Q(g,n) = -r a, Sgn(n—ni) e \
rl (3.24)
~d./(E-£.)%- (n-n.)?
b, sgn(n-n.) e J j j
i=1 J _ ]

o primeiro termo da equacao (3.23), atrai as linhas constantes £
para aquelas g=gi. O segundo, atrai aé linhas g = constantes pa
ra os pontos (£,n). O mesmo se da para as linhas n na equacgao
(3.24). Define-se.a funcao sgn(x) igual al, 0 ou-1, caso o

valor de x forfbositivo, zero ou negativo, respectivamente.
3.5 - RESUMO E CONCLUSOES

Dedicou-se este capitulo a2 descrigdao do método de
geracao automatica do sistema de coordenadas naturais, cujas

linhas adaptam-se a geometria do dominio. A transformacao de
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coordenadas do sistema cartesiano para o generalizado, conside-
rando geometrias bidimensionais e as funcOes necessarias ao
controle do espagamento entre as linhas coordenadas, foram mos-

tradas.

Todos os calculos para gerar a malha sdao feitos em um
plano com células quadrangulares e unitdrias, independente da
geometria, do numero de fronteiras do.plano fisico e do espacga-
mento entre as linhas coordenadas. E necessario que se forne -
gam as coordenadas dos pontos de fronteira e as informagdes re-

lativas d concentracao das linhas coordenadas.

0 método aplica-se a regides multiplamente conexas,

contendo cavidades de geometrias arbitrarias.



CAPITULO 4

TRANSFORMACAO DA EQUAGAO GOVERNANTE E
OBTENCAO DAS EQUAGOES APROXIMADAS

4.1 - INTRODUCAO

A equacdo da condugao &, neste capitulo, transformada
do sistema cartesiano para o sistema natural de coord§nadas. A
equacao transformada permanece em sua forma conservativa, evi-
tando a geracao de fontes e/ou sumidouros nas fronteiras dos vo-

lumes de controle elementares.

No sistema generalizado, a equagao diferencial & apro
ximada para os volumes finitos pelo método do volume de contro-
le, resultando em um esquema numérico conservativo a nivel de
volumes elementares. O vetor fluxo de calor no sistema generali-
zado & funcao de suds componentes cartesianas e dos vetores da
base contravariaﬁte. As condig¢oes de contorno sao englobadas ao
termo fonte da equacao aproximada, através de balancos de ener-
gia nos volumes das fronteiras. Apresentam-se as aproximagoes

usadas para as trés espécies de cdndigGes de contorno.
4.2 - TRANSFORMACAO DA EQUACAO GOVERNANTE

A equagao (2.7) sujeita a transformacao de coordena-
das definida pelas equacéGes (3.1) e (3.2), mantendo sua forma

conservativa, € dada por

lo)
)
+
lOJ
(2)]
+
‘T1)
-

T
53 = (4.1)

)

9

1821
Q
3
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onde,

R =4

R = JIEXR + EySI’ (4.2)
S = jlan + nyS| (4.3)
AT _ u!l/v

F'o= 75— . (4.4)

Onde R ¢ S sdao dados pelas equagdes (2.8). A equacdo (4.1) pode
ser obtida pela regra da cadeia seguida de uma manipulacgao algeé-

brica.

Inserindo as equacgoes (4.2) e (4.3) na equacgao (4.1),

obtém-se

1 3q_ 3 ,~ 3T 9T, , 3 (- 3T . 3T =T
T3t 365 G tanCaetCan) * F (4.5)

onde os coeficientes C , C , C e C contém as informacgoes com
1 2 3 y

respeito a anisotropia e a gegometria no plano fisico, sendo da-

dos por
c = J(kll y; - 2k x vtk xf]) | (4.6)
C2= C3= —J[k-n ygyn - k12 (xgyn + xnyg) +‘k22 Xﬁxn] (4.7)
C = J(k yé - 2k XpYg + ko xé) (4.8)
Observa-se que os termos nao-ortogonais estao envolv%dos RCE

coeficientes C2 e C
3



A forma conservativa em que se apresenta & equagao
(4.5), evita a geracdao de fontes e/ou sumidouros de energia nas
interfaces dos volumes elementares. Isso significa que o fluxo
de calor que sai de um volume de controle € o mesmo que entra

em outro adjacente.

4.3 - OBTENCAO DAS EQUAGOES APROXIMADAS

0 método do volume de controle & usado para obter a
aproximacdo da equacdo (4.5) para os volumes finitos. Nesse mé-
todo as equagdes sao obtidas através de balangcos de conservagao
da propriedade envolvida. Com isso, a aproximagao da equégéo
diferencial nio & uma simples aproximacdo numérica das deriva-

das, mas considera as peculiaridades do problema fisico.

O dominio € dividido em volumes de controle, sendo ca
da um centrado em um ponto da malha, como mostrado na . figura
4.1, onde a temperétura € armazenada. Para.os pontos interiores
do dominio obtém-se a equacdo(4.5) aproximada, partindo-se de
sua forma integral ou integrando a forma diferencial no volume
elementar, o que equivale a realizagao de um balanco de energia
na célula. Para os pontos de fronteira promovem-se balancos de
conservagao naqueles volumes, considerando a condicaoc de con-
torno existente. Com isso, as condigoes de contorno sio automa-
ticamente incorporadas as equagoes para as células de  frontei-
ra. A equagao aproximada expressa o principio de cdnservagéo
para a energia a nivel de volumes finitos, enquanto a equacao
diferencial o faz a nivel de volumes infinitesimais. 0 método,
portanto, baseia-se na andlise fisica do problema originando,

com isso, esquemas numéricos conservativos. A metodologia permi
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te que as fungoes de interpolacao entre os pontos sejam arbitra

riamente escolhidas.

Como os calculos sdo realizados no plano transforma-
do, integra-se a equacao (4.5) no tempo e no espaco sobre cada
volume de controle desse plano, mostrados na figura 4.2, resul-

tando

pCp T pCp T
&fe ﬁ?l[(__g_ll)t+At - (__B__E)t]dndg =

N Nj
w S :
t+At o .
L 9T Ty . 3T 3T
[t ﬂ}g’(clgz + Czan)e (C18£ * C ag)w_d”dt +
(4.9)
ST 5T 3T 3T, g
Tee 2T 3T, AT , o aT
R A - - PR TR T R
w
t+At )
;% ' BT andede
t
g'W /nS
*NE

x (

Figura 4.1 - Volume de controle no dominio fisico.



35

onde, t € o nivel de tempo € At € o avango de tempo.

Denota-se por conveniéncia, o nivel de tempo t por n,
t+At por n+l e t+OAt por-n+@. © € um fator que varia entre zero
e um, com extremos caracterizando a faixa entre as formulacoes
explicita e totalmente implicita, respectivamente. Para que a

formulacido seja implicita, basta que O seja diferente de zero.

Algumas aproximagdes sao introduzidas para realizar
as integracoes da equacao (4.9). Para a integracao no espago,
consideram-se os termos difusivos constantes nas interfaces dos
volumes elementares. Os gradientes de temperatura nas interfa-

ces sao aproximados usando-se diferencas centrais, como

T. - T

3T, E” Ip
C5e |, = Clei_—ZET__l (4.10)
5T N * Ty - Tgg - Ty
Cz_ﬁ o = cze Tim . (4.11)
ST - T
3T, - p W
Gl = o (4.12)
T + T, - T, T
3T, _ ~ ON " T ™ Ts ~ Top
C o7 |w Czw ~ 4An (4.13)
Y R Te* ™ne - Tw = T (4.14)
39& |n 3in 4AE '
N © T - T
3T o (N P)
c, nlh C,p, o (4.15)
c 3 o (B TsE " Tw” Taw (4.16)
35{!5 3S 4AE )
T - T
R (4.17)
¥9n s 4s An
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Os indices indicam as faces e os pontos centrais dos volumes e-
lementares, mostrados na figura 4.2. Apesar de unitdrios, man-
tém-se os comprimentos AE e An nas equagoes (4.10) a (4.17) pa-

ra facilitar a interpretacao fisica de cada termo.

’

f fo fe

w R
IIIA Y4 £ A
\ Fronteiro
‘w °p ‘E
°sw ’s °SE
- L ] [ ]
SSw SS SSE
n

§

- ’ e L3
Figura 4.2 - Volume de controle no dominio transformado.

Para realizar as integrais no tempo, necessita-se co-
nhecer o comportamento da temperatura no intervalo de n a n+l.
Usa-se um valor adequado que represente T nesse intervalo, ava-
liando-a no instante de tempo n+0 . Adota-se para esse valor,
uma aproximacao linear, dada por

n+ n+1 n

T = o™ 4 (1-0)T (4.18)
Essa aproximagdao pode nao ser adequada para representar a  va-
riacdo de temperatura com o tempo em problemas onde o0s tran-

sientes sejam muito rapidos. Nesse caso, diminui-se o avango no



tempo para obter uma melhor avaliacao.

, ~T . ;
O termo fonte F , também & considerado constante
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no

volume de contfole elementar.

Realizando as integracoes da equacgao (4.9), com as
hipoteses acima, a equacgao aproximada para os volumes finitos
interiores do dominio resulta

pcptVy S R SR n+O RO, qn+0
—Fe) Tp pip A AT Ay s°S
(4.19)
C, AV
n+o n+e n+o n+@ P7p *Vt..n AT
¥ AneTNE +AanNW AseTSE +AszSW +( JAt )TP'FF Avt
Onde AVt € o volume de uma c&lula no plano transformado. Os coe
ficientes A; sao dados por (
A =i _-c+c (4.20)
e 4*"2n 28 1€ :

A =ic _-cy+c (4.21)

w 4*"2s 2 1w

A =Xc -cy+c (4.22)

n 4% "2¢ 2W un *e

A =X +c y+c (4.23)

S 4 72w 2e 4s '

A =X c ) (4.24)

ne 4" 2e 2N

A =X +cCc ) (4.25)

nw 4 " 2w 2n '
- _1(cC + C ) (4.26)

ASe 7 2© 2S
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R 4.27
Asw fA(Czw ¥ Czs) ( )
* = ' 4,28
Ap = A, * A A+ A ( )

A equacao (4.19) envolve nove pontos devidb ao uso do
sistema de coordenadas nao-ortogonais, reduzindo-se para cinco
pontos no caso de sistemas ortogonais. Nesse caso os coeficien-
tes diagonais sao identicamente nulos. Observa-se que o termo

A'k

p € influenciado apenas pelos coeficientes paralelos.

~

4.3.1 - Transiente real e transiente distorcido
/

Na solugao do regime transiente, aqui denotada por
transiente real, o avanco de tempo necessita ser o mesmo para
todas as células da malha. Caso o interesse seja somente a so-
lugdo do regime permanente, pode-se acelerar a convergéncia u-
sando-se diferentes avangos de tempo no dominio. Nesse caso, a
solucdao avanca no tempo de uma maneira distinta de célula para

célula da malha e o transiente é chamado de distorcido.

Para 0=0 na equacao (4.19), o campo de temperaturas &
obtido explicitamente, ou seja, no instante de tempo n+l as tem
peraturas sdo determinadas em fungao daquelas conhecidas do
instante de tempo n. Nesse caso para garantir a positiﬁidadedos
coeficientes, como mostradopor Patankar [24], € necessario res
peitar a condigao dada por

A* < pCPAVt.

P TImET (4.29)

ou
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PcLAV,
P. P™t . P
(At) "< = (At)max , (4.30)

*
JAP

onde o superindice indica que At varia de c€lula para célula
. s P .. '
no dominio. Assim, (At)méx € o avanco maximo de tempo estabele-
cido pela formulacao explicita para uma determinada célula.
Na solucao do transiente real, a solucao avanga com

um intervalo de tempo de modo que todas as cé€lulas satisfagam o

critério dado pela equacao (4.30). Esse intervalo & dado por

~

at)? = min(At)ﬁéx ' (4.31)

Genericamente, pode-se escrever

(At)P = E(At)P~ '(4.32)

max

Onde E € um multiplicador de tempo. Escrevendo a equagao (4.19)

na forma explicita e inserindo o multiplicador E, resulta

n+tl _ ,,(1-E)-n n n n .n
Ap Tp — = ApopTp *+ ATE + ATy * ATy + ATg ™
E
. .n a n . on , aT (4.33)
* AneTNE * AanNw * AseTSE * AszSW * F AVt

Onde, nesse caso E nao pode exceder a unidade.

Com isso, para obter a solucao do transiente real, E
deve ser variavel de célula para célula da malha. O transiente
distorcido € obtido fazendo E constante e menor do que a unida-

de no dominio.

Para 0=1 na equacdo (4.19), o campo de temperaturas &

determinado implicitamente, como



*
+« (1 +E) .n+l _ "P .n n+l n+l n+1l n+1l
Ap g Tp " = F Tp * ATy =+ ATy 7+ ATy 7 + AT
n+1 n+l1 n+l n+1 T (4.34)
* AneNE +AAanNW *AseTsE t AgyTow * T AV

Nesse caso, um sistema de equagoes lineares deve ser
resolvido, nao havendo restricoes quanto ao valor de E (E> 0).
Observa-se que nessa formulacao o valor de At na solugao do
transiente real ndo se relaciona com a estabilidade da solucgao,
como no caso explicito, mas sim com a precisdo da mesma. Esse
valor no qual a solugao avanga, € analogo a discretizaciao no

/
espaco em termos de preciséo; ou seja, a solucao obtida em um
avango de tempo pode nao corresponder a real, analogamenté aque
la obtida com uma malha grosseira. Com isso, o avanco de tempo,
€ controlado pelo valor de E, deve ser tal que o) termo
- T; consiga manter a informacao da iteracao anterior. Den-
tre' os métodos de solugdao de sistemas lineares, existem os ite-
rativos ponto-por-ponto, linha-por-linha ou solucao direta. 0
método ponto-por-ponto € usado neste trabalho. Nao se procurou
otimimizar os tempos de computacao usando outros métodos, embo-
ra isso deva ser feito caso se deseja usar a presente metodolo-

gia para o desenvolvimento de um cédigo computacional geral pa-

ra usuarios.
4.3.2 - Equacao aproximada para os volumes de fronteira

Para os volumes que possuem alguma face coincidente
com as fronteiras promovem-se balancos de energia, onde os ter-
mos que representam as trocas de calor na fronteira sao inclui-

dos ao termo forte. Com isso, a mesma estrutura dos pontos in-
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ternos. & mantida para todos os coeficientes dos volumes de fron

teira.

As Figuras 4.3 e 4.4 mostram os volumes dé controle
nas fronteiras do pléno fisico. Observa-se que as geometrias tra
tadas neste trabalho sao duplamente conexas e, portanto, as con
digoes de contorno aplicam-se apenas as fronteiras interna e
externa no plano fisico, ou inferior e superior no plano trans
formado. Neste plano as condicoes de contorno para as frontei -
ras laterais do dominio retangular, assim como na solugao das
equacoes (3.14) e (3.15) na geracao da malha, sido repetitivas

pois tais fronteiras sdao coincidentes no plano fisico.

O balanco de conservacao de energia no volume de con-

trole € dado por

111 = aT
(Eqn = Egg) * U "AVgy = pcp AV e (4.35)

Onde E., € a energia conduzida para dentro do volume, Esd e a

AV
energia conduzida para fora do volume e Avfi =—j£-é o volume
elementar no plano fisico. Para os volumes da fronteira inter-

naE e E 4 sao dados por
E,, = Q, * Q (4.36)

Egq = Q * Q | (4.37)

(4.38)



Esd - Qe ¥ Qf (4.39)

O subindice f indica a fronteira do dominio de calculo. Q¢ e
a quantidade de calor trocada na face das células coindicentes

com a fronteira.

Os fluxos de calor do elemento de contorno para 0s
elementos internos, em funcao das componentes do vetor fluxo de
calor no sistema cartesiano e da base de vetores contravarian-

tes relativa ao sistema £-n, como mostrado no apendice, sao da-

dos por:
g - ) )
ey ™ By =D %) T o’ (D,x; =D,y )T, (e,w)(4.40)
Q" '(‘n,s) = (Dg}’n - D, Xn)Tlg (D, X - D’syg)Tn (4.41)

(n,s) (n,s)
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onde,
D1 = J(annkZI- ynAnkll) | (4.42)
D, = J(annkzz- ynAnkIZ) (4.43)
D, = J(ygAtk,, - x 8%k, ) , (4.44)
(
D, = J(yEAEkIZ- xEAEkzz) (4.45)
Inserindo as equacoes (4.40) e (4.41) em (4.36) e

(4.37) e estas na equacao (4.35), obtém-se a equagao aproxima-

da para os volumes da fronteira inferior, dada por

pcp AV :
p t,-n+1l n+o _ J+H0 n+o n+o
=777 T MTe T ATE S ATy ATy T
n+0 n+® =T pCp AV n (4.46)
*ATNE Y ATt (Bt Ty -
Onde os coeficientes A; sao dados por
A =X -3 ) +c (4.47)
e 4*"2n 2e 1€ : '
A =X@Gc. -c )+ (4.48)
W 4 2w 2n 1w ’
Ay =C,o - C, * Co (4.49)
”Czn ‘ ,
Ao = =R+, (4.50)
A = __C?_n C 4,51
nw 4 7 “ay (4.51)



Ap = 3(C, - C, )+ C _+C +C : (4.52)

X
Figura 4.4 - Elemento da fronteira externa.

(ﬁT)I € o termo fonte para as células da fronteira inferior, da

do vor

AVt (4.53)

AT 1 —-—

(F )I Qf * Cze(CI)e C2w(CI)w ¥
Os coeficientes CI envolvem as temperaturas adjacentes TNN’TNNE
e Tnnw provenientes da avaliacao do gradiente Tn nas faces 'e"
e "w'" das células da fronteira inferior ,mostrada na figura

4.3, e sao dados por

1

(CD), = -7 (Tyy * Tyng) (4.54)
(€1, = _%(TNN * Tyanw? (4.55)

Procede-se da maneira anterior na obtencao da equa-
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¢do aproximada para os volumes da fronteira superior, resultan-

do
(pCPZSVt)Tn+1 + A Tn+9 - A Tn+0 . Tn+@ . A Tn+9
JAt P PP _ e E Aw W s° S
, | v (4.56)
n+o .- n+o T pCp AVe  p |
*ATgE A Tow * (F)g * (53T

Onde os coeficientes A, € o termo fonte sdao dados por

= 1 - )
Ag = Z(scze Czs) * Cle (4.57)
=1 -
Ay = 7(Ces ,3C2w) * Gy (4.58)
As = C2w ” C2e ¥ Cus (4.59)
: C,s
Ay = 52 - Co (4.60)
{
C.s |
Asw = 7 * Czw _ (4.61)
= 3 - '
Ap = E(czw Cze) * C1e ¥ CIW ¥ Cus (4.62)
~T B _ u''' AV .
(F )S =-Q¢ + C,o(C8), - C (CS) + 7 t (4.63)
Os coeficientes CS, similares ‘dqueles dados pelas equagoes

(4.54) e (4.55), sao

(CS)e %(T

ss + TSSE) (4.64)

1 ‘
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Os pontos SS, SSW e SSE sao mostrados na figura 4.4,

Observa-se que os coeficientes Ay mudam segundo a

fronteira em consideracgao, sendo Ages Ag, € A nulos para a

SW

fronteira inferior e Ane’ A e An nulos para a fronteira supe-

nw

rior.
4.4 - CONSIDERACAO DAS CONDICOES DE CONTORNO

As condigoes de contorno sao dadas em termos da quan-
tidade de calor trocada na fronteira Qg+ No codigo computacio -
nal deve-se especificar Qg que é calculada para tr8s espécies

de condigoes de contorno, mostradas a seguir.

i) Temperatura prescrita

Como se conhece a temperatura da fronteira,'Qf pode
ser calculada pela equagao- (4.41), avaliando-se os gradientes
de temperatura TE'fP e TnIfP' Tg‘fp € obtido por diferencgas

centrais, como

_ TfE - wa

Tglfp = R (4.66)

Onde os pontos fE e fw sao mostrados na figura 4.5. O gradiente

Tn £P & avaliado por uma aproximacao de segunda ordem, conside-

rando-se os pontos fp » P e S mostrados na figura 4.5 para a

fronteira superior. De acordo com a figura 4.6 que mostra - 0s
( .

pontos da figura 4.5 em um grafico Txn, a equagao para o per-

fil de segunda ordem & dado por

T(n) a +am+ an (4.67)
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Figura 4.5 - Volume de controle da fronteira.

Obtendo-se as constantes da equacao acima, o gradiente de tempe
ratura com relagdo a coordenada n na fronteira superior & ava-

liado por

8 L1 ':
. = ) .
Tolep = 3Tep ~ 3Tp * 3T (4.68)

Substituindo as equacdes (4.66) e (4.68) na  equagao

(4.41), a quantidade de calor na fronteira superior para a con-

. -~ - - L4
digao de temperatura prescrita, & dada por

8 3T + 1 Tg) (4.69)

- T C.e3 Tep ~ 3p*3

Qe = Ce(Tey = Tepd) - C g

’
¥

Por um procedimento similar ao anterior, determina-se Q para a

fronteira inferior, como’
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Figura 4.6 - Perfil assumido para o calculo do gradiente de
temperatura na fronteira.
[
Qe = C (Top, - To) +C (BT - 31 +X7y) (.70
°f 2£° W fE £33 fP P 3 'N )

ii) Fluxo de calor prescrito

Neste caso, obtém-se Qf apenas multiplicando-se o flu
xo de calor conhecido na fronteira, pela respectiva area da

face do volume elementar, resultando
Qe = a' |dL, |, (4.71)

onde q'' €& a densidade de fluxo de calor (W/mz) na fronteira

e IdLng € o comprimento da face do volume elementar, mostrado
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no apendice.
iii) Conveccao

Considerando-se conhecido o coeficiente de transferég
cia de calor por convecgdo, h, a quantidade de calor trocada &

dada por
Qe = h]dLEIf (TfP -T.) (4.72)

Onde TfP € a temperatura da fronteira e T, € a temperatura do

ambiente. Para determinar Qf avalia-se a temperatura na fron -
teira por uma aproximacao de segunda ordem pelos pontos P, S e

SS para a fronteira superior, conforme a figura 4.5, resultando

' _ 15 _ 3
Tep = % Tp % Tg + 5 Tgg (4.73)

"Substituindo a equacdo (4.73) na equacao (4.72), Qg

para a fronteira superior € dada por

~

_ 15 .. 5 3 i |
Qf - hAE‘/\T(_g— T 4 Teo * 8 TSS Too) (4.74)

p S

. | ' . ' .
e com um procedimento similar ao anterior, Qg para a fronteira

inferior € dada por

15 . _.3 T+ % Tyy = Ta) - (4.75)

Outra maneira de obter Qg, € expressando T,., na equa-

fP
gao (4.72), pela avaliagao dos gradientes de temperatura Tg £p

e Tn £p da equagao (4.41). Avalia-se Tn gp» Por uma aproximacao
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de segunda ordem através dos pontos fp, P e S para a frontei-

ra superior, como no item (i), resultando a mesma equacao (4.68).

-

Para avaliar T, |, usa-se uma expansao desse gradiente pela se-

£

rie de Taylor, dada por

oT) 3T, , 8 2Ty bn
selfP T BE|D *anGElR) 3 (4.76)
{
onde,
Ty B~ W TR
3E| P IAE - ‘
T | =T
d aT EIfP E's
35 (5| p) L (4.78)
resultando,
5T 3. 3. _1 1
seler ~ 7T "7 Tw o7 Tse T 7 Tay (4.79)

Substituindo as equacoes (4.68) e (4.79) em (4.41),

encontra-se Qf para a fronteira superior, como
T Tarp - T
S 3 3 SE SW
JC. (3T, -=2) -C (5T, -5T, - —+ )
‘Qf=mgﬁ{uf. p ) "G B TA W T, e _1)1«00]
(hae /v +'3C, ) hat/y+ §

uf
(4.80)

Com um procedimento similar ao anterior, Qf para a fronteira in

ferior, & dada por

T e, T

N 3 3. _Nw
[Cuf(STP-_S—) tCeG Tz W Tt ) hAEY 1T ]

* (

8 o
(hagvy + = C ) hAEN +< C
3 4f 3 “uf (4.81)
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As condicoes de contorno englobadas ao termo fonte ,
tornam-se de simples adaptacao e permitem que os coeficientes
da equacao aproximada sejam os mesmos para as difereptes condi
¢des. Com isso, obtém-se um esquema numérico generalizado, on-
de a inclusao de diferentes tipos de.condig6es de contorno
(nao-lineares e/ou variando no espacgo) nao apresenta dificulda

des adicionais para o programa computacional.
4.5 - RESUMO E CONCLUSOES

Neste capitulo a equacdo da condugao foi transforma
da do sistema cartesiano para o sistema generalizado. Nesse
sistema a equagao foi aproximada para os volumes finitos pelo
método do volume de controle, respeitando o principio de con-
servacao de energia. Para os volumes interiores integrou-se a
equacao diferencial em sua forma conservativa e para os volu
mes da fronteira, realizaram-se balangos de energia consideran
do a condigao de contorno aplicada. Os fiuxos de calor no sis-
tema generalizado, foram determinados em funcao das componen-
tes cartesianas e dos Vetoreé da base contravariante relati-
va ao sistema £-n. Aproximacoes parabdolicas foram usadas na

avaliacao dos gradientes e das temperaturas nas fronteiras.

!
0 esquema numérico resultante € conservativo a nivel

de volumes elementares e possui grande versatilidade na apli-

cagao de condigoes de contorno.



CAPITULO 5
RESULTADOS

5.1 - INTRODUGAO
-

Para testar o modelo numérico, uma regiao anular, mos-
trada na figura 2.2, & utilizada. Sao obtidas as solugdes dos
regimes transiente e permanente de problemas anisotropicos e he-
terogéneos com as trés espécies de condigdes de contorno. Cada
problema avalia uma narte do modelo. A solugao do regime tran-
siente € obtida explicita e implicitamente. Na solugao do regi-
me permanente usa-se a técnica S.0.R. (Sucessive Over Relaxation)
ou Método das Relaxagoes Sucessivas. Para todos os casos conside
ram-se malhas‘ortogonéis e nao-ortogonais com diferentes .resolu

goes.

0 problema transie?te considera a regiao anular isotro
pica com temperaturas constantes prescritas nas fronteiras. Ob-
tém-se as solucOes transiente e permanente usando-se malhas 9 x40

e 17 x40.

Na avaliagdo de um modelo numérico & importante que as
solugoes obtidas numericamente sejam comparadas com as solugoes
exatas, obtidas analiticamente. Sendo o modelo numérico bem su-
cedido nesta comparagao, pode-se afirmar que, para aquele proble
ma, a aproximagao numérica representa com fidelidade a equacgao
diferencial. Obviamente, as solugoes a serem comparadas devem
ser de um problema que represente a classe de problemas que a

metodologia pretende resolver. Nesta dissertacao € necessario,
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portanto, obter a solucao de um problema anisotrSpico e heterogé
neo, utilizando coordenadas generalizadas, e comparar a solugao

obtida com a respectiva analitica.

Chang et al. [3], resolveram o problema de condugao de
calor anisotrdpica e homogénea em uma regido anular definida no
sistema cilindrico. Esse problema definido no sistema de coorde-
nadas cartesianas- resulta anisotrdpico e heterogéneo. Com mais
uma transformagao de coordenadas, desta vez do sistema cartesia
no para o generalizado, incluem-se os termos nao-ortogonais. Com
isso, € possivel comparar a solucdo numérica de um problema ani-
sotropico e heterogéneo, usando malhas generalizadas, com a res-
pectiva solugéé analitica.. Para esse problema, os resultados

sdao obtidos para os casos isotropico, ortotrdpico e anisotrépi-

co com malhas 17 x40 e 19 x 60 ortogonais e nao-ortogonais.

Sao também obtidas, as solucoes do regime  permanente
para os problemas isotropicos com fluxos de calor prescritos nas
fronteiras e temperatura prescrita constante internamente € con-

vecgao externamente. f

Comparam-se todos os resultados anteriores com as So-

lucoes analiticas.

A distribuicao de temperaturas para uma regiao retangu
lar com furo circular e condicoes de contorno de fluxos de ca-
lor prescritos constantes € também obtida, com o objetivo de ape

nas mostrar a generalidade do modelo.

Verifica-se a influéncia da nao-uniformidade dos es-
pacamentos entre as linhas coordenadas na precisao das solucgoes

~para a regiao anular com fluxos prescritos nas fronteiras. Usan-



do~-se uma malha 17 x 40.

5.2 - REGIMES TRANSIENTE E PERMANENTE COM TEMPERATURAS PRESCRI
TAS

Inicialmente compmaram-se as solucOGes numérica e anali-
tica que € devida a Carslaw e Jaeger [3], de um problema unidi -
mensional no regime transiente para a regido anular isotrdpica,
com razao de diametros de D2/D1==3. Nesse caso a equacao (2.6)
em coordenadas cilindricas e as condig¢des inicial e de contorno,

sao dadas por

%=%a—i—(r%4,l}1<r<l{2 | (5.1)
T(r,0,0) = T, (5.2)
T(R,,0,t) = T, | (5.3)
T(RZ,O,Z) =T, . (5.4)
Onde os subindices 1 e 2 referem-se as superficies interna e

externa da regiao anular, respectivamente.

As solucGes sao obtidas para os regimes transiente e
permanente usando as malhas 9 x 40, mostradas nas figuras 3.5 e
3.6, e 17 x 40, igualmente espacadas, ortogonais e nao-ortogo-
nais. A malha 17 x 40, possui maior niimero de pontos na diregao
radial, por ser\essa a direcgao do gradiente de temperaturas. Nes
se problema todos os termos que envolvem as nao-ortogonalidades

sao testados.
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As figuras 5.1 e 5.2 mostram os resultados do regime
permanente com malhas 9 x40 e 17 x 40 ortogonais e nio-ortogo-
nais, respectivameﬁte. A tabela 5.1 apresenta os valores numéri-
cOos para as malﬁas néo—ortggonais, sendo que a primeira tempera-
tura refere-se a solucao analitica e a segunda, a numérica. Ob-
serva-se a boa concordancia entre os resultados, com desvios in-
feriores a 0,5% para temperaturas proximas a maxima. Os desvios
aumentam para temperaturas baixas. Um desvio maximo, de 12%, o~
corre proximo 3 fronteira externa para temperaturas da ordem de
10_2 da maxima temperatura. Observa-se que para essa ordem “de
grandeza, o desvio apresentado ji esta ligado a precisio de cal-
culo. O tempo de computagdo necessario para a malha 9 x40 ortogo
nal é de 1,17 min. e 1,33 min. para a 9 x40 nao-ortogonal. A
malha 17 x 40 ortogonal necessitade3,l2min. e a 17 x 40 nao-ortogo
nal, 3,18 min.. Neste trabalhg nao se procura a otimizagao des-
ses tempos, atraves de parametros como avango de tempo e coefi -
cientes de relaxacao. Apenas € importante observar que oS tempos
de computacao sdao praticamente os mesmos para os dois . sistemas

de coordenadas usados.

Nas figuras 5.3 a 5.7 sdo mostrados as distribuicgoes
de temperatura analitica e numérica do regimé transiente  para
trés posicGes radiais, proximo a fronteira interna, central e
proximo a fronteira externa. As figuras 5.3 e 5.4 apresentam os
resultados obtidos explicitamente para as malhas ortogonais 9 x40
e 17 x40 respectivamente. A concordancia entre as solucoes é
muito boa sendo que no inicio do transiente ocorrem os maiores
desvios com témperaturas da ordem de 10_2 da maxima temperatura.

A figura 5.5 mostra os resultados obtidos pelo método explicito
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1.0 L
fly i
] 1
Fle — ANALITICA
*~ 08} e NUMERICA ORTOGONAL (9x40)
4 NUMERICA ORTOGONAL (17x40)
T(R,8)=T,
T(R,0)=T,
o5l
04t
QZL
o’o 1 1 | 1
00 0.2 0.4 0.6 08 1.0
Rv&: r - Ry
R,— Ry

Figura 5.1 - Perfil de temperaturas T* do regime permanente; so-
lucoes analitica e numérica com malhas ortogonais.
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— ANALITICA
* NUMERICA NAO-ORTOGONAL (9 x40)
s NUMERICA NAO-ORTOGONAL(I7x40)
T(R,,©)=T,
T(R,,8) =T,
(
1 I I i
0.0 02 0.4 0.6 08 1.0
R'= r -Ry
Rz"Rq

Figura 5.2 - Perfil

lucoes

nais.

de temperaturas T* do regime permanente; so-

analitica e numérica com malhas n3o-ortogo-
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/
TABELA 5.1
Temperaturas T* do regime permanente; solucées analitica e  nu-
mérica com malhas nao-ortogonais; temperaturas prescritas  nas

fronteiras.

9 x 40 ' 17 x 40
R* T* R* T*
0.9296 0.9643
0.040 : 0.020
0.9275 | 0.9616
0.7836 0.8090
0.134 0.117
0.7810 0.8061
0.6461 0.6617
0.238 0.225
0.6433 _ 0.6588
0.5201 0.5272
0.347 0.341
0.5173 . 0.5243
©0.4057 0.4057
0.461 , 0.461 .
0.4029 0.4028
0.3018 0.2960
0.577 0.584
0.2990 0.2931
0.2071 0.1965
0.695 0.709 _
0.2043 0.1936
0.1203 0.1058
0.814 0.835
0.1176 0.1029
‘ 0.0405 0.0226
0.935 . 0.963
0.0377 0.0198




— ANALITICA{2i]
° NUMERICA ORTOGONAL (9x40)
(METODO EXPLICITO)

T(r,0,0)=To
T(R,0,t)=T,
T(R,0,1)=T,
1 |
006 0.08 o.l

2
qf/RZ

Figura 5.3 - Perfis de temperaturas T* do regime transiente; so-
lugGes analitica |[21]| e numérica explicita com ma-

lha 9 x40 ortogonal.
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—— ANALITICA-21]

e NUMERICA ORTOGONAL (17x40)
(METODO EXPLICITO)
T(r,8,0)T
T(R,®, t )T,

T(R,®,t )T,

1 ].
00 0.02 0.04 006 0.08 0l
at/R;

Figura 5.4 - Perfis de temperaturas T* do regime transiente; so-
lugoes analitica |21| e numérica explicita com ma-
lha 17 x40 ortogonal.
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1.0
R'=0.02 . . . v -
g i
1 1
-l
'II
~ osh
o.6}
3 /
r%0.96 R -
®
04} >
ANAL'I'TICA-[ZIJ
* NUMERICA NAQ-ORTOGONAL (I7x40)
(METODO EXPLICITO)
T(r,8,0)=To :
02 T(R,8,1)= T,
T(R,8,1)= T,
) 1 1 |
00 0.02 0.04 006 008 ol

at/R;

Figura 5.5 - Perfis de temperaturas T* do regime transiente; so-
lucoes analitica [21] e numérica explicita com ma-

lha nao-ortogonal.

’
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TABELA 5.2
Temperaturas T* do regime transiente; solugdes analitica [21] e

numérica explicita com malhas nao-ortogonais.

9x 40 | - 17 x 40
f%xlOzR* 0.04 0.34 0.93 | 0.02 0.46 | 0.96

| 0.7242 | 0.0048 | 0.3107 | 0.8584 | 0.0 0.3911
30 1 07301 | 0.0077 | 0.3244 | 0.8526 | 0.0 0.4085
0.8484 | 0.1559 | 0.4122 | 0.9223 | 0.0853 | 0.4506

25% | o.sa6e | 0.1572 | 0.4205 | 0.9178 | 0.0865 | 0.4574
0.8728 | 0.2569 | 0.4330 | 0.9353 | 0.1801 | 0.4650

2% 1 o.s700 | 0.2570 | 0.4305 | 0.9310 | 0.1817 | 0.4675
0.9004 | 0.4015 | 0.4580 | 0.9494 | 0.3278 | 0.4764

*%% 10,8080 | 0.4021 | 0.4622 | 0.9460 | 0.3293 - 0.4797
0.9112 | 0.4610 | 0.4682 | 0.9548 | 0.3897 | 0.4821

$%0 | 00008 | 0.4613 | 0.4715 | 0.9518 | 0.3911 0.4847
0.9189 | 0.5039 | 0.4756 | 0.9588 | 0.4346 | 0.4863

%% | 0.0176 | 0.5042 | 0.4782 | 0.9561 | 0.4359 | 0.4883
0.9294 | 0.5622 | 0.4857 | 0.9641 | 0.4956 | 0.4919

°%% Vo.o281 | 0.5622 | 0.4874 | 0.9617 | 0.4965 | 0.4952
0.9360 | 0.5991 | 0.4922 | 0.9675 | 0.5342 | 0.4955

- 0.9348 .| 0.5989 | 0.4933 | 0.9653 | 0.5349 | 0.4963
0.9389 | 0.6149 | 0.4949 | 0.9689 | 0.5507 | 0.4971

520 100377 0.6146 | 0.4958 | 0.9668 | 0.5513 | 0.4977
0.9467 | 0.6589 | 0.5026 | 0.9729 | 0.5968 | 0.5014

% o046 | 0.6583 | 0.5028 | 0.9711 | 0.5970 | 0.5014




63

. /
R =097

o4f e

— ANAL,IITICA-[ZI]
* NUMERICA ORTOGONAL (17x40)
(METODO IMPUCITO)

0.2
T(r,8,0)=T,
T(R,,6,0)= T
T(RZ,G,O)'-‘ T,
1 | 1 1 "
00 0.02 004 006 0.08 0.1

2
at /Ry

Figura 5.6 - Perfis de temperaturas T* do regime transiente; so-
lugoes analitica [21| e numérica implicita com ma-
lha ortogonal.
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ANALITICA-[21]
* NUMERICA NAO-ORTOGONAL (17x40)
(METODO IMPLICITO)

T(r,8,0)=To
T(R,0,t)=T,
T(R,0,t)=T,
1 ] 1 ]
00 0.02 0.04 0.06 0.08 o.1 .

af/R:

Figura 5.7 - Perfis de temperaturas T* do regime transiente:; so-
lugoes analitica |21| e numérica implicita com ma-
lha nao-ortogonal.
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para a malhé 17 x40 néo—ortqgonal c a tabecla 5.2 apresenta os respec
tivos valores numéricos de temperaturas adimensionais para alguns in
tervalos de'temp01u)inIcio<h>transiente,atééu)segs.As figuras 5.6
e 5.7 mostram as solucgoes implicitas para amalha 17x40 ortogonal e
nao—ortogonai,réSpectivamente.Osdesviossﬁodenwsmaordem daque-
les para o caso explicito ortogonal, para os dois tamanhos de malhas.
Observa-se que no caso explicito o avanco de tempo usado & de

0.5 seg. e no caso implicito & de O.IS-seg.

5.3 - REGIME PERMANENTE - CASO ANISOTROPICO E HETEROGENEO

Neste teste, € considerado um problema no regime per-
manente para a regido anular anisotropica e homogénea, com ra-
zdo de diametros de D,/ D, =10 e temperaturas prescritas constan
te na face interna e variavel angularmente na face externa. A
formulacao desse problema, bidimensional cuja solugao analitica

€ devida a Chang e Tsou [3],(é dada por

k k k
rr 9 , 9T re 92T 00 92T
— —(r+2) 2 + =0 (5.5)
r 9dr ~or T 9Jrad6 r? 362 ,
T(R,,6) =T, (5.6)
T(R,,0) = T, SEN® - (5.7)
Para obter a solucao numérica, como as equacoes (4.6) a (4.8)

requerem as componentes do tensor condutividade térmica no siste
ma cartesiano, € necessario transformar esse tensor do sistema
cilindrico para o cartesiano. Para isso utiliza-se a‘lei da élgg
bra de tensores, dada por

k(x,y) (r.,8) .
ij = kmn Qim jLjn ) (5.8)
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Onde os superindices indicam os sistemas coordenados; zij sao os
cossenos diretores dos eixos, do sistema antigo com relagao ao
novo, neste caso do cilindrico com relacao ao cartesiano. Com

isso obtém-se

k| = krr(__ﬁi__) - kre(_ﬁjiz_) + kee(;;zi__) (5.9)
X2 + y? X2 + y2 x2 + y?

- - - _Xy x2-y?
k12 k21 .(krr kee) (x2+y2) ‘+ kre(xz +Y2) (5.10)
2
Ky = ko (—X) ¢ k(22X sk (X )  (5.11)
X2 + y? x2 +y? x2 + y? .

Das equagbes (5.9) a (5.11) observa-se que k  + k , =

krr + kee ou seja (kr

de coordenadas; as componentes do tensor condutividade no siste-

. kee) € invariante com a  transformagao
ma cartesiano variam ponto-a-ponto em cada diregao espacial, ca-
racterizando portanto, um problema heterogéneo. Com isso o proble
ma homogeéneo em coordenadas cilindricas passa a ser heterogéneo  em
coordenadas cartesianas, conforme discutido, e & portanto,um pro-

blema que testa completamente o método numérico para o problema proposto.

As solucgoes sdo obtidas‘para 0os casos isotropico, orto
tropico e anisotropico usando-se malhas ortogonais e nao-ortogo-
nais 17 x40 e 19x 60. As figuras 5.8 a 5.13 apresentam os resul-
tados para os tr@s casos, segundo tres posigdes angulares com a
malha 19 x 60 ortogonal e nio-ortogonal. A concordancia com a so-
lucdo analitica & muito boa, apresentando desvios inferiores a
0,8% para temperaturas da mesma ordem da maxima. Para temperatu

-3 - - - . .
ras da ordem de 10 da maxima, ocorrem os maximos desvios, de
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6% para os casos isotrdpico e ortotrdpico e 9% para o caso aniso

tropico. Observa-se o bom desempenho do modelo nao-ortogonal em

todos os casos.

Nas tabelas 5.3 a g.S sao mostrados os valores numéri-
cos das temperaturas adimensionais. Novamente, o primeiro valor
refere-se a solugao analitica e o segundo a numérica. Os resulta
dos para os trés casos (isotropico, ortotropico e anisotropico )
com malhas nao-ortogonais 17 x40 e 19 x 60, sdo mostrados. Esses
valores referem-se a diferentes posigSes radiais e angulares se-
gundo a direcao 2 mostrada nas figuras 5.11 a 5.13. Nota-se a
melhoria da precisao dos resultados com o aumento do tamanho da
malha. Observar que nessas tabelas os pontos de calculo para ca-

da tamanho de malha sao diferentes.

5.4 - REGIME PERMANENTE COM FLUXOS DE CALOR PRESCRITOS

Para testar a condicao de contorno de fluxo prescrito,
a solucao do problema de condugao de calor no regime permanente
para a regiao anular com esse tipo de condicao em ambas as fron-

teiras, € obtida. A formulacgao desse problema € dada por

’

dT)

d -

E;(r 3 o , R1 <T < R2 (5.12)
dT " = .

"k -(—1'? = ql . Tr = Rl (5.13)
T " - )

_k gr = q2 , T = R2 (5.14)

onde q) e q) sao as densidades de fluxo de calor (w/mz) nas
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TABELA 5.3
Temperaturas T*; solugGes analitica [3] e numérica com malhas
nao-ortogonais; caso isotropico (k=0.72).

R* 17 x 40 R* 19x60»
0.078 0.7721 0.024 0.9116
0.7711 0.9103

0.135 0.6545 0.126 0.6504
0.6534 0.6495

0.251 0.4792 0.231 0.4813
0.4781 0.4806

0.370 0.3528 0.389 0.3113
0.3517 0.3106

0.488 0.2557 0.495 0.2295
0.2545 0.2288

0.608 0.1776 0.601 0.1635
0.1764 | 0.1629

0.727 0.1129 0.707 0.1092
0.1117 0.1086

0.847 0.0581 0.866 0.0436
0.0569 0.0431

0.967 0.0109 0.972 0.0079
0.0097 i 0.0074




Temperaturas T*: solucOes analitica [3] e numérica
p 3

TABELA 5.4

75

com malhas

nao-ortogonais; caso ortotropico (krr==0,72, kre =0, kee =0.36)

-R* 17 x40 R* 19x 60
0.7854 0.9183

0.078 . 0.024
0.7846 0.9173
0.6706 0.6694

0.135 0.126
0.6697 0.6686
, 0.4963 , 0.5037

0.251 0.231
0.4953 / 0.5031
0.3687 0.3334

0.370 0.389
0.3676 0.3328
0.2693 0.2495

0.488 0.495
0.2681 0.2489
0.1885 0.1805

0.608 0.601
0.1873 0.1799
0.1207 0.1224

0.727 0.707
0.1195 0.1219
0.0626 o 0:0500

0.847 0.866 ‘

0.0614 0.0495
0.0119 0.0093

0.967 0.972
0.0107 0.0087
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TABELA 5.5
Temperaturas T* solucoes analitica [3] e numérica com malhas nao-

ortogonais; caso anisotropico (krr =0.72, kre =0.18, kee =0.36).

R* 17 x 40 R* 19 x 60
0.078 0.8167 0.024 0.9302
0.8152 0.9292
0.135 0.7157 0.126 0.7143
0.7138 0.7132
0.251 0.5537 0.231 0.5618
0.5517 0.5607
0.370 0.4269 0.389 0.3931
0.4248 | 0.3920
0.488 0.3221 0.495 0.3040
0.3201 0.3028
0.608 0.2322 0.601 0.2267
0.2301 0.2256
0.727 10,1529 0.707 0.1582
0.1508 0.1570
0.847 0.0814 0.866 0.0675
0.0794 0.0662
0.967 0.0162 | 0.972 © 0.0131
0.0141 | 0.0118
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fronteiras interna e externa, respectivamente, mostradas na figu
ra 5.14. Este problema simples € escolhido pois o objetivo, como
-

dito acima, € simplesmente testar o tipo de condigao de contor-

no.

Figura 5.14 - Regido anular com fluxos de calor prescritos nas

fronteiras interna (q)) e externa (q}).

Os resultados numéricos obtidos com uma malha 17 x 40
ortogonal e nao-ortogonal comparados aos analiticos, s3o mostra-
dos nas figuras 5.15 é 5.16, respectivamente. Para um coeficien-
te de relaxagcao de 1.8, a solucao usando a malha 17 x 40 ortogo -
nal necessita de um tempo de computacdo de 3,05 min..e 3,11 min.

para a malha 17 x 40 nao-ortogonal.

A solugao analitica & obtida arbitrando-se uma constan
te e referindo-se o campo de temperaturas a pontos de mesmo raio

e 6 variavel cujas temperaturas tomam-se como nulas.

Todos os desvios, com malhas ortogonais e nao-ortogo-
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. -1 - .
nais, para temperaturas da ordem de 10 da maxima temperatura
sao menores do que 1% e o maximo desvio, de 5,77%, ocorre para

- -2 - .
temperaturas baixas, da ordem de 10 = da maxima.

A solucao do regime permaﬁente para uma regiao retangu
lar com furo circular e condigoes de fluxos de calor prescritos
contantes nas fronteiras, mostrada na figura 5.17, & também ob-
tida. Este teste objetiva mostrar a generalidade do método. A
figura 5.18 mostra a malha 1&:x40 usada e a tabe1a75.6 apresen-
ta os resultados obtidos, onde se observa a simetria do campo de
temperaturas. Nenhuma comparagao & feita com outras solugdes nes

e

te caso.

Quando se‘trabélha com modelos néo-ortogonais, da mes-
ma maneira que o tamanho da malha, a nao-ortogonalidade entre as
linhas coordenadas pode afetar a precisao dos resultados. Para
que isso seja verificado, obtém-se a solucao do problema dado pe
las equacoes (5.12) a (5.14), usando-se uha malha 17 x 40 nao-or-

togonal com espacamentos nao-uniformes, mostrada na figura 5.19.

- -.—._Clz
—— o
e ) o

Figura 5.17 - Dominio retangular com furo circular.
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A tabela 5.7 mostra os resultados comparados com aqueles para a
malha de mesmo tamanho n3o-ortogonal uniformemente espacada, se-
gundo diferentes posicoes radiais. Nessa tabela as temperaturas
adimensionais T* s3ao mostradas na vertical abaixo de R*. E “im-
portante notar que, para a malha com espacamentos uniformes .as
temperaturas sao constantes para quélquer ® e um determinado R¥*.
Para a malha ndo-uniformemente espacada, isso nao acontece. Se-
gundo Ferreri [25], esse problema deve-se d alta distorcao da
malha, sendo que o erro cresce indefinidamente quando o Jacobia-
no da transformacdo tende a zero e a transformacao torna-s€ sin-
gular. O controle do valor maximo de todo angulo interno de qual

quer cé&lula da malha, pode evitar esse problema, |25].

Figura 5.18 - Malha 17 x 40 para uma regiao retangular com furo
circular.

Maliska e Silva [26] avaliam os efeitos locais da nio-



TABELA 5.6
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Temperaturas T* para uma regiao retangular com furo circular.

~

T

T* T* 0 0 T*
15.33 . 9408 17.92 0.8072 21.21’ ,:5883 22.29 .4960
34.60 .8906 38.45 0.7049 42.62 .3955 43.84 .2511
51.68 .8251 53.97 0.5794 56.08 .2000 56.64 . 0466
68.07 .8215 68.68 0.5821 69.25 .2188 69.40 .0726
85.56 .8296 | 85.62 0.6045. 85.69 .2601 85.71 .1238
94.44 .8296 94.38 0.6045 94.31 .2601 94.29 .1238
111.93 .8215 111.32 0.5821 | 110.75 .2188 | 110.60 .0726
128.32 .8251 | 126.03 0.5794 | 123.92 .2000 | 123.36 . 0466
145.40 .8906 | 141.55 0.7049 | 137,38 .3955 | 136.16 .2511
164.67 .9408 | 162.08 0.8072 | 158.79 .5883 | 157.71 .4960
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ortogonalidade e algumas questoes relacionadas com o uso de mode
los nao-ortogonais. Nesse trabalho resolve-se um problema de con
ducao de calor em uma regiao anular com geracao de calor e tempe

| . ~ R
raturas constantes prescritas nas fronteiras. Sao usados diferen

,\,

\
\ o

\ A -

3
)

Figura 5.19 - Malha 17 x40 nao-ortogonal com espacamentos nao
uniformes entre as linhas coordenadas.

tes tipos de discretizacao, malhas ortogonais e nao-ortogonais
com espacamentos uniformes e nao-uniformes. Constata-se que o
fluxo de caloryiocal nao & constante angularmente para malhas
com espagamentos nao-uniformes, sejam as mesmas ortogonais ou
nao-ortogonais. Verifica-se que a nao-uniformidade entre as 1i-
nhas coordenadas leva a um consecutivo erro no cdlculo da métri
ca B na interface.dos-volumes eiementares. Essa métrica & obti-
da assumindo-se linhas retas entre os pontos coordenados e quan-

do a malha possui espacamentos uniformes, esse procedimento ori
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TABELA 5.7

Temperaturas T* segundo o mesmo raio R* e 6 variavel; malhas nao-

ortogonais: A - espacamentos uniformes, B - espacamentos nao-uni

formes.
A B . A B
0 *=0,02 9 R*=0.07 9 R* =(.899 0 R* = 0,964
1.65 0.9529 7.74 | 0.9406 5.56 0.0548 10.26} 0.0190

10.65 0.9529 25,78 | 0.9289 14.56 | 0.0548 21.96| 0.0136

28.65 0.9529 46.66 | 0.9021 32.56 | 0.0548 39.961 0.0117

46.65 0.9529 58.36 | 0.9041 50.56 | 0.0548 | 50.72| 0.0095

64.65 0.9529 76.36 | 0.9030 68.56 | 0.0548 59.791 0.0065

82.65 0.9529 86.28 | 0.9021 | 86.56 | 0.0548 67.021 0.0078

97.35 0.9529 91.68 | 0.9011 104.56 [ 0.0548 76.05' 0.0084

115.35 0.9529 106.80 | 0.9068 113.56 | 0.0548 87.75| 0.0065

133.35 0.9529 117.52 0.9998 131.56 | 0.0548 121.05| 0.0310

151.35 0.9529 128.32 | 0.9202 149.56 | 0.0548 161.52 | 0.0447

169. 5 0.9529 151,65 | 0.9357 167.56 | 0.0548 178.59 | 0.0469

178.5 0.9529 169.69 | 0.9546 176.56 | 0.0548 190.26 | 0.0302
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gina um valor de B correto, caso A mostrado na tabelé 5.7. Se
a malha possui espacamentos nao-uniformes introduz-se uma  nao-
ortogohalidade artificial, ou numérica, no calculo dessa métri-
ca nas interfaces. Para os pontos centrais verifica-se que o va-
lor de B & obéido corretamente. Uma nova maneira de se calcu-
lar essa mé€trica nas interfaces, como a média de seus valores
nos pontos centrais, melhora sensivelmente o problema paré a ma

/ .
lha ortogonal, pois seu valor torna-se nulo para todos os pontos '

centrais e da interface. Para o caso néo-ortogonai 0 uso dé es-
tratégia anterior reduz pouco o probleha. Isso porque nao se ob-
tém os mesmos valores de R nas interfaces, pois seus valores nos
pontos centrais nao sao nulos como no caso ortogonal. Além dis-
so, as métricas o e y participam do calculo de B, como mostrado
na referéncia [26]. Este & um ponto que comeca a receber aten-

gao dos pesquisadores que utilizam grades nao-ortogonais.

5.5 - REGIME PERMANENTE PARA A CONDICAO DE CONTORNO DE CONVECCAO

A 'solucao de um problema no regime permanente para a
regido anular isotropica com a temperatura da face interna manti

da constante e a face externa trocando calor por conveccdo  com

o meio ambiente, & obtida. A formulacao desse problema & dada
por |
d dT ~
a?(r H?) =0 , Rj<r <R, (5.15)
T(R,,0) = T, (5.16)

RGN 0 I (5.17)
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Onde h & o coeficiente de transfer@ncia de calor e T_ & a tempe-

ratura do ambiente.

A solugdao €& obtida, calculando-se a quantidade de ca-
lor trocada nas’fronteiras (Qf) tanto pelas equacoes (4.74) e
(4.75) como pelas equacoes (4.80) e (4.81), obtendo-se boa con-
cordancia com a solucdo analitica em ambos os casos. Nas figuras
5.20 e 5.21 sao mostrados os resultados numéricos comparados aos
‘analiticos, para trés casos de Bi = 0.28, 0.42 e 0.56 usando a
malha 17 x 40 ortogonal e nao-ortogonal. A solucao com a malha
17 x 40 ortogohal necessita de um tempo de computagao de 3,13 min.
e a malha 17 x 40 nao-ortogonal de 3,47 min., sendo que a apro-

ximacao com a .solugdao analitica apresenta desvio maximo de 0.17%.

5.6 - RESUMO E CONCLUSOES
{

Neste éapitulo, o modelo numérico foi testado conside-
rando-se problemas transientes e permanentes, isoteripos, ani-
sotrdopicos e heterogéneos com as trés espécies de condigdes de
contorno. Apresentaram-se os resultados numéricos comparados com
as solucoes analiticas, usando-se malhas ortogonais € nao-orto-
gonais de diferentes tamanhos. A aproximacao entre as solugoes

€ muito boa.

A distribuicao de temperaturas do regime permanente
para uma regiao retangular com furo circular e fluxos de calor
mantidos constantes nas fronteiras, foi obtida mostrando-se a

generalidade do método.

Verificou-se a influéncia da n3o-uniformidade dos es-

pacamentos entre as linhas coordenadas na precisao das solugoes.
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¢Ges analitical2l| e numérica com malha ortogonal.
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coes analitica |21| e numérica com malha nao-orto

gonal. f
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Para isso, foi obtida a solucao de um problema com fluxos de calor
prescritos nas fronteiras interna e externa de uma regiio anu-
lar, usando-se malha altamente nao-ortogonal com -espacamentos
ndo-uniformes entre as linhas coordenadas. Destacam-se alguns as
pectos para a melhoria da nio-uniformidade apresentada pelo cam-

po de temperaturas.

Observou-se a grande versatilidade do modelo quanto a

adaptacao das condicOes de contorno.

Apesar de simples a geometria usada nos testes (regiao
anular) o uso de malhas nao-ortogonais permitiu, além da compara
cao com o modelo ortogonal, os testes de todos os termos da for-

mulacdo que envolvem as nado-ortogonalidades.

O modelo nao foi otimizado quanto ao consumo de tempo
de computacao, envolvendo avango de tempo, coeficientes de re-
laxagao € outros parametros, pois trata-se de um codigo computa-

cional de interesse apenas académico cientifico.



CAPTTULO 6
CONCLUSOES

No modelo aqui desenvolvido, o método dos volumes fi-
nitos juntamente com o sistema de coordenadas generalizadas, cu
jas linhas adapgam:se a geometria do dominio, foram aplicados
a problemas de condugao de calor transientes em meios anisotro-
picos e heterogéneos, definidos em geometrias bidimensionais ar
bitrarias, duplameﬁte conexas. Os testes do modelo para os trés
tipos de condigoes de contorno, com malhas ortogonais e nao-
ortogonais, apresentam bons resultados comparados com as solu-

coes analiticas. Esses resultados comprovam o bom desempenho do

modelo nao-ortogonal desenvolvido.

As condi¢des de contorno, englobadas as equagoes apro
ximadas através de balancos de energia nos volumes de frontei-
ra, tornam o esquema numérico muito versdatil quanto a aplicacao
de diferentes condi¢des de cgntorno. Além disso, mantém-se cons
tantes os coeficientes da equagao aproximada com a mudangé da
condicao de contorno. Essas, sao caracteristicas do presente mo
delo, nao encontradas em outros trabalhos que usam coordenadas

generalizadas.

0 modelo foi completamente testado resolvendo-se pro-
blemas nos regimes transiente e pérmanente, iéotr6picos, aniso-
tropicos e heterogéneos,usando-se malhas ndo-ortogonais.Os resul
tados obtidos apresentam concordancia muito boa com as solu -

coes exatas.

A presente metodologia pode ser adaptada péra o estu-
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do de problemas gerais de difusao, como por exemplo, aqueles que
envolvam o transporte simultaneo de massa e calor em meios poro

SOS.

Além de problemas de conducgao de calor transientes;
aniéotrépicos e heterogéneos, o modelo esta apto para tratar
problemas onde a condutividade térmica e/ou as condigoes de con
torno variem com a temperatura, sobre os quais os trabalhos ex-

perimentais e solugoes analiticas sao bastante limitados.

E importante salientar que o uso de discre;izagaonéo-
ortogonal coincidente com a geometria do dominio, elimina o pro
blema da geometria irregular, tornando o método dos volumes fi-
nitos. uma opgao atraente para a solugao de problemas de transfe
réncia de calor. Além disso, as consideracgoes fisicas usadas no
desenvolvimento do método conferem ao mesmo caracteristicas nao
encontradas em outras técnicas numéricas. Um exemplo, &€ o fato
das equacoes de conservacao serem satisfeitas a nivel de volu-

mes elementares. -

I

Como o uso de coordenadas nao-ortogonais nao impoe
restricoes quanto a fofma do.volume e¢lementar, malhas excessiva
mente distorcidas podem estar presentes na discretizacao do do-
minio. Essas malhas originam termos nao-ortogonais significati-
vos nas equagoes de conservacao, podendo ocasionar imprecisoes
nas solugoes. Critérios para limitar o grau de nao-ortogonalida
de das malhas nao sao ainda conhecidos e poucos sao os trabé-
lhos na literatura disponiveis nesse sentido. Esse assunto deve

merecer, portanto, atengao dos pesquisadores no futuro.

O método nao & restrito a duas dimensoOes e € importan

te sua expansao para dominios tridimensionais, necessitando-se
l .



92

avaliar a inclus3o de mais wuma variavel espacial na equacdo da

conducdo e a geracao de malhas tridimensionais.

~
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APENDICE

TENSOR METRICO
RELAGCOES GEOMETRICAS NO PLANO FISICO
FLUXO DE CALOR NO SISTEMA GENERALIZADO

1. INTRODUCAO ~

Neste apéndice, a obtengao das métricas da transfor-
macao de coordenadas, a relacdo entre as ireas no piano fisico
e no plano transformado e os comprimentos no plano fisico, sao
mostrados. A obtencdo do fluxo de calor no sistema  curvilineo
generalizado, em funcao de suas componentes cartesianas e dos
vetores da base contravariante, tambeém € mostrada. O fluxo de

calor, nesse sistema, € usado no balanco de energia realizado

nos volumes de fronteira, mostrado no capitulo 4.
2. TENSOR METRICO E BASES COVARIANTES E CONTRAVARIANTE

. . i .

No sistema de coordenadas cartesianas X, consideran
do o espago Euclidiano bidimensional E,., o elemento de arco dS,
como mostrado na referencia [27], € dado por:

i gy

dS? = dx , i=(1,2) (1)

Com a transformacao de coordenadas para um sistema curvilineo

generalizado yi, dada por

xt s xiy iy - o (2)
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€ possivel escrever a equagao (1) como:

ds? = g;s dy* dy’ - (3)

J
yl. Esse conjunto de funcoes gij(y), representa um tensor simé-

onde o conjunto de coeficientes g.. sao fungles das variaveis

trico chamado de tensor métrico, dado por

m.,_m
g (y) = EET x (4)
J dy 3yJ

Com a equacgdo (4) as componentes do tensor métrico o,

B e y,mostradas nas equagoes (3.20) a (3.22), podem ser obtidas.

O tensor métrico € também escrito como:

gij £ " &5 (5)

onde g; sao os vetores da base covariante, tangentes a coorde-

s i
nada curvilinea y~, dados por

j
gy - EET ej (6)
oy

onde ej sao os vetores da base unitaria do sistema cartesiano.
Os vetores dados pela equacdo (6), em geral, nao sdo unitarios.
Um conjunto reciproco aquele da equagdo (6) € dado por:

| /

- i :
gl = —La - . (7)
axd J -

i - , . ~ .
onde g~ sao os vetores da base contravariante e sdonormais a co-

i . - . -
ordenada y~. Comisso o tensor métrico,também pode ser dado por:

gl =gt g | (8)

e € conhecido por tensor métrico contravariante.
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Um vetor q no sistema de coordenadas curvilineas, mos

trado na figura 1, pode ser decomposto com relagao a base de ve

tores covariantes, como

K (9)

Q=4q; g | (10)

NG
\\
R\

Figura 1 - Componentes covariantes e contravariantes de um ve-
tor q.



100
3. COMPRIMENTOS E AREAS NO PLANO FISICO

Considerando as linhas coordenadas & - nno plano fisi-
co, mostradas na figura 2, pode-se obter as expressoes para cal
cular os compfimentos e as areas com suas relacoes com as me-
tricas da transformacdo. Usando o teorema de Pitagoras os com-

primentos |dL e IdLnl, mostrados na figura 2, s@o obtidos co

£l

f
mo:
L, | = ag/xt+yE = sy , (11)
L, | = An/x:] +yf] = anva (12)

A area no plano fisico, € dada por:

dA = dLE X dL“ : (13)

No sistema cartesiano os vetores dados pelas equagoes

(11) e (12), sao representados por:

dL,. = x

g - Xg hte

X + yg AE ey (14)

) = + A .
dLn X, An e, yn n ey . (15)

e o produto vetorial & dado por:

e ey €,
= A = -
dA XEAE ’75 g€ 0 (xgyn xnyg) AEAN e, (16)
_ann ynAn 0~

Com isso a arca elementar dA, no plano fisico, & a magnitude do
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Y
§
X

Figura 2 - Elementos para a determinacdo de areas e comprimen-

tos no dominio fisico.

{
vetor dA, dado por:
_ AL AN
d.A - dA - - A T e
|dA | (xgy, = X yg) AE&n = = (17)

Na equagao (17), observa-se Que. a area elementar no plano
fisico relaciona-se  com a area no plano transformado, pelo
inverso do Jacobiano da transformacao de coordenadas. E
importante salientar que a magnitude da area no plano trans

formado pode ser escolhida arbitrariamente.
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4. FLUXO DE CALOR NO SISTEMA GENERALIZADO

O fluxo de calor no sistema curvilineo generalizado,é

-, . - I .
necessarlo para a realizacao do balanco de energia nos volumes
das fronteiras do plano fisico. Esse fluxo, através das linhas

£ oun, € calculado como

al = q.v : i= (£,n) (18)

= + ’
A= dy © *a, e (19)
e v' sio os vetores unitarios normais &s linhas coordenadas, da
dos por,
. i i '
i
v© o= g = g (20)

Substituindo a equacao (7) na equacgao (20), obtém-se os vetores

-

i .- . )
Vv normais as linhas & e n, respectivamente, por

\)€=-}’_ne:_3(_ne (21)
o X Y
-.y X

n _’¢g g€

vV = -—x2e_*t —2=2e (22
o TSy | )

O fluxo de calor q1 € obtido para as quatro faces do
volume elementar, substituindo as equacgoes (19), (21) e (22) na

equacao (18), resultando
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o& _Tn T (23)
(e.w) T x(e,w) = Iy (e,w)
X %
n = & - &
9n,s) V U(n,s) Vi QX(n,S) (20

Obtém-se a quantidade de calor trocada, Ql, através das qua-

tro faces do volume elementar, multiplicando-se q- pela area

dessa face,

2 = o&
Ue,wy = Ye,w) 190y (25)
Un,s) = Un,s) ldlgl (26)

[
Substituindo as equagoes (11), (12), (23) e (24j nas

equacgoes (25) e (26), resulta:
(27)

2 = -
Ae,w) = In "M Ux(e,w) ~ Xy A0 4

n y(e,w}

i

n X, AE ¢ - A 28
An,s) = %& %% Yy (n,s) ~ Ve % (n,s) (28)
As componentes cartesianas do vetor fluxo de calor

sao dadas pelas equagoes (2.2) e (2.3), identificando 1 como o

eixo x e 2 como o eilxo y, resulta

= - -k T
ay = -k Ty y (29)

1 12

- -k T
dy KT 78, Ty (30)

Substituindo as equagoes (29) e (30) nas equacdes (27)
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e (28), <com os gradientes TX<3TV transformados pela regra da

s

cadeia, dada pelas equacocs (3.12) e (3.13), obtém-se
(e,w)

2 - o
Q(eﬁw) (Dlyﬂ - Dzkn)lﬁl(e,w) i (D2XE - D1yg)Tﬁ

(n,s)

N _ , ) ‘ ) v
Q(U,S)“' (Dayn Duxn)Tgl(n’S) +_(Q+X£ D3y£)Tn
onde,

D =J(x_ An k - Yn An kll)‘

D2 = J(xn An kzz— yn An klz)
D3 =~J(y€ AE kll— Xg AE k,y)
Dq = J(yE AE klz— Xg AE kzz)

(31)

(32)

(33)

(34)

(35)

(36)



