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R E S U M O

A presença de umidade num elemento poroso pode afetar signi­
ficativamente a transferência de calor através desse elemento dev_i 
do aos processos de mudança de fase que ocorrem no interior e nas 
superfícies de contorno do elemento. Em adição, as propriedades 
estruturais do material que constitui o elemento podem também ser 
bastante alteradas.

A formulação de modelos matemáticos para a transferência si­
multânea de calor e massa em elementos porosos resulta.num par de 
equações não lineares, acoplando as distribuições :de :temperatura e 
conteúdo de umidade no material. Admite-se, neste .trabalho, que a 
variação real das propriedades do meio poroso seja pequena,.dentro 
da faixa de variação das variãveis que caracterizam o problema es­
pecífico a ser resolvido. Isso permite a -1-ineariz.ação ̂ do sistema 
de equações governantes, tornando possível o uso;de técnicas linea 
res de solução.

Nesse contexto, o presente trabalho estabelece um método pa­
ra a resolução de problemas de transferência simultânea.de calor 
e umidade em meios porosos, sujeitos a condições :de xontorno arbjL 
trarias. A aplicação do método resulta numa relação.linear «ntre 
as densidades de fluxo de calor e massa através das superfícies l_i 
mitantes do elemento e os seus potenciais associados.

Mostra-se que o modelo ê consistente em situações ;_assintõt_i 
cas, sendo o mesmo utilizado na análise de um processo real.de se­
cagem de um elemento poroso, sujeito as condições:ambientes.
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ABSTRACT

The presence of moisture in a porous element may strongly 
affect the transfer of heat through this element due to the proces^ 
ses which occur associated with the phase changes at the boun­
dary surfaces and internally in the wall body. In addition, the 
structural properties of the element may also be meaningfully 
affected.

The formulation of mathematical models for the simultaneous 
heat and mass transfer in porous elements results in a pair of 
nonlinear coupled equations for the temperature and moisture con­
tent distributions,in the material.lt is supposed, in this work, 
that the actual variation of the properties of the porous medium 
is small in the range of variables which describe the specific 
problem to be analyzed. This enables us to work with linearized 
equations, making possible the use of linear solution methods.

In this context, the present work deals with a linear procedu 
re for the solution of simultaneous heat and moisture transfer 
problems in porous elements, subjected to arbitrary boundary 
conditions. This results in a linear relation between the heat 
and mass flux densities through the boundary surfaces of the 
element and their associated potentials.

It is shown that the model is consistent in asymptotical 
limiting cases; the model is then used for analyzing the drying 
process of a porous element, subjected to ambient actual condi­
tions.



1 - INTRODUÇÃO

As edificações estão geralmente sujeitas a variações climá­
ticas que ocorrem em ciclos diurnos e/ou sazonais,e ,principalmente 
nos lugares onde essas mudanças são bastante significativas, o
aquecimento e o resfriamento em dias quentes e frios respectivamen

^ i te, resulta na variaçao da temperatura no interior dos componen
tes da edificação. Essas variações de temperatura promovem o movji 
mento da umidade nos componentes porosos de edificações, o que po­
de ser bastante significativo. Em consequência as propriedades 
estruturais dos materiais que constituem esses componentes porosos 
podem ser bastante afetadas.

0 estudo do mecanismo de transporte da umidade em elementos 
porosos de edificações ê, portanto, de grande importância. Os pro 
cessos de mudança de fase que ocorrem no interior e nas superfí 
cies livres do elemento poroso podem também afetar, alem do que 
foi assinalado acima, a transferência de calor através desse ele­
mento. Nesse contexto, vários trabalhos têm sido desenvolvidos, 
onde se analisa e investiga o efeito da transferência de umidade 
em elementos porosos de edificações [1,2,3].

Lamberts [1] em sua dissertação' de mestrado, a qual objeti­
vou o desenvolvimento de uma metodologia para, o estudo do desempe­
nho térmico de coberturas leves com ático, qualificou o resfriamen 
to evaporativo que ocorre na superfície da cobertura como um dos 
fatores que mais influenciam o comportamento térmico, podendo con 
tribuir significativamente para a melhoria do desempenho de cober­
turas em telhas de barro.Lamberts [1], determinou experimentalmen­
te a variação do conteúdo de umidade das telhas e através do cálcu
lo do valor da energia gasta na evaporação da umidade das telhas 
pode demonstrar a importância do fenômeno como proteção contra a 
insolação.

A influência do teor de umidade sobre a condutibilidade tér­
mica da telha foi também levada em consideração.

Newman [2] estuda a distorção das portas externas de madeira 
quando expostas externamente âs condições ambientais e internamen­
te a um clima^ doméstico simulado. Como consequência das diferen
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ças climáticas a que estão sujeitas as superfícies das portas, gra 
dientes de temperatura e de conteúdo de umidade surgem através 
das portas de madeira, promovendo um movimento relativo de suas 
faces. A flecha resultante na porta favorece uma redução ã resis­
tência â infiltração e ao vazamento de água e dificulta as opera­
ções de abrir e fechar.

Um outro trabalho ê o desenvolvido por Poppei et al.[3], na 
Alemanha,onde o fenômeno da evaporação em paredes úmidas ê estuda 
do. Esses autores determinam experimentalmente a evolução da tempe 
ratura na superfície e no meio ambiente, calculando as densidades 
de fluxo de massa e calor nas superfícies, e aplicando a teoria bã 
sica de Schwarz, Werner e Gertis [3]. A conclusão de interesse pra 
tico foi a de que as paredes não secam durante os meses de inverno 
pois a evaporação é insignificante comparada ao processo de conden 
sação, e que, portanto, tratamentos para eliminar a umidade são 
efetivos somente durante os meses de verão, quando a evaporação 
passa a ser significativa.

A transferência simultânea de calor e massa com mudança de 
fase no interior de um elemento poroso ê, portanto, um estudo de 
grande relevância no campo da engenharia.• É um processo complexo 
que ocorre na natureza e também em vários problemas de engenharia. 
Como exemplos, alem da transferência de calor e umidade em compo­
nentes de edificações, o estudo da migração de calor e umidade em 
solos, a secagem e a umidificação em processos químicos são bas­
tante significativos.

Uma análise desses processos é, no entanto, complicada por 
fatores tais como a estrutura da matriz solida, a forma e a distrji 
buição dos vazios. A estrutura da matriz sõlida pode variar mui 
to,podendo, por exemplo, ser constituída de células, fibras ou 
grãos. Em geral a estrutura e a distribuição dos vazios e po­
ros são bastante irregulares. Desse modo, um estudo minucioso 
do processo da transferência ocorrendo dentro do elemento poroso 
ê muito complicado mesmo para uma matriz solida regular. Em conse 
quência uma aproximação usual considerada na análise ê o meio poro 
so como sendo um meio contínuo (capítulo 2). Outra dificuldade 
que surge ê a forte dependência das propriedades de transporte em 
relação ao conteúdo de umidade e a temperatura.
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Mesmo com as dificuldades assinaladas acima existe uma lite­
ratura muito extensa na formulação matemática do processo de trans 
ferência de calor e massa em el-ementos porosos. Um dos primeiros 
trabalhos realizados no campo da descrição matemática do fenômeno 
da transferência de calor e massa em corpos porosos foi na União 
Soviética com a importante contribuição de Luikov [4,5]. Luikov 
foi um dos primeiros a estabelecer a inter-relação entre a transfe 
rência de calor e a transferência de massa em elementos porosos, 
propondo um duplo termo para a difusão de massa não isotérmica, 
atribuindo ao fato de que o liquido migra não somente sob ação do 
gradiente de conteúdo de umidade mas também devido a um gradiente 
térmico. Da mesma forma, determinou experimentalmente os coefi­
cientes da difusão e de termo-difusão de massa para vários mate­
riais úmidos. Mais tarde, usando a termodinâmica dos processos 
irreversíveis obteve um sistema acoplado de equações diferenciais 
parciais para a transferência de calor e massa em corpos porosos
[4 ]. Philip e De Vries tò] e De Vries C73 utilizando a lei de 
Darcy para o fluxo de líquido, a equação da energia térmica e a 
lei de Fick, incluindo 0 efeito térmico sobre a transferência de 
massa, desenvolveram um sistema de equações governantes para esse 
processo, similar ao sistema obtido por Luikov [5],

A grande maioria dos estudos da transferência simultânea de 
calor e massa em componentes porosos de edificações se baseia no 
equilíbrio local entre as fases líquida e gasosa e assumem a subs­
tância intersticial como sendo uma mistura heterogênea das fases 
-líquida e gasosa, e cada fase como sendo uma mistura homogênea. 
A formulação matemática do processo da transferencia de calor e 
massa no, elemento poroso resulta em duas equações diferenciais par 
ciais acopladas e não lineares, onde a temperatura e o conteúdo de 
umidade são as variáveis dependentes.

0 trabalho analítico na obtenção da solução de um par de 
equações diferenciais parciais não lineares acopladas apresenta 
grandes dificuldades matemáticas e, consequentemente, as correspon 
dentes soluções podem ser obtidas somente para configurações geome 
ticas e condições de contorno mais simples[8,9]. Condições de con 
torno arbitrárias bem como geometrias complicadas dificultam 0 mé­
todo analítico.
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Dinulescu e Eckert [9] obtem uma solução analítica para a 
migração unidimensional de umidade numa placa de um material poro­
so sob a influência de gradientes térmicos.Nesse trabalho,o fluxo 
unidimensional transiente de calor e umidade e tratado analitica­
mente para temperaturas constantes no contorno e para fluxo de ca­
lor constante no contorno,separadamente.A solução obtida é relevan 
te para problemas como a determinação da distribuição de umidade 
em-solos sob a influência da radiação solar, a migração de umidade 
em estruturas protegidas em contato com a terra, a medição das prô  
priedades de transporte de materiais porosos entre outros.

luikov e Mikhailov [8] apresentam a solução analítica do 
sistema de equações diferenciais da transferência de calor e massa 
submetidas a diferentes condições de contorno, dando ênfase a
técnica de calculo na solução de problemas concretos omitindo in­
vestigações matemáticas mais complexas e examinando em detalhes o 
processo de solução dos problemas de configurações mais simples na 
teoria da transferência de calor e massa.

Admitindo-se, no entanto, que a variação das propriedades do 
material dentro da faixa de variação das variáveis que caracteri­
zam o problema específico a ser resolvido seja pequena, ê possí­
vel linearizar o sistema de equações e, em consequência aplicar 
técnicas lineares de solução. Nessa linha de trabalho a posição 
da presente dissertação é a de desenvolver “um modelo matemático pa 
xa a obtenção da solução do sistema de equações diferenciais par­
ciais lineares acopladas da transferência transiente, unidimensio­
nal de calor e massa em elementos porosos homogêneos.

0 modelo apresenta uma formulação gexa.1 de cálculo para as 
funções de transferência, que se constitui numa técnica linear de 
solução, onde as equações são resolvidas utilizando-se o método 
das transformadas de Laplace. As condições de contorno arbitrá- 
xias são desenvolvidas em séries de funções pulso, obtendo-se uma 
relação linear entre os fluxos de calor e massa nas superfícies lî  
vres do elemento poroso e os seus potenciais associados. 0 méto­
do utiliza basicamente o princípio da superposição de maneira tal 
que o efeito das distribuições de temperatura e conteúdo de umida­
de sobre as densidades de fluxo de calor e massa na Tegião, é a sc) 
ma dos efeitos causados por muitos pulsos individuais de temperatu 

^  j ra e conteúdo de umidade durante instantes anteriores.
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0 sucesso alcançado pelo método das funções de transferência 
para a condução transiente e unidimensional de calor em componen 
tes de edificação [10, 11, 12]*ê a base para a realização do pre 
sente trabalho.

Com efeito, o método das funções de transferência envolve 
um menor volume de calculo aritmético do que os métodos numéricos 
e as funções de transferência precisam ser determinadas uma única 
vez e, então podem ser combinadas com condições de contorno apro­
priadas para cada caso específico.

Em se tratando das soluções utilizando métodos numéricos a 
literatura ê muito extensa [13, 14, 15]. 0 método de diferenças 
finitas ê o mais comumente usado [14, 15], no entanto, o método 
dos elementos finitos tem sido também usado [13].

Comini e Del Giudice Cl3] aplicam o método dos elementos 
finitos na solução de problemas da transferência bidimensional de 
calor e massa em edificações, compreendendo aplicações praticas 
do sistema de equações de Luikov [5 ] para elementos porosos. Apre­
sentam a formulação em elementos finitos do sistema de equações e 
das condições de contorno para alguns casos particulares de inte­
resse prático. Como exemplo ilustrativo analisam a transferência 
de calor e massa numa base de fundação de um deposito. O mé­
todo dos elementos finitos mostrou-se muito versátil na soiução 
de problemas com geometrias complicadas e com propriedades variá­
veis .

Eekert e Faghri [14], aplicam o método de diferenças fini­
tas na análise da migração de umidade numa placa de um material po 
roso não saturado. Uma das superfícies de contorno é submetida a 
um salto de temperatura, enquanto a outra superfície ê mantida â. 
temperatura inicial, sendo as duas superfícies consideradas imper­
meáveis ao fluxo de massa. As equações de transporte são semelhan 
tes as equações de Luikov [5], e de Philip e de Vries [6], . para 
elementos porosos, admitindo uma variação pequena das propriedades 
na faixa de variação das variáveis que caracterizam o problema. As 
soluções são obtidas em função de grupamentos adimensionais tais 
como o número de Luikov., e mostram a migração da umidade 110 inte­
rior da placa.

Existem ainda, como já se frisou, muitos outros trabalhos
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que utilizam diferenças finitas, porem cada um desses trabalhos 
abrange um caso especifico. Pode-se citar o trabalho desenvolvido 
por Huang et al. [15] , que usa um método implícito de diferen­
ças finitas para a analise do processo de secagem de uma placa de 
concreto não saturada. Os resultados numéricos são obtidos para 
varias relações de equilíbrio entre líquido e vapor e mostram que 
durante a secagem os mecanismos de difusão e mudança de fase são 
os processos governantes.

A contribuição maior do presente trabalho é a obtenção de 
um método, relativamente simples, de analise para o problema da 
transferência simultânea de calor e massa em meios porosos para a 
resolução de problemas envolvendo condições de contorno arbitra­
rias, dependentes do tempo.

Na organização do presente trabalho o capítulo 2 ê destinado 
ao desenvolvimento das equações governantes para a transferência 
simultânea de calor e massa em meios porosos.

No capítulo 3 apresenta-se a modelagem matemática para ; a 
transferência transiente e unidimensional de calor e massa num el(3 
mento poroso homogêneo, plano e de espessura finita, que constitui 
uma formulação geral de calculo para as funções de transferência.

No capítulo 4 ê feita uma aplicação do modelo obtido no capí̂  
tulo 3, fazendo-se a analise do comportamento térmico de uma pare­
de úmida de edificação, sujeita a uma condição de contorno de ter 
ceira espécie, transiente e função arbitraria do tempo.

As conclusões gerais e algumas sugestões para trabalhos futu 
ros são finalmente apresentadas.
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2 - FUNDAMENTOS

2.1 - Introdução

Este Capítulo apresenta o desenvolvimento do sistema de equa 
ções diferenciais da transferência simultânea de calor e massa em 
meios porosos.

A transferência simultânea de calor e massa com mudança de 
fase no interior de um meio poroso e um fenômeno que ocorre fre­
quentemente em vários processos da natureza bem como em sistemas 
industriais, envolvendo a secagem e/ou a umidificação de materi­
ais. 0 movimento da umidade em solos e em componentes de edifica­
ção ou os processos de secagem de cereais são alguns exemplos.

Uma análise desses processos de transferência ê complicada 
por vários fatores, tais como a estrutura da matriz solida e a for 
ma dos vazios [15], Em geral, a distribuição dos poros e a estru 
tura que constitui a matriz .solida são bastante irregulares. Desse 
modo, um estudo minucioso dos processos de transporte que ocorrem 
dentro dos poros ê complicado mesmo para urna matriz solida regu 
lar e com um grau de complexidade ainda mais elevado para uma con­
figuração irregular de poros que geralmente existe nos meios poro 
sos.

Uma aproximação usual na análise é, portanto, considerar o 
meio poroso como aim meio contínuo. Nessa aproximação admite-se 
que uma pequena parte do material poroso , pequena em comparação a 
dimensão global da região considerada e grande comparada a um sim­
ples poro, contém uma amostra representativa dos constituintes do 
meio poroso, estando o seu estado caracterizado por variáveis como 
o conteúdo de umidade, a temperatura, a pressão do vapor dVãgua e 
outras que contribuem para a descrição do meio.

0 estado comumente varia de ponto a ponto no material, e 
sua distribuição no interior do mesmo varia com o tempo durante um 
processo dinâmico, quando umidade e calor migram através desse 
material. 0 objetivo do estudo desses processos é possibilitar a 
avaliação de como essa distribuição dos estados evolui com o tempo 
através do material poroso.
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Os modelos para a transferência simultânea de calor e massa 
são desenvolvidos ao longo de duas diferentes linhas. Numa prime:L 
ra aproximação tenta-se identificar separadamente os fenômenos de 
transferência que ocorrem no meio e desenvolver as equações para 
os fluxos de calor e massa baseando-se num modelo físico para o 
sistema poroso. Numa segunda abordagem aplica-se o formalismo da 
termodinâmica irreversível para o fenômeno acoplado da transferên­
cia de calor e massa e tenta-se identificar os fluxos e forças re­
levantes. Os fluxos são então expressos como funções lineares das 
forças. Nenhuma aproximação ê, no entanto, capaz de justificar 
completamente a complexidade do sistema, isto e,de tentã-la dèscre 
ver. Nesse sentido existe uma literatura extensa [4, 5, 6, 7] pro 
curando formular o processo de transporte matematicamente.

Um dos primeiros trabalhos foi realizado na União Soviética 
com a importante contribuição de Luikov [4, 51. Luikov [4], usan 
do a termodinâmica dos processos irreversíveis obteve um sistema 
acoplado de equações diferenciais parciais para a transferência de 
calor e massa em corpos porosos. Adotando a teoria desenvolvida 
ao longo da primeira linha e utilizando as equações da energia ter 
mica e as leis de Darcy e Ficlc, Philip e De Vries [6] e De Vries 
[7] ampliaram os tratamentos anteriores do problema da transferên­
cia de umidade incluindo o efeito térmico e desenvolveram um con­
junto de equações governantes, apesar de um trabalho semelhante 
ter sido desenvolvido anteriormente por Luikov [4. 5]na Rússia.

0 desenvolvimento das equações transientes descrevendo a 
transferência de calor e massa em meios porosos saturados e não 
saturados de umidade, aqui exposto, ê baseado nas teorias desenvo.1 
vidas por Luikov [5] , por Philip e De Vries [6] e De Vries [7].

Numa primeira etapa os meios porosos são caracterizados,as­
sim como os mecanismos de migração de umidade nos mesmos. Apresen 
ta-se o fenômeno da capilaridade, onde se define o potencial capi­
lar ou de sucção, importante para a transferência de líquido.

Numa segunda etapa, escreve-se as equações de conservação de 
massa e energia, admitindo-se que não haja alterações do estado 
químico no interior do material poroso.

Finalmente apresenta-se o sistema de equações para a transfe 
rência simultânea de líquido e vapor.



9

2.2 - Meios Porosos

Constituem-se por um esqueleto de material solido, de uma 
fase liquida e de uma fase gasosa, formando o todo um meio polifã- 
sico. A fase líquida contém ãgua, materiais solúveis e partículas 
solidas do esqueleto dispersas. A fase gasosa contém ar seco, va­
por d'água e também partículas do esqueleto formando uma suspen­
são. Cada fase é considerada como uma mistura homogênea. Entre 
as fases hã a interface, onde ocorrem as interações entre as mes­
mas. 0 meio intersticial ê, portanto,uma. mistura heterogênea das 
fases homogêneas líquida e gasosa-

Solos e componentes de edificações, tais como as paredes e a 
cobertura são exemplos de meios porosos de importância tecnológica.

Num estado de não saturação os vazios estão parcialmente 
preenchidos com ãgua, contendo ar. Processos de evaporação ou con 
densação ocorrem na interface entre a ãgua e o ar de maneira que a 
fase gasosa é constituída por uma mistura do ar com o vapor d'ãgua. 
Essa mistura pode migrar em função de forças externas associadas â 
uma diferença de pressão. 0 vapor também poderã se mover relativa 
mente ao ar por difusão, das regiões onde a sua pressão parcial é 
mais alta para aquelas regiões onde a pressão ê mais baixa. A pre^ 
são parcial de vapor na interface d.o líquido é dependente do con­
teúdo de umidade e da temperatura (enquanto que a pressão de satu­
ração é uma função da temperatura da ãgua, apenas).

A migração do líquido é causada por forças externas impos­
tas por diferenças de pressão, gravidade e por forças internas, co 
mo aquelas associadas ao fenômeno da capilaridade, forças intermo- 
leculares e osmoticas.

Num estado de saturação os vazios estão quase totalmente 
preenchidos por ãgua. Os processos de evaporação ou condensação 
ocorrem somente nas superfícies externas do corpo poroso. Interna 
mente hã apenas migração de líquido, essencialmente, por capilari­
dade, Fig. 1.
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Fig. 1 - Corpo poroso saturado de umidade, ascensão do lí­
quido por efeito da capilaridade

À ação das forças capilares que possibilitam a migração de 
líquido no interior do material superpõe-se em geral a ação da 
gravidade e d.a pressão hidrostática como ê o caso para as paredes 
externas de edificações, Fig. 2.

EFEITO DE CAPILARIDADE 
E PRESSÃO HIDROSTÁTICA

EFEITO DE GRAVIDADE

Fig. 2 - Parede de edificação sujeita a precipitações plu- 
viomêtricas. Migração do líquido por efeito da ca­
pilaridade, pressão hidrostática e gravidade

Os mecanismos de migração de umidade nos meios porosos são 
influenciados pela estrutura do sistema poroso [14, 15]. A teo­
ria da difusão molecular ê importante para descrever a transferên 
cia de massa em sõlidos relativamente homogêneos, tais como os so 
lidos orgânicos fibrosos e as substâncias gelatinosas. No entan­
to, nos sõlidos granulados ou nas substâncias que têm uma estrutu 
ra com poros abertos a teoria do fluxo por capilaridade ê a mais 
indicada para descrever a transferência de massa.
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2.3 - 0 Fenômeno da Capilaridade

Nos meios porosos úmidos ou nas substâncias que têm uma estru 
tura com poros abertos, as teorias da difusão molecular são inapro 
priadas como formas de abordagem para os mecanismos de migração de 
líquido. Nesses casos, o movimento do líquido dentro do solido ê 
consequência das forças resultantes das diferenças entre a pressão 
hidrostática e os efeitos da tensão superficial. A tensão superf^ 
ciai provoca uma pressão sob uma superfície líquida encurvada que 
ê diferente da pressão existente sob uma superfície plana [14].

Dessa forma, quando se insere um pequeno tubo num líquido, 
conforme a Fig.3, a ascensão do líquido no tubo pode ser determina 
da mediante um balanço de forças no plano AA1.

DETALHEC

Fig. 3 - Efeito da capilaridade

Na figura, h ê a ascensão do líquido, d é o diâmetro do tu­
bo , b ê o raio do menisco e 0 o ângulo de contato.

Para que haja equilíbrio ao nível do plano BB', Fig.3, pode 
-se mostrar que [4, 16],

p B - p a = i ^ B ,  . ( 2 - 1 )

onde oag e a tensão superficial, b o raio do menisco e (p^ - pa ) ê 
a redução da pressão provocada pelos efeitos da tensão superficial 
Observa-se que quando c>a 0 tende a zero ou o diâmetro do tubo tende
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ao infinito, Eq.(2.1), a redução de pressão tende a zero.
Da mesma forma, para que haja equilíbrio hidrostático ao ní­

vel do plano AA', Fig.3, tem-se:

o oi a , /■ o n \p = p + p gh = pp + p gh, (2.2)

resultando em,

PP - Pa = (p“ “ P^) gh, (2.3)

onde p ê a massa específica do fluido, g a aceleração da gravidade 
e p° ê a pressão de equilíbrio hidrostático.

Fazendo-se a soma das Eqs. (2.1) e (2.3), obtêm-se:

h =3 2 acxB _ 4 gqg cos 6 , (2.4)
t>g(pa'p^) dg(pa-pe)

o que mostra que a ascensão do líquido é proporcional ã tensão su­
perficial e ao coseno do ângulo de contato, e inversamente ao raioJ
do tubo capilar. Na Eq. (2.4) tem-se b = -j— quando 0 = 0o , ou se­
ja, a superfície do líquido no tubo tem um raio de curvatura igual 
ao raio do tubo somente no caso em que o líquido molha completamen 
te o tubo e o ângulo de contato na parede do tubo é igual a zero.

A pressão capilar pc é definida como sendo [16],

p= „ p B „ p« = _ . (2.5)
d

Definindo-se um potencial f, como 

c 3 cu c
* ‘ • (2-6} g(p - p ) gCp - p )

ê fácil mostrar que V = -h. Observa-se que se pa é muito maior
B *.que p tem-se:

h = 1 °A C0S.-L , (2.7)
dgp
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e,

dgp

onde ê a massa especifica do líquido e é a tensão superfi 
ciai do líquido (a a ~ a0).

CL p  Aj

0 potencial capilar ou de sucção Y ê proporcional â tensão 
superficial e ao coseno do ângulo de contato e inversamente propor 
cional ao raio do capilar, ê o potencial das forças que surgem 
das interações locais entre o líquido e a matriz solida. 
Ê um potencial negativo que se associa â capacidade do material po 
roso em deslocar líquido. Cresce negativamente quando o conteúdo 
de umidade no material descresce, chegando a valores infinitamen­
te grandes quando o material está seco. Tende ao valor zero à me­
dida que o material fica saturado de umidade.

2.4 - Conceitos Básicos

No desenvolvimento das equações de transferência de m^ssa e 
calor nos meios porosos são utilizadas certas denotações e defini^ 
ções.

A umidade na forma de vapor ê denotada pelo sub-índice v, na 
forma de líquido pelo sub-índice l, o ar pelo sub-índice a e a ma­
triz solida por 0. Não se considera aqui a umidade na fase solida 
(gelo), ainda que seja importante em alguns casos envolvendo pare 
des de sistemas de refrigeração.

A porosidade P ê definada como sendo a razão entre o volume 
de vazios e o volume total do corpo poroso ; o grau de saturação s 
como sendo a razão entre o volume de líquido e o volume de vazios.

A concentração volumétrica da substância intersticial i, 
go-l, é definida como sendo a massa, m^, da referida substância por 
unidade de volume, V, do corpo poroso, que também pode ser expres^ 
sa em termos da massa específica da substância, p^, e da porosida­
de do meio, P,
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m
OJi = ÿi = PiP sr  (2.9)

onde V é o volume do corpo poroso, m^ ê a massa do componente i e 
s^ o grau de saturação em componente i.

Entretanto, na maioria dos casos, em lugar da concentração 
volumétrica da substância intersticial i, o conteúdo de umidade ou 
concentração mássica u^ ê usada, onde u^ ê a relação entre a massa 
da substância intersticial i e a massa da matriz solida,

mi wiu. = = ~  , (2.10)i m0 p0

onde pQ é a massa específica da matriz sólida.

0 conteúdo de umidade num meio poroso, u, é igual a soma dos 
conteúdos de umidade das substâncias intersticiais nas diferentes 
fases:

3
u = 1 u^ , (i **■ v, a) (2.11)

i=l

onde u^ é o conteúdo de umidade da substância intersticial i.

2.5 - Equação de Conservação da Massa

A conservação da massa para o componente i pode ser expressa
por :

3w

onde jj c é a densidade de fluxo convectivo, a densidade de
fluxo difusivo e li constitui o termo fonte (ou sumidouro) da
i- êsima substância, associado âs mudanças de fase 15].

Usando o conteúdo de umidade relativo ao componente i,
ui = —  , a equação da conservação da massa fica sendo,Po
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= - V. ji + H  , (2.13)

onde jj = ji c + ji,d* Somando a Eq. (2.13) para todos os valo­
res de (i -> v,l , a), obtêm-se a equação de transferência da maŝ  
sa num meio poroso,

8(y°U)- = - V .J ji + l I. (2.14)
3t i=l -1 i-1 1

0 termo fonte Ia é nulo (Ia = 0), visto que com o ar seco, 
considerando-o um gás inerte, não ocorrem alterações de estado fí 
sico ou químico. Por outro lado, as concentrações mãssicas do ar 
e do vapor nos poros são desprezáveis em relação a do líquido. De,s 
se modo,

9 (̂ Uy) = - V. jv + Iv = 0, (2.15)

resultando,

Iv = V. jv (2.16)

Como não se está considerando a umidade no estado solido 
(wgelo = 0), tem-se ainda,

It = - Iv (2.17)

Sendo Ia = 0 e I& = -Iv , a soma de todas as fontes (ou sumidouros) 
é, portanto nula, 1

3
l I. = 0 (2.18)

i=l
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A Eq. (2.14) resulta portanto com a forma:

ü/'PnU'l 3
° )■ = -V. Z ji (2.19)
3t i=l ~

2.5.1 - Migração de Líquido em Meios Porosos

Considera-se que a migração de líquido ocorre devido a in­
fluência da gravidade e de forças capilares, essencialmente.

A equação de conservação da massa para a umidade na fase 
líquida ê,

= - V. H  + • ( 2 . 2 0 )

0 termo fonte 1^ pode estar associado à condensação de vapor ou â 
evaporação de líquido.

A densidade de fluxo de líquido, ê dada pela lei de 
Darcy-Buckingham [5, 6, 17]:

jjA = - p^ k V $ , (2.21)

onde p^ ê a massa específica do líquido, e k a condutibilidade hi­
dráulica. 0 fator k depende do conteúdo de líquido u^, da distri­
buição do mesmo no interior do meio poroso e também da temperatura, 
k = k (u£>T) .

0 potencial para a migração de umidade, $, pode ser escr_i 
to como sendo,

3> = Y - z , • (2.22)

onde ¥ ê o potencial capilar ou de sucção, e z o potencial gravita 
cional (considerado positivo para baixo). O potencial está as­
sociado as forças que surgem das interações locais entre o líquido 
e a matriz solida [18]. Como visto na seção 2.3, ¥ é um potencial
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negativo que se associa â capacidade de sucção que possui o meio 
poroso, dependendo do conteúdo de umidade na fase líquida u^, da 
distribuição da mesma no meio e também da temperatura, V= 'F(u^,T). 
Quando forças capilares são consideradas, ¥ é proporcional â ten­
são superficial no líquido e ao coseno do ângulo de contato entre 
o líquido e a matriz solida, Eq. (2.8).

A Fig. 4 abaixo apresenta uma curva experimental que mos­
tra a variação do potencial capilar Y em relação ao conteúdo da und 
dade num meio poroso, [18].

C o n t e ú d o  de umidade ( k g  de umidade/kg de mot. seco)

* ;Fig.4 - Potencial capilar, Y, em função do conteúdo de
umidade, u, para a argila à 20°C [18].

0 potencial Y tende ao valor zero numa condição de satura­
ção do meio e decresce com o conteúdo de umidade para valores nega 
tivos quando o grau de saturação diminui, divergindo para valores 
negativos muito grandes quando o meio estã praticamente seco.
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Considerando e T como duas variáveis independentes,
obtem-se:

onde k ê um vetor unitário na direção positiva de z. Observe-se 
que a massa específica do líquido ê considerada constante.
A Eq. (2.23) pode ser expresa da seguinte forma:

h  “ ‘  po amí VlV  '  po amns/l 7T + pí k í f2‘ 24)

com
a = ík k IX-')m& p0 auÂJT ’

(2.25)

(9^/9T)
. _ l 
°SL ~ (ay'/auA)T

onde a „ é definido como o coeficiente de difusão mãssica do líqui 
do associado a um gradiente do conteúdo de umidade e como o
coeficiente de difusão térmica do líquido associado a um gradiente 
de temperatura; 6^, ê definido como o fator de difusão térmica 
associado â transferência de líquido. Os coeficientes a  ̂ e
am&^£ sen(*0 dependentes do potencial capilar e da condutibilidade 
hidráulica são também funções do conteúdo de umidade e da tempera­
tura.

Os coeficientes, Eqs. (2.25), podem ser determinados se k 
e a relação funcional ¥ = ¥ (u^, T) forem conhecidas [4, 6, 21,
22] (seção 2.7).

Substituindo a Eq. (2.24) na Eq. (2.20), obtém-se a equa­
ção diferencial para a migração do líquido,

ÍTT ■ V- tamí + am A  VT! - -T 3S7 • 3 ^  + h  (2-20>O £
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0 primeiro termo do membro a direita na Eq. (2.26) representa a ini 
gração por capilaridade e o segundo termo a migração por ação da 
gravidade.

2.5.2 - Migração de Vapor em Meios Porosos

0 vapor em meios porosos migra por difusão, principalmente. 
Sob condições de pressão total constante e uniforme, p, a densida­
de de fluxo de vapor, jv , num meio poroso não saturado de umidade 
ê dada por uma modificação da Lei de Fick [6, 17] , escrita de mo 
do a levar em conta a redução da seção de passagem de vapor devido 
â presença de líquido e a tortuosidade do corpo poroso,

ív “ - f DV p?iÇIT VPV- t2-27)

onde Dy é o coeficiente de difusão do vapor d'água no ar, pv ê a 
pressão parcial do vapor, M ê o peso molecular da água, R ê a cons 
tante universal dos gases, T e  a temperatura e f ê um coeficiente 
empírico adimensional que representa uma resistência a difusão do 
vapor [4,6,17].

1 ~ - - Luikov [4, 16] define ^ como a resistencia a difusão do
vapor dentro do meio poroso, relacionada com a redução da seção de
passagem de vapor devido â presença de líquido. Segundo Luikov
o coeficiente f pode ser dado por:

f = / 2 h(r) dr, (2.28)
r i

onde h(r) representa a distribuição dos poros em relação ao raio 
dos mesmos, o limite superior ri corresponde ao raio maximo dós po 
ros que esta livre de liquido e rj corresponde ao raio mínimo dos 
poros abertos. Philip e De Vries [6] sugerem uma expressão mais 
simples para f.
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O movimento de migração de umidade no meio poroso ê consi­
derado ser suficientemente lento, tal que, na prática, a temperatu 
ra do líquido ê igual a temperatura das paredes dos poros. 0 va­
por nos poros está em equilíbrio termodinâmico com o líquido ; por 
tanto sua pressão parcial num estado de não saturação ê determina­
da em função da temperatura e do conteúdo de umidade na fase líqu^ 
da [4, 14] ,

Pv = Pv Cur  T) . (2.29)

Combinando as Eqs. (2.27) e (2.29) obtêm-se:

2v = ' f Dv p^p“  W  VT " f Dv p?p^ W  3ü^T Vu£ (2*3°)

A Eq. (2.30) pode ser expressa da seguinte forma:

■ P0 amvVu! - po V v " '  Cf-31)

M ^Pv^
RT 3u^JT ’

(2.32)

onde amv ê denominado o coeficiente de difusão mãssica do vapor 
associado a um gradiente do conteúdo de umidade, amv<$v ê o coefi­
ciente de difusão térmica do vapor associado a um gradiente de tem 
peratura e <5V é o fator de difusão térmica associado â transferên­
cia de vapor. Os coeficientes amv e 6 , Eqs. (2.32), são também 
função de u^ e T e assim como am  ̂ e 6^, Eqs. (2.25), podem ser de­
terminadas se as relações funcionais T = ¥ (u^, T) e 

= P-»7-Cuo» T) forem conhecidas U, 6, 21, 22] (seção 2.7).
V V  X/

com,
a = f_ n . P ‘Snv pQ v p-py

(9p /3T)
= V N

v (3pv/au£)
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A migração do vapor fica assim, condicionada aos gradientes 
dos potenciais representados pela temperatura e pelo conteúdo de 
líquido, em meios porosos não saturados de umidade.

Em meios porosos saturados de umidade, a pressão parcial 
do vapor é a pressão de saturação de vapor pg [4, 14], que e uma 
função simples da temperatura, podendo ser obtida da equação de 
Clapeyron [19] ,

Pv = PS = PS (2.33)

tem-se então,

3pq
VPv - VT, (2.34)

onde VT é o gradiente de temperatura no meio. Substituindo na 
Eq. (2.27) obtém-se a densidade de fluxo de vapor para um meio sa­
turado de umidade,

iv ■ - f Dv p %  i# St * w  (2-35)

0 gradiente de temperatura provoca o fluxo de vapox. De .acordo 
com a concepção de Philip e de Vries [6] hã um processo de evapora 
ção em pontos onde a temperatura é alta e de condensação em pontos 
onde a temperatura é baixa, ocorrendo desse modo a transferência 
simultânea de eaior sensível e calor latente.

A densidade de fluxo de calor latente por difusão de va­
por, pode ser dada, denominando-se o calor latente de vaporização 
por r , por [17] :

r*ív  ̂ " rfDv p?p7 RT tfT 71 ’ (2.36)
O

e a densidade de fluxo de calor total em meios porosos saturados 
fica sendo,

j - - X V T + r . i  = - (À + A ) V T  (2,37)^q q iv q s



22

com,

Xs = r £ Dv h  V T  ’ (2.38)

onde Xg ê a parcela acrescida â condutibilidade térmica como con
tribuição da difusão do vapor. Desse modo, quando a migração de
vapor associa-se ao processo de condução de calor, aumenta-se a
transferência de calor. Observe-se que X ê a condutibilidade tér

_ Amica associada a uma situaçao onde nao ha qualquer forma de migra- 
ç5o de umidade, Xq = Xq .ttmat.sec0, *Sgua, \ar) .

2.5.3 - Uma Relação Funcional para Py

Admite-se, como se assinalou anteriormente, que o meio po­
roso está em equilíbrio termodinâmico.

A fase gososa, 3, que contêm uma mistura de ar e vapor es­
tá toda ela em equilíbrio numa mesma temperatura e pressão, Fig-5.

Considera-se, da mesma forma, que toda a fase líquida está 
em equilíbrio numa mesma temperatura e pressão, Fig. 5.

Fig. 5 - Seção transversal de um poro.



Na condição de equilíbrio entre as fases líquida e gasosa 
tem-se uma igualdade dos potenciais químicos das mesmas [20],

UB ■ (2-39)

Da relaçao de Gibbs-Duhem [19],obtém-se:

v^dp^ - vadpa = r , (2.40)

fí rvonde v e v são, respectivamente, os volumes molares das fases 
gasosa e líquida, p^ e pa são, respectivamente, as pressões das 
fases gasosa e líquida, r é o calor latente de vaporização, e T a 
temperatura de equilíbrio.

Considerando-se a pressão de saturação do vapor, p , xomo■ O
sendo a pressão de equilíbrio, obtem-se:

(ví? - v“) dps - , (2.41)

onde Vç e v^ sao, respectivamente, os volumes molares das fasesü u
gasosa e líquida na pressão de saturação Pg. Combinando as Eqs. 
(2.40) e (2.41), resulta,

v^ dp^ - Va dpa = (v| - v“) dpg (2.42)

-  D ^A fase ß corresponde â fase gasosa (ar e vapor d'água) e p é
igual ã pressão do vapor, p . A fase a corresponde â fase líquida 
(água) e pa é a pressão líquida, p^. Desse modo a Eq. (2.42) fica 
com a forma,
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onde vy ê o volume molar do vapor na pressão pv e vvg é o volume 
molar do vapor na pressão pg, v^ e v^g são os volumes molares de 
líquido nas pressões p^ e pg , respectivamente.

Admitindo-se que o vapor se comporte como um gás perfeito 
o seu volume molar ê dado por:

RT
vv = p~ ’v

(2.44)
e,

RT
vvS ~ ps ’

onde R ê a constante universal dos gases e T ê a temperatura de 
equilíbrio. Substituindo-se a Eq. (2.44) na Eq. (2.43) e admitin­
do que o volume molar do líquido v^ ê constante e igual a v^g, 
obtêm-se:

dp dps 
RT i\T ' RT f f  = (dp*.' ^  (2-45)

Como T e V£ sao constantes na condição de equilíbrio, ê possível 
fazer,

d to (£§)) - d (pt - ps), (2.463

e integrando ambos os membros da Eq. (2.46) acima obtêm-se:

pi - p s m  • í2-47)

onde v^ = , M ê o peso molecular da água e ê massa específi­
ca. A Eq. ^(2.47) ê apresentada por Claesson [20] e dá a condi­
ção para o equilíbrio entre a fase líquida e a fase gasosa no inte 
rior dos poros.

Na seção 2.3 verificou-se que a diferença entre a pressão 
da fase gasosa, p , e a pressão da fase líquida, p , no equilíbrio 
ê balanceada pela força ^.associada ã tensão superficial exis-



25

tente na interface líquido^vapor e ao raio da curvatura da superfí^ 
cie na interface. Na Fig. 5 essa força de equilíbrio é equematiza 
da.

A equação para o balanço num ponto sobre a superfície ê, 
portanto (seção 2.3),

„3 _a _ 2 °oc3 n  11P - p 7- * (f*lj

Definiu-se também, na seção 2.3, o potencial capilar f em função 
dessa diferença de pressão,

a 3
» - • (2-6) 

O  ̂ ^
A pressão da fase gasosa, p corresponde a pressão do gas acresci-

^ a  j 
da da pressão do vapor e a pressão da fasê líquida, p , correspon­
de â pressão do líquido. Desse modo,

= - (Pg 4 Py) . (248)
P£g

Fazendo-se a seguinte manipulação,

p* - ps * (pg + V  - Cpg + pv} = (P í - pv - Pg} + (Pg - ps !+PvJ
(2.49)

e combinando com a Eq. (2.47), obtêm-se:

py = Ps^T  ̂ exP exp • (2.50)

A Eq. (2.50) ê a expressão para a pressão do vapor quando se çons_i 
dera uma mistura de ar e vapor d'agua em equilíbrio com o líquido. 
De Vries [17] apresenta uma expressão mais simplificada, conside­
rando somente vapor em equilíbrio com o líquido,

pv = PS(T) exP (2.51)
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Com as expressões para pv em função do potencial capilar T, Eqs.
(2.50) ou (2.51), ê possível determinar a , Eq. (2.32), uma vez 
que se conheça a relação funcio-nal ¥ = ¥ (u T).

X/

2.6 - Equação da Conservaçao de Energia

A equação diferencial para a temperatura,T, ê obtida da equa 
ção de conservação da energia, considerando-se a pressão constante, 
a dissipação viscosa desprezível, ausência de reações químicas e 
velocidade macroscõpica pequena [4],

f t  CpohO ♦ P*u l h * * P y V V  + P0Ua V  =

(2.52)

onde h^ (i *»• i, v, a) é a entalpia por unidade de massa do compo 
nente i e hQ a entalpia específica da matriz sólida.

Substituindo a expressão do calor específico isobárico do 
componente i, definido por:

(2.53)

na Eq. (2.52), obtem-se:

- V. jq - lji Ci VT - E h± V.ji ; ( i v, a) . (2.54)

Multiplicando a equação de conservaçao do componente i, Eq. (2.13), 
por h^ e somando para todos os valores de i tem-se:
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Combinando as Eqs. (2.54) e (2.55) resulta: 

3T _CP„ fr = - - 1 M i  - 1 Cn M T ; Ci + 'I, V, a) (2.56)o oi _q I X  JL_i

onde

C = CQ + E CiujL , (2 .57)

definido como o calor específico equivalente. As fontes de „ckl.or 
Z estão associadas aos processos de mudança de fase., jc.o.nd.ensa
ção e evaporação (I = o). Dessa forma o somatorio das fontes fi­
ca reduzido somente ao vapor e líquido,

* hiri - h h  * Vv * ( \  - V  V  C Z -S8)

pois « - X'v , Eq. (2.17).

Nos meios porosos, o termo de natureza conve.cti v.a,
2 C.j.?T, é usualmente desprezível [4]. De.s.sa fp-rma s. Eq^ (2..56) 

1 /*- 1
fica reduzida à seguinte expressão:

C Po I r  = - V - jq - r I V  t2 -5 9 )

onde, r == hv*-ĥ , ê o calor latente de vaporiz.açãp.
A parcela da transferência de calor .ligada &o inecanismo 1 de 

condução jq , num meio poroso, e descrita pel.a lei de Four.icr,

jq = - AqVT, (2-60)

onde X ê a condutibilidade térmica associada a uma situação onde 
não ocorre migração de umidade. Em materiais porosos contendo unú 
dade, no entanto, a esta condutibilidade ê acrescida uma condutibi. 
lidade aparente associada aos processos de evaporação e condensação 
de umidade no interior do material, Eq. (2.37), seção 2.5. Esta 
condutibilidade aparente varia rapidamente, com a variação de tem­
peratura no material [17].



28

A parcela da transferência de calor associada as mudanças de 
fase I , está associada â produção de vapor, conforme Eq. (2.15) e 
(2.16),

Iv = V.jv . (2.16)

onde j ê a densidade de fluxo do vapor.

Combinando as Eqs. (2.16), (2.59) e (2.60) obtém-se:

p0c ! £  - V . ( X qVT) + rp 0 V. (amv.6v VT) + rp 0 ( 2 . 6 1 )

que ê a equação final expressando a conservação da energia. 
A influência da difusão de vapor causada por um gradiente de tempe­
ratura ê dada pelo segundo termo do membro à direita na Eq. (2.61).
O primeiro termo é a condução de calor quando não se considera o 
fluxo de massa no interior do material. O último termo representa 
a parcela de difusão de vapor condicionada áo gradiente do conteúdo 
de umidade. Aplicando o argumento da seção 2.5 os dois primeiros 
termos do membro a direita na Eq. (2.61) podem ser substituídos por 
V. (À VT) , onde A= A + Ag ; Ag tem o mesmo significado da seção 
2.5 e À ê a condutibilidade do meio poroso incluindo o efeito da 
destilação do vapor, promovida pelos gradientes de temperatura.

2.1 - Migração Simultânea de Líquido e Vapor

Os mecanismos de transferência de líquido e vapor em meios 
porosos não saturados de umidade são descritos pela mesma lei, isto 
ê, são dependentes dos gradientes do conteúdo de umidade na fase 
líquida, Vu , e da temperatura, VT. Combinando as expressões das

X/

densidades de fluxo de líquido e vapor,Eqs.(2.24) c (2.31),obtém-se:

j = jn + j = "P^a™Vu0 - p a_5 VT + p„ k k im iv o m l ro m (2.62)
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com,

am " am£ +- amv ’

e, (2.63)

<$ _ amv^v + am£^£ 
am

onde im ê a densidade de fluxo de massa total, a é o coeficiente im m
associado a transferencia simultânea de líquido e vapor no interior 
do meio poroso, amô ê o coeficiente associado â transferencia de 
massa no meio, promovida por um gradiente térmico e ô é o fator de 
difusão térmica. Observe-se que os coeficientes da Eq. (2.62) são 
funções dás variáveis u e T, Eqs. (2.25) e (2.32) e podem ser de-

X/

terminadas se k e a relação funcional Y = ¥ (u^,T) forem conheci­
das [4, 6, 21, 22].

A relação funcional,'!' = ¥ (u£, T) apresenta, no entanto, 
grandes dificuldades para a sua obtenção. Luikov [16] apresenta 
um método experimental para a determinação dessa relação funcio­
nal , medindo a pressão hidrostática necessária para remover a 
água contida no meio poroso, péla introdução no material de um ou­
tro líquido não miscível.

Da mesma forma, os coeficientes da transferencia de massa, 
Eqs. (2.25), (2.32) e (2.63) são também usualmente obtidas atra­
vés de métodos experimentais [4, 6, 21, 22]. Luikov [4] apresenta 
vãrios métodos experimentais para a determinação dos coeficientes 
am e 6, Eq. (2.63), para meios porosos, e mais recentemente tem- 
se o método experimental de Shah et al. [22].

Resultados para todos os coeficientes, Eqs.(2.25), (2.32) e 
(2.63), em meios porosos, são apresentados por Philip e de Vries
[6] com base nas relações funcionais y 53 ¥ (u^) e k = k (u^) obt:i 
das por Moore [23], e também por Jackson et al. [21].
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Substituindo a Eq. (2.62) na equação de conservação da mas­
sa ,

!t tpou ü * " o V  = ‘ 7- * ív5 ■

e admitindo-se que a concentração mãssica do vapor é muito peque­
na comparada ã concentração do líquido, obtém-se:

ft cpou^  ■ í P o V “i + W  ^  - "t Sr • (2-65)

Para pQ constante,

It = V - [am 7U* + am SVTI H  ' V - 66:>

que é a equação da conservação da massa para a migração simultânea 
de líquido e vapor.

A equação da conservação da energia para a transferencia si­
multânea de líquido e vapor, de acordo com as Eqs. (2.56) e (2.58) 
ê dado por:

C Po II = 7 - tXqVT) - rIV • (2-67)

onde, Iy Eq. (2.17)

A fonte de líquido esta associada â condensação de vapor, 
Eq. (2.17). A variação total do conteúdo de umidade na fase líqui^ 
da, d (p u 0), ocorre devido a transferência do líquido por capila-

U  X/

ridade de (p0u^), e por mudança de fase, d^ (p0u£)• 14],

d ( » o V  = de (po V  + di (pout) • (2-68)
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Definindo um coeficiente de mudança de fase e, através da relação 
[4],

diCpo'V , (2.69)
'  ' “ i P o V

que descreve a variação do conteúdo de umidade devido aos proces­
sos de mudança de fase em relação a variação total do conteúdo de 
umidade num dado ponto do corpo poroso, obtêm-se:

(2.70)

(2.71)

obtêm-se:

M v  ITt (po V  + 9t (poUP  e 3t Cpoul> * (2.72)

Combinando as Eqs. (2.16), (2.67) e (2.72), resulta a seguinte ex­
pressão :

CP0 Ü  - V - + ”  lt « W  . ff-7«

que ê a equação final expressando a conservação da energia. O prî  
meiro termo do membro â direita na Eq. (2.73) corresponde a condu­
ção de calor sem considerar fluxo de massa no interior do material 
e o segundo termo representa a influência da transferência de mas­
sa sobre a transferência de calor associada as mudanças de fase no

1 8e (pou£) = _ J _  i 
1-e 31 l-e V* *

Das equações de conservação da massa para líquido e vapor, 

W  CpQUv:) “ ■ v - iv + Iv.

It “ - v- í* - ■ iv '
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interior do material poroso.
0 coeficiente de mudança de fase, e, varia de zero a unidade. 

Quando e=l a migração de umidade ocorre por processos de mudança 
de fase unicamente, não havendo migração de liquido por ação de 
forças capilares no interior do meio poroso. Por outro lado, quan 
do e=0 há migração apenas de líquido no interior do material por 
capilaridade, não ocorrendo mudanças de fase. As mudanças de fase 
ocorrem, nesse caso, apenas nas superfícies externas do corpo.

As Eqs. (2.66) e (2.73) formam o sistema de equações diferen 
ciais com o qual se determina as distribuições de u^ e T, a partir 
de condições iniciais e de contorno apropriadas.
Deve-se observar, no entanto, que todos os parâmetros dessas equa­
ções, tais como A, k,am ,<5 e e são funções complicadas das variá­
veis T e especialmente de u„.

X/ i

2.8 - Conclusão

A exposição contida no presente capítulo desenvolveu-se so­
bre modelos que se baseiam no conceito do fluxo viscoso da fase lí 
quida sob a influência da gravidade e capilaridade e no conceito 
do movimento do vapor por difusão, em meios porosos. Alem disso, 
admitiu-se a existência de equilíbrio termodinâmico local entre as 
fases líquida e gasosa.

As equações são obtidas expressando-se os fluxos de umidade 
e calor como funções lineares dos gradientes do conteúdo de umida­
de, Vu e de temperatura, VT. Os coeficientes,presentes nestas 
equações, tais como À, k, am ,ô e e são funções de u^ e T.

Basicamente, a teoria descrita nesse capítulo se apoia sobre 
três relações funcionais expressando o potencial capilar ¥, a con­
dutibilidade hidráulica k e a condutibilidade térmica X em ter- 
mos do conteúdo de umidade na fase liquida, u^, e da temperatura, 
T. Essas relações são de natureza bastante complicada, dificultan 
do a obtenção dos coeficientes de transporte apropriados e, em con 
sequência, o fechamento do sistema de equações que descrevem os 
processos de transferência simultânea de calor e umidade em meios 
porosos não saturados.
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3 - MÉTODO DAS FUNÇÕES DE TRANSFERÊNCIA

3.1 - Introdução

Este capítulo apresenta uma modelagem matemática para a
transferência transiente unidimensional de calor e massa numa 
região porosa, homogênea, plana e de espessura finita. Nesse mode
lo as equações de transferência de calor e massa são resolvidas 
utilizando-se o método das transformadas de Laplace e as condições 
de contorno em temperatura e conteúdo de umidade são desenvolvidas 
em séries de funções pulso.

0 resultado apresenta-se na forma de uma equação matricial

J «

3
~ q , 0

X

\ ;
3
- q  ,L

(T) = )
í m , 0

/

•*m, L
/ , 
-i-o

\

u. -v. W. -Z .3 3 3 3
v. -U- Z. -W.3 3 3 3
S. -T. x. -Y.3 3 3 3
T. -S. Y. -x.3 3 3 3

t

V t - j

*L,T-j
O «H 1 »__
__
__
__
__
__
_i
.

, x - j

/ ,

que relaciona as densidades de fluxo de calor j e de massa jm , no
instante x com os valores das temperaturas \jj e dos conteúdos de umî
dade <J> nos contornos da região nos instantes x, x-1, x-2, ..., 0.
As funções U-, V., W., Z-, S., T-, X. e Y. são as funções de trans 1 3 3 3 3 3 3  3 
ferência da região, funções apenas do seu comprimento e das difusi_
bilidades térmica e mãssica.



3.2 - Conjunto de Equações Governantes e Condições de Contorno

Seja uma região porosa, homogênea, plana de espessura L, 
com propriedades constantes. Admite-se que num instante t, 
tem-se a temperatura, Tq (t), o conteúdo de umidade, Uq (í ), no 
contorno x=0, e a temperatura, (t), e o conteúdo, u^(t), no con 
torno x=L. Também admite-se que no instante t=0, a temperatura' 
e o conteúdo de umidade sejam constantes e iguais a T° e u° res_ 
pectivamente.

Considera-se, na modelagem matemática aqui desenvolvida,que 
a variação real das propriedades seja pequena dentro da -região 
de analise, o que permite linearizar o sistema de equações obtido 
na seção 2.7.

Em função da dependência das propriedades de transportes en 
volvidas, em relação ao conteúdo de umidade e à temperatura, a 
solução do sistema de equações acopladas e não lineares da sèção
2.7 ê bastante dificultada, sendo possível obtê-la somente para 
certos tipos de meios porosos e condições de contorno específicas.

A consideração acima citada têm sido utilizada como uma 
primeira aproximação [4, 5, 13, 14] em problemas envolvendo compo 
nentes porosos de edificações sem que os resultados sejam muito 
alterados [10]; possibilitando o uso de técnicas lineares de solu 
ção.

O sistema de equações diferenciais para a transferência unî  
dimensional de calor e massa e as condições de contorno auxilia 
res, descrevendo as condições estabelecidas acima, de acordo com 
a seção (2.7) , são :
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T (x=0,t) “ To (t) (3.3)

T (x=L,t) " t l (t) (3.4)

u (x=0,t) = u0 (t) (S. 5).

u (x=L,t) = UL (t) (3.6)

t (x,t=o) = r

u (x,t=0) = uo
(3.7)

(3.8)

Fig. 6 - Geometria do Problema

Com a finalidade de transformar as condições iniciais,
Eqs. (3.7) e (3.8), em condições homogêneas, faz-se necessária uma 
mudança de variável.

Definindo

i/j = T - T° , 
(p = u - u° ,

(3.9)
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as Eqs. (3.1) - (3.8), tornam-se:

Ü  = o 30
at q 3 x 2 c 3t- (3.10)

If. = am i-i + am 6 U L  (3.11)
™  m ax2 m ax2

rp (x=0, t) = T0 (t) - T° = ^(t)

i|> (x=L, t) = C"t) - T° = ^L (t) 

4> (x=0, t) = u0(t) - u° = 4>0(t) 

<í) (x=L,t) = uL (t) - u° = 4>L (t)

(x,t=0) = T° - T° = 0 

 ̂ (x,t=0) = u° - u° = 0

(3.12)

(3.13)

A solução do problema consiste em resolver-se as Eqs.
(3.10) e (3.11) sujeitas as condições auxiliares (3.12) e (3.13). 
Para tal, hã necessidade de transformar as equações, o que ê fei­
to a seguir.

3.3 - Transformação das Equações - Transformada de Laplace

Aplicando a transformada de Laplace [25], para a variável 
t, nas equações governantes e nas condições de contorno auxilia­
res, Eqs. (3.9) - (3.13), obtém-se:
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onde

p ijj(x,p) = a ^ (x,p) + £̂2- <j> (x,p) , (3.14a)

p $(x,p) = a (x,p) + a 6 ^ (x,p), (3.14b),

ÿ (x=0,p) = /“ (T0(t) - T°) e~pt dt = ÜJ0(p),

$ (x=L,p) = /“ (TL (t) - T°) e"pt dt = $L(p),

$ (x=0,p) = Ç  (u0(t) - u°) e'pt dt = $Q(p),

(3.15)

$ (x=L,p) = /“ (uL (t) - uu) e ^  dt = 4>L (p)°ï »"Pt

ij» (x,p) = £ [ÿ (x,t) ] = /0°° \p (x,t) e"pt dt,

$ (x,p) = £[<(> (x,t) ] = /“ <f> (x,t) e"pt dt .

(3.16)

Obtidas as equações governantes e as condições de contorno 
transformadas, Eqs. (3.14) - (3.15), determina-se as equações
diferenciais para as transformadas da temperatura e do conteúdo 
de umidade.

3.3.1 - Equações Diferenciais para as Transformadas ip e <f>

A equação diferencial para transformada $(x,p) ê encon­
trada da seguinte forma: da Eq. (3.14a) determina-se |(x,p) e sua
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segunda derivada <j> (x,p), e substitui-se as expressões obtidas 
na Eq. (3.14b). Depois de algumas simplificações chega-se à:

jjivC*,P) - * I t -  p) * (X'P} = 0 C3-17)m q q q q m

Aplicando a transformada de Laplace em x , na Eq. (3.17) e 
usando ainda a seguinte notaçãorijj (x=0,p)=Ci, ijj (x=0,p) = C2, 

(x=0,p) = C3 e ip (x=0,p) = Ci*, obtêm-se:

£ " no(S) ’ (3. 18)

com

Ç (S) .= S3Ci + S2C2 + S [ C3 - (r^ + f- + p) Cx]
u m q q q

C* + J  C2,+ -•* '•a a c a  m q q q

(S) = s" - S* (£- + £- + p) + -E
2

"a a c a r' a a m q q q q m

onde os Ck (k=1 ,2,3 ,4) são constantes arbitrarias e ÇQ(S) e nQ(S) 
são polinómios generalizados com relação a S,

Para se obter a solução geral para a transformada ijü, basta
inverter a Eq. (3.18). A inversão ê feita usando-se o teorema de
inversão de Laplace .seguido do teorema dos resíduos da teoria da
variável complexa [Apêndice A].

K0ÍS)
A inversa de será, portanto, dada por:

1+3" eSx ds =
Y-j» ' "Õ*57

= £ Res (a ) , ,  ̂n 'n=l

(3.19)
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onde an são os poios do integrando, isto ê , os pontos de singula­
ridade do integrando. Para a Eq. (3.18) os an são as raízes de 
n0 (S) = 0. Através da formula de Bhaskara (equação quadrática)
[26] tem-se:

ai = Si = qvi , (3.20a)

a2 = S2 - qv2 , (3.20b)

a3 = S3 = -qvi, (3.20c)

= Si* = -qv2 , (3. 20d)

onde

(3.22)
<  ■■ 7 < C1 * Fe7+ Iü> + f-13"1 ^  + Fe + y *  - k  1 •

(m = 1,2), 
a

Lu-= —  (numero de Luikov),
aq

ET & —Fe-- r—  (numero de Federov).
*

Desse modo :

ip (x,p) = Res(ai) + Res (a2) + Res (a3) + Res (ai,) , (3.23)
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onde

Sx ^0^^ a xRes (ai) = e ^ s j ^ a !  = Die

Res (a2) = eSx ■ 0—  )s = D ea2X ’
nq (S) s"az

Sx M S) a,x
Res (a3) = e y—  )s=a3 = ° 3e

(3.24)

nQ(S)

n r \ Sx _ n .Res (a„) = e ^ --- ^s=a^ “
n0 Cs )

Substituindo-se as Eqs. (3.20) e (3.24) na Eq. (3.23) obtêm-se,^ 
nalmente, a solução para a transformada ijj ,

$ (x,p) = DieqVlX + D2eqV2X + D3e'qVlX + D«,e“qV2X , (3.25)

onde D (k=1,2,3,4) são parâmetros dependentes de p.

A equação diferencial para a transformada <j> (x,p) ê en­
contrada da seguinte forma: da Eq. (3.25) de $ (x,p) determina-se

mm I I _sua segunda derivada \p (x,p), e substitui-se estas expressões 
na Eq. (3.14a). Depois de algumas simplificações chega-se â:

$ (x.p) = Di (1-vi2) eqVlX + D 2 (1-v22) eqV2X +

^  Ü3 (l~vi2) e"qVlX + ^  D, (l-v22) e_qV2X (3.26)

Aplicando-se agora as condições auxiliares, Eqs. (3.15),
Eqs,

dos .
nas Eqs. (3.25) e (3.26), os parâmetros D (k = 1 ,2,3,4) são calcula

K.
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Dl + Ü 2 + D 3 + Dlj = íjjg ,

+ D - e ' ^  - ÍL .,

Chega-se ao seguinte sistema de equações,

ADi + BD2 + AD3 + BDi, - ,

ADieqVlL + BD2eqVzL + AD 3e"qVlL + BDife”qV2L = $L ’

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

onde

A - ^  (l-v| )

c
B = (1-v2 ) er 2

(3.31)

(3.32)

Colocando o sistema numa forma matricial e aplicando o método de 
Cramer, os D (<=1,2,3,4) são calculados, como segue:K

f • ' r s r

1 1 1 1 Di

eqVlL eqv2L é-qviL g_qv 2 L d2
1 =

A B A B d 3
^ 0

A e ^ 1 L Bet>V2L A e - c l v l L B e - q v 2 L D i,
* 4 i 4  ̂ 4

(3.33)

Di = -
j-ípLAB_ flLB2_ *lA+ ^lB+ (*qB2_ 1jjQAB_ ,-qB+ $0A^e-qvxLj

2 (A-B) 2 senh (qviL)
(3.34)
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[ÍPlAB_ ipLA 2_ $lB+ $lA+ (Í0A 2_ ÍqAB_ ÍqA+ ^QB^e-qv2L]

2 (A-B)2 senh (qv2L)

2 (A-B)2 senh (qviL)

Substituindo-se as Eqs. (3.34) - (3.37), dos D.. (<=1,2,3,4) nasK.

equações diferenciais das transformadas ijj(x,p) e (j)(x,p), Eqs
(3.25) e (3.26), obtém-se um sistema de equações algébricas para 
as transformadas da temperatura e do conteúdo de umidade.

3.4 - Densidades de Fluxo de Calor e Massa

As densidades de fluxo difusivo de calor e massa nas extre 
midades da região são:

2q CX=0>
(3.38)

í q  ( X = L )
\ Li q 3x'x=L

mpo 3x'x=0 ’
(3.39)

ím (X=L>

Aplicando as transformadas de Lapla.ee às Eqs. (3.38) e (3.39), 
obtém-se:



Usando-se as equações diferenciais das transformadas ijj e <j>, Eqs.
(3.25) e (3.26) nas Eqs. (3.40) e (3.41), chega-se à:

j n = - A rD qv + D qv - D qv - D qv i (3.42)iq,0 q 1 in i 2 3n i 2J ’

j  t =  ~  ^  e ^ V l ^  +  D  q v  e ^ V 2 ^  -  D  q v  e  --q,L q L i i 2 2 3 i

D qv e °tV2L] 
k 2

(3.43)

n = “ am Pn tD Aclv + 35 Bclv ~ D Aqv “ D Bqv 1 (3.44)~m>u m o 1 i n i 2 2 3 i t*n 2J ’

j T = - a P [D Aqv ec*-Vl Ĵ + D Bqv e^V2^ - D Aqv e im,L m o L i H i 2 4 2 3 ^ i

D Bqv e“qV2L] . 
k 2

(3.45)

Substituindo as expressões dos D (k=1,2,3,4), Eqs. (3.34)-(3.37),
K.

nas equações das densidades de fluxo, Eqs. (3.42)-(3.45) , 
obtem-se, na forma matricial,
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y s r « { s

Iq.O
E1 E2 

(p- + 7»~) 
C1 2

G1 C2
- (? r  + j r } L1 4

F1 F2
<IT * 7T}4  2

H1 H2 
4  4 *0

íq .L
■

G1 G2 
^ * t 2)

E1 E2
-(fT  * ÍT 5 4  2

H. 112 
(p- * r~)
4  4

F1 F2 
“(p- + £“) 

L1 2

X

*L

•[in.O
AE, BH7 AC, BG,

V  + E r }

AF, BF,

‘c r ' s r 1

AH, BH,

■ '» r  * " t ’
♦o

AG, BG-
Í B f + d t J

AE, BE,

- < i T  * "T >

AH, BH,

(s r  + & r }

AF, BF-

\ N. •

As expressões para cada elemento da matriz da Eq. (3.46) 
são mostradas na Tab. 1.

Tabela 1 - Elemento da Matriz, Eq. (3.46)

L senh (^1^) 
Xo

Co = L senh (^v2̂ ) TT (qv2L)

E, =

G, =

Ca 2-M 1 cosh (qv,L) 
(A-B)2

(B2- AB)
(A-B.) 2

(A2-AB)
(A-B)2

«. CÁ-B) 
(A-B)2

= (B-A)
(A-B)2

, lArJLL.
(A-B)2 

(A-B)2

cosh (qvjL) 

cosh (qv2 '̂)

AE. =

BE0 =

AG, =

L senh (^vl )
ampo ~
_L___senh (qv2L)
ampo "Tq^Ll

AÇB.1--M1 cosh (qv,L) 
(A-B)2

B(A2-AB) cosh (qv t) 
(A-B)2

A(B2-AB)
(A-B)2

B(A2-AB)
(A-B)2

AF, = A (A B)-- cosh (qv,L)
t * \ 7 *

AH, =

Bit,

(A-B)

B(B-A)
(A-B)2

A(A-B) 
(A-B)2

B(fí-A) 
(A-B)2

cosh (qv,L)
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Na Eq. (3.46) \jjg, <j>g e representam as transformadas
dos perfis de temperatura ip̂ (t:) e em x=0 e x=L e as trans­
formadas dos perfis de umidade cj>q (t) e 4>̂ (t) em x=0 e x=L, res­
pectivamente.

Os fluxos de calor e massa em cada superfície de contorno 
da região podem então ser avaliados aplicando-se o teorema de 
inversão da transformada de Laplace [Apêndice A], para a Eq.
(3.46).

A obtenção da inversa da Eq. (3.46), no entanto, ê complica 
da pelas funções ^(p), ^(p), <j>0(p) e <i>L (p), sobretudo se (t) , 
ip̂ (t) , <pQ(t) e <p̂ (t) são funções arbitraria do tempo. Dessa for­
ma, utiliza-se um método aproximado, pela aplicação do princípio 
de superposição onde a temperatura ip e o conteúdo <j> podem ser re­
presentados como uma composição de funções pulso [10].

3.5 - Princípio de Superposição e Função Pulso

As características de qualquer sistema físico podem ser de_s 
critas por uma relação entre uma função excitação e a resposta do 
sistema [12]. Tal relação torna-se particularmente útil se o si£ 
tema ê linear e invariável. Assim, linearidade e invariabilidade 
são os pré-requisitos de qualquer método de superposição de cálcu 
lo do comportamento de um sistema físico.Linearidade implica que 
a magnitude da resposta seja linearmente relacionada com a magni­
tude da excitação; enquanto que invariabilidade significa que 
excitações iguais aplicadas em diferentes tempos sempre produzem 
respostas iguais.

Fisicamente, a importância do princípio de superposição ê 
que, quando válido, ele torna possível analisar uma variação glo­
bal como sendo a soma dos efeitos devido a variações independen­
tes, as quais tomam lugar simultaneamente no sistema, mas cada 
uma procedendo como se fosse independente das outras.

São três os passos no cálculo da resposta de um sistema in­
variável linear [12]:
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a) Resolver a excitação em séries de componentes simples;

b) Calcular a resposta para cada componente;

c) Somar as respostas para os componentes separados.

Uma função pulso, ou sêrie-tempo, ê somente uma sequência 
de números ou quantidades que representam os valores de uma fun­
ção em intervalos iguais sucessivos de tempo. Qualquer função 
do tempo pode ser representada por uma composição de funções pul­
sos, facilitando assim a sua resolução.

0 pulso, ou termo na sêrie-tempo, mais simples e mais usado 
ê o pulso retangular [10] de largura igual a um intervalo de tem­
po considerado, Fig. 7.

Tempo

Fig. 7 - Representação de uma função arbitrária do tempo 
através de pulsos retangulares de base ô̂ ,.
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A aproximação de um perfil complexo por um número finito 
de pulsos retangulares, sem dúvida, causara perda de precisão, a 
menos que o intervalo de tempo seja extremamente pequeno. Um ga 
nho considerável na precisão, pode ser alcançado se os pulsos fo­
rem pulsos trapezodais, Fig. 8 (linha pontilhada).

Pode-se também imaginar cada pulso como sendo a magnitude 
de um triângulo centrado no tempo em questão, com a base igual a 
duas vezes o intervalo entre termos sucessivos. A soma de um con 
junto de triângulos sobrepostos ê uma função continua composta 
de segmentos de linha reta, Fig. 8.

Tempo

Fig. 8 - Representação de uma função arbitraria do tempo 
através de pulsos triangulares de base 26^.
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Pode ser provado [10] que dois pulsos triangulares sobre- ' 
postos de base 26̂ , têm idêntica resposta aquela criada por um pul 
so trapezoidal de largura ô^, que ê formado por dois pulsos trian 
guiares, fazendo com que o pulso triangular seja mais adequado do 
que o pulso trapezoidal.

A precisão da representação depende do tamanho do intervalo 
de tempo entre os termos sucessivos.

Uma função pulso fi(t̂ ) com pulsos triangulares pode ser de­
finida, com auxílio da função "degrau unitãria" ua (t^) por [10, 
27]:

u0ítî ) 6t “ uôT (-ti') ôT (ti V  + U2ôT (-ti') 6T t̂i“2(ST') ’
(3.47)

com

0 , ti < a

1 , ti £ a ,
(3.48)

\

Fig. 9 - Representação de uma função pulso-triangular.
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Admite-se que a temperatura e o conteúdo nos contornos da 
região possam ser escritos como composições de funções pulso, ti­
po fi(ti) ,

T-l
iKt) = £ ^ +1 n(t.), (3.49)

i = - l  1 1  1

T-l
4» (t) = Z <j)i + 1 fi(ti) , (3.50)

i=-l

onde

ti‘= t - ÍÔT ,

h = ^ (iôT) ,

= cj> ( iôT) ,

t T<V

Nas equações acima ^  e <j>̂ são as alturas dos pulsos no tem 
po t = iô̂ ., sendo o intervalo de tempo dos pulsos, Figs. 10 e 11.

Fig.10 - Representação da Fig. 11 - Representação da
i|j(t) através de através dc pulsos
pulsos triangulares triangulares
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Assim ip(t) e podem ser obtidas, fazendo-se a compos_i
ção de um trem de pulsos do tipo mostrado nas Eqs. (3.49) e (3.50) 
e Figs. 10 e 11. Aplicando as transformadas de Laplace nas Eqs. 
(3.49) e (3.50), obtém-se:

T-1 T-l
í(t) = i  <l>i+1 £ [^Ct±)] = z i|>i+1 ni(p) (3.52)

i=-l i=-l

T-l T-l
í(t) = Z (j)i + 1 £ [Í2(ti)] = E <f>i + 1 (p) (3.53)

i=-l i=-l

Na obtenção da transformada da função pulso ê usada a seguinte 
propriedade das transformadas de Laplace [25]:

f(t) = u_(t) g(t-a) ; a > 0 e t > act

£ [f (t)] = e"aS £ [g] .
(3.54)

Resultando

(p) = — —  para 0 < t. < ,X 0^2 1 — AôTp2

- Ô T P
(1 - 2e . ) para <5̂ < t^ £ 26^ , (3.55)

TP“6Tp 2

i ~^tP= ---- (1 - e ) para t. > 2<ST .
«Tp 2

Substituindo as Eqs. (3.52) e (3.53) na Eq. (3.46), obtem-se a 
equação matricial das densidade de fluxo em função da função pu.1 
so, Eq. (3.56), (Tab. 2).
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As densidades de fluxo podem ser calculadas, no instante 
t = T<S, através da inversão da Eq. (3.56), como mostra a Eq. (3.57), 
(Tab. 3), [10].

A inversão da Eq. (3.56), como mostra a Eq. ‘(3.57), envol^ 
ve essencialmente a analise da seguinte formula geral,

fi = «i q-, (3.58)

onde P representa E^ , E2, G^ , G2 , F^, F2 , , H2, AE^., BE2, AGj, , 
BG2, AF^, BF2, AH^, ou BH2 e Q representa , C2, Dj ou D2 na 
Eq. (3.56). A inversão das transformadas de Laplace pode ser efe­
tuada pela aplicação do teorema dos resíduos e do teorema de in­
versão de Laplace [Apêndice A] . A transformada inversa d.e ^ se 
rã portanto, dada por:

i  ( ■ t P t  • d  00
fCO = 7 ^r lim y*3L e 1 5, 5 dp = Z Res (B ), (3.59)

3 y+0 j y-JL 1 4  k-0 KL->0O

com j= /-I, na região:

3.6 - Inversão da Equação Matricial das Densidades de Fluxo

Fig. 12 - Contorno dos poios 

onde 3 são os poios do integrando [Apêndice A].K
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3.6.1 - Análise do Integrando e Determinação dos Poios

Da Eq. (3.55) vê-se que p=0 constitui, um polo de ordem 2 
da Eq. (3.60). Também, os zeros das funções complexas C^, C2,
D^, , Tab. 1, constituirão poios ou singularidades isoladas,

C = L ---- 1----  senh (/^- v,L) , (3.60)
J- A /— — <X ̂  J-

q  ( ^ V )  q

c ,  - T -  ---- --------  senh c/Ç— . ( 3 . 61)Z A /■■' o. Z

q (/ | 1 v 2L) q 
q ^

Analisando, as expressões complexas e C2 acima (D^ e D2 são 
expressões semelhantes) deve-se observar que: !

a) As funções senh (/z) e /z de um número complexo z fazem correj; 
ponder dois valores a cada z do plano complexo, pois

/z = /p [cos (-| + kit) + j sen (-| + ktt)] , k=0,1. (3.62)

No entanto a função,

f ( z ) = h (3.63)
:c/z)

ê uma função par de /z , pois senh (/z) e /z são funções impares 
de z. Deste modo f(z) ê uma função unívoca de z [2 8] .

b) A função senh (qvmL) = senh ( / vmL) = 0, quando / f - j x
2  ̂ou p= _aq^ (pois senh (j AvmL) = j sen (Av^L)), desde que

_̂njf , n =0,1,2,... (m = 1,2). Desse modo:
v L m

a n 2iT2
= 0 para p = - — 4---- n = 1,2,... (idem D-,) , (3.64)

v i l ? :
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2 2 a n 7T
C-) ~ 0 para p = - — ---  n = 1,2,... (idem D?) (3.65)
l .. 2r 2 ^v2 L'

c) Os zeros das funções constituem poios de ordem 1 de C^(p), 
C2(p), D-ĵ (p) , D2(p), pois para qualquer zQ complexo [28],

f(z) , senjijj^j = f (z0)+ f 1 (2qJ fz-z0l + ... (3.66)

De modo que, se Z q ê um zero de f(z) então, próximo a z^,

f(z) = f'(z0) (2-Zq) + (3.67)

pois f ’ (zQ) f 0.

d) 0 ponto Zq=0 não constitui um zero de (p), C2(p), D^(p) e 
D2(p), pois

lim -s-cnà-í̂ -?I  f 0 (3.68)
z+0 /z

Assim, os poios do integrando são, portanto

3q = 0 (polo de ordem 2)

2 2 a TT K
g = .. 5 k=1,2,... (m-1,2) (polo de ordem 1) (3.69)
K v 2L2 m

3.6.2 - Calculo dos Resíduos

A inversão de (3.58) resulta em:
a  Ü . p  n t .

im d 1 -1
p+0

(3.70)

k=1 ^  ~ /dP^P=-3K

fi = Res (0) + £ Res (3^) = lim (p2 ~y~ e‘ A) +
k = 1 p+0 1 ^

l  ( M  cPtV|g,
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Para o caso da função pulso triangular os termos da equação acima 
podem ser calculados pelas relações seguintes:

j Õ .p pt.
a) Res (0) = lim g- (p2 e 1)

p+0 ap ^

(Ó^Q}p=0 [Pti + dp ~ Q af]p=0 ’ 0 Kti - ÔT

= _ f-J— ) rÉ£ + pt - 2P6 - —l-ôTQJp=0 Ldp i ZFÒT Q cíp p=0 ’
ôrp t^ £ 20̂ , (3.71)

00

b) 2 
K = 1

onde

$ (B ) =[ ----- P----3 (3.73)
ôT3k dQ/dP P=_Bk

Com o fim de avaliar a Eq. (3.70), são necessários os valo 
res de todas as funções que P e Q representam e tambem suas deri­
vadas em relação a p em p=0 e p=-3t, (k=1 ,2 ,...) •

As derivadas dos elementos da matriz, Eq. (3.56), são mos 
tradas na Tab. 4 abaixo, para auxiliar no cálculo das derivadas 
das Eqs. (3.71) e (3.72). A Tab. 5 apresenta uma avaliação dos

= 0; ti > 2Ôt

K =  1
dp p=-6

“ -3 t •
= 2 $ (3 ) e K 2 ; .0 < t. < 6
K = 1

3 ôT -3 t.
= 2 $ (eK) (l-2e K A) e K ÔT< t ^  2ôt (3.72)
K = 1

M T , "^K^i = 2 $ (B ) (1-e K -1)2 e ; >
K=1

26,
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limites de cada um dos elementos da matriz e suas derivadas, tais 
como Q e jp quando P tende a zero, Eq. 3.71.

Tabela 4 - Derivadas dos elementos da matriz, Eq. (3.56)

dC i _ 
dP

L (v i L) 
A 2a„q q

S1 (qv ! L) dC2 = 
dp \ (2aL) S2q q

dD i _ 
dp

L (vi
a ò~ 2 a m o

-Ü-2S1 (qv i L)
q

dD2 = 
dp L Í ^ S ,  (qv 2 L) 

ampo q 2

dEi _ 
dp

(B2-AB) 
(A-B)2

(̂ U  S3 Cqv.L)
' q

dE2 _ 
dp

(A2,ABJ ÍV.L)2 (qVaL) 
(A-B)2 - aq

dGi _ 
dp 0 dG 2 _ 

dp 0

4Fi _ 
dp

_(A~B) (v>L)2 
(A-B)2 -aq ó

dF 2 = 
dp ( B _ A )  C2ÍL)2S4 (A-B)2 q 4

dHi _ 
dp 0 dH2

dp 0

onde

S3 (qv xs senh (qviL) 
lL) " • (qviLX ~ S4(qv T ̂ senh (qv2L) 

jJ (qv2L)

S1 (qv _ cosh(qviL)-S3(qviL) 
(qviL)2

S2 (qv ^  _ cosh(qv2L) -S4 (qv2L) 
(qv2 L)2

. .... .. i  .....
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Tabela 5 - Limites das derivadas dos elementos da matriz, 
Eq. (3.56), quando p -* 0

Sendo p =-3 , entãoK

com a qual as funções complexas das Tabs. 1, 4 e 5 e as derivadas 
nas series do último termo da Eq. (3.70) podem ser representadas 
como funções reais como mostra a Tab. 6.

Sabendo-se que,

senh (jx) = j sen (x) , j = /-I ou j  ̂ = -1
(3.75)

c.osh (jx) = j cos



Tabela 6 - Elementos da matriz (3.56) para p = -0



As funções indicadas na Tab. 6 são avaliadas em cada uma das 
raízes reais negativas -$ (k=1 , 2,3, ...) , ou zeros da equação
Q (p)=0, para todos os termos da Eq. (3.72) não desprezáveis.

A magnitude dos termos, contudo, decresce rapidamente com
o aumento de k , particularmente quando t^ é elevado ou quando o va 
lor da razão — —  é grande.

Substituindo as Eqs. (3.71) e (3.72) em (3.70) obtêm-se a ex
pressão, em termos de função pulso triangular, para a inversa da

Pexpressão geral ^  q »

£ _ 1  ' a i  ç 1  -  ( §  +  P t i  '  5  3 p ] 1 p = o  *  e  ;

o < ti 1 6t

- « A *  c|£* pti - 2PSt

00 B “3 t.  ̂ 0x
+ V I  To M  M  n K l  . 0  ^ t *  ^ Zõm+ Z $ (8) (l-2e ) e » T i - T
K=1

$ ôT -3 t.
- S * (3k) (1-e K *)2 e K ; ti > 26r

K=1

(3.76)

A coordenada tempo t^ = t-iô̂ ,, pode ser expressada também por 
t^ (t ~í) 6t , pois t=xô^. Substituindo na Eq. (3.76) resulta em:
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1 dP P dP °° ~ ^ k^T
'  3 ? V o  * *ml * C6P  t1'26 >e =Fl ;

T - i  = 2 (3.78)

°° 9 "nBKôTE $ (3,) (1-e K [)2 e K 1 = Fn , n = 3,4... ; 
k=1 K

t-i = n . (3.79)

Com isso, nota-se que a transformada inversa da expressão geral 
_ P -- ~ ^i J ^ e  expressa por funções diferentes em funçao da distancia ao 
instante t=T. Para 0 < t^ £ 6̂,. a transformada inversa ê dada pela 
expressão (3.77), para <5̂ < t^ £ 26̂ , ê dada pela expressão (3.78) 
e para t^ > 26̂ , pela expressão (3.79).

P ~Determinada a inversa da formula geral !í| ^ , a equaçao in­
versa final das densidades de fluxo ê obtida através da Eq. (3.57) 
como segue~~abaixo. ' -

3.6.3 - Equação Inversa Final das Densidades de Fluxo

Fazendo-se, j = t -í-1, na Eq. (3.57), observa-se que
i+1 = i-j e para i = -l tem-se j = x e para í=t -1, j =0.

Usando estas notações, a inversão das relações de fluxos 
de calor e massa da Eq. (3.57) pode ser expressada como:
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- q , 0

í q , L  

í m , 0  

i m ,  L

f

u . - v . w . - z .

3 3 3 3

V , - U . z . - W .

3 3 3 3

s . - T . X . - Y .

3 3 3

T . - S . Y . - X .

3 3 3 3

k
4

0,T-j

L,T-j

o ,T-j

L,x-j

(3.80)

onde U-, V-, W., Z., S., T • , X. eY. são as funções de transferên3 3 3 3 3 3 3 3 
cia com expressões correspondentes as Eqs. (3.77), (3.78) e
(3.79) e são calculados quando P e Q são substituídos por suas
respectivas expressões. Assim:

U n  = F n ( P =

E 1  e  E 2
9 Q

=

c i

e
c 2 )

II

>

F n ( P =
G 1  e  G 2

9 Q
=

c i

e
c 2 )

w n  =
F n ( P

=

F 1  e  F 2
9 Q

=

c i

e c 2 )

Z n  = F n
( P =

H 1  e  H 2
9 Q

=

c i

e
c 2 )

S n  = F n ( P = A E ^  e  B E 2 9 Q
=

D i

e

° 2 ^

T  =  
n F n

( P = A G ^  e  B G  2 9 Q
=

D i

e

D 2 >

X  =  

n

F

n
( P

= A F ^  e  B F 2 9 Q
=

D i

e
d 2 )

*
<

3

li

F n ( P
= A F ^  e  B H 2 9 Q

=

D i

e
d 2 )  •

A Eq. (3.80) e a equação de convo

n = 0,1,2,...,

(3.81)

uçao do problema. As
funções U-, V., W., Z., S., T., X. e Y., i=0,l,2,... são as fun- 

v  3  3  J  3  3  l  3  3  J  ções de transferencia da região finita, cuja determinação exige
apenas o conhecimento do comprimento dessa região e das difusibi-
lidades térmica a„ e mãssica a .q m

De acordo com a Eq. (3.80) tem-se que as funções Uj e V\ es 
tão associadas unicamente ao processo de transferência de calor
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equivalendo-se às funções de transferência obtidas por Kusuda [10]
para o problema específico da transferência unidimensional e
transiente de calor e que as funções Xj e Yj estão associadas ao
processo de transferência de massa somente. As demais funções,
conforme a Eq. (3.80) descrevem a interferência entre os dois pro
cessos de transferência. As funções W. e Z. associam-se ao efei-

J J
to dos processos de mudança de fase sobre o transporte de calor e
as funções S- e T. estão associadas ao efeito da difusão de umi- 

v J 3
dade promovida por gradientes de temperatura.

3.7 - Funções de Transferência - Interpretação Física

As expressões para as funções de transferência são obtidas 
das Eqs. (3.77), (3.78) e (3.79) usando-se a Eq. (3.81) e as tabe 
las anteriores. Obtém-se:

u = (1 .- V2.2)  „  .  M
( V 22- V i 2 )  ( v 22- v i 2 )

U = (l.-v.O —  M - -(I-JLl -)—  M , (3.82)
1 ( v 22- V í 2 ) 21 ( v  2 2- v 1 2 )  22

u = -- M X1 - (-1~Vl-2-)-- M,9 , n = 2,3,4----
( v 22- v > 2 )  31 ( v  2 2- v 1 2 ) 32

w0 = e r M,, +2 2 11Cq(v2 -Vi )
e r M-i o ,

Cq (v2 -Vi )

e r Mo, +2 21Cq (v2 -V] )
e r

M o o  .2 2 \ 2 2
(3.83)

Cq (v2 -v1 )

W = 
n

e r M„, +2 2> 31Cq (v2 -Vi )
e r

2 .. 2 3 2Cq (v 2 -v 1 )
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onde

vj 2 - I  [t1+Fe+nr> * / (U F e - l j )2 - ; j - 1,2 (3.22)

X_ V.2 X L v-2 X L 7 00 -, •
M, . ♦ J , q . 1 -  E . ( i . )  e K T ’

lj L 3aq'5T q T u2 k=1 k 2

V.2 X L V.2 X L 9 00 , 3 <ST -2$ ÔT
m,. = , J , H ♦ .J _ ..A - . i_ £ (i_) (l-2e K T) e K T ’
2j 3aqôx aqô

v-2 X L  -, « t B ô T 2 - (n+1) 6k;(5t

quT “quT ir2 k = 1  k 2
( 3 . 8 4 )

M = - 3- ■ .. H- . —  E (-i) (1-e K T) e ; n=2,3,...,
q  T 7T2 K =  1 k 2

2 2 a ïï k
= _q_

V  v

E também,

.  (1-.V2.2.)—  N . a .-_v.i.2. i _ . n ,
(v22-vi2) (v 2 2 —vi2)

v . = C l - V a t L -  N -  .C l-V i.-2)—  N , (3.85)
1 ( v 2 2 - v i 2 ) 21 (v2 2 - V i 2 )  2 2

= —  m - l1— —  m ; n = 2,3,...,
( V 2 2 - V ! 2 )  JX  ( V 2 2 - V i 2 )

n r 2 2  ̂ 31 c  2 2 32

er Nt -, + er N,
C  ( V 2  2 - V i 2 )  1 1  C „ ( v 2 2 - v , 2 )  ' 1 2  ’

Z1 -  -
er

N o i  +
ET N-

Cq (v22-vi2) 21 Cq (v22-v!2) ‘ 22
(3.86)
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Z = ------- £ï---- n + ---- — -----  N-, ; n = 2 ,3, . ..
C_(v22-vi2) C (V22-Vi2)

onde,

X v.2 X L v.2 X L ? 00 r 
n = - J  + ----- L I  . A- z (Iri)--- ) e K T

q T °quT ir2 k=1 k2

v.2 X L v.2 X L  9 00 r -n*-1 M t _2M tN,. = - J- t -3----- 2_-9_ . A- i (l^J---) (i-2e K T)e K T
2j 6aq6T aq T ** k=1 k 2

(3.87)

N3i = “ I t 1  * “  s C --- ) Cl_e K ) e^  q T TT2 K=1 k ~

n w 2,3,...

As funções de transferência Uj e Vj estão associadas ao pro­
cesso de transferência de calor. As funções Uj estão relacionadas 
com a resposta térmica da superfície em consideração e as funções 
Vj com a da superfície oposta a mesma.
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Fig. 13 - Distribuição das funções de transferência, 
(a) - IK ; (b) - Vj

As funções Uj descrevem a influência das temperaturas da su­
perfície em análise, em instantes anteriores, sobre a densidade de 
fluxo de calor correspondente, no instante em consideração. Es­
tão portanto associadas a capacidade de armazenamento de calor 
do material, que se reflete, para um ponto arbitrário, na condi­
ção de dependência das densidades de fluxo de calor em relação âs 
temperaturas que o material apresentou nesse ponto, em instantes 
anteriores.

A Fig. 13a mostra o comportamento em forma de exponencial 
das funções Uj, o que faz com que a dependência do fluxo de calor 
em relação às temperaturas, em instantes anteriores, da mesma su­
perfície, reduz-se rapidamente. 0 valor positivo para Uq , contra 
riamente aos demais, garante temperaturas positivas [19].

As funções Vj descrevem a influência das temperaturas da su 
perfície oposta aquela em questão, em instantes anteriores, sobre



a densidade de fluxo de calor no instante em consideração.

Como mostra a Fig. 13b, V. têm um comportamento em forma de 
onda, o que esta associado ao fato de que para cada superfície 
existe um intervalo finito de tempo para que a mesma "tome conhec_i 
mento" de uma flutuação de temperatura ocorrida na superfície opoŝ  
ta. Esse intervalo ê inversamente proporcional a difusibilidade 
térmica do material.

As demais funções têm as seguintes expressões:

Y = _ ( 1 - v i  )  r + ( I - V 2  )  r

0 ( v 22- v i 2 )  11 ( v 22- v i 2 ) 12

x = . .Ü .-yjlJ—  g + .(1.zy 2_±__ G (3>88)
1 ( v  2 2 —v 1 2 )  21  ( v 2 2 - v a 2 ) 2 2

X = - -- Q + 1̂~.V2-J-- G32 ’ n = 2,3----
11 r 2 2\ O JL f K 2 2 ï ^

( v 2 - V i  ) ( v 2 - V i  )

C  ( 1 “ V 1 2 )  ( 1 - V 2 2 ) c ( Í - V j 2 )  ( 1 - V 2 2 )s t _a— ------------ g _ _a-----------------o ,
c r  ( v 2 2 - v x 2 ) e r ( v 2 2 - v i 2 )

C ( l - v i 2 ) ( l - v 2 2 )  C ( 1 - v i 2 )  ( l - v 2 2 )
S = ---------------  g - —9---------------- G?? , (3.89)

e r ( v 2 2 - v i 2 )  e r ( v 2 2 - V ! 2 )

C ( 1 - v i 2 ) ( l - v 2 2 ) C ( l - v i 2 )  ( 1 - v 2 2 )
s = ----------- G7, ---3---------------  G,, ; n=2,3 , , . . ,

e r  ( v  2 2 - v  1 2 ) . e r  ( v 2 2 - v  1 2 )

onde
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a  P L v.2 a o h  7 « 7 0 ÔT  -20 6.V  • Cl U  Ll V  • CL U  U  o 1 M U m  í-M V m
G = J.r 4  2_ + _J--- £_°_ . 1- z (J_) (l-2e K T) e K T .
2j q T ïï2 <=1 K2

(3.90)

V-2 a p L ? ~ , 0 óT -(n+l)ß <S
G = -J--- SL°_ . £ C— ) (1-e K T)2 e K T ; n=2,3,...

3 a ÔT TT2 K = 1  K2
q T

E também,

y = - .í1^ !  ).. » + ClryaJ..^ H
( v 2 2 - V i 2 ) ( v 2 2 - v i 2 )

y = - .U-y.iJ-- h + íl^LlJ—  h , (3.91)
1 ( v  2 2 ~ v  1 2 )  21 ( v 22- V x 2 ) 22

Y = - ; n = 2,3,...,
n (v22-vx2) 31 (v 22-V!2) 32

Cíl-vi2) (l-v22) C (1-V12) (l-v22)
X » _3_,--------------- H31 - -3--------- ------  H ,

er(v22-vi2) er(v2z-vi )

C (1-v12) (l-v22) C (1-V1 2) (l-v22)
T = _g---------------- u - -9----------------  H77 , (3.92)

er(v22-vi2) er(v22-vi2)

C ( 1 —v 12) (l-v22) C ( 1 - V i 2 ) (l-v22)
T = _3------------ u - _3------------ h ; n=2 , 3 , . ,

e r ( v 2 2- v 1 2 )  e r ( v 22- v i 2 )

onde

a p„ v-2 a p L  v-2 a o L 9 00 ( -.-»k-I -0 óT
H, ■ = - -V - - ♦ -J ---- j ‘ 1  . i -  Z ( i l l ! — ) o “ 1 ,
13 L q T q T ti“ k=1

v-2 a p L v-2 a p L 9 00 n tc-l —23 6...
H . = - - ]  ________L .  mP0- . 1 _  z ( I I I )--- ) (1-2C K l ) o  K J2j 6a 6,r a 6q T q T tt2 k=12 ,.= 1 „ 2

(3.93)



69

v-2 a p L o 00 r 6 <ST -(n+l)0 ôT
H,. = - -J °  . 1- £ (i l ü -- ) Ci-e K T) 2 e K T

aq T ** K-1 <2

n " 2 f 31 *

As funções Xj estão associadas ao processo de transferência 
de massa, descrevendo a influência dos conteúdos de umidade na su­
perfície em analise, em instantes anteriores, sobre a densidade de 
fluxo de massa correspondente a mesma superfície, no instante em 
consideração. Assim como as funções Uj para a transferência de ca 
lor, as funções estão portanto associadas a capacidade de arma­
zenamento de umidade do material poroso. Constitui, num sentido 
figurado, a "memõria" do material num ponto arbitrário.

Q>i/i
O£

X

T~r l i *' 4' o

T T

l I
J_L

♦I *i i TI i , ir
■J I l.i I

i

Fig. 14 - Distribuição das funções de transferência,
(a) - X. ; (b) - Y.
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A Fig. 14a mostra o comportamento exponencial das funções 
Xj. Em função desse comportamento das funções Xj, a dependência 
do fluxo de massa em relação aos conteúdos de umidade da mesma su­
perfície, em instantes anteriores, decresce rapidamente, identifi- 
cando-as com as funções de transferência térmica U.. O valor pos.i 
tivo de Xq , contrariamente ao demais, análogo ao caso térmico, ga­
rante conteúdos positivos [19].

As funções Yj associam-se, como as funções Xj, ao processo 
de transferência de massa, descrevendo a influência dos conteúdos 
de umidade na superfície oposta â superfície em questão, em instan 
tes anteriores, sobre a densidade de fluxo de massa correspondente 
a superfície em questão, no instante considerado.

O comportamento das funções Yj ê mostrado na Fig.14b. Essas 
funções têm uma distribuição em forma de onda,sendo equivalentes 
âs funções de transferência térmica Vj• Observa-se,no entanto, que 
o processo de transferência de massa é mais lento de modo que as 
flutuações na distribuição de umidade correspondente â superfície 
oposta, levam um maior tempo para influenciar a superfície em aná­
lise.

0)
■Q

O
o O

-0
<D
(0
I

O

£
o»

ó 94 ' 

£

3s

ãT

0

N

t t t t
M i i

“1 I r—r

Fig. 15 - Distribuição das funções de transferência, 
(a) - Wj ; (b) - Z.
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As demais funções de transferência, como se frisou na seção 
anterior, são funções associadas aos processo de interferência. As 
funções Wj e Zj associam-se ao efeito do processo de transferência 
de massa sobre a transferência de calor através de processos de mu 
dança de fase. Elas são proporcionais, conforme Eqs. (3.83) e
(3.86) ao calor latente de vaporização, r, e ao fator de mudança 
de fase,e.

As funções Wj descrevem a influência dos conteúdos de umida­
de na superfície em análise, em instantes anteriores, sobre a den­
sidade de fluxo de calor correspondente â mesma superfície, no: ins 
tante em consideração.

A Fig. 15a mostra o comportamento exponencial dessas fun
ções. Em função desse comportamento, a dependência do fluxo de ca
lor em relação aos conteúdos de umidade na mesma superfície, em 
instantes precedentes, reduz-se rapidamente.

As funções t y  por outro lado, descrevem a influência dos 
conteúdos de umidade na superfície oposta aquela em análise, em 
instantes anteriores, sobre a densidade de fluxo de calor corres­
pondente â superfície de análise, no instante em questão.

Como mostra a Fig. 15b, Zj têm um comportamento ondulátorio. 
Em consequência,a influência dos conteúdos de umidade da superfí­
cie oposta aquela em consideração, em instantes anteriores, sobre
o fluxo de calor correspondente ã superfície em consideração, não 
ê sentida uniformemente.

i
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Fig. 16 - Distribuição das funções de transferência,
(a) - Sj ; (b) - Tj

As funções de transferência Sj e Tj estão associadas ao efe^ 
to da transferência de calor sobre a distribuição interna da umida 
de no material poroso, sendo proporcionais â difusibilidade térmi­
ca.

As funções Sj descrevem a influência das temperaturas na su­
perfície em questão, em instantes precedentes, sobre a densidade 
de fluxo de massa correspondente ã mesma superfície, no instante 
considerado. A distribuição das funções , Fig. 16a, corresponde 
aquela das funções Wj, Fig. 15a.

As funções Tj descrevem a influência das temperaturas na su­
perfície oposta aquela em analise, em instantes anteriores, sobre 
a densidade de fluxo de massa correspondente ã superfície de anã-
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lise, no instante em consideração. A distribuição das funções Tj, 
Fig. 16b, é semelhante aquela das funções l y  Fig. 15b. 

Reescrevendo a Eq. (3.80) da seguinte forma:

Í q , 0

( t )
U 0 ^ 0 , T

+

U 1 ^ 0 , T - 1

+  .  .
'  V l . t V l / t - I

“  . . .  +

^ 0 ^ 0  ,  T

+

W 1 * 0 , T - 1

+  .  .
, T Z 1 * L , t - 1

"  •  •  •

Í q , L
( t )

V 0 l l J 0 , T

+

V 1 ^ 0 , T - 1

+  .  .

V l . t V l . t - I

-  . . .  +

Z 0 ( Í > 0 , T

+

Z 1 < ( ) 0 , T - 1

+  .  .

•  V l . T  - V l . t - i

"  .  «  .

í m ,  0

( t )
S 0 ^ 0 , T

+

S 1 ^ 0 , T - 1

+  .  .

V l . t

-  . . .  ; +

X 0 t í > 0 , T

+

X l <{)0  , T - 1

+  .  •

V l . t V l , t - 1

** •  •  •

í m , L
( t )

=  T 0 ^ 0 , T

+

T 1 ^ 0 , T - l

+  .  .

V t . T S 1 ^ L , T - l

“  . . .  +

Y 0 * 0 , x

+

Y 1 < J ) 0 , t - 1

+  .  .

'  V l . T  ■ V l . t - I
"  *  •  •  [ 1

(3.94)

é possível mostrar mais claramente, de acordo com. o exposto-acima-, 
a dependência das densidades de fluxo de massa e:de calor-numa su­
perfície do elemento poroso, num instante qualquer, 'em-relação a-s 
temperaturas ip e aos conteúdos de umidade <J> nas superfícies, em 
instantes anteriores. ... •......... - :

A densidade de fluxo de calor na superfície em análise está 
associada às temperaturas, em instantes anteriores, na mesma super 
fície através das funções Uj e às temperaturas na superfície opos­
ta à superfície em análise através das funções Vj. Associa-se aos 
conteúdos de umidade, em instantes anteriores, na mesma superfície 
pelas funções Wj e aos conteúdos na superfície oposta pelas fun­
ções Z y  . .

A densidade de fluxo de massa na superfície em análise asso- 
cia-se aos conteúdos de umidade, em instantes anteriores, na mesma 
superfície pela funções X- e aos conteúdos na superfície oposta pe 
las funções Y^ . Esta associada as temperaturas na mesma superfí­
cie através das funções c às temperaturas na superfície oposta 
através das funções rí\.
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As expressões desenvolvidas na seção 3.7 permitem o calculo 
das funções de transferência em função dos parâmetros característi. 
cos do problema. Em termos de importância, o número de Luikov,
Lu, o coeficiente de mudança de fase, e, e o fator de difusão tér­
mica, 6, são os parâmetros mais relevantes para o processo combina 
do de transferência de calor e massa, pois se constituem como fato 
res que estão associados à interferência de um processo em relação 
ao outro.

Dessa forma,de modo a verificar a consistência das expressões 
obtidas nas seções anteriores ê interessante analisar-se certas sji 
tuações em que esses parâmetros adquirem valores extremos, caracte
rizando problemas mais simples, cujas soluções jã são conhecidas

i

e/ou podem ser obtidas por métodos menos complexos.

Por serem parâmetros de interferência essas situações serão 
normalmente caracterizadas pela anulação de um ou mais desses fato 
res.

3.8 - Situações Assintéticas

3.8.1 - Situação Correspondente a Lu = 0
a

Para Lu = —  tendendo a zero, a difusibilidade mãssica
aq

tende a zero, quando a difusibilidade térmica a tem um valor finiH  ̂ _

to e não nulo, o que caracteriza um processo em que não ha trans­
ferência de massa e cuja solução jã ê conhecida [10, 28].

Rearranjando a Eq. (3.22) das raízes v j 2 (j=l,2),obtêm-se:

v.2 = I [ (Lu + LuFe + 1) + \/(Lu+LuFe+l) 2- 4Lu  ̂, ( j =1,2 )
J 2 Lu Lu

(3.95)

Ao se calcular os valores limites de v.2 (j=l,2), quando
_  j oLu tende a zero, chega-se a uma indeterminaçao do tipo q- . Utili­

zando-se o teorema de L 1Hôpital para levantar esta indeterminação, 
obtêm-se :
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V i 2 = 1 ,

2 _

(3,96)
V 2 sr oo

Aplicando estes resultados âs expressões das funções de
transferência chega-se também â indeterminações. As razões
n-u 21 C (l-v,2) (l-Va2)— l—  e _ü---------------- presentes nas expressões das
(v 22*■ vi2) er (v22-vi2)
funções Uj , Vj , Xj , , Sj e levam à indeterminações do tipo
— . Com a aplicação do teorema de L'Hopital esse problema pode 
ser resolvido. Além disso, as Eqs. (3.84), (3.87), (3.90) e
(3.93) se anulam quando j = 2. Nessas equações, quando j = 2, os ex 
poentes contendo 3 anulam-se devido ao valor de v 2 2 = 00 , podendo 
-se então, substituir os termos dos somatõrios pelos seguintes va 
lores,

.2

°° 1-K 2
V rllll—— ') = IIi L i P J 1 2 •K=1

Resulta, então:

A A L  A L  0 00 , -aÔ„
u. - j  ♦ J3-.---- a__ • —  z (— ) e T
0 L q T aq T n 2 K=1 K2

(3.97)

X  L  À  L  ' J  00 -  â ó f T i  “  2  H  ô  r p  .7 Q  o  ^

u i  -  -  * & =  -  ã - t  •  ^  ( i - 2 e  1  e  ■ c 5q T q T ir* k=1 k*

U — — - V -  . —  E (— ) (1-e l ) 2 e , n= 2,3, .. . ,
n q T TT2 K=1 K2
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A A L A L 9 00 , -aô„ 
v . 3  ♦ _ÎL_ . 2_ E ( M J --- ) e T
0 L q T aq T il2 k=1 k !

A L A L ? 00 r - n * “ 1 a<ST -2aôT
V1 ■ s r t  + r f c  • ^  S  ( 1 - 2 e  > e ' (3-99)q T q T 7rz k=1 k

A L  ~ 00 r a 6 m -(n+l)aô 
y = J3L_ . i_ z (ll±J--- ) (1-e l ) 2 e *; n=2,3,...,
n aq T ïï2 k=1 K2

onde,
2 2 

K  7T
= -3-----  . (3.100)

As demais funções de transferência, W., Z ., S. T. X. eJ J J » J 2, J 
Yj (j=0,l,...), são nulas de modo consistente com a condição de
que não hã transferência de massa quando Lu=0.

As expressões de IL e V. (j=0,l,...) acima associam-se ao 
processo de transferência de calor quando não hã transporte de mas 
sa. A função U- mantêm o comportamento exponencial e V. o compor-

•r |tamento em forma de onda e os valores obtidos sao consistentes com 
os valores obtidos por Kusuda [10] para o problema específico da 
transferência unidimensional transiente de calor.

3.8.2 - Situação correspondente a e^O .

Quando o coeficiente de mudança de fase ê nulo tem-se que 
a transferência de calor independe da transferência de massa. O 
meio poroso se encontra saturado de umidade, e a migração de umida 
de se dã somente por transporte de líquido. Os processos de mudan­
ça de fase ocorrem somente na superfície da região porosa, onde 
acontece a evaporação do líquido intersticial e/ou a condensação 
do vapor a partir da atmosfera adjacente.
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Calculando os valores limites de Vj 2 (j=l,2), Eq. (3.22), 
quando e tende a zero, obtém-se:

vi2 = 1 ,

(3.101)

Estes resultados aplicados âs expressões das funções de
transferência resultam em indeterminações em algumas funções. A
razão Cq^1~Vl  ̂ ) nas gqS< (3.89) e (3.92) leva a uma in-

er ( v 2 2 - V i 2 ) 0
determinação do tipo q-, a qual se elimina aplicando-se o
teorema de L'Hopital.

Calculando-se então, os valores limites das funções de
transferência quando e tende a zero, obtêm-se:

a p v 2 2 a n L v2 2 a o L 9 00 -bôTv _ m o m o mKo 2 v rl  ̂  ̂ 1
0 " L 3a ôT “ a 6t * 2 *  ̂ 2Jq T q T tv k  = 1 k

v22 a p L v 22 a p L 0 00 n bôT -2b<5T
s • 12 E (l-2e T) e T1 q T q T 71 k=1 k 2

(3.102)

V2 ampoL 2 " fl s ,, .b<STw  “ Cn+l)bôT
ôT * 2 “ 1 .q T TT K= 1 kXn = - "i é;— - • (1-e l ) 2 e n=2,3,...,

= . V;2 ampoL + ampoL 1 _ “ rízI2^\ e'bÔT
0 L 6aq6T aq(ST tt2 k = 1 k 2

v22 a p L v22 a p L 0 00 r -2b6„ 
Y, - + - V x 5-2- • -  í --- ) (l-2c T) e T1 6 a q íT  q T ti 1 <=1

(3.103)

v ? 2 a p L 0 00 ( i ^k-I  b 6 T - ( n + 3 ) b ô r
Y =■ + - - . K  E (Í^I---) [1-e T)! o
n °q T ^  <>1 K2
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onde,
a k 2tt2L u

b = -3------  . (3.104)

Do mesmo modo,

r _ <5 Lu r & Lu r 
b0 lïTT bll " Lu-1 12 ’

S1 * E P T  G21 - C T T  G22 ’ (3jl05i

P _ 6 Lu n _ 6 Lu r . t-»_■■> t. 
n " Lu-1 31 " Lu-1 ü32 ’ n

onde,

a p v.2 a p L v-2 a p L -, 00 , -3 <ST
G.. . - - f °  - 3 / P° + J ,.V-° . j- ï (i_) e K T ;j=l,2
} L q T q T u2 k=1 ic2

v - 2 a p L  v - 2 a p L 0 °° ß <5~ -20 ÔT
= _J—  .ü? ,°- + -j---§!°_ . i_ ï (— ) (1-2-e K Tj e K T

2j 3aqST aqST ir2 k=1 k2'
(3 è106)

vi ampoL 2 * 1  ßK6T , -(n+'l)ß <STG = -J m o-  ̂ g (— ) (1-e K ) e K A; n=2,3,...
q T tr2 «=1 k 2

Enfim,

m  _ Ô Lu T f  Ô Lu r j

A0 ~ LÏML nll " LÜ^T 12 ’

_ ô Lu H ô Lu H,Lu-1 21 Lu-1 22 (3..107)

6 Lu II.n Lu-1 31
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onde,

a p v . 2 a p L v - 2 a p L 0 00 ( , n « -3 6™H _ _ mwo 3 mMo A j . mMo 2 v f ( - l )  . pk T
Hl j  T  l ã T  T ô:  ‘ 2 1  2 J , J _ 1 ’J q T q T tt̂  k =1 k

2

v - 2 a p L v - 2 a p L •? 00 t n e  $ <ST - 2B
H , .  - - ■ J. /  ° * ■ J . ° . i ,  z (l-2e K T ) e K T ,
2J q T aq T * W  K2

(3.108)

v-;2 amP^L ? 00 r 1 k -(n+l)3 6H,. = -L  B_°_  . i_ z < t ) 2 e 1 K ï; n=2,3,...
3 3 aq T ïï 2 K=1 k2

As funções Uj e Vj resultam com expressões idênticas às 
Eqs. (3.98), (3.99) e (3.100) e as funções ,Zj, j=0,l,2,... são 
nulas, consistente com o fato de que não deve haver influência do 
processo de transferência de massa sobre o processo de transferên­
cia de calor.

A densidade de fluxo de calor na superfície em análise num 
instante qualquer fica associada unicamente às temperaturas na mes 
ma superfície e na superfície oposta, em instantes anteriores, 
através das funções Uj e respectivamente, de maneira consisteni 
te com o fenômeno analisado.

A densidade de fluxo de massa numa superfície num instante 
considerado está associada, no entanto, às temperaturas e aos con­
teúdos de umidade na mesma superfície e na superfície oposta àque­
la analisada, em instantes anteriores, em termos das funções J ,
T. e das funções X., Y. respectivamente,consistentemente com a con

3 3 3 ^ ^dição de que o processo de transferencia de massa e influenciado
pelo transporte de calor no elemento poroso, mesmo quando e=0.

A situação correspondente a e=0, que se reflete na condi­
ção de independência da transferência de calor em relação ao trans 
porte de massa, caracteriza segundo Comini.et al. [13] problemas 
de interesse prático, principalmente, em se tratando da análise 
térmica dos componentes porosos de edificação.



3.8.3 - Situação em que 5=0

Quando o fator de difusão térmica ê nulo o efeito térmico 
sobre a variação do conteúdo de umidade deixa de existir, e a equa 
ção de transferência de massa, Eq. (3.2) fica desacoplada da equa 
ção de transferência de calor, Eq. (3.1).

Calculando os valores limites de Vj2 (j=l,2), Eq. (15.22), 
quando <5 se aproxima de zero, obtém-se

2 1 ,

(3.101)

Inserindo estes resultados nas expressões das funções de 
transferência obtém-se expressões simplificadas, a partir da sim­
ples substituição dos valores de vi2 e v22.

Desse modo,

(3.109)

, • • « ,

onde,
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e, da mesma forma,

7 _ er Lu », . er Lu „
Z0 “ Cq (l-Lu) 11 C (1-Lu)' 12

zi -
er Lu 
CqCl-Lu) N21

er Lu 
C (1-Lu)q

N
22

(3.111)

rj _ er Lu XT A er Lu XT . ,
Zn C '(1 -Lu) 31 C (1-Lu) N32 ’ n

onde,

v •2 A L  V-2 A L  9 00 r i ̂ K 6T
N . , <1 ♦ J *L ♦ . i- Z e K T ; j=l,2

3 L q T  q T ir2 K=l k 2

v,2 X L  v,2 X L  , » , .,k M t ^26^6t
N - - _2--- í- + . 1- £ ( H L ) ( i . 2e K T) e K T ,

6a íT q T ir2 k =1 k2
q 1 (3.112)

v,2 A L 2 « r_n < B ÓT -(n+l)g ô
N î = * —  E K T)2 e ; n=2,3,...
3j q T tf 2 k=1 K

As funções e. Vj ficam com expressões iguais âs Eqs.
(3.98), (3.99), (3.100), e as funções Xj e Yj com as Eqs. (3.102),
(3.103), (3.104), e, da mesma forma as funções e (j~0,l,2,..) 
são nulas, o que mostra a consistência das expressões obtidas pa­
ra a condição de que não há efeito térmico sobre a variação inter­
na do conteúdo de umidade.

As funções Uj e Vj obtidas descrevem a influência das tem­
peraturas na superfície em análise e na superfície oposta, em ins­
tantes anteriores, sobre a densidade de fluxo de calor correspon­
dente ã mesma superfície, no instante em consideração, enquanto,
as funções W. e Z. descrevem a influência dos conteúdos de umidade J , Jna mesma superficie e na superfície oposta, em instante ante­
riores, consistente com a condição em que 6=0.
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Consistentemente com o fenômeno analisado a densidade de 
fluxo de massa na superfície em questão, no instante em considera­
ção associa-se unicamente aos conteúdos de umidade na mesma super­
fície e na oposta, em instantes anteriores, através das funções 
e Yj obtidas.

Assim como a situação em e=0, a situação correspondente a 
6=0 que se reflete na condição de independência da transferência 
de massa em relação ao transporte de calor no elemento poroso, ca­
racteriza também problemas de interesse pratico.

3.8.4 - Situação em que e=5=0 simultaneamente

Quando e=6=0 simultaneamente as equações de transferência 
de calor e massa, Eqs. (3.1) e (3.2), ficam totalmente desacopla 
das, correspondendo a uma situação em que o meio poroso estã satu­
rado de umidade e o efeito térmico sobre a transferência de massa 
não existe.

Calculando os valores das raízes Vj2 (j=l,2), Eq. (3.22) 
no limite, quando e e 6 se aproximam de zero simultaneamente, 
obtem-se:

Vi 2 = 1 ,

2 1
V 2 = T--  •Lu

(3.101)

Utilizando-se estes resultados nas expressões das funções 
de transferência e calculando-se os seus valores limites quando 
e e 6 tendem a zero, resultam somente:

„ - XQ , V  V  2 ■ ” 1 - -aST
0 L 3a iT ' a L  ' 2 -,^2  ̂q T q T tt k = 1

A L A L 9 00 , aôT -2a6T
U1 - - 3 l V  ‘ S V  • *7 EA *  C1-2e ] 6 ' <3-98)q T q T k = 1  k *
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X L  9 00 -, aôT -(n+l)aôT
U = - - 4 ~  . —  ï R  (1-e A)2 e ; n = 2,3,...,
n q T TT2 K = 1 K2

À À L À L ry 03 f â6m
v. = jS. - , £ U -  - - V  • —  £ e T
0 L 6aqsx q T tt2 c=l k 2

X L X L  9 00 f k a6rp -2a<ST
V1 -  ^  C 1 - 2 e  5 e • ( 3 - 9 9 )q T q T tt k=1 k

X L 0 « f aôT -(n+l)a6
v » _ . i__ E (A."1!-) (1-e )2 e ; n = 2,3,...,

q T ïï2 k=1 k 2

onde,

a K 2 TT 2
a - •q- - , (3.100)

e, da mesma forma,

» . V o  „ ^  am poL V2' ampoL 2 ^ ,1 , -bST
X0 - T -  "Ta-i7" " V T “  ‘ w2 i l  ^

v 2 a p L v 2 a p L   ̂ 7 bôm ■“ 2 b (5 rp f 'z i n
x. » » 4 — JB-2-------- *. . 2 -  E (i_ ) (l-2e T) e T - f 3- 10^

1 q T q T tr2 k=1 k z

v22 a p L 9 00 i -(n+l)bôT
X_ - - t (iï) .(1-e V  e T ; n -  2,3,...,
n q T T, 2 K=1 K2

V . .Jüfo . V2' V o L _ V2 ampoL 2_ : ,(-l)\ 'bST
0 L 6aq5T aqST y i 2 k - 1  k 2
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v2 a p L v 2 a p L 0 00 c ,>k bó„ -2bôT
Y, = -4--^-°---- - ■ -° ■ . í- £ (tíJ- ) (l-2e T) e T

1 q T aq T n2 K=1
(3.103)

v2 a p L -, 00 ( bô™ ~(n+l)bÔ,p
v  -  m o 2 v ï  n  « T~> ö r  • n = ? ^Y s= - - ,----  . -—  h (• • - ) (1-e ) e > n ,

n áqôT 7T2 K=1 K2

onde,

a k 2 ir2 Lu
b = ,iL__....—  , (3.104)

que sao as mesmas para os casos e=0 ou 6=0.

As indeterminações que ocorrem para £-6=0 são idênticas 
as de eB0, Resultam diferentes de zero somente as funções UN , 
e )(,, Yj , 0*0.1,2,,..) associados aos processos de transferência 
de calor e massa respectivamente. As demais funções são nulas, 
consistente com 0 fato de que não deve haver interdependências dos 
processos de transferência quando £=6=0, e essas funções estão as 
soeiadas a influência de um processo de transferência em relação 
ao outro.

Nesta situação 0 perfil de temperatura (ou o fluxo de ca­
lor numa superfície), num dado instante, ira depender somente das 
temperaturas, em instantes anteriores, da mesma superfície e da 
superfície oposta, em função dos parâmetros Uj e Vj respectivamen­
te. Do mesmo modo o perfil do conteúdo de umidade ou o fluxo de 
massa numa superfície num dado instante depende somente dos conteú 
dos de umidade da mesma superfície e da oposta em instantes prece 
dentes, em função dos parâmetros e Y^ respectivamente.

A situação em que <5 = e=0 simultaneamente, caracteriza pro­
blemas mais simples, onde os processo de transferência de calor e 
massa são analisados como sendo dois processos separados e em para 
leio e cujas soluções podem ser obtidas por métodos menos comple 
xos .
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3.8.5 - Situação em que Lu=l e 6=e=0

Tem-se uma situação semelhante àquela para e = <S = 0, ou seja, 
as equações diferenciais do processo de transferência ficam desaco 
piadas, com uma igual distribuição dos campos de potencial térmico 
e de potencial de transferência de massa, em função da igualdade 
das difusibilidades térmica e mãssica quando Lu=l.

Calculando os valores limites de v j 2 (j=l,2), Eq. (3.22), 
quando Lu tende a unidade e <5 e e se aproximam de zero, obtêm-se:

vi2 = v22 = 1 • (3.113)

Raízes iguais a unidade e e=6=0 quando substituídas nas
expressões das funções de transferência resultam em indetermina-

er______  ,
TF ’ C„ (v22-vi 2)ções do tipo £■ . As razões P ~ y 2-2  ̂2s , 2  ̂ er

* F  0 ( v r - v i 2 ) ’ ( V 2 2 - V l
C (l-vi2) (l-v22) q
r-i---------------- ficam indeterminadas. Calculando-se os valores
er (v 22 —v i2 )

limites e utilizando o teorema de L 'Hôpital para resolver o pro­
blema das indeterminações obtém-se expressões semelhantes aquelas 
da situação anterior, com v22=l.

Assim como na situação anterior, somente as funções de 
transferências U. e V- associadas ao processo de transferência de 
calor e as funções Xj e Ŷ. associadas ao processo de transferencia 
de massa são diferentes de zero. As demais funções de transferên­
cia, W-,Z., S. e T., associadas â interferência de um processo de 

J J J _  _transferência em relação ao outro são nulas, consistente com a con 
dição de que essa interferência não existe quando e=<5=0 simulta­
neamente .

A diferença existente em relação â situação analisada an­
teriormente é que as funções Uj são iguais as funções Xj e , da mes 
ma forma, as funções Vj são também iguais as funções Y^, consisten 
te com Lu=l.

Do mesmo modo que a situação anterior, a situação em que 
Lu=l e £=6=0 também caracteriza problemas mais simples, onde o
processo de transferência de massa ocorre separada e paralelamente 
ao processo de transferência de calor, no entanto, tendo as difusi
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bilidade iguais devido a Lu=l.

3.9 - Conclusão

Desenvolveu-se um modelo matemático apresentando uma formula 
ção geral de cálculo das funções de transferência para o transpor 
te simultâneo de calor e massa numa região porosa, homogênea, pla­
na e de espessura finita. No método, foi utilizado basicamente o 
princípio de superposição de maneira tal que o efeito das distri­
buições de temperatura e conteúdo de umidade sobre as densidades 
de fluxo de calor e massa na região, ê a soma dos efeitos causados 
por muitos pulsos individuais de temperatura e conteúdo dé Umidade 
durante tempos precedentes.

0 método das funções de transferência na resolução do siste­
ma das equações diferenciais governantes leva, portanto, a uma so­
lução aproximada, onde os perfis da temperatura e do conteúdo de 
umidade nos contornos são aproximados por um trem de pulsòs trian­
gulares. As funções de transferência precisam ser determinadas 
uma única vez e podem então ser combinadas com condições de contor 
no apropriadas para fornecerem a resposta a cada caso específico.

As funções de transferência foram também avaliadas para as 
situações limites em função dos números adimensionais Fe e Lu que 
determinam a influência da variação interna da temperatura ~ sobre 
a variação interna do conteúdo de umidade e vice-versa.
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4 - APLICAÇÃO: SIMULAÇÃO DO PERÍODO INICIAL DE SECAGEM 
DE UM ELEMENTO POROSO DE EDIFICAÇÃO PRELIMINARMENTE 
SATURADO DE UMIDADE

4.1 - Introdução

A aplicabilidade do método das funções de transferência, no 
estudo do transporte de calor e umidade em meios porosos, ê bas­
tante ampla. A aplicação realizada neste trabalho limita-se, no 
entanto, a analise do comportamento térmico de uma parede úmida 
de edificação, sujeita a uma condição de contorno de terceira es­
pécie, função arbitraria do tempo.

Os componentes das edificações estão sempre sujeitos as mu 
danças da temperatura devidas às variações diárias das condições 
climaticas. Essas variações de temperatura promovem o movimento 
de umidade nos componentes porosos das edificações. Em consequên 
cia, as propriedades estruturais dos materiais que constituem es­
ses elementos podem ser bastante afetadas.

Além desses efeitos, a presença da umidade num elemento po 
roso pode também afetar significativamente a transferência de ca­
lor através desse elemento, em consequência dos processos de mu­
dança de fase que ocorrem no interior e nas suas superfícies linü 
tantes.

Todos esses efeitos condicionados à presença de umidade num 
elemento poroso, acima citados, têm sido objetos de muitas obser­
vações praticas (vide capítulo de introdução).

Utilizando-se as equações governantes (3.1) e (3.2) para 
as distribuições de temperatura e de conteúdo de umidade no ele­
mento poroso obtém-se uma descrição para o comportamento térmico 
do elemento poroso úmido, usando-se condições de contorno adequa­
das. Os perfis de temperatura e do conteúdo de umidade nas super 
fícies de contorno do elemento são determinados admitindo-se que 
a variação real das propriedades do material seja pequena dentro 
da região de analise, no problema específico a ser estudado.
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Numa primeira etapa apresenta-se as condições de contorno

cies limitantes desse elemento e o meio adjacente. Numa segunda 
etapa apresenta-se o método de solução.

Finalmente, são apresentados os perfis de temperatura e do 
conteúdo de umidade nas superfícies de contorno do elemento, obtî  
dos levando-se em conta as considerações acima citadas. Os resul­
tados mostram a evolução da temperatura e da umidade nas superfí­
cies limitantes de um elemento poroso preliminarmente saturado de 
umidade, para o período correspondente ao terceiro ciclo apos o 
início do processo de secagem.

4.2 - Condições de Contorno

As condições de contorno refletem a lei de interação entre 
as superfícies limitantes do elemento poroso e o meio ambiente. 
Essa interação consiste numa troca de calor e massa com o meio.

Denotando-se as variáveis associadas ãs condições nas su­
perfícies de contorno do elemento poroso pelo sub-índice "s" e 
as associadas ao meio pelo sub-índice "a", pode-se obter através 
de um balanço de massa:

que descrevem a lei de troca de caldr e massa entre as superfí^

jm J«"S

Fig. 17 - Volume de controle para o balanço de massa

j - j = 0, *'m •'ms (4.1)



89

onde jms ê o fluxo de umidade trocado entre a superfície do el£
mento e o meio ambiente e i  ê o fluxo de umidade devido aos pro-m —
cessos internos de transporte de vapor e/ou líquido. Desse modo,

j = j + in , (4.2)im iv h  '

onde j ê a densidade de fluxo de vapor ê é a densidade de
fluxo de líquido. Assim, de acordo com a seção 2.7:

2m = ampo [V0)s + 67^ s ] ’ (4'3)

onde ^ = T - T ° e f ó  = u-u°, como usualmente (seção 3.2). Substi. 
tuindo a.Eq. (4.3) na Eq. (4.1) e considerando o sentido do eixo 
de coordenadas x como positivo, resulta para a superfície de con 
torno externa do elemento,

V o  tV«x=0 * {V« X«0] - jm0 - 0 , (4.4a)

Onde jm Q é o fluxo de umidade trocado entre a superfície de con 
torno” externa e o meio, Analogamente, para a superfície de con­
torno interna, obtêm-se:

‘  V o  ‘V« x = L  + - ímL = 0 ■ (4.4b)i

Onde ê o fluxo de umidade trocado entre a superfície de con­
torno interna e o meio.

A conservação da energia permite, por outro lado, escrever: 

tVjv - I|np j_____ *
ht Jl .. j hyÍi"«fS
i 1iS-----— — 1----;— --►

b I Í<U

Fig. 18 - Volume de controle para o balanço de energia



onde jqs ë o calor sensível trocado entre a superfície do elemen­
to poroso e o meio ambiente, j corresponde a densidade de fluxo 
de calor por condução fornecida ã superfície em função da exis 
tência de um gradiente térmico no interior do material, h'vj e 

são as energias transportadas ã superfície associadas ao 
processo de migração de vapor e líquido, respectivamente, no inte 
rior do material e hyjms é a energia associada ao processo de mi­
gração de vapor entre a superfície e o meio. Da conservação da 
massa,

j = £ j , (4.6)iy- ims ’ v

onde e e o coeficiente de mudança de fase (seção 2,7). Desse mo­
do:

hvims '  M v  - \il  “ (hv - V  a ' e) ims = r íms • (4 ' 7)

onde r é o calor latente de vaporização (seção 2.6).

Inserindo esse resultado na Eq. (4.5), e usando a lei de 
Fourier, resulta:

- jqs '  r C1' e) ims “ °- ( 4 -8)

Usando a mesma convenção de sinal utilizada para o balanço de 
massa, obtêm-se para a superfície de contorno externa:
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onde j Q ê o calor sensível trocado entre a superfície de contor 
no externa e o meio. Analogamente, para a superfície de contorno 
interna, obtém-se:

V ^ x - L  + r  C1' e:> imL + íq L  = 0 • C4; 9b)

onde j ^ © 0 calor sensível trocado entre a superfície de contor
no interna e o meio. As expressões para os fluxos i e i deuen-qs ims 1 --
dem do tipo de problema. Se o meio poroso esta saturado de umida­
de, o fator e ê nulo pois há migração apenas de líquido no inte­
rior do material. As Eqs. (4.9) ficam com a seguinte forma:

y ^ - O  - r imo + jqO - 0 ■ (4 U °)

V ^ X - L  - r ImL * IqL ‘  0 •

Neste caso, parte do calor que chega a superfície, a partir do 
ambiente, migra por condução para o interior do material e parte 
ê utilizado para vaporizar o líquido. No interior do meio poroso 
ocorre somente migração de líquido, essencialmente por capilarida 
de, e os processos de mudança de fase ocorrem apenas nas superfí 
cies de contorno do elemento poroso.

Quando o fator e ê igual a unidade (ou um) os processos de 
capilaridade não interferem na migração de umidade oue se modifi 
ca, em cada ponto, por ação exclusiva dos processos de mudança 
de fase. As Eqs. (4.9), nesse caso, se escrevem:

y « x = 0  + íqO “ 0 ■

V ^ x - L  + jqL * 0 •

(+.11)
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No volume de controle,esquematizado nas figs 17 e 18, ocorre 
condensação seguida por vaporização,de forma que as energias tran£ 
portadas, associadas aos processos de mudança de fase se compen­
sam, anulando o termo associado ao transporte de calor latente na 
superfície, r (1-e) jms das Eq. (4.9).

Considerando que a troca de calor entre a superfície do ele­
mento poroso e o meio ambiente se dá somente por convecção, j po

-  ~  —QS
de ser calculado através das seguintes expressões, de acordo com
a superfície de contorno analisada (externa ou interna):

íqO = V  t*ae '  V  • C4 -12a> 

íqL ’  V  <*L - ♦ai) ' í4 -12b>

onde a ê o coeficiente de transferência de calor, e  ̂ . são,q dc ai
respectivamente, as temperaturas do meio ambiente externo e inter­
no, e ^  as temperaturas da superfícies de contorno externa e 
interna do elemento, e j^L os fluxos de calor por convecção
através das superfícies de contorno externa e interna.

Em situações usuais, um fator importante a considerar contri^ 
buindo para a troca de calor da superfície de contorno externa do 
elemento com o meio ambiente ê a quantidade de radição solar ábsor 
vida pela superfície durante o período diurno. A radiação solar 
absorvida afeta bastante o balanço térmico da superfície de contor 
no externa, principalmente nas horas de pique; quando a temperatu­
ra do ar e a parcela de radiação atingem seus valores máximos oca­
sionando um aumento significativo da temperatura na superfície.

Se a incidência de radiação solar sobre a superfície de con­
torno externa ê levada em conta, â Eq. (4.12a) deve-se acrescentar 
a parcela correspondente ã radiação absorvida. Desse modo:

ÍqO aqe ^ae + ar* Iqr ’ (4.12c)
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onde ar ê a absortividade em ondas curtas do material e j e o 
fluxo de calor por radiação.

Admite-se, da mesma forma, que a troca de massa entre a pare 
de e o meio ambiente possa ser escrita como sendo proporcional à 
uma diferença de potenciais químicos do vapor [4, 24],

j = a,, (Vi - M ) , (4.13)ims y v s aJ ’ v J

onde a ê o coeficiente de transferência de massa, u e u são,y s ci
respectivamente, os potenciais químicos na superfícies da parede 
e no meio ambiente.

Para a superfície do elemento poroso, o potencial químico 
do vapor pode ser calculado através de [.18] :

Ms ’ Mplano * ' (4a4)

onde 'Jp^aíl0 ® o potencial químico para uma superfície plana; ê uma 
função apenas da temperatura da mesma, MgY é a parcela correspon­
dente â redução do potencial químico devido a ação dos capilares 
que caracterizam a superfície dó meio poroso, M ê o peso molecular 
da ãgua, g é a aceleração da gravidade e Y o potencial capilar ou 
de sucção que esta associado â capacidade de sucção de umidade do 
material poroso (seção 2.3).

Para o meio gasoso, considerando-o uma mistura de gases 
ideais [19],

+ RTa ' í4-15)

onde T ê a temperatura do meio gasoso (ambiente), R a constanteci
universal dos gases, pvg a pressão de saturação do vapor, função 
apenas da temperatura do meio e pva a pressão do vapor no meio, 
função da umidade relativa e da temperatura do meio.



94

Admitindo-se uma aproximação, linear, quando as temperaturas 
da superfície da parede e do meio não são muito diferentes, 
obtém-se:

"plano - w : RTs ' • (4'16)

onde Tg ê a temperatura da superfície. A condição limite ^s=^a 
é atendida pela Eq. (4.16) acima.

Combinando as Eqs. (4.14), (4.15) e (4.16), obtêm-se:

V  Ua - RTs (irfSfí-) - RTa + «** • (4-17>

PyS^S^Utilizando-se a equação de Clapeyron [19] o termo &n (---pn—y) po-
a  - a  i  ~  V S  ^ a ^de ser aproximado pela seguinte expressão:

Pvc(TJ rl 1 1
1111 Cn <T V  - 4  fr1 - t-5 • t4-18^pvSlV  R -a s

onde r-̂ é o calor latente de vaporização em umidades molares 
(J/mol).

Inserindo a Eq. (4.18) na Eq. (4.17) obtém-se:

V  “a ; rl ' RTa + M8T ' C4'19)

onde Ta é a temperatura média do meio. Substituindo a Eq. (4.19) 
na Eq. (4.13), obtém-se a equação final para o fluxo de umidade 
trocado entre as superfícies de contorno do elemento poroso e o 
meio,

a
i = ~ms M

,.ip. . \[j .
r t-L.---LL _ r y An (©) + MgYX . cl

^a
(4.20)
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onde \p = T-T° como anteriormente usado (seção 3.2) e G e  a umidade 
relativa do meio ambiente. 0 primeiro e o segundo termos de mem­
bro a direita na Eq. (4.20) representam um desdobramento do fluxo 
de massa associado ã diferença entre as pressões parciais do va­
por na superfície Pvs^s^ e n0 me^° Pya’ escr^ta na £°rma:

vS CTs> - Pva - - P t s C V ]  + D>yS(V  ' O '  (4’21)

Assim o primeiro termo do membro a direita pode ser positivo ou 
negativo, dependendo das temperaturas da superfície e do meio en­
quanto o segundo termo ê um termo sempre positivo. A influênçia 
da condensação capilar ê dada pelo termo MgT. É um termo sempre 
negativo que se associa â capacidade de adsorção da umidade do ar 
pela superfície de contorno do elemento poroso.

Aplicando a Eq. (4.20), em função da superfície de contorno 
a ser analisada (externa ou interna), obtém-se:

- T T  [rl ' Y  ae - R «Ve *“ (0e) + ' ^ - 22a>1 O A

♦o - «Ve
ae

a . \br - ú •yi r rai
3mL = T  trl ■■ - R «Vi ín CV  + M8Tl ] ’ <4 ‘22bJ

ai

onde a^e e a  ̂ são, respectivamente, os coeficientes de transferên 
cia de massa para o meio externo e interno, ©e e 0^ as umidades 
relativas do meio externo e interno, e os fluxos de massa
trocado entre as superfícies de contorno externa e interna e o
meio.

Substituindo as expressões de e jms , Eqs. (4.12) e
(4.22), nas Eqs. (4.4) e (4.9), obtém-se condições de contornò de 
terceira espécie.
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3^n a -Vn-Va*
- V o  ( w 1 * 6 xr> + t t  [ri ' R K o  *n + Ms V : = 0 ■Vae

(4.23a)
3^n % e

" * -5^ + Ĉ n “ + (1_e) r -W~ tr-

Para a superfície de contorno externa (x=0),

ae

- R ^ae An (0e) + Mg? 1 - ar . jqr = 0. (4.23b)

Para a superfície de contorno interna (x=L)

Hr â T a . V  _ l|> .
V o  [33T * 5 53T1 * -VT [rl - - - - - -  - R »ai *n ^  +

^ai

+ MgYjJ = 0 ,

X ^  + a . (\|> . - i|>T) - (1-e) r [r, — ., ■ ~--̂ a-1 q 3x qi vrai YhJ v J M 1

(4.23c)

R ipai in (0i) + Mg¥LJ - 0 .

^ai

(4.23d)

Desse modo,os perfis de temperatura e do conteúdo de umidade 
função do tempo, nas superfícies de contorno do elemento, podem 
ser determinadas resolvendo-se o sistema de equações acima.

Os termos X„ |̂ -) „ e a„n M )  „ , associados ao processo da
({ o X  S l í l O a X S

transferência de calor e massa por condução no interior do mate­
rial, são, determinados através das funções de transferência, cal­
culadas no capítulo anterior.
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De acordo com a seção 3.6, obtêm-se,em função da superfície de 
contorno a ser analisada (externa ou interna),-

Xq lx')x=0 + W j ̂ 0 , t - j Zj^L,T-j') ’

(4.24a)

_  a  p  = 2  ( S . ( J j n  .  -  T . i K  . +  X . < j > n  ■ ~  Y  • <J>T - )  ,nro 8x x=0 . q '- j 0,x -j jTL,x-;r
(4.24b)

T
- x 1̂ 4 T = S (V • \p ■ - U.\I)T . + Z.cb . - w.<b .) ,q 3x x=L j = 0 J 0 , t - j j^L,T-j J 0,t~J y L , x - y

(4.24c)

- a p J ( T . r b n  . -  S .  ibT . +  Y . < p n . - X.<f>T .) .m po dxJx=L j=0  ̂ J 0,T“j jv0,x-;j 3 L,x-j
(4.24d)

Nas expressões acima, as densidades de fluxo de calor e massa no 
instante t são relacionadas com os valores das temperaturas  ̂ e 
dos conteúdos de umidade cf> nas superfícies do elemento no mesmo 
instante x e nos instantes anteriores t -1, t-2,..., 0.

Desse modo, substituindo-se as Eqs.(4.24) nas Eqs.(4.23) ,os 
valores da temperatura e do conteúdo de umidade no instante x fi­
cam condicionados aos valores nos instantes precedentes. Essa de 
pendência em relação aos valores nos instantes anteriores ê des­
crita pelas funções de transferência U •, V., W., Z -, S., T -, X.

J •) J J J J J

e Yj (j = 0 ,1, 2 , . . .) •
Inserindo as expressões dos termos A e amP0 Ix^s’̂

Eqs. (4.24), nas Eqs. (4.23), o problema se resume ã solução do 
sistema de equações lineares, Eq. (4.23), onde as incógnitas são 
as temperaturas e \jĵ e os conteúdos de umidade c(>q e das
superfícies de contorno externa e interna, respectivamente.
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A temperatura e o conteúdo de umidade nas superfícies do 
elemento poroso, de acordo com a seção 3.2, são admitidos como 
funções arbitrarias do tempo. Além disso, os valores da tempera­
tura e do conteúdo de umidade num instante x estão relacionados 
aos valores dos mesmos em instantes precedentes, como visto na 
seçao anterior. Dessa forma, a solução do sistema de equações 
acima deve ser obtida através de um método iterativo, consistindo 
em resolver o sistema a partir de uma aproximação inicial, obten 
do-se aproximações sucessivamente mais precisas através da aplica 
ção de um método de calculo conveniente.

Os métodos iterativos têm como vantagens a simplicidade e a 
uniformidade das operações a serem realizadas, sendo bastante ad£ 
quados para o uso em computador. Uma outra vantagem consiste na 
sua relativa insensibilidade ao crescimento dos erros de arre­
dondamento [291*

Embora o número de incõgnitas seja pequeno, para o presente 
caso, a solução por um métodó direto é inadequada em função da r£ 
lação de dependência existente entre os valores das incógnitas no 
instante x e os valores das mesmas em instantes anteriores.

Desse modo, considere-se o sistema na forma de uma equação 
matricial,

A x = b ,

onde A ê a matriz dos coeficientes das incógnitas, x o vetor das 
incógnitas e b o vetor dos termos fontes.

Uma condição suficiente para que se verifique a convergên­
cia do método iterativo ê que a soma dos valores absolutos dos 
elementos de cada linha da matriz A, excluindo o termo da diago 
nal principal, seja menor do que o valor absoluto do termo na dia 
gonal [30 ], ou sej a ,

4.3 - Solução do Sistema de Equações

(4.25)i
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n
Z |a-v | < [a.•| , i = 1, 2,..., n ; i f k (4.26)

k=l iK - li

onde os sâo os elementos de A e n a ordem da matriz A.

0 metodo de inversão de matrizes foi utilizado como metodo 
de calculo em cada etapa iterativa. A solução ê obtida mutipli- 
cando-se a matriz inversa de A pelo vetor dos termos fontes b,

x = A ~ h  , (4>27)

onde A ê a matriz inversa da matriz A, e, e calculada pelo meto 
do de Gauss-Jordan [30]. Esse metodo se toriia de fácil aplicação 
pois trata-se de um sistema de apenas 4 equações a 4 incógnitas, 
e, também porque a matriz A ê invertida somente uma ünica vez,uma 
vez que os seus termos não se modificam de uma iteração a outra.

Uma tolerância, fixa o grau de precisão das soluções, 

|x^k+'*0 _ | £ Tolerância, 1 _< i £ n, k> M (4.28)

onde M ê o numero mãximo de iterações, n e a ordem da matriz A e 
x  ̂ são os valores das incógnitas.

Colocando o sistema de equações, Eqs. (4.23),combinado com 
as Eqs. (4.24), na forma padrão Ax = b, obtêm-se a Eq. (4.29), 
(Tab. 7 a e b) .
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Para o presente caso analisado, o sistema de equações go­
vernantes (3.1) e (3.2) e as condições de contorno, Eqs. (4.23), 
se simplificam, pois admite-se que não há mudança de fase no inte 
rior do elemento poroso (e=0), ocorrendo migração de líquido por 
ação de forças capilares unicamente. Desse modo, a distribuição 
de temperatura fica independente da distribuição de conteúdo de 
umidade, no interior do material, em consequência do desacoplamen 
to da equação da energia (3.1) em relação à equação de transferên 
cia de massa (3.2). Consequentemente as funções de transferência 
associada aos processos de mudança de fase que ocorrem no inte­
rior do material, e Zj (j =0 ,1, 2,. ..) , se anulam (seção 3.8).

A solução do sistema de equações (4.29) fornece as varia­
ções superficiais de temperatura e umidade num elemento poroso, 
considerado no caso, como uma parede de edificação num processo 
de secagem; obtendo-se as distribuições diárias a partir de um 
perfil inicial de temperatura e umidade.

A análise de comportamento térmico obtida com as equações 
acima fica portanto, limitada a descrever a evolução das distiri- 
buições superficiais de temperatura e umidade, durante o período 
em que e=0. Para um caso real envolvendo, por exemplo, um elemen 
to poroso de edificação, isso implicaria em obter a descrição do 
comportamento higro-têrmico desse elemento somente durante os prji 
meiros dias apõs um período de chuvas, pois, a partir desse perío 
do a redução do conteúdo de umidade no interior do material, asso 
ciada ao processo de evaporação na superfície, impossibilita o 
uso de uma aproximação do tipo e=0.

A presente aplicação e, portanto, apenas ilustrativa da com 
plexidade dos processos que ocorrem no interior do elemento poro­
so. Trabalhos futuros deverão levar em conta a relação de depen­
dência e = e (u), importante para a fase em que os processos de 
evaporação interna, ficam apreciáveis e começam a influir sobre o 
processo de transferência de calor no material.



Finalmente, de modo a avaliar a importância de cada uma 
das parcelas de fluxo o sistema de equações acima pode ser esçri^ 
to na seguinte forma:

i + i + i j + i «  j = 0> (4.30a)•’qO.evap. ^q0,conv. iq0,rad. iq0,cond.

ir + jr + j t j = 0, (4.30b)iqL.evap. iqL,conv. iqL,cond.

Ím0,evap. + ímO, (Vip) + ÍmO,(Vc|>) (4- )

ímL.evap. + ÍmL,(VijO + ÍmL,(V<í>) (4 )

onde,
i

j B [r-, -~g-».T ~ - a-’~  - R \p ln (0 ) + MgY ] ,*tqs,evap. M 1 ^ ra,x s s

103

i  B  I V s  t  - S  » T  - ^ a ’ T  - R ^  & n  ( 0  )  +  M g Y  ]  ,2ms,evap. M 1 ^ ■ va,T v s' s
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i = a f ̂ — iL> )«!-qs,conv. qs vvs,t ra,T >

iq0,rad. = iqr ’

T
i . , = Z [U.ÜJn . - V.iK • ] (4.31)iq0,cond. j _ Q r  0 ,t -j J L , t -;j •

i t j = - E [V. - U.ipj • ]iqL,cond. j=Ql r o > T~J J L,t~3 j »

i-o.cv« - }\0 « si * ♦o.T-r

u . ( v W  * -J0 “ Tj V  *o.T-r (s; O - j »  ■



o que permite avaliar a importância e a contribuição de cada uma 
dessas parcelas de fluxo, sobre o comportamento térmico do elemen 
to poroso. Os termos iqs>evap. e imsevap. representam, respecti 
vãmente, as parcelas de fluxo de calor e massa associadas aos
processos de evaporação ou condensação nas superfícies do elemen­
to poroso, o termo j ê a parcela de fluxo de calor troca- ̂q s)conv•
da por convecção entre as superfícies e o meio ambiente e o termo 
íqs cond representa o fluxo de calor condutivo (levando em con­
ta a parcela correspondente ao armazenamento térmico). A radia 
ção solar absorvida pela superfície de contorno externa do elemen 
to poroso é representada pelo termo ra(̂  0 fluxo de massa 
promovido pela existência de um gradiente térmico e representado 
pelo termo jms ^   ̂, e o termo jms , analogamente, é a parce­
la do fluxo de massa promovida pela existência de um gradiente do 
conteúdo de umidade na superfície de contorno do elemento poroso.

Para se obter a solução do sistema de equações (4.29) é ne­
cessário especificar os parâmetros presentes no mesmo, assim como 
o comportamento diário da temperatura e umidade relativa no meio 
ambiente, o que ê feito a seguir.

4.4 - Condições do Problema

A espessura do elemento poroso e as difusibilidades térmica 
e mássica são os dados necessários para o cálculo das funções de 
transferência. A difusibilidade térmica a^ ê definida em termos 
das propriedades do material do elemento poroso,



onde A ê a condutibilidade térmica, C ê o calor específico e 
pQ a massa específica do material quando seco (seçao 2.7).

Analisa-se um elemento poroso com as propriedades mostradas 
na tabela 8, que o assemelham ao concreto comumente utilizado na 
construção civil, conforme Fig. 19

Tabela 8 - Propriedades do elemento poroso

L A C
q q Ko

[m] [W/mK] [J/kg K] [kg/m3]

0 ,2 1 ,75 860 ,50 2150 ,0

A difusibilidade mãssica ê determinada em termos do número 
adimensional de Luikov, Lu, e da difusibilidade térmica, deacor 
do com:

a = Lu a . (4.33)m q

0 coeficiente de transferência de calor ê calculado usan­
do-se o número adimensional de Biot para o calor, a condutibil^L 
dade térmica e a espessura do elemento, através da seguinte ex-
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Fig. 19 - Amostra do elemento da Tabela 8

0 coeficiente de transferência de massa é estimado em ter­
mos do coeficiente de transferência da calor através da seguinte 
relação [Apêndice B]:

- o r M ^2 Pvs - Pva
V  3 ^  — -p--“

S An (-21) 
*va

(4.35)

a.
onde 8, obtido pela relação ^  = 1 
ente de transferência de massa

k J
m2 K

[Apêndice B] , ê o coeficji 
em metros por hora, pvs

e a pressão parcial do vapor nas superfícies de contorno do ele 
mento poroso e pya ê a pressão parcial do vapor no meio ambiente.
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Admitindo-se para a superfície de contorno externa do ele­
mento pvs = 4238,8 (N/m2), correspondente a uma temperatura média 
30°C, para a superfície de contorno interna do elemento 
Pvs = 3164,6 (N/m2), relativa a uma temperatura média de 25°C e 
para o meio ambiente p , = 244,2 (N/m2), correspondente a uma temV u.
peratura de 20°C e a 10% de umidade relativa, a Eq. (4.35) pode 
ser expressa, dependendo da superfície de contorno a ser analisa­
da (externa ou interna), por:

% e " 7’3 x 10“8 $e *
(4.36)

ayi ~ 5,8 x 10~8 Bi *

O problema fica então caracterizado em termos dos grupamen­
tos adimensionais: Lu (número de Luikov), (número de Biot),
Fe (número de Federov) e do potencial de sucção ¥.

O potencial de sucção Y, de acordo com as seções 2.3 e
2.5, apresenta uma variação muito brusca em relação ao conteúdo 
de umidade quando o material está praticamente seco, tendendo pa­
ra valores infinitamente grandes, Fig. 4 (seção 2.5). Apresen­
ta uma variação mais lenta, tendendo ao valor zero, a med.i 
da que o material fica saturado de umidade, Fig- 4 (seção 2.5).

No caso aqui analisado, admite-se o potencial capilar, Y, como 
constante (trata-se da análise do comportamento higro-têrmico de 
um elemento poroso preliminarmente saturado de umidade, durante 
os primeiros dias apés esta condição de saturação, correspondendo 
â faixa onde a inclinação da curva da função ¥ = 'F (u^) , Fig. 4 
(seção 2.5) é pequena).

A partir de um perfil inicial para a temperatura e para o 
conteúdo de umidade nas superfícies de contorno do elemento poro­
so e das condições do meio ambiente (externo e interno), os per 
fis diários de temperatura e de umidade superficiais são determi­
nados.



T
e

m
p

e
ra

tu
ra

 
(°

C
)

32

12 -

8 -

4 -

0   i_________ i_________ i_________i_________i_________ i------------ 1------------ 1-------------1------------ 1-------------1------------

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24
Tempo  (h)

Fig. 20 - Distribuição da temperatura no meio ambiente



109

Os dados para o comportamento diãrio da temperatura e da 
umidade relativa ao meio ambiente são mostrados na Tab. 9 e nas 
Figs. 20 e 21 abaixo. Na tabela apresenta-se também a radiação 
solar total que incide sobre a superfície externa.

Tabela 9 - Dados do Meio Ambiente

t
[h]

-MEIO AMBIENTE INTERNO MEIO AMBIENTE EXTERNO
Ti
[°C]

0.1
[%]

Te
[°Cl

®e
m

iqr
[W/m2]

1 20 ,0 50 19 ,35 87 0,
2 20 ,0 50 18 ,83 89 0 ,
3 20 ,0 50 18,42 90 0 ,
4 20 ,0 50 18,10 92 0 ,
5 20 ,0 50 18 ,00 92 0 ,
6 20 ,0 50 18 ,21 91 23 ,0
7 20 ,0 50 18 ,73 89 196,0
8 20 ,0 50 19 ,66 86 371,0
9 20 ,0 50 21 ,02 81 556 ,0

10 20 ,0 50 22 ,58 75 721 ,0
11 20 ,0 50 24 ,34 69 807 ,0
12 20 ,0 50 26 ,01 63 852,0
13 20,0 50 27,26 59 847,0
14 20 ,0 50 28 ,09 57 772,0
15 20 ,0 50 28,40 56 643,0
16 20 ,0 50 28 ,09 57 482 ,0
17 20 ,0 50 27,36 59 312,0
18 20 ,0 50 26, 22 62 140,0
19 20 ,0 50 24 ,86 67 o,
20 20 ,0 50 23,51 72 0,
21 20,0 50 22,37 76 0,
22 20 ,0 50 21,53 80 0,
23 20,0 50 20 ,50 83 o, •
24 20 ,0 50 19,87 85 0,
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, Os perfis para o meio ambiente externo são representativos
das condições de verão em Santa Catarina. Para o meio ambiente 
interno admitiu-se perfis diãrios constantes.

Fig. 21 - Comportamento diãrio da umidade relativa no 
meio ambiente

4.5 - Resultados

Para a obtenção dos perfis de temperatura e do conteúdo de 
umidade, distribuições diarias iniciais constantes foram conside 
radas para a temperatura e para o conteúdo de umidade, admitin­
do-se 20°C para a temperatura e 0,20 kg de umidade/kg de material 
seco para o conteúdo de umidade para as superfícies de contorno 
externa e interna do elemento poroso.
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As evoluções do conteúdo de umidade e da temperatura super­
ficiais foram, em seguida, calculadas para diversos valores dos 
grupamentos adimensionais Lu e Fe, e do potencial de sucção 4', 
mantendo-se e=0.

Variações nos parâmetros Lu e Fe afetam significativamente 
as funções de transferência, de acordo com a seção 3.8. Variações 
no fator ô, associado à difusão térmica, afetam as funções de 
transferência Sj, Tj (j=0,1,2 ,. ..) que estão associadas ao efeito 
da variação da temperatura sobre o fluxo de umidade no interior 
do material poroso. Variações no parâmetro Lu afetam as funções 
de transferência X. e Y. (j=0,1, 2,...) que estão relacionadas aos 
processos de transferencia de massa promovidos por gradientes de 
concentração no elemento poroso. • As funções de transferência IJL 
e Vj (j=0,1,2,...) estão associadas ao transporte de calor no 
elemento poroso, e portanto, não se alteram com as variações nos 
parâmetros Lu e Fe. As funções e Zj (j=0 ,1,2,...) descrevem a 
influência dos processos de mudança de fase sobre a distribuição 
de temperatura no meio, sendo nulas quando e=0 (seção 4.3).

As Tabelas 10e 11 [Apêndice C] apresentam os valores das fun 
ções de transferência para e=0, considerando-se valores diferen­
tes de Lu.

A Fig. 22 mostra a evolução do conteúdo de umidade na super 
fície de contorno externa do elemento poroso para o período cor 
respondente ao terceiro ciclo apos o início do processo de seca­
gem.

No período diurno a incidência da radiação solar sobre a 
superfície de contorno externa eleva a temperatura na mesma, pro 
movendo o processo de evaporação da umidade para o ambiente, em 
consequência o conteúdo de umidade nessa superfície decresce, al­
cançando valores mínimos.

No período noturno, o conteúdo de umidade aumenta, mesmo
quando não hã condensação, apresentando a sua distribuição um coe!
ficiente angülar positivo nesse período. Isso se deve a um fluxo 
de massa da superfície de contorno interna para a superfície de 
contorno externa, e, em alguns casos, ao processo de condensação 
a partir da camada de ar adjacente.
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Para um parâmetro adimensional Lu constante, os resultados 
mostram que o conteúdo de umidade na superfície de contorno exter­
na varia com o potencial de sucção ¥ e com o fator de difusão tér­
mica <5.

A influência da difusão de origem térmica aumenta com o au­
mento do fator de difusão térmica 6. Consequentemente a parcela 
de fluxo de massa promovida por um gradiente térmico, Eq. (4.30), 
torna-se mais representativa, como mostra a Fig. 22. Esse efeito 
térmico é mais significativo durante o período diurno, principal­
mente nas horas mais críticas, quando a temperatura da superfície 
de contorno externa se eleva bastante, aumentando o gradiente tér­
mico e, em consequência, parte da umidade é carregada para as ca 
madas internas mais frias do material, fazendo com que haja uma 
redução do conteúdo de umidade nas camadas limítrofes à superfí^ 
cie de contorno externa, mais quente. Por outro lado, na superfí^ 
çie de contorno interna, durante esse período, o efeito térmico 
promove um aumento do conteúdo de umidade na mesma, Fig. 23.

Durante a noite o fluxo de massa promovido por um gradiente 
do conteúdo de umidade entre as superfícies de contorno do elemen­
to ê relevante e faz com que o conteúdo de umidade na superfície 
de contorno externa aumente.

Os resultados mostram também que a um aumento do potencial 
de sucção ¥, corresponde uma diminuição da taxa de evaporação, Eq. 
(4.22), reduzindo-se a parcela do fluxo de massa associada ao 
processo de evaporação, como mostram as setas que representam es=- 
sas parcelas de fluxo na Fig. 22. Consequentemente ocorre um au­
mento no conteúdo de umidade durante todo o período em relação ao 
caso correspondente a um potencial ¥ menor.

Na superfície de contorno interna do elemento poroso, Fig. 
23, o conteúdo de umidade na mesma decresce devido ao processo de 
evaporação da umidade promovido pela diferença entre as pressões 
parciais de vapor nessa superfície e no meio. A parcela de fluxo 
de massa associada ao processo de evaporação é nesse caso, dominan 
te, como mostram as setas que representam as parcelas de fluxo de 
massa, esquematizadas na Fig. 23. As setas nas 1'igs. 22, 23, 2(> e 
27 representam as parcelas de fluxo, conforme Eqs. (4.30) e (4.31).
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0 efeito promovido pelo fator de difusão térmica 6, propor 
ciona um acréscimo no conteúdo de umidade na superfície de contor 
no interna do elemento poroso sendo esse efeito mais acentuado
no período das 10 ãs 16 horas, quando a diferença entre as tempera 
turas superficiais cresce, devido a incidência da radiação solar 
sobre a superfície de contorno externa. Observe-se que para
6 = 2xl0-  ̂ K“! o coeficiente angular da distribuição de conteúdo 
de umidade 5 positivo nesse período, Fig. 23.

Um aumento do potencial capilar acarreta uma redução na per­
da de umidade por processos de evaporação, Eq.(4.22), nas superfí­
cies limitantes do elemento, reduzindo-se a parcela de fluxo de 
massa associada ao processo de evaporação e em consequência ocorre 
um aumento no conteúdo de umidade durante todo o ciclo, de maneira 
idêntica ao da superfície de contorno externa.

Fig.24 - Distribuição do conteúdo de umidade na superfície
de contorno externa de uma parede de concreto de
20 cm de espessura num processo de secagem. Paru
£ = 0 ; Fe=0 ; Bi = 2 , 5 ;  Bi .=1,0; ¥ = -100 m;’ ,qe qi
ô= 2x10 * k .
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As evoluções do conteúdo de umidade para valores diferentes 
do parâmetro adimensional Lu são mostradas nas Figs.24 e 25. A
Fig.24 mostra o comportamento do conteúdo de umidade na superfície 
de contorno externa do elemento em função do parâmetro Lu, para o 
período correspondente ao terceiro ciclo apõs o início do processo 
de secagem.

Resultados da simulação mostram que uma diminuição do parâme 
tro Lu, corresponde a uma diminuição do fluxo de massa associado 
no interior do material. Consequentemente, as superfícies de con 
torno do material ficam mais sujeito as condições de contorno im­
postas pelos meios adjacentes, Figs. 24 e 25.

Fig. 25 - Distribuição do conteúdo de umidade na superfície
de contorno interna de uma parede de concreto de
20 cm de espessura num processo de secagem. Para
e = 0 ; Fe = 0; Bi =2,5; Bi .=1,0; ¥=-100 m;

-4 -1 Ĉ1
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A Fig.25 mostra a distribuição do conteúdo de umidade ná su 
perfície de contorno interna do elemento em função do parâmetro 
Lu, para o período correspondente ao terceiro ciclo apos o início 
do processo de secagem, mantendo-se constantes os demais parâme­
tros.

A Fig.26 apresenta a evolução da temperatura na superfície 
de contorno externa do elemento poroso para o período corresponden 
te ao terceiro ciclo apos o início do processo de secagem. Para 
e=0, a variação da temperatura independe do parâmetro Lu e do fa 
tor de difusão térmica 6 (seção 4.3).

A temperatura da superfície de contorno externa atinge valo­
res significativamente menores em relação aqueles associados â 
mesma superfície, quando não hã mudança de fase, isto ê, quando 
não se considera o processo de vaporização da ãgua que aflora â su 
perfície. Isso ê consistente com o fato de que parte da radiação 
solar ê usada para o processo de vaporização, Eq. (4.30a), não sen 
do conduzida para o interior do material.

Os elementos dos envoltorios das edificações são usualmente 
porosos e estão sujeitos a ação de precipitações e â consequente 
absorção de líquido por ação capilar. A umidade absorvida ira
condicionar o comportamento térmico desses elementos em períodos 
subsequentes de forma significativa, como mostra a Fig.26. Esse 
comportamento condicionado é de certa forma confirmado por observa 
ções praticas sobre o desempenho térmico de coberturas de cerâmica 
e pelos resultados de algumas medições tais como as efetuadas por 
Lamberts [1], em seu trabalho de dissertação de mestrado na Univer 
sidade Federal do Rio Grande do Sul. Com efeito, Lamberts pesan 
do elementos de cobertura durante evoluções cíclicas de 24 h pode 
detectar variações diárias apreciáveis no conteúdo de umidade des­
ses elementos.

No período diurno a radiação solar incidente e a consequente 
vaporização da umidade na superfície de contorno externa deternü 
nam basicamente a evolução da temperatura nessa mesma superfície, 
como mostram as setas esquematizadas na Fig. 26.

Durante o período noturno as trocas convectivas de calor com 
o meio adjacente diminuem a temperatura da superfície limitante
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externa, observando-se que ocorre condensação nesse período mesmo 
quando a temperatura da superfície é maior do que a temperatura de 
ponto de orvalho (Fig.26 - b, quando ^=-1000 m).

Um aumento do potencial de sucção Y reduz a perda de umidade 
por processos de evaporação nas superfícies, diminuindo a parcela 
de fluxo de calor associada ao processo de evaporação, o que faz 
com que a temperatura atinja valores maiores em relação aqueles 
correspondentes a um potencial ¥ menor (as setas nas Figs. 26 e 27 
mostram essa redução na parcela de fluxo de calor associada ao 
processo de evaporação quando se aumenta o potencial de sucção) .

A Fig.27 mostra a distribuição da temperatura na superfície 
de contorno interna do elemento poroso para o período corresponden 
te ao terceiro ciclo diário apos o início do processo de secagem.

A evolução da temperatura nessa superfície de contorno apre­
senta uma variação menor em relação aquela na superfície de contor 
no externa, devido a constância da temperatura no meio adjacente 
e também por não ser influenciada diretamente pela parcela de flu­
xo de calor associada â radiação solar absorvida pelo material.

A temperatura apresenta uma redução em relação às mesmas con 
dições, quando não se leva em conta os efeitos da secagem, ou se­
ja, quando não se considera a migração de umidade.

Durante o período diurno ocorre um aumento da temperatura na 
superfície de contorno interna, promovido por um aumento da parce­
la de fluxo calor condutivo oriundo da superfície de contorno opo.s 
ta, Fig.27.

O processo de evaporação é dominante em todo o ciclo, embora 
diminua durante o período noturno. Nesse período a temperatura na 
superfície de contorno interna decresce, em consequência da evapo­
ração da umidade nessa superfície, Fig.23, e das trocas convccti^ 
vas de calor com o meio ambiente adjacente que está â uma tempera­
tura mais elevada. (Fig.20 e 27 - a e b).

0 comportamento diário da temperatura na superfície de con 
torno interna ê semelhante aquele na superfície de contorno exter­
na, Fig. 26 • Resultados práticos obtidos por Poppei et al . [3] , 
para um dia de verão, comprovam esse comportamento diário de tempe
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Nas Figs. 28 e 29 são mostradas as distribuições de tempera­
tura e de conteúdo de umidade nas superfícies de contorno do ele­
mento nos três primeiros ciclos diários apõs o início da secagem.

Na Fig.28 apresenta-se a distribuição do conteúdo de umidade 
nas superfícies limitantes do elemento poroso para o período cor­
respondente aos três primeiros ciclos apõs o início do processo de 
secagem, admitindo-se e=0 durante todo o período.

A distribuição do conteúdo de umidade apresenta evoluções 
temporais semelhantes em cada ciclo diário, visto que as condições 
do meio ambiente adjacente são mantidas as mesmas em todos os ci­
clos. Diminui porem de um ciclo para o outro. A distribuição tem­
poral da temperatura nas superfícies de contorno, Fig.29, fica, 
por outro lado,inalterada quando erO durante todo o período.

Para e?0 a distribuição de temperatura não ê afetada pela 
distribuição do conteúdo de umidade, no interior do material (se 
ção 4.3). Dessa forma, a evolução da temperatura ê influenciada 
unicamente pelas condições do meio adjacente e pelo potencial de 
Y, Eqs. (4.23). 0 potencial de sucção e as condições do meio am­
biente são mantidas as mesmas em todos os ciclos, consequentemente 
a distribuição de temperatura nas superfícies limitantes do ele 
mento poroso não se altera, de um ciclo para o outro, Fig.29.

As condições iniciais tanto para a temperatura como para o 
Gonteúdo de umidade exercem uma maior influência sobre as evolu­
ções temporais da temperatura e do conteúdo de umidade nas superf_í 
cies de contorno da parede, somente durante o primeiro ciclo diá­
rio .

Nas condições aqui estabelecidas deve-se salientar o fato de 
que o processo de evaporação nas superfícies de contorno da parede 
úmida ê dominante, mesmo quando o potencial de sucção ¥ assume va-3lores elevados da ordem de -10 (Figs. 22,23,26,27). Durante o pe 
ríodo diurno esse processo alcança seu efeito máximo, sendo bas­
tante significativo para a redução da umidade do material (Fig* 
22). Ã noite, no entanto, o processo de evaporação diminui.

Observe-se, no entanto, para os casos analisados, que H^-lOOm

ratura nas superfícies limitantes de paredes úmidas.
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(ou ¥ = -1000111) e e = 0 sempre, enquanto que num processo real deve-se 
levar em conta as relações funcionais e=e(u) e H'=’F(u), impôrtan 
tes quando os processos de mudança de fase internos acontecem e 
passam a influir sobre o processo de transferência de calor na pa­
rede .

4.6 - Conclusão

0 comportamento térmico de um elemento poroso preliminarmen­
te saturado de umidade para diferentes valores do parâmetro adimen 
sional Lu, do fator de difusão térmica 5, e do potencial de sucção 
¥ foi descrito. ,

A análise limitou-se a descrever a evolução das distribui­
ções da temperatura e do conteúdo de umidade nas superfícies de 
contorno do elemento poroso, durante o período em que e=0, o que 
corresponde a obter a descrição do comportamento higrotérmico do 
elemento poroso umido somente durante os primeiros ciclos diários 
do processo de secagem, pois, a partir desse período a redução do 
conteúdo de umidade no interior do material promovido pelo proces 
so de evaporação nas superfícies limitantes, impossibilita o uso 
da aproximação do tipo e=0.

Trabalhos futuros deverão levar em conta a relação de depen­
dência e=e(u), que ê importante para o período em que os processos 
de mudança de fase no interior do elemento poroso, ficam bastante 
significativos e começam a influir sobre o processo de transferên­
cia de calor no material.

Uma outra limitação ê a suposição de um potencial capilar ou 
de sucção constante em todo o período, desprezando-se a relação 
funcional 'i'=vi'(u), que passa a ser bastante importante quando o con 
teúdo de umidade do material ê baixo e começa a influenciar ria ca­
pacidade de sucção da umidade do ar pela superfície limitante do 
elemento poroso.
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5 - COMENTÁRIOS FINAIS

O proposito principal desse trabalho foi o desenvolvimento 
de um modelo matemático para a resolução de problemas de transfe 
rência simultânea de calor e umidade em meios porosos, sujeitos a 
condições de contorno arbitrárias. Na modelagem matemática foi 
utilizado o método das funções de transferência, r-esultando numa 
relação linear entre as densidades de fluxo de calor e massa atra­
vés das superfícies de contorno do elemento poroso e os seus poten 
ciais associados.

0 método das funções de transferência representa uma formula 
ção analítica, baseada na determinação das densidades de ;flu.xo de 
calor e massa num instante considerado em função das distribuições 
temporais da temperatura e conteúdo de umidade.

As características básicas do processo para a obtenção das 
funções de transferência são listadas abaixo:

(a) as equações diferenciais de t-ransfe-reneia de calor e 
massa são resolvidas y-ti 1 i?a$dp*\Se o método d.as -t-ransfor 
madas de Laplace;

(b) as condições de contorno (em temperatura e em conteúdo 
de umidade) são desenvolvidas em sé-ries de funções pulso 
cujos coeficientes são, r e.sp ect ivament e , os valores da 
temperatura e do conteúdo de umidade em intervalos igua 1 
mente espaçados de tempo.

A modelagem feita para uma condição unidimensional foi e s t a ­
belecida para um elemento poroso homogêneo, plano e de espessura 
finita, possibilitando sua aplicação sobre quaisquer componentes 
porosos de edificações.

As principais limitações desse trabalho estão assoe iada.s aos 
requisitos de constância de propriedades, condições necessã ri as pa 
ra a utilização do método das funções de transferência. 0 trabalho 
se encontra da mcsina forma limitado as dificuldades encontradas na 
obtenção das relações funcionais dos coeficientes de -transporto em 
relação a temperatura, T, e ao conteúdo de umidade, u.
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Dessa forma, a limitação imposta pelo método das funções de 
transferência na resolução do sistema acoplado de equações diferen 
ciais para a temperatura e para o conteúdo de umidade c a de que 
esse sistema de equações governantes seja linear.

Nesse sentido admitiu-se que a variação real das proprieda­
des do meio poroso fosse pequena, dentro da faixa de variação das 
variáveis T e u  que caracterizam o problema analisado.

A principal contribuição desse trabalho foi a habilitação do 
método das funções de transferência (método analítico) para o tra­
tamento do problema da transferência simultânea de calor e massa 
em meios porosos, sujeitos a condições de contorno arbitrárias.

0 tratamento do processo acoplado da transferência de - calor 
e :mas-sa em meios porosos envolve algumas suposições e simplifica­
ções no desenvolvimento das equações governantes, consequentemente 
a aplicação do método das funções de transferencia estará sempre 
cõndicionada a essas considerações.

A aplicabilidade do método das funções de transferência na
'resolução de problemas de transferência de calor e massa, é, no
entanto, ampla; podendo abranger dependendo das condições de con­
torno utilizadas, além do caso aqui analisado:

(a) problemas característicos da região higroscopica, quan­
do £ = 1 ;

(b) problemas em que a taxa de secagem é alta, associados â 
retração da região umida para o interior do material;

(c) problemas envolvendo várias camadas de materiais diferen 
tes.

A fim de considerar a importância dos processos de mudança 
de fase no interior do meio poroso e a influência exercida pelos 
mesmos sobre o processo de transferência de calor no meio, as rela 
ções funcionais existentes entre os coeficientes de transporte e 
as variáveis que descrevem o problema, tais como e = e (u) , 1í/=’J;| (u) , 
X=X (u) devem ser levadas em conta. Como essas relações funcio 
nais são de difícil obtenção, é de extrema importância que traba­
lhos experimentais sejam realizados com o intuito de obter essas 
relações.
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A - INVERSÃO DA TRANSFORMADA DE LAPLACE PELO MÉTODO DOS RESÍDUOS

A .1 - Introdução

Nesse apêndice apresenta-se o teorema de inversão das trans­
formadas de Laplace e o teorema dos resíduos da teoria da variável 
complexa.

Faz-se inicialmente uma revisão da teoria de uma variável 
complexa como preparação para a aplicação do teorema de inversão. 
Nessa revisão apresenta-se somente as definições e os teoremas que 
§ão necessários na avaliação da integral complexa, que aparece no 
teorema de inversão. Não são apresentadas as demonstrações dos 
teoremas aqui expostos, pois as mesmas podem ser encontradas : em 
várias referências [28, 31].

E apresentado também a avaliação do teorema de inversão em 
dois contornos particulares que envolvem, principalmente, os pro­
blemas da transferência de calor e massa em regiões finitas e se- 
mi-infinitas.

A. 2 - Definição de Conjuntos e_de.„Função Analítica

Diz-se que C ê um conjunto aberto se todos os seus pontos 
são interiores. Ê fechado quando seu complementar ê aberto. 0
complementar de um conjunto C ê o conjunto C' dos pontos que não 
pertencem a C.

Diz-se que um conjunto aberto ê conexo se quaisquer dois 
de seus pontos puderem ser ligados por uma poligonal toda contida 
no conjunto.

Seja f(z) uma função cujo domínio ê uma região R (conjunto 
aberto e conexo) e seja z um ponto de R.

Diz-se que a função f(z) ê analítica na região R se ela e 
derivável em cada ponto de R; f(z) ê analítica num ponto Zq se 
f(z) e analítica numa região contendo Zq [28].
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Se uma função f(z) ê analítica em um domínio R e nula em um 
ponto z=a em R, diz-se que f(z) possui um zero no ponto z=a. Se 
não somente f(z), mas também as derivadas f f ( n-l) forem nu­
las em z=a e f(n  ̂ (a)^0, então diz-se que f(z) possui um zero de 
ordem n no ponto z=a [28].

0 ponto singular de uma função analítica f ê um ponto em 
que f deixa de ser analítica. Diz-se que f possui uma singularida 
de nesse ponto.

Diz-se que um ponto Zq ê uma singularidade isolada de uma 
função f se existe uma vizinhança de Zq na qual f ê analítica, 
exceto no proprio ponto Zq [28].

Seja Zq uma singularidade isolada de uma função f, de forma 
que essa função possui desenvolvimento de Laurent

A.3 - Zeros e Singularidades

ca oo
£(z) = E bn (z_zo)n + 1 t ~ ~ y n  , (A. 1)n=0 n=l --(z-Zq)“ J

válida numa certa vizinhança 0 < |z-Zq \ < r de Zq, excluído o pon­
to Z  Q .

A ultima série na Eq. (A.l) é chamada a parte principal de 
f proximo ao ponto Zq . Para o caso em que, no desenvolvimento da 
Eq. (A.l), todos os coeficientes cn são nulos a partir de algum n, 
isto ê, existe m>0 tal que cm^0 e.c =0 para n>m, o desenvolvimento 
da Eq. (A.l) reduz-se â:

00 c, c
£(*) - S bn Cz-z0)n * ... ♦ (A.2)

n=0 0 (z-ZqJ

Neste caso, em que a parte principal consiste de um nümero 
finito de termos, a singularidade de f em Zq é chamada de polo, e 
m constitui a ordem do polo. Um polo de 15 ordem c também chamado 
de polo simples [28].
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Finalmente se, no desenvolvimento da Eq. (A.l), a parte prin

(z-zg) diz-se que Zq ê uma singularidade essencial da função f.

Os poios são, por definição, singularidades isoladas.

A.4 - Resíduos

Se f(z) for analítica em uma vizinhança de um ponto z^eR, en 
tão, de acordo com o teorema integral de Cauchy [31],

para qualquer contorno C na vizinhança de Zq . --- >
Se, entretanto, f(z) possuir um polo ou uma singularidade es 

sencial isolada em Zq e Zq se encontrar no interior de C, então a 
integral (A.3) serã em geral diferente de zero. Então, numa vizi­
nhança de Zq vale o desenvolvimento de Laurent [28],

que converge no domínio 0< |z-Zq \ < r, onde r ê a distância de" z^ 
ao ponto singular mais prõximo de f(z). Os coeficientes são dados 
por:

cipal consiste de infinitos termos com potências negativas de

/ f(z) dz = 0 
C

(A.3)

f(z) = £ bn (z-zQ)n + 
n=0

00

(A.l)

bn = . dÇ ,
n 171 c c c - 0)n+1

cn = 2uT rc (?'z0)n+1 d5 •
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Decorre que o coeficiente c, da potência ---- ê
1 z"z0

(A.5)

e, portanto,

fç, f(z)dz = 2tti c^ , (A.6)

com integração efetuada no sentido direto em torno de um caminho 
fechado simples C que se situa no domínio 0< \z~zq 1 < r e contêm o 
ponto Zq no seu interior.

Ò coeficiente c^ no desenvolvimento (A.l) de f ê chamado 
o resíduo de f(z) em z^ e ê designado por c^ = Res [f(z), ẑ ] o u  
Res (zQ).

A.4.1 - Regras para determinar os resíduos [31]

(a) No caso de um polo simples, tem-se, por exemplo

Fazendo z se aproximar de Zq , o segundo membro se aproxima de c^ e 
obtêm-se:

£

f(z) = + b 0 + bi(z“z(p + h 2 ^z~z0 ^2 + “ • 0̂< \Z ~ Z 0 '<r’ Cl^0)
(A.7)

multiplicando ambos os membros por (z-Zq) , resulta

(z-zQ) f(z) = c1 + (z-zQ) [bQ + b^(z-z0) + ...] . CA. SD

Res [f(z), z0] = lim (z-zQ) f(z) (A. 9)

A



Se f(z) = onde A(z) e B(z) são analíticas numa vizi­
nhança de Zq , ACZq ^O, e B(z) possui um zero simples em z^, em con 
sequência, B(z) pode ser desenvolvida em uma série de Taylor da 
forma:

(z-zn)2
B(z) = (z-zQ) B*(z0) + - T ,- ~  B " ( z q) + ..., (A.10)

De (A.9) decorre que

Res[f(z) ,Zq] = lim (z-zQ) =
z->zQ

(z-zn) A(z)
= lim -------------------------------- — — — —  ,

z-*0 (z-zQ) [q1 (zQ) + (z-zQ) q"(z0)/2 + :..]

isto ê, tem-se também para polo simples
A(zn)

Res [f (z) , zn] = ------  (A.11)
U B'(-z-0)

(b) No caso dos poios de ordem m (m=2,3,...), o desenvolvimento de 
Laurent correspondente possui a forma:
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(A.12)

onde c ^ Q  e a série converge em uma certa vizinhança de ẑ  , exceto 
no proprio Zq . Multiplicando ambos os membros por (z-z^)111 obtcm- 
se:

(z-z0) f(z) = cm + cm_1 (z-zQ) + ... + c2(z-zQ) +

c (z-Zq)^_1 + bQ(z-z0)m + (z-z0)m [ bx (z-Zq) + . . .]
(A-13)

f(z) = m 'm-1
, -> m-- , s m-1(z_zn) ( Z ~ Z.-. )

C 2 C]
7  + t t K  * b0(z-z0) (z-zn)

o-
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Isto mostra que o resíduo de f(z) em Zq ê agora o çoef_i

A.5 - Teorema dos. Resíduos

Seja f(z) uma função unívoca que ê analítica no interior de 
um contorno fechado simples C e sobre C, exceto em um número fini­
to de singularidades isoladas z^, •••, zm no interior de C. En 
tão [31] ,

ciente da potência (z-z^)0 * no desenvolvimento de Taylor da fun­
ção g(z) = (z-zg)m f(z) com centro em z=Zq . Portanto, do teorema 
de Taylor

isto ê,

Res [f(z),zn] = ------  lim [
(m-1)I ẑ zo

(A.14)

A C ^ a.(c) Se f(z) = B^-z-y i mas B(z) tendo um zero de 2, ordem em Zq , de
modo que f(z) tem um polo de 2a ordem em Zq , então

Res [f(z) ,Zq ]
6 A ’ A Z 0 ) B " ( Z 0 }  "  2 A ( z 0 ) B " ( z 0 ) (A.15)

3 [ B " ( z q ) ] 2

m
§r f (z) dz = 2tti Z Res [f(z), z.] , 
L j=i 3

(A.16)

a integral sendo calculada no sentido direto (positivo) em torno 
de C .
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Seja considerado uma funç.ão f(x) que se anula quando x < 0. 
Tem-se,

£ ( x )  = h -C  ejÀX ( _ 4  f C Ç )  e " j A Ç  dÇ) dX, -~<x<~ (A.1 7 )

como representação da integral complexa de Fourier [32].

De acordo com a equação acima, a forma complexa da represen­
tação da integral de Fourier de e ^x f(x) ê dada por:

e~YX f(x) = lim _/L eíXx ( L e~ÍXÍ eyí f(Ç) dç) dX, (A.1 8 )

L-»-00

onde o limite ê usado por conveniência [32] .
Multiplicando por eyx pode-se rearranjar na forma,

f(x) = ^  lim _;L e CY+jA)x ( r  e-tY+jA)ç fC dx_
L-*°° 0

Igualmente, introduzindo a variável p = y+ jX, obtêm-se:

f(x) = 2?T lim ;í-iL ePX ( ™ d^  dP* ÍA *20^J L->°° J 0

A transformação dada pela equação (A.20) pode ser provada, 
se f(x) ê diferenciãvel e de ordem exponencial, pois, para que a 
integral / e f(Ç) dç exista, tais condições são necessárias
[32]. 0

Substituindo x por t, p por z e a transformada de Laplace 
de f(t) por f(p) ,

A.6 - Teorema de Inversão para Transformadas de Laplace

f(p) = /“ e"?1 (f(t)) dt, 
Ü

(A.21)
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onde p e complexo, pode-se expressar f(t) em termos de sua trans­
formada f(p) pela integral complexa

f (t) = ^  lim /Y+-)L etZ f(z)dz , (A.22)
nJ L->°° Y~jL

que é conhecido como o teorema de inversão para a transformada de 
Laplace. Esta integral, como mostra no plano complexo da Fig.30, 
ê tomada ao longo da linha infinita x=y, e pode usualmente ser ca_l 
culada pela integral do contorno.

y

0
r

y-i“

Fig. 30 - Plano complexo

O teorema de inversão dado pela Eq. (A.22) ê também valido 
para problemas multidimensionais. Se a transformada de Laplace da 
função f(r,t) com relação ao tempo ê f(r,p), então o teorema de 
inversão obtido da Eq. (A.22) tem a seguinte forma,

f (r , t) = J —  lim /Y+jL etZ f(r,z)dz, (A.23)
 ̂ J L-*-°° y-jL

onde r denota o vetor posição.
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A.7 - Avaliação do Teorema de Inversão em dois Contornos Particu­
lares

(a) Se f(z) ê analítica,exceto para um número N de poios, to 
dos dos quais estão a esquerda de alguma linha z=y, completa-se o 
contorno da Eq. (A.23) e da Fig. 31a por um grande círculo C de 
raio R, incluindo todos os poios do integrando (Fig. 31b) [32]. 
Contorno I é denotado como o contorno fechado.

y y

8*+jL r+ jL

0 2 - 1 /0 z
y \ / y

y-jL Jy-jL

(a) (b) Contorno I

Fig. 31 - Esquematização de um contorno fechado no plano 
complexo.

No limite quando N tende ao infinito, segue do teorema do re 
síduo, Eq. (A.16), que:

. _ _ N
lim e z f(r,z)dz + lim / e z f(r,z)dz = 2 tt j lim £ Res (a ) ,
L-voo y ~ j L R-*°o C N->°° n=l .

(A.24)
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onde os an são os poios, isto ê, os pontos de singularidade dos 
integrandos.

Mas no limite, quando R tende ao infinito, a integral sobre 
o círculo C anula-se. Desse modo, no limite, obtem-se [32]:

00

f (r, t) = /Y+j°° etz f(r,z)dz = E Res (an) (A. 25)
J y-j00 n=l

(b) Se f(z) ê analítica,exceto para um numero de poios, to­
dos dos quais estão a esquerda de alguma linha z=y, e se também 
tem um ponto de divisão, "branch point", em z=0, então pela intro­
dução de um corte ao longo do eixo real negativo (arbitrário), com 
pleta-se o contorno da integral de inversão por um grande círculo 
de raio R incluindo todos os poios do integrando, e uma curva § ao 
longo do corte e em torno do ponto de divisão (Fig. 32) [32].

(a) Contorno II (b)

Fig. 32 - Esquematização de um contorno com um ''branch 
point" no plano complexo.
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A aplicação do teorema do resíduo, Eq. (A.16), no contorno 
fechado da Fig. 32a, contorno II, resulta em

lim etz £(r>z)dz + lim / etz f(r,z)dz -
L+oo y j L  R-*“ C-̂ +C2

(A.26)
Nlim / e z f(r,z)dz = 2nj lim £ Res (a ) •

R+oo § N>oo n=i 
p-*0

Mas no limite, quando R tende ao infinito, a integral sobre
o círculo (C2+C2) anula-se. Dessa forma, no limite, obtêm-se[32]:

f(r,t) = YuT  •/'Y+:’CO etZ f(r.z) dz =
J y-j 00

(A.27)

Z Res (a ) + lim / etz f(r,z) dz .
n=l n Z7rj R->~ §

p-*0

Nota-se, no entanto, que z = -p sobre as divisões na parte in­
ferior e superior da curva $, logo

{ etz f(r,z)dz = - /p e f(r,pe *,Tr) dz + 
* R

(A.28)

lim / etz f(r,z)dz - /^ e tp fCr.pe^) dz . 
p+0 Cp p

Visto que f(r,z) ê considerada implicitamente, seu argumento 
ao longo das divisões inferior e superior da curva S deve ser toma

“  1 7F "1 TTdo como sendo z = pe J e z = peJ , respectivamente [32].
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Quando o raio R tende ao infinito e p se aproxima de zero, 
a Eq. (A.28) resulta em:

lim f e f(r,z)dz = / e [f(r,pe ) - f(r,pe3 )] dP + 
R-*°° $ 0
p-*0

(A.29)

+ lim / etz f(r,z) dz . 
p-* 0 Cp

Na Eq. (A.29) a integral em torno do pequeno círculo Cp e 
deixada complexa, para ser calculada individualmente para cada prc) 
blema em particular. Nota-se que p permanece constante e a dife 
rencial de z = pe*^ é dz = j pe3 d0 para esta integral. Insefrindo 
a Eq. (A.29) na Eq. (A.28), obtem-se finalmente:

00
= 2uT /Y+*’00 etZ f(r,z)dz = Z Res (an) +J y-joo n=l

+ -ã-r lim / etz f(r,z)dz + (A.30)
z 3 p+0 Cp

+ T F T  ^  e _ t P  [£(r ’Pe ■’7r) “ f ( r , p e 31T)] dp 
z IT J 0

Este caso surge em problemas envolvendo a condução de calor 
em regiões semi-infinitas, enquanto que a Eq. (A.25) 5 usada para 
problemas envolvendo a condução de calor em regiões finitas [32].

A.8 - Resumo

Apresentou-se o teorema de inversão das transformadas de La- 
place seguido do teorema dos resíduos, o qual torna possível a
obtenção da transformada de funções complexas, frequentes nos pro­
blemas de transferência de calor e massa.
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Nesse trabalho este teorema e aplicado na obtenção da solu
ção das equações do problema de transferência simultânea de calor
e massa num elemento poroso de espessura finita, sujeito a condi­
ções de contorno arbitrarias.
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B - RELAÇÃO FUNCIONAL PARA O COEFICIENTE DE TRANSFERENCIA DE MASSA

B.l - Introdução

Nesse apêndice mostra-se uma relação funcional para o coefi^ 
ciente de transferência de massa a em termos do coeficiente de 
transferência de calor a^.

Utiliza-se basicamente o modelo apresentado por Poppei et 
al. [3], que consiste em expressar a densidade de fluxo de massa 
em função de uma diferença de pressão parcial de vapor entre as su 
perfícies de contorno e o meio adjacente, e que através da relação 
de Lewis [3] obtém a relação entre o coeficiente de transferência 
de massa e o coeficiente de transferência de calor.

B.2 - Densidade de Fluxo de Massa e a Relação de Lewis

Uma outra forma de escrever a densidade de fluxo de massa 
j , Eq. (4.13),consiste em expressã-la como proporcional â diferen 
ça entre as pressões parciais do vapor nas superfícies de contorno 
do elemento poroso e no meio adjacente [3] ,

ím = Its (pvs " pva^ ’

onde B ê o coeficiente.de transferência de massa (m/h) referencia­
do â diferença de pressão do vapor entre as superfícies e o meio, 
Ts ê a temperatura na superfície de contorno, pvs ê a pressão par
ciai do vapor na superfície de contorno, p ê a pressão parcialV cl
do vapor no ar, M ê o peso molecular da ãgua e R ê a constante ge­
ral dos gases.

0 coeficiente 3 pode ser obtido em termos do coeficiente de 
transferência de calor a^, através da relação de Lewis [3],

(B.2)
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onde p e C sao, respectivamente, a massa especifica e o calor es- a
pecífico do ar, e Le ê o número de Lewis, dado por:

Le = jj , (B. 3)

onde a ê a difusibilidade térmica e D o coeficiente de difusão, 
no ar. Para n=0 e para uma temperatura no meio ambiente de 20°C 
a Eq. (B.2) pode ser expressa por:

B.3 - Uma Relação Funcional para %

Admitindo-se uma aproximação linear quando as temperaturas 
na superfícies de contorno do elemento poroso e no meio adjacente 
não são müito diferentes, a densidade de fluxo de massa em termos 
de uma diferença de potenciais químicos, Eq. (4.17), pode ser apro 
ximada pela seguinte expressão:

ys ■ ua ” RTs ín ' (B'5)*va

desconsiderando-se a parcela MgY, que caracteriza a condensação ca 
pilar (seção 4.2).

Dessa forma a densidade de fluxo de massa em termos dc uma 
diferença dos potenciais químicos nas superfícies de contorno e no 
meio adjacente, Eq. (4.20), fica aproximada pela expressão:

j = —  RT £n (— ) . (B.6)~m M s Vpva^

0 coeficiente de transferência de massa referenciado n 
diferença de potenciais químicos, pode ser calculado aprox:iinndainen
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te através da combinação das Eqs. (B.6) e (B.l), que resulta na 
seguinte expressão:

%  - 6 (rt; ) 2 ! S v 7 â ■
S  S L n  ( - ^ - )Prva

que permite determinar em termos de , usando a Eq. (B.4)
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C - FUNÇÕES DE TRANSFERÊNCIA PARA O ELEMENTO POROSO DA TAB.8•
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Observações:

(a) - As funções de transferência Wj, Zy  (j=0,1,2,...) , que são
as funções intermediárias associadas ã influência do proces­
so de transferência de massa sobre o transporte de calor,são 
nulas para e = 0, de acordo com a seção 3.8.2

(b) - O valor anormal do primeiro termo (Yq) da função de transfe­
rência Yj, mostrado nas tabelas 10 e 11,ocorre devido a erros 
de máquina agravados pela pequena ordem de grandeza dos pri­
meiros termos dessa função.

(c) - Os valores das funções de transferência para 6=2x10  ̂ (K
correspondem aos mesmos valores das tabelas 10 e 11 diferindo
apenas para as funções S. e T ., (j=0 ,1,2,...) , que são obti-

J _2 Jdas multiplicando-se por 10 os valores das tabelas acima, 
de acordo com as Eqs. (3.105 e 3.107) seção 3.8.
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