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RESUMO

A presenca de umidade num elemento poroso pode afetar signi-
ficativamente a transferéncia de calor através desse elemento devi
do aos processos de mudanca de fase que ocorrem no interior e nas
superficies de contorno do elemento. Em adicao, as propriedades
estruturais do material que constitui o elemento podem também ser
bastante alteradas. |

A formulacdo de modelos matematicos para a transferéncia si-
multanea de calor e massa em elementos porosos resulta num par de
equacgoes nao lineares, acoplando as distribuicoes :de-temperatura e
conteddo de umidade no material. -Admite-se, .neste trabalho, que a
variacdo real das propriedades do meio poroso .seja pequena, dentro
da faixa de variacgdo das variaveis que caracterizam o problema es-
pecifico a ser resolvido. Isso permite a linearizacao:do -sistema
de equacdes governantes, tornando possivel o uso.de-técnicas’ linea
- res de solugao. “

Nesse contexto, o presente trabalho estabelece .um método pa-
ra a resolucdo de problemas de transferéncia 'simultanea . de calor
e umidade em meios porosos, sujeitos a condigoes :de :contorno ‘arbi
trarias. A aplicaclo do método resulta numa ‘relac¢dao.linear :entre

as densidades de fluxo de calor e massa atraves .das -superficies 1i
mitantes do elemento e 0SS seus potenciais associados.

Mostra-se que o modelo & consistente ‘em 'situa¢Oes -assintoti
cas, sendo o mesmo utilizado na analise de um processo-real de se-
cagem de um elemento poroso, sujeito as condigOes :ambientes.
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ABSTRACT

The presence of moisture in a porous element may strongly
affect the transfer of heat through this element due to the pfoceg
ses which occur associated with the phase changes at the boun-
dary surfaces and internally in the wall body. In addition, the
structural properties of the element may also be meaningfully
affected.

The formulation of mathematical models for the simultaneous
heat and mass transfer in porous elements results in a pair of
nonlinear coupled equations for the temperature and moisture con-
tent distributioné,in the material.It is supposed, in this work,
that the actual variation of‘the properties of the porous medium
is small in the range of variables which describe the specific
problem to be analyzed. This enables us to work with 1linearized
equations, making possible the use of linear solution methods.

In this context, the present work deals with a linear procedu
re for the solution of simultaneous’ heat and moisture transfer
probléms in porous elements, subjected to arbitrary boundary
conditions. This results in a linear relation between the heat
and mass flux densities through the-boundary surfaces of the
element and their associated potentials. |

It is shown that the model is consistent in asymptotical
limiting cases; the model is then used for analyzing the drying
process of a porous element, subjected to ambient actual condi-

- tions.



1 - INTRODUCAO _ .

As edificacdes estio geralmente sujeitas a variagles clima-
ticas que ocorrem em ciclos diurnos e/ou sazonais,€.principalmente
nos lugares onde essas mudancas sao bastante significativas, o}
aquecimento e o resfriamento em dias quentes e frios respectivamen
te, resulta na variacao da temperatura no interior dos comﬁoneg
tes da edificacao. Essas variagoes de temperatura promovem 0O movi
mento da umidade nos componentes porosos de edificacoes, o que po-
de ser bastante significativo. Em consequéncia as  propriedades
estruturais dos materiais que constituem esses componentes porosos
podem ser bastante afetadas. '

O estudo do mecanismo de transporte da umidade em elementos
porosos de edificacbes &, portanto, de grande importancia. Os pro
cessos de mudanca de fase que ocorrem no interior e nas superfl
cies livres do elemento poroso podem tambem afetar, aléem do que
foi assinalado acima, a transferéncia de calor através desse 'ele-
mento. Nesse contexto, varios trabalhos tem sido desenvolvidos,
onde se analisa e investiga o efeito da transferéncia de  umidade
em elementos porosos de edificacoes [1,2,3].

Lamberts [1] em sua dissertagao de mestrado, a qual objeti-
vou o desenVolvimento de uma metodologia para o estudo do desempe-
nho térmico de coberturas leves com atico, qualificou o resfriamen
to evaporativo que ocofre na superficie da cobertura como um dos
fatores que mais influenciam o comportamento térmico, podendo. con
tribuir significativamente para a melhoria do desempenho de cober-
_turas em telhas de barro.Lamberts [1], determinou experimentalmen-
te a variacdo do conteido de umidade das telhas e através do calcu
lo do valor da energia gasta na evaporacao da umidade das telhas
podé demonstrar a importancia do fenomeno como protecao contra a
insolacao.

A influéncia do teor de umidade sobre a condutibilidade tér-

mica da telha foi tambem levada em consideracao.

Newman [2] estuda a distorcao das portas externas de madeira
quando expostas externamente as condicdes ambientais e internamen-
te a um clima doméstico simulado. Como consequencia das  diferen



cas climaticas a que estdo sujeitas as superficies das portas, gra
dientes de temperatura e de conteltdo de umidade surgem atraves
das portas de madeira, promovendo um movimento relativo de . suas
faces. A flecha resultante na porta favorece uma redugao a resis-
téncia 4 infiltracdo e ao vazamento de agua e dificulta as opera-
coes de abrir e fechar.

Um outro trabalho & o desenvolvido por Poppei et al.[3], na
Alemanha ,onde o fendmeno da evaporag@o em paredes umidas € estuda
do. Esses autores determinam experimentalmente a evolugao da tempe
ratura na superficie e no meio ambiente, calculando as densidades
de fluxo de massa e calor nas superficies, e aplicando a teoria ba
sica de Schwarz, Werner e Gertis [3]. A conclusdo de interesse pra
tico foi a de que as paredes nao secam durante os meses de inverno
pois a evaporacdo € insignificante comparada ao processo de conden
sagao, e que, portanto, tratamentos para eliminar a umidade sao
efetivos somente durante os meses de verdo, quando a evaporacao
passa a ser significativa.

A transferéncia simultdnea de calor e massa com mudanca de
fase no interior de um elemento porbso €, portanto, um estudo de
grande relevancia no campo da engenharia.  E um processo complexo
que ocorre na natureza e também em varios problemas de engenharia.
‘Como exemplos, além da transferéncia de calor e umidade em compo-
nentes de edificacgoes, o estudo da migracao de calor e umidade em
solos, a secagem e a umidificac@o em processos quimicos sao bas-
‘tante significativos.

Uma andalise desses processos ¢, mo entanto, complicada  por
fatores tais como a estrutura da matriz solida, a forma e a distri
- buic@o dos vazios. A estrutura da matriz solida pode variar = mui
to,podendo, por exemplo, ser constituida de células, fibras ou
 gr5os. Em geral a estrutura e a distribuicao dos vazios e = po-
TO0S sao bastante irregulares. Desse modo, um estudo minucioso
do processo da transferencia ocorrendo dentro do elemento  poroso
€ muito complicado mesmo para uma matriz solida regular. Em conse
quéncia'uma aproximagdo usual considerada na andlise € o meio poro
so como sendo um meio continuo (capitulo 2). Outra dificuldade
que surge € a forte dependéncia das propriedades de transportc em
relacao ao conteudo de umidade e a temperatura.



Mesmo com as dificuldades assinaladas acima existe uma lite-
ratura muito extensa na formulacao matematica do processo de trans
ferencia de calor e massa em elementos porosos. Um dos primeiros
trabalhos realizados no campo da descrigdo matematica do fenomeno
da transferéncia de calor e massa em corpos porosos foi na . Uniao
Soviética com a importante contribuicao de Luikov [4,5]. Luikov
foi um dos primeiros a estabelecer a inter-relagao entre a transfe
réncia de calor e a transferéncia de massa em elementos porosbs,
propondo um duplo termo para a difusdo de massa ndo isotérmica,
atribuindo ao fato de que o liquido migra nao somente sob acao do
gradiente de contelido de umidade mas também devido a um gradiente
térmico. Da mesma forma, determinou experimentalmente os coefi-
cientes da difusdo e de termo-difusdo de massa para varios mate-
riais Umidos. Mais tarde, usando a termodinamica dos processos
irreversiveis obteve um sistema acoplado de equagOes diferenciais
parciais para a transferéncia de calor e massa em Corpos pPOTOSOS
[4]. Philip e De Vries [6] e De Vries [7] utilizando a lei de
Darcy para o fluxo de liquido, a equacdo da energia térmica e a
lei de Fick, incluindo o efeito térmico sobre a transferencia de
massa, desenvolveram um sistema de equagOes governantes para esse
processo, similar ao sistema obtido por Luikov [5].

A grande maioria dos estudos da transferéncia simultanea de
calor e massa em componentes porosos de edificag6es se baseia no
equilibrio local entre as fases liquida e gasosa e assumem a subs-
tancia intersticial como sendo uma mistura heterogenea das fases
l{quida e gasosa, e cada fase como sendo uma mistura homogénea.
A formulacdo matematica do processo da transferencia de calor e
massa no, elemento poroso resulta em duas equagoes diferenciais par
ciais acopladas e nao lineares, onde a temperatura e o contelido de

umidade sdo as variaveis dependentes.

0 trabalho analitico na obtencao da solucao de um par de
equacgoes diferenciais’parciais nao lineares acopladas apresenta
grandes dificuldades matemdticas e, consequentemente, as corréspog
dentes solugdes podem ser obtidas somente para configuracbes geome
ticas e condicdes de contorno mais simples[8,9)]. Condigdes de con
torno arbitrarias bem como geometrias complicadas dificultam o me-

todo analitico.



Dinulescu e Eckert [9] obtém uma solucao analitica para a
migracao unidimensional de umidade numa placa de um material poro-
so sob a influéncia de gradientes térmicos.Nesse trabalho,o f{luxo
unidimensional transiente de calor e umidade & tratado analitica-
mente para temperaturas constantes no contorno ¢ para fluxo de ca-
lor constante no contorno,separadamente.A solugdao obtida ¢ relevan
te para problemas como a determinacao da distribuicao de  umidade

em. solos sob a influéncia da radiacdo solar, a migracdo de umidade
em estruturas protegidas em contato com a terra, a medigao das pro
priedades de transporte de materials porosos entre outros.

Luikov e Mikhailov [8] apresentam a solugdo analitica do
sistema de equagoOes diferenciais da transferéncia de calor e massa
submetidas a diferentes condicbes de contorno, dando énfase | a
técnica de calculo na solucdo de prdblemas concretos omitindo in-
vestigacOes matematicas mais complexas e examinando em detalhes o
processo de solugao dos problemas de configuragoes mais simples na

teoria da transferencia de calor e massa.

Admitindo-se, no entanto, que a variagao das propriedades do
material dentro da faixa de variacao das variaveis que caracteri-
zam o problema especifico a ser resolvido seja pequena, € possi-
vel linearizar o sistema de equacOes e, em consequéncia aplicar
técnicas lineares de solucdo. Nessa linha de trabalho a  posicao
da presente dissertacdo € a de desenvolver um modelo matematico pa
Ta a obtencao da solucao do sistema de equagoes diferenciais ‘par-
ciais lineares acopladas da transferéncia transiente, unidimensio-

nal de calor e massa em elementos porosos homogéneos.

0 modelo apresenta uma formulacdo geral de calculo para  as

- funcoes de transferéncia, que se constitui numa técnica linear de
solucao, onde as equagoes sao resolvidas utilizando-se o método

-das transformadas de Laplace. As condicOes de contorno arbitra-
‘rias sdo desenvolvidas em séries de funcOes pulso, obtendo-se uma
Telagdo linear entre os fluxos de calor e massa nas superficies 1i

vres do elemento poroso € oS seus potenciais associados. O méto-

do utiliza basicamente o principio da superposicao de maneira tal

que o efeito das distribuicles de temperatura e contendo de umida-

de ‘sobre as densidades de fluxo de calor e massa ma Tegido, &-a SO

‘ma dos efeitos causados por muitos pulsos individuais de temperatu

) !

Ta e conteudo de umidade durante instantes anteriores.



0 sucesso alcancado pelo método das fungbes de transferencia
para a. condugao transiente e unidimensional de calor em  componen
tes de edificagao [10, 11, 12]}-& a base para a realizagao do  pre
sente trabalho.

Com efeito, o método das funcoes de transferéncia envolve
um menor volume de calculo aritmético do que os métodos numéricos
e as funcdes de transferéncia precisam ser determinadas uma Unica
vez e, entao podem ser combinadas com condigoes de contorno apro-

priadas para cada caso especifico.

Em se tratando das solucbes utilizando métodos numéricos a
literatura € muito extensa [13, 14, 15]. O método de diferengas
finitas & o mais comumente usado [14, 15], no entanto, o método
dos elementos finitos tem sido tamb&m usado [13].

Comini e Del Giudice [13] aplicam o método dos elementos
finitos na solucdo de problemas da transferencia bidimensional de
calor e massa em edificacOes, compreendendo aplicacoes praticas
do sistema de equacdes de Luikov [5] para elementos porosos. Apre-
sentam a formulacao em elementos finitos do sistema de equag6§s e
das condicoes de contorno para alguns casos particulares de inte-
resse pratico. Como exemplo ilustrativo analisam a transferencia
‘de calor e massa numa base de fundacao de um depdsito. 0 mé-
todo dos elementos finitos mostrou-se muito versatil na solugao
de problemas com geometrias complicadas e com propriedades varia-
veis.

Eckert e Faghri [14], aplicam o método de diferengas fini-
tas na analise da migracdo de umidade numa placa de um material po
roso nio saturado. Uma das superficies de contorno & submetida a
“um salto de temperatura, enquanto a outra superficie & mantida 2
temperatura inicial, sendo as duas superficies consideradas imper-
meaveis ao fluxo de massa. As equacdes de transporte sdo semelhan
tes as equacoes de Luikov [5], e de Philip e de Vries [6],  para
elementos porosos, admitindo uma variacao pequena das propriedades
na faixa de variacldo das variaveis que caracterizam o problema. As
solucoes sao obtidas em funcao de grupamentos adimensionais  tais
como o nimero de Luikov, e mostram a migracao da umidade no @ntc—
rior da placa.

Existem ainda, como ja se frisou, muitos outros trabalhos



que utilizam diferencas finitas, porem cada um desses trabalhos
abrange um caso especifico. Pode-se citar o trabalho desenvolvido
por Huang et al. [15] , que usa um método implicito de diferen-
cas finitas para a analise do processo de secagem de uma placa de
concreto ndo saturada. Os resultados numéricos sao obtidos para
varias relagoes de equilibrio entre liquido e vapor e mostram que
durante a secagem os mecanismos de difusao e mudanga de fase ' sao

0S processos governantes.

A contribuicdo maior do presente trabalho & a obtencéo de
um método, relativamente simples, de analise para o problema da
transferencia simultanea de calor e massa em meios porosos para a
resolucao de problemas envolvendo condigbes de contorno arbitra-
rias, dependentes do tempo. '

Na organizacdo do presente trabalho o capitulo 2 € destinado
ao desenvolvimento das equacgoes governantes para a transferencia
simultanea de calor e massa em meios porosos.

No capitulo 3 apresenta-se a modelagem matematica para | a
transferéncia transiente e unidimensional de calor e massa num ele
‘mento pofoso homogéneo, plano e de espessura finita, que constitui
uma formulacdo geral de calculo para as funcoOes de transferéncia.

No capitulo 4 & feita uma aplicac@o do modelo obtido no capl
tulo 3, fazendo-se a analise do comportamento térmico de uma pare-
de umida de edificagdo, sujeita a uma condigdo de contorno de ter
ceira espécie, transiente e fungao arbitraria do tempo.

As conclusoes gerais e algumas sugestoes para trabalhos futu
ros sao finalmente apresentadas.



2 - FUNDAMENTOS

2.1 - Introdugao

Este Capitulo apresenta o desenvolvimento do sistema de equa
coes diferenciais da transferéncia simultanea de calor e massa em
meios porosos. v

A transferéncia simultanea de calor e massa com mudanga de
fase no interior de um meio poroso & um fendomeno que ocorre fre-
quentemente em varios processos da natureza bem como em sistemas
industriais, envolvendo a secagem e¢/ou a umidificagao de matcri-
ais. O movimento da umidade em solos e em componentes de edifica-
cao ou os processos de secagem de cereais sao alguns exemplos.

Uma analise desses processos de transferéncia € complicada
por varios fatores, tais como a estrutura da matriz so6lida e a for
ma dos vazios [15]. Em geral, a distribuicao dos poros e a estru
tura que constitui a matriz sb6lida sdo bastante irregulares. Desse
modo, um estudo minucioso dos processos de transporte que ocorrem
dentro dos poros & complicado mesmo para uma matriz sb6lida  regu
laxr e com um grau de complexidade ainda mais elevado para uma con-
figuragio irregular de poros que geralmente existe nos meios poro
SOS. '

Uma aproximagdo usual na analise &, portanto, considerar o
meio poroso como um meio continuo. Nessa aproximagao admite-se
que uma pequena parte do material poroso, pequena em comparagﬁo a
dimensao global da regido considerada e grande comparada a um sim-
ples poro, contém uma amostra representativa dos constituintes do
meio poroso, estando o seu estado caracterizado por variaveis como
"o conteido de umidade, a temperatura, a pressdo do vapor d'agua e
outras que contribuem para a descrigao do meio.

0 estado comumente varia de ponto a ponto no material, e
sua distribuicao no interior do mesmo varia com o tempo durantc um
processo dinamico, quando umidade e calor migram atraves desse
material. O objetivo do estudo desses processos & possibilitar a
avaliacao de como essa distribuigao dos estados evolui com o tempo
através do material poroso. .



Os modelos para a transferéncia simultanea de calor e massa
sao desenvolvidos ao longo de duas diferentes linhas. Numa primei
ra aproximacao tenta-se identificar separadamente os fendmenos de
transferéncia que ocorrem no meio e desenvolver as equagoes para
os fluxos de calor e massa baseando-se num modelo fisico para 0
sistema poroso. Numa segunda abordagem aplica-se o formalismo da
termodindmica irreversivel para o fendmeno acoplado da transferén-
cia de calor e massa e tenta-se identificar os fluxos e forgas re-
levantes. Os fluxos sao entao expressos como fungoes lineares das
forcas. Nenhuma aproximacao €, no entanto, capaz de justificar
completamente a complexidade do sistema, isto &,de tenta-la descre
ver. Nesse sentido existe uma literatura extensa [4, 5, 6, 7] prg
curando formular o processo de transporte matematicamente.

Um dos primeiros trabalhos foi realizado na Unido Soviética
com a importante contribuigdo de Luikov  [4, 5]. Luikov [4], usan
do a termodinamica dos processos irreversiveis obteve um  sistema
acoplado de equacbes diferenciais parciais para a transferencia de
calor e massa em corpos porosos. Adotando a teoria desenvolvida
ao longo da primeira linha e utilizando as equacOes da energia ter
mica e as leis de Darcy e Fick, Philip e De Vries [6] e De Vries
[7] ampliaram os tratamentos anteriores do problema da transferen-
cia de umidade incluindo o efeito térmico e desenvolveram um con-
junto de equagoes governantes, apesar de um trabalho semelhante
ter sido desenvolvido anteriormente por Luikov [4, 5]na Riissia.

0 desenvolvimento das equagoes transientes descrevendo a
transferéncia de calor e massa em meios porosos saturados e nao
saturados de umidade, aqui exposto, € baseado nas teorias desenvol
vidas por Luikov [5] , por Philip e De Vries [6] e De Vries [7].

4 Numa primeira etapa os meios porosos sao caracterizados, as-

sim como os mecanismos de migragao de umidade nos mesmos. Apresen
ta-se o fenomeno da capilaridade, onde se define o potencial capi-
lar ou de succdao, importante para a transferencia de liquido.,

Numa segunda etapa, escreve-se as equagoes de conservacao de
massa e energia, admitindo-se que nao haja alteragoes do estado
quimico no interior do material poroso.

Finalmente apresenta-se o sistema de equagoes para a transfe

réncia simultanea de liquido e vapor.



2.2 -~ Mecios Porosos

Constituem-se por um esqueleto de material solido, de uma
'fase liquida e de uma fase gasosa, formando o todo um meio polifa-
sico. A fase liquida contém agua, materiais soliveis e particulas
solidas do esqueleto dispersas. A fase gasosa contém ar seco, va-
por d'agua e também particulas do esqueleto formando uma  suspen-
sdo. Cada fase € considerada como uma mistura homogénea. Entre
as fases ha a interface, onde ocorrem as interagoes entre as mes-
mas. O meio intersticial €, portanto,uma mistura heterogcnea das
fases homogéneas liquida e gasosa. |

Solos e componentes de edificacoes, tais como as paredes e a
cobertura siao exemplos de meios porosos de importancia tecnologica.

Num estado de nao saturacao os vazios estao parcialmente
preenchidos com agua, contendo ar. Processos de evaporagao ou con
densac@o ocorrem na interface entre a agua e o ar de maneira que a
fase gasosa & constituida por uma mistura do ar com o vapor d'agua.
Essa mistura pode migrar em fungdo de forcas externas associadas a
uma diferenca de pressdo. O vapor também podera se mover relativa
mente ao ar por difusdo, das regiGes onde a sua pressao parcial &
mais alta para aquelas regides onde a pressdo € mais baixa. A pres
sdo parcial de vapor na interface do 1liquido & dependente do con-
tefido de umidade e da temperatura (enquanto que a pressao de satu-
racdo & uma funcdo da temperatura da agua, apenas).

A migracdo do liquido € causada por forcas externas impos-
tas por diferencas de pressdo, gravidade e por forcas internas, co
mo aquelas associadas ao fenomeno da capilaridade, forcas intermo-
leculares e osmoticas. _

Num estado de saturagao os vazios estao quase totalmente
preenchidos por agua. Os processos de evaporagao ou condensagao
ocorrem somente nas superficies externas do corpo poroso. Interna
mente ha apenas migracdo de liquido, essencialmente, por capilari-
dade, Fig. 1.
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Fig. 1 - Corpo poroso saturado de umidade, ascensdo do 11i-
quido por efeito da capilaridade

A acdo das forcas capilares que possibilitam a migracgao de
liquido no interior do material superpoe-se em geral a acao da
gravidade e da pressao hidrostatica como € o caso para as paredes

externas de edificacoes, Fig. 2.

N
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N § : E PRESSAO HIDROSTATICA
NN
NN i
NN
NN EFEITO DE GRAVIDADE
\\\@, L
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Fig. 2 - Parede de edificacgao sujeita a precipitacgdes plu-=
viométricas. Migracdo do liquido por efeito da ca-
pilaridade, pressao hidrostatica e gravidade

Os mecanismos de migracao de umidade nos meios porosos sao
influenciados pela estrutura do sistema poroso [14, 15]. A teo-
ria da difusdao molecular € importante para descrever a transferéen
cia de massa em sGlidos relativamente homogéneos, tais como os so
lidos organicos fibrosos e as substancias gelatinosas. No entan-
to, nos solidos granulados ou nas substancias que tem uma estrutu
ra com poros abertos a teoria do fluxo por capilaridade € a mais

indicada para descrever a transferencia de massa.
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2.3 - O Fenomeno da Capilaridade

Nos meios porosos Umidos ou nas substancias que tém uma estru
tura com poros abertos, as teorias da difusdo molecular sido inapro
priadas como formas de abordagem para os mecanismos de migracdo de
liquido. Nesses casos, o movimento do liquido dentro do solido &€
consequéncia das forcas resultantes das diferengas entre a pressao
hidrostatica e os efeitos da tensdao superficial. A tensdo superfi
cial provoca uma pressao sob uma superficie 1liquida encurvada que
€ diferente da pressdo existente sob uma superficie plana [14].

Dessa forma, quando se insere um pequeno tubo num liquido,
conforme a Fig.3, a ascensao do liquido no tubo pode ser determina
da mediante um balango de forcas no plano AA'.

NA | —— 1, fase(3 [

A —— — — —

_ ——faseoo___ T T DETALHEC

Fig. 3 - Efeito da capilaridade

Na figura, h € a ascens@o do liquido, d & o diametro do tu-
bo, b e o raio do meénisco e 8 o angulo de contdto.

Para que haja equilibrio ao nivel do plano BB', Fig.3, pode
-se mostrar que [4, 16},

p” T p% = fp | ' (2.1)

onde 0y € a tensdao superficial, b o raio do menisco e (PB f p*) e
a redugao da pressao provocada pelos efeitos da tensao superficial.
Obscrva-se que quando O R tende a zero ou o diametro do tubo tende
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ao infinito, Eq.(2.1), a reducdo de pressao tende a zero.
Da mesma forma, para que haja equilibrio hidrostatico ao ni-
vel do plano AA', Fig.3, tem-se:

pO = pOL + pOC gh = pB + DB gh’ (2.2)
resultando em,
pf - p% = (p* - of) gn, | (2.3)

onde p & a massa especifica do fluido, g a aceleracao da gravidade
e p° é a pressdo de equilibrio hidrostatico.
Fazendo-se a soma das Eqs. (2.1) e (2.3), obtém-se:

2 9B _ 4 %ag cos 0 , (2.4)

h = — B = e B
bg(p%-p") dg(p%-0")

o que mostra que a ascensdao do liquido & proporcional a tensdo su-

perficial e ao coseno do angulo de contato, e inversamente ao raio

do tubo capilar. Na Eq. (2.4) tem-se b = %~ quando 8 = 0°, ou se-

ja, a superficie do lIquido no tubo tem um raio de curvatura igual

ao raio do tubo somente no caso em que o liquido molha completamen

te o tubo e o angulo de contato na parede do tubo € igual a zero.
A pressid capilar pC & definida como sendo [167,

. o
pC - pB _ pa - _ 4 as cos 6 (2.5)

Definindo-se um potencial ¥, como

8 o c ‘
y = - (p - PB) - OLP = (2.6)
gle™=07) glp - p7)
& facil mostrar que ¥ = -h. Observa-se que se p* & muito maior
2 ‘

que p tem=-se:

o ‘
h=547% cos @ ’ (2.7)
dge, |

!
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g
‘{/=~4 .Q,COSG’ : (2.8)

dgo,

onde p, € a massa especifica do liquido e o, & a tensdo superfi
cial do 1liquido (oaB ~ og).

O potencial capilar ou de succdo ¥ € proporcional a  tensdo
Superficial e ao coseno do angulo de contato e inversamente propor
cional ao raio do capilar. E o potencial das forgas que  surgem
das interagles  locais entre o 1liquido e a matriz solida.
E um potencial negativo que se associa a capacidade do material po
roso em deslocar liquido. Cresce negativamente quando o conteldo
de umidade no material descresce, chegando a valores infinitamen-
te grandes quando o material esta seco. Tende ao valor zero a me-

dida que o material fica saturado de umidade.

2.4 - Conceitos Basicos

No desenvolvimento das equagoes de transferencia de massa e
calor nos meios porosos sao utilizadas certas denotagoes e defini
goes.

A umidade na forma de vapor e denotada pelo sub-indice v, na
forma de liquido pelo sub-indice &, o ar pelo sub-indice a e a ma-
triz solida por o. N&o se considera aqui a umidade na fase solida
(gelo), ainda que seja importante em alguns casos envolvendo pare
des de sistemas de refrigeracgao.

A porosidade P & definada como sendo a razdo entre o volume
de vazios e o volume total do corpo poroso; o grau de saturacdo s
como sendo a razao entre o volume de liquido e o volume de vazios.

A concentracdao volumétrica da substancia intersticial i,
Qi, ¢ definida como sendo a massa, m , da referida substancia por
unidade de volume, V, do corpo poroso, que também pode ser . expres
sa em termos da massa especifica da substancia, pj, e da porosida-
de do meio, P,
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<l =
[N

wj =

onde V & o volume do corpo pordso, m, &€ a massa do componente i e

i
s; O grau de saturacao em componente i.

Entretanto, na maioria dos casos, em lugar da concentragao
volumétrica da substancia intersticial i, o conteldo de umidade ou
concentracao massica u, € usada, onde ujg € a relacdao entre a massa
da substancia intersticial i e a massa da matriz solida,

m.

w .
= .+ =_1
Ui mg Po (2'10)

onde P ¢ a massa especifica da matriz solida.

0 contelido de umidade num meio poroso, u, € igual a soma dos
contelidos de umidade das substancias intersticiais nas diferentes
fases:

(1~+>v, &, a) (2.11)

onde u; e o conteudo de umidade da substancia intersticial i.

2.5 - Equacao de Conservacao da Massa

A conservacao da massa para o componente i pode ser expressa
porx:

—= = -V (i c*d5,4 1 (2.12)

onde ji . ¢ a densidade de fluxo convectivo, jj 4 a densidade de
fluxo difusivo e Ij constitui o termo fonte (ou sumidouro) da
i- esima substancia, associado as mudancas de fase (5].

Usando o conteGdo de umidade relativo ao componentc ' i,
. wi - - )
uj = oo a equacgao da conservacao da massa fica sendo,
5 ) v .
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P U.y .
300 d) - Lg. gy + 1y, (2.13)

at

onde jj = ji c * ji,d- Somando a Eq. (2.13) para todos os  valo-
res de (i - v,% , a), obtém-se a equacdo de transferencia da mas
sa num meio poroso, '

u 5
i S P
i=1l ~ i

I ™M

. I, (2.14)

0 termo fonte I € nulo (Ia = 0), visto que com o ar seco,
considerando-o um gds inerte, mndo ocorrem alteragOes de estado fi
sico ou quimico. Por outro lado, as concentracbes massicas do ar
e do vapor nos poros sao desprezaveis em relacdao a do 1liquido. Des
se modo,

"9 (Polv) _ _

=7 V. jy *+ Iy = 0, (2.15)

resultando,

Iy = V. jv. | (2.16)

Como nao se esta considerando a umidade no estado solido
(wgelo = 0), tem-se ainda,

I?l - IV ’ ) (‘2.17)
Sendo I, = 0 e Iy = -Iy, a soma de todas as fontes (ou sumidouros)
e, portanto nula, ' !
I I;=0 | (2.18)
i=1
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A Eq. (2.14) resulta portanto com a forma:

3 (P |

~v. ji » (2.19)
ot i

1~

)
<1
n MW

2.5.1 - Migracdo de Liquido em Meios Porosos

Considera-se que a migracdo de liquido ocorre devido a in-

fluéncia da gravidade e de forgas capilares, essencialmente.

A equagdo de conservacao da massa para a umidade na fase
liquida e,

a(PoYg) _
ot

- V. gg o+ I (2.20)
0 termo fonte I, pode estar associado a condensacdo de vapor ou a
evaporagdo de liquido.

A densidade de fluxo de liquido, Jz, ¢ dada pela lei | de
Darcy Buckingham [5, 6, 171:

jo=-o kv, (2.21)
onde Py € a massa especifica do 1iquido, e k a condutibilidade hi-

dradulica. O fator k depende do conteiido de liquido u,, da distri-

buigao do mesmo no interior do meio poroso e tambem da temperatura,
k=k (u,,7).

O potencial para a migracao de umidade, ¢, pode ser escri
to como sendo,

=Y - 2z , ‘ (2.22)

onde ¥ € o potencial capilar ou de sucgdo, € z o potencial gravita
cional (considerado poéitivo para baixo). O potencial ¥ estﬁ as-
sociado as forcas que surgem das interacdes locais entre o liquido
e a matriz solida [18]. Como visto mna segao 2.3, Y € um potencial
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negativo que se associa a capacidade de sucgao que possui o meio
poroso, dependendo do conteldo de umidade na fase liquida U, da
distribuicdo da mesma no meio e também da temperatura, Y= W(uz,T).
Quando forcas capilares s3ao consideradas, ¥ & proporcional 2 ten-
sao superficial no liquido e ao coseno do angulo de contato  entre
o liquido e a matriz solida, Eq. (2.8). .

A Fig. 4 abaixo apresenta uma curva experimental que mos-
tra a variacdao do potencial capilar ¥ em relagdo ao conteudo da umi
dade num meio poroso, [18].

-0’
-10

10

Capitar {m)

2
-10

-10

Potencial

-1

10

-z :
10 1 i 1 1
) o, 0,2 0,3 0,4 0,5

Conteido de umidade (kg de umidade/kg de mat. seco)

Fig.4 - Potencial capilar, ¥, em fuﬁgéo do conteudo de
umidade, u, para a argila 3 20°C [18].

O potencial ¥ tende ao valor zero numa condicao de satura-
cao do meio e decresce com o conteudo de umidade para valores nega
tivos quando o grau de saturacao diminui, divergindo para valores
nega*tivos muito grandes quando o meio estd praticamente seco.i
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Considerando u, e T como duas variaveis independentes,

_ £
obtem-se:

s o= R _ - Yy : |
Jg = 7 ey K éﬁz)T Vug - pg Kk aT)u2 VT + p k K, (2.23)

onde ¥ € um vetor unitario na direcao positiva de z. Observe-se
que a massa especifica do liquido Py € considerada constante.
A Eq. (2.23) pode ser expresa da seguinte forma:

jz = Po 3mg YUy = Po 2pyS, VT + py k & (2.24)
com
p
L ¥
a_, = —k =) ,
m& o auz T
(2.25)
(aW/aT)uz
1) =
L (BW/aul)T

onde ang € definido como o coeficiente de difusdo massica do liqui
do associado a um gradiente do conteldo de umidade e amldg como o
coeficiente de difusdo térmica do liquido associado a um gradiente
de temperatura; S € definido como o fator de difusao térmica
associado a transferencia de 1liquido. Os coeficientes a g | e

amgé2 sendo dependentes do potencial capilar e da condutibilidade
hidraulica sio também funcdes do conteldo de umidade e da tempera-

tura.

Os coeficientes, Eqs. (2.25), podem ser determinados se Kk
e a relacao funcional ¥ = V¥ (ul, T) forem conhecidas (4, 6, 21,
22]) (secao 2.7).

Substituindo a Eq. (2.24) na Eq. (2.20), obtém-se a equa-
cao diferencial para a migracdo do liquido, '
ou

. _
3 - V. [ap, Vu, + am262 vI] - - dus caz * I, (2.26)
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0 primeiro termo do membro a direita na Eq. (2.26) representa a mi
gracdo por capilaridade e o segundo termo a migragao por agao da

gravidade.

2.5.2 - Migracao de Vapor em Meios Porosos

O vapor em meios porosos migra por difusao, principalmente.
Sob condicoes de pressao total constante e uniforme, p, a densida-
de de fluxo de vapor, j,, num meio poroso nao saturado de umidade
¢ dada por uma modificacdo da Lei de Fick [6, 17] , escrita de mo
do a levar em conta a redugao da secao de passagem de vapor devido
a presenca de liquido e a tortuosidade do corpo poroso,

iy = - £ Dy 51_%\’- xr VPV, (2.27)

onde D, € o coeficiente de difusdo do vapor d'agua no ar, p, € a
pressdo parcial do vapor, M & o peso molecular da agua, R & a cons
tante universal dos gases, T € a temperatura e f € um coeficiente
empirico adimensional que representa uma resistencia a difusao do
vapor [4, 6, 17].

Luikov [4, 16] define % como a resistencia a difusao do
vapor dentro do meio poroso, relacionada com a redugao da segao de
passagem de vapor devido a presencga de liquido. Segundo Luikov
o coeficiente f.pode ser dado por:

Ty
f =/ h(r) dr, (2.28)
T

onde h(r) representa a distribuicao dos poros em relacao ao raio
dos mesmos, o limite superior r, corresponde ao raio maximo dos po
ros que esta livre de liquido e r;, corresponde ao raio minimo dos
poros abertos. Philip e De Vries [6] sugerem uma expressao mais
simples para f.
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O movimento de migraciao de umidade no meio poroso € consi-
derado ser suficientemente lento, tal que, na pratica, a temperatu
ra do 1iquido & igual a temperatura das paredes dos poros. 0l va-
por nos poros esta em equilibrio termodinamico com o liquido; por
tanto sua pressao parcial num estado de ndo saturagao € determina-
da em funcao da temperatura e do conteido de umidade na fase liqui
da [4, 141,

p, = P, (u,, T) . (2.29)

Combinando as Eqs. (2.27) e (2.29) obtém-se:

: = - P M v - P M v
Iy £ D, p-p, RI 3T )uz VT - £ D, p-p, RT aul)T Vu, (2.30)
A Eq. (2.30) pode ser expressa da seguinte forma:
iy - ] '
"V o avauz oy amVSVVT, (%.31)
com,
_ £ p_ M 3Py
= — D — ______)
4my Po ~V P-Py RT du, T
(2.32)
,(BpV/BT)uQ
Sv =
(3py/duy)
onde ap . ¢ denominado o coeficiente de difusdo massica do vapor
associado a um gradiente do conteldo de umidade, amvdv & o coefi-

ciente de difusado térmica do vapor associado a um gradiente de tem
peratura e & € o fator de difusdo térmica associado a transferén-

cia de vapor. Os coeficientes a e GV, Eqs. (2.32), sao tambeém

mv , .
funcao de u, ¢ T e assim como ap, e §,, Eqs. (2.25), podem ser de-
terminadas se as - relacdes funcionais ¥ = ¥ (ug, T) e

p, = p,(u,, T) forem conhecidas (4, 6, 21, 22] (secao 2.7).
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A migracgao do vapor fica assim, condicionada aos gradientes
dos potenciais representados pela temperatura e pelo conteido de
liquido, em meios porosos nao saturados de umidade.

Em meios porosos saturados de umidade, a pressao partial
do vapor € a pressao de saturagao de vapor Pg (4, 141, que € uma
fungao simples da temperatura, podendo ser obtida da equagao de
Clapeyron [19], |

P, = Pg = pg (T) | (2.33)

tem-se entao,
_ 9pPsS
vp, = 5 VT, (2.34)
onde VT €& o gradiente de temperatura no meio. Substituindo  na

Eq. (2.27) obtém-se a densidade de fluxo de vapor para um meio sa~
turado de umidade,

C oL o M 9Pg 24
lV £ DV p__pS W =3=T=~'- VT (2.55)
O gradiente de temperatura provoca o fluxo de vapor. De acordo

com a concepcao de Philip e de Vries [6] ha um processo de evapora
¢do em pontos onde a temperatura € alta e de condensagao em pontos
onde a temperatura € baixa, ocorrendo desse modo a transferéencia
simultanea de calor sensivel e calor latente.

A densidade de fluxo de calor latente por difusao de va-
por, pode ser dada, denominando-se o calor latente de vaporizagao
por r, por [17]:

. op
~ = - P M_PS _
Ty rfD, 5 b, KT oT T, (2.36)
e a densidade de fluxo de calor total em meios porosos saturados
fica sendo,

iq © —.AqVT *r.j, = (xq * Ag) VT (3,37)
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com,

ap
= p M 'S
Ag =1 £ D, b5, RT 3T - (2.38)

onde A € a parcela acrescida a condutibilidade térmica como  con
tribuicao da difusao do vapor. Desse modo, quando a migragao de
vapor associa~se ao processo de conducgao de calor, aumenta-se a
transferéncia de calor. Observe-se que A_ & a condutibilidade tér
mica associada a uma situacido onde nao ha qualquer forma de migra-
A).

¢ao de umidade, Xq = Aq (kmat.seCO’ Aégua’ ar

2.5.5 - Uma Relacdo Funcional para Pv
- Admite-se, como se assinalou anteriormente, que o meio po-
roso esta em equilibrio termodinamico.

A fase gososa, B, que contém uma mistura de ar e vapor es-
t4a toda ela em equilibrio numa mesma temperatura e pressio, Fig.5.

Considera-se, da mesma forma, que toda a fase liquida esta

em equilibrio numa mesma temperatura e pressao, Fig. 5.

Fig. 5 - Secao transversal de um poro. :
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Na condigao de equilibrio entre as fases liquida e gasosa
tem-se uma igualdade dos potenciais quimicos das mesmas [20],

118 = ua (2—39)

Da relacao de Gibbs-Duhem [19],obtém-se:

vBap® - v®ap® = ¢ %I , (2.40)
onde vP e v sao, respectivamente, os volumes molares das fases

o - . : -
B e P sao, respectivamente, as pressoes  das

gasosa e liquida, p
fases gasosa e liquida, r € o calor latente de vaporizagao, e T a

temperatura de equilibrio.

Considerando-se a pressao de saturagao do vapor, Py, como
-sendo a pressao de equilibrio, obtém-se:

B _ O . rdT
(VS VS) dpS T > | (2.41)
onde VS e'vg sao, respectivamente, os volumes molares das fases

gasosa e liquida na pressao de saturagao Pg - Combinando as Eqgs.
(2.40) e (2.41), resulta,

B 4.B _ 0 4 0O _ B _ .0
v- dp v— dp (VS VS) dpS (2.42)
A fase B corresponde a fase gasosa (ar e vapor d'agua) e pB e

jgual d pressao do vapor, p A fase o corresponde a fase liquida

v
(agua) e p* é a pressdo liquida, p,. Desse modo a Eq. (2.42) fica

com a forma,

vvdpV - ngpl = VVSdPS - VlSdpS s (2.43)
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onde v, € o volume molar do vapor na pressdo p e v € o volume

vS

molar do vapor na pressao Pgs» Vg © Vgg sao os volumes molares . de

2
liquido nas pressoes Py ¢ Ps > respectivamente.

Admitindo-se que o vapor se comporte como um gas perfeito
o seu volume molar € dado por:

RT
v, = — ,
v o p,
(2.44)
e,
- RT
Vvs Pg °
onde R € a constante universal dos gases e T & a temperatura de

equilibrio. Substituindo-se a Eq. (2.44) na Eq. (2.43) e admitin-

do que o volume molar do liquido v, € constante € igual a Vg

~ 2
obtem-se:
dpy ' dpS
—— = RT -— = d - d 2.45
RT 5 i v, (dp, ps) ( )

Como T e vy sdo constantes na condicao de equilibrio, € possivel
fazer,

RT _ )
q o gY )) = d (p, - pg). (2.46)

e integrando ambos os membros da Eq. (2.46) acima obtém-se:

RT
p, - p(T) = 8L Pvy (2.47)
S M - Pg
onde v, = %—3 M € o peso molecular da agua e Py ¢ massa especifi-

ca. A Eq. (2 47) € apresentada por Claesson [20] e da a condi-
cao para o equilibrio entre a fase liquida e a fase gasosa no inte

rior dos poros.

Na secao 2.3 verificou-se que a diferenga entre a pressao

B, e a pressao da fase liquida, pa, no equilibrio

- 0 - ~ .. o
e balanceada pela forga £~BQE associada a tensao superficial c¢xis-

da fase gasosa, p
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tente na interface liquido-vapor e ao raio da curvatura da superfil
cie na interface. Na Fig. 5 essa forca de equilibrio € equematiza
da. '

A equacdo para o balanco num ponto sobre a superficie e,
portanto (secao 2.3),

pB - p% = 2 baB ) (2.1)

Definiu-se também, na secdo 2.3, o potencial capilar Y em funcao

dessa diferenca de pressao,

o p* -
¥ EEBE_B_A' | (2.6)

A pressao da fase gasosa, pB corresponde & pressiao do gas acresci-
X - - ) : o i

da da pressao do vapor e a pressao da fase liquida, pq, correspon-

de a press@o do liquido. Desse modo,

y = &= (Pg + v) (2.48)
Y

Fazendo-se a seguinte manipulagao,

Py = Pgt (g *py) = Bt By) = Py 7By mP) ¥ (R 7 g TRy

(2.49)
e combinando com a Eq. (2.47), obtém-se:
= (T) ex ‘(Mgi) ex (Mgﬁ—) (2.50)
PV Pg P \RT P pQ,T . .

A Eq. (2.50) € a expressao para a pressao do vapor quando se consi

- - ] - -* . - ! - -
dera uma mistura de ar e vapor d'agua em equilibrio com o liquido.
De Vries [17] apresenta uma expressao mais simplificada, conside-
rando somente vapor em equilibrio com o liquido,

P, = Pg(T) exp (%%g). ' (2.51)
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Com as expressoes para p, em funcao do potencial capilar VY, Eqgs.
(2.50) ou (2.51), & possivel determinar a,,» Eq. (2.32), uma vez
que se conheca a relagao funcional VY =Y (uQ,T).

2.6 - Equacao da Conservacao de Energia

A equacdo diferencial para a temperatura,T, € obtida da equa
cao de conservacgao da energia, considerando-se a pressao constante,
a dissipacdo viscosa desprezivel, auséncia de reacgbes quimicas e
velocidade macroscopica pequena [4],

- i
9t (poho * poughy + pvuvhv * pouaha) -

~q ziz * hvlv ¥ hala)’ (2.52)

onde hi (i ~ 2, v, a) &€ a entalpia por unidade de massa do compo
nente i e h  a entalpia especifica da matriz solida.

Substituindo a expressao do calor especifico isobarico do
componente i, definido por:

Ghi -
Ci = _Zﬁ:__)p s (2.53)
na Eq. (2.52), obtém-se:
T C 9 (Poti)
(CoPo + 2 CiplUy) gg * 2 hy —5g— =

= V. Jq = Bij C{ VT = E hy Voj; o (12, v, a). (2.54)

Multiplicando a equagao de conservagao do componente i, Eq. (2.13),
por h; e somando para todos os valores de i tem-se:

3 (Poli) _ : T
z hi —5r— = - z hiv‘li + I hiIi s (A » g, v, a). (2.55)
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Combinando as Eqs. (2.54) e (2.55) resulta:

Cp =— = = V.Jq -z hiIi -z CiliVT; (12, v, a) (2756)

onde
C = C0 +'Z Ciui , . (2.57)

definido como o calor especifico equivalente. As fontes de calor
X hiIi estao associadas aos processos de mudanca de fase, condensa
CA0 e evaporagao (I, = o). Dessa forma o somatorio das fontes fi-
ca reduzido somente ao vapor e liquido,

L h.I. = hI

(I = I, + hoTo= (hy - hy) I, (2.58)

pois I, = -~ I, Eq. (2.17).

v

Nos meios porosos, o termo de natureza convectiva,

z C;j;T, & usualmente desprezivel [4]. Dessa forma a Eq: (2.56)

fica reduzida @ seguinte expressdo:
- 9T

Cp '“"—="V0j "I‘I

o 5T (2.59)

onde, r = h -h , € o calor latente de vaporizacao.

A parcela da transferencia de calor ligada ao mecanismo ' de
conducgao jq, num meio poroso, €& descrita pela lei de Fourier,

iq = -quVT, (2.60)

onde'kq ¢ a condutibilidade térmica associada a uma situagao onde

nao ocorre migragao de umidade. Em materiais porosos contendo umi
dade, no entanto, a esta condutibilidade & acrescida uma condutibi

lidade aparente associada aos processos de evaporacao e condensacao
de umidade no interior do material, Eq. (2.37), segao 2.5. Esta

condutibilidade aparente varia rapidamente, com a variagao de tem-

peratura no material [17].
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A parcela da transferéncia de calor associada as mudancas de
fase I, esta associada a producao de vapor, conforme Eq. (2.15) e
(2.16), '

(2.16)

onde j € a densidade de fluxo do vapor.

Combinando as Eqs. (2.16), (2.59) e (2.60) obtem-se:

@
3

Pol 5T = V-(AVT) + To V. (ay &6 1) + rp, V. (ap,Tug). (2.61)

ct

que & a equacdo final expressando a conservacao da energia.
A influéncia da difusao de vapor causada por um gradiente de tempe-
ratura & dada pelo segundo termo do membro a direita na Eq. (2.61).
0 primeiro termo € a conducao de calor quando nao se considera 0
fluxo de massa no interior do material. O dltimo termo representa

a parcela de difus3do de vapor condicionada ao gradiente do conteudo
de umidade. Aplicando o argumento da segao 2.5 os dois  primeiros
- termos do membro a direita na Eq. (2.61) podem ser substituidos por
V. (A VT) , onde K=‘Aq Ao Ag
2.5 e A € a condutibilidade do meio poroso incluindo o efeito | da

tem o mesmo significado da segao

destilacao do vapor, promovida pelos gradientes de temperatura.

2.7 - Migracao Simultanea de Liquido e Vapor

Os mecanismos de transferéncia de liquido e vapor em meios
porosos nio saturados de umidade sdo descritos pela mesma lei, isto
€, sao dependentes dos gradientes do conteldo de umidade na fase
liquida, VuQ, e da temperatura, VT. Combinando as expressoes - das

densidades de fluxo de liquido e vapor,Eqs.(2.24) c (2.31),obtcém=-sc:

j, = PoapVu, = pga s VI + p, k (2r62)
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com,

e, (2.63)

onde j, € a densidade de fluxo de massa total, aé € o coeficiente
associado a transferéncia simultanea de liquido e vapor no interior
do meio porosd a8 & o coeficiente associado i transferéncia de
massa no méio, promov1da por um gradiente térmico e § & o fator de
difusao térmica. Observe-se que os coeficientes da Eq. (2.62) sao
' v . € T, Eqs. (2.25) e (2.32) e podem ser de-
terminadas se k e a relacao funcional ¥ = ¥ (uQ,T) forem conheci-
das [4, 6, 21, 221.

funcoes das variaveis u

A relacao funcional,y = ¥ (uz, T) apresenta, no entanto,
~grandes dificuldades para a sua obtengao. Luikov [16] apresenta
um método experimental para a determinagao dessa relacao funcio-
nal, medindo a pressdo hidrostatica necessaria para remover a
agua contida no meio poroso, pela introdugao no material de um ou-
tro liquido ndo miscivel. |

Da mesma forma, os coeficientes da transferéncia de méssa,
Eqs. (2.25), (2.32) e (2.63) s3ao também usualmente obtidas atra-
vés de métodos experimentais [4, 6, 21, 22)1. Luikov [4] apresenta
varios métodos experimentais para a determinacdo dos coeficientes
‘am e 6, Eq. (2.63), para meios porosos, e mais recentemente tem-
se o método experimental de Shah et al, [22].

Resultados para todos os coeficientes, Eqs.(2.25), (2.32) e
(2.63), em meios porosos, sao apresentados por Philip e de Vries
[6] com base nas relacdes funcionais ¥ =¥ (u,) e k = k (u,) obti
das por Moore [23]1, e também por Jackson et al. [211].
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Substituindo a Eq. (2.62) na equagao de conservagao da mas-

sa,

o _ . . .
37 (Poug * pgu,) = = Vo (G + ), (2.64)

-~

e admitindo-se que a concentracdao massica do vapor & muito peque-
na comparada a concentracgdo do liquido, obtém-se:

d - - . 23k (2.65)
5T (puy) v. (poamVug *opga,d vT) Py 37 °

Para Po constante,

lo:

w, = v. fa_ vu, +a_ 6v] - = X

Q)

que € a equacdo da conservacdo da massa para a migracdo simultinea
de liquido e vapor.
A equacdo da conservacdao da energia para a transferéncia si-

multanea de liquido e vapor, de acordo com as Eqs. (2.56) e (2.58)
€ dado por:

T  _ _
C o, 3T v. (AqVT) rIV , (2.67)
onde, IV =-I£, Eq. (2.17)
A fonte de liquido esta associada a condensagao de vdpor,

Eq. (2.17). A variacdo total do conteudo de umidade na fase liqui
da, d (poug), ocorre devido a transfereéncia do liquido por capila-
ridade de(pouz)’ e por mudancga de fase, di (pouk)’ {43,

d (poul) = de (pouz) + di (poul) . (2‘.68)
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Definindo um coeficiente de mudanca de fase e, através da relacgao
(41, '

d; (ogug) | (2.69)
€ dip u, )
- L
que descreve a variagao do contelido de umidade devido aos proces-
sos de mudanca de fase em relacdo a variacgao total do conteQdo de
umidade num dado ponto do corpo poroso, obtém-se:

d
3 (Po%) _ e -
=t T3t (P *oat (Poly)
(2.70)
1 O¢ (pouz) _ 1 V.
1-¢ ot 1-¢ e,
Das equagoes de conservagéo da massa para liquido e vapor,
S (pqu,) = - V. o+ 1
ot o'V bRy v,
(2.71)
S (ppuy) = = V. i, - . ]
t Yo R toxR toev
obtém-se
Vi, = - o (pguy) ¢ (1me) o (pyug) = - e B (puy) (2.72)
1y 3t Po 3t “Polls 5t Pols’ &

~Combinando as Eqs. (2.16), (2.67) e (2.72), resulta a seguinte ex-
pressao:

9T
Coo 3%

- 9
= V. (XqVT) * Te 3¢ (poug) , (%.73)

que & a equacao final expressando a conservagao da energia. O pri
meiro termo do membro & direita na Eq. (2.73) corresponde a condu-
cao de calor sem considerar fluxo de massa no interior do material
e o segundo termo representa a influencia da transferencia de mas-
sa sobre a transferéncia de calor associada as mudangas de fase no
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interior do material poroso.

0 coeficiente de mudanca de fase, e, varia de zero a unidade
Quando e=1 a migracao de umidade ocorre por processos de mudanca
de fase unicamente, nao havendo migragdo de liquido por acgao | de
forcas capilares no interior do meio poroso. Por outro lado, quan
do €=0 ha migracdo apenas de liquido no interior do material  por
capilaridade, nao ocorrendo mudancas de fase. As mudancas de fase

ocorrem, nesse caso, apenas nas superficies externas do corpo.

As Eqs. (2.66) e (2.73) formam o sistema de equagoes difereg

ciais com o qual se determina as distribuigoes de u, e T, a partir

L
de condigoes iniciais e de contorno apropriadas.
Deve-se observar, no entanto, que todos os parametros dessas equa-
¢oes, tais como A, k,a .6 e ¢ sao funcoes complicadas das  varia-

veis T e especialmente de U -

2.8 - Conclusao

A exposicdo contida no presente capitulo desenvolveu-se so-
bre modelos que se baseiam no conceito do fluxo viscoso da fase 1i
quida sob a influéncia da gravidade e capilaridade e no conceito
‘do movimento do vapor por difusdo, em meios porosos. Além disso,
admitiu-se a existéncia de equilibrio termodinidmico local entre as
fases liquida e gasosa.

As equacOes sao obtidas expressando-se os fluxos de umidade.

e calor como funcdes lineares dos gradientes do conteudo de umida-
de, Vu e de temperatura, VI. Os coeficientes,presentes nestas
equagobes, tais como A, k, am,é e € sao funcgoes de u, e T.

Basicamente, a teoria descrita nesse capitulo se apoia sobre
tres relacOes funcionais expressando o potencial capilar ¥, a con-
dutibilidade hidraulica k e a condutibilidade térmica A em  ter-
mos do conteudo de umidade na fase liquida, u,, € da temperatura,
T. Essas relagoes sao de natureza bastante complicada, dificultan
do a obtengao dos coeficientes de transporte apropriados e, em con
sequéncia, o fechamento do sistema de equacoes que descrevem oS
processos de transferencia simultanea de calor e umidadc em mecios
porosos nao saturados.
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3 - METODO DAS FUNGOES DE TRANSFERENCIA

3.1 - Introdugao

Este capitulo apresenta uma modelagem matematica para a
transferéncia transiente unidimensional de calor e massa numa
regiao porosa, homogenea, plana e de espessura finita. Nesse mode
lo as equacoes de transferéncia de calor e massa sdo resolvidas
utilizando-se o método das transformadas de Laplace e as condigoes
de contorno em temperatura e contetdo de umidade sdao desenvolvidas
em séries de funcgoes pulso.

0 resultado apresenta-se na forma de uma equagao matricial

( \ r ) ( \
- T X

U, -V, W, -z, .

24,0 ' j j j Yo, -3

] v, -u, z, W, .

2q,L Y3 J J J "Lt

(1) =

In,0 S50 N T %0,

In.L =0 |T 5 500074 %1

\ J \ / \ J

que relaciona as densidades de fluxo de calor jq e de massa jm, no

instante Tt com os valores das temperaturas Y e dos contéudos de umi
dade ¢ nos contornos da regiao nos instantes T, t-1, -2, ..., 0.

) ., V., W., Z., S., T., X.
As funcoes UJ 3 3 3 3 3 ;

e Yj sao as fungoes de trans
feréncia da regiao, funcoes apenas do seu comprimento e das difusi

bilidades termica e massica.
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3.2 - Conjunto de Equacoes Governantes e Condicoes de Contorno

Seja uma regido porosa, homogeénea, plana de espessura L,
com propriedades constantes. Admite-se que num instante t,
tem~-se a temperatura, TO (t), o contetdo de umidade, uo(t), no
contorno x=0, e a temperatura, TL (t), eo conteﬁdo.uL(t), no con
torno x=L. Também admite-se que no instante t=0, a  temperatura’
e o conteiido de umidade sejam constantes e iguais a T° e u° , res
pectivamente. |

Considera-se, na modelagem matematica aqui desenvolvida,que
a variacao real das propriedades seja pequena dentro-da regiao
de analise, o que permite linearizar o sistema de equagbes obtido
na secao 2.7.

Em func@o da dependencia das propriedades de transportes en
volvidas, em relacdo ao conteudo de umidade e 3 temperatura, a
solucdo do sistema de equagdes acopladas e nao lineares da segdo
2.7 €& bastante dificultada, sendo possivel obte-la somente para

certos tipos de meios porosos e condigdes de contorno especificas.

A consideracao acima citada tém sido utilizada como uma
primeira aproximacao [4, 5, 13, 14] em problemas envolvendo compo
nentes porosos de edificagoes sem que os resultados sejam muito
alterados [101; possibilitando o uso de tecnicas lineares de solu
gao.

0 sistema de equagbes diferenciais para a transferencia uni
dimensional de calor e massa e as condigoes de contorno  auxilia
res, descrevendo as condigoes estabelecidas acima, de acordo com

a secao (2.7), sao:

0T _ 32T Er Ju

5E - aq T + q T (3.1)
U _ 52u 32T o
ST T A4, toap 8 (3.2)



T (X=0,t) = To(t)
T (x=L,t) = TL(t)
u (x=0,t) = uo(t)
u (x=L,t) = uL(t)
T (x,t=0) = T°
u (x,t=0) = u®
XQ’CS, PO
\Vl.-\s,b e D
" ”""7.‘6‘.?,.
T.u a ;D\ch.. T,u
i, 9 .'b.4‘o“o"
9.- e b
by
N A‘(LP; B
s °‘-.0 (;_ a b
.X Y
L X

Fig. 6 - Geometria do Problema

Com a finalidade de transformar as condigoes iniciais,

(3.
(3.
(5.
(3.

(3.
(3.
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3)
4)
5)
6)

7)
8)

Eqs. (3.7) e (3.8), em condicOes homogéneas, faz-se necessaria uma

mudanca de variavel.

Definindo

-
i

(3.9)



as Eqs. (3.1) - (3.8), tornam-se:
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_al = a _a._z_.lk + E_!. a(b
90 -5 %0, , g2 (3.11)
T M oge TR gyl
b (x=0,t) = Ty(t) - T° = 4y (t)
b (x=L,t) = Ty (1) - 1O =y (%)
(3.12)
o (x=0,t) = uy(t) - u® = ¢4 (t)
= = - u® =
¢ (x=L,t) = ug(t) - u® = ¢ (1)
¥ (x,t=0) = 1° - T° = 0
(3.13)
o (x,t=0) = u® - u® = 0
A solugao do problema consiste em resolver-se as ﬁqs.

(3.10) e (3.11) sujeitas as condigoes auxiliares (3.12) e (3.13).
Para tal, ha necessidade de transformar as equacgdes, 0 que & fei-

to a seguir.

3.3 - Transformacao das Equacgoes - Transformada de Laplace

Aplicando a transformada de Laplace [25}, para a variavel
t, nas equagoOes governantes e nas condigoes de contorno auxilia-

res, Eqs. (3.9) - (3.13), obtém-se:
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- 2y -
P ¥0x.p) = ag ¥ (p) + SR F (xp) (3.14a)
axX qv
- 32% 3%y
$(x,p) = a (x,p) + a & — (x,p), (3.14b)
d P M 3x2 m o ax2
Pm0.p) = AT (Tg(e) - 1% e ae = (),
§ (sLp) = 4 (Tp(8) - T°) ePFde = § (),
(3.15)
§ (x=0,p) = 7 (uy(t) -u®) ePhat = § (),
§(x=Lp) = [ (u(e) - u®) ePTae = ¢ (p),
onde
Px.p) = E I ()] = 4w ct) e PEar,
(3.16)
§ (p) =06 ()] = [T ¢ (x,t) P dr .
Obtidas as equacgoes governantes e as condicoes de contorno
transformadas, Eqs. (3.14) - (3.15), determina-se as equacgoes

diferenciais para as transformadas da temperatura e do contelGdo
de umidade.

3.3.1 - Equacdes Diferenciais para as Transformadas ¢ e ¢

A equacdo diferencial para transformada ¢(x,p) & encon-
trada da seguinte forma: da Eq. (3.14a) determina-se ¢(x,p) e sua
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segunda derivada 5*‘ (x,p), e substitui-se as expressoes obtidas
na Eq. (3.14b). Depois de algumas simplificagOes chega-se a:

1

. |
S (x,p) * 2— § (x,p) =0 (3.17)
m aq ) anq aqam

Vix,p) - GB+ 2+ EX0 by §

Aplicando a transformada de Laplace em x, na Eq. (3.17) e

usando ainda a segulnte notacao: v (x=0, p)=Cy, w (x=0,p) = C,,

v (x=0,p) = Cs e ¥ (x=0,p) = C,, obtém-se:

o £y(8)
i1 = NSO . (3.18)
com
£ (S) = 8%C) + S%C, + S [ Cy - R+ B+ E50 py ) +
0 2 Sqiq
4 '(—E 2o 8 p) C2,

a,  a; €43,

oot 2 _€rsd
ng(s) =5 -8 @B+ B+ 84y B
m q qq %q%m

onde os C, (k=1,2,3 ,4) sdo constantes arbltrarlas e gO(S) e nO(S)
sdo pOllnomIOS generalizados com relagao a §.

Para se obter a solugdo geral para a transformada ¢, basta
inverter a Eq. (3.18). A inversao €& feita usando-se o teorema de
inversdo de Laplace,seguido do teorema dos residuos da teoria da

- variavel complexa [Apéndlce Al.

0 (8)
A inversa de —aTgy sera, portanto, dada por:

£n(S) . £45(S)
_ o1 0 _ 1 y+jeo Sx =0 _
(x,p) £ [ﬁETgyl 73 [Y—jw e EGTST
o (3.19)
= % Res (an) .

n=1
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onde a, sao os polos do integrando, isto &, os pontos de singula-
ridade do integrando. Para a Eq. (3.18) os ay sao as raizes de
n,(S) = 0. Através da formula de Bhaskara (equacao quadratica)

[26] tem-se:

qvi , ' (3.20a)

a; = §, =

a; =S, = qv, , : (3.20b)
as = S3 = -qv, (3.20¢)
a, = Sy = -qv., | _ (S.éOd)

onde A o »
q =V g_ , , ‘ (3.21)
q
2 _ 1 1 _1yn 1 2 _ _4__
Vi =2 {1+ Fe-j"" 'L—u) + (-1) /(1 + Fe + ]:"ﬁ) Lu b, :
(3.22)
(m = 1,2), _
a -
Lu--= EE (numero de Luikov),
q
Fe-= %Eﬁ (nGmero de Federov).
q

" Desse modo:

"¢ (x,p) = Res(ai) + Res (a,) + Res (as) + Res (ai) , (3.23)
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onde
£.(S)
R S | _ a;x
Res (a;) e naTgT)S=a1 Die )
£, (S)
Res (a.) = 5% g.m )gegq, = D e?,* o
ny () N 2
(3.24)
R _ Sx 50(8) _ azx ,
es (a3z) = e —T—*_)S=a3 = Dse
nO(S)
£.,(S)
Res (a,) = eSX n?. )S=au = Dye?4X -
ng (S)

Substituindo-se as Eqs. (3.20) e (3.24) na Eq. (3.23) obtém—sé,fi
nalmente, a solucdo para a transformada ¥ ,

gqva2X

¥ (x,p) = D13V 4 pue + Dye IV1X 4 peTAV2X (3 25)

onde DK(K=1,2,3,4) sao parametros dependentes de p.

A equacdo diferencial para a transformada ¢ (x,p) & - en-
contrada da seguinte forma: da Eq. (3.25) de ¥ (x,p) determina-se
sua segunda derivada @H (x,p), e substitui-se estas expressoes
na Eq. (3.14a). Depois de algumas simplificagodes chega-se a:

iy C qviXx C qVv,X
§ (x,p) = Dy (1-vi?) WX v D, (1-vp?) VX 4

C C '
E% D; (l-v;2) e aViX . E% Dy, (1-v,2) e 4V2X (3. 26)

'Aplicando—se agora as condigoes auxiliares, Eqs. (3.15),
nas Eqs. (3.25) e (3.26), os parametros D, (x=1,2,3,4) sdo calcula

dos.
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Chega-se ao seguihte sistema de equagoes,

D, + D, + Dy + D, = @0 , (3.27)
DyeVil & p,e®Vel 4 peT@Vrl 4 p e Wl - g | (3.28)
AD, + BD, + AD; + BD, = 50 , (3.29)
AD, eV 4 Bp,e®V2l 4 ap,e” Vil 4 pp,e”W2l - G (3.30)
onde
Cq 12
A= (1—v1 ) (3.31)
% 1ty *
B = 1 (1-v2) . (3.32)

Colocando o sistema numa forma matricial e aplicando o método de
Cramer, os DK(K=1’2’3’4) sao calculados, como segue:

4 5 L ’ 4
1 1 1 1 D, @0
eqv1L equL é—qvlL e—quL D, mL
X = (3.33)
A B - A B Ds 50
AedVr L pedV2l Ae"aViL Be~aV2L Dy $L
\ J k J \ /

(PLAB_ ¥ B §1A, Gy B, DoBP_ VpAB_ §B, 6ph)mavil
2 (A-B)? senh (qvaiL)

(3.34)
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[P AB_ § A% ¢ B, §A, (@OAZ_ VoAB_ A, $0B)e—qv2L]'

Dz = - (3.35)
2 (A-B)? senh (qv.L)
D, - 4 (G AB_ § B> § A, 33, ($OBZ_ U,AB_ §,B, $0A)eqv1L] 5,369
2 (A-B)?2 senh  (qv,L)-
[($.AB §.A2 3. B 3. A oA T.AB § A, §.B Ly
Dy =+ LA VAT 0B 9Lh (VoRT WoRB Gofy foByeaval

2 (A-B)? senh (qv.L)

Substituindo-se as Eqs. (3.34) - (3.37), dos D, (k=1,2,3,4) ‘nés
equacoes diferenciais das transformadas y(x,p) e o(x,p), Eqs.
(3.25) e (3.26), obtém-se um sistema de equacdes algdbricas para
as transformadas da temperatura e do conteudo de umidade.

3.4 - Densidades de Fluxo de Calor e Massa

As densidades de fluxo difusivo de calor e massa nas extre

midades da regido sao:

3 = = - _a_T = - _3_1_1)_
lq (x=0) -Aq ax)x=0 -Aq ax)x=0 ’
(3.38)
1 = - - .?_'IL = - _Q_lp_ '
lq (x=L) Aq ax)x=L >‘q ax)x=L ’
. _ - Ju - _ 3¢
Im (x=0) = nPo §§)x=0 AnPo 5§)x=0 ’
(3.39)
1 = = - _a_;l_l. = - ﬁb_
Im (x=L) mPo Bx)x=L nPo ax)x=L

Aplicando as transformadas de Laplace as Eqs. (3.38) e (3.39),

obtém-se:
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z 1]
lq,O Aq ax)x=0 ’

_ (3.40)
3 T = M_ '
lq,L Aq ax)x=L ’
z - . £
Im,0 anPo ax)x=0 )

- (3.41)

< - _3_4)_ \
Im,L anPo ax)x=L .

Usando-se as equacgoes diferenciais das transformadas v e ¢, Egs.
(3.25) e (3.26) nas Eqs. (3.40) e (3.41), chega-se a:

Jq,0 = " Aq v, *Dav -Dav-Daqv], (3.42)
i = - quiL qv.L _ -quiL _
1q.L Aq [quvle ¥ quvze Daque
(3.43)
"C[\)zL
Duque ]
Jn.o = 7 2nP [DlAq\)1 + Dqu\)2 ~ DaAqv1 - Dquvzl ’ (3.44)
j = - qva L quoL _ ~qviL
gm,L ampo [DlAqvle * Dquvze DgAqv1e
(3.45)
D Bqv e quL]

Substituindo as expressdes dos D (x=1,2,3,4), Eqs. (3.34)-(3.37),
nas equagoes das densidades de fluxo, Eqs. (3.42)-(3.45),

obtém-se, na forma matricial,



As expressOes para cada elemento da matriz da Eq.

E E G G
1, 22 st S
@y Ty
G G E E
1, 2 e W N
gl ) (o

AG BGZ)
+ - +
b7 * 5 "oyt

BG AE BE,

2y 1,
b Top )

AG1
R

sao mostradas na Tab. 1.

Tabela 1

.
F, F H, H,

1 2 1 2
€ ) )
H H F F

1,02 b R
@ ) 5

X

AF BF AH BH

1 2 1 2
u PR
A BH AF BF
O 52 —(ﬁzl * 50

- Elemento da Matriz,

Eq. (3.46)

4

. _L senh (qvlL)
Xq qv, L
L senh (quL
X3 —"GNEfT_l
i%%;%?% cosh (qv,L)
L%%:%?% cosh (quv,L)
(B2~ AR)
(A-B)?
(A%-AB)
(A-B)?
%%1%%;~ cosh (qvlL)
%ﬁ:%%;— cosh (quL)
(A-B)
(A-B)?
C(B-A)
(A-R)?

AE

BE
AG
AT
BF
AH

BH

N

senh (qvlL)
o (av,1)

p

L
am
L - senh (quL)
anPo (qvlL)

A(B2-AB) cosh (qvlL)
(A-B)?

B(A%-AB)

By ? cosh (quL)

A(B2-AB)
(A-B)?

B(A2-AB)
(A-B)?

- AA-B) cosh (qvlL)
(A-B)?

= B(B-A) cosh (qv,L)

(A-B)?

. A(A-B)
(A-B)?

= BO-A)
(A-B)?

44

(3.46)
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Na Eq. (3.46) @0, @L, 50 e 5L representam as transformadas
dos perfis de temperatura wo(t) e wL(t) em x=0 e x=L e as trans-
formadas dos perfis de umidade ¢0(t) e ¢L(t) em x=0 e x=L, res-
pectivamente. ’

Os fluxos de calor e massa em cada superficie de contorno

da regiao podem entao ser avaliados aplicando-se o teorema de
inversdo da transformada de Laplace [Apendice Al, para a Eq.
(3.46).

A obtencdo da inversa da Eq. (3.46), no entanto, & complica
da pelas funcoes ﬁo(p), @L(p), $O(p) e 5L(p), sobretudo se y,(t),
wL(t), ¢O(t) e ¢L(t) sdo funcoes arbitraria do tempo. Dessa for—
ma, utiliza-se um método aproximado, pela aplicagido do principio
de superposicdo onde a temperatura ¢ € o conteido ¢ podem ser re-
presentados como uma composicao de funcoes pulso [10].

3.5 - Principio de Superposicdo e Funcdao Pulso

As caracteristicas de qualquer sistema fisico podem ser des
critas por uma relacao entre uma funcao excitacgao e a resposté do
sistema [12]. Tal relacdo torna-se particularmente Util se o sis
tema € linear e invariavel. Assim, linearidade e invariabilidade
sdao os pré-requisitos de qualquer método de superposicdo de calcu
lo do comportamento de um sistema fisico.Linearidade implica que
a magnitude da resposta seja linearmente relacionada com a magni-
tude da excitacao; enquanto que invariabilidade significa que
excitacoes iguais aplicadas em diferentes tempos sempre produzem

respostas iguais.

Fisicamente, a importancia do principio de superposigao €
que, quando valido, ele torna possivel analisar uma variacio glo-
bal como sendo a soma dos efeitos devido a variagoes independen-
tes, as quais tomam lugar simultaneamente no sistema, mas cada
uma procedendo como se fosse independente das outras.

Sao trés os passos no calculo da resposta de um sistema in-

variavel linear [12]:



46

a) Resolver a excitacdo em séries de componentes simples;
b) Calcular a resposta para cada componente;

c) Somar as respostas para os componentes separados.

Uma funcdo pulso, ou série-tempo, € somente uma sequéncia
de nimeros ou quantidades que representam os valores de uma fun-
¢ao em intervalos iguais sucessivos de tempo. Qualquer funcao
do tempo pode ser representada por uma composicao de fungoes pul-

sos, facilitando assim a sua resolucgao.

0 pulso, ou termo na série-tempo, mais simples e mais usado
€ o pulso retangular [10] de largura igual a um intervalo de tem-

po considerado, Fig. 7.

(1)

/ \\ Pulso ("Sf2 Tgrr'r.n;))

/ AV

7 Ny

o ’ 61‘ 2 ST 3 GT 4 8 T ..-,___:5_8;’;%_“‘—*“
Tempo

Fig. 7 - Representacdo de uma funcdo arbitraria do tempo
atraves de pulsos retangulares de base éT. i
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A aproximacdo de um perfil complexo por um nlimero finito
de pulsos retangulares, sem divida, causarda perda de precisdo, a
menos que o intervalo de tempo seja extremamente pequeno. Um ga
nho consideravel na precisao, pode ser alcancado se os pulsos fo-
rem pulsos trapezodais, Fig. 8 (linha pontilhada).~

Pode~se também imaginar cada pulso como sendo a magnitude
de um triangulo centrado no tempo em questao, com a base igual a
duas vezes o intervalo entre termos sucessivos. A soma de um con
junto de triangulos sobrepostos € uma fungao continua composta
de segmentos de linha reta, Fig. 8.

f(1)

»_Fulso(59 termo)

Tempo

Fig. 8 - Representagao de uma funcao arbitréria do tempo
através de pulsos triangulares de base 26..
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Pode ser provado [10] que dois pulsos triangulares sobre- '
postos de base 26; tem idéntica resposta aquela criada por um pul
so trapezoidal de largura Sp, que ¢ formado por dois pulsos trian
gulares, fazendo com que o pulso triangular seja mais adequado do
que o pulso trapezoidal.

A precisao da representacao depende do tamanho do intervalo

de tempo entre os termos sucessivos.

Uma fungao pulso Q(ti) com pulsos triangulares pode ser de-

finida, com auxilio da fungao "degrau unitaria" ua(ti) por (10,
271:
Q(t.) = u,(t.) Ei - u, (t.) 2 (t.-8..) + u (t.) l—-(‘c.—ZcS )
1 0“1 GT 6T 1 6T 1 T ZGT 1 GT i 77T
(3.47)
com
0, ti < a
u_(t.) = _ (3.48)
a 1 1, t. > a,
1_
Qi)
/
s
/
Ve
]
a
v/
e - / | e
|
I /
_ /
o] ' * * ibr (i+|)\§'r (i+2)67 ,T|
|
N
N
\
\ |
\
{

“Fig. 9 - Representacao de uma fungdao pulso-triangular.



Admite-se que a temperatura
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e o conteldo nos contornos da

regido possam ser escritos como composigoes de fungoes pulso, ti-

po Q(ti),
-1
p(t) = i§~1 Vi 80T, (3.49)
-1
o(t) = iz_l 9547 (5D (3.50)
onde
ti’: t - i(ST Py )
(3.51)
t = TGT.

Nas equagles acima y; e ¢; sao as alturas dos pulsos no tem

po t=iGT, sendo GT o intervalo de

tempo dos pulsos, Figs. 10 e 11.

¥(t) w,,,—i—~%h gy g
‘\\$5 d2 B4
%///i\ /\ /i /:\\ﬁwéwn m///jr,—7i-\7\\\ﬁ%
A A A L A i I NN
A / AR \ T AU B
/ \ \/ Ly / a \ My
w7 / \/ I y e oy ARt
Ay >\ ( \x/ IR RS R
/ /X i\ / /\\ /\ I\ / /\ A\ I\ /\\ I\ /\
AN TR TR TR S ER TR R AN
P I VA VA A VRN VA /B TR TR
| / \
B T T T R T 0 16y 26; 36; 467 66; 667
Tempo

Fig.10 - Representacao da
yp(t) atraves de
pulsos triangulares

Tempo

Fig. 11 - Representacao da ¢ (t)
‘ atravcs dc pulsos
triangulares
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Assim y(t) e ¢(t) podem ser obtidas, fazendo-se a composi
¢do de um trem de pulsos do tipo mostrado nas Eqs. (3.49) e (3.50)

e Figs. 10 e 11. Aplicando as transformadas de Laplace nas Egs.
(3.49) e (3.50), obtém-se:

_ -1 -1 _

p(t) = 15-1 Vi §o100e)) = 12-1 viep &0 (3.52)
- -1 -1 _ ‘
¢(t) = ]E—l ¢i+1 i [Q(ti)] = ii—l ¢i+1 Qi(p) (3.53)

Na obtencao da transformada da funcdo pulso 2, € usada a seguinte
propriedade das transformadas de Laplace [25]:

f(t) = ua(t) g(t-a) ; a>0 et>a

B} (3.54)
S [F(t)] = e 25 g (g].
Resultando
2, (p) = —— para 0 < t; < &; ,
GTp
_6 p .
= 1 (1 - 2e T ) para 6. < t. < 28, , (3.55)
8 2 - T 1 — T
TP
..6 p
-—L a-e T ) para t, > 28q.
s pZ 1
T

Substituindo as Eqs. (3.52) e (3.53) na Eq. (3.46), obtcm-se © a
equacao matricial das densidade de fluxo em fungdo da funcao pul
so, Eq. (3.56), (Tab. 2).
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3.6 - Inversao da Equacao Matricial das Densidades de Fluxo

As densidades de fluxo podem ser calculadas, no instante
t=18, através da inversao da Eq. (3.56), como mostra a Eq. (3.57),
(Tab. 3), [10]. . ,

A inversao da Eq. (3.56), como mostra a Eq. (3.57), envol
ve essencialmente a analise da seguinte formula geral,

= _ 5 P

onde P representa E;, E,, Gy, Gy, Fys E,, Hl’ H,, AEI’ BE,, AG;,
BGZ’ AFl’ BFZ’ AHl’ ou BH2 e Q representa Cl’ CZ’ D1 ou D2 na
Eq. (3.56). A inversao das transformadas de Laplace pode ser efe-
tuada pela aplicagdo do teorema dos residuos e do teorema de in-
versao de Laplace [Apéndice A)l. A transformada inversa de ﬁijg se

- Q
ra portanto, dada por:
' . pt. _ ) ‘
£f(t) = 7%T lim Y+l e 1 Qi P dp = I Res (BK), (3.59)
. I 0 y-jL Q k=0 |
L2

com j= /-1, na regiao:

o X

7

Fig. 12 - Contorno dos polos

onde B sao os polos do integrando [Apendice A].
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3.6.1 - Analise do Integrando e Determinagao dos Polos

Da Eq. (3.55) vé-se que p=0 constitui, um polo de ordem 2
da Eq. (3.60). Também, os zeros das fungoes complexas Cy> C,,

D D Tab. 1, constituirao polos ou singularidades isoladas,

1> 72
c, =L 1  semh (VB v,1), (3.60)
1 A a 1
q (,/L\) L) q
a 1
q
C2 = %—- L senh (v g— vZL) . (3.61)
T v 1
q
Analisando, as expressoes complexas C1 e CZ acima (Dl e D2 sao

expressoes semelhantes) deve-se observar que:

a) As funcoes senh (¥z) e vz de um numero complexo z fazem corres

ponder dois valores a cada z do plano complexo, pois

vz = Yp l[cos (g_— + km) + j sen (% + gm)], k=0,1. (3.62)

No entanto a funcao,

senh (VZ)
(V/z)

f(z) = (3.63)

¢ uma funcdo par de vz, pois senh (v¥z) e vz sao funcoes impares

de z. Deste modo f(z) & uma funcao univoca de z [28].

b) A funcao senh (qme) = senh (V g— me) = 0, quando V g— = jA

ou p= —aqkz (pois senh (j Av_L) = j scn (Ame)), desde que
LU =0,1,2,... (m = 1,2). Desse modo:
VmL'
a n?n?
C, = 0 para p = - L R n=1,2,... (idem D,), (3.04)
1 v2L2 1 -
1 4
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a nemn '
C,=0parap=- ——— n=1,2,... (idem D) (3.65)
2 v, 2L2 2

’ 2

c) Os zeros das funcles constituem polos de ordem 1 de Cl(p),
Cz(p), Dl(p), Dz(p), pois para qualquer z, complexo [28],

£(z) = SR U)o opp 30 £ (2 (z-2) + ... (3.66)
vz

De modo que, se z € um zero de f(z) entdo, proximo a 20

£(2) = £'(zy) (z-zp) + ..., (3.67)
pois f'(zo) # 0.
d) O ponto zO=0 nao constitui um zero de Cl(p), Cz(p), Dl(p) e

DZ(p)’ pOiS

1dim §§ﬁﬁ:ﬁf§l # 0

(3.68)
20 vz

Assim, os polos do integrando sdo, portanto

BO 0 (polo de ordem 2)

a wik? - :
Be © :gj*} » ¥=1,2,... (m=1,2) (polo de ordem 1) (3.69)
v_“L |
m

3.6.2 - Calculo dos Residuos

A inversao de (3.58) resulta em:
Q.p pt.
_ 4. d 2 i P=j
Res (BK) = lim ) (p g e ) +
p~0

£, = Res (0) + '
K

neo~ 8
H

(3.70)

a.p Ptia
i e /z[g)p_-

B ™8

k=1 K
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Para o caso da fungao pulso triangular os termos da equagao acima
~podem ser calculados pelas relagoes seguintes:

—.p pt.
a) Res (0) = lim %— (p2 2~ e 1
p~0 Q
L ar _P 4
= G0 Pt 3 T Q Tplp=0 ¢ 0 <3 < 5
me (L dp - - rd
~ =0 fap * Pt 7 2Pép 7 g 3%]p=0 ’
6T <t < 26T (3.71)
= 0; ti > ZdT
ot > a.p P4 4q
b) Z Res (B ) = L ["i" e /53] ___
k=1 K k=1 dp p=-8,
[ —B t.
- K-i
Kf_lfﬁ (B e ; 0 <ty <8
o0 B 8 -8B t.
= _ Kk T K1,
_—Kzlcp (8,) (1-2e ) e ; 6p< t;< 260 (3.72)
o B S -8 t.
= _a K T2 K1 |
K§1® (BK) (1-e ) e oty >26T
onde
¢ (B ~I : (3.73)

]
2 =
5762 dQ/dp p=-8_

Com o fim de avaliar a Eg. (3.70), sdo necessarios os valo
res de todas as funcoes que P e Q representam e também suas deri-

vadas em relagao a p em p=0 e p=-8, (x=1,2,...).

As derivadas dos elementos da matriz, Eq. (3.56), sao 'mos
tradas na Tab. 4 abaixo, para auxiliar no calculo das derivadas

das Eqs. (3.71) e (3.72). A Tab. 5 apresenta uma avaliagao {dos



limites de cada um dos elementos da matriz e suas derivadas,
como e
Q dp

dQ

quando p tende a zero, Eq.

3.71.

(3.56)

Tabela 4 - Derivadas dos elementos da matriz, Eq.
dc, _ L (v;L)? dc, _ L (v,1)?
q q q q
dD, . _ L (wil)*g ( dp, . L (v,L)?
. =t qviLl) = - S, (qv.L)
dp APy Zaq 1 dp a P, Zaq 2
dE; . (B*-AB) (v,1)? dE, _ (A2-AB) (v,L)?®
e e T TS EE (av2b)
dG; _ dG, _
m -0 p
2
- B-
g_g_l - (AB) (3l (g1 ggz - (B-A) Q:L)%s, (qu,L)
(A-B)%  ““q (A-B) q
dH, _ dH, _
I o " °
onde
- senh (qvilL) | _ senh (qu2oL)
Ss(q\)lL) (Q\)IL) 84(Q\)2L) (quL)
5, (Quil) = cosh(qv,L)-S3(qvilL) s,(qusL) = cosh(qv,L) -S4 (qu.li)
(qviL)? (qv2L)?

57

tais
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Tabela 5 - Limites das derivadas dos elementos da matriz,
Eq. (3.56), quando p = 0

dC; _ L (viL)? dC, _ L (voL)?
dp X_ "Ga dp A ba

q q q q
dD, L (viL)? dD, _ L (v,L)?
dp a o, Gaq dp a 0, 6aq
dE, _ (B2-AB) (v,L)? dE, _ (A%-AB) (v,L)?
e e P a-pr g
dF; _ (A-B) (v;L)? dF, _ (B-A) (vpL)?
b (a-py2 f3g P a-pyz 2

Sendo p =—BK, entao
B B B .
q=/2 =V Et=ya/X=3 /K (3.74)
a a a a
q q q q

com a qual as fungoes complexas das Tabs. 1, 4 e 5 e as derivadas

nas séries do Gltimo termo da Eq. (3.70) podem ser representadas

como funcoes reais como mostra a Tab. 6. |
Sabendo-se que,

/-1 ou j—2

]
]
]
i
=t

senh (jxj j sen (x) s ]

(3.75)

cosh (jx) j cos (x).



Tabela 6 - Elementos da matriz (3.56) para p = ‘--B'<

C. = L sen (Ri)
1 A R,
q
D. = L sen (R;)
1 a P, R,
B, = B2 o5 (1))
(A-B)?
G (B2-AB)
1
(A-B)?
Fj = (A-B) (05 (R1)
' (A-B)
Hl = (A'B)
(A-B)?
dc; _ L (viL)
o géq Sp (R)

dE; _ (B2-AB) (v;L)%

R
dp (A-B)2 aq 3A( 1)
dF; _ (A-B) (VlL)zs (R1)
onde
R aKV12L2
1 =
%q
a_ «x? ¢
=
aK v, 2L?

. . sen R,
S3(Ri) = =g

S3;(R;)-cos R,

5, (R =
1( l) Rlz

c, = %_ senRngg
2
q
b < L sen..(R,)
2 a,Po R,

EZ = Léilégl cosS (RZ)
(A-B)?

2 (a-B)?
HZ = (B'A)
(A-B)?

dC, L (vol)2n
o o

dD, _ L (val)?g (R
_ = : - (R2)
: dp ape, Zaq 2
] 2. 2.
4E; . (oAB) b5 (p,)
(A-B) q
_ Ty2.
dF, _ (B-A) .(v,L) Sy (R,)

P @-Byz %3

R - bKv22L2
2
4q
a k2 n?
b =_9__—__'._
K . vzsz
_ sen R,
34(R2) Rz
52(R2) . Sy(R;)= cos R,

_Ry?

59
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As fungoes indicadas na Tab. 6 sao avaliadas em cada uma ' das
raizes reais negativas ~B, (k=1,2,3,...), ou zeros da equagao
Q (p)=0, para todos os termos da Eq. (3.72) ndo desprezaveis.

A magnitude dos termos, contudo, decresce rapidamente com
o aumento de k, particularmente quando ts € elevado ou quando o va

lor da razao € grande.

"4

Substituindo as Eqs. (3.71) e (3.72) em (3.70) obtém-se a ex
pressao, em termos de fungao pulso triangular, para a inversa da

P
Q k]

expressao geral &

o -8 t.
Ce=1l = P, _ 1 dp _P d K1 .
70 Pt G @t Pt g 0t 08 e ’
Q < ti < GT
1. ,dP _pd -
(3.76)
o B S -8 t.
5 o (B) (-2 KTy e KE 0 << 28¢
k=1 K
w B & -8 t.
- 308 (e “Tyz e KLt > 26,

A coordenada tempo ti=t—iGT, pode ser expressada também ' por
t, = (t~1) GT’ pois t=TGT. Substituindo na Eq. (3.76) resulta em:

-66
-1 = P. _ (P 1 dp _ P d
LU0 gl 7 @y (E¥Q dp §pQ 3%)p=0 i

L ¢ (B e

k=1

-1 =1 (3.77)
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= - (31175 % ) gtr—P—z %g)fo, ) K;:l ° (8) (1'2eBK6T)e-26K6T =Fp;
cei = 2 (3.78)
) Kg @ (8,) 1-o"Tys & T L g ne s
=i = n (3.79)
Com isso, nota-se que a transformada inversa da expressao geral

= P
2 g
instante t=t. Para 0 < t. < GT
expressao (3.77), para GT < ti < ZGT ¢ dada pela expressao

e para t; > 26, pela expressao (3.79).

& expressa por funcoes diferentes em funcao da distancia ao
a transformada inversa & dada pela

(3.78)

. - e - P ~ .
Determinada a inversa da formula geral Q; 5 » @& equagao 1in-

versa final das densidades de fluxo € obtida através da Eq. (3.57).

como segueabaixo. T T

3.6.3 - Equacao Inversa Final das Densidades de Fluxo

Fazendo-se, j = t-i-1, na Eq. (3.57), observa-se

i+l = 1-j e para i=-1 tem-se j=t e para i=t-1, j=0.

Usando estas notagdes, a inversao das relagoes de
de calor e massa da Eq. (3.57) pode ser expressada como:

que

fluxos
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3\ | 3
[ . | i ( 1
iq,0 Us Vo "Z; Yo,1-;
l
lq.1 R RS
(=) |——— —— |— — — — — - |
l (3.80)
S -T X. -Y. .
Im,0 j i Y 0,13
j = T S |
L e I I T B *L,1-3
Y ) L | ) | )

-onde Uj’ Vj’ Wj, Zj’ Sj’ Tj’ Xj e Yj sao as fungoes de transferen
cia com expressoes correspondentes as Eqs. (3.77), (3.78) e

(3.79) e sao calculados quando P e Q sao substituidos por suas

respectivas expressoes. Assim:

\7Un = Fy (P = El e EZ ; Q= Cl e CZ) , n=20,1,2, ,
Vy = Fy (P =Gy e G, ; Q=2C; eC,)
Wp = Fp (P = F| e F, ; Q=1CyeC,)
Z, = F, (P = H eH, . Q=C)ecC,)
Sn = Fp (P = AEl e BEZ ; Q= Dl e DZ) (3.81)
T, = Fn (P = AGl-e BG2 ; Q= Dl e DZ)
X =F_ (P=AF e BF, ; Q=DjeD,
Y, = F, (P = AH; e BH, ; Q =D; e D,).
A Eq. (3.80) é a equacdo de convolucio do problema. ' As

funcoes Uj’ Vj’ Wj, Zj, Sj’ Tj’ Xj e Yj, j=0,1,2,... sao as fun-
coes de transferencia da regiao finita, cuja determinacgao exige
apenas o conhecimento do comprimento dessa regiao e das difusibi-

lidades térmica aq e massica a -

De acordo com a Eq. (3.80) tem-se que as fungoes Uj e Vj es

tao associadas unicamente ao processo de transfercncia de calor
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equivalendo-se as fungoes de transferencia obtidas por Kusuda [ 10]
para o problema especifico da transferéncia unidimensional e
transiente de calor e que as funcgoes Xj e Yj estio associadas ao
processo de transferéncia de massa somente. As demais fungoes,
conforme a Eq. (3.80) descrevem a interferéncia entre os dois pro
cessos de transferéncia. As fungoes Wj e Zj associam-se ao efei-
to dos processos de mudanga de fase sobre o transporte de calor e
as funcgoes Sj e Tj estdo associadas ao efeito da difusao de umi-

dade promovida por gradientes de temperatura.

3.7 - Fungdoes de Transferéncia - Interpretacdo Fisica

As expressdes para as fungoes de transferencia sao obtidas
das Eqs. (3.77), (3.78) e (3.79) usando-se a Eq. (3.81) e as tabe
las anteriores. Obtém-se:

U, = (1"\)2.2) M - (1'\)12) M ,
07 ortovy?y) M7 a7y 12
U. = (1-v,?%) M.. - (1-vi?) M. , (3.82)
b azen) 2 o2ty 2
vy = Amv2®) oy oAy g - 2,3,4,0,
(v22-vy2) 1 (v,2-vy?) 2
W. = - €T M. . + ET M. .
0 ¢ (wzevi?®) 1 (vpevy?) 12
q q
w, = - —=£ M,, + ex M,, - (3.83)
S N N CPEE B |
q q _
W = - _ET M., + ex Mg,, m o= 2.3.4,...,
n C (v2%2-v1?) 31 C,(v22-v1?) 32‘



vt = b pasredy + (0 Mkt -
)\ \).2 >\ o0
M, =--d - d 4 r &) e
1] L Saq(ST k=1l «?
v.< A L Vv
1
My = g * (—) (1-2e
q T Kk?
v. A L
M3j = 513__3“ . 2 (~l) (1-¢ © T) e
q T T K2 .
a mk?
B = _9_____ .
Kooy.2 12
J
E também,
Vg = A-v.?) Ni2 o
(v22-v12) )
V., = (1-\)22) N ,
S PR 2y 22
v o= (mve’) N,
(v22-v12) 2y 32
7 _ ET ET N
0 Cq(vzz—\)lz) C (v22-v1?)
Z, - ET ET

Cq(sz’Vlz)

64

(3.22)

(3.85)

(3.86)
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Z = - 22 N + er N y n = 233a L)
n 31 32
C 2_.,. 2 2_,,.2
q(Vz v1°) Cq(Vz v1©)
onde,
A 2 )2 L 2 ) L o -1 §
N,. = - -4 + ? q . vJ 2 z L:llf——) e BK T,
I.J L 6aq<ST aan ﬂ_z k=1 K2
2 2 © . - -
} v AqL Vj AqL 2 -1 1 B St ZBKGT
sz s - 53 . — I (=) (1-2¢ Je T
q T q T T2 k=1 K2
(3.87)
No. = .VJ'Z Y2 x (.(-l)K_-—1 (1- B8y, 2 ~(n*1)B Sy
35 ° 7 758 - = - ) e ) e ;
q T T k=1 K

n=2,3,¢..

As funcgdes de transferencia Uj e V. estao associadas ao pro-
cesso de transferéncia de calor. As funcgoes Uj estao relacionadas
com a resposta térmica da superficie em consideragao e as fungoes
Vj com a da superficie oposta a mesma.
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Fig. 13 - Distribuigao das funcoes de transferencia,

(a) - Uj ; (b) - vy

As funcgoes Uj descrevem a influéncia das temperaturas da su-
perficie em analise, em instantes anteriores, sobre a densidade de
fluxo de calor correspondente, no instante em consideracao. Es-
tao portanto associadas 3 capacidade de armazenamento de calor
do material, que se reflete, para um ponto arbitrario, na condi-
cao de dependéncia das densidades de fluxo de calor em relagao as
temperaturas que o material apresentou nesse ponto, em instantes
anteriores.

A Fig. 13a mostra o comportamento em forma de exponencial
das funcgoes Uj’ o que faz com que a dependencia do fluxo de calor
em relacdo 3s temperaturas, em instantes anteriores, da mesma su-
perficie, reduz-se rapidamente. O valor positivo para UO’ contra
riamente aos demais, garante temperaturas positivas [19].

As funcoes Vj descrevem a influencia das temperaturas da su

!
perficie oposta aquela em questdo, em instantes anteriores, sobre
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a densidade de fluxo de calor no instante em consideracgao.

Como mostra a Fig. 13b, Vj tém um comportamento em forma | de
onda, o que esta associado ao fato de que para cada superffcie
existe um intervalo finito de tempo para que a mesma ''tome conheci
mento" de uma flutuacdo de temperatura ocorrida na superficie opos
ta. Esse intervalo &€ inversamente proporcional a  difusibilidade

térmica do material.

As demais funcgoes teém as seguintes expressoes:

X. = - Ll:ﬁijl__ G + il:ﬁ&il__ G
0 (va2-v,2) 11 (va2-v12) 12
Ll 2 oy 2
X, = - Ll_ﬁi”l__.G21 + ﬁl_ﬁz_lz_ G,y s (3.88)
(v22-vi?) (v22-v1?)
_ o (1-v,? (1-v,?) :
Xn - = ‘g_—;'l—'Lz_ 631 + 22 R G32 1) n 2s3s )
(v2©-v1°) (v2°-v1°)
C.(1-vi?) (1-vz2?) C (1-v1?) (1-v2?)
= 4 - _9
So G11 612>
er (va22-v,i2) er(v22-vi1?)
C (1-v:12) (1-v2?) C (1"\)12) (1-v2?)
Sy = T Gyy = — Gy, (3.89)
er(vzz-\uz) ET(sz'Vlz)
cu. 2 y. 2 y . 2 —y. 2
) qq(l'V; ) (1-v2°) ) Cq(l vi©) (1-v2°) =23
Sn P Ggq Gzp It
er(va2°-v1°) er (v22-vy1?) '
onde
2 2 oo -
c _ ampo _ V_i aonL . \)j amOOL ,2__ 7 (_1—_) o BK(ST
1j L Sada aq&T 1?2 k=1 K
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B & -ZBKGT

vi2apl v.?2apl ®
Gpj = tgmo— * 5 Lo @ et ’
q T q T 1% k=1 «?
(3.90)
v:2 a p L o B & -(n+1)B &
G35 = o mo 2 s (A (1-e ¥ T2 e KT, n=2,3,...
aqGT T2 k=1 «? :
E tambem,
Y, = - &l:ﬁiil__ H + Ll:ﬁzil*ﬁ H
(VZZ’VIZ) 11 (VZZ'VIZ) 12
- - (a-w,® (1-v,2) =
Y s oo M T 5 P (3.91)
(v2°=v1%) (v2©=-v1°)
Yn=_.£.1_:_\il_2_2__}{31+_(_k_\)_2_2_)__ﬂ ;n=2,3, ,
(v22-vy2) (vo2-v,2) 2
) cqgl-vlz) (1-v,2) ’ Cq(l-vlz) (1-v,2)
Ty = P— 11 - — Hi, o
er (V2 -vi°) er(v2%-vi1°)
Cqﬁl-v12) (1-v,2) Cq(l-vlz) (1-v,2%)
T, = - - Hy - — - Hy, o (3.92)
er(v2-v;°) er (v, =vi©)
_ qgfl-vlz) (1-v,%) Cq(l-vlz) (1-v2%) oeg 3
T, = - - Hyp - - - Hyp 3 M=2,3,..0,
er (v -v1°%) er(v2"-v1°)
onde
2 2 0 -
. _ a P, . vJ ampoL ) vJ ampoL 2 : ((_1)K 1) . BKST
1j L 6a o a_s : - 2 -
q T q T m° k=1 K
2 2 0 - -
_ vj ampoL vj ampoL 2 ( 1)K 1 BKGT ZBK
H2J TS - 5  ( ) (1-2¢ Je
q T q T 12 k=1 K
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® k-1 R S -(n+1)B §
H.=—-—.J___.._E_9._ z_z((l) )(leKT)ze KT,

As funcgoes Xj estdo associadas ao processo de transf?réncia
de massa, descrevendo a influéncia dos conteudos de umidade na su-
perficie em analise, em instantes anteriores, sobre a densidade de
fluxo de massa correspondente a mesma superficie, no instante = em
consideracao. Assim como as fungoes Uj para a transferencia de ca
lor, as funcgoes Xj estao portanto associadas a capacidade de arma-
zenamento de umidade do material poroso. Constitui, num sentido
figurado, a "memdria" do material num ponto arbitrario.
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g mat. seco
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e o —— o
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b — — —e
—— —e
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Fig. 14 - Distribuicao das fungocs de transferencia,

(a) - Xj ; (b) - Yj
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A Fig. 1l4a mostra o comportamento exponencial das  fungoes
X.. Em fungdo desse comportamento das funcdes X., a dependéncia
do fluxo de massa em relagao aos contetdos de umidade da mesma su-
perficie, em instantes anteriores, decresce rapidamente, identifi-
cando-as com as fungoes de transferéncia teérmica Uj‘ O valor posi
tivo de Xq contrariamente ao demais, analogo ao caso térmico, ga-

rante contetdos positivos [19].

' As funcoes Y. associam-se, como as funcgoes Xj’ ao processo

de transferéncia de massa, descrevendo a influéncia dos conteldos
de umidade na superficie oposta a superficie em questdo, em instan
tes anteriores, sobre a densidade de fluxo de massa correspondente

a superficie em questao, no instante considerado.

0 comportamento das funcoes Y. € mostrado na Fig.1l4b. Essas
fungoes tem uma distribuicao em forma de onda,sendo equivalentes
as funcoes de transferéncia térmica Vj. Observa-se,no entantp, que
o processo de transferéncia de massa € mais lento de modo qué as
flutuacdes na distribuigdo de umidade correspondente a superficie
oposta, levam um maior tempo para influenciar a superficie em ana-

lise.
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Fig. 15 - Distribuigao das funcoes de transferencia,
(a) - wj ; (b) - Zj . o
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As demais fungoes de transferéncia, como se frisou na S5egao
anterior, sdo funcles associadas aos processo de interferencia. As
fungoes Wj e Z. associam-se ao efeito do processo de transferencia
de massa sobre a transferéncia de calor através de processos de mu
danca de fase. Elas sao proporcionais, conforme Eqs. (3.83) e
(3.86) ao calor latente de vaporizacao, r, e ao fator de mudanga
de fase,c¢c.

As funcoes Wj descrevem a influéncia dos conteiidos de umida-
de na superficie em analise, em instantes anteriores, sobre a den-
sidade de fluxo de calor correspondente a mesma superficie, no ins
tante em consideracgao.

A Fig. 15a mostra o comportamento exponencial dessas | fun
coes. Em funcdo desse comportamento, a dependencia do fluxo de ca
lor em relagdo aos conteldos de umidade na mesma superficie, em
instantes precedentes, reduz-se rapidamente. |

As funcgoes Zj’ por outro lado, descrevem a influencia dos
contelidos de umidade na superficie oposta aquela em analise, em
instantes anteriores, sobre a densidade de fluxo de calor corres-
pondente a superficie de analise, no instante em questao.

Como mostra a Fig. 15b, Z. tem um comportamento ondulétqrio.
Em consequéncia,a influéncia dos conteldos de umidade da superfi-
cie oposta aquela em consideracdo, em instantes anteriores, sobre
o fluxo de calor correspondente a superficie em consideragao, mndo
€ sentida uniformemente.
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Fig. 16 - Distribuigdo das fungdes de transferéncia,

(a) - s s (b) - T;

As funcOes de transferéncia S. e T. estao associadas aofefei
to da transferencia de calor sobre a distribuigao interna da umida
de no material poroso, sendo proporcionais a difusibilidade térmi-

Ca.

As fungoes Sj descrevem a influéncia das temperaturas na su-
perficie em questiao, em instantes precedentes, sobre a densidqde
de fluxo de massa correspondente a mesma superficie, no instante
considerado. A distribuicao das fungoes Sj’ Fig. 16a, corresponde
dquela das fungoes Wj’ Fig. 15a.

As funcgoes T. descrevem a influéncia das temperaturas na su-
perficic oposta dquela em analise, em instantes anteriores, sobre

a densidade de fluxo de massa correspondente a superficie de ana-



73

lise, no instante em consideracao. A distribuicao das fungoes Tj’
Fig. 16b, & semelhante aquela das fungoes Zj’ Fig. 15b.
Reescrevendo a Eq. (3.80) da seguinte forma:

iq,0 () = Ug¥g o * Updg pog * oee = Vobp o - Vpbp oep 7 ooee F

Wo®o v * Wi%0,r-1 " oo T ZofL,c T RifL,e-1 Dot
Jq,n () = Vovo o * Vi¥g -1 * " U¥L,¢ " Uiy, ” *
2o%0,r * Z1%0,¢-1 7 - Wodr 1 - Wi¢L,T;1 T (3.
Im,0 (¥ = Sg¥g o * Sy¥g ¢-1 * - To¥p ¢ - TI0p o1 - *
Xo00,¢ * X190,¢-1 * - Yobu,c T Y6y oop "
Im,p (0 = Tovo,r * Ty¥o,qo1 * oo - SOWL,¢ - Sle,T-i Tt
Yooo,¢ * Y1%0,1-1 * - Xgop o T Xpbp g e

[P - e - TA T3 e . Do emei e -

€ possivel mostrar mais claramente, de acordo com:0 exposto-acima,
a dependéncia das densidades de fluxo de massa e:de calor-numa su-
perficie do elemento poroso, num instante qualquer,:em-relagao as
temperaturas ¥ e aos conteudos de umidade ¢ nas superficies, ' em
instantes anteriores. ST e e T

A densidade de fluxo de calor na superficie em andlise -esta
associada das temperaturas, em instantes anteriores;. na mesma Super
ficie através das funcgoes Uj e as temperaturas na superficie.opos-
ta a superficie em analise através das fungoes Vj. Associa-se. . aos
conteudos de umidade, em instantes anteriores, na mesma superficie
pelas funcgoes Wj e aos conteldos na superficie oposta pelas fun-
coes Z..

J

A densidade de fluxo dc massa na superficie em analise asso-
cia-se aos contcudos de umidade, em instantes antcriores,.na-mecsma
superficic pela funcOes Xj ¢ aos contcudos na superficie oposta pc
las fungoes Yj. Estd associada as temperaturas na mesma superfi-
cie atravcs das fungoes Sj ¢ as temperaturas na superficic  oposta

através das fungocs Tj'

94)
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3.8 - SituagcOes Assintéticas

As expressoes desenvolvidas na segao 3.7 permitem o calculo
das fun¢Oes de transferéncia em fungdo dos parametros caracteristi
cos do problema. Em termos de importancia, o numero de Luikov,
Lu, o coeficiente de mudanca de fase, €, e o fator de difusdo ter-
mica, &, sdo os parametros mais relevantes para o processo combina
do de transferéncia de calor e massa, pois se constituem como fato
res que estdo associados a interferencia de um processo em relagao
ao outro.

Dessa forma de modo a verificar a consisténcia das expressoes
obtidas nas secOes anteriores & interessante analisar-se certas si
tuagles em que esses parametros adquirem valores extremos, caracte
rizando problemas mais simples, cujas solugbes ja sao conhecidas

e/ou podem ser obtidas por métodos menos complexos.

Por serem parametros de interferencia essas situagoes serao
normalmente caracterizadas pela anulacao de um ou mais desses fato
res.

3.8.1 - Situacao Correspondente a Lu = 0

a
Para lLu = Em tendendo a zero, a difusibilidade massica

tende a zero, quando a difusibilidade térmica aq tem um valor fini
to e nao nulo, o que caracteriza um processo em que nao ha trans-
feréncia de massa e cuja solugdo ja € conhecida [10, 237].

Rearranjando a Eq. (3.22) das raizes.vj2 (j=1,2) ,obtém-se:

v.2 1 [(Lu + LuFe + 1) + (-l)j VQLu+LuFe+1)2- 4Lu K (37=1,2)
J 2 Lu Lu |

(3.95)

Ao se calcular os valores limites de vjz (j=1,2), quando

. . ~ . 0 s s
Lu tende a zero, chega-se a uma indeterminacao do tipo T - Utili-
zando-se o teorema de L'Hopital para levantar esta indeterminacgao,
obtém-se:
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(3.96)

Aplicando estes resultados as expressoes das fungoes de

transferéncia chega-se também a indeterminagbes. As razoes
2 C (1-vi?) (1-v,?)
a-v,7) o 29

(va2-v1?%) er (v22-vi?)

funcgdes Uj’ Vj’ Xj’ Yj’ Sj e Tj levam a indeterminacdes do  tipo
2 . Com a aplicacado do teorema de L'Hopital esse problema  pode

[+

ser resolvido. Além disso, as Eqs. (3.84), (3.87), (3.90) e
(3.93) se anulam quando j=2. Nessas equagoes, quando j=2, 0s: eXx

presentes nas expressoes das

poentes contendo B anulam-se devido ao valor de v,? = «, podendo
-se entdo, substituir os termos dos somatdorios pelos seguintes va

lores,
@ 2
r Ay =12
k=1 «? 6
(3.97)
© _1y1-K 2
T (( l) ) — _':f{_z_
k=1 K
Resulta, entao:
A A L AL ™ -a6
Uy = ¢= * sq — - 496 L s Ay e T,
°T  2q°T w2 k=l «
2 3.
Up = 3aan a sy " 2 21 (1;) (1-2¢ e T, (3.98)
q q T k=1 «
)\ L o0 a(s -(]‘14—1)36 .
Uy == g - = I () (e e Tn=2,3....,
q T w2 k=1 k2
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A A L AL o -1
- LMz §oenth M
e 2
AL AL o k-1 agd ~2aé
2 -
Ve v 2 a2 e T, (3099)
q T qT =n% «=1 K2
AL ® k-1 as -(n+1)as, 5
Vn = .._9_6_ . 2_ 5 (_(_"_1.2____)(1_@ T)Z e I‘; n=2,3,...,
24°T % k=1 K?
onde,
a K2 TT2 !
a = -9 . (3.100)
L2
As demais funcgles de transferéncia, Wj, Zj’ Sj Tj Xj e

Yj (j=0,1,...), sdo nulas de modo consistente com a condigao de
que ndo ha transferéncia de massa quando Lu=0.

As expressoes de Uj e Vj (j=0,1,...) acima associlam-se ao
processo de transferéncia de calor quando ndo ha transporte de mas
sa. A funcao Uj mantém o comportamento exponencial e Vj o co@por—
tamento em forma de onda e os valores obtidos sio consistentes com
os valores obtidos por Kusuda [10] para o problema especifico da
transferéncia unidimensional transiente de calor.

3.8.2 - Situacao correspondente a e=0.

Quando o coeficiente de mudanca de fase € nulo tem-se que
a transferencia de calor independe da transferencia de massa. 0
meio poroso se encontra saturado de umidade, e a migragao de umida
de se di somente por transporte de liquido. Os processos de mudan-
ca de fase ocorrem somente na superficie da regido porosa, ~ onde
acontece a evaporacao do liquido intersticial e/ou a condensacgao

do vapor a partir da atmosfera adjacente.
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Calculando os valores limites de vj2 (j=1,2), Eq. (3.22),
quando ¢ tende a zero, obtém-se: '

vi? =1,
(3.101)
vp? = %ﬁ .

Estes resultados aplicados as expressoes das funcoes = de
transferéncia resultam em indeterminacdes em algumas fungGes. A
razao Egﬁl-vlz) (1-v,%) nas Eqs. (3.89) e (3.92) leva a uma:in-

_er (v P-wi®) . :
determinacao do tipo 5, a qual se elimina aplicando-se - o

teorema de L'Hopital.

Calculando-se entdo, os valores limites das funcgoes de
transferéncia quando ¢ tende a zero, obtém-se:

2 2 o —
¥ = ampo . V2 ampqL ) V2 ampoL 2. . (—1—) . b(ST
07T CEp Ay 2% ksl g2
2 2 - _
_ \)-2 ampoL Va2 ampoL 2 1 de Zb(ST
X, = - - Bo 2 () (1-2e ) e
q T q T T k=1 k? ' |
' (3.102)
v,?2 a p L o0 bs -(n+1)bs
X, = - 2 L2 x () (1-e D7 e Ton=2,3,...,
q T T k=1 Kk?

m
0 L 6aq(ST aq6T T2 k=1 K2
2 2 oo} -— -— N
Rz ampOL vp,© a poL ? (_1)K 1 béT Zde
Y 6a & a_s > L (G—7—)(-2c ) e ’
“q°T I 1? k=1 K?
(3.103)
Vo 2 (lmpOL 2 o ( ])Khl b(ST —(l]+})1)6]v
Y]'l = + _T]T_.———- . F Z ( )(1 C )20 ;.nzzss‘s"‘s
‘"q 111 K:l K
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onde,
a k?w?Lu o
b= A - (3.104)
Do mesmo modo,
- 8 Lu _ 8§ Lu
So = o=t 11 " Twer G122

§ Lu

51 * tu=t 621 " Tu=1 S22 ¢ (3.105)
- 6 Lu _ 8 Lu s
Sp = Tu-1 031 ~ Tu-1 Czz  D7%.3, ,
onde,
2 2 ©0 -
G.. = = “nPo V3 AnPol + Vi APl 2 5 (1_ BKGT_.zl 5
1j L 3a_3 a_s - L (=)e ;j=1,
q T q T w2 k=1 |
2 2 ‘-
Gz _ vJ ampoL . Yj ampoL 2 ; (l_) (I-ZeBKGT) . ZBKGT
j Sada ada 7 ey w
' (3.106)
.2 a L © 7 __> :
Gz = 21__gmfg_ R, e (1-e8K6T)2e (n+l)BK6T; n=2,3,...
J aq T 12 k=1 k?
Enfim,
_ 6§ Lu _ 8 Lu
To = to-1 P11 - o1 Hiz2 -
_ 8 Lu 8 Lu
Ty = too1 Mor - oo Moz o SR (3.107)
T, = o 81U n=2,3,...,

32
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onde,
a o v.2 aplL v:% a p L ™ K -B 8m .
.. = - Mo . J mo~ . ’J mo 2 5 ((-1) ) e K T-’=1 5
* a_] 3
1j L baqéT aq&T 12 k=1 2
2 2 ) 0 -
gooo Vi PPl Vi ZwPol 2 (-1)¥ B Sy, 285y
2j " T6a 8 a_o - =y I(G=) (I-2e ) e ’
q T q T T k=1 K? ,
(3.108)
v.2 a p L ® K B ¢ -(n+1)B &
Hqeo = _lE—EE_E_ 2 5 (L_ll_)(l_e K T)2 e K'T; n=2,3,..
J qT . T2 k=1 «?
As fungoes Uj e Vj resultam com expressoes idénticas as

Eqs. (3.98), (3.99) e (3.100) e as funcoes Wj’zj’ j=0,1,2,... sao
nulas, consistente com o fato de que nao deve haver influencia do
processo de transferéncia de massa sobre o processo de transferen-

cia de calor.

‘A densidade de fluxo de calor na superficie em analise num
instante qualquer fica associada unicamente as temperaturas na mes
ma superficie e na superficie oposta, em instantes anteriores,
através das fungoes Uj e Vj respectivamente, de maneira consisten

te com o fenomeno analisado.

A densidade de fluxo de massa numa superficie num instante
considerado estad associada, no entanto, as temperaturas e aos con-
tetdos de umidade na mesma superficie e na superficie oposta aque-
la analisada, em instantes anteriores, em termos das funcgoes | Sj’
Tj e das funcgoes Xj, Yj respectivamente,consistentemente com a con
" dicao de que o processo de transferéncia de massa € influenciado
pelo transporte de calor no elemento poroso, mesmo quando e=0.

A situacao correspondente a €=0, que se reflete na condi-
cdao de independéncia da transferéncia de calor em relagao ao,frang
porte de massa, caracteriza segundo Comini et al. [13]) problcmas
de interesse pratico, principalmente, em se tratando da analisc

térmica dos componentes porosos de edificacao.
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3.8.3 - Situacao em que §=0

Quando o fator de difusdo térmica € nulo o efeito térmico
sobre a variagao do conteildo de umidade deixa de existir, e a equa
cao de transferencia de massa, Eq. (3.2) fica desacoplada da equa
cao de transferéncia de calor, Eq. (3.1).

Calculando os valores limites de vjz (j=1,2), Eq. (5.22),

quando § se aproxima de zero, obtém-se

\)12=1’ )
(3.101)

b, = L

2 Lu

Inserindo estes resultados nas expressoes das fungoes de
transferéncia obtém-se expressoces simplificadas, a partir da sim-
ples substituicdo dos valores de v;2 e v,?.

Desse modo,

er Lu er Lu

Wo = - C (T-Lu) Mpq * C (1-LW) Mygo
W. = _ er Lu M + ET Lu ‘M (3.109)
1 qul—Lui 21 qul-Lui 22° '
W = - ET Lu M + ET Lu M : n=2.%
n qul—Lui 31 qul—Lui 32 Tttt
onde,
2 L .2 A L o -8 &
Ml-=-——CL-\3)J Aq+v6q.~2—— E(L)eBKT-J=12
J L aq(ST aq T '”2 K=1 K2 ) )
2 2 o - :
VIS A WG R GO SRS NP 2881 (3.110)
23  3a.s 28 S —;) (1-2e ) e ,
q T q T T k=1 k
Vit L, 0w 1 B, .S -(n+1)B 8.
M3j =-_%_§_ﬂw N (_;) (1-e )2 e : n=2,3,...

q T m? k=1 «k
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e, da mesma forma,

7 = - Er Lu N.. + Er Lu N
0 qul—Lui 11 qul—Lui 12 °
_ €r Lu er Lu
Z) = T T U-Lu) Nap ¥ C,(I-Lu N2 (3.111)
7 = - ET Lu N + Er Lu N . n=2.3
n qul—Lui 31 qul—Lui 32 ° Pty
onde,
A v.? A L Z AL, = -B 8
N = = -9 4+ _J 9 _ + \)J ..2___ X ((—I)K) e BK T. j=1,2
1j 6a_§ a_§ o2 o 2 ’ ’
q T q T T k=1 K
.2 L L2 L © =2
2j a . ' 2 L :
, 6a GT q T T k=1 K
q (3.112)
vi? A L © . NK B 6 -(n+1)B8 ¢
N,. = 394 2 5 (L_ll_)(l_e K T)Z e K T; n=2,3,...
3 a6 2
J q°T 12 k=1 K
As fungGes Uj e.Vj ficam com expressdes iguais as "Egs.

(3.98), (3.99), (3.100), e as funcoes Xj e Yj com as Eqs. (3.102),
(3.103), (3.104), e, da mesma forma as funcgoes Sj e Tj (j=0,1,2,..)
sfo nulas, o que mostra a consisténcia das expressdes obtidas pa-
ra a condigdo de que ndo ha efeito térmico sobre a variagao inter-
na do conteitdo de umidade. '

As fungoes U. e‘Vj obtidas descrevem a influéncia das tem-
peraturas na superficie em andlise e na superficie oposta, em ins-
tantes anteriores, sobre a densidade de fluxo de calor correspon-
dente 3 mesma superficie, no instante em consideracao, enquanto,
as funcbes W, e Z. descrevem a influéncia dos conteudos de umidade
na mesma superficic e na superficie oposta, em instante ante-
riorcs, consistentc com a condicao em que &§=0. |
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. Consistentemente com o fendmeno analisado a densidade de
fluxo de massa na superficie em questdo, no instante em considera-
gao associa-se unicamente aos conteidos de umidade na mesma super-
ficie e na oposta, em instantes anteriores, através das fungdes Xj
e Yj obtidas.

Assim como a situacao em ¢=0, a situagao correspondente a
6§=0 que se reflete na condig¢do de independéncia da transferéncia
de massa em relagdo ao transporte de calor no elemento poroso, ca-
racteriza também problemas de interesse pratico.

3.8.4 -~ Situacgdo em que £=8=0 simultaneamente

Quando €=8=0 simultaneamente as equagOes de transferéencia
de calor e massa, Eqs. (3.1) e (3.2), ficam totalmente desacopla
das, correspondendo a uma situacgao em que 0 meio poroso esta satu-
rado de umidade e o efeito térmico sobre a transferéncia de massa

nao existe.

Calculando os valores das raizes vj2 (j=1,2), Eq. (3.22)
no limite, quando ¢ e § se aproximam de zero simultaneamente,

obtem-se:

(3.101)

B
3

Utilizando-se estes resultados nas expressoes das funcgoes
de transferéncia e calculando-se os seus valores limites quando

e € § tendem a zero, resultam somente:

A AL AL ' 0 -aé
UO = .ﬂ + q - q . —2— b} ('1_) e T ’
AL AL © asé ~-2aé
U. = - q -9 ] 2 T (l_) (1-2e T) e T , (3.98)

1 3aq(S qT w2 k=1 k2
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AL © ad -(n+l1l)aé
- - L s ae e T =23,
q T w2 =1 k?
o J
R L R LD 2T
Gaan aq(ST m? k=1  «?
AL AL © ag -2a8
Sl S (DY goze e T, (3.99)
34°T  q°T  n?2 k=l :
AL % K as -(n+1l)asé
= - Eﬂg . 2 T ((.lln) (1-e T)Z e T ;n = 2,3,...,
qT =% k=1 «?
a_k?m?
R DA (3.100)
L2
da mesma forma,
2 2 w -
_ %P0, V2 FpPol  V2® 3Pl 5 % Ay e Doy
L Saq(ST aq(ST 2 k=1 K2
2 2 w -
Vel el ve® el =g Pér, TP (3.102)
- - =— I (=) (1-2¢ ") e
3a_§ a_ s ;
q°T q T w2 k=1 k?
2
v, a p L © bs -(n+1)bé
="‘éam‘—o s Z(17) (1-e D2z e Tin=23,...,
q T 1? k=1
2 2 © -
e NamooL V2 a Pl . ((_1)K bé..
- L 6a_§ ' ) e ’
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2 2 © -
v - v~ a p L i yz ampoL 23 ((_1)K) (l—ZebGT) . Zbd
1 63q6T aan TT2 k=1 K2 “
(3.103)
vp,?2 a p L o K bs - (n+1)bs,
Y = ,i,_§m~9_ 2y (DY gee Ty e e S S T
n a4°T 12 k=1 «k?
onde,
a k?m?Lu
b = mﬂt”____ , (3.104)
que sio as mesmas para os casos =0 ou 8=0.
As indeterminacOes que ocorrem para e=6=0 sao identicas

as de e=0. Resultam diferentes de zero somente as funcgoes Uj, Vj
e Xj’ Yj’ (j=0,1,2,...) associados aos processos de transferencia
de calor e massa respectivamente. As demais funcodes sdo nulas,
consistente com o fato de que nio deve haver interdependéncias dos
processos de transferéncia quando e=6=0, e essas funcles estdo as
sociadas a influéncia de um processo de transferéncia em relacao

ao outro.

Nesta situacdo o perfil de temperatura (ou o fluxo de ca-
lor numa superficie), num dado instante, ird depender somente das
temperaturas, em instantes anteriores, da mesma superficie e  da
superficie oposta, em funcdo dos parametros U, e V. respectivamen-
te. Do mesmo modo o perfil do contelldo de umidade ou o fluxo de
massa numa superficie num dado instante depende somente dos contel
dos de umidade da mesma superficie e da oposta em instantes prece
dentes, em funcdo dos parametros Xj e Yj respectivamente.

A situacao em que 8=¢=0 simultaneamente, caracteriza pro-
blemas mais simples, onde os processo de transferéncia de calor e
massa sao analisados como sendo dois processos separados e em para
lelo e cujas solucgdes podem ser obtidas por meétodos menos comple
XO0S.
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3.8.5 - Situacao em que Lu=l e &§=¢=0

Tem-se uma situacdao semelhante aquela para ¢=6=0, ou seja,
as equacgdes diferenciais do processo de transferencia ficam desaco
pladas, com uma igual distribuicdo dos campos de potencial térmico
e de potencial de transferencia de massa, em fungao da igualdade

das difusibilidades térmica e massica quando Lu=1l.

Calculando os valores limites de vj2 (j=1,2), Eq. (3.22),

quando Lu tende a unidade e § e ¢ se aproximam de zero, obtém-se:

vi2 = v,2 =1 . : (3.113)

Raizes iguais a unidade e €=8=0 quando substituidas nas

expressOes das funcbes de transferéncia resultam em indetermina-
- . 0 ~ (1-v,2) (1-v,;2) ET ,

coes do tipo T As razogs (ViZovi?)’ (va2-viZ) ° Cq(v22-vlz)

Cq(l*VJZ) (1-v,?)

. ficam indeterminadas. Calculando-se os valores
2 2 i
er (V2 -v1°9)

limites e utilizando o teorema de L'Hopital para resolver o pro-
blema das indeterminacOes obtém-se expressoes semelhantes aquelas
da situac8o anterior, com v,?=1l.

Assim como na situacgdo anterior, somente as funcdes = de
transferéncias Uj e Vj associadas ao processo de transferéncia de
calor e as funcBes X, e Y. associadas ao processo de transferéncia
de massa sdo diferentes de zero. As demais funcGes de transferen-
cia, Wj’zj’ Sj e T., associadas a interferéncia de um processo de
transferéncia em relagao ao outro sao nulas, consistente com a con
dicdo de que essa interferéncia nao existe quando €=8=0 simulta-

neamente.

A diferenca existente em relacdo a situacgdo analisada an-
teriormente € que as fungdes Uj sao iguais as fungoes Xj e, da mes
ma forma, as fungoes Vj sdo também iguais as funcées Yj, consisten

te com.Lu=1.

Do mesmo modo que a situagao anterior, a situagao em ' que
Lu=1 e €=8=0 também caracteriza problemas mais simples, onde o
processo de transfecréncia de massa ocorre scparada e paralelamcnte
ao processo de transferéncia de calor, no entanto, tendo as difusi
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bilidade iguais devido a Lu=l.

3.9 - Conclusao

Desenvolveu-se um modelo matematico apresentando uma formula
cdo geral de calculo das funcOes de transferéncia para o transpor
te simultaneo de calor e massa numa regiao porosa, homogenea, pla-
na e de espessura finita. No método, foi utilizado basicamente o
principio de superposicdo de maneira tal que o efeito das distri-
buigOes de temperatura e conteldo de umidade sobre as densidades
de fluxo de calor e massa na regiao, € a soma dos efeitos causados
por muitos pulsos individuais de temperatura e conteudo de umidade
durante tempos precedentes.

0 método das funcdes de transferencia na resolucdo do siste-
ma das equacoes diferenciais governantes leva, portanto, ‘a uma so-
lucdo- aproximada, onde os perfis da temperatura e do conteudo  de
umidade nos contornos sdo aproximados por um trem de pulsbé'trian—
gulares. As funcoes de transferencia precisam ser determinadas
uma Unica vez e podem entdo ser combinadas com condicoes de contor

no apropriadas para fornecerem a resposta a cada caso especifico.

As funcdes de transferéncia foram tambem avaliadas para as
situacbes limites em funcdo dos nUmeros adimensionais Fe e Lu que

determinam a influéncia da variacdo interna da temperatura ~ sobre
a variacdo interna do conteldo de umidade e vice-versa.
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4 - APLICACAO: SIMULAGAO DO PERTODO INICIAL DE SECAGEM
DE UM ELEMENTO POROSO DE EDIFICACAO PRELIMINARMENTE
SATURADO DE UMIDADE |

4.1 - Introducgao

A aplicabilidade do método das funcOes de transferéncia, no
estudo do transporte de calor e umidade em meios porosos, € bas-
tante ampla. A aplicagdo realizada neste trabalho limita-se, ' no
entanto, a analise do comportamento térmico de uma parede Umida
de edificacao, sujeita a uma condicao de contorno de terceira es-
pécie, funcao arbitraria do tempo.

Os componentes das edificagOes estao sempre sujeitos as mu
dancas da temperatura devidas as variagOes diarias das condigdes
climaticas. Essas variacoes de temperatura promovem o movimento
de umidade nos componentes porosos das edificac¢bGes. Em consequen
cia, as propriedades estruturais dos materiais que constituem;es-
ses elementos podem ser bastante afetadas. |

Além desses efeitos, a presenca da umidade num elemento po
roso pode também afetar significativamente a transferencia de ca-
lor através desse elemento, em consequéncia dos processos de mu-
danca de fase que ocorrem no interior e nas suas superficies limi
tantes.

Todos esses efeitos condicionados Z presenga de umidade num
“elemento poroso, acima citados, tém sido objetos de muitas obser-
vagOes praticas (vide capitulo de introducgao).

Utilizando-se as eqﬁagGes governantes (3.1) e (3.2) para
as distribui¢oes de temperatura e de conteudo de umidade no ele-
mento poroso obtém-se uma descrig¢dao para o comportamento térmico
do elemento poroso umido, usando-se condicOes de contorno adequa-
das. Os perfis de temperatura e do conteido de umidade nas super
ficies de contorno do elemento sao determinados admitindo-se que
a variagao real das propriedades do material seja pequena dentro
da regido de analise, no problema especifico a ser estudado.
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Numa primeira etapa apresenta-se as condigoes de contorno
que descrevem a lei de troca de calor e massa entre as superfi
cies limitantes desse elemento e o meio adjacente. Numa segunda
etapa apresenta-se o metodo de solugao.

Finalmente, sdao apresentados os perfis de temperatura e do
conteido de umidade nas superficies de contorno do elemento, obti
dos levando-se em conta as consideracoes acima citadas. Os resul-
tados mostram a evolugdo da temperatura e da umidade nas superfi-
cies limitantes de um elemento poroso preliminarmente saturado de

umidade, para o periodo correspondente ao terceiro ciclo apos 0
inicio do processo de secagen.

4.2 - Condicoes de Contorno

As condicoes de contorno refletem a lei de interagao entre
as superficies limitantes do elemento poroso € o meio ambiente.
Essa interacao consiste numa troca de calor e massa com o meio.

Denotando-se as variaveis associadas ds condicGes nas 'su-
perficies de contorno do elemento poroso pelo sub-Indice "s" e

as associadas ao meio pelo sub-indice "a", pode-se obter atraves

de um balanco de massa:

jmg

|
Leprrans

Fig. 17 - Volume de controle para o balango de massa

in - =0, (4.1)

Jms
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onde € o fluxo de umidade trocado entre a superficie do ele

j
=mMS
mento e o meio ambiente e jm e o fluxo de umidade devido aos pro

cessos internos de transporte de vapor e/ou lIiIquido. Desse modo,

in = iy * g | . (4.2)

onde jV a densidade de fluxo de vapor € il € a densidade de

€
fluxo~de 1iquido. Assim, de acordo com a segao 2.7:

Jn = apPo [V8)g + 8VY) I, | (4.3)

]

onde y T - T° ¢ $ = u-uo, como usualmente (segao 3.2). Substi
tuindo a Eq. (4.3) na Eq. (4.1) e considerando o sentido do eixo
de coordenadas x como positivo, resulta para a superficie de 3cog

torno externa do elemento,
anPo [Vﬁ)x=0 * 6Vw)x=0] B imO =0, (4.42)

onde Imo € o fluxo de umidade trocado entre a superficie de con
torno externa e o meio., Analogamente, para a superficie de con-

torno interna, obtém-se:

= Ao, (V) ,op + SV, g1 = g 7 0, (4.4b)

onde j . € o fluxo de umidade trocado entre a superficie de con-
torno interna e o meio.

A conservacao da energia permite, por outro lado, escrever:

Fig. 18 - Volumc de.controlc para o balango dec¢ energia .
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iq B ;qs v o(hydy * hedg - hvims)' =0, (4.5)

onde qu € o calor sensivel trocado entre a superficie do elemen-
to poroso e o meio ambiente, jq corresponde a densidade de fluxo

de calor por conducdo fornecida d superficie em fungado da  exis
tencia de um gradiente térmico no interior do material, hvj e
hlj2 sdo as energias transportadas a superficie associadas ao

processo de migracdo de vapor e liquido, respectivamente, no inte

rior do material e hvj € a energia associada ao processo de mi-

ms
gracao de vapor entre a superficie e o meio. Da conservacao da

massa,

i}

Jy = € ps (4.6)

iy = () Ty

onde € € o coeficiente de mudanca de fase (secao 2.7). Desse mo-
do: ‘

h,ine = hydy - By = (b, = hp) (A-¢) joo =71 (1-e) j o (4.7

onde r € o calor latente de vaporizagao (segao 2.6).

Inserindo esse resultado na Eq. (4.5), e usando a lei | de
Fourier, resulta: ‘

—A&Vw)s - éqs -1 (1-¢) ims = 0. (4.8)

Usando a mesma convencgao de sinal utilizada para o balanco de
massa, obtém-se para a superficie de contorno externa: ‘

xqvw)xzo -1 (1-¢) Jmo + qu =0 , (4?9u)
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onde qu € o calor sensivel trocado entre a superficie de contor
no externd e o meio. Analogamente, para a superficie de contorno

interna, obtém-se:

AWyt T () Gy g 70 (4.9b)

onde qu € o calor sensivel trocado entre a superficie de contor
no interna e o meio. As expressoes para os fluxos j ¢ © im depen
dem do tipo de problema. Se o meio poroso esta saturado de umida-
de, o fator e € nulo pois ha migracdo apenas de liquido no inte-

rior do material. As Eqs. (4.9) ficam com a seguinte forma:

Aqvw)x=L =T Jpp JqL = 0 ,
Neste éaso, parte do calor que chega a superficie, a partir do

ambiente, migra por conducao para o interior do material e pérte
€ utilizado para vaporizar o l1liquido. No interior do meio poroso
ocorre somente migracdo de liquido, essencialmente por capilarida
de, e os processos de mudanca de fase ocorrem apenas nas superfi
cies de contorno do elemento poroso.

- . i
Quando o fator e € igual a unidade (ou um) os procecssos  de
capilaridade nao interferem na migracao de umidade que sc modifi
ca, em cada ponto, por acao exclusiva dos processos dc mudanga

de fase. As Egqs. (4.9), nesse caso, sc escrevem:

i
o

~Aqv¢)x=0 * lqO B ’

(4.11)

!
o

Pq"xe gL T
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No volume de controle,esquematizado nas figs 17 e 15, ocorre
condensagcao seguida por vaporizagao,de forma que’as energias trans
portadas, associadas aos processos de mudanga de fase se compen-
sam, anulando o termo associado ao transporte de calor latente na
superficie, r (l-¢) ims das Eq. (4.9). )

Considerando que a troca de calor entre a superficie do ele-
mento poroso e o meio ambiente se da somente por convecgao, iqs po
de ser calculado através das seguintes expressoes, de acordo  com
a superficie de contorno analisada (externa ou interna):

Jq0 = %e (Pge = Yol > (4.12a)

Jgr = %qi U1 - LOYDI (4.12b)

ae
respectivamente, as temperaturas do meio ambiente externo e inter-

onde aq € o coeficiente de transferéncia de calor, ¥ e wai sao,
no, v, e wL as temperaturas da superficies de contorno externa e
interna do elemento, qu e qu os fluxos de calor por convecgao
através das superficies de contorno externa e interna.

Em situacgOes usuais, um fator importante a considerar contri
buindo para a troca de calor da superficie de contorno externa do
elemento com o meio ambiente € a quantidade de radigao solar absor
vida pela superficie durante o periodo diurno. A radiacao solar
absorvida afeta bastante o balango térmico da superficie de contor
no externa, principalmente nas horas de pique; quando a temperatu-
ra do ar e a parcela de radiagdo atingem seus valores maximos, oca-
sionando um aumento significativo da temperatura na superficié.

Se a incidéncia de radiagdo solar sobre a superficie de. con-
torno externa & levada em conta, a Eq. (4.12a) deve-se acrescentar
a parcela correspondente a radiagao absorvida. Desse modo:

j = (xqe (Ll) (4-12C)

Rqo —wo)"'a.j

ae r® 2qr °



onde a & a absortividade em ondas curtas do material e jqr € o
fluxo de calor por radiacgao. o

Admite-se, da mesma forma, que a troca de massa entre a pare
de e o0 meio ambiente possa ser escrita como sendo proporcional a

uma diferenca de potenciais quimicos do vapor [4, 23],

' T .13
Ims ) . | (4.13)
onde o, € o coeficiente de transferéncia de massa, uo e u, ‘sao,
respectivamente, os potenciais quimicos na superficies da  parede
e no meio ambiente.

Para a superficie do elemento poroso, o potencial quimico
do vapor pode ser calculado através de [18]:

u + Mgy , (4.14)

s uplano

onde H € o potencial quimico para uma superficie plana; € uma

£ung50pigggas da temperatura da mesma, Mg¥ € a parcela correspon-
dente 8 reducao do potencial quimico devido d@ acao dos capilares
que caracterizam a superficie do meio poroso, M € o peso molecular
da agua, g € a aceleracgdo da gravidade e ¥ o potencial capilar ou
de sucgdao que esta associado a capacidade de succao de umidade do

material poroso (segao 2.3).
Para o meio gasoso, considerando-o uma mistura de gases
ideais [19],
u, = u(T ) #+ RT_ &n [Pva ] (4.15)
a a a pVSITai ’ )
onde Ta ¢ a temperatura do meio gasoso (ambiente), R a constante
universal dos gases, Pyg @ pressao de saturacao do vapor, funcao

apenas da temperatura do meio e Pya 2 pressao do vapor no meio,
fungao da umidade relativa e da temperatura do meio.
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Admitindo-se uma aproximagdo. linear, quando as temperaturas
da superficie da parede e do meio ndo.sdo muito diferentes,

obtém-se:
_ by (1Y)
uplano - H (Ta) - RTS ¢Ql (———T—)— 9 (4.16)
onde T € a temperatura da superficie. A condigao limite T =T,
e atendida pela Eq. (4.16) acima.
Combinando as Eqs. (4.14), (4.15) e (4.16), obtém-se:
VS Ts) 4
Ho= Hy = RT _ &n (W) - RTa en (—(j) + MgV (4.17)
- P,g(Ty)
Utilizando-se a equagao de Clapeyron [19] o termo &n (——_T—_T po-
. . _— Pys
de ser aproximado pela seguinte expressao:
(T ) T
VS - 1 1 - _]___ )
onde ry € o calor latente de Vaporizagio em umidades molares
(J/mol). '
Inserindo a Eq. (4.18) na Eq. (4.17) obtem-se:
1 - =r (—Ei—:—zi) - RT, n ( Pva ) + Mgy (4.19)
M= My 1 . a Do (T,) g¥ .
a

onde Ta e a temperatufa média do meio. Substituindo a Eq. (4.19)
na Eq. (4.13), obtém-se a equacdao final para o fluxo de umidade

trocado entre as superficies de contorno do elemento poroso e o
meio,
o P /R N /)
i o= M (’s a) _
ims WM [rl 7 Ry, an (@) + Mg?] , (4.20)
a
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onde Yy = T-T° como anteriormente usado (secdo 3.2) e 0 € a umidade
relativa do meio ambiente. O primeiro e o segundo termos de mem-
bro a direita na Eq. (4.20) representam um desdobrameﬁto do fluxo
de massa associado 4 diferenca entre as pressoes parciais do va-

por na superficie va(TS) e no meio Pyas escrita na forma:

va(Ts) - pva}= [PVS(TS) " va(Ta)] * [va(Ta) - pva]‘ (4.21)

Assim o primeiro termo do membro a direita pode ser positivo  ou
negativo, dependendo das temperaturas da superficie e do meio en-
quanto o segundo termo € um termo sempre positivo. A influén;ia

da condensacdo capilar € dada pelo termo Mg¥. E um termo sémpre
negativo que se associa a capacidade de adsorgao da umidade do ar

‘pela superficie de contorno do elemento poroso.

Aplicando a Eq. (4.20), em funcao da superficie de contorno

a ser analisada (externa ou interna), obtém-se:

o, Yo = ¥ ;
. _ pupe 0 ae )
o = [ Toe Ry o &0 (6,) + Mg¥,], (4.22a)
o s Yy - Vs 1
- _M1 L ai _
ImL o [r1 — Ry, e (0;) + Mgy, ], (4.22b)

onde o e o .
ne ui

cia de massa para o meio externo e interno, ©

sao, respectivamente, os coeficientes de transferen
e € 0. as umidades
1

relativas do meio externo e interno, ij e j os fluxos de massa

trocado entre as superficies de contorno extggna e interna e . )
meio.

Substituindo as expressoes de J s © ims , Eqs. (4.12) e
(4.22), nas Eqs. (4.4) e (4.9), obtém-se condigdes de contorno de

terceira espccie.
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Para a superficie de contorno externa (x=0),

3 Y a g-¥
0 0 Ue 0-Tae =
" %nPo (§§" * O oax) M [T 7= - R¥ge fn (0,) + Mg¥,l 0
N Vae
(4.23a)
Y a Yy V.o
- —— - _He . -.ac
Aq i %qe ¥y wae) + (1-e) r v [T T
- R Vae 0 (Oe) + MgYO] - Op . Jgqr T 0. | (4.23b)
Para a superficie de contorno interna (x=L)
a¢ oY o, s SN NN (/S
L L Ui L - Yai
Yai
(4.23c)
+ MgWL] =0 ,
Y Y Y -
L - *ui L - Yai _
_.xq s %i (mai wL) (1-e) r e [rl —~;~T--
ai
(4.23d)
R¥,; &n (Oi) * MgWL] =0 .

Desse modo,o0s perfis de temperatura e do conteido de umidade
funcao do tempo, nas superficies de contorno do elemento, podem
ser determinadas resolvendo-se o sistema de equagoes acima.

o .
Os termos A ) e a p, 5—) , associados ao processo da

q 3x
transferencia de calor e massa por condugao no interior do mate-
rial, sao, determinados através das fungoes de transferencia, cal-

culadas no capitulo anterior.
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De acordo com a secdo 3.6, obtém-se,em fungdo da superficie ' de
contorno a ser analisada (externa ou interna),

Sa Ay L _ ]
Aq 3% x=0 jEO(ijO,T-j ijL,T-j ¥ Wj¢0,1-j Zj¢L,T'j) ’
(4.24a)
~a_p 39) = ; (S.y . - T.y .+ X.0 o= Y. )
m-o 3x°x=0 5=0 jr0,T1-J j'L,Tt=~) JT0,T~) j'L,t-3° °
(4.24b)
3y T _
R A AT I AR IS LRSS B LS A
(4.24c)
- a_p 39) = ; (T.y - S.y .+ Y. . - X.0 )
m- o 9x’x=L =0 jT0,T~j j'L,T~] 370,T-3 j'L,t-j

(4.244d)

Nas expressoes acima, as densidades de fluxo de calor e massa no
instante T sao relacionadas com os valores das temperaturas Y e
dos contetdos de umidade ¢ nas superficies do elemento no  mesmo
instante T e nos instantes anteriores t-1, t-2,..., 0.

Desse modo, substituindo-se as Eqs.(4.24) nas Eqgs.(4.23),0s
valores da temperatura e do contetudo de umidade no instante t! fi-
cam condicionados aos valores nos instantes precedentes. Essa de
pendéncia em relagdao aos valores nos instantes anteriores & des-

crita pelas funcgoes de transferencia Uj’ Vj’ Wj’ Zj’ Sj’ Tj,f Xj
e Y; (§=0,1,2,...).
. ~ 3¢
Inserindo as expressoes dos termos‘kq ax) o ax)

Eqs. (4.24), nas Eqs. (4.23), o problema se resumc a solugao do
sistema de equacées lineares, Eq. (4.23), onde as incognitas sao
as temperaturas wo e ¢Lve os conteldos de umidade ¢0 e ¢L das

superficies de contorno externa e interna, respectivamente.
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4.3 - Solucdo do Sistema de Equacoes

A temperatura e o conteldo de umidade nas superficies do
elemento poroso, de acordo com a secao 3.2, sao admitidos como
fungoes arbitrarias do tempo: Além disso, os valores da tempera-
tura e do conteGdo de umidade num instante T estdo relacionados
aos valores dos mesmos em instantes precedentes, como visto na
secdao anterior. Dessa forma, a solucao do sistema de equacgoes
acima deve ser obtida atraves de um método iterativo, consist;ndo
em resolver o sistema a partir de uma aproximacao inicial, obten
do-se aproximacdes sucessivamente mais precisas atraves da aplica
cao de um método de calculo conveniente.

0s métodos iterativos tém como vantagens a simplicidade e a
uniformidade das operacbes a serem realizadas, sendo bastante ade
quados para o uso em computador. Uma outra vantagem consiste na
sua relativa insensibilidade ao crescimento dos erros de arre-
dondamento [29].

Embora o niimero de incdgnitas seja pequeno, para o presente
caso, a solugdo por um método direto & inadequada em fungdo da re
lacio de dependéncia existente entre os valores das incognitas no
instante T e os valores das mesmas em instantes anteriores.

Desse modo, considere-se o sistema na forma de uma equagao
matricial,

Ax=b, (4.25)

onde A € a matriz dos coeficientes das incognitas, x o vetor das
incognitas e b o vetor dos termos fontes.

Uma condicdo suficiente para que se verifique a convergen-
cia do método iterativo € que a soma dos valores absolutos dos
elementos de cada linha da matriz A, excluindo o termo da dﬁagg
nal principal, seja menor do que o valor absoluto do termo na dia
gonal [30], ou seja,
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n
I olayl s laggl o i=1, 2,000,051 fKk (4.26)

k=1

onde os ajx sao os elementos de A e n a ordem da matriz A.

0 método de inversao de matrizes foi utilizado como método
de calculo em cada etapa iterativa. A solu¢do € obtida mutipli-
cando-se a matriz inversa de A pelo vetor dos termos fontes D,

x = A7, (4, 27)

onde A" & a matriz inversa da matriz A, e, & calculada pelo méto
do de Gauss-Jordan [30]. Esse método se torna de facil aplicacao
pois trata-se de um sistema de apenas 4 equacOes a 4 incognitas,
e, também porque a matriz A € invertida somente uma unica vez,uma
vez que os seus termos nao se modificam de uma iteracao a outra.

Uma tolerancia, fixa o grau de precisao das solugoes,

|xi(k+1) - xi(k)l < Tolerdncia, 1 < i < n, k> M (4.28)

onde M € o numero maximo de iteracdes, n & a ordem da matriz A e
x; sdo os valores das incdgnitas.

Colocando o sistema de equacgoes, Eqs. (4.23),combinado .com
as Eqs. (4.24), na forma padrao Ax = b, obtém-se a Eq. (4.29),
(Tab. 7 a e b).
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Para o presente caso analisado, o sistema de equacoes go-
vernantes (3.1) e (3.2) e as condigoes de contorno, Egs. (4.23),
se simplificam, pois admite-se que ndo ha mudanca de fase no inte
rior do elemento poroso (e=0), ocorrendo migracdo de liquido por
acao de forcgas capilares unicamente. Desse modo, a distribuic¢ao
de temperatura fica independente da distribuigao de conteudo de
umidade, no interior do material, em consequéncia do desacoplamen
to da equagdo da energia (3.1) em relacao a equagao de transferen
cia de massa (3.2). Consequentemente as funcoes de transfereéncia
associada aos processos de mudanga de fase que ocorrem no inte-

rior do material, Wj e Zj (j=0,1,2,...), se anulam (secao 3.8).

A solucdo do sistema de equacgoes (4.29) fornece as varia-
¢oes superficiais de temperatura e umidade num elemento poroso,
considerado no caso, como uma parede de edificacao num processo
de secagem; obtendo-se as distribuigles diarias a partir de ' um
perfil inicial de temperatura e umidade.

A analise de comportamento térmico obtida com as  equacgoes
acima fica portanto, limitada a descrever a evolucdao das distri-
buigdes superficiais de temperatura e umidade, durante o periodo
em que €=0. Para um caso real envolvendo, por exemplo, um elemen
to poroso de edificacdo, isso implicaria em obter a descrigao, do
comportamento higro-térmico desse elemento somente durante os pri
meiros dias apds um periodo de chuvas, pois, a partir desse perio
do a reducdo do conteudo de umidade no interior do material, asso
ciada ao processo de evaporacao na superficie, impossibilita o
uso de uma aproximacao do tipo e=0.

A presente aplicacdo €, portanto, apenas.ilustrativa da com
plexidade dos processos que ocorrem no interior do elemento pbro-
so. Trabalhos futuros deverao levar em conta a relagao de depen-
déncia € = € (u), importante para a fase em que 0S pProcessos de
evaporacdo interna, ficam apreciaveis e comegam a influir sobre o
processo de transferencia de calor no material.
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Finalmente, de modo a avaliar a importancia de cada uma

das parcelas de fluxo o sistema de equagoes acima pode ser escri

to na seguinte forma:

3q0,evap.

J

qL,evap.

imO,evap.

imL,evap.

onde,

iqs,evap.

ins,evap.

lqs,conv.

qu,rad.

o

J

J

Ino, (vy)

InL, (vy)

q0,cond.

qL,cond.

]

' qu,conv. ¥ lqo,rad. ¥ lq0,cond. =0, (4.30a)
* iC[L,COIIV. * ‘qu,cond. =0, (4.30b)
' ' .30
*Ino, ) *dmo,ve) T O (4.30c)
* 0, (4.304)

Inw, (v) ¥ InmL, (v4)

Y Y
us S, T - a,T -
i [rl — R wa,r am (Os) + MgWS] .
l‘)a
o 1 7
us ¥S,T - "a,T _
T [rl - R lp , T ’q'n (es) + ngjs] ’
wa
= %s (g ¢ - wa,r),
Jqr -
7 (4.31)
= . le
E [UJwOaT“J VJwLaT-J] i .
j=0
T
= = 2z V. . - U. .
j=0[ JWO’T‘J JWL,T'J] :
T a p ¢ ; a p ¢
5 O[(S. + 209  y.) y - (T, + 2O v,y 1
. A 0 - A I,T“ s
j=0 3 q j T-] j q ] ]
T a p ¢ ap ¢ '
-3 (T, =0 vy oy - (S, + 22— U)W ]
. A ,T- A L,t-
j=0 J q J 0,1-J J q J J
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T
J r _
"m0, (W) 520 (Xy00 ooy = Yy0p 0-5)
. .
j = -2 . . - . . :
1mL,(qu) j=0 (YJ¢O,T-J XJ¢L,T-J),

o que permite avaliar a importancia e a contribuicao de cada . uma
dessas parcelas de fluxo, sobre o comportamento térmico do elemen

e i
lms,evap.
vamente, as parcelas de fluxo de calor e massa associadas aos

to poroso. Os termos iqs evap representam, respecti

processos de evaporagao ou condensagao nas superficies do elemen-

to poroso, o termo j ¢ a parcela de fluxo de calor troca-

qs,conv.
da por convecgdo entre as superficies e o meio ambiente e o termo
iqs cond. Trepresenta o fluxo de calor condutivo (levando em ‘con-
k] i . - - .
ta a parcela correspondente ao armazenamento termico). A radia
cdo solar absorvida pela superficie de contorno externa do elemen

to poroso € representada pelo termo j O fluxo de massa

q0,rad.
promovido pela existencia de um gradiente termico e representado

pelo termo e o termo analogamente, € a parce-

Ins, (V9)° Ims, (v¢)* 2
la do fluxo de massa promovida pela existencia de um gradiente do

contetdo de umidade na superficie de contorno do elemento poroso.

Para se obter a solucdao do sistema de equacdes (4.29) € ne-
cessario especificar os parametros presentes no mesmo, assim como
o comportamento diario da témperatura e umidade relativa no ‘meio
ambiente, o que € feito a. seguir.

4.4 - Condigoes do Problema

A espessura do elemento poroso e as difusibilidades térmica
e massica sdo os dados necessarios para o calculo das fungoes de
transferéncia. A difusibilidade térmica aq ¢ definida em termos
das propriedades do material do elemento poroso,

I (4.32)
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onde Aq e a condutibilidade termica, Cq € o calor especifico e

p, @ massa especifica do material quando seco (secdo 2.7).

Analisa-se um elemento poroso com as propriedades mostradas
na tabela 8, que o assemelham ao concreto comumente utilizado na

construgao civil, conforme Fig. 19

Tabela 8 - Propriedades do elemento poroso

A C
L q q Po
[m] [W/mK] [J/kg K] | [kg/m3]
0,2 1.75 860,50 2150 .0

A difusibilidade massica € determinada em termos do numero
adimensional de Luikov, Lu, e da difusibilidade térmica, de'acor

do com:

a = Lua_. (4.33)

0 coeficiente de transferéncia de calor € calculado usan-
do-se o numero adimensional de Biot para o calor, a condutibili
dade térmica e a espessura do elemento, atraves da seguinte ex-

pressao:

= Ri A '
Vaq = qu (f)' (4.34)
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Fig. 19 - Amostra do elemento da Tabela 8§

0 coeficiente de transferéncia de massa € estimado em ter-
mos do coeficiente de transferéncia da calor através da seguinte

relacao [Apéndice B]:

p - P

HS RTS 'pvs
in (—— :

pva

. . ¢ k J o - -
onde B, obtido pela relacao Eﬂ =1 - [Apendice B], e o coefici
ente de transferencia de massa m=K P,

€ a pressa@o parcial do vapor nas superficies de contorno do 'ele

em metros por hora,

mento poroso € p, ., € a pressdo parcial do vapor no meio ambiente.
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Admitindo-se para a superficie de contorno externa do ele-
mento p . = 4238,8 (N/m?), correspondente a uma temperatura média
30°C, para a superficie de contorno interna do elemento
Pys = 3164,6 (N/m?), relativa a uma temperatura media de 25°¢ e
para o meio ambiente Pyg = 244,2 (N/m?), correspondente a uma tem
peratura de 20°C e a 10% de umidade relativa, a Eq. (4.35) pode
ser expressa, dependendo da superficie de contorno a ser analisa-

da (externa ou interna), por:

N -8
“ue = 7,3 x 10 Be » _
(4.36)

. -8
a,; % 5.8 x 107° g,

O problema fica entao caracterizado em termos dos grupamen-
tos adimensionais: Lu (nUGmero de Luikov), By (nimero de Biot),
Fe (nlimero de Federov) e do potencial de succgao VY.

0 potencial de sucgao ¥, de acordo com as segoes 2.3 e
2.5, apresenta uma variacdo muito brusca em relagao ao conteudo
de umidade quando o material esta praticamente seco, tendendo pa-
ra valores infinitamente grandes, Fig. 4 (segao 2.5). Apresen-
ta uma variagao mais lenta, tendendo ao valor zero, a medi
2

da que o material fica saturado de umidade, Fig. 4 (scgao 2.5).

No caso aqui analisado, admite-se o potencial capilar, VY, como
constante (trata-se da analise do comportamento higro-térmico de
um elemento poroso preliminarmente saturado de umidade, durante
os primeiros dias apos esta condicao de saturacao, correspondendo
" a faixa onde a inclinacdo da curva da fungao VY = V¥ (uz), Fig. 4
(secdo 2.5) € pequena). :

A partir de um perfil inicial para a temperatura e para o
conteido de umidade nas superficies de contorno do elemcnto poro-
so e das condigoes do meio ambiente (externo e interno), os .per
fis diarios de temperatura e de umidade superficiais sao dctermi-

nados.
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Os dados para o comportamento diario da temperatura e  da
umidade relativa ao meio ambiente sao mostrados na Tab. 9 e  nas
Figs. 20 e 21 abaixo. Na tabela apresenta-se também a radiagao

solar total que incide sobre a superficie externa.

Tabela 9 - Dados do Meio Ambiente

: ‘MEIO AMBIENTE INTERNO METIO AMBIENTE EXTERNO
[;]A T, 9, T, o, T
[oc] [4] [ocl (3] {W/m?]
1 20,0 50 19,35 87 0,
2 20,0 50 18,83 89 0,
3 20,0 50 18,42 90 0,
4 20,0 50 © 18,10 92 0,
5 20,0 50 18,00 92 0,
6 20,0 50 18,21 91 23,0
7 20,0 50 18,73 89 196 ,0
8 20,0 50 19,66 86 371,0
9 20,0 50 21,02 81 556 ,0
10 20,0 50 22,58 75 721,0
11 20,0 50 24,34 69 807 ,0
12 20,0 50 26,01 63 852 ,0
13 20,0 50 27,26 59 847,0
14 20,0 50 28,09 57 772,0
15 20,0 - 50 28,40 56 643,0
16 20,0 50 28,09 57 482,0
17 20,0 50 27,36 59 312,0
18 20,0 50 26,22 62 140,0
19 20,0 50 24,86 67 0,
20 20,0 50 23,51 72 0,
21 20,0 50 22,37 76 0,
22 20,0 50 21,53 80 0,
23 20,0 50 20,50 83 0,
24 20,0 50 19,87 85 0,
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. Os perfis para o meio ambiente externo sao representativos
das condicoes de verao em Santa Catarina. Para o meio ambiente
interno admitiu-se perfis diarios constantes.

D
(o]
T

"Umidade Rdlativa { %)

N
[0
T

L | 1 ] 1 1 1 1 L 1 y
SO 27 T8 6 8 10 12 i4 16 I8 20 22 24
Tempo {(h)

o

Fig. 21 - Comportamento diario da umidade relativa no
meio ambiente

4.5 - Resultados

Para a obtencao dos perfis de tcmperatura e do conteﬁdo de
umidade, distribuigoes diarias iniciais constantes foram conside
radas para a temperatura e para o conteudo de umidade, admitin-
do-se 20°C para a temperatura e 0,20 kg de umidade/kg de material
seco para o conteldo de umidade para as superficies de contorno
externa e interna do elemento poroso.
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‘

As evolugoes do conteldo de umidade e da temperatura s@per-
ficiais foram, em seguida, calculadas para diversos valores dos
grupamentos adimensionais Lu e Fe, e do potencial de sucgao Y,
mantendo-se €=0.

Variacoes nos parametros Lu e Fe afetam significativaménte
as funcoes de transferéncia, de acordo com a secdao 3.8. Variagoes
no fator &, associado & difusdo térmica, afetam as funcbes  de
transferencia Sj’ Tj (j=0,1,2,...) que esﬁéo associadas ao efeito
-da variacao da temperatura sobre o fluxo de umidade no interior
~do material poroso. Varia¢des no parametro Lu afetam as fun§6es
de transferencia Xj e Yj (j=0,1,2,...) que estao relacionadas aos
processos de transferéncia de massa promovidos por gradientes de
concentracdo no elemento poroso. - As fungoes de transferencia Uj
e Vj (3=0,1,2,...) estao associadas ao transporte de calor no
elemento poroso, ¢ portanto, nao se alteram com as variagGes ' NoSs
parametros Lu e Fe. As funcoes Wj e Zj (7=0,1,2,...) descrevem a
influéncia dos processos de mudanca de fase sobre a distribuigao

de temperatura no meio, sendo nulas quando e€=0 (secdo 4.3).

As Tabelas 10e 11 [Apeéndice C] apresentam os valores das fun
¢des de transferencia para e=0, considerando-se valores diferen-
tes de Lu.

A Fig. 22 mostra a evolugdo do contelido de umidade na super
ficie de contorno externa do elemento poroso para o periodo  cor
respondente ao terceiro ciclo apos o inicio do processo de seca-

1

gem.

No periodo diurno a incidéncia da radiagao solar sobre a
superficie de contorno externa eleva a temperatura na mesma, pro
movendo o processo de evaporagao da umidade para o ambiente, em

consequencia o contelido de umidade nessa superficie decresce, al-
cancando valores minimos.

No periodo noturno, o conteido de umidade aumenta, me smo
quando nao ha condensagao, apresentando a sua distribuigao um coe
ficiente angular positivo nesse periodo. Isso se deve a um fiuxo
de massa da superficie de contorno interna para a superficic de
contorno externa, e, em alguns casos, ao processo de¢ condensaéﬁo

a partir da camada de ar adjacentec.
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Para um parametro adimensional Lu constante, os resultados
mostram que o conteido de umidade na superficie de contorno exter-
na varia com o potencial de sucgdo ¥ e com o fator de difusdo tcr-
mica §.

A influéncia da difusdo de origem térmica aumenta com o au-
mento do fator de difusdo térmica §. Consequentemente a  parcela
de fluxo de massa promovida por um gradiente térmico, Eq. (4.30),
torna-se mais representativa, como mostra a Fig. 22. Esse efcito
térmico € mais significativo durante o periodo diurno, principal-
mente nas horas mais criticas, quando a temperatura da superficie
de contorno externa se eleva bastante, aumentando o gradiente tér-
mico e, em consequéncia, parte da umidade € carregada para as' ca
madas internas mais frias do material, fazendo com que haja uma
reducdo do conteldo de umidade nas camadas limitrofes & superfi
cie de contorno externa, mais quente. Por outro lado, na superfi
cie de contorno interna, durante esse periodo, o efeito termico
promove um aumento do conteudo de umidade na mesma, Fig. 23.

Durante a noite o fluxo de massa promovido por um gradicnte
do contelido de umidade entre as superficies de contorno do clemen-
to € relevante e faz com que o conteido de umidade na  superficie

de contorno externa aumente.

Os resultados mostram também que a um aumento do poteﬁcial
de succao VY, corresponde.uma diminuicdo da taxa de evaporagao, Lq.
(4.22), reduzindo-se a parcela do fluxo de massa associada " ao
processo de evaporagao, como mostram as setas que represcntam es-
sas parcelas de fluxo na Fig. 22. Consequentemente ocorre um au-
mento no conteiido de umidade durante todo o periodo em relagao ao
caso correspondente a um potencial ¥ menor. |

Na superficie de contorno interna do elemento poroso, 'lig.
23, o contetdo de umidade na mesma decresce devido ao processo de
evaporacao da umidade promovido pela diferenca entre as pressocs
parciais de vapor nessa superficie e no meio. A parccla de fluxo
de massa associada ao processo de evaporagao € nesse caso, dominan
te, como mostram as setas que representam as parcclas de fluxo de
D

massa, esquematizadas na Fig. 23. As sctas nas ligs. , 23, 206 ¢

27 representam as parcclas de fluxo, conforme Lgs. (4.30) ¢ (4.31).
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0 efeito promovido pelo fator de difusao térmica §, propor
ciona um acréscimo no conteiido de umidade na superficie de contor
no interna do elemento poroso sendo esse efeito mais acentuado
no periodo das 10 as 16 horas, quando a diferenga entre as tempera
turas superficiais cresce, devido a incidéncia da radiagdo solar
sobre a superficie de contorno externa. Observe-se que para
s = 2x107> k71
de umidade & positivo nesse periodo, Fig. 23.

o coeficiente angular da distribuicao de conteudo

Um aumento do potencial capilar acarreta uma redugao na per-
da de umidade por processos de evaporacao, Eq.(4.22), nas superfi-
cies limitantes do elemento, reduzindo-se a parcela de fluxo de
massa associada ao processo de evaporagao e em consequéncia ocorre
‘um aumento no contefido de umidade durante todo o ciclo, de maneira
idéntica ao da superficie de contorno externa.
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Fig.24 - Distribuicdo do conteGdo de umidade na superficie
de contorno externa de uma paredc dec concreto de
20 cm de espessura num processo dec sccagem. Para
€=0; Fe=0; Bi_ =2,5; Bi .=1,0; ¥=-100 m;
- -14c qi
6= 2x10

-

K -
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As evolugbes do conteido de umidade para valores diferentes
do parametro adimensional Lu sdo mostradas nas Figs.24 e 25. A
Fig.24 mostra o comportamento do contetdo de umidade na superficie
de contorno externa do elemento em fungao do parametro Lu, para o
periodo correspondente ao terceiro ciclo apds o inicio do processo
de secagen.

Resultados da simulagao mostram que uma diminuigao do parame
tro Lu, corresponde a uma diminuigao do fluxo de massa associado
no interior do material. Consequentemente, as superficies de con
torno do material ficam mais sujeito as condigoes de contorno im-

postas pelos meios adjacentes, Figs. 24 e 25.

)

n
o

kg de material seco
o
i

kg de umidade

o
1

10 ) I 1 1 1 1 1 1 1 1 i .
) 2 "4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24

Tempo (h)

Conteido de umidade {
X}
1

Fig. 25 - Distribuig@o do contetdo de umidade na superficie

de contorno interna de uma parede de concreto de

20 cm de espessura num processo de secagem. Para
e=0; Fe=0; Bi_ =2,5; Bi .=1,0; ¥=-100 m;
4 -1 e ai

§=2x10"" x .
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A Fig.25 mostra a distribuigdo do conteiido de umidade na su
perficie de contorno interna do elemento em funcido do paranetro
Lu, para o periodo correspondente ao terceiro ciclo apds o inicio
do processo de secagem, mantendo-se constantes os demais parame-
tros.

A Fig.26 apresenta a evolugao da temperatura na superficie
de contorno externa do elemento poroso para o periodo corresponden
te ao terceiro ciclo apdés o inicio do processo de secagem. Para
e=0, a variacao da temperatura independe do parametro Lu e do fa
tor de difusao térmica & (secao 4.3).

A temperatura da superficie de contorno externa atinge valo-
res significativamente menores em relacdo aqueles associados a
mesma superficie, quando ndo ha mudanca de fase, isto e, quando
nio se considera o processo de vaporizacao da agua que aflora'a su
perficie. Isso € consistente com o fato de que parte da radiagao
solar & usada para o processo de vaporizacao, Eq. (4.30a), nao sen
do conduzida para o interior do material.

Os elementos dos envoltorios das edificagOes sao usualmente
porosos e estdo sujeitos a acdo de precipitacbes e 4  consequente
absorcdo de liquido por acao capilar. A umidade absorvida ira
condicionar o comportamento térmico desses elementos ecm periodos
subsequentes de forma significativa, como mostra a Fig.26. Esse
comportamento condicionado € de certa forma confirmado por observa
coes praticas sobre o desempenho térmico de coberturas de ceramica
e pelos resultados de algumas medicoes tais como as efetuadas por
Lamberts [1], em seu trabalho de dissertacao de mestrado na Uﬁivez
sidade Federal do Rio Grande do Sul. Com efeito, Lamberts pcsan
do elementos de cobertura durante evolucdes ciclicas de 24 h pode
detectar variagodes diarias apreciaveis no contetdo dc umidade des-

ses elementos.

No periodo diurno a radiagao solar incidente e a consequcnte
vaporizacdo da umidade na superficie de contorno externa determi
nam basicamente a evolucado da temperatura nessa mesma superficic,

como mostram as setas esquematizadas na Fig. 20.

Durante o periodo noturno as trocas convectivas de calor com

o meio adjacentc diminuem a temperatura da superficic limitante
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externa, observando-se que ocorre condensacao nesse periodo mesmo
quando a temperatura da superficie é maior do que a temperatura de
ponto de orvalho (Fig.26 - b, quando ¥=-1000 m).

Um aumento do potencial de sucgao ¥ reduz a perda de umidade
por processos de evaporagdo nas superficies, diminuindo a parcela
de fluxo de calor associada ao processo de evaporacao, o que faz
com que a temperatura atinja valores maiores em relacao aqueles
correspondentes a um potencial ¥ menor (as setas nas Figs. 26:.e 27
mostram essa reducgao na parcela de fluxo de calor associada ao
processo de evaporacao quando se aumenta o potencial de sucgao).

A Fig.27 mostra a distribuicao da temperatura na superficie
de contorno interna do elemento poroso para o periodo corresponden
te ao terceiro ciclo diario apdés o inicio do processo de secagem.

A evolucdao da temperatura nessa superficie de contorno apre-
senta uma variag¢do menor em relacao aquela na superficie de contor
no externa, devido a constancia da temperatura no meio adjacente
e também por nao ser influenciada diretamente pela parcela de flu-
xo de calor associada 4 radiacao solar absorvida pelo material.

A temperatura apresenta uma redugao em relagdo as mesmas con
dicoes, quando nao se leva em conta os efeitos da secagem, ou se-

ja, quando nao se considera a migracao de umidade.

Durante o periodo diurno ocorre um aumento da temperatura na
superficie de contorno interna, promovido por um aumento da parce-
la de fluxo calor condutivo oriundo da superficie de contorno opos
ta, Fig.27.

0 processo de evaporacao € dominante em todo o ciclo, embora
diminua durante o periodo noturno. Nesse periodo a temperatura na
superficie de contorno interna decresce, em consequéncia da evapo-
ragao da umidade nessa superficie, Fig.23, e das trocas convecti
vas de calor com o meio ambiente adjacente que esta a uma tempera-

tura mais elevada. (Fig.20 e 27 - a e b).

0 comportamento diario da temperatura na supcrficic de ~ con
torno interna ¢ semclhante aquele na superficie de contorno exter-
na, Fig. 26 » Resultados praticos obtidos por Poppei et al. (3],

para um dia dc verdo, comprovam esse comportamento didrio de tempe
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ratura nas superficies limitantes de paredes umidas.

Nas Figs. 28 e 29 sao mostradas as distribuigoes de tempera-
tura e de conteido de umidade nas superficies de contorno do ele-

mento nos trés primeiros ciclos diarios ap6s o inicio da secagem.

Na Fig.28 apresenta-se a distribuicdo do contetdo de umidade
nas superficies limitantes do elemento poroso para o periodo cor-
respondente aos tres primeiros ciclos apo6s o inicio do processo de

secagem, admitindo-se =0 durante todo o periodo.

A distribuicdo do contetdo de umidade apresenta evolugoes
temporais semelhantes em cada ciclo diario, visto que as condigoes
do meio ambiente adjacente sao mantidas as mesmas em todos os ci-
clos. Diminui porém de um ciclo para o outro. A distribuicao tem-
poral da temperatura nas superficies de contorno, Fig.29, fica,
por outro lado,inalterada quando es0 durante todo o periodo.

Para €0 a distribuicdo de temperatura nao & afetada pela
distribuicdo do conteiido de umidade, no interior do material  (se
cao 4,3). Dessa forma, a evolugdo da temperatura & influenciada
unicamente pelas condigoes do meio adjacente e pelo potencial de
¥, Eqs. (4.23). O potencial de sucgao e as condigcoes do meio am-
biente sao mantidas as mesmas em todos os ciclos, consequentemente
a distribuicdo de temperatura nas superficies limitantes do ele
mento poroso nao se altera, de um ciclo para o outro, Fig.29.

As condig¢Oes iniciais tanto para a temperatura como para 0
contetdo de umidade exercem uma maior influéncia sobre as evolu-
¢Oes temporais da temperatura e do contelido de umidade nas superfi
cies de contorno da parede, somente durante o primeiro ciclo dia-
rio.

Nas condigOes aqui estabelecidas deve-se salientar o fato de
que o processo de evaporacdao nas superficies de contorno da parede
umida € dominante, mesmo quando o potencial de succao ¥ assume va-
lores elevados da ordem de -103 (Figs. 22,23,26,27). Durante'o pe
riodo diurno csse proccsso alcanca seu efecito maximo, sendo Dbas-
tante significativo para a redugao da umidade do material (Fig.

22). A noite, no entanto, o processo de evaporagao diminui.

Obscrve-sc, no cntanto, para os casos analisados, que ¥Y=-100m
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(ou ¥=-1000m)e e¢=0 sempre, cnquanto que num processo real deve-se
levar em conta as relacgoes funcionais e=e(u) e V¥=¥(u), importan
tes quando os processos de mudanga de fase internos acontecem e
passam a influir sobre o processo de transferéncia de calor na pa-
rede. |

4.6 - Conclusao

O comportamento térmico de um elemento poroso preliminarmen-
te saturado de umidade para diferentes valores do parametro adimen
sional Lu, do fator de difusdo térmica &, e do potencial de succgao

Yy foi descrito.

A analise limitou-se a descrever a evolugao das distribui-
cOes da temperatura e do conteudo de umidade nas superficies de
contorno do elemento poroso, durante o periodo em que €=0, o i que
corresponde a obter a descricao do comportamento higrotérmico_ do
elemento poroso umido somente durante os primeiros ciclos diarios
do processo de secagem, pois, a partir desse periodo a redugao do
conteldo de umidade no interior do material promovido pelo proces
so de evaporacdo nas superficies limitantes, impossibilita o uso
da aproximacao do tipo e=0.

Trabalhos futuros deverao levar em conta a relacao de depen-
déncia e=e(u), que € importante para o periodo em que o0s processos
de mudanca de fase no interior do elemento poroso, ficam bastante
significativos e comecam a influir sobre o processo de transferen-
cia de calor no material.

Uma outra limitacdo € a suposicao de um potencial capilér ou
de succgao constante em todo o periodo, desprezando-se a relacao
funcional ¥=¥(u), que passa a ser bastante importante quando o con
teldo de umidade do material € baixo e comeca a influenciar na ca-
pacidade de sucgdo da umidade do ar pela superficie limitante do
elemento poroso.
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5 - COMENTARIOS FINAIS

O propdsito principal desse trabalho foi o desenvolvimento
de um modelo matematico para a resolucao de problemas de transfe
rencia simultanea de calor e umidade em meios porosos, sujeitos a
condicGes de contorno arbitrarias. Na modelagem matematica foi
utilizado o método das funcgoes de transferencia, resultando numa
relacao linear entre as densidades de fluxo de calor e massa atra-
vés das superficies de contorno do elemento poroso e 0s seus poten

ciails associados.

0 metodo das fungOes de transferencia representa uma formula
¢do analitica, baseada na determinagao das densidades de fluxo de
calor e massa num instante considerado em fungao das distribuigoes

temporais da temperatura e conteQdo de umidade.

As caracteristicas basicas do processo para a obtengdo  das

fungbes de transferencia sao listadas abaixo:
(a) as equagbes diferenciais de transferen
massa sao resolvidas utilizando-se o met
madas de Laplace;

(b) as condigdes de contorno (em temperatura e em conteido
de umidade) sao desenvolvidas em series de fungGes pulso
cujos coeficientes sao, respectivamente, os valores da

temperatura e do conteido de umidade em intervalos :igual

mente espacados de tempo.

A modelagem feita para uma condigao unidimensional foi esta-
belecida para um elemento poroso homogeneo, plano e de espessura
finita, possibilitando sua aplicacao sobre quaisquer componentes

porosos de edificagoes.

As principais limitacoes desse trabalho estao associadas aos
requisitos de constancia de propriedades, condigdes necessarias pa
ra a utilizagdo do método das fungdes de transferéncia. O tyabalho
se encontra da mesma forma limitado ds dificuldades encontradus na
obtengao das relac¢oes funcionais dos coeficientes de transporte cm

rclagdo a temperatura, T, e ao contetdo de umidade, u.
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Dessa forma, a limitagdo imposta pelo mctodo das fungdes dc
transfercncia na resolugdo do sistema acoplado de equagoces diferen
ciais para a temperatura e para o contetdo de umidade ¢ a de que

esse sistema de cquag¢oes governantes seja linear.

Nesse sentido admitiu-se que a variacao real das propricda-
des do meio poroso fosse pequena, dentro da faixa de variacao das
variaveis T e u que caracterizam o problema analisado.

A principal contribuicao desse trabalho foi a habilitacao do
método das funcdes de transferéncia (método analitico) para o tra-
tamento do problema da transféréncia simultanea de calor e massa
em meios porosos, sujeitos a condigdoes de contorno arbitrarias.

O tratamento do processo acoplado da transferencia de - calor
€ massa em meios porosos envolve algumas suposigoes e simplifica-
¢b6es no desenvolvimento das equacdes governantes,'consequentemente
a aplicacdo do método das funcoes de transferéncia estara  sempre
condicionada a essas consideracoes. |

A aplicabilidade do método das funcoes de transferéncia na
resolucdo de problemas de transferéncia de calor e massa, e, no
éhtanto, ampla; podendo abranger dependendo das condigoes de ' con-
torno utilizadas, além do caso aqui analisado: ‘

(a) problemas caracteristicos da regido higroscopica, quan-
do e=1;

(b) problemas em que a taxa de secagem € alta, associados a
retracdo da regido Umida para o interior do material;

(c) problemas envolvendo varias camadas de materiais diferen
tes.

A fim de considerar a importancia dos processos dc¢  mudancga
de fase no interior do meio poroso e a influencia cxcrcida - pelos
lesmos sobre o processo de transferéncia de calor no mcio, as rela
¢oes funcionais existentes entre os coeficientes dc trunéportc e
as variaveis quc descrevem o problema, tais como e=e (u), W=W;(u),
A=A (u) devem scr levadas cm conta. Como essas reclagocs funcio
nais sao de dificil obtencdo, € de extrema importancia que traba-
~lhos experimentais sejam rcalizados com o intuito dec obter cssas

relacgocs.
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A - INVERSAO DA TRANSFORMADA DE LAPLACE PELO METODO DOS RESIDUOS

A.1 - Introducao

Nesse apéendice apresenta-se o teorema de inversao das trans-
formadas de Laplace e o teorema dos residuos da teoria da variavel
complexa.

Faz-se inicialmente uma revisao da teoria de uma variavel
complexa como preparacao para a aplicacao do teorema de inversao.
Nessa revisdao apresenta-se somente as definigoes e os teoremas que
sao necessarios na avaliacdo da integral complexa, que aparece no
teorema de inversdao. Ndo sao apresentadas as demonstragoes dos
teoremas aqui expostos, pois as mesmas podem ser encontradas . em

varias referéncias [28, 31].

E apresentado também a avaliacdo do teorema de inversdo  em
dois contornos particulares que envolvem, principalmente, os pro-
blemas da transferéncia de calor e massa em regioes finitas e se-
mi-infinitas.

A.2 - Definicdo de Conjuntos e _de Funcdo Analitica

Diz-se que C & um conjunto aberto se todos os seus pohtos
sao interiores. E fechado quando seu complementar € aberto. 0
complemeﬁtaf de um conjunto C € o conjunto C' dos pontos que " nio
pertencem a C.

Diz-se que um conjunto aberto € conexo se quaisquer ~dois
de seus pontos puderem ser ligados por uma poligonal toda contida
no conjunto. '

Seja f(z) uma fungdo cujo dominio € uma regido R (conjuhto
aberto e conexo) e seja z um ponto de R.

Diz-se que a funcdo f(z) & analitica na regido R se ela e
derivavel em cada ponto de R; f(z) € analitica num ponto zg = se

f(z) ¢ analitica numa regido contendo zy [28].
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A.3 - Zeros e Singularidades

Se uma funcdo f(z) € analitica em um dominio R e nula em um
ponto z=a em R, diz-se que f£(z) possui um zero no ponto z=a.  Se
nio somente f£(z), mas também as derivadas f',..., fgn—l) forem nu-
las em z=a e f(n) (a)#0, entao diz-se que f(z) possui um zero de

ordem n no ponto z=a [28].

0 ponto singular de uma funcdo analitica f € um ponto em
que f deixa de ser analitica. Diz-se que f possui uma singularida

de nesse ponto.

Diz-se que um ponto z, € uma singularidade isolada de  uma
fungao f se existe uma vizinhanga de z, na qual f € analitica,

exceto no proprio ponto z, [28].

Seja z, uma singularidade isolada de uma funcao f, de forma

que essa fungao possui desenvolvimento de Laurent

(o

T Z_Izlo n (A.1)

f(z) =
n

n
bn (z-zo) o+
0 o

N~ 8
M8

valida numa certa vizinhanca 0 < jz—zo\ < v de 24 excluido o pon-

to ZO.

A Gltima série na Eq. (A.1) & chamada a parte principal‘ de
f proximo ao ponto Zge Para'o‘caso em que, no desenvolvimento da
Eq. (A.1), todos os coeficientes c, sao nulos a partir de alggm n,
isto €, existe m>0 tal que cm#O e;cn=0 para n>m, o desenvolvimento
da Eq. (A.1) reduz-se a:

1 ¢ |
T . | S (A.2)

f(z) =
(Z’Zo)m

W™ 8
o
~
N
I
N
[w]
~—
=
+

Neste caso, em que a parte principal consiste de um  nfimero
finito de termos, a singularidade de f em Zy ¢ chamada de polo, e
m constitui a ordem do polo. Unm polo de 12 ordem ¢ tambcm chamado
de polo simples [28].
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Finalmente se¢, no desenvolvimento da Eq. (A.1l), a parte 'prin
cipal consiste de infinitos termos com poténcias negativas de
(z-zo) diz-se que Zq € uma singularidade essencial da funcdo f.

Os polos sao, por definigao, singularidades isoladas.

A.4 - Residuos

Se f(z) for analitica em uma vizinhanga de um ponto zoeR, en

tao, de acordo com o teorema integral de Cauchy [31],

S £f(z) dz =0 (A.3)
C

para qualquer contorno C na vizinhanga de zq- N

Se, entretanto, f(z) possuir um polo ou uma singularidade es
sencial isolada em z, e 2z, Se encontrar no interior de C, entao a
integral (A.3) sera em geral diferente de zero. Entdo, numa vizi-

nhanga de Zg vale o desenvolvimento de Laurent [28],

n e “n ‘
bn (z—zo) + L —, (A.1)

f(z) =
i n=1 (z—zo)n

™8
o

que converge no dominio 0< |z-z45 | < r, onde r ¢ a distancia de’ zj
ao ponto singular mais proximo de f(z). Os coeficientes sdo dados

por:

=1 £(8)
b = - [, —=127 _ dg
n m (6'20)n+1

*

tA.4)

1
ch =T o Gez™ £ ae
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Decorre qué o coeficiente c; da poténcia z}z e
0
C, = oie S f(z)‘dz (A.5)
1 Zni o ’ ’
e, portanto,
fC f(z)dz = 27mi Cy - _ (A.6)

com integracao efetuada no sentido direto em torno de um caminho
fechado simples C que se situa no dominio 0< \z-zol < T e contém o

ponto z, No seu interior.

O coeficiente ¢y no desenvolvimento (A.1) de £ e chamado
o residuo de f(z) em zy © € designado por c; = Res [f(z), 20]; ou
Res (ZO).

A.4.1 - Regras para determinar os residuos [31]

(a) No caso de um polo simples, tem-se, por exemplo

c ¢
_ 1 2
f(z) = = + by o+ bl(z-zo) + bz(z—zo) + o (0<lz-zo\<r, c1%0)
(A.7)
multiplicando ambos os membros por (z-zo), resulta
(z-zo) f(z) = cy * (z—zo) [bO + bl(z—zo) LI [ (A.8)

Fazendo z sc aproximar de Zgs © segundo membro sc¢ aproxima dc c, e
obtém-se: ‘

Res [(f(z), z = lim (z-zo) f(z) (AL9)

Z"*ZO

ol
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Se f(z) = %%%%, onde A(z) e B(z) sao analiticas numa fizi—

nhanca de 2q > A(ZO)fO, e B(z) possul um zero simples em zy, em con
sequéncia, B(z) pode ser desenvolvida em uma série de Taylor da
forma:

(2-20)2
B(z) = (z-zO) B'(zo) T B”(zo) + e, (A.10)
De (A.9) decorre que
- 1 A(z) _
Res[£(z),z,] = 1 -z,) 442 -
es z).2q Zigo(z Z) B(z)
, (z-24) A(z)
= lim

3

2+0 (z-29)1q' (2() + (2-24) q"(z)/ 2+ ]

isto &, tem-se também para polo simples

Res [£(z), z,] = ﬁﬁigl— (A 11)
- ] 0 .
B* (z)

(b) No caso dos polos de ordem m (m=2,3,...), 0 desenvolvimento de
Laurent correspondente possui a forma: '

(o C
f(z) = L .m_,_'*:,.“ — m_I:Ill—I + L. + 2 + 1 + bO +
(22" (2-29) 2p)? oz

(A.12)
bl(z~zo) o,

onde cm¢0 e a série converge em uma certa vizinhanca de Zy» €Xceto
no proprio 24+ ‘Multiplicando ambos os membros por (z—zo)m obtcm-
se: '

m-2

(z—zo)m f(z) = c, * cm_l'(z—zo) + e + cz(z-zo) +

| (A-13)
cl(z—zo)m_1 + bo(;—zo)m + (z-zo)m [bl(z-zo) + ..] :
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Isto mostra que o residuo c; de £(z) em z, € agora o coefi
m-1

ciente da potencia (z—zo) no desenvolvimento de Taylor da fun-
cao g(z) = (z—zO)m f(z) com centro em z=24. Portanto, do teorema
de Taylor
-1
g 1) (zg)
©1 7 Tm-0)° ’

isto €,

Res [f(z),z,] = 1 lim [dm-1 (z~-z )m f(z)y- (A.14)

* =0 m-1 0 :

(m-1)! z+2 dz

A

~

(c) Se f(z) = z) , mas B(z) tendo um zero de 2? ordem em 24> de
modo que f(z) tem um polo de 28

g

ordem em 24 entao

6A' (24)B'"(25) - 2A(z,)B"(z)
Res [£(z),z,y] = ~m~w}0»*;[;0( — 0 0, (A.15)
1t A
0

A.5 - Teorema dos. Residuos

Seja f(z) uma funcdo univoca que € analitica no interior de
um contorno fechado simples C e sobre C, exceto em um numero fini-

to de singularidades isoladas Z9s Zps see, Z DO interior de C. En
tao [31],

o £(2) dz = 2mj
j

[ e =1

Res [£(z), z.], (A.16)
1 ) .

a integral sendo calculada no sentido direto (positivo) em torno
de C.
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A.6 - Teorema de Inversao para Transformadas de Laplace

Seja considerado uma fungio f(x) que se anula quando x < 0.
Tem-se, ' '

£ = = 17 I (2 fe) ¢TI dp) d, meexcw (A.17)

[y

como representacao da integral complexa de Fourier [32].

De acordo com a equacdo acima, a forma complexa da repreésen-
tacao da integral de Fourier de e”Y* f£(x) é dada por:

lim _ﬁ} N (7 e Y0 £(e) ae) an,  (A.18)

onde o limite & usado por conveniéncia [32].
Multiplicando por e’X pode-se rearranjar na forma,
1

. L | - i
£0) = g7 lin g7 (rINx A HINVE gy ae) ax. (a.19)

Igualmente, introduzindo a variavel p = y+ jA, obtém-se:

1 . j ® -
£00) = yp7 lin XL P /e PE £(£) dg) dp. (A.20)

‘A transformacdo dada pela equacao (A.20) pode ser provada,
se f(x) € diferenciavel e de ordem exponencial, pois, para que a

integral f° e YE f(¢) df exista, tais condigOes sao necessarias
[32].

Substituindo x por t, p por z e a transformada de Laplace
de £(t) por f(p),

I(p) = 6” e Pt (£(t)) dt, C(A.21)
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onde p & complexo, pode-sc expressar f(t) em termos de sua trans-
formada f(p) pela integral complexa

£(t) = 7]7:717 lim sYHiL %2 Eoyaz, (A.22)
Lrw  y-jL 1

que € conhecido como o teorema de inversao para a transformada de
Laplace. Esta integral, como mostra no plano complexo da Fig.30,
€ tomada ao longo da linha infinita x=y, e pode usualmente ser cal
culada pela integral do contorno.

Pejoe

Fig. 30 - Plano complexo

O teorema de inversao dado pela Eq. (A.22) €& também valido
para problemas multidimensionais. Se a transformada de Laplace da
funcdo f(r,t) com relagdo ao tempo ¢ f(r,p), entdo o tcorema de
inverséo obtido da Eq. (A.22) tem a seguinte forma,

1

Zﬂj

f(r,t) =

lim SY*IL otz f(r,z)dz, (A.23)
L»>» y-jL '

onde r denota o vetor posigao.
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A.7 - Avaliacao do Teorema de Inversao em dois Contornos Particu-

lares

(a) Se f(z) & analitica.exceto para um numero N de polos, to
dos dos quais estao a esquerda de alguma linha z=y, completa-se o
contorno da Eq. (A.23) e da Fig. 3la por um grande circulo C de
raio R, incluindo todos os polos do integrando (Fig. 31b) [32].

Contorno I € denotado como o contorno fechado.

P+jL c

(a) (b) Contorno I

Fig. 31 - Esquematizacao de um contorno fechado no plano

complexo.

No limite quando N tende ao infinito, segue do teorema do re
siduo, Eq. (A.16), que:

. ) _ N
lim fY+JL etZ f(r,z)dz + 1lim [ et? f(r,z)dz = 27j 1lim I Res(a_),
1> 'Y-J L ' R+ (C N+ n=1 . n

(A.24)
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onde o0s a, sdao os polos, isto &, os pontos de singularidade dos

integrandos.

Mas no limite, quando R tende ao infinito, a integral sobre

o circulo C anula-se. Desse modo, no limite, obtém-se (32]:

f(r,t) = 5=— fY+jco et? f(r,z)dz =

1
Tk . Res (an) (A.25)
Y-je n |

W~ 8
-

(b) Se f(z) & analitica,exceto para um numero de polos, to-
dos dos quais estdo a esquerda de alguma linha z=y, e se também
tem um pohto de divisao, "branch point', em z=0, entao pela intro-
ducdo de um corte ao longo do eixo real negativo (arbitrario), com
pleta-se o contorno da integral de inversdo por um grande circulo
de raio R incluindo todos os polos do integrando, e uma curva § ao
longo do corte e em torno do ponto de divisao (Fig. 32) [32].

y y
r+il Curvafy
-R_e:m AP
— z R e=m ~p z
2 r
C.
/ V"jL
]
(a) Contorno II (b)

Fig. 32 - Isqucmatizacao de um contorno com um 'branch

point" no plano complexo.
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A aplicacdo do teorema do residuo, Eq. (A.16), no contorno

fechado da Fig. 32a, contorno II, resulta em

lim fY+JL et? f(r,z)dz + lim [ et? f(r,z)dz -
L+~ y=-jL Rre C+C,
: (A.26)
. tz = . . N
lim [ e f(r,z)dz = 2w} 1lim ¥ Res (an)-
R+ § N+o n=1
p>0

Mas no limite, quando R tende ao infinito, a integral sobre

o circulo (C1+C2) anula-se. Dessa forma, no limite, obtem-sel32]:

£(x,t) = 7%; fYTjw et? E(r,2) dz =
Y-je
| (A.27)
% Res (an) + 7%’ lim [ et? f(r,z) dz
n=1 J Ree g

p>0

Nota-se, no entanto, que z=-p sobre as divisoes na parte in-

ferior e superior da curva §, logo

é et? F(r,z)dz = - [P 7P F(r,pe ™) dz +
' R
(A.28)
lim [/ et? f(r,z)dz - Rt E(r,oe’™ az .
p>0 Cp ' P

Visto que f(r,z) € considerada implicitamente, seu argumento

ao longo das divisoes inferior e superior da curva § deve ser toma

do como sendo z = pe I" e z = pel™, respectivamente [32].
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Quando o raio R tende ao infinito e p se aproxima de zero,

a Eq. (A.28) resulta em:

lim [ et‘? f(r,z)dz = S~ e te (f(r,oe ?™) - F(r,pe?™)] dp +
Rro & 0 ‘
p>0
(A.29)
+ lim [ et? f(r,z) dz.
>0 Cp
Na Eq. (A.29) a integral em torno do pequeno circulo Cp €

deixada complexa, para ser calculada individualmente para cada pro

blema em particular. Nota-se que p permanece constante e a dife

. B - . . .
rencial de z = pel & dz = JpeJ do para esta integral. Inserindo

a Eq. (A.29) na Eq. (A.28), obtém-se finalmente:

f(r,t) = L j‘Y+j°° el? f(r,z)dz = ¢ Res (a_) +
_ AL . . - n
Y= n=1
* 2-11? lim S e%? F(r,z)dz + (A.30)
J o+0 Cp ' :
+ e 7 e (E(r,0eT™) - E(r,0e?™)) do
i |

Este caso surge em problemas envolvendo a conducao de calor
em regibGes semi-infinitas, enquanto que a Eq. (A.25) ¢ usada para
problemas envolvendo a conducao de calor em regioes finitas [32).

A.8 - Resumo

Apresentou-se o teorema de inversao das transformadas dc La-
place seguido do teorema dos residuos, o qual torna possivcl a
obtengao da transformada de fungocs complexas, frequentes nos pro-

blemas de transferéncia de calor ¢ massa.
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Nesse trabalho este teorema €& aplicado na obtengao da  'solu
cao das equacoes do problema de transferencia simultanea de calor
e massa num elemento poroso de espessura finita, sujeito a condi-

¢bes de contorno arbitrarias.
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B - RELACAO FUNCIONAL PARA O COEFICIENTE DE TRANSFERENCIA DE MASSA

B.1 - Introducgao

Nesse apéndice mostra-se uma relacao funcional para o coecfi
ciente de transferencia de massa au em termos do coeficiente de

transferencia de calor uq.

Utiliza-se basicamente o modelo apresentado por Poppci et
al. [3], que consiste enm expressar a densidade de fluxo de massa
em funcao de uma diferenca de pressao parcial de vapor entre as su
perficies de contorno e o meio adjacente, e que através da relacao
de Lewis [3] obtém a relacgdo entre o coeficiente de transferéncia
de massa e o coeficiente de transferencia de calor. |

B.2 - Densidade de Fluxo de Massa e a Relacdo de Lewis

Uma outra forma de escrever a densidade de fluxo de massa
im’ Eq. (4.13),consiste em expressa-la como proporcional a diferen
¢ca entre as pressées parciais do vapor nas superficies de contorno
do elemento poroso e no meio adjacente [3],

in = B (oyg - Do) (3.1)

=m va
onde B € o coeficiente de transferéncia de massa (m/h) referencia-
do a diferenga de pressao do vapor entre as superficies e o meio,

T, € a temperatura na superficie de contorno, p__. € a pressao par

VS
cial do vapor na superficie de contorno, Py, © 2 pressao parcial
do vapor no ar, M € o peso molecular da agua e R € a constante ge-

ral dos gases.

O coeficiente B pode ser obtido em termos do coeficiente de
transferencia de calor aq, através da relacgdo de Lewis [3],

C (Le)r ™, (B.2
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onde p, © C sao, respectivamente, a massa especifica e o calor es-

pecifico do ar, e Le € o nimero de Lewis, dado por:

Le = (B.3)

ole

onde a ¢ a difusibilidade térmica e D o coeficiente de difusao,
. . o
no ar. Para n=0 e para uma temperatura no meio ambiente de 207°C

a Eq. (B.2) pode ser expressa por:

a
4 .1k - (B.4)
B n°K

B.3 - Uma Relacao Funcional para “u

Admitindo-se uma aproximacgao linear quando as temperaturas
- . ! ) . .
na superficies de contorno do elemento poroso e no meio adjacente
nao sao muito diferentes, a densidade de fluxo de massa em termos
de uma diferenca de potenciais quimicos, Eq. (4.17), pode ser apro
ximada pela seguinte expressao:

Dy s |
Us - ua = RTS Ln (5;’; ) | (B.S)

desconsiderando-se a parcela Mg¥, que caracteriza a condensagao ca

pilar (secgao 4.2).

Dessa forma a densidade de fluxo de massa em termos d¢  uma
diferenga dos potenciais quimicos nas superficies de contorno ¢ no
meio adjacente, Eq. (4.20), fica aproximada pela expressao:

o

p B
T Vs
j. = & RT_ n (=—=2). , (B.6)
wmo M > Pyva

0 coeficicnte de transferencia de massa a“ refercnciado a

diferenca de potenciais quimicos, pode ser calculado aproximadamen



© 147

te através da combinacao das Egs. (B.6) e (B.1), Que resulta = na

seguinte expressao:

P - Py
a, = B () B, (8.7)
U Rfs Dys
¢n (—=
Pyva

que permite determinar %, em termos de aq, usando a Eq. (B.4)
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C - FUNGOES DE TRANSFERENCIA PARA O ELEMENTO POROSO DA TAB.S§.
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Observacgoes:

(a) - As funcbes de transferencia Wj’ Zj’ (j=0,1,2,...), que sao
as fungdes intermediarias associadas a influéncia do proces-
so de transfercéncia de massa sobre o transporte de calor,sao
nulas para £=0, de acordo com a secao 3.8.2

(b) - 0 valor anormal do primeiro termo (YO) da funcao de transfe-
réncia Yj, mostrado nas tabelas 10 e 1l,ocorre devido a crros
de maquina agravados pela pequena ordem de grandeza dos pri-
meiros termos dessa fungao. |

(c) - Os valores das funcOes de transferéncia para 6=2x10-4‘(K—1)
correspdndem aos mesmos valores déé tabelas 10 e 11 diferindo
apéhas para as funcgoes Sj e T., (j=0,1,2,...), que sao obti-
das multiplicando-se por 10 os valores das tabelas .acima,
de acordo com as Eqs. (3.105 e 3.107) secao 3.8.
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