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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo a implantagao e avaliagao de um
Valgoritmo~de programacgao linear, capaz de resolver problemas de
vmédio e grande porte, usando ovgradiente da fungao objetivo pa

ra efetuar trocas multiplas de base.

'~ Nele estdo descritos os fundamentos matemadticos do método apli
cado, bem como os instrumentos numéricos usados para tornar o

sistema computacional mais eficiente.

O aspecto computacional também foi abordado, atraveés da descri
cdo das estruturas de armazenamento dos dados, das estruturas.

" dos subprogramas, e da forma de como utilizar o sistema.

A titulo de avaliacgdo do método'proposto, serd analisada a com
~plexidade do'algoritmo, fazendo um paralelo com o SIMPLEX. Ainda

sob este enfoque, serdo apresentados alguns resultados numéricos.
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ABSTRACT

The aim of this work is the implementation and evaluation of ‘an
LP—algofithm, to solve middle- and large-size problems using
the gradient of the objective function to accomplish mdltiple

bases exchanges.

The basic mathematics of the applied method, and the numerical
instruments that make the computational system more efficienth
are presented in this work.

A computational view also is presented through the Idescription
of the routines and data structures as well as the form in which

.the use of the system should be made.

The evaluation of the proposed method will be made through the
~analysis of the algorithm complexity and comparing - it with
. SIMPLEX methdd. We shall givé some numerical results for this

-purpose.
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CAPITULO I

1 - INTRODUCAO

1.1 - Histdrico e Origem o~

"Na busca de algoritmos mais eficientes para a résolugio,de proble
mds de programagao linear (PPL), R8dder desenvolveu um método que
utiliza o gradiente da funQéo objetivo para efetuar trocas malti

plas de base.

Assim como no método SIMPLEX, o PROJECT, como foi chamado, SO

- freu uma série de modificacgoes, a medida que novos estudos foram

sendo efetuados, como & visto a seguir:

+ 'Em /RB1l/ e /RB2/, R8dder e Blauth apresentam um dlgoritmo con
ceitual alternativo para a resolugdo de problemas de programa

géo linear, caracterizando o inicio dos estudos sobre o PROJECT..

« R8dder, em /RO2/, apresenta uma forma.revisada ~do algoritmo
PROJECT, adaptada para o probleﬁa das duas fases,. e em.'/ROl/,
estuda o problema da dependéncia linear e degeneragéb, apontan
do medidas no sentido de manter uma base, quando efetuada a

troca de fase em problemas com degeneracgao.

. Continuando os estudos acerca do PROJECT, R&dder demonstra, em

- /RO3/, que o algoritmo & finito, através do uso de um conceito:
0. oncelto

ol
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analogo ao da perturbacao, também utilizado na demonstragao da

convergéncia do SIMPLEX.

e Em /COE/, Coelho efetua um estudo sobre anéiiSe de pds-otimali
dade para o algoritmo PROJECT, apresentando op¢des de andlise
em relagao aos vetores de custo e requerimento, além da inclu

sao e exclusao de variaveis e restrigdes no problema original.

+ R8dder et alii sugerem, em /RCM/,um novo algoritmo .. concei
tual, que utiliza a forma produto,da‘inversa para efetuar mu
dangcas na base, a ser desenvolvido a partir do algoritmo - revi

sado.

Nesse contexto,esta dissertagao visa dar uma colaboragéo ao méto
do proposto, através da 1mplementagao computac1onal do algorltmo
sugerldo em /RCM/ Pretende~se com isto caracterlzar o PROJECT co

mo um método de programacao linear computac1onalmente Vlavel para

’avresolugao de problemas de meédio e grande porte.

1.2 - Consideracoes Gerais

‘£ conhecido que,na'pésquisa operacibnal,'grande parﬁe'doé proble
‘mas sao modeladoé segundo um PPL. Isto deVe—se.ao,fato de Qhe - a
programagao linear & uma das técnicas mais difundidas, além de
tér‘a sua disposigdo uma série de pacotes comerciais®? que facili

tam a sua resolucgao.

1

Foi utilizado o computador IBM 4341, da Universidade Federal
de Santa Catarina. :

'vz Dentre os pacotes comerciais dlSponlvelS no . mercado, pode-se
destacar o MPSX e o TEMPO. ' : . - F oo

g



Dada esta grande aplicagao da programagao linear na pesquisa ope
racional, justifica-se o desenvolvimento de novos métotos que pos
sam resolver tais problemas com maior eficiéncia (menor tempo de

CPU) .

Além disso, tendo em vista que os pacotes disponiveis, capazes
de resolver problemas de grande porte, sao propriedades de empre
sas multinacionais, o desenvolvimento de tecnologia nacional, neg

ta area, poderad representar uma economia de divisas para o pais.

O sistema computacional a. ser desenvolvido sera restrito, a nivel

deste trabalho, nos-seguintes aspectos:

e nao sera implementada a analise de pbs-otimalidade,. embora o

sistema deva ser estruturado para um posterior trabalho neste

" sentido; , v S -

+ as dimensoces dos problemas a serem resolvidos pelo.sistema  es
tarao limitadas pela disponibilidade de memdria principal no

computador, tendo em vista que nao serao utilizadas memorias

auxiliares para o armazenamento dos dados;

"+ nao serao desenvolvidos sistemas auxiliares que possibilitem a
montagem do arquivo de dados, a revelia do que ocorre com os

" . sistemas comerciais.
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CAPITULO I1
2 - A FORMA PRODUTO DA INVERSA

2.i - O Problema dos Méetodos Tradicionais de Inversao

" Todo e qualquer problema de programagao linear, mesmo os de peque .
'no :porte, envolve um nimero relativamente grande de operag¢des ma
tematicas elementares. Este fato faz com que a utilizagdo de com

putédores na resolugao destes problemas seja imperativa.

Nao raros sao os problemas reais que poséuem 1000 restricgoes e
3000 variaveis estruturais,.ou até mais. E evidente q&e‘o- armaze
namento explicito de matrizes desta ordem, implica em areas de ar
mazenamento mgitb grandes, dificilmente.supridas pela meméria dos

computadores atuais.

Considerando, entretanto, o elevado grau de esparsidade dessas ma
trizes, pode-se armazend-las em forma de listas através da . memo

‘'rizacdo dos elementos nao nulos.

Desta forma, fica resolvido o problema de armazenamento da matriz
original. Porém, para a resolugao do PPL, deve-se efetuar a inver
sao da matriz basica. A utilizacdo de métodos convencionais?® para

este fim, fara com que o grau de esparsidade da inversa seja mui

A3.MéEQdQS_COmO.o.deAGauSSrJordan,upor»exemplo,-—~~~~l—.'-m S
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to baixo, inviabilizando o armazenamento desta na forma de listas.
A forma produto da inversa (FPI), que sera apresentada a seguir,
tem como caracteristica marcante o fato de possuir um grau de es

parsidade aproximadamente igual ao do problema original, o que

viabiliza a utilizagao de listas para o seu armazenamento.

Em se tratando de memdria auxiliar (disco ou fita magnética), ég
ra o érmazenamento das matrizes citadés, a utiiizagéo das = listas
e da FPI também & vantajosa, bois o acesso a estas uﬁidades & re
lativamente lento, e a minimizagéovda_ﬁransmiséao.de aédbs entre
estas e a membria principal & um fator importante para'a"eficiég

cia do sistema. o .

2.2 - Matrizes Elementares

Uma matriz E mxm, tal que:

eij =0 para i#j e J#r-

=1 para i=j#r

e, .
13

‘eij £ R para J=r ‘ ‘ ‘ »

.. 0 ara i=j=r

iy 7 P J

onde i,j ¢ {1,2,...,m},

& uma matriz coluna elementar com pivd e .- Sua inversa nij' sem

pre existe, e pode ser obtida atfavés.de:_
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nij = eij para . j#r
n__ o= :
rr e
rr
: ir ' ’ :
nir = - -e—--— para l#r ’ . ] : ' (2.1)
rY

Assim sendo, para o armazenamento da inversa.de uma matriz elemen
tar, hd necessidade somente do indice r e do vetor coluna NSy

inclusive para i=r.

Com relacao ao vetor Nypr percebe-se que o grau . de esparsidade
permanece igual aoc grau da coluna r da matriz elementar, o gque

sugere o armazenamento do mesmo na forma de listas.’

2.3 - Técnica de Inversao Usando Matrizes Elementéres

O conceito de matriz elementar pode ser utilizado para se obter,

com economia de memdria, a inversa de uma matriz nao singular.

Este processo de inversao, conhecido por forma produto da inver

sa, sera apresentado por meio de um exemplo.

Exemplo 2.1

‘Seja A uma matriz 3x3, nao singular, para a qual deseja-se obter

a inversa.
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Como~all#0, pode~se montar uma matriz elementar inversivel, wusan

do a primeira coluna de A, com a

11

sendo o pivo.

Tomando a segunda coluna de A, e pré-multiplicando-a pela inversa

da primeira matriz elementar, obteém-se:

Como a22¢0, pode-se montar outra matriz elementar

" mando este

elemento como pivs.

inversivel, to

Pré-multiplicando a terceira coluna de A, pelas inversas das matri

&,,(“
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zes elementares, na ordem em que foram criadas, obtém-se:

}1/ s
L \_‘
Como a;5 # 0, este poderd ser utilizado como pivd na’geragéo: da

- terceira matriz elementar inversivel.

1 -3 1 3
-1
E = 1 -1 B = 1 -1
3 3
-1 -1
I ] L ]

Pode ser verificadd, facilmente, que o produto destas inversas

D

a inversa de A, bastando para tanto efetuar a opera¢ao que se se

gue:

N3o hid necessidade de se saber previamenté'se a matriz a éer in
vertida &, ou nao, singular. A singularidade -da matriz pOderé.ser'
constatada, através da inexisténcia de um elemehto nao nulo para
pivd. Note-se, entretanto, que a cada linha e a cada coluna, ao

'final da invers3ao da matriz, devera ser associado um e somente um

pivo.
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2.4 - Operacao FTRAN

Sera chamada de FTRAN (-forward transformation ) a operagao de
pré—multiplicagéo de um vetor coluna, pela inversa de uma matriz,

armazenada na sua forma produto.

Seja a? a coluna a ser pré-multiplicada ?ela inversa

=1 -1 -1

que se encontra armazenada na forma:

T

1 1 2 .2 2 t t -t !
o

r :nlf---,ﬂm; r ,nl,---:nm;---;r :ﬂl,--o,nm7;--'7r ,T]l,--fpn

Ent3o:

1 -1 o)
a = E s a
J 1 J
t -1 t-1
a = E e a
J t J
T -1 T-I. )
a = E + a . : (2.2)
j T j ' '

- ~ . ~ .. i t -
Nestas expressoes, conhecendo-se a posicao pivotal r , o calculo
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de a,., sera efetuado como segue:

t t-1 t-1 t T

a = a + a e n para 1 #r =r -
ij ij rj i

at = at—l . t | ara r = rt (é 3)-
rj . rj Ny . p . :

Este processo pode ser aplicado a qualquer coluna, e em especial,

durante a propria montagem da forma produto da inversa.-

2.5 ~ Operagcao BTRAN : o _ e | E

‘Serd chamada de BTRAN ( backward transformation ) a operagao . de
lpés—multiplicagéo de um vetor linha, pela inversa de uma matriz

armazenada na sua forma produto.

» o . - _ - S :
Seja fi o vetor linha em questao, e seja a inversa como apresen

\ ; ~ ~ -
tada no item 2.4. Entdo, a operacgdo BTRAN & definida como:

1 fe)
£ =f .pg1
i i T
£t t-1 -1
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£ = £ -« E N S

’ ~ g N - -+
Nestas expressoes, conhecendo-se a posicao pivotal r~, o calculo

de f?{':seré-efetuado atraveés de:

1]
L ., Lt
t - t-1 : para . J #r
£ = f -
ij ij
t t-1 T-t+1 N :
f = I f s M , _ para - 't = r " (2.5)

ir k ik -k
A-fim de obter uma linha £ da inversa, a operagdo BTRAN & espg
‘cialmente importante, pois basta submeter o "%-&simo vetor unita '

rio a'esta’dperagéo,_que o resultado obtido sera a linha desejada.
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CAPITULO IIT
3 - 0 METODO PROJECT

3.1 - Conceituacao do Método PROJECT

Varias sao as tentativas encontradas na literatura, no sentido de
evitar a procura da solucdo &tima, através das arestas do ' polie.
dro convexo de um problema de programagao linear".

Assim como em diversas dessas tentativas, o método PROJECT combi
na a idéia de utilizar o gradiente da fungdo objetivo com a de fa

zer trocas miultiplas de base.

0 método PROJECT propde-se a resolver o problema cliassico de 'prg

gramacgao linear:

max C X , Ax=b -, x>0, : , (3.1)

n m _
sendo ¢,x € R ; b € R ; A uma matriz m X n.

“Seus principais passos sao:

. gerar uma solugdo inicial viadvel (usando varidveis - artifici

 -“~Veja;-por-exemplo;-a$;referéncias~/PAR/,/COK/y/KUT/-e-/KTZ/.m
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ais, se necessario);

. calcular a -proje¢ao .ortogonal de c sobre o éspago nulo da

"matriz A;

+ andar nesta direcao até que uma ou mais das restrigdes de nao,

negatividade sejam atingidas (tornam-se ativas):
« calcular a projecdo de c, sobre o espago nulo da matriz A au
mentada pelos vetores unit3rios correspondentes as restrigdes

~atingidas;

- se o gradiente projetado for nulo, fazer um teste de otimali

dade, e parar se a solugdo for Otima;

+  caso nao sejam satisfeitas as condigdes.de otimalidade, rela

xar as restricbes de nao negatividade indicadas pelo teste"3.

*3.2 - Fundamentos Matematicos

A finm de resolver o problema 3.1, o método PROJECT utiliza os se

guintes conceitos matematicos basicos®:

- n
i) A projecao ortogonal de um vetor ¢ ¢ R , sobre o espago nulo

5 /RCM/, op. cit., p.628.

"6 Todos os conceitos matemadticos apresentadcs neste’ 1tem, foram
" obtidos das referéncias /RCM/, /RB1l/ e /RB2/.
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/

de uma matriz B pxn de rank p, & dada por:

c -C B (BB) B P (3.2)

A matriz A, aumentada pelos vetores unitarios corresponden

tes 3s restricoes de nao negatividade atingidas, referida

no item 3.1, & da forma

A , onde J s{jl,'...._,jk} Cc{1,...,n}
e . e. = {e, ,...,e. }
® 5 | I s PR
|7 v |
sendo ej , © jk—ésimo vétor unitario de R .
k. ) ) '

Chamando de B a'matfiz aumentada, o calculo da-projegSO»de

c sobre o espago nulo de B serad efetuado pela expressao

_3.2, onde:

D -D A
J J J _
T -1 S -
(B.B ) = ' ' (3.3)
: T -1 T -1 : E
-A D I+ A D A
Jg J 3 J J
- -1 T T -1 . | _
sendo D = (AA - AA) , que serda chamado de  bloco
J J J ' ' '

.central, e A as colunas de A com j e J.

J



iii)

"Este conceito matematico pode ser utilizado, de forma re
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Seja J o complemento de J em {1,...,n}. Entdo, & possivel

demonstrar que:
(3.4)

onde A_ sao as colunas de A com j e J.
3 _

Seja F uma matriz mxm e a €¢ R . Existindo as inversas, tem-

se:

onde y = F a.

cursiva, na atualizacdo do bloco central, apods serem ativa

das ou relaxadas restrigGes, evitando que se efetue uma

. = . -1 - -
reinversao. Assim, DJ podera ser calculado atraves de:

-1 -1 ' | T -1
(D - ) . =

D. - s = . . a. a..
J Jyremsde Iy dker I Xk



iv)

v)
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-1 ) » . :
onde y =D . va, - . (3.5)
X Jpreeerdpy K .

Seja x uma solucao viavel do problema 3.1, tal que xj.= 0
para j € J, e seja nula a projecdo do gradiente da fﬁngéo_
objetivo sobre o espag¢o nulo da matriz aumentada pelas res

trigoes eg x = 0. Entdo, aplicando as condig¢Ges de Kuhn-Tu

cker, & necessario e suficiente,para a otimalidade de -x,

que’:
-1 -
~-D- A
J J
T T T
u =c (A e.) <0 (3.6)
J
J
T -1
I+ A D A
J J J
‘onde ug.sao as varidveis duais relativas 3s . restricdes
eg X = 0.

O problema 3.1 podé ser apresentado,>na forma revisadé,cg—

mo:

max 2z, s.a’ = , X 3 0 (3.7}

-7 Relembra-se o fato de que os conceitos matemdticos em questao,

cram obtidos das referéncias /RCM/,/RBl/ e /RB2/.
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vii)
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Nesta forma o gradiente da fungao objetivo & um vetor uni

tario. Redefinindo‘b prdbléma 3.7, por motivos .de simplifi

cagao, tem-se:

max (1,0,:..,0)x ; s.a. Ax = b ; x2,...,xn > 0 \ (3.8)
onde:
T
1 ¢ 0 2 _
A:= : b:= ; X1= sm:=m+ 1 en:=n+1l
0 A b X

Esta representacao simplifica em muito os calculos a serem

efetuados.

Desenvolvendo a expressado 3.2, obtem-se que a projecdao do

gradienté da fungao objetivo do problema 3.8 & dada por:
l1-p (1,1) , - D (1,2) ay ' ' (3.9)

para j € J e zero para os demais componentes, onde D;luq')

€ a primeira linha do bloco central,.e Dgl(l,l) e a pri

meira componente deste vetor.

- 0 calculo de todas as variaveis duais, .das restrigoes ati

vas do problema 3.1, & efetuado pela expressao abaixo:

-1 -1
D -D A
T T T T J J J
u ,u)=c @A e)
n J J T -1 T -1
-A- D I+ A D A
J J J J J
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T = ez . .~
onde u sao as variaveis duais das restricoes Ax = b,
T ~ ‘ P . . ~ ‘ =
e u; sao as variaveis duais relativas as . "restricgoes
T ‘ ~ - . - .
ey X = 0. Desenvolvendo esta expressao para o caso particu

lar do problema 3.8, tem-se:

@ ., u) = |p 1, 4 -b @A,).al (3.10)

3.3 - Melhoramentos Numéricos -

3.3.1 - Estabilidade Numérica

0 uso do bloco central como sugerido na expressgp 3.4, para o cal
_culo dos vetores y, do gradiente projetado e das variaveis duais,

.tem a desvantagem de possuir uma baixa estabilidade numérica.

Entretanto, o calculo do bloco central, quando o gradiente proje

tado fica nulo, pode ser efetivado atravées de:
D = (A ") A : o ' (3.11)

pois neste caso particular, |J] = m, o que possibilita o . cdlculo
das inversas acima. Este procedimento possui uma estabilidade nu

mérica maior que a forma anteriormente citada, conforme apresenta
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do em /RCM/.

Além disso, as operagoes com O bloco central passarao a ser - efe
tuadas de forma mais econdmica, armazenando Aj'na forma  produto

da inversa.

Exemplo 3.1

Resolver o sistema abaixo, supondo um instrumento computacional ca

paz de operar com apenas 4 digitos significativosa.

1 2 ' . 46
T i v
A A X= b, onde A = ' e b.=
5 100 {2210
A) Usando x = (A AT)_l b, e efetuando a inversao pelo método de
Gauss-Jordan, tem-se:
5 205 - 1,240. -0,02538
T T -1 _ '
A A = ' ~ (A A ) =
205 10020 | -0,02538  0,0006191
0,9502
T -1 '
x= (AA) b = »
: 0,2007
® 0s valores contidos apds o quarto digito significativo _serao

truncados, a exemplo do que ocorre em um computador digital.
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-1 T -1 : : :
" B) Usando x = (A ) A b e a forma‘produto da inversa de A,
tem-se?:
1 -0,02222 1 0
-
A = .
0 . 0,01111 -5 1
| 2,004] ! [ 1,005]
-1 | . -1T -1 |
A b = g x= (A ) A b =
21,99 - |o,1997

C) "0 resultado correto é&:

E 1,000 .
X = ’
0,2000
e portanto a expressao usada em (B), apresenta uma . maior

estabilidade numérica.
3.3.2 - Armazenamento do Bloco Central

O- armazenamento do bloco central em sua forma explicita, conforme

sugerido nas expresséeé~3.4.e 3.5, alem da desvantagem citada no

Observa-se gue esta expressdo pode ser calculada, pré-multipli
cando (FTRAN) o vetor b pela forma produto da inversa de A, se
guido imediatamente da operacao de pos—multlpllcagao (BTRAN)des

te resultado pela mesma forma produto..
e

I

o



ijtem anterior, implica no uso de areas de armazenamento muito
grandes, pois, embora sendo ura matriz simétrica, requer o armaze

namento de (m2 + m) /2 elementos, ja que a sua espafsidade diminui
T

rapidamente apds relaxar ou ativar restrigdes do tip'of'..eJ x = 0.
Com intuito de manter a forma produto.ja citada, - aproveitando

deste modo a esparsidade da matriz base, foi criada uma forma mis
ta de bloco central, utilizando a FPI e mais um conjunto de veto
.res y que garantem uma atualizagao mais eficiente das  grandezas

envolvidas no processo.

Dado que se estda em urma sbluééo basica, chamandovA3;= B e tendo-
. . ~ T o L
identificado uma restrigao ej x = 0 a relaxar, atualiza-se o blo

) | 1 ! : ‘
co central através de:

=17 -1 :
y =(B ) . B a, e f = -1/ + a. vy )
1 J1 1 J1 71
. Depois de ter relaxado eg X =0, e identicado a proxima restri
l .

cao a relaxar, a atualizag¢ao sera:.

y =(B ) B a. +y y a £
2 J2 11 92 1

e

f =-1/ (1L + a. vy)

\
TRese
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y = (B ) B a + ¥ Yy ¥y a £

k Jx k=1 «k « Ik «

e

: T :
f =<1/ 1+ a., yv) o : , (3.12-a)
k Ik 'k ' -

. Em se tratando de ativar restrigdes, para a atualizagdo do bloco
central, devera ser efetuada a troca dos sinais dos fatores f.
Assim, por exemplo, apds relaxar k restricoes, e ativar k-1 res

trigoes, o calculo do dltimo Yo € °f

fay serd:

-1T -1 k T o 2k-1 T _
Yor = ) B a, + 3 yy a f +  yy a. £
J2k k=l Tk k J2k ok k=ktl <k J2k «

£ =41/ (1 -a. y ) | | ‘ (3.12-b)
2k J2x 2k e

3.4 - Aspectos Algoritmicos
3.4.1 - Procedimento Geral

Geralmente, quando o gradiente projetado da funcao objetivo & nu

lo, tem-se uma situagdo em que |J| = n-m, e |J| = m, isto &, n-m

variaveis sao fixadas em zero, e as demais sao livres?'?, Obviamen

% verifica-se que isto equivale a solugdo basica do SIMPLEX.
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te, neste caso o bloco ¢central & calculado através da expressao
3.11, sendo armazenado implicitamernte na forma produto da inversa:

da matriz . Aj'

Em seguida recupera-se, explicitamente, a primeira linha do bloco
central, a fim de efetuar o calculo das variaveis duais. Esse ve

tor linha & recuperado através das seguintes operagoes:

+ pré-multiplicar o vetor (1, 0,...,0) pela forma produto da in

versa de As - (operagao "FTRAN); .

* pbs-multiplicar o vetor obtido pela mesma forma produto (opera

gao BTRAN) ;

iConéiderando; entretanto, que o resultado da operagéo FTRAN, acima
citada, & o proprio vetor (1,0,..,0)?, as operacdes acima pode
rdo ser substituidas pela operagdo de pds-multiplicacio deste’ ve

" tor unitario pela forma produto.

T
J

e definida qual a mais propicial!? para ser relaxada, efetua-se a

Assim, calculadas as variaveis duais para as restrigaes e x=0,

-atualizacao do bloco central ‘através das equagdes 3.12-a. ~ caso’

nao seja encontrada nenhuma restrigao .a ser relaxada, a 'solugao

!1.pste fato pode ser assegurado durante a montagem da forma pro
duto da inversa de A=, fazendo com gue a variavel a ser maximi
zada seja a primeira~a ser introduzida na base.

12 Algumas politicas de cadlculo e escolha de varidveis duais(pricing)

foram testadas. Mostrou-se mais eficiente, aquela em gque se de
termina, entre todas as variaveis ativas gue ao serem relaxa
"das possibilitam um incremento no valor da Lungao objetlvo, a

varlavel dual de maior valor absoluto

VSN
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obtida e otima.

Também a primeira linha do bloco central deverd ser atualizada,pa
‘ra que se possa calcular as novas variaveis duais, e consequente
‘mente identificar a prdoxima restricao a relaxar. Isto podera ser

feito atraves de:

-1 -1 T S
D (L,*) ::= D (L,*) +y -y f£ » ‘ (3.13)
J J s,1 s s v
onde y e £ sdo os pardmetros de atualizacdo do bloco. central
s s ‘

recem calculados.

Apbs relaxar k restrigaes; e tendo atualizado o bloco  central
e a primeiré'linha correspondente, calcula-se a projecao do grg
diente da fungao objetivo (g), através da expfesséo 3.9. Esta pro
jégéo servira de diregao para a atualizagao da solugéo,"conforme

€& apresentado abaixo:

.= Y | . . 4
X X + Amax g . _ _ (3.14)
onde X & um escalar obtido atraves de:
max _
Arax Ajr, jeF ( xj / 95 | 94< 0) _ (3.15)

Note-se que se nao existir gj,< 0, a-solugdo do problema & ilimi

tada;




Identificando a restrigao- eg' x = 0 a ser ativada, efetua-se a

r

atualizacdo do bloco central através da expressdo 3.12-b. Também
a projecao do gradiente sera atualizada, usando-se para tanto a

expressao abaixo:
g = g -y y a £ - | (3.16)

O processo de ativar restrigOes tem continuidade até que a proje

cao do gradiente se torne nula.

Na figura 3.1, é apresentado um fluxograma geral” do - algoritmo
PROJECT, utilizado como base no desenvolvimento do sistema"compg'

tacional.

. 3.4.2 - Reatualizagao do Inversa

Observa-se que com o numero crescente de vetores-y, a estabilida

"de numérica e a economia de memoria ficam prejudicadas. Uma medi
da para evitar esta desvantagem & limitar o nimero 2k de vetores-

y em cada iteragao, ao final da qual reatualiza-se a inversa.

" Mais detalhadamente, quando o gradiente projetado torna-se nulo,
a situacdo equivale, normalmente, 3 base do SIMPLEX, onde FT] = m
e IJI = n-m. Desta forma, pode-se atualizar a inversa B.'l 'fazeg

do-a igual a forma produto da inversa da matriz AE atual, e a so

lugao x . usando a expressao bem conhecida:



o Ler dados .
Max z, sa Ax=b, x20
» Organizar as listas

t

e Achar uma solu¢do inicial,
. .usando variaveis artificiais
| - se for necessdario — J

e DefinicGo da fase —= FASE
e Trocar fase : -— -—

* Montar a FPl de Aj;
- U J, U
- |
* Atualizar o solucdo
Xe = B-‘ (b - AJ&XJK)
_ 1
« Calcular a primeira linha do
bloco cenftral
Dy (hL+) = (1,0,...,0) B".
-1

\/

< DO 4 s=1,kq
——

e Calcular as variaveis duais

u, = max u; = max D'(I,4) aq
i€y jev

e Atualizar o bloco central

- (B-1)T -1 + £ v
Yo 21BN BT 2y vy o fy
£, = -1/(1+ a y) CJEdeqn
v . J=oJd-{ry.
» Atualizar a primeira linha do bloco

central
D;1(1’.) = D::(‘]'.) + ys"l ysT f

S

4

Fig. 3.1.a - Fluxograma do Algoritmo PROJECT
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Calcular o gradiente projetado

9; * D, (1,°) . q; para j€J
1
{ Do 6 s-
® <>
° Colcular A max
= min (-x,7g; lg'<0)
j€J
<i::§:§:::::>
. Afuahzar o bloco central
k+s-1
ym=(8") Ba ¢ Zvy y a; f\o
f..= 17(1-a, y.) 3= 3-{i}
kes Jr kes’ | \.’:.J“'{jr}.
Y . -
» Atualizar x; e g; para € J
xj =X * )\max gj
g9; = gj T Yiasa ykts q; flus
6

©  ©

e Soluc¢do ilimitada

e Solugdo inviavel | e Solugdo 6tima

_Fig..

3.1.b - Fluxograma do Algoritmo PROJECT (cont.)

27
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O fato do gradiente projetado ficar nulo nao significa,necessaria
mente, que A3 compde - uma base. Para permanecer com a idéia de a
tualizagao, apds cada iteragao, deve-se fazer algumas  considera

coes.

Como A3 tem rank m, sempre existe uma submatriz mxm, nao singu
lar, obtida a partir de AS’ que fara o papel da base B. Esta base
nao & necessariamente' viavel. Para obter-se uma solugao viavel,

‘seque-se os seguintes passos:
«+ construir a FPI da base B escolhida;

+ atualizar as variaveis basicas através da formula:

-1 :
X =B (b = A * x *} ' - (3.18)
B J J : : :
onde AJ* sdo as colunas nao basicas de As e XJ* sao as varia
veis correspondentes de X3, solugao atual;

+ com esta forma produto da inversa calculam-se as variaveis
duais correspondentes a todas as variaveis ativas, inclusive
aquelas eliminadas da base anterior, dando continuidade ao
procedimento normal.

3.4.3 - Dependéncia Linear e Degeneragao

Como ja foi comentado, o fato do gradiente projetado ficar  nulo

nao significa, necessariamente, que A3 & uma base.
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Para os casos correntes, apresentou-se no item 3.4.2 uma forma

de efetuar a reatualizag¢ao da inversa.

Entretanto, este fato pode ocorrer ao final da primeira fase,quan
do :ainda existem em base algumas variaveis artificiais nulas!®?.
Estas variaveis sao necessarias a manutengao do rank cheio da ma

triz basica.

'NéstewCaso, a'réatualizaggo da inversa sera feita de forma a in’
cluir na base tais varidveis artificiais, nao deixando, pprém,que
as mesmas saiam do zero. Na pratica isto & conseguido através da
incluséo implicita, na forma produto da inversa, dos veéores uni'

tarios relativos a estas variaveis, e da mudanca dos indices que

controlam os limites destas mesmas variaveis.

13 Veja /ROI/ K . . e R



CAPITULO IV
4 - INSTRUMENTACAO NUMERICA

4.1 - Normalizacao

4.1.1 - Objetivos da Normalizagao

O processo de normalizagdo de uma matriz consiste em dividir 1li

nhas e colunas por valores apropriados, a fim de obter as seguin

tes vantagens '*:

- reducgdo do nimero de condigdo”® da matriz basica, o gque = impli

" ca em aumentar a estabilidade numérica;

_+ redugao da dispersao da magnitude dos elementos do modelo ori
ginal, possibilitando a identifica¢ao e eliminagao dos elemen

tos pequenos gerados por erros de arredondamento;

+ simplificacao dos testes de precisao, através da normalizagao

dos vetores coluna.

1l

Segundo /BHR/, op. cit., p.296

g . - , o ) .
O nimero de condigao de uma matriz A, dado por ko = A _ /A ...

onde A (A . ) & o seu maior (menor) auto-valor, expressa a
max min’” ST
ordem de grandeza do erro numérico na resolucao de um sistema

linear Ax = b.
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Segundo a conclusio de Tomlin, em /TOM/, é‘normalizagéo nao deve
ser usada se o problema de programagao linear tiﬁer sido "formula
da convenienteménte;‘Entfetantb, éonSiderandd que pouébs sao os
probleﬁas que se caractefizam como tai, um sistema prdposto a re
solver problemas genéricos de programacao linear, devera  contar

com opgoes de normalizagao que possibilitem a resolugao de proble

mas nao formulados apropriadamente.
4.1.2 - Normalizagao Comum

Consiste em dividir cada uma das linhas, inclusive a da fungao
objetivo do modelo, pelo respectivo maior valor absoluto. Na obten
c3o deste valor, ndo se considera .0 elemento da mao-direita, embo

ra este seja posteriormente dividido pelo wvalor encontrado.

Em seqguida, efetua-se o mesmo procedimento para as colunas, divi
dindo-as pelo maior valor absoluto de cada uma delas. Este proce

dimento nao se aplica aos elementos da mao-direita.

Cada um destes fatores de normalizacgao & armazenado, para que no
final do processo de otimizacdo seja possivel recuperar a solugao

do problema original.

Com relacdo aos limites superiores das variaveis estruturais, ha
necessidade de corrigi-los antes do processo de otimizagéo, multi
plicando-os pelos fatores de normalizagao das respectivas coig
nas, enquanto que os limites superiores das variaveis de folgal(se
existirem), deverao ser divididos pelos fatores de nofmalizagéo

"das respectivas linhas. : ' .
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4.1.3 - Normalizacgao Geométrica

E um processo iterativo, que consiste em dividir linhas e . colu
nas pela média. geométrica entre o maximo e o minimo valor abso
luto, diferentes de zero, conforme as regras basicas ja apresenta
das para'a normalizacgdo comum. Estes fatores de normalizagao sao

acumulados, sob a ferma de produto, na memdoria do computador.

O processo. tem continuidade até& que ndo se obtenha -~ alteracgoes
significativas,na matriz,}de uma iteracao para a outra. Esta si
tuacgao é identificada quaﬁdo os fatores de normaiizagéo em  uma
iteragéo possuirem em média ordem dejgrandezauentre O,lAe 10, nao
exqedendo individualmente, em hipétese nenhuma,»o intervalo 0,01
a 100. |

Posteriormente, passa-se a corrigir os limites superiores das va

ridveis estruturais e de folga, conforme ja mencionado na normali

zagao comum.
4.1.4 - Recuperacao da Solugao do Problema Original

Apds o processo de otimizagdo, had necessidade de se recuperar os

valores relativos & solucgio do problema original. Sejam:

fator de normalizagao da j-ésima coluna da matriz;

P‘O' .
i

Q
i

fator de normalizacdo da i-&ésima linha da matriz;
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g .= fator de normalizacao da'funéao objetivo;
lo) - '

x'", s', ¢ ,u'", 2'=a solugao otima para as variaveis es
truturais, de folga, e as respectivas
variaveis duais, do problema transfor

mado pelos fatores de normalizagdo;

X , S , ¢, u, z=a solugcao otima do problema original.

X = x'/ p
J 3 J
s = S' . q
i i i
c = c' . p . q
3 3 3 o
u = u' g /g
i i o i
z = z' . g ' o (4.1)
o -
Recupera-se desta forma, todos os valores de interesse para a

interpretacao da solugao do problema original.
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4.2 - Tolerancias

e -

4,2,1 - Consideracoes sobre as Tolerdncias

A fim de contornar os erros ‘de précisdo, e consequentemente evi
- tar problemas de instabilidade numérica, o sistema foi munido de -
alguns testes de toleréncias,'que se adaptam as situagoes particu

lares de cada modelo a ser resolvido.

A calibragem da precis3o destes testes foi efetuada atravds da re
solucao de aproximadamenté'ZO problemas de porte e éstgutura - va

riados.
4.2.2 - Montagem da FPI

ﬁdrante é montagem da forma produto da inversa, & efétuada'a ~ope
ragao de pré-multiplicagao de vetores aj,‘coons vetofes—n
' ja incluidos na FPI.

Normalmente nesta operacdo, podem ocorrer - erros de precisao,
que se nao detectados, poderdo causar problemas de instabilidadé

numdrica. O caso mais critico corresponde a escolha dé um pivd cu
jo valor & diferente de zero, casualmente por erro de preéfséo.

' . B = - . t-1
Considere-se uma situacao generica em gue um vetor aj

& pré-mul
tiplicado pela matriz elementar Et-—l de. posigao pivotal rt. o ve

tor atualizado ajt & obtido através de:

e



t t-1 t-1 t ¢
a = a + a . n para i Fr=r
ij ij rj i

t t-1 t ' _ £
a = a * n para r = r

rj rj r

-~ t"'l t"l . t t - o
Nesta operacao, se ?rj #‘0',aij, # 0 ‘e ny # 0, aij sera con

siderado nulo se:

< € ' ff | ' o _ ) i f - (4.2)

onde € & uma tolerdncia fixada em funcdo do nimero de digitos

significativos usados na operacao. No sistema programado, utili
a8 - e

zou-se € = 10 ~, dado que as operacgoes sao efetuadas em precisao

-dupla.

Desta forma consegue-se evitar a escolha de um pivd = potencialmen

te nulo, nao deixando que o mesmo seja gerado.
4.2.3 - Calculo das Variaves Duais

O'sistemé programado prevé um teste de toleréncia no valor das va
riaveis duais, a fim de evitar que entrem na base, variaveis cu
jo aparente incremento no'valof da func¢ao objetivo & somente fru
to de erros numéricos. Assim, seré.considefada nula, a variavel

dual que satisfizer a seguinte condigdo:
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-1
ID (1,+) =a | | -1
J J < max | D (1,5)] - /. e , (4.3)
max | a,. | J J -
: ij
1

onde' € tem a mesma conotagao no item 4.2.2.

Na expressao 4.3, maxvtaijl €& uma boa estimativa para a norma do
_ _ 1 ’ . : ,
vetor aj, tendo em vista o alto grau de esparsidade do mesmo. Ja

1

" o0 vetor D; (1,+), que se caracteriza por ter um baixo grau de

de‘ esparsidade, pode ter sua norma  estimada “através .-de max
) | - ]
ID;l (1,j)| /m, considerando que aproximadamente m componentes des

te vetor possuem a mesma ordem de grandezal®.

Assim sendo( na expressao apresentada, ém analogia a forma frigg
“nométrica do»pfoduto escalar, e corresponde ao cosseno do angu
lo formado pelos dois vetores. Considerando que e = lOfG, um .vg
lor relativamente pequeno,.conclui-sevque oé vetores em questao,
- uma vez satisfeita a condigao acima, séoxpraticaménte ortogonais

entre si, e portanto possuem produto escalar nulo.

4.2.4 - Ccalculo do Gradiente Projetado

A respeito do gradiente projetado, pode-se efetuar testes de tole

rancia, com a finalidade de identificar duas situagées distintas.

- 18 Observe que na expressao 4.3 existe uma compensagao nos erros
cometidos em cada estimativa, o que vem a reforgar a interpre
tagao apresentada, e a validade do teste.
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Situacao 1

-

O gradiente projetado se torna nulo, antes de ativar um numero

de varidveis equivalente ao das variidveis relaxadas.

Em termos numéricos, o reconhecimento desta situacdo ndo  podera
ser efetuado de forma direta, tendo em vista que erros de  preci

sdo sdo associados ao processo de ‘atualizacdo do gradiente.

Ocorrendo esta situagdo, e continuando a ativar variaveis, com ba
se em um falso gradiente, as solugdes a partir dai calculadas, po
derao ser inviaveis, além de ndo se ter a certeza quanto aos ‘in' -

crementos da funcgao objetivo.

\
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Para ev1tar isto, con51dere [oX esquema da flgura 4.1, onde o gra
dlente unitario & progetado no espago nulo de uma matriz A, repre

sentado por um hiperplano_a.

Considerando que existe uma relagao entre o gradiente projetado
g, © sua componente g,, dada por 91 =_go.senyl7;'e qﬁe sen y # 0,
entao pode-se afirmar qué o gradiente projetado serd nulo, gquando

‘a sua primeira componente também for nula.

Numericamente, a componente .g; e atualizada, apds relaxar r va

riaveis e ativar outras s variaveis, através_da expressao:

. ; _ s . .. _ ) .

Dado a forma como 97 ¢© obtida, nao se pode esperar que a mesnma
. =~ - . - o _ -8 L

tenha precisao numerica superior a glsels, onde ¢ = 10 para o}

sistema programado.

Portanto, o gradiente projetado sera considerado nulo, quando a

S s , ~ . o
sua primeira componente for menor 'que a tolerancia gy-e-

Situacdo 2 - » : o .

A varidvel escolhida para ser ativada corresponde a uma compo

17 Eventualmente g, Ou g, podem. ser nulos, sem que g também o se
ja. _

18 p precisdo de um somatorlo é sempre menor que a prec1sao da
“maior parcela.

P OGO
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nente, do gradiente projetado, nula.

Numéricamente, a identificagao desta situagdo-nao & imediata, ten
do em vista que, navatualizagéo, as componentes do gradiente pro

jetado estao sujeitas a erros de precisao.

Entretanto, se esta situagao ocorrer, o posterior processo de in
versao da base sera numéricamente instavel. Para avaliar a ~reper
‘cussdo deste fato, pode-se fazer uma analogia ao método . SIMPLEX,

guando da escolha de um elemento pivotal muito pequeno ou nulo.

A flm de obter uma estlmatlva da toleranC1a, para cada componente

' do gradiente projetado, considere-se novamente a flgura 4.1, a

partir da qual obtém-se, genericamente para o R, a seguinte ex

. pressao:
2 . 2 2 2 2 :
g = 9+ g + g +...+tg o (4.5)
o 1 2 3 n : '

Igualmente da fiqgura 4.1, obtém-se, da semelhanga dos tridngulos

AACD e ADCB, que:

g = g : ' - " _ (4.6)

Considerando, na expressao 4.5, que das n componentes de Ior @
proximadamente m sao diferentes de'zero, e que estas possuem en

tre si a mesma ordem de grandeza, obtém-se para a expressao 4.6:

g = m -+ g (4.7)

1 1
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Ny

Relacionando esta expressao & tolerdncia da primeira componente do

. —. - ) - . . ; [e)
gradiente, obtem-se uma tolerancia igual a Vgl-e/m para as - de
mais componentes. Portanto, as varidveis, cujas correspondentes

componentes do gradiente projetado sao menores que este valor, se

rao descartadas na escolha da variavel a ser ativada.

4.3 - Critério para Manutencido da Esparsidadé da Inversa

Basicamente, o problema da manutencao da esparsidade‘da inversa,
consiste na escolha do elemento pivotal.
Considere uma série de vetores-coluna da matriz original, da qual

devera ser escolhida uma coluna para ser transformada em vetor-n.

K-ESIMO VETOR 1-ESIMO VETOR BLOCO DE VETORES

A SEREM INCLUIDOS
// NA BASE.
d

T

|

1

. _ '
POSICAD v :
- PIVOTAL . : ]
)

1

|

¥

)

1

L-ESIMA LINHA —— O

b — = - 4 S VU,

VETOR }/

ESCOLHIDO

X Pla, =0} 3
P(a, #0)

" '
—

Q. )
Q,

r

Fig. 4.2 - Esquema para escolha do elemento pivotal.



41

Sabe-se que a esparsidade dos vetores-n j& -incluidos na base nio
sera alterada por esta escolha..Resta ent3o, somente a possibili
dade de otimizar a esparsidade das colunas ainda nao incluidas na
base, apds a transformagao que as mesmas sofrerao, ao serem
submetidas a operacgao de pré-multiplicagao (FTRAN) com o Qltimo

vetor-n criado.
Na figura 4.2, sejam:

d = percentagem de elementos nao nulos da coluna escolhida

para ser transformada em vetor-n;

- d = percentagem de elementos ndo nulos da linha, correspon

dente ao pivd escolhido;

d = percentagem média de elementos ndo nulos dos vetores a

serem incluidos na base, antes da operagao FTRAN;

d' = percentagem média de elementos nao nulos dos vetores a

serem incluidos em base, apds a operagao FTRAN;

Ao ser submetido ao vetor-n recém-criado, os demais vetores pas

sarao a ter unma esparsidade menor, conforme & mostrado a seguir:

se a = 0 = d'_= d
. )

| — 1= .
ce @ # 0 =>d'=4d+ (1-d)-d

ig
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Dado a probabilidade de cada um dos casos ocorrer, tem-se:

E(d') =4 -« (1-4)) + {4+ (1-4)- 4} - d, , e portanto:
' -_ { L) L ) -— )
‘E(d') d + dk d2 (1-4)
Portanto, . para minimizar E(d'), deverad ser escolhido como pi

vd, o elemento para o qual o produto dk . dl é minimo. Este pro

cesso de escolha € conhecido como método de Markowitz.

Entretanto, tal politica, implica em se manter um controle sobre
todos os elementos da matriz de vetores transformados, o que re

presenta um custo computacional bastante elevado.

Procurando nao fugir desta politica de escolha, optou-se. por uma

x SE

solugao heuristica, que consiste em tomar uma coluna cujo 4d
ja minimo, e dentro desta coluna, escolher um elemento pivotal cu

jo correspondente d2 seja minimo também.-
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CAPITULO V
5 - IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL

5.1 - Estruturas de Armazenamento dos Dados

5.1.1 .- Armazenamento da Matriz Original

Tendo em vista a alta esparsidade da matriz original, qué para
problemas de médio porte & maior que 95%, optou-se por ﬁma_iestrg

tura de listas, onde armazenam-se somente os valores nao nulos.

A fim de tofnar a entrada de dados facilmente interpretavel pelo
uéuério, projetouése a mesma dando &nfase as restrigées (linhas
da matriz). Considerando, entretanto, que em programagao linear
ha necessidade de se recuperar rapidamente as colunas da matriz,

~foi criado um conjunto de apontadores para este tipo de operagao.

Na figura 5.1 @ apresentada a estrutura esquematica de armazena
" mento da matriz original, na gual se evidenciam os ‘apontadores
utilizados na recuperacao das linhas e colunas, além dos Indices

de identificacao dos elementos.

A cada elemento da matriz & -associada uma célula de armazenamento
composta por duas regices distintas. Na regido superior, dividida
em quatro areas, armazenam-se o apontador do prdximo elemento nao

nulo.da coluna, o indice da linha, o indice da coluna e o aponta-
: , Riudatds ot bl na e P aptil

ot
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dor do proximo elemento ndo nulo da linha, respectivamente. Na

regiao inferior, armazena-se o proprio valor do élemento.

A LMMWM&MMEJ:}—’L

noxcEEnnncEennnny
3 -5
¥ y Y - o | -
nase e 2]2][ee{p|2]3] 4= = ¢l2][s]A
: e 7 : o)

1 14 ¥ | |
13 DXL =] 1] =B8R

4 -8
Y » AN
NIDXE o Ala] 2]t o Aja]alA

6 S

v - ¥ i Y _
BEXE o] n[T5] S RBED

-2 | | ,'

Fig. 5.1 - Representacao esquemdtica do armazenamento da . matriz

originall?,

Para referenciar cada linha e cada coluna, sdo mantidos, & parte,
"apontadores que indicam a localizagido do primeiro elemento nao
'nulo, da linha ou éoluna, na lista. As céluias de armazenamento
destes apontadores sao mais Simples gue as anteriormente'citadas.'
Sao compostas de tré&s elementos apenaé: apontador .da proxima célu
la de feferéncia, indice da linha ou coluna,'e apontador do pri

meiro elemento nao nulo da linha ou coluna.

' /PFA/, op.cit., p.231.
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5.1.2 - Armazenamento da Matriz Basica Inversa

O processo de inversao utilizadb (FPI), possibilita a obtengéo de
inversas a partir do armazenamento de vetores-n, que possuem uma
esparsidade relativamente alta. A fim de aproveitar esta  particu
laridade, foi projetado um conjunto de listas, apontadores e indi

ces, que passamos a denominar de n-file.

No que diz respeito a sua montagem, efetua-se tratamentos distin
. \ . N .

tos entre vetores unitarios (variaveis de folga ou artificiais),e

vetores nao unitarios (variaveis estruturais), dado que os primei

ros, quando introduzidos a priori na base, nao afetam, senao em

sinal, os resultados das operagoes subsequentes.

A fim de identificar a necessidade (ou nao) desta troca de sinal,
ém uma operacao qualguer, & mantido um vetor com (-l;Q,l), indi
cando as posigoes pivotais ocupadas por vetores unitarios negati
vos, e portanto sujeitas &s trocas de sinal, as posicoes pivotais
- nao ocupadas.‘e agquelas ocupadas por outros vetcres, .respecti

.

vamente.

Considerando que durante a montégem de n-file & efetuada a trans
fofmagéo das colunas basicas da matriz original, através de ope
racoes de pré-multiplicacao com o Gltimo vetor-n gerado, dimensio-
nou-se uma estrutura de lista a fim de armazenar tanto os veto
res-n, quanto as colunas bésicas_transformadas, sem necessitar a
vdupiicagéo da area de armazenamento. Isto pode ser feito tendo em
vista gue, ao ser transformadé em vetor—n,'a.coldna‘bésica deixa

de ser necessaria.
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Fig. 5.2 - Lista de armazenamento dos vetores-n explicitos.

A estrutura esquematica da citada lista & apresentaaa na figura
5.2, onde a cada vetor & aséociada uma célula na qual esta armé
zenado um indice de identificacac do elemento pivdtal (¢i), em se
tratando de vetor-n, ou de identificacao da yariével gue originou
a coluna basica transformada (8i), além de um conjunto de aponta
dores que possibilitam a recuperacgao do vetor em questao, - e a

identificagao do vetor anterior e posterior a este.

Na mesma estrutura mantém-se, ainda, apontadores gue identificam
O primeiro e o Gltimo vetor de cada tipo. Desta forma pode-se re
cuperar estes vetores na sequéncia correta em que foram criados.

.

A fim de armazenar os elementos nao nulos destes vetores, a lista
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& composta pelos pares (posicao que o elemento ocupa no vetor, va

lor do elemento).

5.1.3 - Armazenamento dos Vetores y

Considerando que os vetores y possuem uma esparsidade muito baixa,
optou-se pelo seu armazenamento na forma explicita. A cada itera
cao permite-se relaxar no maximo k variaveis, e ativar outras k,
o que implica em gerar, a-cada iteragao, 2k vetores y com os cor
respondentes fatores.

5.1.4 - Outras Estruturas de Armazenamento

Alem das listas e apontadores ja citados, foram criados  vetores

com as seguintes finalidades:

« armazenar nomes de referéncia para as variaveis e as restri

coes ‘do problema;
+ armazenar os fatores de normalizagdo, por linha e por coluna;

+ armazenar o gradiente projetado relativo ds variaveis relaxa

das;

* armazenar o limite superior e inferior de._cada uma das varié

veis:;
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- armazenar a fungdo objetivo de trabalho, e a fungdo objetivo

s

original;

* armazenar a situagao de cada variavel, isto &, armazenar um in
dice que identifique se a variavel em questao esta livre (na

forma produto da inversa ou ndo), ou se estd ativa (em seu 1i

mite superior ou inferior);

* armazenar a primeira linha do bloco central.

5.2 - Estrutura do Sistema

5.2.1 - Subprograma ATFOB

Ao final de cada iteragao, durante a primeira fase, éste subpro
grama & chamado, a4fim de eliminar do problema as Vériéveis arti
ticiais que atingiram o seu limite inferior. Com isto, conse
- gue-se que 0 vetor coluna da variavel de folga correspondente,?oi
te a situagao de vetor unitario. As principais bperagSés efetua

das sao:

» identificacao das variaveis artificiais ativadas na  iteracgao

precedente;

+ soma dos coeficientes das linhas correspondentes a estas . va

ridveis na, fungao objetivo de trabalho;

* eliminagao destas variaveis artificiais do problema.

L S
-
P
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5.2.2 - Subprograma ATLIS

Este subprqgrama & chamado pelo subprograma ETAFIL2°, sempre que
uma variavel estrutural & escolhida para participar da forma pro
duto- da inversa, ou quandb € identificada como linearmente depen
dente das varidveis ja ekistentesvna FPI. Sua finalidade €& atuali
zar ‘as listas de controle do n-file. As principais operagdes efe

tuadas sao:

+ ;atualizagao do nimero de elementos das linhas da matriz de colu

nas basicas transformadas;

+ atualizagao dos apontadores de avango e retrocesso da = sequén

cia de vetores basicos transformados.

5.2.3 - Subprograma ATUAX

Apds a montagem do n-file, a solugao do problema & atualizada, a
fim de evitar que os erros de precisao se acumulem até& o final do
processamento. Esta operagao & efetuada pelo subprograma ATUAX, a

través dos seguintes passos:

¢ inicializar um vetor de trabalho, com os coeficientes da mao

direita:

- subtrair do vetor de trabalho, o produto das varidveis nao in

20 veja subprograma'ETAFIL, item 5.2.6.
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cluidas na FPI, diferentes de zero, pelos respectivos vetores
coluna;

+ submeter o vetor de trabalho a operacdo FTRAN?? com a forma

produto da inversa;

* atualizar o vetor solugdo, com os valores encontrados na opera
/ .

¢ao FTRAN.
5.2.4 - Subprograma BTRAN
Este subprograma efetua a operagao BTRAN entre um vetor explicito
e a matriz basica inversa, armazenada na sua forma produto (FPI).

Nele sao efetuadas as seguintes operagoes:

* produto do vetor explicito com cada uma das matrizes elementa

res (vetores-n), na ordem inversa em gque foram geradas;:

« alteragao do sinal das componentes do vetor explicito, em fun
gao dos vetores unitadrios negativos existentes na FPI.

5.2.5 - Subprograma ESPIV

Este subprograma & chamado pelo subprograma ETAFIL, afim de deter

minar, para um vetor basico transformado, qual a melhor posicao

21 ver subprograma FTRAN, item 5.2.8:
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para o pivd. Esta escolha & feita de modo a satisfazer as seguin
tes condigoes:

«+ a posigao escolhida ndo pode ter sido usada como pivd, - por

outro vetor-n;

* a-posigao escolhida devera corresponder um elemento diferente

- de zero;
s :a posigéo escolhida, satisfazendo-os requesitos acima, devera
corresponder a linha de maior esparsidade da matriz composta

pelas. demais colunas basicas:transformadas.

Determinada‘-esta posicdo ideal de pivd para o vetor em guestao,

o

‘verificado se a esparsidade da linha em que este se encontra, é
maior, e portanto.melhor, que a de um possivel vetor anteriormen
te eleito como Otimo.

5.2.6 ~ Subprograma ETAFIL

Com este subprograma inverte-se a base, armazenando-a na forma
produto da inversa. A fim de manter a esparsidade, procede-se da
seguinte forma:

+ inclui-se na FPI as variaveis artificiais;

- inclui-se na FPI as variaveis de folga;
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« inclui-se os vetores das variaveis estruturais na lista de ve
tores-n, apds alterar o sinal das componentes em fungdo dos ve
tores unitarios negativos existentes na forma produto da inver

'sa; nesta operacdo sdo inicializados os apontadores e indices

necessarios a posterior recuperagdo desses vetores;

+ .se ainda nao existir uma base, escolhe-se, entre os vetores bé
sicos transformaéos, aqueles que possuirem.a maior esparsidada‘
submetendo-os ao subprograma ESPIV, que identificaré o melhor
.elemento pivotal; | .

« ‘atualiza-se as listas através do subprogfama_ATLIS,‘eliminando
do conjunto de vetores basicos transformados, a coluna corres -

pondente ao pivé escolhido;

« cria-se um vetor-n, tomando como pivd o elemento antericrmen

te escolhido;

- submete-se & operacao FTRAN todos os vetores basicos transfor
mados. Esta operagao & feita chamando alternadamente os subpro
gramas FTRANl e FTRAN22Z,

5.2.7 - Subprograma FILEY

Este subprograma & responsavel pela criagao dos vetores y e seus

respectivos fatores. Identificada uma variavel a ser ativada ou

’2 yeja subprogramas FTRANL e FTRAN2, Item 5.2.9.
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relaxada, submete-se o indice da mesma, juntamente com um indica

~

dor do tipb‘de”operagéofdesejada, ds seguintes operacgdes basicas:

3

* recuperar o vetor coluna da variadvel a ser ativada,ou relaxada,

em sua forma explicita;

- submeter este vetor & operacgdo FTRAN?®, e o resultado desta

d operagao BTRAN;
+ inicializar o novo vetor y, com o resultado desta operagao;

+ somar, a este vetor yras parcelas relativas aos vetores y " ja

existentes, conforme e apresentado nas equagées 3.12.a e
3.12.b%%; |

« calcular o fator correspondente ao vetor-y criado.

5.2.8 - Subprograma FTRAN

A operacgao de pré-multiplicacdo efetuada pelo subprograma FTRAN,

consiste na realizagéo do produto entre a matriz inversa, arma:ze

nada na forma de lista (FPI), e um vetor explicito. Para _ tanto
23 guando a varidvel a ser ativada compde o n-file, a operagao
FTRAN pode ser dispensada, dado que o resultado & um vetor uni

tario. I :
?* 0 produto escalar entre o vetor y e o vetor aj & efetuado atra
vés do subprograma PROINT, apresentado no item 5.2.16.
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sao desenvolvidas as seguintes etapas:

+ alterar.o sinal das componentes d¢ vetor explicito, em funcao
dos vetores unitarios negativos existentes na forma produto da

inversa;

« efetuar o produto das matrizes elementares (vetores-n), na se
-~ . - - . -
quencia em que foram geradas, com o vetor explicito que esta

sendo submetido.

5.2.9 - Subprogramas FTRAN1l e FTRAN2

Conforme foi apresentado no item 5.2.6, os subprogramas FTRAN1 e
FTRAN2 's3o responsidveis pela atualizacdo dos vetores basicos trans
formados em relagao ac Gltimo vetor-n incluido na forma produto

da inversa.

Considerando que a estrutura de ambos & similar, variando apenas
"a situagao em que cada um @& utilizado, passa-se a descrever de
forma genérica, as operacles efetuadas com cada um dos vetores ba

sicos transformados:

. idehtificar, atraves de um'algoritmo de busca binéria, o ele
mento correspondente d posigao pivotal do Gltimo vetor-n - in
cluido na FPI. Se este elemento & nulo, efetuar a simples trans
lagao do vetor para uma nova posigado dentro da lista, ’étug

lizando. os seus apontadores;
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se o elemento nao & nulo, efetuar; através da variacgdo conve
niente dos indices, o prodﬁto entre o vetor-n,'por ﬁltimo in
cluido na FPI, e o vetor basico transformado, ambos armazena
dos na forma de lista. Eliminar nesta etapa, os valores : nao
significativos, observando, tanto aqui quanto na etapa ante
rior, a disponibilidade de espag¢o para a inclusdao do vetor a

tualizado, sem prejuizo dos valores ainda necessarios ao pro

cesso de inversao em curso.

5.2.10 - Subprograma GRADI

Tendo - identificado e relaxado as varidveis que incrementardo o

valor da funcdo objetivo, este subprograma & chamado pelo OPTIM?®,

para calcular as componentes do gradiente da fungdo objetivo. Pa

ra tanto, efetua as seguintes operacdes biasicas:

-

nicializa as componentes do gradiente, com o produto - escalar
entre a primeira ‘linha da matriz basica inversa e os respecti

vos vetores colunas;

se a componente do gradiente na diregdo da variavel a ser oti
" mizada & nula, retorna ao subprograma OPTIM, para efetuar o
término do processamento. Em caso contrario, retorna para este

mesmo subprograma, continuando com O processamento normal.

25 yeja subprograma OPTIM, Item 5.2.14.
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5.2.11 - Subprograma -IMPRO

Segﬁihdo né direcio do gradiente da funcdo objetivo, éé se  atin
gir uma restrigc@o de nado negatividade ou de limite sﬁpériof - de
uma varidvel, ha necessidade de se ativar a variavel correspdndeg
te, e .recalcular.o gradiente na busca da solucao Stima. Este pro
cesso & efetuado pelo subprograma IMPRO, que consiste, basicamen

te, nos seguintes passos:

+  identificar qual vériével.béSica atingira, em primeiro lugar,
uma restricdo de nao negatividade ou limite superior. Se isto
inéo ocorrer, trata-se de um problema de solugao ilimitada, e
neste caso o processamento termina com a apresentaééo.da alti

ma solucao;

-~ ativar a variavel identificada, atualizando-a quanto ao seu va
lor e situagao. Gerar um novo vetor y através do subprograma

FILEY;

+ atualizar os valores das demais varidveis relaxadas;
« atualizar o gradiente da fungao objetivo, em relagao ao Gltimo .

vetor y gerado.

Estes passos sao efetuados até que sejam ativadas tantas varia
vels quantas foram relaxadas, ou quando a primeira componente do

gradiente for menor que a toleradncia estabelecida?®,

26 veja Item 4.2.4.
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5.2.12 - Subprograma LEORG
Este subprograma & responsavel pela leitura e organizagao dos da
dos, além da preparagao de uma solugso basica inicial. E um subpro

grama independente de todo o‘sistema, e pode ser substituido por

outro quando o problema a ser resolvido tiver caracteristicas es

peciais?®’?. .

E compreendido das s§guintes etapas:

. leitura das opgoes;

r.-leitura de.comentéribs;

s 1éitura dd:ﬁipo de otimizagao desejada;

. leitura da funcao objetivo origina};

.+ leitura dés restrigses estruturais do probléma;

« leitura dos limites especiais para as variaveis estruturais;

*° viabilizar o vetor b, isto &, trocar o sinal das linhas quando

for necessario;

27 Em se tratando de problemas de transporte ou atribuicio, ou

" ainda outra apllcagao especial, pode se alterar este subprogra
" ma sem prejuizo do¢ demais.

P



* executar a normalizag¢ao, usando para'tanto 0 subprograma SCALIN

.."28

H
- preparar uma solugido inicial, gerando, se necessirio, varia

veis artificiais;
+ montar a fungdo objetivo de trabalho;

* identificar o maximo vaior absoluto existente em cada - coluna
‘da matriz original, para posterio;'utilizagéo nos'téstes ﬁo
subprograma PROSIG2®%.

Ad longo da execugao do*SubpngramarLEORG, sao efetuados diversos

testes de consisténcia da massa de dados,'coﬁforme‘se . apresenta

no apéndice I, item C.

5.2.13. - Subprograma MONFOR

.Quando & encontrada uma soluééo viévei para o prleema propoétb,
O subprograma MONFOR. & chamado a fim de efetuar a mOntagem da_
fungao objetivo de trabalﬁo, tohando como refeféncia'os goeficieg
tes da fungao objetivo original.bPara as vériéveis de folga e ar

tificiais, sao assumidos coeficientes nulos.

28 veja subprograma SCALIN, item 5.2.17.

© 2% yeja subprograma PROSIG, item 5.2.16. . o
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5.2.14 - Subprograma OPTIM

Eo éubprograma que gerencia todo o sistema. Sua estrutura, basi
camente, & igual a do algéritmo PROJECT, e compoe-se das seguin

tes etapas:
+ inverter a base através do subprograma ETAFIL;

' calcular as variaveis duais, relativas -:ds variaveis ativa
;das, ‘e relaxar aquelas que possibilitem um incremento no valor
da funcao objetivo. Isto & feito através do subprograma VARDU

‘30

-
?

« caso nenhuma variavel tenha sido relaxada no - :Item  anterior

tem-se:
se fase = 1 e se ainda existirem variaveis artificiais nao nu
las na base, a solugado & inviavel, e o processamento & inter

rompido com fracasso; caso nao existam tais variaveis na base,
a solugao & viavel, e o processamento continua com a troca de
fase, montagem da nova fungido objetivo de trabalho, e o retor

no a primeira etapa.deste subprograma;

se fase = 2, a solugdo & Otima - o processamento se encaminha

para a saida dos resultados;

3% yeja subprograma VARDU, item 5.2.18.
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caso alguma variavel tenha sido relaxada, calcular a projecao
do gradiente da fungao objetivo, sobre o espaco nulo da matriz
de}restrigaeé ativas. Esta operagao & feita pelo  subprograma

.

GRADI;

chamar o subprograma IMPRO, a fim de andar na diregéo do:' gra
diente calculado, ativando as variaveis a medida que um de

seus limites seja atingido;

atualizar a funcao objetivo de trabalho (somente se for fase =
1), eliminando do problema as variaveis artificiais ativadas
no decorrer da iteragao; este processo de eliminagdo das varia

veis artificiais & efetuado.pelo subprograma»ATFOB;

voltar a etapa de inversdo da base, ou diretamente ao calculo
das variéveis duais,; se ainda houver possibilidade de criar no-

vOos vetores y.

-5.,2.15 - Subprograma PRISOL

A fim de apresentar os resultados, foi criado um subprograma inde
pendente do sistema, e que pode ser substituido por outro, quando

houver interesse em algum tipo de utilizacao especial.

Basicamente consiste em recuperar a solugdao, através dos fatores

de normalizag¢ao armazenados, apresentando-a sob a forma de relatd

rio, conforme descrito no apéndice I, item D.
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5.2.16 - Subprogramas PROINT e PROSIG

Estes subprégramas sao utilizados pafa.efetuar o éfodﬁgo escalar
entre um vetor explicito e uma coluna da matriz original, éue se
encontra armazenada na forma de"listé. A diferenga basica  entre
ambos, & que o PROSIG efetua um teste de toleréncia,_a fim de ava
liar se o resultado obtido & significativo no problema, ou se e
conséquéncia;de erros de‘preciséd; A utiliiaéaovdeste_éubprograma
@ especifica para o cilculo das varidveis dﬁgis,-en§uanto que‘ o
- PROINT € utilizado nosﬂdemais c%sos em que esta operacgao se . faz.

necessaria.

5.2.17 - Subprograma SCALIN

O subprograma SCALIN & utilizado para efetuar a hbrmalizagéo da
matriz original. As operacoes efetuadas estéoAdescfitas no item
4.1, que trata das politicas de normalizagdao disponiveis no siste

ma.

5.2.18 - Subprograma VARDU

O subprograma VARDU é utilizado para identificar e_relaxaf as va
ridveis que possibilitam um incremento no valor da funcao objeti
vo. Péra tanto & escolhido, a cada vez, a variévél dual que pro
mete o incremento acima citadb, e cujo valor absoluto, em relagao

_a base generalizada, & maximo. Para esta variadvel, & gerado =~ um
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vetor y®', o que corresponde a relaxd-la. A estrutura deste subpro

grama & a seguinte:

+ calcular a primeira linha da matriz basica inversa,-através da
operagao BTRAN de um vetor unitario,sobre a forma produto da

inversa;

+ atualizar a primeira linha da matriz basica inversa, em fungdo
dos vetores y gerados;
+ verificar se o numero maximo de vetores y a serem criados ja

'foi atingido; em c¢aso afirmativo, retornar ao subprograma OPTIM;.

+ para as variaveis ativadas, calcular o produto escalar entre a
primeira linha da matriz basica inversa, e o vetor coluna cor

respondente; esta operacao & feita através do subprograma PROSIG;

. dentre as variaveis duais calculadas, escolher as que produzem
um- incremento na funcao objetivo, e dentre estas, a que tiver

O maior valor absoluto;

» relaxar a variavel correspondente, e voltar a segunda . etapa
deste subprograma.

Este processo tem sequéncia, até que nao existam mais variaveis a

serem relaxadas, ou’quando o numero maximo de vetores y a seren

criados tiver sido atingido.

v-é}wVeja-subprograma~FI@EY, capitulo 5.2.7. }m~ﬁ-»
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CAPiTULo VI

6 - AVALIACAO DO METODO PROPOSTO

6.1 - Analise da Cqmplexiaade do Algoritmo

A complexidade do algoritmo proposto sérévanalisada em funcao do
niimero de operacdes do tipo multiplicacdo e/ou divisdo, por iterg."

cao.

Entende-se por iteragado, o processo de relaxar K .restrigoes, a
tivando em seguida, outras k restricoes.

Ndo serd@o considerados casos especiais, como a degeneracao, nem
os calculos necessarios a reinversao da base, tendo em vista que

~a-eficiéncia desta depende muito do método usado3?. -

Sejam:
Zp -+ = 'nimero de vetofes—n navformavprodutb da inyersa de A<;
1 -t = grau.de esparsidadé da matriz A;

| 1l - np = g;au.de esparsidade'(média)'dos vetores-n;

O nimero de operagdes necessirias & efetivacao de uma iteragao no

algoritmo PROJECT, & dado pela soma das parcelas discriminadas a

32 yeja /ORH/, pp. 73-82.
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baixo:

cadlculo da primeira linha do bloco central

[ t {m+1)
P NP

calculo das variaveis duais

k t (m+l)  fn-m-k/2)

atualizagao do bloco central

k { el [ 4 2 ﬁnp +2k -1+ 2k+ 1)t )] £ (2k+1)}

 atualizag5o da primeira linha do bloco central

k (m+2)

‘cidlculo do gradiente projetado

(m+k+1l) -~ (m+l) t

verificacao da restricao a ser ativada

k [ m+ (k+1)/2 ]

atualizacao do gradiente projetado .

k ['(m+1)'+ (k+1) /2] [t (m+l) + 2 ]

'atualizagéo da solugao

k [ (m+I) + (k+1)/2 ]
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Considerando os valores correntes destes pardmetros, esta soma

se aproxima a:

k (2k+n t+4 2 t
m ( n p Fnp )

Da mesma forma, o numero de operagoes nhecessarias para efetuar

uma iteracao SIMPLEX &:

obtencdo da primeira linha da base inversa

3 tnv(m+l)

-

- calculo das variaveis duais (pricing)

-t (m+l) . (n-m)

- atualizacao da coluna pivotal

Lt +1
_n(m)

: - atualizacgao da solugao x, e coluna 6

B

2 +1
tn (m+1)

- calculo do novo vetor-n na FPI

t m+1

n ( )

onde:

L = nimero médio de vetores-n na forma produto da inversa;
1 - tn = grau de esparsidade (médio) dos vetores-n;

L -t = grau de esparsidade da matriz A.
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A soma destas parcelas pode, tendo em vista os valores correntes

" dos parémetros'acima, ser aproximada péra:.

(20 +3) ¢ m+tmn (n-m
Estas duas somas nao podem ser comparadaS'diretamente; pois:
I) enquanto que”i cresce com o numero de trocas de base, zp' fi

ca constante dentro de uma iteragao, permanecendo sempre me

nor ou igual a m;
I1) t aumenta com o nimero de iteragoes, enquanto que tnp perma
‘nece igual a densidade inicial da FPI;

III) em uma iteragdo, o método proposto percorre um sub-espaco de -
dimensao k, enquanto que o SIMPLEX abre somente um ‘'sub-espa

¢o de dimensao 1.

Exemplo 6.1

Sejam os parametros abaixo:

.

t = 0,05 t__=0,05 t =0,08" k=15

np n

m = 400 . n . = 200 o ='225

]
o
N
o
S

. Assim, uma iteragdo no PROJECT custaria na ordem de 780000 opera
¢oes do tipo multiplicagéo e divisao, enquanto que'nd SIMPLEX, se

ria da ordem de 31000 operagdes desta natureza.

Portanto, se uma iteragdo do PROJECT equivaler em média a 26 tro
cas de base do SIMPLEX, ou mais, o método proposto sera mais efi

ciente.

Quanto a eguivaléncia entre o nimero de iteragOes destes dois meé

L/(__
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todos, nada pode ser afirmado a priorit , dado que a mesma esta-
relacionada fortemente com a estrutura do problema a ser resolvi

do.

Na figura 6.1, s3ao apresentados dois exemplos que demonstram este
fato. No exemplo (A), o SIMPLEX efetua um nimero menor de itera
¢Oes que o PROJECT, para obter a solugao dtima. J& no exemplo (B)

a situacao & oposta.

—
=3

“(8)

......... . PROJECT
........... SIMPLEX

Fig. 6.1 - Iteragoes PROJECT x  iteracoes SIMPLEX

6.2 - Resultados Numéricos

O algoritmo implantado foi avaliado segundo dois aspectos distin

tos:

- estabilidade numérica
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- eficiéncia coriputacional

No que diz respeito a estabilidade numérica, /GLO/ sugere um caso
classico de problema numericamente instdvel. Aproveitando a estru
tura do problema sugerido, foram elaborados e résolvidos com éxi

to, problemas de até& 250 restrigoes e 250 variaveis estruturais.

Também foram resolvidos diversos problemas de atribuigao, para os
‘quais ocorrem casos de degeneracdao, e que as experiéncias com = ©
PROJECT evidenciam a possibilidade de ocorrer instabilidade numé

‘rica. Os resultados obtidos, també&m foram satisfatdrios.

Em geral, os resultados obtidos para os problemas acima, apresen _

tam na ordem de 8 (oito) digitos significativos.

Quanto a eficiéncia computacional, s3ao apresentadas no quadro 6.1

as caracteristicas de alguns problemas usados para teste do algo

PROB. RESTR.H VARIAVEIS DENS. TEMPO DE CPU
' ESTR.| FOL. | ART. (2) SIMPLEX | PROJECT
EsT40 | 40 40 o | 40 | 7.38 | 1.06 2.58
ATRL5 | = 30 225 | 0 | 30 | 6.67 | 2.86 ] 5.92
GER 1 70 211 70 |- o | 1.90 | 9.48 | 11.59
GER 2 80 241 | 80 0 1.66 12.36 | 15.21
CGER 3 | 120 242 | 120 o | 1.65 20.61 | 22.47
GER 4 | 160 242 | 160.| 0 | 1.34 | 22.26 | 24.78
"GER 5 | 200 242 | 200 0 | 1.40 «xxx% | 29.37

Quadro 6.1 - Comparagao entre tempos de CPU do SIMPLEX e do

PROJECT
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ritmo PROJECT, e o respectivo tempo de CPU, em segundos, necessa
~rio a sua resolugéo,ﬁNo referido quadro, consta ainda o tempo de
CPU.gasto por um algoritmo SIMPLEX primal-dual, que disple de tra

tamento especial para variaveis com limite superior.

A compérégéo:destes tempOS'pOdé ser efetuada somente para problg
mas de pequeno porte, pois o SIMPLEX usado nao comporta problemas ..
de dimensoes maiores com a memdria disponivel. Percebe-se entre
tanto,'que'o'PROJECT ténde a melhorar em relagéo ao SIMPLEX, a
'ﬁedida que’ as diﬁénéSes:do problema aumentam e a densidade  dimi
'ﬁui. Esta tendéncia também & constatéda'para_problemas dé-éstrutg
ra menos rigida, isto é,‘problemas-onde-as restrigéeé sao do tipo -

menor ou igual.
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CAPTTULO  VII
7 - COMENTARIOS, CONCLUSGES E RECOMENDACGES

7.1 - Comentarios

Esta nao foi avprimeira vez que se implantou, computacionalmente,
um algoritmo PROJECT.’Experiéncias_apteriores, com sistemas capg
zes de resolver problemas de 80 reétrigées e 250 variaveis (es
truturais, folga e artificiais), fdram.efetuadas, daé quais bbtg_
ve-se ‘uma série de informag6es para o deseﬁ&oivimento'désté traba
lho. Ressalta-se que o novo sistema, para uma mesma particao’ da
- memOria do computador (640 kbytes), & capaz de resolver problemas
de 300 restrigdes e 750 vafiéveis estruturais, sendo né ofdem de

5 vezes mais eficiente gue seu antecessor.

Porém esta..ndo & a capacidade maxima do mesmo. Com uma partig&o
de 1500 kbytes, pode-se resolver. problemas de até 1400 restrigdes

e 4200 variaveis estruturais.

Na implementagao do novo sistema, foram encontradas diversas di

ficuldades, das quais pode-se ressaltar:

- a formulacao do algoritmo computacional, a partir do algoritmo

conceitual apresentado em /RCM/;

« a idealizagéo da estrutura de armazenamento dos dados, na qual
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desejava-se manter apenas os elementos ndo nulos. Uma vez ca
racterizada a estrutura, com seus apontadores e .Iindices, houve

a necessidade de adequa-la a linguagem computaéional utilizada;

o desenvolvimento do Zay-out da entrada dos dados e saida dos

resultados, de forma a tornar o sistema confortével para o
usuétio;

a-manuteng36-da'éSparsidade da forma pfddﬁto da inversa; ini
;cialmente, idealizcu-se uma estfuéurav que incluia. na base
as variaveis artificiaig,.de folga e estruturais, ,respectivg
mente, sem se preocupar com a ordem.de iﬁclusgp destas alti

mas. Apds uma rapida anadlise, concluiu-se que esta ndo era uma
politica razoavel, tendo em vista que a esparsidade diminui
ria muito rapidamente. Reestudou-se o problema, obtendo-se a

politica sugerida no item 4.3, que obrigou a reformular a es

trutura de armazenamento da inversa;

os problemas com a estabilidade numérica que, para serem resol
vidos, necessitaram de um conjunto de testes para avaliagaoébs
erros de precisdo; estes testes foram formulados de forma a se

adaptarem as situagoes particulares de cada problema.

Uma preocupag¢ao constante tida ao longo do projeto do sistema,foi

a otimizagao do processo computacional, no sentido de economizar

em memoria e tempo de CPU. Nao raras foram as situacOes em que es.

tes dois objetivos se conflitaram, implicando na subéotimizagéo

de um deles.
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7.2 - Conclusdes

Em termos pﬁramente filoséficos) a idéia contida no" algoritmo
PROJEéT &, sem duavida nénhuma,'melhor gue O fradicional caminha
mentd via arestas do poliedro convexb do PPL;'Entretanto,-na pra
tica, a maior barreira que tem sido encontrada, & a recuperagao
das informacdes para o calculo do gradiente projetadd da ‘fungéo‘
objetivo, que tem um custo compﬁtacional relativamente_élto. Nes
£e seﬁtido, a forma produto da inversa, utilizada'nestevtrabalho,
lfem'ummpapel importanté; melhorando:sensivelmente o deéempenho do
- PROJECT. ” | |
Embora nao séja poséivel‘afirmar gue o método, piopoSto'é méis efi
"ciente que o tradicicnal SIMPLEX, asbcomparag6es feitas, em termos 
de tempo de CPU, servem para caracterizar o PROJECT como um al
goritmo computacional viavel para a resolugdo de problemas genéri
cos de programagéo'linear de médio e grande-porte, o qué é  iné
dito entre os métodos nao SIMPLEX. E neste fato que reside a maior

contribuigéo'dadé por este -trabalho.

7.3 - Recomendacoes

Evidentemente, este trabalho nao esgota os estudos acerca do
PROJECT. Os resultados obtidos até aqui sao encoréjadores; sendo
~que se recomenda a’continuagao do estudo, através dos = seguintes

trabalhos:

.+ programagao de um SIMPLEX com os mesmos tratamentos e ‘opgoes

- dados ao PROJECT, utilizando ao maximo as estruturas ja implan
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tadas,a fim de realizar uma avaliagao mais justa do desempenho

do novo método;

estudar novas alternativas de pricing, pois as experiéncias res
saltam uma sensibilidade muito grande do PROJECT em relacao a
estas alternativas. Ficam como sugestOes o multiple pricing, e

0 devex desenvolvido por Harris para o SIMPLEX (veja /HAR/) ;

implementar o PROJECTVutilizando a decomposigao LU, no lugar

da FPI, como sugere Gille (veja /GLO/);

implementar o PROJECT utilizando memdria auxiliar para armaze
namento das matrizes e listas, a fim de tornar a capacidade do

mesmo praticamente ilimitada;

implementar as opgCes de andlise de pds-otimalidade,.ja desen

volvidas por Coelho (yeja /COE/);

estudar novas formas de recuperacao do gradiente projetado,que

sejam mais eficientes que a utilizada atualmente;

estudar a possibilidade de implantar o PROJECT, para a resolu

cao de problemas de programagao linear inteira e mista.
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A) NOCOES GERAIS

PROJECT e um:sistema_computacional para resolugao de problemas de
programacao linear com estrutura matricial esparsé. Foi dimensio
nado para resolver problemas de médio e grahde porte, sendo - limi
tado em 1400 restrigdes e 4200 variaveis estruﬁﬁrais. Este limite
foi fixado, dado que o sistema nao utiliza memdria auxiliar para‘
o armazenamento dos dados. Com esta,configuragég, hd necessidade

de uma area de memdria de aproximadamente lSOO'kbytes.

A fim de obter uma economia -em drea de armazenamento e tempo de
processamento, utiliza-se a forma produto da inversa, armazenando

as matrizes elementares na forma de listas.

O método de resolucdo adotado efetua trocas miltiplas de  base,
levando em consideracao o gradiente da fungao objetivo, para a

obtencao da solugao otima.

A utilizacao do sistema pode ser feita via CMS, através de um co
~ %k .
mando de execucgao , que efetua o processamento do arquivo de

dados, editado conforme instrugoes contidas neste capitulo.

Este comando de execugao chama um procedimento que define os
arquivos de entrada e saida, além de efetuar a carga do mddu

lo do sistema. S

i
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B) ENTRADA DOS DADOS

A massa de dados para a alimentacao do programa & dividida em
sete blocos distintos, sendo cada um deles precedido de um regis

tro de comando, conforme mostra o quadro I.l.

COMANDO | BLOCOS

OP F Opcgoes

C -Titdlagéo.e comentarios

ip . Identificagao do problema

FO Funcao objetivo

RE Restrigdes estruturais’

BO Limites especiais de varidveis
- EX ‘ Comando de exécugéo

Quadro I.l1 - Comandos para identificagao dos blocos.

O formato destes registros é:

' FORMAT (A2)

'A fim de orientar o usudrio gquanto a edigido do arquivo de dados

€ apresentada, a sequir, a descricao detalhada de cada bloco.

Bloco 1 - OPCOES (opcional)
Este bloco & composto de um registro que informa ao pro
grama as opgoes desejadas. Sua formatagao & a seguinte:
CoM, OPl, OP2, OP3, TIME - " (REG. 1)

FORMAT (A2, (3(1X,Il),I5)



onde: COM

OP1

op2

OP3

TIME

it
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op

.0~-nao gera arquivo para conferéncia dos da

- dos de entrada (default);

l-gera um arquivo para conferénéié dos dadosv
de entrada;

0-nao. realiza a normalizagao dos dados
(default) ;

l-realiza a normalizagéo comum dos dados;
2-realiza a normalizacdo geométrica dos dé
dos;

0-nao gera o arquivo TRACE'éom o resumo das
operacoes efetuadas pelo sistema (default);
l-gera o arquivo TRACE a fim do usuario
acompanhar as operég5es efetuadas pelo siste
ma; |
Tempo de CPU, em segundoé, especificado como
limite para obtengéd da solugao otima; caso
esta naaq seja encontpada com o tempo estipu
lado, a Gltima solugao encontrada & apresen
tada; se este bloco nao for utilizado, o sis

tema assume que TIME = 10 segundos.

Bloco 2 - TITULACAO E COMENTARIOS (opcional)

_Este bloco é reservado para que sejam efetuados a titu

lagcao, os comentdrios, ou quaisquer outras anotagoes de

interesse ao problema proposto. Sua formatagao & a se

~guinte:

COM, (CAMPO(T) ,I=1,19) : o (REG. 2)



Bloco 3 -

Bloco'4 -
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FORMAT (A2, 2X,19A4)

onde: CoM” ‘= TC
CAMPO (I) campo alfa-numérico com até 76 digitos,

destinado a titulagao e aos comentarios.

Este registro pode ser repetido.

IDENTIFICACAO DO PROBLEMA

Por identificagdo do problema entende-se a definigao do
tipo de otimizagao desejada (maximizagao ou minimizg
cdo), além da atribuicdo de um nome a funcgdo objetivo,
e de um valor constante a ser somado na mésma. Este blo
co possui um registro, cuja formagao‘é a seguinte:

COM,OPTI,NFOB,ZO ~ (REG. 3)

FORMAT (A2,1X,74,2X,A8,2X,G12.5)

onde: COM Ip

OPTI = MAXI - para maximizacdo da fungao objetivo;
= MINI - para minimiza¢do da fungao objetivo;
NFOB nome atribuido & fungao objetivo;

Z0 valor constante a ser somado na fungao obje

“tivo.

FUNGCAO OBJETIVO

0 bloco da fungao objetivo & composto de um registro

que pode ser repetido tantas vézes quanto se fizer ne

cessario. A formatagao & a seguinte:

.COM,((NOME(I),COEF(I)),I=1,3) . (REG.. 4)
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FORMAT (A2, 3 (2X,A8,1X,G12.5))

onde: cOM = FO
NOME (I) = nome alfa-numdrico de uma variavel es
trutural do problema;
COEF (I) coeficiénte.da variavel NOME(I) na fun

cao objetivo.

Nao hé.necessidade de se atribuir nomes e valores a to
dos os parémetroé do registro 4. Quando algum par (NOME,
COEF) & omitido,:o par seguinte & processado, até que

seja identificado um novo bloco.

Bloco 5 - RESTRICOES
Este bloco compoe-se de dois tipos de .registros:

1) Registro de definicio das restricdes, formatado con

forme segue:
COM, RNOME , REST, BI , BS o ~ (REG. 5.1)
FORMAT (A2, 2X,A8,2X,A2,2X,2(G12.5,2X))

Onde: COM = RE

RNOME nome alfa-numérico atribuido 3 restri

cao;
REST = LE - para restricao com limite,'  supe
rior{'
= GE - para restricao com limite ~ infe
rior;

= EQ - para restrigdo de igualdade;

= RA - para restricdo com limite  supe

rior e inferior;



Bloco 6
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BI | ’coeficienté da mao direita (quando a
restrigao @& do tipo 'RA' ,corfespoﬁde
ao limite inferior; |

BS limite superior da restriééo (somente

para o caso 'RA').

2) Registros de explicitacdo das restrigdes, gque - podem’
ser repetidos tantas vézes quanto se fizerem neces

sirios, e que sao formatados conforme segue:
COM, ( (NOME(I) ,COEF(I)) ,I=1,3) , RNOME " (REG. 5.2)

FORMAT (A2, 3 (2X,A8,1X,G12.5) ,1X,A8)

onde: COM campo Qazio;

NOME (I) nome alfa-numérico de uma variavel es
;rutural do problema;

COEF(I) coeficiente da variivel NOME(I) na res

| trigao RNOME; | |

RNOME nome alfa-numérico atribuido a restri

cdo a qual o registro esta associado.

Assim, define-se uma restrigéo atraves de um registro
de comando, um registro 5.1, e um grupo de registros
5.2 com o mesmo nome de referencia RNOME, agrupados nes
ta ordem. Finalmente, o bloco de restrigaes é optido a.
través da concatenacdo ‘dos registros que def;nem as di

versas restrigoes.

LIMITES ESPECIAIS (opcional)

Sete casos especiais de limites sao considerados na en

trada de dados, identificados através de um registro co



mando, e de um grupo de registros de. explicitagao
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das

variaveis e seus respectivos limites. O quadro I.2 defi

ne os tipos de limites considerados no sistema, e

os
respectivos registros de explicitacgao a serem utiliza
dos.
CASO LIM. INFERIOR LIM. SUPERIOR ‘REGISTRO
cl zero infinito (+5 6.2.1
c2 zero LIM 6.2.2
c3 LIM '_infinitc (+) 6.2.2
c4 LIM1 LIM2 6.2.3
C5 infinito  (-) LIM 6.2.2
cé infinito (=) infinito (+) . 6.2.1
7 LM LIM 6.2.2

Quadro I.2 - Tipos de limites de variaveis tratadas de

A formatacao dos registros & dada abaixo:

forma especial no sistema.

1) Registro de identificagao do caso a ser tratado:

CASO
FORMAT (A2)
onde: CASO =

me os limites a serem tratados.

nao houver declaracao explicita

(REG.

dos limites de determinada variavel,

assumido que se trata de uma

do tipo Cl.

6.1)

c1, c2, c3, c4, C5, C6, ou C7, - confor:
Quando

acerca

é

variavel -
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2) Registros de explicitacdo das varidveis estruturais

e seus respectivos limites.

COM, (NOME(I), I = 1,7),CASO . (REG. 6.2.1)
coM, ( (NOME (I) ,LIM(I)),I=1,3),CASO (REG. 6.2.2)

COM, ((NOME (I),LIML(I),LIM2(I),I=1,2),CASO (REG. 6.2.3)

onde: FOM campo vaiio;

NOME (I) nome alfa-numérico de  uma variavel
estrutural do problema a ser resolvido;

LIM(I) 1limite superior e/ou inferior da varia
vel NOME(I);

ﬁmuxx) limite inferior da variavel NoME(I),
explicitada .pelo registro 6.2.3;"

LIMZ(I) limite superior da variavel NOME (1),
explicitada pelo registro 6.2.3; |

CASO tipo de limite tratado pelo registro.

A formatacao destes’registrosvsegue, respectivamente,as

declaragoes abaixo:

FORMAT (A2,7(2X,A8) ,6X,A2)
FORMAT (A2,3(2X,A8,1X,G12.5) ,7X,A2)

- FORMAT (A2,2 (2X,A8,2(1X,G12.5)) ,4X%,A2)

A montagem deste bloco & obtida através da concatenagao do
registro de comando, que define o inicio do bloco, com o]
conjunto de registros que definem os diversos casos de 1i

mites tratados.

Para ilustrar a formatagao dos blocos de entrada dos dados, veja

o exemplo do apéndice II. e
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C) MENSAGENS DE ERROS E COMENTARIOS

A fim de detectar possiveis errbs na entrada dos dados, o0 sistema
PROJECT tem um conjunto de testes que geram mensagens identifican
do os problemas ocorridos, e que interrompem O processamento.

Em termos gerais, os testes efetuados detectam os seguintes erros:

seguéncia incorreta dos blocos e registros;

- omissdo de blocos nio opcionais;

—'fipo-de otimiéagéo nao chpativel}‘

- dupla deélaragéo de variavel na fungao objetivo ou restrigéo;

- tipo de restrigcdo nao compativel; ’

- variével declarada no bloco de limites especiais, e nao defini
da.anteinrmente; |

- as dimensoes do problema ultrapassam as dimensoes previstas. .

Além destes problemas, relativos a entrada dos dadoé, o PROJECT
emite mensagem quando nao existe Area de memdria suficiente para

0 armazenamento da matriz inversa (vetores-n).

D) RELATORIO DOS RESULTADOS
Dividiu-se o relatdrio dos resultados em trés segoes.

Na segéo 1, sao apresentados,além de estatisticas acerca das 1lis
tas e do problema proposto, o valor e o tipo (dtima, inviavel,ili
mitada, ou problema cancelado por tempo de CPU) de sblugéo encon

trada.
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Na secdo 2, sao apresentados os resultados relativos a cada uma
das restrigdes do problema, conforme discriminagao abaixo:
NUMBER nimerc sequencial associado a cada restrigao;

ROWS nome -alfa-numérico atribuido pelo usuario a cada

restrigéo:do problema;

STATUS = EQ -~ identifica uma restricao de igualdade;
= UL - indicé_que a restrigéb esta em seu limite
superior; | |
= IL - indica que a restrigdo esta em éeu limite
inferior;
= BS - indica que a restricao esta em um  valor
intermediario entre o seu iimite'iﬁférior e su
perior;

ACTIVITY | valor assumido  pela restrigao;

SLACK ACTIVITY valor da folga em relagcao ao limite superior, ou
quando este nao existir, representa o valor da

folga em relagcao ao limite inferior;

LOWER LIMIT limite inferior da restricdo;
UPPER LIMIT limite superior da reétrigéo;
DUAL ACTIVITY incremento relativo da fungao objetivo, com o

acréscimo do limite ativo da restrigao.

Na segao 3, sao apresentados os resultados relativos a cada uma
das variaveis estruturais do problema, conforme discriminagao a

baixo relacionada:

‘NUMBER , nimero sequencial associado a cada variavel . es



COLUMN

STATUS

ACTIVITY

"INPUT COST

LOWER LIMIT
UPPER LIMIT

REDUCED COST

Como ilustracao apresenta=se,no apéndice III, o relatdrio dos re
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trutural do problema;

nome alfa-numérico atribuido pelo usuario a cada

variavel estrutural;

= EQ - indica que a variavel estd fixada em  um
valor constante definido pelo usuario;

= UL - indica que a variavel esta fixada em seu -
limite superior;

= LL - indica que a varidvel estd fixada em seu

limite inferior;

= BS - indica que a variavel assumiu um valor in

termedidrio entre os respectivos limites ~ infe

rior e superior;
valor da variavel na solugdo;

coeficiente da varidvel na fun¢do objetivo ori

ginal;
limite inferior da variavel;
limite superior da variavel;

incremento relativo da funcac objetivo, com o

acréscimo do limite ativo da variavel.

sultados do problema formulado no apéndice II.

E) ACOMPANHAMENTO DO PROCESSO DE OTIMIZACAO:

Ao usudrio & dada a opgao de acompanhar as operagoes efetuadas

pelo sistema, através de um arquivo TRACE gerado durante o pro

4

et
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cesso de otimizacao. .

Neste arquivo constam indicacOes a respeito da FPI, das variaveis
que sdo relaxadas, e das que sao ativadas, servindo de subsidio

para uma posterior analise do algoritmo.

No apéndice IV & apresentado, como exemplo, o arquivo TRACE gg

rado para o problema formulado no apéndice II.
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