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RESUMO

No presente traba lh o e a na l is ad o  o problema de t r a n s 

ferencia de calor em aletas 1 ong i tu d in a is  com as pri nc i p ai s  g e o m ^  

trias u t i 1 izadas em eq ui p am e nt o s de troca térmica por convecção.

A eq uação da energia é re so lvida a n a l i t i c a m e n t e  para 

aletas de geometria ar b it ra ri a, f or m ul a ç ã o  u n i d i m e n s i o n a l ,  a t r a 

vés do uso do co e fi ci en te de t r a n s fe r ên ci a  de calor por-convecção.

0 problema de o t im i za ç ão  de aletas e ab o rd a do  analitji 

camente, for necendo  os p ar âmetro s que per m it e m a maxima t r a n s f e 

rência de calor para dete r mi na d o gasto de mater ia l -na aleta.

A ut il i za ç ão  do m o d e l o - t o p o  isolado re co menda a util^ 

zação de aletas e sua o ti m iz a çã o  para q u al qu er  número de Biot da 

al e t a . -’

A utiliz aç ão  do m o d e l o - t o p o  c on v ec t iv o permite d e t e r 

min ar quando é rec omendad o o uso de aletas, quando e d e s v a n t a g e m  

uti lizar aletas e quando é possível a o ti m iz aç ã o da aleta, confo_r 

me 0 valor do número de Biot da aleta e de um parâmetr o de c o n v e £  

ção no topo da aleta.



ABS TR A CT

In the present work the pr oblem o f . heat tr a ns f er  in 

longitudinal fins with the main geometri es  used in e q ui pa m e n t s  of 

heat transfer by convection is analyzed.

The equation of energy is s olved  a n a l y t i c a l l y  of 

several geometr ies fins, with unidimensi on al  for mu l at i on ,  through 

the use of the convective heat transfe r coefficient.

The problem of fin o pt im i z a t i o n  is ap pro a ch ed  

analyticall y y i el di ng the parame ters which allow the m a x i m u m  heat 

transfer for each part ic ul ar material waste in the fin.

The use of the in sulated tip model suggests the use 

of fins and its o pt i mizatio n for any Biot number of the fin.

The use of the convect iv e tip model allows us to ■ 

determine when is vantageous or d i s a d v a n ta g eo u s to use fins and 

when fin optim iz at ion is possible, accordin g to the value of the 

Biot number and to a convect io n p a ra me ter on the fin tip.
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A = Definido por (3.60).

A(X^)= Area de troca térmica por con du çã o na base da aleta, def.i- 

nido por (2.20).

Ap = Rrea d.o perfil da aleta.

b = Espessura da base da aleta.

Bi = Número de Biot, d efinid o por (2.15).

B = Defi nido por (3 .61 ).

d = DomTnio de uma aleta, confornie FIGURA 11.

dc.j, dÇg = DomTnio ci rcunf erenci ál interno e externo, def inidos 

por (2,106) e (2 .107) , respecti vãmente , .

e = Espessura da parede onde esta montada a aleta.

f(x) = Equação do semi-perfil da aleta, em termos de variáveis. dj_ 

mens i ona is.

f(X) = Equação do semi-perfil da aleta, em termos de va ri á ve i s a- 

d i mens i ona i s .

g(x) = Função que ca r ac te riza a ge om et ria da aleta.

h, hp, h^, = Coeficien1:e médio de t r a n s f er e nc ia  de calor por

c on vecção na face da aleta, na parede primária e£

tre as aletas, na face não aletada do tr oc ador de

calor, no topo da aleta.

ly = Definido por (2 . 5 2 ).

Io, Ii = Função de Bessel mo di f ic a da  de p rime ir o tipo, ordem zero 

e um, res pe ct ivamen te .



k = Condutividacle têrmicei çjo solido da aleta.

kp = Condu.tiviclacle térmica da parede onde está" mont a da  a aleta.

K = Razão de Aspecto da aleta, defi ni d o por (2.16).

= Razão de Aspect o do topo da a l e t a , d e f i n id o por (2.46).

Ky  = Definido por (2.51).

K o , Ki= Função de Bessel modif i ca d a de segundo tipo, ordem z e r o’e 

um, respectiv am en te.

L = Altura da a l e t a .

Z = Co m pr im ento da aleta.

= Altura da aleta corrigida, defi nido por (2,41).

L' = Altura da aleta corrigida, d e fi ni do por (2,65).

L* = Definido por (5.113).

m, m*(X) = Parâm etro dimensional de d es e mp e nh o térmico, d e fi ni do  

por (2.12) e (2 .11 ), r e s p e ç t i v ã m e n t e .

N = Número de aletas lo ng i tu d in a is  m onta da s na s up er fície ci 

iTndrica externa.

= Cal or. trocado pelo domTnio da aleta.

q . = Calor trocado pela aleta. .

q^ = Calor atual trocado pela aleta não i s o t e r m i c a , def i ni d o por 

(2.19).

q^ = Calor ideal trocado pela aleta isotérmica, defi nido por 

(5.16).

Q =. Calor adimensional trocado pela aleta definido  por (2.35). 

q = Definido por (2.104). ■

= Máximo calor adimens i o na l,  definido por (3,10).
Ml  A

Q = Mínimo calor ad im ens i on al ,  definido por (3.14). 
mn

R^ = Relação entre os co ef ic ie n te s  de c on vecç ão  no topo .e na f£ 

ce da aleta, def in id o por (2.33).

*̂ i ’ *̂ e ” Ra"*® interno e externo de superf Tcie ci 1 Tndr i ca .

S = Es paçamento entre as aletas, medi do  na base das aletas.



T = Altura "de tru ncamento  da al e t a c o n f o r m e  F I G U R A S .

T(x), T(X) = d is t ribui çã o de temperatiira ao longo da a ltura da a-

1 e t a .

Tb» = Te mp eratura  na base da aleta.

T ^ , = Te mperatura no topo da aleta.

Too = Te mperatura carac te rí stica do fluîdo.

T = Temperatura média ao . longo da altura da aleta, definida por 

(2 .2 2 ).

To = Temperatura ca r acterT st ic a na face não aletada do tr oc ador 

de cal o r .

X = Coordenada ao longo da altura da aleta,

X = Coordenada ad im en sional , definida por (2.2)'. 

x^ = Coordenada da base da aleta.

= Coordenada do topo da aleta.

X^ = Coordenada adimensional da base, definida por (2.3).

•= Coordenada adimensional do t o p o , definida por (2.4).

Xyij X y 2 = Definido por (2.94) e (2.95), re sp ec ti v am e nt e .
c

y = Coordenada ao longo da e sp e ss ur a da aleta, direção transver^ 

s a 1 . ■

z = Direção longitudinal , ao longo do e s c o a m e n t o  do fluTdo.



0 = Diferença de temper atura, definido por (2.6).

0 = Te mp er atura adimensional , definido por (2.5).

0b=0(Xb) = Diferença de tem peratur a na base da aleta, d efinid o por 

(2,7). •

0(Xb) = Temperatura adimensional na base da aleta.

0(X^) = Temperat ur a adimensional no topo da aleta.

0o.|-(X^) = T e mpera tu ra  adimensional no topo em condições otimizadas.

B,B*(X) = Parâmetro adimensional de desemp en ho  tir mico, definido 

por (2.14) e (2 . 8),. respecti vãmente . .

= Parâmetro adimensional de desem p e nh o térmico, definido por 

(2.49). . • •

3^ = Parâmetro adimensional de d esempen ho  térmico, defi nido por 

(2.54).

6^ ■= Definido por (2.53).

- Definido por (2.55).

Bt c  ~ Definido por (2.67).

Bp = Definido por (2.82).

BijBa = Soluções da equação de otimização.

Bo^ = Parâmetro adimensional de desemp en ho  térmico a ss o ci a do  com 

máxima tr an sferênc ia  de calor na aleta.

^£im “ Parâmetro adimensional d e d e s e m p e n h o  térmico para o qual 

atin ge-se o limite de ot1m-ização.

S J H B O L O G J A  GREGA



6^^ = Pa râ me tro adi mensional de desemp en h o terniico a s s o c i a d o  com 

iriTnima tr ansfer ên c ia  de calor na aleta.

c = Angulo de abertura da aleta, defi ni do  por (5.75).

= Re ndi m en to  térmico ou ef ic i ên ci a  ou Tndice de pe r fo r m a n c e  

da aleta, definido por (2.21).

Y,Y^ = Pa râ me tro adimen si onal de co nv ecção no topo, def i ni d o por

(2.32) e (2.56), r e sp e ct i va me n te .

Y z j Y i = Def inido por (2.86) e (2.87), respecti vame.nte.

Y i 2 = Defi nido por (3.59).

Y^im = Parâmetro adimensional de co nv ecção no topo para o qua'l 

at inge-se o limite de ot im iza ção.

6 1 ,6 2 , 6 1 2  = Definito por (2. 8 8 ), (2.89) e (2.90), respectivamente.

(j) = Def i ni do por (3 . 5 6 ) .
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C A P Í T U L O  I

F UNVAME NT ÕS

1.1. JMTROVUÇAO. ■

Trocadores de calor são e q u i pa m en to s  u t i 1 izados q u a n 

do deseja-se tra ns f e ri r  energia térmica de um fluido a outro ou 

entre um solido e um fluido.

Os motivos que nos levam a re tirar ou f or necer e n e r 

gia térmica a um fluido de pe nd e m de co ns i d e r a ç õ e s  funci o na i s,  fT- 

sicas e econômicas, que por sua vez de p en d em  do ob je tivo do p r o 

cesso global .

Utili za -s e trocadores de calor quando se deseja t ra ns  

ferir calor de um sólido òu fluido a outro fluido, sem permiti r o 

co ntacto fTsico entre os dois fluidos. A tr a ns f er ên c ia  de calor 

entre o solido e o fluido depende das pr op r ie d ad es  fTsicas do 

fluido, do tipo de escoa me n to  de fluido: se laminar ou turbulento, 

da ãrea de troca térmica e da difereriça de tempe ra t ur a  entre o sÕ 

lido e 0 fluido.

No projeto de trocadores de calor de s e ja - se  à mãxima 

capaci dade de troca térmica com o mT ni m o  custo de ma t er i al ,  o p e r ^  

ção e m a n u t e n ç ã o .

Um dos modos de a t e n d e r  os req uisitos acima citados é 

pr omover aumento na area de troca téif'mica. Mas o aumento  in d is c rr  

min ado da area de troca térmica implica aumento  de dimensões fTsj_ 

cas do trocador de calor que por sua vez implica em maior q u a n t i 

dade de material e que implica em maior custo do eq u ip am ento. 0 

aumento de ãrea de troca t é r m i c a , de mo do  racional e ec on ô mi c o po
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de ser conse gu ido com o uso de aletas , que são d i sp osit iv os  u t i 

lizados para prom ov er o aumento da area de troca térmica pela e^ 

tensão da s up er fí cie de c on tacto entre o solido e o fluido, que 

pode ser conse g ui d o e s t e n d e n d o - s e  as su pe r fí ci e s das paredes do 

trocador de calor para o interior do fluido, com pequeno custo 

adicional de material e p r a t ic a me nt e  m a n t i d a s  as dimensões origi_ 

nais do trocador de calor.

Para troc ad or es de calor c o m p a c t o s , onde peso e v o l ^  

me do eq uipament o são parâmetros de igual importân cia a capacj_ 

dade de troca térmica e custo do e q u i p a m e n t o  ou sua m a n u t e n ç ã o  , 

torna-se pr a ti ca m en t e indispensável ut il i za r  a técnica de e x t e n 

são de sup erfície , ou s e j a , uti li zar aletas. Pode-se ut i li z ar  r-ê  

cursos extras para incrementar a c a pa c id a de  de troca de calor , 

pela u tilizaçã o de e sc oa m e n t o  t ur bulento , aumento  de ru go s id ad e  

da superfície de troca térmica, int ro d u çã o  de geradores de t u r b £  

lência, aditivos f 1 uidos , vi br adores de fluido, etc., porem, o 

modo mais prático ainda é o uso a de quado de aletas.

C L A S S Î F Î C A Ç A O  G EO M ÉT RI C A PAS ALETAS.

1. AZetaò l o n g i t u d i n a i s  : são mont ad as no sentido 1 o 

gitudinal ao e sc o a m e n t o  de fluido sobre a s up er fície primária do 

trocador d.e calor. .

2. Aluto.s radiais ou anularés : são m ontadas  em super^ 

fície primária de forma c i 1 T n d r i c a , no sentido què a t r a n s f e r ê n 

cia de c a l o r , na aleta seja na direção radial.

3. Aletas pinos ou " s p i m s " :  são mon ta da s na s u p e r 

fície primária sob a forma de pinos c i 1Tnd ri cos^ t r o n c o- cô n ic o s 

ou p a r a b o l o i d a i s .

Na FIGURA 1 tem-se aletas lo ng it ud i na is ,  radiais e 

pino montadas em s up erfTci e cilTndrica.
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F I G U R A  1 - C l a s s i f i c a ç ã o  G e r a l  d a s  a l e t a s .

Na FIGURA 2, tem-se os principa i s. tipos de perfis de 

aletas longitudinais, utilizados em trocado re s de calor convencio^ 

n a i s .

0 presente trabalho será r es tr i ng i do  à análise de ale 

tas com perfis re ta ngular, trapezoidal e parabólico.

(a) R e t a n g u l a r  (b) T r a p e z o i d a l  (c) P a r a b ó l i c o

F I G U R A  2 - P r i n c i p a i s  p e r f i s  d e  a l e t a s .

Um exemplo de aleta longitudinal com perfil triangu 

lar é most ra do na FIGURA 3.

FIGURA 3 - Aleta longitudinal com perfil triangular.
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A FIGURA 4 mostra os p rincipa is  sTmbolos e n o m e n c l a t ^  

ras utilizadas no estudo de aletas. r

Superfíci^ 
primária

base

Area do 

perfil da 

ale-ta

topo

FIGURA 4 - Bancada de aletas retangulares longitudinais,

0 uso de aletas implica em maior  area de troca t é r m i 

ca entre sólido e fluido, para mesmo volume do trocado r de calor. 

Devido a extensão da super fície, tem-se ma i or  ãrea de cont ac to  e £  

tre sólido e fluido e isto implica em ma io r perda de carga no e s 

coamento do fluido, que por sua vez implica em maior potência de 

bombeamento de fluido.

• N o  d im e ns i o n a m e n t o  de t rocador es  de calor os parâme - 

tros térmicos, funcionais e eco nô m i co s  a pa r e c e m  interligados de 

tal modo que um mesimo problema admite inúmeras sol uções , d i f i c u l - 

tando a obtenção da solução que satis fa ça  as condições de p r o c e s 

so a que se destina o troc ad or  de calor.

Para uma .particular u t il iz a çã o  de aletas, o problema 

global é esco lher a aleta que fornece o m áximo efeito de t r a n s f e 

rência de calor, mínimo custo de material , adequada relação de pe_ 

so e c o ns id erações de espaço disponível no troc ad o r de caVor, m í 

nima resistência ao escoam e n to  do fluido r e fr i ge ra n te  , ade quada 

resistência estrutural e fa ci li da d e de f a br ic a çã o  da aleta.
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As aletas que t r oc am  en ergia por radiação são chaba - 

das atetaò No presente t r ab al ho  não serão ana l is a da s as

trocas de calor por radiação. As aletas que trocam energia t é r m i 

ca por convecção são chamadas alítaò co nvectivas. A t r a n s fe r ên ci a  

de calor por condução  é fundamental no estudo de al eta s, pois, é 

por c o n d u ç ã o q u e  o calor é t r a ns po r ta d o na região sõlida, a aíeta, 

sendo po s te r io rm e nt e  t r a ns p or t ad o  por co n v ec ç ão  no fluido que e n 

vol ve a aleta .

A resolução do pro blema de tran sf e rê n ci a  de caíor em 

aletas cònv ectivas corres po n de  a um problema acoplado de t r a n s f e 

rência de calor em sólido, a aleta p r o p r i a m e n t e  dita , e transfe - 

rência de calor em fluido, o meio re f ri g e r a n t e  da aleta. Devido a 

este ac op lament o,  o estudo de aleta conv ec ti va deve ser feito com. 

0 uso da equaçã o de energia na região sólida e o uso das equ ações 

da co nt inuida de , da qu anti d ad e de m o v i m e n t o  e da energia na r e 

gião de esco am e nt o  de fluido, com os fe nô menos de interfac e sÓli- 

do-fl uido sendo es p ec if i ca d os  como co nd ições de contorno. A s o l u 

ção do problema acoplado e d if i cu lt a do  pelas nao-l inea ridades e- 

xis tente nas equações diferenciais., de tal modo que as soluções 

possíveis são apenas para algumas ge ome t ri as  simples, que podem 

ser obtidas pela re so lução numérica sim ultânea das equações de 

co ntinuidade, m o v i me n to  e energia.

Para c on torn ar  tal d i f i c ul d ad e , faz-se o desacoplamen^ 

to da equação de quan ti d ad e  de movime:nto da equação da energia a- 

través do uso do coeficiente, de t r a n s f e r ê n c i a  de calor por c o nv e £ 

ção, que foi introduzido por NEWTON pela lei de resfriamento. A s 

sim, tem-se o problema de t r a n s f e r ê n c i a  de calor na aleta, que pô  

de ser resol.vido es pe c i f i c a n d o  condições de contor no  adequadas a 

equação da energia no sÓlido, que fica rel ac ionada a equação da 

energia e m o vi me nto na região fluida somente pelo c o e f i c i e n t e '  de 

t ransfe rê nc ia de calor por c on vecção,  que entra apenas como condj^ 

ção de contorno, d e sa c op l an do  os problemas. Esta é uma técnica u- 

niversal, aceita pela maioria dos p e sq u i s a d o r e s  em tr a n sf er ê nc i a 

de calor por co nvecção e que tem sido utili zada para resolv er  a 

maioria dos problemas de projetos de trocadores de calor.

Devido ao d e s a c o p l a m e n t o , tem-se duas classes de p r o 

blemas em aletas: a) aqueles que p r o c ur a m a solução do problema da 

con dução de calor no s o l i d o , a  aleta, e usam a ge om etria da aleta
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como condi çãoí\ de contorno e re co r re m  as relações e x pe r im en tai s pa 

ra 0 coeficieinte de tr an s fe r ên ci a  de calor, b) aqueles que p r o c u 

ram a soluçãõs do problema de qu an t id a de  e m o v i m e n t o  e da energia 

na região de escoa mento de fluido e t a mb ém  usam a g e om et ria da 

aleta como condição de co ntorno, e cujos resul ta do s são compara - 

dos ãs relações exper im en tais.

1.2. REi/ÍSAO VA LITERATURA.

Devido a grande a b r an g ên c ia  do pròblema de t r a n s f e r êji 

cia de calor em aletas, impõe-se a re st rição de análise de p u b l i 

cações que tratem o problema de conduç ão  de calor em aletas.

0 ini.cio da teoria de aletas deu-se em 1 789 quando

I.NGENHDUSS de monstrou a diferença de c on du t i v i d a d e  térmica de sÕ- 

lidos, cons tr ui ndo cilindros de di fe re nt e s metais, todos com iguais 

dimensões, acoplados a um tanque cont endo água ou óleo aq u e ci do  e 

os cilindros resfriados pelo ar ambiente. Em 1816, BIOT s u g e r i u u m  

modelo teórico para explicar a e xp er i ên c ia  de I N 6 E N H 0 U S S . DESPRETZ, 

em 1822-28 de senvolveu uma teoria m a te má t ic a  baseada no mo delo de 

BIOT para explic ar  a e xp eriênci a de INGENHOUSS, que permitiu tran£ 

formá-lo em um méto do q ua n ti t a t i v o  para compa r aç ã o -de c o n d u t i v i d ^  

de térmi c a .

Num tra balho pioneiro, de 1893, STEWART [01] realizou 

det erminaç ão  experimental da di s tr i b u i ç ã o  de te m pe ra tu ra em c i 

lindros me tál i cos longos (aleta pino) para obter a c o n d ut i vi d ad e 

térmica de ferro e cobre.

HARPER e BROWN [02] d e s e n v o l v e r a m  as equações essen - 

ciais para aletas lo ng it udinai s de perfis re tangula re s , triangu 

lar e trapezoidal. A solução m at e m á t i c a  c o r r e s p o n d e n t e  ao perfil 

trapezoidal ê re l at i va m en te  com plicada. HARPER e BROWN [02] t a m 

bém introd uz ir am um novo conceito muito prá tico, chamado e f i c i ê n 

cia da aleta definido como a relação entre a q ua n ti d a d e  de calor 

trocado pela aleta em relação ao calor que a aleta trocaria se 

fosse mantida ã te mp e r at u ra  da base, mas sem al te ra r o c o e f i c i e n 

te de tr ansferência de calor. Int ro d uz i ra m o artifici o,  para aná- 

l i s e d e  a l e t a c o m  c o nv ec ção no topo, que consiste em fictício iso
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lamento do toiio e aumentar a altura da< aleta para c o mpensa r o aso 

lamento do topo, e c a lc u la r am  o erro que e intro du zi do qu an do  > e 

feita tal mo di ficação. í o

PARSON e HARPER [03], no mesmo ano que HARPER e BROWN 

[02], ob ti veram uma equação' para efic iê nc ia de aleta longitudinal 

de espessura constante em analise de radia dores para uso na a v i a 

ção.

SCHMID T [04], em 1926, estudou os mesmos três tipos' 

de aletas que HARPER e BROWN [02], sob o ponto de vista de e c o n o 

mia de material. Por a n a l o g i a c o m  e s co a me nt o  potencial em canais 

de secção transversal uniforme, postulou que o mT ni mo  mat erial ê 

exigido na aleta quando a d i s tr i bu i çã o de t em pe ratura na aleta e 

linear, que c or r e s p o n d e  a de ns idade de fluxo de calor un if or m e ao 

longo da aleta. 0 resul tado da otimi z aç ã o era impraticável.

MURRAY [05] apresentou equações para a' di str i bu i ção de 

tem peratura e eficiência de aleta anular de espessura constante com 

di stribu iç ão  simétrica de te mperatur a na base de aleta.

HAUSEN [06] mostrou um pr oc e d i m e n t o  passo a passo p a 

ra obter a dis tr ib uição de te m pe ra tu ra e ef i ci ê nc ia  para aletas 

cuja espessura varia de modo .arbi trár i o .

FOCKE [07] de terminou a d i s t r i b u i ç ã o  de t e mp e ra t ur a em 

aletas cÔnicas e pinos cil Tndricos. Mostrou como a espessur a da 

aleta pino deve variar para se obter o mTni m o ma te rial; e tamb ém 

achou que o resultado era impraticável e tentou m o s tr a r como o b 

ter as dimensões Ótimas de aletas cÔnica e cilTndrica.

AVRAMI e LITTLE [08] o b t i v er a m equações para d i s t r i 

buição de temperatura para aletas finas de formato de barras e 

m os t ra ra m sob quais condições a aleta pode agir como is ol a mê n to  

térmico da superfTcie primária. Equações a prox im ad as também fOram 

incluTdas, como casos especiais, assim como HAR PE R e B R Ú W N [ 0 2 1 .

CARRIE R e AND ERSON [09] d i s c u t iram a 1etas 1 ongitudi - 

nais de espessura constante, aleta anular de e s pessura  c on s ta nt e 

e aleta anular de área de secção transversal const an te , apresen - 

tando equação de eficiência para cada um dos. tipos.

GARDNE R [10] fez uma ap l ic aç ão não usual das e q ua çõ es 

de HARPER e BROWN ao consid er ar  que as ligações entre os furos
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nos suportes die tubos (chicanas) de troc ad o re s  de calor são consj^ 

derados como áletas e assim estimar a d i s tr i bu i çã o  de t e m pe r at u ra  

nestes suportes. - i

GÂRDNER [11] seg uindo uma suges tã o de R. D. DOUGLAjSS, 

apresentou equações gerais para a d i s t r i b u i ç ã o  de t e m pe r at ur a  4 e 

eficiência de aletas para qualquer forma de super fí cie e x te ndída 

para as quais as hipóteses a p re s en ta d as  são a pl icãveis . A so lu ção 

destas equações em termos de funçÕes de BESSEL e suf ic i e nt e  para 

abranger qual quer forma de superfíc ie  e xt endida,  cuja es p es su ra 

rie com alguma forma de potência da d is tanc ia  medida ao longo do 

eixo normal ã base da superfície primaria. Curvas são mo s tr a da s  

para efici ên cia de div ersos tipos de aletas como aletas longitudi_ 

nais, angulares e aletas pinos. E .apresentada uma re vis ão da lite^ 

ratura e di sc ussão de alguns tÓpicos relevan te s no d i m e n s i o n a m e n 

to de aletas, através de co m en t ár io  de trabalhos de outros pesquj_ 

sadores. 0 tra balho de GA RDNER é fundamental no d e s e n v o l v i m e n t o  

do estudo de a l e t a s .

Para realizar análise m a t e m á t i c a  sobre o c o m p o r t a m e n 

to térmico de aletas, é ne c es sá r io  impor algumas hipóteses a r e s 

peito da geometria, pr o pr ie da des físicas e e s c o a m e n t o  do fluido , 

que foram introduzidas in ic ia lmente por MURRAY [05], utili za da s 

por GARDNER [11], e que são usuais até hoje. Uma de.stas hipóteses 

diz que o coe fi ciente de t r a n s fe rê n ci a  de calor é o mesmo sobre 

toda a superfície da aleta. Esta h ip ótese tem sido c o nt i n u a m e n t e  

que stionada e novas c o n t ri b ui çõ e s são ap re se n ta d as  co n ti nu a me n te ,  

e acredita-se que tal que s tã o  sÓ sera en ce rr ada com a solução a n^  

lítica do problema ac op la do de s ó i i d o - f 1 uido no estudo de aletas.

Em alguns tipos de aletas, o c oe ficient e de transfe - 

rência de calor indu b it av e lm e nt e  varia de, ponto a ponto sobre- a 

aleta, mas Mc ADAMS e TURNER, em d i sc ussão de uma public aç ã o de 

SAGE [12], m o s t r a ra m que o uso do c o e f ic i en te  m éd io de t r a n s f e r e e  

cia de calor-^por c on v ec çã o na equação, teór i ca pa ra a d i s tr i bu jç ã o 

de temperatura, da re sultados que c o n c o rd a m com os e x pe r im en to s 

de STEWART [01]; citado no tra balho de GA RD N ER  [11].

Poucos tr abalhos e x p e ri m en t ai s  são dedicados a a n á l i 

se da variação do co ef ic i en t e de t ra n s f e r ê n c i a  de calor (h) em sû  

perfTcies aletadas. GHAI e JAKOB [13], a c ha r am  que h aumenta mono
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t on ic amente íja base ao topo da aleta,j,mas o e x p e r i m e n t o  uti 1 i^ado 

por eles não -p er mitiu resul ta dos r e p r e s e n t a t i v o s  para escoamerjto 

ple namente  desenvolvido. „

S T ACHI EW IC Z e Mc KAY [14]; te n ta r a m  m e di r  os c o e f i c i 

entes locais de tr a ns fe r ên c ia  de calor em aletas l on g it ud inais i- 

sotêrmicas. 0 re sultado sugeriu que h nao cresce m o n o t o n i c a m e n t e  

da base da aleta, como sugerido por GHAI e JAKOB [13], mas a i n s 

t r umen ta çã o utilizada não era s u f i c i e n t e m e n t e  precisa para p e r m i 

tir que uma c o n c 1usão q ua l it a t i v a  fosse obtida.

Os trabalhos de HARRIS e WI LS ON [15] r e l ac i on a do s com 

aletas r a d i a i s ,. também indicaram que os co e fi c ie n te s h não c r e s 

cem m o n o t o n i c a m e n t e  ã partir da base, devido ao efeito da existêji 

cia de vo rt i ci d ad e  no e sc o am e nt o  que passa entre as aletas. •

ST ACH I EW I CZ  [16] realizou e x p e r i m e n t o  com aletas l o n 

gi tudinais de es pessura co nstant e,  com escoa m en t o turbu l en t o,  pejr 

fil h i dr o di nã mi CO pl ena m en t e d e se nv o l v i d o ,  em uma c€mara mo ntada 

na sucção de um ventilador. As aletas foram mo n t ad a s sobre t u b u l ^  

ções de vapor, e de modo tal que o e s p a ç a m e n t o  entre as - aletas p^  

desse variar, mantida c on s ta nt e a altura e es pe ssura das aletas . 

As três aletas centrais foram c on s tr uí d as  em lâminas de cobre de

0,019 polegadas (0 ,0483 mm) de es pess ur a e altura d̂ e 1 ,5 polega - 

das (38,1 mm). Em ambas as faces da aleta fo ram coladas lâminas 

de nylon de 0,051 polegada (0,1295 mm) de espessura. 0 topo da a- 

leta também foi revestido. A aleta central do conjunt o foi instru^ 

menta da para medir os c oe fici en te s locais de t r a n s fe r ên ci a  de c a 

lor, através da co lo ca ção de t er m op a re s de super fT c ie  (discos p l ^  

nos) de 0,010 polegadas (0,2540 mm) de di â me t ro  e 0,002 pol egadas 

(0 ,0508 mm) de e s p e s s u r a , e foram fixados dentro do nylon, nas 

duas faces da placa de nylon. Os termop ar e s foram conec tados d i f £  

r e nc i al me nte de modo que a queda de t em p er a t u r a . n a  placa de nylon 

pudesse ser medida diretame nt e.  A placa de nylon foi colocada ã 

placa de cobre, sem ex ist ê nc ia  de resis t ên c ia  térmica de c o nt ac to 

na interface. A 'aleta in st rument ad a foi ca li br ad a para fornece r 

leitura direta do fluxo de calor. Detalhes de c on s tr uç ã o e cali - 

bração da in s trument aç ão  são dadas na refer ên cia [17]. Os r e s u l t ^  

dos m o s t ra m  que e f e ti v am e nt e o co e fi c i e n t e  local de tr a ns f e r ê n c i a  

dé ca lor,varia da base até o topo. 0 c o e fi ci e nt e  local aumenta ã
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partir da base da aleta, cujo valor e'igual a aprox.imadamente tne- 

tade de h-medio, até urn maxi mo de 1 ,2 h-tiiéd i o a p r o x i m a d a m e n t e  na 

metade da altura da aleta e depois deèr es ce  no v amente  até o valor 

de h-médio para 75% da altura da aletá, fi na lmente aumenta Riara 

1,35 h-médio ho topo da aleta. Esta d is t ri b u i ç ã o  é n o ta d am e nt e sj^ 

milar para to^os os espa ça me ntos e todos os números de Reynold's 

abrangidos no ex p er im ento, com e s co am e nt o  turbulento. E aprese^nt^ 

da ju st ifi c at iv a  q u alitat iv a para o c o mp o r t a m e n t o  do c o ef ic i en t e 

local ao longo da aleta, baseada na an álise de es c oa m en t o de flui^ 

dos. Os dados ex p er i me n ta is  são comparado s com corre l a çõ es  para 

placas planas e a correla çã o de Colburn para dutos circulares. A 

melhor correlação para todos os ex pe r i m e n t o s  é obtida quando se 

usa 0 diâmetro equ iv a l en t e baseado na área de passa ge m e perTme - 

tro dé troca térmica para definir o número de Reynolds e quando 

0 coeficiente de tr an sfe r ên ci a  de calor global é defin id o era f u n 

ção da te mperatura média de mistura do fluido na seção t r a n s v e r 

sal de escoamento.

A equação que c o r r el a ci o na  o- c o e fi c ie n te  global de 

transferência de calor na aleta é com parada com a c or r el a çã o de 

Colburn para dutos circulares com r es u lt a do  9% acima da correia - 

ção Colburn. També m é apr esenta da  equação de cor re l aç ão  para o -co£ 

ficiente de t ra ns f e r ê n c i a  de calor na s up er fTcie primária ou base 

do canal da aleta. As co rr elações de t r a n s fe r ên c ia  de calor por 

convecção baseadas em modelo de placa plana são investigadas , che^ 

gando-se a conclusão de que as correlaçõ es  para valor local em 

placa plana estão ligeir amente abaixo do valor local m e d i d o e x p e -  

r i m e n t a l m e n t e ; e que a co rrel a çã o  de placa plana fornece valores 

monoti n ic a me n te  cresc ente a partir de um vai or ‘ iniciaT do c o e f i 

ciente h na base da aleta, que não confere com os resul tados expe 

r imenta i s .

SPARROW e BECKEY [18] através de um trabalho experi - 

mental d e t e rm in a ra m  a perda de carga em uma bancada de aletas. lor^ 

gi tudi na i s ,’ perf i 1 retangular, com es p aç a m e n t o  ' no topo ("tip clea- 

fianc^') variável , com ar esco an do em regime turb ulento. A p r i n c i 

pal concl usão é que a corre lação (f.Re) e in depende nt e do e s p a ç a 

mento no topo da aleta e que concorda muito bem com a equação de 

P R A N D T L  para dutos curculares. 0 uso do diâmetro hi drául i co no 

mero de Reynolds base ad o  na área de pa ss agem do fluido eliinina a
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introdução d e ,um pa râ metro as s oc ia do  com o e sp aç a m e n t o  no topo.

STARN ER e McM A NU S  [19] r e a l i z a r a m  e x p e r i m e n t o  com,;ale^ 

tas 1 ongitudi;nai s de es pessura  co n stant e para c o nvecç ão  naturajl em 

uma bancada d.e aletas. O b t i v e r a m  c o r re la ç õe s  para o coef i ci ente m£ 

dio de t r an s ferênc ia  de calor por co n v ec ç ão  natural para a b a n c a 

da na pos i ção,í horizontal , vertical e inclinada a 45°, dissip an d o 

calor para o ambiente. M o s t r a r a m  tambem que a adição de aletas po 

de diminuir a c apacidad e de diss ipar calor de uma placa plcina.

SPARROW, BALIGA e PATAN KA R [20] fazem a análise das 

c aracte rí st icas de t r a n s fe r ên ci a  de calor em regime laminar de um 

conjunto de aletas longit ud i na i s para o caso de uma parede adia bá  

tica situada próximo ao topo das aletas, de modo a formar um es p^  

çamento entre o topo e a parede. A análise envolve a solução do 

campo de velocidad e no espaço entre as -aletas e no espaço entre o 

topo das aletas e' a parede, a equaçã o da en ergia na aleta e no 

fluido que envolve a aleta ê re solvida s i mu l ta n ea me n te .  Para a a- 

leta, os resultados mos tr a m v ^ u e  a t r a n s f e r ê n c i a  de calor e mini^ 

ma próxima da base da aleta e aument a em direçã o ao topo. A m á x i 

ma tr an sf erência de calor ocorre ou no topo ou i m e d ia t am en t e a b a ^  

xo do topo, dependendo do e s p a ç a mento no topo. 0 co ef i c ie n te  de 

t ra ns fer ência de calor foi c a lculad o e c o n s ta t óu -s e  que varia ao 

longo da altura da aleta, podendo as su mir valores negativos. Os 

resultados d e m on s tr am  que o uso do c o e f ic i en t e médio convencional 

é i napl i cável, ã uma bancada de aletas, pois segundo este m od e lo  a 

máxima t r an sf erência  de calor ocorre prÓxima da base da aleta.

SPARROW e HSU [21] d e t e r m i n a r a m  a n a l i t i c a m e n t e  o c o e 

ficiente de trans fe r ê nc i a de calor no topo de aletas para escoa - 

mento do fluido em regime laminar. Foi u t ilizad o o mode lo de Suma 

bancada de al"eta com uma parede ad ia bá ti c a situada prÓxima ao tô  

po das aletas. A análise foi re al iz ada para perfil h i d r o di n am ic o  

e perfil térmico pl en amente d e s e n v ol v id os  e e s co a me n to  laminar 

Os resultados foram obtidos por solução numérica das equ aç õe s de 

conservação de quan ti da de de m o v i m e n t o  e da energia para o fluido 

e da energia para a aleta, ad mitindo cond uç ão bi-dimensio na l na 

aleta. Da solução, o coef i ci en t e médio de co nv ec ção no topo da a- 

leta foi calculado e co mp ar ado com o c oe f ic i en t e médio na face 

principal próximo ao topo da aleta. Estes c o e f ic i en t es  foram en-
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contrados apr ox i ma da m en t e i g u a i s , com'O má xi m o desvio da ordemrd e 

25%, e os coeficient es  no topo são mai;ores do que aqueles da face 

principal. Os^maiores valores locais d,e co e ficient es  de transfe - 

rência de calor oc or re m no canto onde ;o topo e a face principaj se 

interceptam, énquanto que o.s menores co ef ic i en te s  o c o r r e m  na base 

da aleta. A váriação entre a base e o;topo inclui um rápido c r e s 

cimento próximo a base, um platÓ que;se extend e sobre a maior par

te da altura da aleta e um e x t r e ma m en t e rápido c r e sc i me n to  p r ó x i 

mo ao topo.

SPARROW e CHYU [22] resolv em  s i m u l t a n e a m e n t e  o p r o b l £  

ma de condução na aleta e conve cç ão  no fluido, para regime lami - 

nar, através de um model o si m pl ificado de aleta, com topo isolado, 

onde 0 fluido escoa na direção (do topo para a base) paralela ao 

gradiente de te mp e ra t ur a , semelhante ao modelo de placa plana. A 

resolução e feita por métodos numéricos e co mp arada com a solução 

tradicional baseada em c oe ficient e de filme constante sobre a a l ^  

ta. Os valores globais para o calor t r an s fe r id o  e r en d im e n t o  da 

aleta estão em ex celente c o n c o r d â n c i a  pelo méto do  de a c op la m e n t o  

f 1ui do -sÓlido e pelo método de h constante. Os v a 1 ores 1 ocais de 

coefi cientes de t r an sf er ência de calor, obtidos por solução n u m é 

rica, tem 0 seguinte- co mp o rt a me nt o  m o n o t Ô n i C O : no topo da ' al eta 

0 valor é extremam en te  elevado, d im i nu i n d o  ra pi d am e nt e até meta de 

da aleta e depois dimi nuindo, mais l entamen te  até a base da aleta, 

com valor não nulo na base da aleta. 0 co e fi c i e n t e  de t r a n s f e r ê n 

cia de calor no topo e ap r ox i m a d a m e n t e  2,7 vezes maior que o va - 

lor médio. 0 comporta me n to  do coef ic i en t e h ser m o n o t Ô n i c o  é j u s 

tificado que neste model o teÓrico não estão incluTdas as forças 

de flutuação, alèm da semelhança da aleta com a placa plana. Os 

cálculos utili zando valor médio e valores locais no coefi ci e nt e  h 

levam .a resultados no calor trocado global com difere nç a i n s i g n i 

ficante, ainda que no topo da aleta haja maior troca de calor. As 

diferenças positivas e negativas de- h entre um mo delo e outro te£ 

dem a cance.lar-se mutuam en te , re su lt an d o um valor v ir tu a l m e n t e  e- 

xato no calor trocado por toda a aleta.

SP ARROW e AC HARYA (23) r e s o l v e r a m  o problema de uma ^  

leta tipo placa plana com camada limite por co n ve cç ão natural. 0 

coeficiente de convecção natural foi c om putado e m o s t r a d o  não v a 

riar mo no t in i ca me n te  do topo ã base da aleta, onde o co ef ic i en t e
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decresce inicialmente, atinge um mT ni mo  e no va me nte aumenta. 4 e-

xistência do mTnimo e subseq üe n te  aumointo pode ser at r ib u Td o e ao

aumento de forças de fl u tuaçã o en co n tr a da  pelo fluido quando p a s 

sa do topo ã base da aleta.

KARVINEN [24] resolve o prob le ma de condução de calor 

na aleta por a co pl a me n to  parcial com a eq ua ção de convecção, yti- 

liza equações propostas por ROHS EN OW e HAR T NE T  [25] para o s f ] u , -  

xos de calor por convecção natural ou forçada, regime laminar ou 

turbulento, obtidas pelo método integral e técnica de s u p e r p o s i 

ção. A equação do fluxo.de calor é s u bstitu Td a na eq uação de b a 

lanço de energia na aleta, e em seguida é re al izada a so lução n u 

mérica por difer enças f i n i t a s , para obter a d i s tr i bu iç ã o de tempe^ 

ratura na alet.a. Quando o fluxo de calor e a d i st r i b u i ç ã o  de t e m 

peratura são conhecidos, o coef i ci ente de, tra.n.sferênci a de calor_ 

pode ser obtido. São fo rn e ci d os  grerficos com va riãveis a di me ns io- 

nais que permitem calc ul ar  fa ci l me n te  o calor local ou global, tro^ 

cado por aletas, qualquer que seja o tipo de e s co a m e n t o  de fluido. 

Nesta analise as aletas são long it u di n ai s  com perfil r e t a n g u l a r  

(espessura constante).

KARVINEN [26] extende o méto do ap re s en t ad o  na referéji 

cia [24] para aletas 1 ong i tudi na i s de perf i s do tipo ge né rico, rê  

presentãvel por uma e q ua ç ão  pa ramétrica. Usando os .resultados sob 

a forma de gráficos, o calor global trocad o pela aleta pode ser 

fa cilmente calculado. C om pa ra ndo o resulta do  do modelo c o n v e n c i o 

nal baseado ém h constante e o mod el o acoplado de condução-convec^ 

ção, verifica-se que para e s c oa m en to  1 aminar existe uma notável 

diferença, más para e sc o am en t o tu r bu l e n t o  a diferenç a e pequena . 

Em qualquer caso, a teoria convencional de aletas superestima. o 

calor trocado total.

HAR PER e BROWN [02] i nves^t i garam , analiticamente,; a 

hipótese de for mulação u n i di m en si o na l , e nota r am  que de s pr e z a n d o  

os gradientes de temp er at ura nas direcções longitudinal e transve r 

sal para aletas r etangu la re s, s uf i ci e n t e m e n t e  finas, o erro c o m e 

tido no calor trocado e apenas da ordem de um por cento, confor me  

citação por SCHNEIDE R [27], capTtulo 4.

IREY [28] faz uma revisão da li te ratura, porém d e s c o 

nhece 0 trabalho de HARP ER  e BROWN [02], e assim conclui que a
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ap roximação uhidimensional tem sido discutida em textos co rrentes 

e aplicada na' prática industrial , mas4os limites de vaiid ad e des - : 

te modelo não são clara me nt e e s p e c if i ca d os  e não se c on he cem (li

mites numéricos. Assim, IREY resolve ip problema bidimensional í de 

aleta radial com propriedades  constantes. A solução analític a é 

obtida por serie infinita. Compara o 'êrro co me tido no calor t n o c ^  

do pela aleta unidimensional e bi di me ns i on a l,  e conclui que para 

0 número de Biot menor que 0,1 o erro e me no r que. um por cento , 

mo strando que para aplicações usuais a solução unidimensional ê 

uma aproximação satisfatória. ■

LEVITSKI [29] também faz uma revisão da literatura, e 

mostra que é idéia corrente que a a pr o xi m aç ã o u n i d i mens i ona 1 e vã̂  

lida sempre que a dimensão transveral é pequena com parada com a 

a~ltura da alë’ta. Mas, CRANK e PARKER [30] m o s t r a r a m  que para p l a 

cas com convecção na superfície, o g ra diente de te mp er a tu r a na dj_ 

reção da es pe ssura torna-se desprezível quando o número de Biot 

baseado na espessura é muito menor que a unidade. Assim, LEVITSKI 

estudou 0 comport a m en to  térmico de uma aleta re ta n gu l ar  c o n v e c t i 

va da altura infinita por solução analítica t r i d i m e n s i o n a l ,  e de 

uma aleta radial de c om pr imento finito, por solução an al ít ica b i 

dimensional. Para aleta retangu la r de co mpri me nt o infinito, com 

coeficiente h constante, chegou a c on clusões que o fato da altura 

da aleta ser maior que a es pe ss ura é um pa r âmetro irrelevan te , e 

que para a maioria das'apl icações prárticas o número de Biot é^su- 

f i c i entemente pequeno para garantir á val.idade da ap r ox i m a ç ã o  uni^ 

d i m e n s i o n a l . Alerta , ent retant o,  que para problemas onde o coefi- 

cienté de tr an sferên ci a de calor e gnande, como em co n de n sa ç ão , e 

a co nd ut ividade té rm ic a do material d,a aleta é pequeno, como ; em 

materiais não metálicos, a aproximaçãco unidimensional poderá ..'̂ ser 

incorreta, ainda que a relação da' espessura para altura seja pe - 

quena. Concluiu finalmente que a vali dade da a p r o x i m a ç ã o  unidimeji 

sional está garan tida sempre que o número de Biot baseado na es - 

pessura da aleta for muito menor que um. Mas é .importante desta - 

car que tais conclus ões foram obtidas para aleta de altura infinj_ 

t a .

LAU e TAN [31] inv e st ig a ra m  o c o m p o r t a m e n t o  tér m ic a  

de aletas retan gu la r finita e radial finita, com prop r i ed ad e s cons
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tantes, atràves de formulaç ão  bi dime,ns ional e solução analTtiiCa 

em série, com o objetivo de es tabel ec-,er 1 imi tes quanti tati vos cp^ 

ra apl i c a ç ã o’'da solução aprox i ma d a un^idimensional a um gran_de 

grupo de prolblemas em aletas. No casòi da aleta retangu la r,  foi 

adm itido que**o topo da aleta não é i sol a d o ,. com igual c o e f i c i e n 

te de convecção que na face da aleta.; Como resultad o,  ficou e v i 

den ciado que para K < 100 (onde K = razão de aspecto da aleta;- , 

def inido como a altura da aleta d ividido  pela metade da e s p e s s u 

ra da aleta) o calor total trocado pela aleta é f or te m en t e depeji 

dente do .número de Biot e da razão de aspecto. Para K > 100, o 

calor total trocado torna-se p r at ic a m e n t e  i n de pend en te  de K e de 

pende apenas de'Biot, au me n ta n do  apenas com o aumen to  de Biot. 

Estas conclusões são validas para o número de Biot menor  que ,0,1. 

Seguindo o critério i nt ro duzido  por IREY [28], é ap r es e n t a d o  o 

erro que se comete ao calc ul ar  o calor trocado pela fo r mu la ç ão  u_ 

n i d i m e n s i o n a l . Para número de Biot = 10, o erro no calor tr oca do 

varia de 1% até 60%; para número de Biot = 1 ,  o erro varia de 1% 

até 10%, crescendo com o au mento de K. í oport un o r e co rd ar que a 

formu lação un id imensional não é adeq uada para números de Biot 

maiores que 1,0. Para números de Biot menores que 0,1 o erro c o 

metido no calor trocado é m enor que í%. Veri f ic a -s e  que para as 

ap licações industriais c o n v e n c i o n a i s j  o número de Biot g e r a l m e n 

te é muito menor que 0,1.

Deve-se at en tar ao fato que para razão de aspecto me 

nOr que 2, implica que a es p essura  é mai or  que a altura da aleta, 

perdendo o sentido de exte ns ão  da s up erfTci e para o interior ,do 

fluido, que é a principal final i d a d e , do uso de aletas; mas ainda 

assim a fo rmulação unidime ns io nal dã pequenos erros se o número 

de Biot for -menor que 0,1, pois o calor trocado dã-se praticamejn 

te apenas pelo topo da aleta., cujo c om po r t a m e n t o  é unidimensio. - 

nal , assim o erro percentual to rna-se n e g l i g e n c i a v e l .

’SURYAN A R A Y A N A  [32] es tud ou os efeitos b i di me ns ionais  

na tr an sfe r ên c ia  de calor em co nj untos de aletas lon gi tu di n ai s rê  

tan gulares, topo isolado, ut il izando  tres modelos u n id i m e n s i o n a i s  

para de ter m in ar  a tem pe ratura  na base da aleta, e assim c alcul ar  

0 calor trocado por aleta u ni d im e ns i on al .  Si m ul t a n e a m e n t e  r e s o l 

veu a equação da energia p a r a a l e t a  bidimensional usando técnica 

numérica por diferenças  f i n i t a s , para c al cular o calor trocado pe
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la aleta. Fixou o valor do numero de xBiot = 0,1 em todos os casos. 

Estudou relações entre altura, espessjura e e s p a ç a m e n t o  para aïs a- 

letas, abra ng en do razões de aspect o 1*y s K á 5, que são valorés mui_ 

to p e q u e n o s poi s não c or r es p o n d e m  ao-s valores usuais para al-etas; 

não permitindo o uso das conclusões em aplicaç õe s industriais.'.

HEGGS e STONES [33] i n v e s t i g a r a m  o c om po r t a m e n t o  ;'tér- 

mico de aletas longitudin ai s r e t a n g u l a r e s , topo c on ve ctivo,  utilj^ 

zando formulação unidimensional e b id i me n si on a l,  es tu d a n d o  os e- 

feitos de geometria de esp essura  da parede, espa ç a me nt o , altura , 

esp essura da aleta e alem da razão entre os coefi ci en tes de c o n 

vecção na parte interna não aletada e na parte externa aletada. ï. 

um trabalho completo. A solução bidimensional e realizada por d i 

ferenças finitas. Fixou 0 valor do numero de Biot (parâmetro c r u 

zado, baseado na e sp e ss ur a da a l e t a , ;c o n d ut i vi d ad e térmica da p a 

rede e no coeficiente de convecção na parte interna não aletad a ) 

B11 = 2 em todos os c a s o s . Os gráficos, m o s tr a m q u a l i t a t i v a m e n t e  

que 0 erro no calor trocado varia com a razão de aspecto, relação 

de esp aç amento e relação entre es pe ssura da parede e espessu ra  da 

aleta. HEGGS e STONES ob t i ve r am  que o erro in ic ialment e aumenta 

com K e depois atinge um máximo e depois diminui até que torna-se 

constante com K, conc o rd a nd o  pl enam e nt e  com o trabalho de LAU e 

TAN [31]. As principais diferen ça s entre os dois trabalhos são: um 

é analítico e o outro é numérico, e que LAU e TAN [31] não c o n s i 

deram 0 espa ç am e nt o entre as aletas e tão pouco c o n si de r am  o .efej^ 

to da espessura da parede onde estão m ontada s as aletas.

HEGGS, INGHAM e M A NZ OO R  [34] i-nvestigaram o c o m p o r t a 

mento térm i co  de aleta retangular, longitud in al , bidimensional , 

topo convectivo, con s id e ra nd o  a influ ência do espa ça me nto, altura 

e espessura da aleta. A solução é analTtic a,  por se pa ra ção de v a 

riáveis e expansão em série tr un cadaj através de um t ra t am e nt o m ^  

temáti co ri g o r o s o . Os' resultados obtidos indicam que este método 

é mais acurado e c o m p u t a c i o n a l m e n t e  mais ec on ôm ico que técniçá de 

diferenças finitas ou método de elementos finitos . Além do mais, 

este método dá solução acurada também para problemas onde os m é 

todos de diferenças finitas ou el em en to s finitos são falhos para 

fornecer resultados aceitáveis.

Um parâmetro muito import an te  no projeto de trocado -
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res de c a l o r ^ a l e t a d o s , alem dos parâm et ro s térmicos , e o pesogda s 

aletas, p o i s 'gera 1 mente as aletas são feitas de material de alta 

co nd ut i vi d ad è térmica , alta resistenc-ia â corrosão e alta resis 

tência mecânica. Assim, é natural des:ejar a minima q u a n t i d a d e ^  de 

material para as aletas, para que troque a q u an ti d ad e  de c al or e ^  

pecificada. Define-se aleta otimizada; aquela que troca maxima 

qu antidade dé calor para dado peso da* aleta, mantid os  cont an te s h 

e temperatu ra s da base e do fluido.

0 problema de ot im i za çã o  de aletas foi inve st ig ado i- 

n i c i a l m e n t e , em 1 926 , por SC HMIDT [04], que postulou que o mínimo 

material é exigido quando a d i s t ri b ui çã o  de te m pe ra tura na aleta 

é linear. Mostrou como a esp es sura de cada tipo de aleta l o n g i t u 

dinal, radial e pino deve variar para obter tal condição. Mo strou 

que tais aletas são de fa br i ca çã o  imprati,cã.ve,l.. Mostrou as dimen-. 

sões otimizadas para aletas lo n gi t ud i na is  e anulares de e sp e ss ur a 

constante e aleta longitudinal tr i an gu lar, para d a d a s c o n d i ç õ e s d e  

operações. DUFFIN [35] u ti lizand o cálculo variacio nal mo strou que 

a hipótese po stulada por SCHMIDT [04] está correta. APPL e HUNG 

[36], tentaram otim izar superfíc ie s aletadas usando aletas i n d i v i 

dualmente otimizadas (aletas de mí ni mo  materi al ) de altura restrj_ 

ta. Com mínima .distância prescrita entre as aletas, f or mu l a r a m  e- 

quações para o número de aletas que g a r a n t i a m  o m Ín i mo  peso de m ^  

terial para dada di ssi pa ç ão  de calor na superfície.

MARSH e COSTELO [37] p e s q u i s a r a m  a ot i mi z aç ão  de a l e 

tas convectivas de secção re ta ngu lar, topo isolado, através de mê 

todo est ocá st ic o, in cluindo os custos, do ma t erial,  custo de fabri_ 

cação, m on ta ge m e p ro b a b i l i d a d e  de erro no projeto, como parame - 

tros relevantes. São a p re sent ad os  quatro mé tod os de solução do 

problema.

MADAY [38] obt eve a ex p re ss ão geral . para aleta, c o n v e £  

tiva de mín imo peso, ap licando o princípio de mí ni mo  d es e nv o l v i d o  

por P0NTRYA6IN no S T E K L O V  M A T H E M A T I C A L  INSTITUTE, Moscou, 1962. 0 

princípio de m ínimo  tem base no cálc ul o variacional. clássico . 

Como exemplo, é resolvida a o t im i za ç ão  de aleta longitudinal com 

pr opriedades físicas c o nstante s,  obtendo a solução do perfil par£ 

bÕlico obtida por SC HMIDT [04].

B AR -COHEN [39] investigou a ot im i za ç ão  de aleta retan
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guiar, topo isolado, com co nvecção  natural, aleta na verticali E 

feita uma revisão da literatura mo s tr an do que a teoria jã d e s e n 

volvida para.íplacas planas verticais, paralelas,  rião é aplicãyel 

.ã teoria de otimizaçã o de aleta, poisï são válidas para con dições 

isotermicas ou de fluxo constante de .ícal o r . Um estudo e x p e r i m e n 

tal realizado por ELENBAAS [40], esta-beleceu uma co rr e la çã o  e n 

tre a separação entre as placas ad jacentes isotermicas e o coefj^ 

ciente de convecção natural na sup er fT cie das placas, e r e c o m e n 

dou que 0 esp aç am ento entre as placas para resultar mãxima  t r a n ^  ■ 

ferência de calor pode ser obtido fazendo o número de R A YL EI GH 

(basead'0 na Razão de Aspecto e es p aç a m e n t o  entre as placas) apro^ 

xi ma damente 50. Assim, o número de NUSSELT  Ótimo as s ociad o e a- 

pr ox im adamente  1,05. Um estudo teórico po st er ior realiza do  por 

BODOIA e OSTERLE mostrou que o número de RAYL EI GH  Ótimo é igual 

a 70 para fluxo bidimensional idealiz ad o entre as placas. Deste 

modo, BAR-COHEN utilizou a teoria de ot i mi za ç ão  d es e nv o l v i d a  por 

SCHMIDT [04] para aletas com topo isolado e os resultados experj 

mentais de ELENBAAS [40] para otim iz ar aletas com co n vecção nat^^ 

ral , obtendo os parâmetros otimizados: e sp es sura, altura, e s p a ç ^  

mento e fluxo de calor. Um gráfico para aleta de a lumTn io  e pa r£  

metros tTpicos mostra claramente os pontos de máximo no calor tro^ 

cado, que corresponde aos pontos Ó t i m o s , um ponto para cada para_ 

metro de convecção.

KOVARI K [4,1] define um simples critéri o de ot imiza - 

ção de dutos aletados ex te rnament e .• Mostra que a teoria de otimi_ 

zação tradictonal introduzida por SC HMIDT [04] nec es si ta de úma 

condição adicional, que deve ser dada ,em termos de relação entre 

custos, número de aletas e área da seção transversal de aletas.

PO ULI KA KO S e BEJAN [42] eistabelecem as bases teóri - 

cas para a mi ni m iz a çã o  da geração- de ent ro pi a em s u perfTci es  ex- 

tendidas (aletas). Obtém in ic ialment e a fÓrmulâ onde dá a taxa 

de geração de entropia para uma aleta geral. Baseado neste resuT_ 

tado g e r a l ,.métodos analTticos e resultados gráficos são u t i l i z ^  

dos para selecio na r as' dimensões ót i ma s, de a 1 eta s pino, aleta ti^ 

po placa retangular, aleta tipo placa com seção tra pez oi da l, e a 

leta tipo placa com seção triangular.

GUCERI e MADAY [43] utilizam  o Pr incipio de MTnimo
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para analisar aletas radiais de mT ni mo  peso. A d i s t ri bu i çã o  n? de 

t e m p e r a t u r a e s p e s s u r a  e fluxo de calor são admitidos apenas : f u £  

ção do raio. As soluções são o b t i d as ^p a ra  a solução u ni d im e n s i o  - 

.nal e para ô  caso aproxima do  quando a curvatura do perfil da -ale- 

ta é desprezado nos cálculos de co nvecção, de modo semelhante, ao 

tr atamento ma tem át i co uti 1 i zado por MADAY [38]. f-

MIKK [ 4 4 ] a n a l i s a  o problema de reduzir ao mTnimo' a 

massa ^de uma aleta anular ou radial convect iv a com f luxo de calor 

prescrito.. A massa da aleta ideal examinada difere muito pouco da 

massa da aleta radial de perfil triangular.

A análise do desemp en ho  té rmi co de aletas tem sido a- 

bordada em muitos livros de transferenc.ia de calor, pois o a s s u n 

to jS constitui um tópico cons ag ra do na maioria das ementas das 

d i sei pl i nas de T ransfe re nc ia de Calor" que são m i n is tr a da s  aos cur_ 

sos de Engenharia Mecânica e Engenharia QuTmica.

ARPACI [45], no CAPlTULO U I ,  analisa o problema de 

distri bu ição de tempe r at u ra  em aletas lo ngitudi na is  por f o r m u l a 

ção unidime ns io nal, com solução ana lTtica exata e soluções aproxi 

madas. No CAPlTULO IV, analisa o problema em f or mu la ção b i d i m e n 

sional, com solução analTtica por separação de va ri áv ei s e d e s e n 

volvimento em série, para alguns casos parti cu la res fundam en ta is.

CHAPMAN [46], no CAPTTULO III, analisa o pro blema G e 

ral de aletas por form.ulação u n i di m en s io na l , abordando aletas' lon 

gitudinais, radiais e aletas p i n o s , p a r a  perfis r et a ng u la r e t r i 

angular.

HOLMAN [47], no CAPlTULO 'II , a n a l i s a  o m e s m o  tipO; de 

p r o b l e m a  que .CHAPMAN [46], c i t a  o p r o b l e m a  de o t i m i z a ç ã o ,  e m o s  - 

tra a l g u n s  e x e m p l o s  n u m é r i c o s  b á s i c o s .  í

KREITH [48], no CAPlTULO II, analisa a t r a n s m i s s ã o  de 

calor em superfícies exten didas, d is cu tindo seleção e pr oj eto de 

aletas, citando que aletas finas e pouco es pa ça da s são superi or es  

ã aletas espessas e em menor qua ntidade , do ponto de vista ? de 

transmissão de calor e que a adição de aletas só é j u s t i f i c a d a  no 

lado em que o coefici en te  de tr an s mi s sã o  de calor por co nvecção  

for pequeno .

Muitos outros autores co n sa gr ad os fambém a n a l i sa m a
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transf erênci à de calor em aletas, tal, que enu me rá-los seria prati_ 

camente impossível e pouco proveitoso^, pois, como visto acima,,, to^ 

dos abordam pra ti c am e nt e  o mesmo assuinto em um único nÍvel der;de- 

t a l h a m e n t o . O s  seguintes autores s ã o i d e s t a c a d o s p o r  r e a l i z a r e m  u- 

ma análise màis detalhada sobre o d e s e m p e n h o  térmico de aletas :

JAKOB [49], dedica o CAPlfTULO XI ã analise das equa - 

ções gerais para diversos perfis e a Tetas 1on g it ud inais , radiais 

e pinos. Faz importante revisão da literatura. Detalha a questã o 

de otimização de aleta longitudinal de perfil re tan g ul a r com topo 

isolado. 'Mostra que bastam apenas duas me dições de t e m p e r a t u r a  p^ 

ra di ag nostica r se dada aleta está operando em co ndições o t i m i z a 

das. Também é analisada otimi z aç ã o de aletas com perfis tr ia ng u - 

lar é par abólico. Na parte de revisão de literatura mostr a que o . 

estudo de aletas iniciou-se com os experimentos, de INGENHOUSS.,,.. e. 

poste riores trabalhos de BIOT e DESPRETZ. I nfelizm en te , nas e q u a 

ções ( 1 1 . 50 ) , ( 1 1 . 57 ) , ( 1 1 . 59 ), sobre ot im i za ç ão  de aletas, o . a u 

tor do presente trabalho co ns ta tou ex istir um pe queno erro de m a 

temática básica no livro do Prof. JAKOB, tal que os co ef icient es  

numéricos estão incorretos.

SCHNEIDER [27], d e d i ça o C A P i T U L 0 IV ã an álise de su- 

perfTcies extertdidas, an a lo g a m e n t e  a,JAKOB [49]. Ju stifica a vali 

dade do mode lo  unidimensional baseado apenas na relação a l t u r a - e £  

pessura da aleta, não utiliza o número de Biot. Obtém a d i s t r i b u a  

ção de te m pe ra tura e calor trocado por aleta longitudinal com,, t o 

po convectivo, deriva a ex p ressão  do calor tr oca do em relação a 

altura da a l e t a , ' i g u a 1 a a zero e obtem um pa r âmetro  d e n o m i n a d o  "ó 

timo número de Nusselt". E d is c ut id o quando é van ta g em  utilizar  

aletas e quando a aleta pode f un c io na r como isolamento térmiqo 

Deve-se notar que o nome "Ótimo número de Nusselt" é i n a p r o p r i a d o , 

pois 0 pa râmetro em questão é o número de Biot e não o número ' de 

Nusselt. Faz anális e da eficácia e e fi c iê nc i a da aleta, mas prefe 

re utilizar 0 termo "Tndice de pe rf or m an c e"  ao invés de r e n d i m e n 

to ou efici ência da aleta. Destaca que a e fi ci ência também é, uma 

defi nição de te m pe ra tu ra media da aleta. Analisa a ot i mi z a ç ã o  de 

aleta longitudinal re ta n gu l ar  topo isolado, tr ian gu l ar  e parabólj^ 

ca. São fornecidos parâmetros para projetos de aletas, inclusive 

qual 0 espaça me n to  que deve ser ma nt ido entre as aletas para máxi_ 

ma t r an sf er ência de calor. Recomenda que as aletas devem ser pro-
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jetadas com ás menores dimensões poss;Tveis , pois para dob rar %  ca 

pacidade de iroca térmica de uma aleta deve-se util izar uma alieta 

oito vezes mais alta ou duas aletas de mes ma dimensões. Faz euma 

breve revisão de literatura no final ;do capitulo. :i

KERN [50], dedica o CAPTT;UL0 XVI a anál is e de exten - 

são de superfíc ie s.  Deduz a e q u aç ã o de eficiê nc i a de aletas longj^ 

tudinais com-perfil retangular, introduz o conceito de e f ic i ên c ia  

ponderada. Fornece um gráfico con te nd o uma curva isotérmica o b t i 

da a partir de numerosas experiências: de a qu e ci m en to  e resfriameji 

to com di'ferentes arr anjos de tubos e aletas lon g i tu di n ai s  para 

corre 1 acionar t r a ns f er ê nc ia  de calor e perda de carga com o n ú m e 

ro de Reynolds. Analisa o problema de i n cr us ta ção em su pe rf i ci e s 

extendidas. São fornecidos diversos exemplos  numéricos de cálcu - 

los de duplo tubo al e t a d o , através de uma. té cnica de cá lc ulo , c^ 

rac ter is ti ca do autor.

KRAUS [51], em um livro e x c l us i vo  sobre t r a n s f e r ê n c i a  

de calor em su pe rfí cies e x te n di da s , analisa os casos mais gerais 

de aletas, tal que em.cada capTtul o é a n al isado um grupo de ale - 

ta s,’ com 0 máximo rigor m a t e m á t i c o .•Como exemplo , um capTtul o ê 

dedicado a análise de um c om p on e nt e  e le tr ô ni c o - um t ra ns i s t o r  , 

como fonte de calor e o problema da d is si p a ç ã o  do calor.

KERN e KRAUS [52], em um livro indispensável ao e s t u 

do de tr an s fe r ên c ia  de calor em su pe r f ic i es  extendid as  , a p resenta  

uma revisão de t r a n sf er ê nc i a de c a l o r  e revisão de m a t e m á t i c a  u- 

sual aos problemas de t r a n s f e r ê n c i a  de calor, análise global de 

aletas com convecção e radiação , soluções a proxi ma da s obtidas por 

técnica analógica, experimental e difer e nç a s finitas (programas 

prontos para* cálculos de al etas ) , anál i se de pa ssagens a le tadas , 

trocadores de calor aletados l o n g i t u d i n a l m e n t e  e r a d i al m en te ,  e 

tr ocadores de calor compactos. E importante dest ac ar que nesta 

obra são fornecidas equações, gráficos e c or re lações  para c á l c u 

los do co efic ie nt e de t ra n s f e r ê n c i a  de calor em s up er fTcies  a l e t ^  

das. t uma obra pr at i ca m en t e completa sobre o assunto..

KNUDSEN e KATZ [53] em um livro sobre mecân ic a de

fluidos e transfer ên ci a de calor fornece inúmeras in fo rma ções s o 

bre perda de carga e co ef i ci en t e de t r a n s f e r ê n c i a  de calor para 

aletas 1òn g i tudina is  , radiais e pinos.



22

sUm assunto novo e- p a l pitdnte em t r a ns f er ên c ia  de ;ealor 

em aletas t e m  sido a an ali se de quando ocorre co nd en s aç ã o em isupe£ 

fTcies exteníd idas, pois todos auto r es  tr ad i c io n ai s  reco men dam:'ale

tas para qua^ndo o co e fi ci ente de t r a n sf e rê n ci a de calor sobret^a sjj 

perfTcie ê p:equeno, citand o que o uso de aletas e vantaj os o > com 

gases, mo d er a d a m e n t e  v a ntajo so  com líquidos e d e s v a nt a jo s o com coji 

d e n s a ç ã o o u i e v a p o r a ç ã o  d e v i d o a o s  elevados coef ic ie ntes de transfe^ 

rência de calor.

Vapor saturado c on d en s an d o em filme sobre uma aleta r£ 

tangular disposta na vertical e an al is ad o por NADER [54], em um e^ 

tudo onde a base e do topo da aleta são mant id os  a temp e ra t ur a  con^ 

tante.

PATANKAR e SP ARROW [55] , anal i sam o prob le ma  de condeji 

sação em super fT ci e extendid a com a c op l am e nt o  de problema de .anãlÃ 

se de c o ndensaç ão  e si multânea  tr a ns f e r ê n c i a  de ca 1o r , através de 

formulação bidimensional.

B UR M EI S T E R  [56], an a li s a' o problema da efici ên ci a de ^  

leta vertica,l onde ocorre c o n de n sa ç ão  a dm i ti n do  que a t em p er a t u r a  

varia somente ao longo da altura e que a t r o c a  de calor no filme 

de conde nsado é dada por condução, tal que o termo de co n ve cç ão  é 

n e g 1 i genci a d o .■

1,3. O B JE T IV O S VO TRABALHO.. '

■0 presente tr ab alho tem por objetivo investig ar  os p^ 

râmetros relevantes para o d i m e n s i o n a m e n t o  de aletas para trocado^ 

res de calor com convecção, bem como fo rn ecer as relações m a t e m á 

ticas para a'nãlise, di agnostico, projeto e otimiz aç ã o de aletas 

para trocadores de calor que ut il i za m  aletas longitudinais.

•Para a ti ngir .o  ob je t iv o  é dado enfoque ao probl em a de 

trans ferên.ci a de calor na aleta, com o desacopl amento do problema 

de quan ti da de de m ov i m e n t o  e da tr an s f e r ê n c i a  de calor na região 

de escoame nt o de fluido, através do uso do c oe f ic ie n te  de transfe 

rência de calor por convecção.
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Ás aletas an alisadas são ído tipo 1 ongi tud i na.l , ©ujo 

perfil de aléta possa ser exe cu tado itndustri al mente para aplisa - 

ção ,em trocadores  de ca 1 or convenci ona i s . *

A formu lação usual do pro/blema de tr an s f e r ê n c i a  de c ^  

lor em aletas' e do tipo unidimensional', justi ficável  pelos t r a b a 

lhos de IREY ^[28] , LEVITSKI [29], CRANK e PALMER [30], LAU e .TAN 

[31], SUR Y AN AR A YN A  [32] e HEGGS e STONES [33]. Esta ê uma té cni ca 

universal que tem resolvido a maior parte dos problemas de t r a n s 

ferência de calor em aletas c o n v e c t i v a s , por solução analTtica. A 

formula.ção bidimensional do probl ema; de tr a ns f er ên c ia  de calor em 

aletas não será analisada neste tr abalho, pois será ut il iz ada c o 

mo critério para avaliaçã o da validad e da f ormulaçã o u n i d i m e n s i o 

nal. A formulação bidimensional é analisada por IREY [24], LE- 

VITSKV [ 2 5 ] , a A U  e TAN [27], HEGGS e STONES [-2.9] e outros pesqu.i.-,, 

s a d o r e s .

A técnica utilizada no prese.nte t ra balho co nsiste em 

analisar a equação da energia para co nsidera çõ es  ge om ét ricas c o n 

sistentes com 0 conceito de e xtensão  :da super fT ci e de troca térmi_ 

ca, a aleta, a fim de obter a equação de di s tr i b u i ç ã o  de t e m p e r a 

tura ao longo da altura da aleta para dadas condições de contorno, 

e assim obter o calor trocado e o rendimen to  térmico da aleta;. São 

introduzidas adi m e n s ionalizações co nvenient es  a fim de obter ex - 

pressões, as mais gerais possíveis, dentro da classe de probl em a 

anali s a d o .

Conhecidos a di st ri bu i çã o  de t e m p e r a t u r a , o r e n d i m e n 

to térmico e o' calor trocado pe la.aleta, surge o problema de d e 

terminar qual a inter-rei ação entre os parâmetros geométricos' e 

térmicos que'l ev am  â máxima troca d ej calor pela aléta. A deriva - 

ção da ex pr essão do calor trocado pela aleta em relação a uma’ va- 

riâveí ou em relação a um grupo de variáveis relevantes, e igua - 

lando a zero tal expressão, tem-se con dição de de t er m i n a r  máximos 

e mínimos do calor trocado. A solução da função o ti m iz a d o r a  forne^ 

ce a inter-r e l aç ão  entre os parâmetros t ê r m i cos 'e g e o m é t r i cos que 

levam a oti mizar a aleta. Assim, e possível d ia g no s t i c a r  se uma 

aleta está operando em condições ótimas, ou projetar aletas â fim 

de que operem em condi ções otimizadas. .



capítulo 11

V J S T R J B U I Ç Á O PE TE MPE RATURA, CALOR TROC A VO E REhlVÍ 

MENTO TËR MJ CO  VE ALETAS.

2.1. Equação g&Aat d& dÂ.6th.Á,balção de tempe^atufia , 

catoH. th.oc.ado e n.endtmen.to tén.mteo par a .aíeta 

l o n g i t u d i n a l  de peA^ll gene/tleo.

A análise do d es empenho térmico de aletas está ba-' 

seada nas hipóteses introduzidas por' MURRAY [Q5] è GARDNER Ci | ]> 

que são apresentadas por KERN e KRAUS [52], e estão abaixo rela^ 

cionadas:

1. Regime permanente.

2. Material da aleta Ó- h om og êneo e isõtropo.

3. 0 co ef iciente de transfe r ê nc ia  de calor por c o n 

vecção ê constante e uniforme sobre tod a a su perfTcie de troca 

térmica da aleta.

4. A temperatura do me i O; envol vente da' aleta é u n i 

forme.

, -5. A espessura da.aleta é tão pequena co mparada com 

a altura da aleta, tal que o gradiente de te m pe ra tura trans ve r 

sal ã a l e t a p o d e s e r d e s p r e z a d o - .

6. A temperatura na base da aleta é uniforme.

7. Não existe re si stê ncia térmica de contacto  entre 

a aleta e a superfTcie primária da parede.

8. Não ex is tem fontes ou sum idouros de calor na ale 

ta. .
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i9. A taxa de transf erên'c i a de calor entre a alffta e 

0 flu id o é proporcional a di ferença de temperatu ra  entre a aileta 

e 0 meio fluido envolven te  da aleta.'.*

cGARDNER [11] propos que 0 estudo do de sempenh o t é r 

mico seja realizado para uma al eta genér i ca , re p re se n ta d a maitem^ 

ticamente pela equação do perfil da aleta, conforme FIGURA 5;.

Utilizando a equação da energia na região c o r r e s p o n 

dente ã extensão da superfTcie, pode-se obter a dis tribuição, de 

temperatura ao 1 ongo da altura da aleta. A equação diferencial 

para distrib ui çã o de te mp era tura ao longo da aleta, por f o r m u l a 

ção u n i d i m e n s i o n a l , conforme mostrado no APÊ N DI C E A, é uma equa - 

ção diferencial ordinária, de segunda ordem, primeiro g r a u , não 

linear e homogênea, definida por

dX'
----- ^.- B * ^ X )  0(X) = 0 (2.1)

f(X) d X d X

X í x^. 0 < 0 ( X )
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onde f(X) e a equação do semi-;perfil da aleta

X é a variável adimensdonal , definida por (2.2)

X^ é a coord enada da b.ÿSe da aleta

‘X.J. é a coorde na da  do tdpo da aleta c

L é a a l t u r a d a a l e t a i

■T é a altura de t ru n câ m e n t o  da aleta, conforme FIG.5

X é a variável ao longo da altura da aleta

' X . T
X. = - ^  = -  (2.4)

L L

e(X) é a tempe ra t ur a  ad i m'ens i ona 1 , definida por:

a(v\ 9(X) e(X) T(X) - (7 5)

= e T V  " ^

0(X) é a diferença de temperatura, definido por

e(X) = T(X) - Too (2.6)

Na base da aleta, tem-se

0^ = © ( X ^ )  = T(Xb-) - Too = T ^ . -  Tco (2.7)

Too ë a temperat ur a c a r a ct er í st i ca  do fluido que eji 

volve a aleta. Usu almente Tœ e uma te mp eratura 

longe da superfTcie ou a te mp e r at u ra  de mi stura 

do f 1u i d o .

T(X) é a di s tr i bu i çã o de tem pe ratura ao longo da a l 

tura da aleta, c or r es p o n d e n t e  ao valor médio da 

te mp eratura ao longo da espessura e co mpr im e nt o  

d a a l e t a .
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tem-se

;3*(X) ê um pa râ metro adime nsional de de se mp en h o t é r 

mico da aleta g en é ri c a,  defi ni do por v

6*(X) = m*(X)L (2. 8)

m*(X) é um pa râ metro dimensio nal de de se mp en h o térmi 

co da aleta genérica, conforme A PÊ ND ICE A, de- 

f 1 n i d o p o r

¥  T T I T  ■ ( 2 . 9 )

A dimensão de m*(X) é L - 1

h é 0 c o eficie nt e médio de ,transfe r é nc ia  de ca .- 

' lor por co nv ecção sobre a aleta. 

k é a con du t iv i da d e térmica do sólido da aleta. 

f(X) é usual me nt e de fi nido por uma função onde a p a 

rece a espess ur a da aleta na base, e uma f u n 

ção g(X) que cara c te r iz a  a geometria da aleta, 

dada por

f(X) = g(X) . (2.10)

b é a es pessura da aleta na base, conforme FIG.5. 

S ub st it uindo a e xp ressão (2.10) na ex pr essão (2.9) ,

m*'(X) = m^ (2.-11)

onde m e o pa râmetro dimensional de dese mp e n ho  t é r m i 

co de aleta com perfil retangu la r,  d efin id o por:

S ub s ti tu in do a expres sã o (2.11) na ex p re ss ão (2.8) ,

tem-se
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" 6*(X) = B - j j y y  ' (2.13)

onde 6’ e o pa râmetro adimensional de de sem p en ho  térmi_

co de aleta com perfil ret an gular,  d e f i n id o  por

3 = Bi'/' K = mL (2.14)

Bi= ^  (2.15)

■ : = - r u T T r  ■ ■

Bi é 0 número de Biot, que corr e sp o nd e  à relação 

entre a re si stê ncia ao fluxo de calor no s o l i 

do e a resistência ao f l u x o d e  calor no fluido.

K . ê definido como a Razão de Aspecto da aleta, e 

está r e laciona do  com a ge om et ria da aleta.

A equação (2.1) de d is tr i b u i ç ã o  de temp e ra tu r a ao lo^ 

go da aleta, requer duas condições de retorno. ,E usual definir 

ma condição de retorno na base da aleta, con f or me  hipótese n9 6; 

a outra con dição de contorno depende das c o n d i ç õ e s ' têrmicas no 

t o p o d a a l e t a .

Condição dz contoAno: espec i f i ca-se a t em pe r at u ra  

.na base da al eta

X = e(X^) - '1 (2.17)

2<? Condição de. conton.no: e s p e c i f i c a - s e  o fluxo de c ^  

lor no topo da aleta. 0 caso mais geral co rr e sp o nd e  ã aleta com 

topo convectivo, dado por

' X = X. i = íli . L e ( X . )  ( 2 . 1 8 )

^  d X L  k ^
t

h ê 0 c o efici en te  de t r a n sf e rê nc i a de calor por
L

c o n v e c ç ã o n o t o p o d a a l e t a . -
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Co nhecida a d i st ribuição  de t em peratura  na aleta, po 

de-se calcular a quantidade de calor que a aleta troca. 0 calor 

trocado por t o n d u ç ã o  na base da aletà e c a lc ul a do  por

q = -  AÍX^) -- , ' (2, 19)
L d X

^b

AÍX^) = ãrea da base da aleta onde ocorre troca de 

calor por condução, definida por

■ : AÍX^) = 2f(Xb'). I (2.20)

£ = com pr imento da aleta, se gundo dirèção l o n g i 

tudinal , conforme FIGURA 5 .

0 rendi mento térmico ou efi ciência ou Tndice de p e r 

formance da aleta é definido, conforme  GA RDNER [11], por*

q
Tf̂ = 0 S á 1 . (2.21)

q^ = calor atual ou real trocado pela aleta não i 

; sotérmi ca, c a l c u 1ado por (2 .19 ) . ■

q.j = calor ideal que a al eta i sotérmi ca a t e m p e r ^  

tura da. base é capaz de trocar, mantidos c o n ^  

tantes os outros parâmetros, calculado por (5.16).

0 rendimento térmico da aíeta também é uma de f i ni çã o  

de temperatura média, pois

C o ns i de r an d o- se  algumas g eo me tr ias que são u s u a l m e n 

te utilizadas em aletas para tro cadores de calor in dustriais, se 

rão analisados os seguintes casos:

2.2. Aleta Aetangalafi com topo convectivo.

No caso de aleta com perfil retangul ar , tem-se espes
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sura constante ao longo da altura da aleta.

hf t Too

FIGURA 6 - Geometria da aleta com perfil retangular.

A equação do perfil da aleta pode ser r e p r es en t ad a  , 

baseada na FIGURA.5 e utili z a nd o a equação (2.10), por

f(>!) = I  gíx)

Fazendo 

g(x) = 1

= const (2.23)

(2.24)

Assim, a ex pr es são (2.13) redüz-se ao que segue

B * ( X ) = 3 = c o n s t .

onde B ê dado pela exp re s sã o  (2.14). 

Como f(X) ë constante, então

d f(X)
= 0

(2.25)

(2.26)

Assim a eq uaçao diferencial (2.1) reduz-se ao que segue
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d U O O  _ g 2 0 (x) = 0 , 

d
(2:,27)

0 < e ( x )  1

Para u n i f o rm i za ç ão  dos pr oblemas a p r e s en t ad o s,  defi- 

ne-se a origem do sistema de coor d e na da s  no topo da aleta, c o n 

forme FIGURA 6, assim a altura de t ru nc a m e n t o  torna-se

(2.28)

C o n s e q ü en t em e nt e tem-se

(2.29)

(2.30)

A equação (2.27) é uma eq u aç ã o diferencial de s e g u n 

da ordem, linear, ho mo gênea e coe fi c ie n te s constantes , :cuja solj^ 

ção com as condições de contorno (2.17) e (2.18), conforme A P Ê N 

DICE B, resulta a dis t ri b ui ç ão  de temp e r at ur a  ao longo da altura 

da aléta

onde

0 (X ) - cos BX + Y senh BX 

cosh B - Y senh B .
(2.31 )

Y ê 0 p a r â m e t r o  de c o n v e c ç ã o  no topo  da a l et a r e t a n  

g u i a r ,  d e f i n i do por

1/  :

' Y = RuBi (2.32)

Rj.̂ ê a relaçã o entre os c oe f icient es  de transferê;n - 

cia de calor por co n v ec ç ão  no topo e na face d a ^

1 eta , def.i n i do por •

h /
R. (2.33)

Conhe cida a d is tr i b u i ç a o  de tem pe ra tura na aleta, po 

de-se calcular 0 calor tr ocado pela aleta. De (2.10) e d e  (2.31),
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n D,- Vp Y + tanh 6 
^ -1T y ■ tan'H“F

(2.34)

,Q é 0 calor adimensional trocado pela aleta, def.inj^ 

do por

Q =- (2.35)

Segundo LAU e TAN [31], a equação (2.34) fornece r e 

sultados satisfatórios se o número de Biot definido em (2,15) for 

menor que a unidade. Conforme pode ser const at a do  na FIGURA 7, 

transcrita de LAU e TAN [31], para número de Biot igual a 0,1 o 

erro máximo no calor trocado em relação a formula.ção b i d i m e n s i o 

nal é 1%\ para número de Biot igual a 0,01 o erro máximo é 0,2%.

Q 2 ~  Ql 

Q 2

FIGURA 7 - Erro no calor trocado na formulação unidimensional por com 
paração ;com formulação bidimensional , h',= cte, segundo LAU 
e TAN [31], para alguns valores do número de Biot.

Para as principais aplicações de aletas em trocadores 

de calor convenc io nais, o número de Biot e g er a lm en t e menor que 

0 ,1 .
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Òi Rendimento térmico da a'l eta de p^rlHi-^e-t an gu la r  , 

conforme APÊNDIC E B, resulta

yj , .. . . - I  .._____ _ ■ tanh B (2.36)

I 3(1 + R(.^/K) 1 + Y tanh 3

CaòOÁ pafi t lc-ulaAeò  de a l e t a  A e t a n g u l a A :

19 Caso) Aleta retangula r com topo isolado

Na condição de contorno (2.18) a dm ite- se

■ = 0 Y = 0 %  = ^  (2.37)

assim, as expressões (2.31), (2.34) e (2.35) r e du ze m -s e  a

Q = Bi ̂ 2̂ tanh 3 (2.39 )

(2.40)

29 Caso) Aleta retan gu la r com c on v ec çã o no topo m o 

dificada para aleta com topo- isolado .

Devido a si mplicida de  das equações para aleta 

com topo isolado, HARPER e BROWN [02] i n t r od u zi r am  o seguinte a_r 

tifTcio para aplicar ãs aletas com topo con vectivo: Uma altura 

fictícia é a d i c i o n a d a ,ã altura real da aleta, que permita que o 

aumento de superfT cie na face da aleta compense o f ic tT cio isola 

mento do topo, conforme FIGURA 8.
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FIGURA 8 - Modificaçao de HARPER e-BROWN [02] para fictTcio isolamen
to do topo da aleta.

Assim, a altura da aleta corri gida, baseado na h i p ó 

tese de HARPER e BROWN [02], conforme APÊNDI CE  B, torna-se

L c - = L + (2.41)

que é utilizado nas expressões  (2 .14) e (2.16). Por exemplo, a 

ex pressão (2.39), conforme AP ÊN D IC E  B, modifica-se, para.

1/
Q = Bi '2 . tanh (6 + y) (2 ,42)

A ap ro ximação  de HARPER e BROWN [02], fornece r e s u l 

tados satisfatórios sempre que o numero de Biot for muito menor 

que a unidade. Conform e SCHNEI DE R [23], os erros máximos no c a 

lor trocado devido ã m o di f i c a ç ã o  de HAR PE R e BROWN [02], em rel^ 

ção ao modelo topo convectivo, são sum arizado s abaixo:

Bi = 0 erro nu 1 o

Bi = 0,06 erro desprezível

Bi = 0 , 2 5  e r r o m á x i m o  < - 8 %

Bi = 1,00 erro máxi mo  %-:2S%
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2.3. Ateta tfiapezoidat com topo convcct-ívo.

A aleta trapezoidal c a r a c t e r i z a - s e  por ter espess ur a 

linearmente proporcional a posiçã o ao longo da altura da aleta.

A equaçao do semi-perfil da aleta trapezoidal , con - 

forme FIGURA 9, pode ser escrita na forma da equação (2.11), re 

sultando :

b X 

2 X.

t

2
= X tan £ (2,43)

b = espes sura na base da aleta 

t = espessura no topo da aleta

x^= coorden ada da base da aleta

x^= co ordenada do topo dã aleta '

L = altura da aleta

T = altura de tr un c am en t o da aleta

e = ângulo de s e mi -a be rtura da aleta
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Da FIGURA 9, verifica - sé que

. (2 .44)

tan e = (2.45)

onde K.̂  ê a razão de as pe cto do topo da aleta, definido,

por

Kt = (2-.46)

A equação do s e m i - p e r f i V  da aleta, e m ’termos de v a r i £  

veis a d i m e n s i o n a i s , é dada por

f(X) =. è  (2.47)

Para aleta trapezoid al , a equação de d i st r i b u i ç ã o  de 

temperatura ho longo da altura da aleta, conforme APÊN DICE C, a 

equação (2 .1 ) reduz-se ã equação que segué

X - 32 e(X) = 0 ■ (2.48)
d X 2 d X '

X, á X . Xb

onde 3-j- é 0 pa râ me tr o adimensional de dese mp e n ho  térmico

de aleta com perfil tr ap e zo id al, defi ni do por

3y = BXb^2 (2.49)

onde 3 é 0 pa râ me tro adimensional de de se mp en h o térmico

de aleta com perfil retan g u la r

B ■= B i K (2.14)

Bi= ^  (2.15)
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K = -1---- (2.16)
(b/2) ^

A eq uação (2.48) e uma ec^uação diferencial de s e g u n 

da ordem, pri me ir o grau, ho mogênea, com c o ef ic i en t es  va ri áv eis , 

denomin ada eq uação de BESSEL, cuja solução pode ser exp ressa em 

termos de funções de Bessel m od i fi c ad as  de p rimei ra  e segunda e^ 

pêcie, com a r gu me nto real.

A solução de (2.48) com as condições de contorno 

(2.17) e (2.18), conforme APÊ N DI CE  C, resulta a d i st r i b u i ç ã o  de 

tem peratura ao longo da aleta

K (Bi.). I o (B v ) + I,^(B.l ). K o (B v )
. 0 ( X )  = -:ií— í------- ^  (2.50)

K.^(B^). lo(Bi^) + 1^(6^'): Ko(Bj^)

•, onde K (B.̂ .) e I (B.̂ .) são funções au xi li a re s , defini-
Y ^  Y ^

d a s p o r :

K^(B^) = K i (B^) + Yt K o (B.f.) (2.51)

I^(B^) = IiÍB^) - -Yt ^^t^ (2.52)

Io , Ii, são funções de Bessel m o d ificadas , de p r i m e ^  

ra espécie, ordem zero e um, r es p ec ti vamente .

K o , K l , são funções de Bessel m o d i fi c ad as ,  de s e g u n 

da espécie, ordem zero e um, re specti va m en t e.

Os argumentos das funções de Bessel são

Bj = BX^.  (2.49)

Bx >  2 Bj X'/2 < X á Xĵ  (2.53)

Bt = 2 Bt X̂ /̂  ' ( 2 . 5 4 )

^b " Í 2 . 5 5 )
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é 0 parâmet ro  de co nvecção  no topo da aleta t r a 

p e z o i d a l , def i n i d o p o r

Yt = -2y (2.56)

onde Y é 0 pa râmetro de co nvac çã o no topo da aleta re -

t a n g u l a r , d e f i n i d o p o r

Y = (2.32)

i r  <2-” )

0. calor trocado por aleta tr a pe zo idal, d e ( 2 . 5 0 )  ,

(2.19) e (2.35), conforme AP ÊN D IC E  C, resulta

y  K . i B . ) .  -  r  ( ß . )  Ki (ß,  )
Q . Bi --------- D-------Y _ t -------- ^  (2^57)

K^(ß^). loCß^) + K o(ßb)

0 rendimento térmico da aleta trapezoida l,  de (2.21) 

e (2.57), conforme APÊNDIC E C, resulta

_ _  i , K^(ß^).Ii(ßb)-I^(ßt)Ki(ßb)

^  BCd+tan^e)'/" + \ / \ l  K^(ß^). Io (3^)+^ ( ^ t ^

(2.58)

Caòo6 pafLticatan.es de aleta trapezoidal.- 

19 Caso) Aleta trapezoidal com topo isolado

Para co ns i de r ar  topo isolado, basta ad mitir que o 

coeficiente de t r an sf er ência de calor, no topo da aleta é nulo. Lô  

go, ( 2 . 5 6 ) r e d u z - s e a o q u e s e g u e

Yt = 0 (2.59)
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•Assim, as expres sõ es  (2.51) e (2.52) to r n am - se  a a

K^(3^)| -  K i (b ^) (2.60)

' n  = »

I H I i ( B ( )  (2.61 )
1 , ^ , 0

C o n s e q ü e n t e m e n t e  a d i s t r i b u i ç ã o  de temperatu ra  ao 

longo da aleta,. reduz-se ao que segue

Kl (6 .1.) I 0 ( 3y ) + I 1 ( 6-r ) K o ( 6 y)
. 0 (X) -----------------— --------- L _ _ ---- L_ (2.62)

Ki(B.j.) I o ( 6 ^ ) + I i ( 6 .j.) Ko(Bb)

Onde os parâme tr os  6 ^, 6 ^ e 6 ^ são dados por (2.53),

(2.54) e (2,55), resp.ecti v ã m e n t e .

0 calor trocado torna-se

• ' 1/ K i ( 6 .) I i ( 6 . ) - I i ( 6 . ) Ki(B. )
Q = Bi/^. --- -----------5-----------Î----- (2.63)

KiÍB.,.) I o ( 6 b) + I i { 6 .̂ ) Ko(Bb)

0' r en di m en t o térmico da al.èta tra p ez oi d al ,  topo i s o 

lado, reduz-se de (2.58) ao que segue

1 1 K i ( 6 J I i (6u )-Ii ( 6 J K i (b J
-  = 1  --- -------- .. -----1----_b------ 1----- ^  (2.64)

l 6 (Utan2e)V2 Ki(Bpio(Bb)+Ii(B^)Ko(6b)

2Ç Caso) A l e t a .com c o nv e cç ão  no topo mo di f ic a da  para 

aleta com topo isolado. .

A m o d i f i c a ç ã o  consiste em ap licar o artifici o,  intro 

duzido por HARPER e BROWN [02], de a d i c i o na r  um au me n t o fictício 

de comprimen to  na aleta de modo que o au me nto na s up er fT cie da
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face da aletà compense o fictíci o isolam en to  do topo. A altura da

aleta corrigida, conforme HARPER e BROWN [02], para aleta trape-

zoidal , torna-se ’ ,

L'c = L + |- Rĵ  (2 .65)

assim, (2.65) ê utilizada diretamen te  na ex pressão  (2.14), re,sul_ 

tando

B = m . llc (2.66)

C o n s eq ü en te m en t e (2.49) t r a ns fo r ma - se

6,^ - (2.67)

A ex pressão (2.67) e ut il izada nas expressõ es  (2.53),

(2.54) e (2.55), ju ntamente com a co nd ição (2.59) e assim calcu- 

lam-se as expressõe s (2.62) - (2.64).

Os autores, KRAUS [51] e KERN e KRAUS [5 2 ], a p r e s e n 

tam- 0 estudo do c o m p o rt a me n to  térmico de aleta trapezoidal u n i c ^  

mente para aleta trapezoidal, com topo c o nv e c t i v o  modif i c ad a para 

topo i s o l a d o .

39 Caso) Aleta com perfil triangular.

Este é um caso parti c ul a r de aleta trapezoidal q u a n 

do a espessura no topo da aleta é nula. Para aleta tri an g u la r  , 

defi ne-se a;o rigem do sistema de c oorde na da s no topo da aleta , 

assim a altura de trun camento da aleta torna-se nula, c o n s e q ü e n 

temente , uti 1 izam-se as expre ss ões (2.28) - (2.30), resultando

K^ = 00 ' ( 2 .6 8 )

Logo, a expressão (2.45) reduz-se ao que segue

t a n e = - ^  . (2,69)
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Â  equação do semi-perfil da aleta torna-se

f(X) = ^  X (2.70)

C o ns e q ü e n t e m e n t e ,  para aleta triangu la r,  as expres - 

sões (2.49)jí (2,53), (2.54) e (2 .55) r ed uz em-se , respecti vãmente.

6y = 3 = const., p o i s X b  = 1 (2..71)

Bx = 26 x'̂ 2 0 < X < 1 ' (2.72)

■ 6^ = 26 ' (2.73)

6^ = 0 (2.74) 

Como a es pessura  do topo. da aleta e nula, a dm i te -s e

Yt = 0 (2.59)

C o n s e q ü en t em e nt e a d is tri bu i ção de te mperatura ao loji 

g’o da aleta triangular, reduz-se a

I o ( 6 y )
0(X) = -----(2.75)

Io ( 6 b )

■ 0 calor trocado pela aleta tr ia ng ular torna-se r;

1/ 11 ( B l )
Q = Bi . ----- ^  : (2f.76)

1 0( 6 ^  )

0 r en di mento térmico da aleta t r i a n g u l a r , reduz-se a

V| , 1  ------ (l.-n)
'' s (1+tan'c)
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A ex pressão a nterior  não concorda com KRAUS [51],pe- 

quação (3,4,8) e não concorda com KERN e KRAUS [523, equação (2.

18)» po1s estes pe squis a do r es  nao con'si de raram o au me nt o da s u 

perfície de troca té rm ic a  devido ao a'ngulo de abertura da aleta, 

pois eles ad m i ti r am  que

tan e = 0 (2.78)

Substi tu indo a ex p ressão  (2.78) em (2.77) e c o n s i d e 

rando (2.73), então obtém-se

(2.79)

KRAUS [52].

. 3 I o (23)

Que concorda p l en a me nt e  com KRAUS [51] e KERN e

2.4. kttta paAaboZlca com topo convcctZvo.

A aleta com perfil pa rabõ l ic o tem como c a r a c t e r T s t i - 

ca que a espessura da aleta varia segundo a equação de uma p a r á 

bola, ao longo da altura da aleta. A equação da parabo la  pode 

ser genérica. ,E usual anal isar per f is p ar ab ólicos côncavos e coji 

vexos, cujas parábolas são de se gu nd o  grau, c o nf or me KRAUS [51]; 

e KERN e KRAUS [52], Consid er e a aleta pa rabó l ic a  côncava t r u n c ^  

da* para incluir a convecção no topo, c o nf or me  FIGURA 10.
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A eq uação do semi-perfil ,da aleta, e dada por

y f(X) = ^  - (2.80)

Xt )  X á X(̂

Para aleta para bó l ic a , a equação de distribuiçãoi de 

temperatura ao longo da altura da aleta, redu z- se  (conforme APE^ 

DICE D) ã

X" d f _ e O O  ^ 2X '0(X) = 0 (2.81 ) 

d X d X ^

onde Bp é 0 pa râmetro adimensiona l de d es e m p e n h o  térmico

da aleta com perfil p arabóli co , de fi n id o  por

Bp = BX[^ (2.82)

onde B é 0 parâmetro .adimensional de de se m pe n ho  térmico

de. aleta com perfil reta ng ul ar

B = Bi'/^ K (2.14)

Bi = ^  ' (2.15)

(2.16)
b/2

A equação (2.81) é uma equaçã o difer en c ia l , h o m o g ê 

nea, segunda ordem, coe fi ci entes va rna ve i s,  cl a ss if icada como 

e q u a ç ã o d e E U L E R .

A solução de (2.81) com as co nd ições de contorno (2. 

17) e (2.18), conforme APÊNDICE D, re sulta

X X ^  + ôizX X*^'
0(X) = ------- --- Yi (2.83)

X X ^  + 5x,X Xf'
Y 2 b Y 1 D
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onde X = - + Y 2 X^^ (2;84)
Ï2 t t

X = ' - Yi xj^ (2.85)
Yi t t .

h . L

1 7 ^
Y2 = T T ^  (2-86)

h. .L •
Y. = . (2 .87)

6i = 1  (-1 + s f U Ü f )  (2.88)

Ô 2 = i  (-1 - ^/T74Î^) = - l  (1 -+ n/T+46?) (2.89)

01^ y  (2.90)

Conhecida a d i s tr i bu i çã o de te mpe ra t ur a  ao longo da

aleta, pode-se calcular o calor trocado pela aleta, de (2.19.) e

(2.83), conforme AP EN DI CE D, resulta

«1 X xfi'* + X X?2"
Q = -------- l i — í ------------- n _ _ í : —  (2..31)

" Xy 2 Xy . -

,'Conhecidp 0 calor trocado pela aleta, pode-se c a l c u 

lar a eficiência da aleta. D e ( 2 . 2 1 ) v e  (2.91), conforme APÊN DI CE  

D, resulta

[ ---- ] (2.92)

K. Y2 b Yi b
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■L* é 0 co m pr i m e n t o  do arco de pa ra bola, m edido ' a o  

longo do perfil da alíeta, defini do  por (5.1160.

 ̂Casos paKt la al ah d S de alzta p a A a b Õ l l c a  côncava.  !

19 Caso) Aleta pa rab ól i ca  com topo isolado.

Para cons id er ar topo isolado, basta admitir  que- o 

coeficiente de tr ansfe r en c ia  de calor por c on vecção no topo da a_ 

leta é nulo.

Assim (2.86) e (2.87), red uz e m- se  ao que segue

Yi = Y2 = 0 (2.93)

Co ns e q ü e n t e m e n t e  (2.84) e (2.85), tornam-se

X ■ = - ' (2.94) 
Yi t

= X^' ■' (2.95)

Assim a di st ri b ui ç ão  de t e mp e ra t ur a na a l e t a f i c a

Xf^ . X^i - Ô12 x^-^ X*̂ '
0(X) = - i— -------- ^ -----  (2.96)

At Ò12

0 calor trocado pela aleta e dado por

Q . A l  t :! b ____ A _ _  (2.97)

K yÔ2  ̂ Y<Si W ô 1 " ̂  v52 
^t ^ b  ■ ^t - b

0 rendime nt o térmico da aleta to rn a -s e
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= | f  p  Q ■ (2-98)

onde L* é d efinido  por (5,116). :

20 Caso: Aleta parabó l i ca  completa.

Neste caso, a espessur a no topo e nula, c o n s e q ü e n t e 

mente, uti lizam-se  as expre ss ões (2.28) - (2.30). Assim (2.82) 

reduz-se ao que segue

Bp = 6 . (2.99)

A dis t r ib ui ç ão  de tempera'tur a , na aleta é dada por -

0(X) = (2.100)

0 calor trocado pela aleta torna-se

Q = ^  (2.101)

0 rendimento térmico da aleta r e d u z - s e a o  que segue

■V|_ = | r  • ^  Q = { >  . | f  (2-102)

2.5. Caton. trocado pelo domZn-io de. uma aleta.

0 domínio de uma aleta constitui a aleta p r o p r i a m e n 

te dita mais a super fTcie da parede primária onde a aleta está 

montada, conforme a FIGURA 11.
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hf «Too

FIGURA 11 - DomTnio de uma aleta genérica,

Como usua lm en te somente To e sao conhecidos ou

cilmente me nsuráve is , aplica-se o c onceito  de re sistência t é r m i 

ca, conforme KREITH [48 ] e HEGGS e STONES [33], ao domTnio de u- 

ma aleta, para obter a e xp r es sã o do c a l o r - t r o c a d o .

No caso de paredes planas com a 1etas 1on gi tudinai s , 

0 calor trocado por domTnio de aleta é dado por r

q = (To - Too) .£[-
h i d

+
e

]“' (2.103)

onde hi e h sao c o ef i ci en te s de tr a ns fere nc ia  de calor
P _ -

por co n vecção na face nao aletada e na p a r e 

de primária entre as aletas, respectivamente, 

kp é a c o n d u t iv i da de  térmica do material da p a 

rede onde estão m o nt ad as as aletas.
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d e S são 0 domTnio de uma aleta e o e sp aç a m e n t o  rer̂  

: tre as al etas , respecti vamente » conforme a

> GURA 10.

■q e uma ex pr essão para 0 calor trocado pela arle

' ta , que depende da geo metria da aleta, definj^

do por

No caso de parede c il Tndrica com aletas 1ongitudinais, 

0 calor trocado por domTnio de aleta é .dado por

q = (T. - T.). .
1 c-, p Cg T ■

(2.105)
hp s + c.

onde dp. e d^ sao os domTnios c ir cu n fe r en c ia is  interno e1 Cg •
e x t e r n o , definidos , r e s p e c t iv a me n te ,  por 

2-ÎT r . ■ ■
^ (2.106)

2 tt r
dc^ . ------e ( 2 . 1 0 7 )

® : N ■

N é 0 número de aletas 1 orig i tud ima i s monta

das naí s üp e rf Tc i e c ilTndri ca  externa, e

r • e r são os raios interno e externo da superfT 
1 e

cie ciiTndri ca .



c a p Tt u l o  t t j

CRÍTiPíOS PARA O T I M I Z A Ç Ã O  PE A L E T A S  LONGJ TilVL MAIS

3.1. J ntAodução a td.oH.la .de. o timização de. aletas.

0 obj e ti v o é d et e rm i na r  a geometria da aleta que p e r 

mite a máxima tr an sf erênci a de calor, c o n di c io n ad a a de t er mi nadas 

restrições geométric as , f 1u i d o di n ám i ca s  ou co ns t r ut i va s  .

Os pçirâmetros básicos que d et e r m i n a m  0 c o m p or t am e nt o  

térmico de aletas são:

a) co n d ut i vi d ad e térmica do material da aleta.

b) coefi ci e nt e  de t r a n s fe rê n ci a  de calor por convec - 

ção no fluido que troca calor com a aleta.

c) te mper at ur a na base da aleta.

d) geometria da aleta.

e) dimensões g eo mé tricas da aleta.

Os três primeiros par âm et ros não perm item impor res - 

trições de máximos e mínimos, pois um increme nt o em qual q u e n r d e s 

tes parâmetros implicará em au me nto na q u a nt i da d e global de calor 

t r o c a d o .

Os parâmetros de perfil :e di mensões g eo mé tricas permj_ 

tem otimizar a troca de calor na aleta em relaçã o ã área do - p e r 

fil, ou seja, em relação ao peso, massa ou qu anti d ad e  de 'material 

que deve-se utilizar para c o n s t r u i r á  aleta.

C on s iderand o o alto custo dos ma t er i ai s utili za dos em 

trocadores de calor, e co nv en ie n te  c on struir o equi p am en t o de mo-
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do a exigir ‘a mTnima q u an t id ad e  de ma te rial, ou seja, o m Tnim o pe^ 

s o .

'A oti mi z aç ão  da aleta e m/ re l a ç ã o  peso, ou area doi; pe^ 

fil, é um método consagrado, que f oi M  n troduz i do por SC HM ID T :[04], 

e atual mente ainda é o único método  usual de o t im iz ar aletas , co_n 

forme revisão de literatura. f

0 método con siste em es c re v er  a d e q u a d a m e n t e  a e x p r e s 

são do calor trocado pela aleta e de t er m i n a r  pontos de máximo s ou 

mTnimos através de derivadas.

A procura de má ximos no f l u x o d e  calor, c o n d i c i o n a d o  

ã restrições nos parâm etros térmicos e ge omé tr i co s  ger al m e nt e  im

plica que são ad mitidos constantes:

-i ) peso ou ãrea de perfil da aleta

Ap = c o n s t . (3.1)

ii) coef i ci e nt e  de t ra n sf e r ê n c i a  de calor por c o nv e cç ão  

h = çonst- (3.2)

iii )' c o n d u t iv i da de  térmica do material

. k = c o n s t . (3.3)

iv) d i f e r e n ç a d e t e m p e r a t u r a n a b a s e d a a l e t a

* 0^ = c o n s t . (3.4)

'Para uma aleta genérica a ãrea do perfil da aleta é 

calculada por ;

k = 2 f(X) dx (3.5)
P w

%

onde f(X) é a eq uação do s e m i - p e r f i l d a  aleta.
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3.2. analZtZc.cs çte. al e ta  A e t a n g u l a A  com t o 

po Z ò o l a d o .

0 calor trocado pela alet'a r e ta n gu la r  com topo is-ola- 

do é dado por •

Q = B i’'̂2 tanh 6 (2.39)

l . Î : 1 l. ■ Ottmtzaçao pan.a ntlmeAo de . Biot constante.  .

A procura de má xim o, quanto a v a r i ã v e l B p a r a  número 

de Biot constante, sem considerar, a restrição (3.1). Deriva nd o

(2.39) em relação a B e ig ualando a izero , tem-se

dQ _ d

de gi dB
(Bi tanh b ) = 0 (3.6)

Bi

Efetuando a de ri vação indicada na e xp r es sã o acima

cosh^ B

cuja. solução em B é ,

B = 00 / (3,8)

Co nsider an do  as exp re s sõ es  (2.14), (2.15) e (2,16), 

tem-se •

. . B oo K L- -> «> (3.9)

S ub st it uindo a e xp ressão (3.9) na exp re ssão (2.39) tem 

- s e q u e o p o n t o d e m á x i m o c o r r e s p o n d e a

Q = Bi ’̂2 (3.10)
mx
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Da ex pres sã o (3.9) concluíi-se que, para número de |iot 

constante, o''mãximo calor trocado c or re s po n de  ã aleta de ait,ura 

infinita ou áazão de As pecto infinita?,ou p ar âm etro adimensi on al  de 

d esempenho térmico infinito, e cujo víalor ë dado pela expre ss ão  

(3.10).

3,2.2. Ot im iz aç ã o paAa a Z tu Aa  constante..

Procura de mã xi mo quanto a e sp es sura da aleta, sem con 

siderar a re strição (3.1). Derivan do  a ex p re ss ão (2.39) em r e l a 

ção a variável b, e u t il i z a n d o - s e  as expr es s õe s  (2.12), (2.14) , 

(2.15) e (2.16) em ( 2.39 ) , ma nt id a co ns tante a altura da a l e t a  , 

tem-se :

db
L = const.

[ - / I F ' .  t a n h í / I ^ L ) ]  
db 2k bk

0 (3.,ir)

L

Efetuando a d e ri vação acima e ag ru pando c o nv e n i e n t e  - 

m e n t e , resulta

2g - senh 23 = 0

Cuja solução real e

3 = 0 (3.12)

"C on si derando a s e x p r e s s õ e s  (2.14), (2.15) e (2.16) ,

tem-se

, 6 ^ 0  -> K ^ 0 - b ^ 0 (3. 13)

Su bs t i tu i nd o a e xp re s sã o  (3.13) na e x pressão  (2.39) , 

tem-se que o ponto não e um mãximo, mas sim um mTni m o  no calor tro 

cado , poi s ■

= Bi tanh 0 = 0, (3.14)
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Da expressão (3,13) conc1iui-se que para altura da v,a1e 

ta constante,! o mín im o calor trocado pela aleta corre s p on de  ã ial£ 

ta de espessura nula ou Razão de Aspe,cto nula ou Pa râmetro Adimeni 

sional de De sempenho Térmico nulo, e <cujo valor é dado pela . e x 

pressão ( 3 . 1 4 ) . ■ í' •

3.2.3. Otimização pan.a aJtea do pe.A^11 constante.

Procura de m á x i m o  quanto â altura da a l e t a , co ns ide ■ 

rando a restrição de que a área do perfil da aleta é consta nte.

A área do perfil de uma aleta r et a ng u la r  e ca lc ulada 

u t il iz ando-s e a expressã o (3.5) e a equação (2.23) e resulta

A p - = b L . ■ (3. 15)

Su bs t it ui nd o a ex pressão ' (3 .'1 5 ) nas e xp ressões (2.15) 

e . (2 . 1 2  ), tem-se

hA„ hA„ ■ .
Bi = — P = _ P  L"' (3.16)

2kL 2k

■3 = (ih_)V2 1 %   ̂ . (3,18)

kAp

tem-se

S u bs t it u in d o as expres s õ es  (3.16) e (3.18) em (2.39),

Q = (!!^)'/2 tanh [(-— )'/2 . (3.19)
2k kAp
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pèrivando a ex p r es sã o  (3.19) em relação ã altura da/a- 

leta, mentido constante a ãrea do perfil da aleta, tem-se f

dQ

dL

kA 2
— ----------------- = 0- (3.20)

cosh^ B

E f e t u a n d o’as’ sim p lif i ca ç õe s .ex.pressao acima , resul

ta

senh B cosh 3 - 3  (- . l ~

•

Utilizando as expres sõ es  (2.12) e (2.14) e m u l t i p l i  -

cando por 2^

2 senh 3 cosh 3- 6 . 3 = 0

Assim, resulta a eq ua çã o de otimi za ç ão

senh 23 - 63 = 0 (3.21 )

A equação de o t im i za ç ão  (3,21) admite duas soluções , 

obtidas por método numérico, que são:,

31 = 1 ,41 9223 • (3.22)

32 = 0 • (3.23)
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Analis e das soluções: Ar 7

Das expressões  (3,13) e (i3.14) conclu i -s e  que a SjOlu- 

ção (3.23) está associada com um ponto de m í ni mo  no calor tro cado, 

logo não e uma solução sa ti s fa t ór i a,  e assim não leva a um Ó t i m o  

no calor t r o c a d o .

A solução (3.22) foi obtida inicia 1 mente por SC HMI DT 

[04], em 1926, e tambÕm e citada por autores como KERN e KRAUS 

[52]  ̂ JACOB [49] e outros, conforme re visão da 1 i teratu r a , e co_r 

responde a um ótimo, isto é, haverá máxima t r a ns f er ê nc i a de calor 

para aleta com topo isolado sempre que 3 = 6 o:|- = 1 ,41 9223.

. Su b st it uindo a solução (3.,22) em (3.18), tem-se

o h 1 / 3/

6 0 , = 1 .'ligzas . m Lo,. = Lo, (3.24)

E x pl i ci ta ndo a altura, tejn-se a altura da aleta otimj^ 

z a d a , dada por •

A 1

Lo. = 1 ,26289 (-£ . -) (3,25)
V  2 h

S ub st it uindo a ex pr essão (3.25) na e xp r es s ão  (3 .15 ) e 

e xp li ci tando a espessura, tem-se a es p essur a da aleta otimizad a , 

dada por

bot = 0 ,79183 (Ap2 (3.26)

Su bstitu in do  a solução (3.22) na expre ss ão  (2.39), 

tem-se que 0 calor trocado por aleta o ti m iz ad a ê dado por

Qo^ = 0,88944 Bi'/^ - . (3.27)

Sub sti tu in do a solução (3 . 22 ) na ex p r es sã o  (2.38), 

tém-se que a te mp e ra tu r a ad i me n s i o n a l  no topo da a 1 eta ot im izada 

é dada por
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Das exp ressões (3.28), (2^5) e (2.38) c on c lu i -s e ique 

bastam apenas--' duas med ições de t e mp e r a t u r a  na aleta (uma no topo 

e outra na base da aleta) e co nh e ce r  a t e mp e ra t ur a de refer ên cia 

no fl ui do-Tco,- para veri f i car-se de uma aleta estã op er a nd o em^coji 

dições otimizadas.

Su b st i tu i nd o  a s o 1ução (3,22) na e xp r es s ão  (2.40), tem 

-se que o re ndimento térmico da aleta ot im izada é dada por

= 0,45706 , (3,28)

0^ = 0,62671 • (3.29)

Das expre ss õe s (3.29) e (2.40) c o nc lu i -s e  que uma a l £  

tã operando em condições otimiz ad as  tem re nd im en t o térmico muito 

me nor que a unidade^ d e m o n s t r a n d o  que é falsa a idéia c or re nt e que 

a aleta isotérmica troca máxima q u a nt i da d e de calor pois tem r e n 

dimento té rm ico unitário. Isto pode ser v er i fi c a d o  c om p ar a nd o as 

expressões (2.21) e (2.40), Se o rendim e n to  térmi co  da aleta for 

unitário, e n t ã o :

-Vn = —  = = 1  tanh 3 = 6
t qi g

cuja única solução real é 3 = 0.

Mas, segundo as expr es s õ es  (3 „ 12) , (3,13) e (3,140 i^ 

to implica em um mTn im o no caTor troc ado, logo a aleta que tem 

rendim ento térmico unitário, e c o n s e q ü e n t e m e n t e  é isotérmica,.: não 

t r o c a c a l o r c o m o f l u i d o r e f r i g e r a n t e d a a l e t a .

Conclusão; para aleta o perar em condições ot im iz adas, 

ela não pode ser isotérmica, mas sim deve ter um gr a dient e Ótimo 

de temperatura ao longo da altura da aleta.

S u bs t it ui ndo as e xpressõ es  (3,16), ( 3 , 2 2 ) , ( 3 . 2 5 )  e 

(2,35) na ex pr es sã o (2.39) e e x p l i c i t a n d o  , tem-se
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0,50425

k Zdu
(3/. 30)

Esta express ão  e m u i to  impo rtante, pois espec if i Q:ada 

a qu antidade ■ de calor que se deseja que uma aleta troque, pod-e-se 

determinar a area do perfil que devera ter a aleta e c o n s e q ü e n t e 

mente, d im ensionar  a aleta para ope ra r  em condições otimizadas.

A seguir são apre se n ta d as  analises de gráficos:

A FIGURA 12 mostra o grafico do cálor ad im en sional tro 

cado por uma aleta re ta ng ul a r de topo isolado, para di v e rs o s n ú m e  

ros de Biot, em função da r a z ã o  de aspecto da aleta. Para “razão 

de aspecto muito pequena o calor trocado pela aleta é nulo, eonfor 

me previsto na exp ressão (3.14). Para razão de aspecto muito e l e 

vada 0 calor trocado pela aleta e co ns ta nte e s5 de pende do n ú m e 

ro de Biot, conforme previsto pela ex p re s sã o (3.10). A so lução da 

equação d.e o ti mização e mostrada na curva t racejad a,  co nf orme e x 

pressão (3.27 ). Observa-se que não existe mãx im o relativo no c a 

lor trocado pois neste caso tem-se que o número de Biot é constaji 

te, mas a ãrea do perfil da aleta e variável.

FIGURA 12 - Calor trocado por uma aleta retangular com topo isolado,
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6'onforme m os trado no prese nt e capTtulo, e possível 

otimizar aleta se for ut il izado o cri tério de ma nt er constante: a 

área do perfll da aleta. A FIGURA V3>mostra algumas aletas r e t a n 

gulares com d respe c ti v o valor da raz;ão de aspecto, ma n ti d o c o n s 

tante a areando perfil da aleta, com o o bj et iv o de fo rn e ce r  :uma 

vi s u ai i za çã o ' p r ã t i c a  da faixa ab r angida  pela razão de aspecto ; das 

aletas usuais. ;

0,5

D C

\ 2 10 15 25 60 110 250

K

FIGURA 13 - V a r i a ç ã o  da razao de aspecto, mantida a area 
do perfil constante.

*A FIGURA 14 , mostra o grafi co  do calor trocado por a- 

leta retangular de topo isolado, quando c o ns i d e r a - s e  a ârea do 

perfil constante. 0 mesmo foi obtido ;fixando-se todas as va ri áveis 

do problema, exceto a es pessura da aleta, ã qual foi a t r i b uí d o um 

valor inicial e um i nc re mento finito e cuja variação foi u t i l i z a 

da para const ru ir  o gráfico. Utili zada a equação (3.15) na eq:uação

(3,19) obs erva-se que os pontos de m áximo estão c l a ra m en te  evidejn 

ciados. Unindo-se os pontos de má xi mos tem-se a solução da eq.ua - 

ção de otimização, conforme exp re s sã o  (3,22). C o ns ta t a- s e no g r á 

fico q u e .a um entando  o c o ef i ci e nt e de t r a n s fe rê n ci a  de calor por
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convecção, os pontos de ntaximo tendeni- aos menores valores da R a 

zão de aspecto; e que o calor adimen sional trocado pela aleta itam 

bem aumenta p r o po rc i on a lm e nt e.  A solujção da equaç ão  de otimiza;ção 

é mostrada na curva trac ej ad a, conforjme ex p r es sã o  (3.22). ;;

lU lU lU lU

FIGURA 14 - Calor trocado por' aleta retangular■ com topo isolado, A^ =

Na FIGURA 15, tem-se o gr afico da d i s t r i b u i ç ã o  de tem 

peratura ao longo da altura da aleta re t an gu l ar  de topo isolado , 

desta ca nd o uma aleta o t i m i z a d a , m o s t r a n d o  que para haver maxima 

tr an sf erência  de. calor ê n ec e ss á ri o  haver um gradien te  Ótimo ; cie 

temperatura ao longo da altura da aleta, e que a t em p er a tu r a a d i 

mensional no topo da aleta ê dada pela e xp r es s ão  (3.28) se a a l e 

ta opera em condições o ti mi zadas . Se , a aleta for isotérmica, e n 

tão a temperatura da base é .igual a tem pe ratura do topo e então 

6 = 0, logo a aleta não troca cal o r , apesar de ter rendimento, t é r  

mi co uni tãri 0 ; neste caso a troca de calor na aleta é limitada pê  

lo coefic ie nt e de convecção. Se houver uma grande diferença de tem 

peratura entre a base e o topo da aleta, então 3 >> 1 e o rendi - 

mento térmico tende a zero; neste caso a troca de calor é l i m i t a 

da pela co nd uti vi d ad e  térmica da aleta.
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FIGURA 15 - Distribuição de temperatura ao longo da altura para 
aleta retangular com topo isolado.

3,3, Õtyim^z(LQ.ão analZtÃ-cci de a Ze t a A e t a n g u l a A  com t o 

po con\i2.ç.tl\>o.

A otimi z a çã o de aletas com topo isolado tem sido e- 

x austiv ãm en te estudada, mas a ot i mi z a ç ã o  de aletas com topo con- 

ve-ctivo não ê citada nos livros que foram co n sultad os , conforme 

revisão da literatura, 0 autor desta pesqui sa  acredita que a oti_ 

mização de aletas com topo c o nv e ct i vo  não tem sido ques t io na d a 

devido ao fato que a ut iliz a çã o da a p r o x i m a ç ã o  de HARPER e BR.OWN 

[02] de a u me nt ar 0 comprime nt o da aleta e utiliza r fictTcio i s o 

lamento do topo, j u nt am e nt e  com a teoria de o t im i za ç ão  de aleta 

com topo isolado, pode reso lver de modo s at i sf a t ó r i o  os problemas 

de d i m e n s i o na m en to  de aletas..

No presente trabalh o e dado ênfase ã influencia do to 

po sobre o c om p or ta mento térmic o de aletas convec tivas. A p es ar  da 

pequena area de troca térmica do topo da aleta, quando compar^ada 

ã ãrea de troca térmica da face da aleta, algumas con clusões im

portantes sobre o co mporta me n to  teorico das aletas s ã o - o b t i d a s ,

A aleta conve ctiva segundo o modelo topo isolado p o 

de ser otimizada sem restrições q uanto a limites no calor troca-
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do ou na Kc\z.ão de aspectOj, bastando que o p a râmetr o ad imensional 

de d es em penho térmico da aleta seja igual a 1,4192 para se ter 

condições de maxima tr an sfe rê n ci a  de cãlor.

0 t rabal ho  experimental d e ' S T A C H I E W I C Z  [16] mo strou 

que 0 c oe fi ciente  de co nvecção na região do topo da aleta Õ apro 

xi ma da me nte 1,35 vezes o c o ef ic i en t e medio de c on v ec çã o na face 

da aleta. Este fato mo ti vo u a real izaçao do prese nt e trabal ho sô  

bre a influencia do topo no c o m p o r t a m e n t o  térmico da aleta.

0 calor trocado pela aleta r et a ng ul a r de topo c o n y e £  

ti vo , é dado por .

Q = Bi4 Vs y+ tanh B .

1+Y tanh B
(2.34)

3 , 3. Î. Oí^m-czaçao pafia nãmzfio do, BÃ.ot conótantí.

Procura de máx im o quanto a altura da aleta, para n ú 

mero de Biot constante, sem c on s id e r a r  a r es t ri çã o  (3.1). Derivaji 

do a expressão (2.34) em relação a L e ig ualando a zero, tem-se

dL Bi

_d Va Y + tanh 

dL 1+Y tanh 6 Bi

(3.31)

Efetuando a de r iv a ça o  indicada resulta

dB

(1+Y tanh B)

Da expressão (2.32) tem-se

(1 + Y tanh 6)
- 2

(3:32)

(R. Bi ̂ 2̂ ) . 0 

dL dL ^
(3.33)
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pois, e Br são constantes.

Ûa e x p r e ss ã o (2.14) tem-se

4 ^ = —  (m L) = ni = const. {3.'34)
dL dL

S ub s tituind o as ex pr e ss õ es  (3.33) e (3.34) em (3.32) 

e fazendo as s i m p l i f i c a ç õ e s , r e s u l t a

(1 y M  m. ----- -̂----  = 0  (3.35)
C O S  3

SoTuções possíveis;

1 9 ) Para 3 ^

Consultar  as ex pre ss õ es  (3.9) e (3.10).

29) Para Y = -15

Exclui-se esta salução, pois não tem sentido fí-

s 1 c o .

39) Para y = 1 , (3.36)

0 nume ra do r e 0 d e n o m i n a d o r  da ex p ressão (2.34)

são iguais, as si m a  expr es sã o torna-s’e; indep e nd e nt e  de L, ou de

K, e 0 calor trocado, para y = 1 , resulta

Y = 1

O bs e rv a- s e que nos passos i n te rm ed iários  desta dedu - 

ção des aparece u a variável in d ep endente L, assim c onclui-s e que a 

quantidade de calor trocado pela aVeta não depende do comp r i me nt o  

da a l e t a ,'isto sugere f i s ic am e nt e  que a aleta compo r ta - se  de modo 

supérfluo, visto que para qual quer c o m p r i m e n t o  a aleta troca s e m 

pre a mesma q uantida de  de calor', logo e va n t ag em  u tiliza r a aleta 

de altura nula,, ou seja não util iz ar aleta quando Y = 1-
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Q o n s 1 derando que e usual a d m it i r que o c o ef i c i e n t e  de

conve cção n o , topo e iguaT ao da face da aleta, assim (2.33) t o r n ^  

-se

Rĵ  = 1 (3.37)

S u bs t it ui ndo (3,37) em (2.32), tem-se

Y = 1 -> Bi = 1 (3.38)

Su bs t i tu i nd o (3.38) em (3.10), resulta

= 1 (3.39) •

Para Y - 1s tem-se Q = 1 e a aleta troca uma quanti - 

dade de calor que independe das dimensões da aleta e cujo valor é 

e xa ta mente igual ao calor' trocado pela parede, ou seja, pela a l e 

ta de altura nula. Assim^ co nc lui-se

Y ^ 1 ^ Q = r  Bi' = 1 - ^ ^ = 1  (3.40)

A co nclusão (3.40) foi obtida in icialm en te  por AVRAMI 

e LITTLE [08], em 1942, que j u l g a ra m  ser esta uma cond iç ão o t i m i 

zada. Tal que e chamada por autores conio JAKOB [49], SC HM E ID E R 

[27] e outros como o "ótimo numero de NUSSELT" da aleta (que é 

i n a p r o p r i a d o , visto que o pa r â me t ro  em questão é o número de Biot 

e não 0 n ú m e r o d e  NU SSELT),  e além do mais, para y = 1  tem-se que 

a aleta troca a mesma quanti da de  de calor que a parede sem aletas, 

logo a aleta funciona de modo supérf l u o,  e isto implica que não é 

vantagem u t i 1 izar aletas nestas circu ns tâ ncias.

Con si d er a nd o  agora a 5a .h ip ót e se  a pr es entada  no 29 c^ 

pTtulo do presente tra balho e c o n s i d e r a n d o  as conclus õe s de CRANKE 

e PARKER [ 30] conforme revi são da 1 i t e r a t u r a , c on s id e r e - s e  o caso 

quando o número de Biot ê m u i t o .p e q u e n o , isto e

Bi << 1 (3.41)



S u bs t it ui ndo a e x p r e s s ã o  (3.41 ) em (2.32), tem-se'

Y << 1 (3.42)

S ub s tituind o (3.41) em (2.15),' tem-se

: ^  -  1

ou ag rupando  c o n v e n i e n t e m e n t e

h << ^  (3.43)

A ex p ressS o acima ê re co m en da d a por autores como JA- 

KOB [49], SCHMEIDER [27], KRAUS [51], KERN e KRAUS [52] e outros 

como critério para utilizaçao de aletas, isto é, uma aleta sõ e£ 

tara atuando cor r et a me n te  se satisfiz.er a relação (3.43).

Do exposto acima, pe rmite inferir que:

Se para y = 1 nao existe v a n t a g e m  em uti lizar aletas, 

e se para Y < 1 e re co me n da d o a u t i li za ç ão  de aletas, então para 

Y .> 1 sõ pode ser d es v antaj os o u t il iz ar  aleta. Assjm, conclui-se:

Y = 1 Bi = 1 é indif er en te uti 1 i zar al etas (3.44)

Y < 1-^ Bi < 1 é  v a n ta ge m  util izar aletas (3.45)

^  • •• .Vr,
Y > 1 Bi > 1 é d e s v a n t a g e m  utiliz ar  aletas (3,46)

5 . 3 . 2 ,  Otlmlzdçao pan.a Rn^za do peJc^Zlcünò tante..

19 MEtodo d z O t lm lz a ç a o :

Procura de máximo po calor trocado, quanto a espessu^ 

ra da aleta, condicionada ã ãrea do perfil constante.

64
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D caTor trocado peTa aleta re tang u la r com topo co nv ec - 

tivo ê dado por

^  ^ g.y, _ Y £ _ U n h _ B  (2.34) 

1+Y tanh 3

■ E a ãrea do perfil da aleta r e ta n gu l ar  e dada por

Ap = b.L (3.15) 

Substitu in do  (3.15) em (2.14)» tem-se

B = (^)'/^ . Ap . b "'/2 (3.47)

Substituind o (2.15) em (2,32) e ag ru pa n do  a d e q u a d a m e n 

te , tem-se

Y . ( ^ ) ' ^ ^ .  b'/̂  (3,48)

tem-se

De rivando a expressão (2.34) em relação a es p e ss u ra  ,

. dY , 1 dB
^ 1  = _ ^ ( B i )̂'̂2 Y + tanh. 3 , cosh^g BF

d b L  db 1+Y tanh B 1 + y tanh B

%

1/ tanh B + Y
+ B i / ^  (Y+tanh B).(-1) = o

( 1 + Y  tanh B )̂

(3.49)

Derivando (2.15) em relaçao a espessura

1 , h,'4 ' 1 V m l ‘4 M
— -cTB--- = ?  • l’ ' =



P er i va nd o  (3.48) em peUçê(o espessu.pa 

Derivando  (3.47) em relação a e s pe ss ur a
’ •' >.

1  “ ) e <3-62)

S ub s tituind o as e xp r es s õe s  (3.50), (3.51) e (3.52) em

(3.49) e ef etuando as s i mp li f i c a ç õ e s ,  tem-se

s. '

2^ , tanh e- . l U L l ä n M l ( t a „ h  ß- ---- )=0

cosh^ ß (1+Y tanh ß) cosh^ ß

(3.53)

Multiplicando por (1+y tanh ß), ope rando os parênt e-  

sesi ef etuando  as simplif i c aç õe s  e a g rupand o c o n v e n i e n t e m e n t e ^  rê  

sul ta

y 2 (tanh ß - — — ) + 2 y + (tanh ß- — ----- ) = 0
c o s h ^ ß  c o s h ^ ß

(3.54)

M u lt i p l i c a n d o  por 2 e u t i li za n do  a identidade

2 s e n h ß c 0 s h 3 = s e n h 2 ß , 

tem-se a equação de o timizaç ão

y^(senh 2ß + 6 ß) + 4y cosh^ß + (sen.hß - 6 ß) = 0

(3.55)

Definindo  uma função au xiliar como

66

(}) = s e n h 2 ß - 6 ß  (3.55)
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e utilizaíido a e x p r e s sã o (3.56) em (S.SS), resulta ;

y 2 [ |  senh 23 - 1] + y [ |  c.osh" 6] + 1 = 0  (3.57)

Os valores de 6 e y Que s a ti s f a z e m  a equação de o t i 

mi zação são, parâmetros o t i m i z a d o s .

A exp re ss ão (3.57) e uma eq ua ção do segundo grau em 

Y, que pode ser resolvida por

A y  ̂ + By + 1 = 0 ■ (3.58)

S o l u ç ã o :

, -B ± /B 2 - 4A /o
Y 1 2 ' = -------- --------  (3.59)

2A

onde: A = - ^ s e n h 2 B - 1  • (3.60)

B = X  cosh^ 6 (3.61 )

0 pr oc e di me n to  para obter raÍzes da equação de otim_i 

zãção é muito simples: arb it r a- se  um valor para B e  subs t it u i- s e 

nas expressões (3.56), (3.60) e (3.61) e ca lc ul a m- se  as raTzes £  

través de (3,59), obtendo yi e y 2 - Uma raiz tem sinal negativo , 

assim des pr ez a-se y < 0 por não ter sentido físico no problema; 

y i 2̂ > 0 é id entificado como y.

Um programa para cal c ul ad o ra s  portáteis, escrito em 

ling uagem AOS (para calc u la do r a Texas-59) foi elabor ad o para,;ob- 

ter os valores (3 , y) que s at i s f a z e m  a equação (3.57).

Os valores (6 , y) estão lançados no gráfico da F I G U 

RA 16. Observa -s e no gráfico que o as pe cto da curva é o de uma 

p a r á b o l a d o 2 9 grau, d e a c o r d o  com a e q u a ç ã o  (3,53). Para. y = 0 ,  

então recai-se no modelo topo isolado, e obser v a -s e que existem 

duas soluções em B, uma re sultan do  = 1,4192 que está a s s o c i ^  

do com pontos de máx imo no calor trocado, e outra solução 

que está ass ociada com pontos de mTnimo  no calor trocado. Di st o 
conclu i-se que o ramo superior da curva está ass ociado com p o n 
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tos de máx im os  e que o ramo infertop da curva esta a s s o c ia d o com 

pontos de mínim o no calor trocado. O bs e r v a - s e  t a m b e m  no gr afico 

que 5 medida que o topo tem grande imp‘õ r t â n c i a , então y > 0 » e 

que a equação de o ti mi zação (3.57) sõ admite solução em 3 se y 

estiver co mp r ee nd ido na faixa •

0 Y 0 ,305 (3.62)

Isto ê, existe um limite no pa râ me tro de co n v ec ç ão  do 

topo da aleta, dado por

y,. = 0 , 3 0 5  
. 1 im ’

FIGURA 16 - RaTzes da equação de otimizaçao dê aleta retangular com 
topo convectivo. '

Se y for super io r a então a equação de õ t i m i z ^

ção (3 .5 7 ) não admite nenhuma raiz real, logo, a aleta não pode 

ser otimi z a d a .
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Se Y for igual a entao

■ ' . . ' ■ ' ‘''í '

Y=Y-|^^= 0 ,305 -> 3 = 0,570 (3 .63 )

E conclu i- se  que c o r r e s p o n d e  a •um ponto onde ocorre 

si mul t an e am en t e mãxim o e mTnimo, logo, este ponto s5 pode ser um 

ponto de inflexão na curva do calor trocado. ' ■

Se Y ■for menor que Y-|-jn̂  então oc orrem dois cados di^

tintos:

. A  faixa sup er io r do grafico, c o rr es p o n d e n t e  aos po£ 

tos de máximos relativos no ca 1 or troca do e estã na faixa

■= s S B.J = 1 ,4192 (3 .64)

. A faixa inferior do grafico, c o r r e s p o n d e n t e  aos pon^ 

tos de mTnimos relativos no calor trocado e está na faixa

■ 0  ̂ 6„.„ = 0.570 (3 .65)

Como 0 objetivo de otim iz ar aletas e d e te r m i n a r  as coji

dições que m a x i m i za m  a troca de calor em aletas, então a faixa que

realmente interessa nas aplicações praticas é a faixa superior  do 

grafico da FIGURA 16.

Como 0 número de Biot e um pa râ me tro muito útil na a-

nãlise de aletas, e i n te r es sa nt e co nh ec er a i nt e r- li gação entre o

limite de otimi za çã o através de Y-]^^ e o limite de o t im i za ç ão  a-

través de B i , . . '
n  m

Da ex pr essão (3.63) e de (2,32) e ut i li z an d o (3.37) , 

ve ri fi ca -se i

= '• 8 ' Í Í  = “ ’ 306 (3 .66)

L o g o ,
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Cjomo a aleta s5 pode ser otimi zada se y <  Yi.jp, en tã o 

Bi.t< Í090

Bio^ < 0 , 1  (3 .6 7)

Conclusão: uma aleta so poderá estar operan do  em c o n 

dições otimizadas se 0 numero de Biot da aleta for menor que 0,1.
a-

Uma restrição e q uivale nt e a (3.67) foi int roduzida  por 

CRANK e PARKER [30] e outra por LAU e TAN [31], que a f i r m a r a m  que 

para número de Biot menor que 0,1, as fo rmul aç õe s un idim e ns i on a l 

e bidimensional dão a p r o x i m ad a me n te  0 mesmo resultado no calor tro^ 

cado.

C on hecido os valores yo.|. que m a x i m i z a m  0 calor

trocado pela aleta, calcu la m- se os outros parâmetros  da aleta.Sub£ 

t i t u n d o B o . ( - e m ( 3 . 1 8 ) t e m - s e

ou 1/  3/

E xp l icitand o a altura tem-se a altura da aleta o t i m i 

zada , dada por

Lo.^

Su bs ti tuindo a ex pr essão (3.68) na e x pr e ss ã o (3.15) e 

explicit an do  a espessura, tem-se a es pe ss ur a da aleta o t i m i z ad a  , 

dada por

boa. = — ---'27~(^n^ ~1<~̂  (3.69)

,Substit uindo(Yo.j. 3 3 o ^ ) e m ( 2 .3 4 ),,tem-se

1/ Y 0 4. + tanh 3o.
Q = Bi ^ 1  (3.70)

1+Yo^-tanh 3o^
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S ub s ti tu in do {yo^> ém (2,31), tem-se que a t e m 

peratura adimensional no topo da aleta oti mizada e dada por

cosh B 0+.X. + Yo+ . senh 3 o4-X.
e . t ( x , )  = --------- t ^ --------------------1 - t  (3.71)

cosh Bo.{. + "Vít f

Subs tituindo (yo.j.> Pof.) (2.36), tem-se que 0 r e n 

dimento térmico da aleta otimizada e dado por

Quan-do se prescreve a troca de calor desejada, pode- 

-se explicitar a area de perfil que deve ter a aleta. Substituin^ 

do as expressões (3.16), (3.68), (tc.̂ .̂  6 o.(-) e. uti 1 izando (2.35 ) 

em (2.34) e expl ic it an do  , tem-se

3 0 4- 1 P 0
k -^------------------- . — (----(3.73)
P H  Y 04. tanh h^k e. l

4 ( _ J _ --------- L _ ) 3  b.

Co nsulta r as co nclusões ap r es en t ad a s entre as e x p r e ^  

sões (3.28) e (3.30 ) para topo isolado, pois ainda co n ti n ua m ^v a-  

1 i d a s .

As expressões (3..55) ate (3.71) não são citadas na 

literatura consultada sobre aletas , conforme co ns tatação  do a u 

tor do presente trabalho.

A seguir são ap re se n ta da s  análises de gráficos:

A FIGURA 17, mostra 0 grafic o do calor adimensional 

trocado por uma aleta retan gu la r de topo c o nvecti vo , para d i v e r 

sos números de Biot, em função da razão de aspecto da aleta. P a 

ra 0 caso quando R^ = 1 , ob serv a -s e  que não existe máximo relati 

vo ,no calor trocado e que exist em  duas regiões distintas no grã-
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fico. , ■■
 ̂ ■ • v’. V

Para ntiniero de Biot ma io r que um, nota-s e que aumen -

tando a razão de aspecto (ou a altura da aleta) di mi n ui -s e  a quan^ 

tidade de calor trocado pela aleta e que portanto a aleta f u n c i o 

na como isolante térmico sobre a parede, sendo p o rt an to d e s v a n t a 

gem utilizar aletaSs conforme co n c lu sã o  (3.46).

Para número de Biot igual a um, nota-se que o calor 

trocado pela aleta e co ns ta nte (não depende da altura da aleta ou 

da razão-de aspecto da aleta) e é igual a uni dade, Da ex pr es s ão

(3.39), isto implica que a aleta troca a mesma q ua n ti d ad e de c a 

lor que a su per fície sem aletas, sendo p ortant o d e s v a n t a g e m  utilj_ 

zar aletas se o número de Biot for un i tá ri o, conforme co n c lu sã o  

(3.44).

Para número de Biot me n or  que um, nota-se que para pe^ 

quena razão de aspecto, o calor trocado pela aleta é devido p r a t ^  

camente ao topo da aleta, ini ciando o grafi co  em um valor constar^ 

te, tal que o valor limite é dado por:

K = 0 Q = Bi (3.74)

Â medida que aumenta a razão de aspecto da aleta, maji 

tido Biot constante, o calor troca do  pela aleta aumenta g r a d a t i v ^  

mente e depois torna-se c on s ta nt e novamente:, tal que o valor limj[ 

te é dado D o r :

i'/̂  (3.10)

No grSfi.co da,-FIGURA 17 consta uma -linha de stacada que 

co rresponde ao valor limite do número de Biot^, conforme a r e s t r i 

ção (3.67), portanto c o r r es p on d e ao. limite conforme e x p r e ss ão  (3. 

63). Par a, nú mero de Biot maior que 0,1 não ex is te m valores de g e

Y que satisfa ze m a equaçã o de o t im iz a çã o  (3,57 ), logo 0 gr áfico
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FIGURA 17 - Calor trocado por aleta retangular com topo convectivo, 
faixa nao otimlzavel, numero dê Biot = cte.

d.a FIGURA 17 co rr esp onde ã faixa não. otiml-zavel , pois cont em  c u £  

vas de calor trocado apenas para numero de Biot m a i o r  que 0,1.

FIGURA 18 - Calor trocado por aleta retangular com topo convectivo, 
faixa otimizãveT, número de Biot = Cte.
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A FIGURA 18 mostra o grafico do calor tro c ad o para v £  

lores do numero de Biot que satis f az e m a restriç ão  de o t i m i z a ç ã o  

(3.67), e portanto  co rr esponde a faix-a otimizãvel do calo r t r o c a 

do, Ob ser va-se da F I G U R A I S  que para diversos valores do n ú m e r o d e  

Biot 0 gráfico do calor trocado não apresenta pontos de máx i mo s  ou 

mínimos relativos^ pois neste caso a area do perfil da aleta não
-w-

e constante. A solução da equação de ot i mi z aç ã o para aleta com to^ 

po convectivo é mostrada na curva tracejada c o r r e s po n de nt e  a v a l ^  

res Y calculados segundo a ex pr essão (3.70). Somente para com

paração, a solução da equação de ot im i za ç ão  para aleta com topo i_ 

solado, co rr espond en te  ao valor y = 0 , calculados segundo a e x p r e ^  

são (3.27), também e mostrada no gráfico; mo st r an d o que ã medida 

que a razão de aspect o a u m e n t a , a solução segundo o modelo topo 

convectivo converge para a solução segundo o mode lo topo isolado; 

e que ã medida que a razão de aspecto diminui o mod el o topo i s o l ^  

do torna-se inconveniente, pois o topo passa ater importância funda

mental no co mp o rt am e nt o  térmico da aleta

T T -----  "  I

R .  = 1.0
-6 p 

Ap = 5 4 .7 - 1 0

K = 2 1 0  W / m  “ C

T

0 . 4

0 .3

0.2

0

O.i

0.0

10- I  ■ 10' lO' K Í02 10^

FIGURA 19 - Calor trocado por aleta retangular com topo convectivo,
A = cte.
P
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A; F I 6 URA 19 mostra 0 grafnco do calor trocado por. a l ^  

ta retangula»? corn topo conve ct iv o qua,ndo c on s id e r a - s e  a ãrea , do 

perfil constante. 0 mesmo foi obtido ;fixando-se todas as v a r i á v e i s  

do p r o b l e m a , .exceto a espessura da aleta, á quai foi a t ri bu i dp  um 

valor inicial: e um incremento finito æ cuja var ia ç ão  foi u t i l i z a 

da para co nstruir o gráfico, bas tando substi tu ir  as ex pr es sõ e s (3. 

15), (3.47) e (3.48) na expres sã o do calor trocado (2.34).

An al is a nd o  o gráfico da FIGURA 1 9 ve ri fi ca - se  que e x i £  

tem duas regiões distintas no gráfico:

Para Y maior que y -| > nota-se que a um entando a razã o 

de aspecto (ou a altura, da aleta) dimi nu i- se gradati vã mente a quan^ 

tidade de calor trocado pel a al e t a , sem a p re s en t ar  má xi mo  ou mTnj^ 

mo re.l ativo. As sim, conclui-se que neste caso a adição de aletas 

sobre a su perfície primária implica em di mi n ui ç ão  do calor t r o c a 

do, logo é d es v an ta g em  utilizar aletas se y > a p a r e c e n d o  u- 

ma restrição mais forte que a e x p r e ss ã o (3,46) dada por

y > Y-|̂ p̂  d e s v a n ta g em  utilizar aletas (3,75)

Para y igual a Y:]|^» nota-se que au me n ta n do  a razãod e 

aspecto diminui-se 0 calor trocado pela aleta atê que atinge um 

patamar onde o calor trocado fica a p r o x i m a d a m e n t e  co n st an te e que 

au mentando a i n d a m a i s . a  razão de as pe c to  o calor trocado torna a 

diminuir. Assim, conclui-se que neste caso a adição de aletas s o 

bre a superfície primária também implica em d im in uição do ca lor 

trocado, sendo desvan ta g em  utili za r aletas se y = Y-|.j^> a p a r e c e n 

do uma restrição mais forte que a e xp r es sã o (3.44) que é a sequin^ 

t e . ■

Y = 'Yiim d e s v a n t a g e m  ut il iz ar aletas (3.76)

Para Y menor que y -| ̂ s  i^ota-se que aumen t a nd o a razão 

de aspecto da aleta diminui-se o calôr trocado pela aleta ate que 

atinge um ponto de mínimo  re l at i vo  na curva, unindo todos os p o n 

tos de mínimos relativos, tem-se uma curva que está as sociada com 

a curva de mTnimos do gráfic o da FIGURA 16. A u m e nt an d o- s e a razão 

de aspecto da aleta o calor trocado agora aumenta gr a da t i v ã m e n t e  

até atingir um ponto de máximo relativ o na curva, unindo todos os
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pontos de máximos relativos, tem-se uma curva que está ass ociada1 ^ . t  ..
com a curva de máximo s do gráfico da FIGUR A 16. Au m en t a n d o - s e  no

■ ■ V . . d
vãmente a razão de as pe ct o da aleta, o calor trocado pela aleta 

passa a dimi.nuir in de fi n id am e nt e  , coincidindo com modelo topo isolado.

Para K < 1  e qualqu er  valor de y o b se r va -s e  que: a 

adição de aletas é sempre d e s v a n t a g e m  pois diminui a troca de c£  

lor, sendo preferível não ut i l iz a r aletas. Mas da FIGURA 13, p a 

ra K á  2 não tem-se aletas no sentido de uma exten são da s u p e r f ^  

cie de troca térmica para o interior da região onde ocorre e s c o ^  

mento do fluido, mas sim tem-se uma e xten sã o da superfí ci e de tr^ 

ca térmica sobre a prÕpria su pe r fí c ie  primaria. E além do mais , 

para K è 2 o espaça me n to  entre as aletas seria menor que a e s p e ^  

sura da aleta, logo não e v a n t a g e m  util iz ar  aletas, isto é, s o 

mente id entifica-se como aleta no sentido de exte nsão de s u p e r f ^  

cie de troca tér-mica se

K > 2 (3.77)

Um ponto importante do grafico da FIGU RA 19 é o p o n 

to de máxim o que é defi ni do pelos vai ores ( &̂  ̂  ̂  ̂, .̂  ̂) , e cujo 

calor trocado co rr e sp o nd e nt e,  conf or me  a ex pr e ss ão  (3.70) é dado 

por

6 = 6 ,.^ = 0,,570
= 0,216 (3.78)

y = = 0,305 1 -

0 valor limite da ra zão de a s p e c t o  pode ser d e t e r m i 

nado uti lizando as expre ss õe s (2 , 1 4), (2 .32 ) , ( 3 ,37 ) e (3.63) , 

resultando

O •

"lim -

Para ter-se um máx im o  np calor trocado então ij

tiliza-se yo^. < yi • e assim tem-se n e c e s s a r i a m e n t e  que
L 1 1 in • u • I 1 ni

A FIGUPA 20, mostra o gráfico do calor trocado para 

aleta r e t a n g u l a r q u a n d o  cons i de r a- s e c o ns ta nte o co ef ic ie n te  de
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convecção ni face da aleta e varia-s'ê somente o coe fi c i en t e ^ de 

convecção no topo da aleta. O bs er va -se que para aleta com topo 

isol a d o , = 0 ), tem-se apenas um m-ãximo absolut o,  e a me'dida 

que admite-èe convecção no topo, para Y <Y-|-jp^ surge um m a xi mb  ab 

soluto para K << 1 , um mínimo relat iv o e um máx imo relativo no 

calor trocado. Para y maior que a adição de aleta tor na -s e

sempre d e s f a v o r á v e l .

IO"*

FIGURA 2 0 ^

lÓ' K 10 10'

Influência da convecção no topo da aleta sobre o calor 
trocado pela aleta retangular, Ap = cte.

Na FIGURA 2 1 , tem-se o gráfico do rendi me nt o térmico 

da aleta retan gular com topo convectivo.
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'Na FIGURA 22, tem-se o grafico da dis t ri bu i çã o  deiftem 

peratura, ao longo da altura da a 1 eta ‘"retangu 1 ar topo c o nv e ct iv o  , 

destacando Uma aleta otimizada^ m o s t r an do  que para haver mã'xima 

tr an sf erência de calor ê nec essário h^aver um gr ad iente ótimo ; de 

temperatura na aleta.

FIGURA 22 - Distribuição de temperatura ao longo da altura, 
aleta retangular com topo convectivo, y = cte.

Na FIGURA 23, tem-se o grafico de di st ri b ui çã o  de tem 

peratura ao longo da altura da aleta r et a ng u la r topo con ve c ti vo  , 

mostrando a influência da convecção no topo sobre o perfil de tem 

p e r a t u r a . • •

FIGURA 23 - Distribuição de temperatura ao longo da altura, 
aleta retangular com topo convectivo, R = cte.
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29 \kttodo dd o t l m l z a ç a o :

Procura d e m ã x i m o  no calor trocado, q u a n t o a o  p a r â m e 

tro adimensfonal de desempe nh o térmico da aleta 3 ; condicionadai 

â ãrea do perfil constante.

Este método e uti lizado por KRAUS [51] e KERN e KRAUS 

[ 52] como recurso para obter a função ot imi za d or a  de aleta triaji 

guiar e de aleta pa ra bó lica; para aleta re ta n gu l ar  topo isolado 

foi uti lizado 0 método a p r es en t ad o  no item 3 . 2 * 3 ..0 ob j et i vo  d e £  

ta seção é obter a função ot im i z ad o ra  de mod o in de pe n de n te  de 

variáveis geométricas básicas, por um mét od o mais refina do  e e l £  

g a n t e .

O c a l o r . t r o c a d o p e l a a l e t a é d a d o p o r

Q = Bi (2.34)
1+Y .tanh B

Explicit an do  b, tem-se

b = (^)"/3 . (Hl)"/3 (3.80)

e ■ k

Substitu in do  (3.80) em (2.15), tem-se

Derivando (3,81) em relaçao a 3 , tem-se
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dBi

d 3
= - -- Bi 3" ̂ (3.82)

Derivando (2.32) em relaqao a 3 , tem-se

(3.83)

d3 k dB 3 k 3 dB

Por outro 1 ado , s ubs t i t u i ndo (3.80) em (3.15) e e x p l 2_ 

citando L , tem-se

Ru 1/ A 2/ 
L = [(--^) . -P]" (3 .84)

Derivando (3.84) em relaçao a 3 , tem-se

(3.85)

d3 3

Substituind o (3.85) em (3.83), tem-se

Substi tu indo (2.32) e e x pl i c i t a n d o  y» tem-se

d3

1 I
3 B

(3.86)
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Agora derivando (2.34) en?- relação a 3 ,. tem-se

áll 0 (3.-:87)

P

d 3 l^ d$ 1+Y tanh S

d j B i ^  Y t tanh B ^ ---- --------  . (Í1 + -1 tanh 6) +

d6 1+Y tanh B (1+Y tanh b ) dB dB

, •]/ tanh B+ y ttp tanh 6]
+ Bi 2̂ . (y + tanh B) ------ -̂---------- ^ ----------= 0 (3.88)

( 1 + Y  tanh B )̂

Ag ru pando c o n ve n ie nt e me n te ,  si m p li fi c an d o os termos 

comuns e m u l t ip li c an d o por B , tem-se

-  1 ( y  tanh 8 ) +  (- 1  T +  — -̂----) - J Í l_ ^ Í 5 i Ü _ ^
3 3 cosh-2 g . (1 taph g

. (-—A _  _ 1 tan.h B) = 0
còsh® B 3 

ou também

- tanh 6+ - 6 —  .  .Y ixÜ ín ÍL âl (. i  tanh - i — )
‘ 3 3 cosh^ B ' (1+Y tanh B) 3 cosh^B

= 0

Multiplicando por 6 cosh^B (1+Y tanh B)'e efetuando as si;mpli_

ficaçoes

- 4y cosh^B + (5B - senh 2B ) - 4y  ̂ tanh^B +

y(6 B - senh 2b) tanh B - .(3ŷ  + 3y tanh B) (2B - — senh 2b)=0
3

(3.89)
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Efetuando as ppepa-ões enitre parêntes es  e simpl if fcaji 

do os ternios'comuns, e m u lt i p l i c a n d o  por (- 1 ), resulta a função 

otim izadora

(6 g + senh 2 6 ) + 4"f cosh^S + (senh 26 - 6 6 ) = 0

(3.55)

Verifica-se que as funções ot im i z ad o ra s  são exatam en - 

t e i g u ã i s j i s t o é

dQ dQ

db . dB A
%  V

(3,90)

3.4: Otlmizaçao namé.A.lca de aleta A e t a n g u l a ^  topo con 

vQ.c.tlvo .

Nesta seção ê ap re sentado  um processo de otimi z aç ã o 

por procura direta, baseado no mé to do de FIBBONACCI.

A equação do calor, trocado p o r ,aleta reta ng ul ar topo 

co nvectivo é d a d a  p o r ' ( 2 . 3 4 ) e  (2.

= .----9----  . B i‘4 1 - 1  t anh g ( 3 g , )

2 0 |̂í, k 1+Y tanh 6 ' .

Sub sti tu in do (2,32) e (3.81) em (3.91) e depois sub ^ 

tituindo (3.47) e (3 „48), agrupando c o n v e n i e n te m en t e e introdu - 

zindo um novo parâmetro tem-se v

tar\h C(--)'^" A b'''̂

Q+ . b ’̂2 .---------------------------- ------------(3 ,92)

1+ tanh [(--'̂ -)'̂ " .A
V 2'' h k k P
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onde é definido por:

Q+ = - (3.93)

^  ( ^ ) ’̂.(!^)‘̂ ■
/2 2

0 p r oc e di me nt o a segu ir e~ fixar as va ri áveis h, , 

k e Ap, e através da var iação da espessu ra  da aleta, p rocurar poin 

tos de máximo e mínimos relativos na expres sã o (3.92). Com os va 

lores da espessura que m a ximizam  ou m i n i m i z a m  (3,92), cal c ul a m 

-se os parâmetros 3 , segundo a expres.são (3,47). e y segundo a e x 

pressão (3,48) e os resultados são c o nf r on ta do s com 0 gráfico da 

FIGURA 16,

Um programa para ca lc uladoras  portá teis, es cr it o  em 

linguagem AOS (para ca lculadora Texas-59) foi e la bo rado para o b 

ter os valores que m a x i mi z am  e minimizam, a express ão  (3,92), , e 

calculam os valores (3o^. To.,.) e y^i^p)-

Os valores obtidos via otimi z aç ã o numérica foram com 

parados com as raTzes da equação de o t im i za çã o  (3,55) e c o n s t a 

tou-se serem ex at a me nt e  iguais, em todas as faixas de va lores , 

co nf irmando os resultados obtidos por o t im i za çã o  analítica, ;

0 gráfico da FIGURA 24, mostra a interdependênciajdos 

parâmetros B e y durante o processo de ot i mi z a ç ã o  por m é t od o  - de 

procura direta; superposto  está a curva de ot i mi z a ç ã o  obtida ;Com 

as raTzes da equação de o timizaçã o (3.55). .
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0 processo de otimizaçao de aleta.

3 ,5 . OtÃ-m-ízação anaZZttca de. aleta c o m  pen./^tZ Vitan- 

gata/L.

A aleta de perfil t r ia n gu l ar  e um caso parti cu la r da 

aleta de perfil trapezoidal quando a' espessura no topo ê nula.

0 calor trocad o pela aleta t r i a n g u l a r  é

1/ I o ( 6 u)
Q = Bi ^

I o (6 5 )
(2.76)

onde : (2 73)
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I Introduzindo o co n c ei t o de areg do perfil da aleta 

triç\ngular, conforme a e?^pressão (345) e a, equação (2.70), résul_

ta , : ■

(3„94)
P 2

, Explic it ando L em (3,94) e su bs ti t ui n do  em (2,14) ,

tem-se

e ■= • I  ''p <3-95)

. E x p l i c i t a n d o  b em (3 . 95 ) _e. suhsti tu i ndo em (3.15) e 

ut ilizando (2.73), tem-se

S ub s ti tu in do ( 3 . 9 6 ) e m ( 2 , 76), tem-se

A o l 1/ 1/ I i (S l )
q = (3.97)

Derivando (3.97) em relação a 3^ e igualando a zero, 

a fim de obter a equação de o t im i za ç ão , tem-se

Hn H . i/ I i ( 3 l )
M  — [ ( 3 . ) “/ ^ ------^-] = 0 ( 3 . 9 8 )

d3j, d(3[^) Io(6b)

D e r i v a n d o e s i m p l i f i c a n d o  os termos comuns, tem-se

- i S‘ I, a  ) + IzíB.) + ----5---- i—  - 0 (3.99)
3 •’ S, I.(Bj
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Reagrupando, obtém-se a erquaçao de ot im izaçao

(3.100)

A equação (3.100) concorda exata m en t e com KRAUS [5,1 ] 

(expressão 5.43) e também concorda ex atam e nt e  com KERN e KRAUS

[52], (expressão (2.83)).

A equação ot im iza dora (3.100) admite solução real , 

obtida por método numérico cuja raTz é;

3^ = 2,6188 _  (3.101)

Substitu in do  (2,73) em (3.101) tem-se

3ot >  1 ,3094 (3 . 1 02 )

Para obter as dimensões otim iz ad as da aleta t r i a n g u 

lar, su bstitui -s e (3.102) em (3.95) e e xp l ic i t a - s e  a e sp es sura da 

a l e t a r e s u l t a

bo. = (-^)"^^ (A^ ^)"/3 ^  1 ,3263 (A" (3.103)
^ 6 o. P k P k

aleta

Su bs ti tuindo (3.101) em (2.76), tem-se-

1/ 1 1 ( 2 3 0 4- ) V
Qo. = Bi . ----- _ _ L _  = 0 ,7773 Bi (3.1:05)

Io(23o.j.)'

S u b s tituind o (3 .101) em (2 , 75 ), tem-se para o topo da

C^o^(X^) = 0,r/735 ■ (3.106)
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Su bs ti tuindo (3,101) em (-2,79), tem-se

'^lo. = 0 ,59365 V  (3.1107)
 ̂ X - A- i ■ .

Quando se prescr ev em  as condições de uso e a troca de 

calor desejada, pode-se expl ic i t ar  a area do perfil da aleta. S u b ^  

tituindo (3,103) em (2,15) e o re su lt ado em (2.76) e depois utilj^ 

zando (2.3.5), e x p l ic i ta n do  A p , tem-se

6 oj. M- ClOa-
A = --------L - ------ - . — !--- . ( -:---L_)3 (3.108)

Io(2 3 o J  ^
8(--------- ^ ) 3

Ii(2 30^)

S ub s tituind o os vai ores num éricos , tem-se:

A (lli)3 (3.109)

P H  h'2 k ■ '

As express õe s (3 . 1 09 ), (3.1 03 ) e (3.104) c o n c o r da m com 

KERN e KRAUSS [521, expressões (2.88), (2,83 ) e (2.84) r es p ec t iv a  

m e n t e .



c a p Tt u l o  j v

COhlCLUSÕES

Neste cap Ttulo far-se-a unia discus'sao geral sobre os 

principais assuntos de cada capT tulo e sua conclusão.

No primeiro capTtulo p r oc u ro u -s e  fazer uma revisão da 

literatura a mais abrangente possTvel e n focan do  p r i n c i p a l m e n t e  

0 estudo de aletas longit ud in ais convectivas.

No segundo capTtulo procu r ou - se  obter as soluções 

mais gerais sobre o ' c o m po rt a me n to  térmico de aletas 1 o n g i tu d in ai s  

com perfil retangular, trapezoidal e pa rab ó li c o truncado. E a b o r 

dado 0 problema de aleta com topo co nv ectivo. As pr in ci pais e q u a 

ções são apresentada s em termos de va riáveis ad im e ns io n ai s  , e 

sempre que possTvel procur ou -s e a d i m e n s i o n a l i z a r  as equações e 

suas soluções. Deve-se destacar que a;S eq uações para aletas t r a 

pezoidal truncada com topo c o n v ec t iv o in ã o são di sp on T ve is  na 1 it£ 

ratura, conforme con statato  pelo auto.r desta pes quisa durante a 

realiz ação da revisão da literatura. ;As equações a pr e sentad as  no 

segundo capTtulo são in di sp ensávei s a;0 d i m e n s i o n a m e n t o  e análi se  

do co mp or t am e nt o  térmico de aletas longitu di na is.

No terceiro capTtulo próc e de u -s e  ã análise dos c r i t é 

rios de otimização de aletas. Inicial me nt e a p r e s e n t o u - s e  a o t i m i 

zação de aleta retangular com topo isolado com o obj etivo de a n a 

lisar o processo de otimização de aletas. Isto consumado, partiu- 

-se para a o ti mi za ção de aleta re ta ng ul a r com topo con ve ctivo,  ojn 

de pr oc urou-se seguir os mesmos passos que no caso anterior. Deri
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vou-se a ex pressão do calor trocado eni relação ao pa ra metro de d£ 

sem penho térmico da aleta, mantida co m stant e a ãrea do perfiTr da 

aleta,e obteve-se a equação de ot i mi z aç ão  da aleta, equação (3v55), 

cuja sol uçãoí esta re pr es entada no gra^fico da FIGURA 20 . A F L 6 URA 

23 mostra que ex 1 s te um 1 i mi te para o t i m i z a ç ã o  de aleta retan,gu - 

lar com topo convectivo quando se utiliza o mod el o baseado na h i 

pótese que 0 coeficie nt e de c o nv ec ção é co n st an te ao longo da a l 

tura da aleta. Apesar da pequena ãrea de troca térmica ou da p e 

quena parcela de calor t r o c a d o n o  topo da aleta, a influência do 

topo é decisiva nas questõe s c o nc ei t ua i s f u n d a me n ta is  sobre a l e 

tas, como por exemplo,, a faixa de a p l i c a b i l i d a d e  de aletas sobre 

uma superfície de troca térmica. No final do terceiro c apTtulo  

dis cutiu-se a o ti mi zação de aleta , t r ia n gu l ar  , p a rt i nd o -s e  de e q u ^  

ções mais gerais que as usua.lmente uti.l izadas ..na l iteratura. _

Nos apê ndices estão os detalhe s má t em ãt icos de como 

obter as equações ap re sentad as  no seg u nd o capTtulo. ;

Do trabalho completo, acredita o autor que atingiu o 

objetivo á que se propÕs: a nalisar  os parâmetro s relevantes para 

0 d i me ns io nament o de aletas lo ng i tu d in ai s  para trocadores de c a 

lor por convecção, e também o bt er  as equações para analise, d i a g 

nostico e otimiza çã o de aletas 1 o n g i tu d in ai s  retan gu la res com t o 

po- convectivo, •

De ixa-se como sug estão para um trabalho futuro, ' que 

seja tentada a otim iz aç ão de aletas longi tu d i na i s de perfil t r a 

pezoidal com topo convectivo., quer seja por métodos a na lTticos ou 

métodos . n u m é r i c o s . Um outro assunt o que deixa- se  como sugestão é 

que seja estudado o d e s em p en ho  térmico de aletas lo ng it u di n ai s  u- 

tilizando coeficientes de convecção variável ao longo da aleta , 

conforme os trabalhos de ST AC HI E WI CZ  [Í 6 ] e SPARROW, BALIGA e 

PAT ANKAR [20] e SPARRO W e HSU [21].
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a p b m v t c e  a

EQUAÇÃO V r f E R E N C l A L - PARA ALETA VE PERFIL GEWËRÎCO.

Co n fo r me  as hipóteses a pr e se n t a d a s  no segundo c a p i t ^  

lo, ut il izam-s e as seguintes f o r mu la ç õe s  para a d i s tr i bu i çã o  de 

tem peratura :

i. Dis tr ib uída no eixo x (altura da aleta)

ii. Média ou "tumped" no eixo y (espessura da'aleta) 

iii. Média ou "Lumped" no eixo z (comprimento da aleta)

Com as restrições:

a. Regime pe r ma n e n t e

b. Propri ed ades físicas constantes

Con forme o procedimento' u t ilizado  por ARPACI [45] , 

utiliza ndo formul aç ão  di st ri b uí da  nò eixo x e média (ou "Lumped") 

nos eixos y e z, e r ealizan do  um balanço de energia em um elemeji 

to infinitesimal da aleta obtém-s e que a equação de d i s t r i b u i ç ã o  

de temperatura para uma aleta gen érica é dada por:

'  ̂ _ ! _  i ! _ f M  d J M  . h . ( J _ ,  i)[T(x)-T„]=o
d x 2 f (x ) dx dx k f (x ) s.

(5.1)

onde f(x) é a equa çã o do semi-perfil da aleta

£ é 0 comp r i me nt o  da aleta na di reção longitudinal

h é 0 c oe fi c ie n te  de tr a ns f er ên ci a de calor por 

c on v ec çã o  na face da aleta
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k ê a c o n d u t i V i d a d e  térmica da aleta 

T(x) é a d i s tr ib u iç ã o de t e mp er at ura ao longo da

altura da aleta “

Too é a t em peratur a de refe rê nc ia no fluTdo.

Int roduzin do  o conceito de dif erença  de temperatur a:

0 (x) = T(x) - Tco (2.6)

Int roduzin do  o pa r â me t ro  dimensional de de s em p en h o 

térmico da aleta:

= I  <-fT?T  ̂ l ’
Introduzin do  uma hip ótese adiciona.l: para se ter a l e 

ta lo ngitudinal, o co mp r im en t o da aleta segundo o eixo z deve ser 

muito maior que a espessur a da aleta .segundo o eixo y, assim ê r^ 

zoãvel admi ti r :

£ »  f(X) (5.3)

C on s eqüente me nt e: , .

(5.4)
f(x) í f(x)

Su bs t it ui nd o (5.4) em (5.2), tem-se:

■ ’ -V

ni*2 (x ) = -  — -—  (5.5)
.k f(x)

Su bs t it ui n do  (5.5) e (2.6) em (5 . 1 ) , t e m - s e :

dllM + _L_ d i M  d l M  . m * M x )  0 (x) = 0
dx^ f (X ) dx dx



1'ntroduzi ndo as adimens i Oipa 1 i za ções : ;

• ■ ■ ■' - ..‘i ■

' X = -  - ^  (2 .2 )
L

/ , i ■ 

onde: L e a altura da aleta.

0 (X) = (2.5)

onde: 0 (X) = tempe ra tu ra adimensional

0 |̂ = diferença de tem pe r a tu r a na base da aleta

Introduzind o a equação do semi-perfil da aleta, em 

termos de variável ad i m en s io n al , resulta;

d^_eOO ^ _1—  d £ 0 0  _ m * M X ) . L 2  e(X) = 0 (5.6)

dX 2 f(X) dX. dX

In troduzindo 0 p ar â me tr o adimensi on al  de d es empenho  

termico da a 1e t a :
* •

6 *(X) = m*(X)L (2.8)

Substitu in do  (2.8) em (5.6), tem-se:
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d^e(x) ^ _ L _  jf(l) M n  _ B » ( x )  0(x) . 0 (?.i)
dX» f(X) dX dX

A solução de (2.1) fornece a d i s t r ib ui ç ão  de t e m p e r ^  

tura ao longo da altUra da aleta quando se conhece a geometria da 

aleta e são prescritas duas condi ções de contorn o (pois a equa - 

ção diferencial e de segunda ordem).



A P i M V JC E  B 

ALETA RE TA M GU L AR  COM COhIl/ECÇÂO NO TOPO

■1, D is t r ib u iç ã o ^  de tem pera tu ra  na a l e t a  r e t a n g u la r .

Resolução da equação diferencial (2.27) com as condJ_ 

ções de contorno (2.17) e (2.18), para obter a equação de distrj^ 

buição de te mp er a tu r a em aleta 1 ong i tud i na 1 de perfil retangular.

- 62 0 (X) = 0 (2.27)
d X 2 -

Condi ções de contorno:

X = , 0(Xj^) = 1 •' ( 2 . 1 7 )

d 0 (X)
X = X^,

h.
-  L 0 (X^) (2.18)

A equação (2.27) é uma eq uaç ão diferencial linear- , 

ordinária, homogênea e de segunda ordem, cuja solução geral pode 

ser expressa por:

• 0(x) = Cl cosh BX + C 2 senh 6 X _ (5.7)

Xt í X í x^

Cl e C 2 são consta nt es  que d ep en dem das condições de 

c o n t o r n o .
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Adotcindo um sistema de r e ferenci as  de modo que a o r ^  

gem do eixo X seja co i nc id en te com o topo da aleta, tem-se:

T = 0 (2.28)

= 1 (2.30)

X^ = 0 (2.29)

L o g o : 0 á X á 1

Impondo a condição de cont or no (2.17), tem-se:

0(X|^) = 0(1) = Ci cósh 6 + C 2 senh 3 = 1 (5.8)

Derivando (5.7) e impondo a condição de contorno

(2.18), t e m - s e :

d e ( X )
dx

= Ci3 senh (3X^) + C 2 3 cosh (3 =

Xt

h.L
—̂  [ci(cosh ( 3X.  ) + C2 senh ( 3X ,)3 
' k ^  ■

mas: X.̂. = 0 senh 0 = 0 cosh 0 = 1

Assim, e xp l ic i t a n d o  C 2 , tem-se:

h.L
C 2. = 4 -  Cl (5.9)

.Substituindo (5.9) em (5.8) e e x pl ic i t a n d o  Ci , tem -

s e :

Cl = —

Substituindo .(5.9) e (5.10) em (5.7), tem-se:



1|0 2

0 (X) cosh 3X H- Y senh BX (2 31)

cos.h B + Y senh B '

h.L 1/
onde: y = (2.32)

k 6 ^

Para sistema de referên ci a em que a orige m do eixo X' 

coincide com a base da aleta, basta s ub st i tu i r a t r a n s f o r m a ç ã o  de 

coo rdenadas :

X' + X = 1 X = 1 - X'

E utiliz an do  as rel ações de adição e su bt ra çã o de a r 

cos de funções h i perbo licas , tem-se:

0(X') = cosh(BX')[1 - 1  + - tanh BX'] (5.11)
1 + Y  tanh B

2, C a lo r  trocado, ipela a l e t a  r e t a n g u l a r .

Conhecida a d i s tr i bu iç ã o de t em p er at u ra  na aleta, cal_ 

cula-se 0 calor que a aleta pode trocar , u t i 1 izando-se (2.19) e 

(2.31): ;

q = f  A(X^) e(Xj,) (2 ^,3 )

^b

Mas X^ = 1 . (2.30)

De rivand o (2.31), tem-se:

d 0 (X) Y + tanh B= g (5.12)

dx V I  1+Y t a n h B
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Su bs t it ui nd o (2.23) e (2.24) em (2.20)', tem-se:

A(X^) = 2 f( X^).£ = 2 ^  £ (5.13)

Su bs t it ui nd o (5.12) e (5.13) em (2.19), tem-se:

Su bs ti tuindo (2.14) e (2.16) em (5.14), tem-se:

q = 2 0 , £ k Bi (5.15)
1 + Y  tanh 6

Introduzindo a a d i m e n s i o n a l i z a ç ã o

Q / ----g-----  (2.35)

2 0 |̂ £ k

T e m - s e :

q = .3 j_ ÍA 2 ] l-â -  ' ■ (2 .34)
1+Y tanh e

3. Rendimento térmic.o da a l e t a .

Conhecido o calor trocado pela aleta, calcula -s e a 

eficiência, ou rendimento térmico da aleta, através de (2 .2 1 ) e 

(5.15).

Vi = ~  (2.21 )



e :

-se ;
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Para aleta genérica, o calor trocad o pela aleta ideal

q. = (h A^) (5.16)

onde: A = ãrea de troca térmica por co n ve c çã o  na face da
c

aleta.

Âj. = ãrea de troca térmica por co nv ec ção no topo da 

aleta.

Para aleta retan g ul a r tem-se:

A^ = 2L.JI (5.17).
c

A^ = h.l (5.18)

Su bs t it ui nd o (5.17), (5.18) e (2.33) em (5.16), tem-

q. = £(2L + . b) (5.19)

S ub s tituind o (2.16) em (5.19), tem-se:

R.
q. = e. h s, b k (1 + -ií-) (5.20)

Su bs t it ui nd o (5.20) e (5.15) em (2.21) e ef e t ua n do  as 

sim plificaç õe s e agrupando c o n v e n i e n t e m e n t e ,  tem-se:

(2.36)

6 ( 1 +  -^) (1+Y tánh 3)
K
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''i.4. M o d if ic a ç ã o  de H A R P E R  Ae BROWN para  a l e t a  re tãngu  
l a r  com topo ■c o n v e c t i v o . .

O c a l o r t r o c a d o p e l o t o p o d a a l e t a ê :

A(X^) (T^ - Too) (5.21)

0 calor trocado pelo c o m p r i m e n t o  adi cional,  con forme 

FIGURA 8 , é apr ox imadame nt e:

^AL ^ hP( X^)AL (T^ - Too) (5.22)

onde: P(X) Õ o pe rí me tr o de troca térmica.

Igualando ( 5 . 2 1 ) e  (5.22), u tilizand o (2.33), s i m p l y  

ficand o os termos comuns, e ex p Ti c i t a n d o  AL, tem-se:

A(X, )
a l  = R . ----^  ■ (5.23)

^ P(X )

Mas, para aleta r et an gular,  tem-se:

A(X^) = A(Xj^) = 2 f(X^) £= b.£ (5.24)

P ( X ^ )  = P(Xj^) = 2[f(X^) + £] = 2(b + £) (5.25)

S ub st it uindo (5.24) e (5.25) em (5.23), tem-se:

2 (b + l) 

Ut ilizando (5.3), resulta:
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h. .
AL = ^ -  • (5.26)

h 2

L o g o :

Lc = L + AL = L + R. -  (2.41 )
''2

Devido à mo d if i c a ç a o  de HAR PER e BROWN, então (2.14)

t o r n a - s e :

= mL^ ■ . (5.27)

e cons e q üe nt e me n te  (2.39), torha-se:

. Q = Bi'̂ /̂  tanh (0^) (5.28)

S ub s tituind o (2.41) em (5.27), tem-se;

6 = m L + m R, -- (5.29)
c 2

Substitu in do  (2.14) e (2 .1 2 ) em (5.29), tem-se:

Agrupand o c o n v e n i e n t e m e n t e  e utiliz an d o (2.15);

3^ = 3 + Bi"^ . R^ (5.31)

Substitu in do  (2 .32 ) em (5 . 31 ), tem-se:

3ç = 3 + Y (5.32)

S ub s tituind o (5.32) em (5.28), tem-se:
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Q = B i  tanh (ß + y) (2.42)



• APÊNDICE C 

ALETA TRAPEZOIDAL

1. Obtenção da equação d i f e v e n c i a l  de d i s t r i b u i ç ã o  de 
tem iperatura :

d ie m .  ̂ _ J _  U JIL  d e(x) _  ̂ „
d x’ f(X) dX  a x  (2.1 )

A  e q u a ç ã o  d o  s e m i - p e r f i l  d a  a l è t a  t r a p e z o i d a l  é:

f (X) = ^  f2.47 )

^  ú X ú

I  ( 2 . 4 )

X, = 1 t S  ( 2.3 )

L

L o g o :  d  f (X) _ b  1 _ f (X) 

d X  2 X^ X
(5 .33)

6 * (X) =m* (X) L ( 2.8 )

S u b s t i t u i n d o  (2 .4 7 ) e m  (2.9) , t e m - s e :

„ . ( X )  = Í2 -5J - L -  '• (5.34)

2 ^

S u b s t i t u i n d o  (5.34) c m  (2.8), t e m - s e :
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B*= (X) = ^  ^  L' (5.35)
b k  X

S u b s t i t u i n d o  (5.35) e (5 . 33) e m  ( 2 .1 ) , t e m - s e :

0 (X) . 1  ̂ f (X) d  0(X) _ 2h ^  l 2 0 (x) = 0  

d  X^ f (X) X  d X  b k  X

(5.36)

S i m p l i f i c a n d o  o s  t e r m o s  c o m u n s ,  m u l t i p l i c a n d o  t u d o  

p o r  X  e m u l t i p l i c a n d o  e d i v i d i n d o  o ú l t i m o  t e r m o  p o r  4b^ e u t i l i 

z a n d o  (2 .-14), (2 . 1 5 ) e ( 2 . 1 6 ) ;  t e m - s e :

X  ® ^ ^ - 6^  0(X) = 0 (2.48 )
d . X "  d X

o n d e :  ^ ^

X

3^  é .o p a r â m e t r o  a d m e n s i o n a l  d e  d e s e m p e n h o  t é r m i c o  

d e  a l e t a  t r a p e z o i d a l .

3 é o  p a r â m e t r o  a d m e n s i o n a l  d e  d e s e m p e n h o  t é r m i c o  de 

a l e t a  r e t a n g u l a r .

2. Reso lução  da equação d^ fevenc- ia l (2. 48) com as cor̂  
d ições  de c-ontorno (2. 2?) e (2. 18)  ̂ pa ra  o b te r  a equação de d ís  - 
t r ib u iç ã o  de tem pera tu ra  em a l e t a _ l o n g i t u d in a l  de p e r f i l  t ra p e z o ^  
d a l.

X  . a  9 ( X )  . 9(X) . 0 (2.48)

a x “ ax  ̂ !

A  e q u a ç ã o  a c i m a  é e q u a ç ã o  d e  B E S S E L ,  c o n f o m e  ARPACI

[ 4 5 ] ,  T A B E L A  3.1, d o  t i p o :

d a dv,
(x^ ^ )  + y  = 0 (5.37)

d x  d x

C u j a  s o l u ç ã o  g e r a l  é:
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1 10

V
y(x) = X ^ (Jdl y X (5.38)

, 1-a (5.39) 
o n d e :  ca = ----- -̂--

b —3+2

^ ---- ?—  (5.40)

b —â + 2

I d e n t i f i c a n d o  o s  t e r m o s  d a  e q u a ç ã o  d i f e r e n c i a l ,  t e m  -

a = 1 (5.41)

b: = 0 - (5.42)

c " =  - 6^  (5.43)

D e  ( 5 . 3 4 ) ,  t e m - s e :

e = ± i (5.44)

o n d e :  i = / ^  = u n i d a d e  i m a g i n á r i a  - (5.45)

S u b s t i t u i n d o  (5.41) e (5.42) e m  (5.39) e ( 5 . 4 0 ) ,  t e m -

se:

w = 0 (5.46)

y = 2 (5.47)

S e g u n d o  A R P A C I  [45 ], T A B E L A  3 . 1 ,  p a r a :

c. = i m a g i n á r i o  

0) = z e r o

A  s o l u ç ã o  d a  e a u a ç ã o  d i f e r e n c i a l  (5.37) é d a d a  e m  t e r  

m o s  d e  f u n ç õ e s  d e  B E S S E L  m o d i f i c a d a s  d e  o r d e m  z e r o .  A s s i m ,  a s o l u  

ç ã o  d e  (2. 48) c o n f o r m e  (5.38) , é d a d a  p o r :
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(5.48)

o n d e :  Zq - r e p r e s e n t a ç ã o  g e r a l  d a  f u n ç ã o  d e  B E S S E L  d e  ordera ze
r o .

S u b s t i t u i n d o  Z q p e l a s  f u n ç õ e s  d e  B E S S E L  m o d i f i c a d a s  d e  

primeira espécie e o r d e m  z e r o ,  t e m - s e :

0(X) = Cl Io (2 6 ^  X^/2 ) ^ (26^ x ’'/̂ ) (5.49)

o n d e :  ci e C 2 s ã o  c o n s t a n t e s  q u e  d e p e n d e m  d a s  c o n d i ç õ e s  d e  c o n 

torno., ,

I m p o n d o  a c o n d i ç ã o  d e  c o n t o r n o :

X  = X
d  0(X)

t  *
d X

X,

- [- ~  L  0(X) 1 ] 
k

'x.

(2 . 1 8)

E m  ( 5 . 4 9 ) ,  t e m - s e :

d  0 (X)

d X
= Cl 2 6 ^  X

X,

+ C2 (-2B^) (26^ x ^ %  =

= L  [Cl Io (23^ + C 2 Ko (2 3^ X^"/")] (5.50)

A g r u p a n d o  c o n v e n i e n t e m e n t e  e d e f i n i n d o :

3t = 2 3 ^ X^'/^ (2. 54)

3,j. é o  p a r â m e t r o  d e  d e s e m p e n h o  t é r m i c o  n o  t o p o  d a

a l e t a  t r a p e z o i d a l .  T e m - s e :
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. 2h .  X
Cl II 1(6^) -  C2 Kl (B.) ^ --.— .—  [Cl lo (3. ) +C2 Ko (6. ) ]

, ^ k  6^

(5.51)

D e f i n i n d o :

h
= _ E  2 X  (5.52).

' k

é o p a r â m e t r o  d e  c o n v e c ç ã o  n o  t o p o  d e  a l e t a  t r i a n g u l a r ,

E x p l i c i t a n d o  a s  c o n s t a n t e s ,  t e m - s e ;

Cl = C 2
kl (6 . . ' Y. Ko (3.)
----- ---------- h---------(5.53)

'  Il (3^) - ^^t^

I m p o n d o  a c o n d i ç ã o  d e  c o n t o r n o :

X = Xĵ  0 (Xĵ ) = 1  (2.17)

e m  (5.49), t e m - s e :

1/ 1/
; 1 = Cl Io( 23 ^ Xj^^2) + C 2 Ko (23^ X ^ ^ 2) (5.54)

. D e f i n i n d o :

= 23^ . (2.55 )

3ĵ  é o p a r â m e t r o  d e  d e s e m p e n h o  t é r m i c o  n a  b a s e  d a  a l e t a  

t r a p e z o i d a l .

Cl Io (3ĵ ) + C2 Ko (3ĵ ) = 1 ( 5.55>

S u n b s t i t u i n d o  ( S. 53) e m  (5.55):

Kl (3. ) + Ŷ . Ko (3. )
Cj . ------- ------------------ i -  lo (3, ) + C 2 Ko (3,) = 1 (5.56)

Il (B ) - Y.^ lo (3.^)
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E x p l i c i t a n d o  C 2 , t e m - s e :

Ii (6 .̂ ) - Io (6^)
C 2 =

[,ki (6^)+ y ,i. ko(6^)] Io (6ĵ ) + [li (B^)-y ^ Io (3^) ] ko (Bĵ )

(5.57)

S u b s t i t u i n d o  (5.57) e m  ( 5 . 5 3 ) ,  t e m - s e :

Cl =

Kl Ko

[kl (6 ^ )+Yt ko (B.̂ ) ] Io (6 ĵ ) + [Ii (B^)-Y,^ Io (3^)] ko(Bj^)

(5.58)

S u b s t i t u i n d o  (5.56) e (5.57) e m  (5.49) , t e m - s e :

[Ki (B.)+Y^ ko(B.)] I o ( 2 B ^ x "/2 ) +
0(X) = ------- í í í i -------------

[Kl Ko (B ) ] Io ( Bĵ ) +

+ [Ii(B^)-Y.^ Io(B^)] k o ( 2 B^ x'^2 ) 

+ [Ii(B^)-Y.t Iq(B,j.)3 Ko

D e f i n i n d o :

3^ = 2 B ^  x"/^ (2.53)

K;^ (B^) = Kl (B^) + Y.J. Ko (B,^) (2.51)

lY (B^) = I^: (B^) - lo (B,^) (2. 52)

T e m - s e  que (5.59) r e d u z - s e  a:

K (B. ) Io (By) + I^ (B, ) Ko (B„)
• 0(X) = - 2 ---- í----------X------- Y---- 1---------- ^  • (2.50)

(B^) Io (B^) + I^ (B^) Ko (Bĵ )

0 p a r â m e t r o  d e  c o n v e c ç ã o  n o  t o p o  ( 5.52) p o d e  s e r  e x  ■ 

p r e s s o ,  s u b s t i t u i n d o  ( 2 . 49), ( 2 . 1 4̂ , { 2 . -] 5) , ( 2 . 3 ^  e ( 2 . 33),
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t e m - s e : X

^t = 2 Y
t

Tz
(2.56 )

o n d e :

=

(2.32,

(2.33)

3. C a lo r  t rocado  p e la  a l e t a  t r a p e z o id a l ,

C o n h e c i d a  a d i s t r i b u i ç ã o  d e  t e m p e r a t u r a  n a  a l e t a ,  p o 

d e - s e  c a l c u l a r  a q u a n t i d a d e  g l o b a l  d e  c a l o r  q u e  a a l e t a  p o d e  t r o

c a r  com o f l u i d o ,  a t r a v é s  d a  e q u a ç ã o  

(2. 50} .

d X
X,

(2 . 19) e d e

(2.19)

o n d e :  A(Xj^) = 2 f(Xj^) . £ (2 . 20)

S u b s t i t u i n d o  (2. 47) e (2.20) e m  (2 . 19) , e s i m p l i f  i c a n

do, t e m - s e :

„ k ^ b  Xq ^ 0 _  . 2 -  ----
■ L  2 X,

I
d  0(X)

d X
X,

(5.60)

A g o r a ,  d e r i v a n d o  {.2 . 50) / t e m - s e  :

d  0 (X) d 0 (X) ^  ^X
(5.61 )

m a s : d

d B
Io (Bj^) = Il (Bjç)

X

(5.62 )

dB
Ko (B^) = - Kl (Bĵ )

X

(5.63 )
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L o g o : , V

d 0(X) ki(6j^) ^
-̂--  zz ----------------------------------- -—̂----------------  ------- ,A

dy Ky (B^) I o (6ĵ) + Ii(B^) Ko(3j^) dX
(5.64)

M a s :

Bx = 2B^ X^/2 (2. 53)

L o g o :

dX 2 2 ^ X (5.65)

Substituindo f 5.65) em (5.64) e em (5.60), tem-se:

, „ k b  X  . 1 „ 1
q = z 0, • — • ~  . — — ü,.— By —---------------- -̂--------------

L 2 \ 2 ^  X  K^(B^) Io (B3̂ )+I^(B^)Ko (Bĵ )
^ b

(5.66)

Simplificando , agrupando convenientemente e substi - 

tuindo (2. 16) , tem-se:

Xj^ K  2 Io(Bj^ ) + I ^ ( B ^ )  Ko(Bj^)

Definindo:

(5.67)

K  (B. ) .Ii (B, ) - I  (6, ) k i (B, )
I (3 ) = .JL_t------- 5 ^  (5.68)

K^(B^) Io(Bj^)+I^(B.j.) Ko(Bj^)

onde: I^ é o indice de uso da aleta trapezoidal.

Usando a adimensionalização:



116

2 0, í, k ^
D

Q = ------------  (2. 35)

e s u b s t i t u i n d o  (2. fia) e (2 , 3 5) e m  ( 5 . 6 7 ) :

V2

íb

K 2

S u b s t i t u i n d o  (2. 49), t e m - s e :

X X
Q = 1  X^/^ . . lyCB^) (5.70)

K  X,
t)

S u b s t i t u i n d o  (2.14), s i m p l i f i c a n d o  e s u b s t i t u i n d o  

( 5.68) , t e m - s e :

Q  = Bi'/'

onde:, ) . Ii (6,, ) - (6.) . Ki (B, ) 
r  (g_) = .JL_t--------- b _ --- T _ t ---------^

^  K ^ ( B ^ )  . Io (Pj^)+ 1 ^ ( 3 ^ )  . Ko (6) . .

0 < l^ (B^) ^  1

4. Rendimento té rm ico  da a t e t a  t r a p e z o id a l .

C o n h e c i d o  o c a l o r  t r o c a d o  p e l a  a l e t a ,  p o d e m o s  c a l c u  

l a r  a e f i c i ê n c i a  d a  a l e t a ,  a t r a v é s  dei.(2 . 21) e (2.5,7):

y) (2 . 21)
^i

.  = 2 e - / k . B i ^ .
K ^ ( B ^ ) I o ( B 3 )+I^(B^) Ko(Bg)

( 5.71)
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D o  A P E N D I C E  B:

(5. 1.6)

A  = a r e a  d e  t r o c a  t é r m i c a  p o 3f c o n v e c ç ã o  n a  f a c e  d a  a l e t a  
c

A  = 2 L * .a 
c

(5 . 12)

A ^  = á r e a  d e  t r o c a  t é r m i c a  p o r  c o n v e c ç ã o  n o  t o p o  d a  a l e t a

A ^  = t . I ( 5 . 7 3  )

F I G U R A  Z$ - R e l a ç ã o  e n t r e  t r i â n g u l o s  n a  a l e t a  t r a p e z o i d a l .  

D a  g e o m e t r i a  d a  a l e t a  t e m - s e :

(L*)^ = + (
b

( 5 . 7 4  )

M a s :

L o q o :

t a n  e =
b  - t 

2 L

L *  = [L^ + L M ^ - --- ^) J  = L  / l + t a n " e ‘
2 L

S u b s t i t u i n d o  (5.7 2) e (5.73 ) e m  (5. 16 ):

q. = e ^ ( h  2 L *  í. + t.£)
■̂ 1 b t

S u b s t i t u i n d o  ( 5.75) , (5.76) e (2.33) e m  (5 .11 ) :

(5.75)

( 5 i 7 6 )

(5.77)

q i  = 0b h  £ 2 L[ ( 1 + t a n "  e) + R̂ .̂  ----] (.5.7 8)
2L
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Agora substituindo (5.7 8) e (5.71) em (2.21) e efetu
ando as simplificações, tem-se:

' ^  ®b  ̂ k Bi'^ . 1 ^ ( 6  )Y| = = ---B----------- — I—,------------  (5.79)
2 i h L [ (1+tan^e) \

Por outro lado.
Substituindo (2. 15), multiplicando e dividindo por 

4b^ , tem-se:

Bi . k _ ĥb  ̂V2 k _ (hb 4b^ íil) V2 1 (5 .80) 
h L 2k ’ h L 2k * 4b" ’ ’ L

Simplificando e agrupando convenientemente, tem-se-:

B i J ^ \  ,21S , V 2 b 1  ^ ____1____ ^ 1

h L hb - 2 L B

V, =1- - (5.82)
 ̂ (Í1+tan^e)

utilizando: K. = ■ (2.58)t/2

é a razão de aspecto no topo da aleta.

1Y) = 1 ---------^ - (2.58 )
' B [ (1+tan^ e) V2 + \/\]

Onde • (6rp) é definido por (5.68) .



AFÊriVICE D

ALETA PARABÓLICA CÔNCAVA

1. Obtenção da equação d-Lfevenc-íaZ da d i s t r i b u i ç ã o  de 
tem pera tu ra , para  a l e t a  p a r a b ó l i c a  côncava .

E q u a ç ã o  g e r a l :

d f j x ). _d...0j x i  _ ^ 0

dx^ . f (X) dx d X

( 2 .1 )

o n d e :  f (X) = -  (2.80 )

• 2

X^ = 1 + -  ( 2 . 3 )
. L  . .

X ^  = T / L  (2.4 )

L o g o :  d  f(X) _ b  1 2 X  = 2 ^ ( 5 8 4

d X  2 X?^ X
b

3* (X) =ra*(X) L  ( 2 . 8 )

j^*2 (X) = -  . —1— • ( 2 . 9 )

k f(X) .
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S u b s t i t u i n d o  C5 .84) , (2 , 8 i) e ( 2 . 9  ) env (2.1 ) , t e m r s e :

d" 0(X)  ̂ 1 . 2 f d  0(X:) h ^ Q ;;

d X V  f (X) * X  d X  k  f (X)

(.5.85)

M u l t i p l i c a n d o  (5.85) p o r  e s u b s t i t u i n d o  (2.80):,

+ 2 x  ^  6 (X) = 0 (5.86)
dX" dx k ~  '  — !—

^b

A g r u p a n d o  c o n v e n i e n t e m e n t e  t e m - s e :

X̂  É!_0l2il , 2 X  x̂  0(X) = 0

dx^ . . d x  k  b  :

x ^  +  2 X  _  3 2  =  0  (2. 81)

dX^ d X  P

o n d e :  3^ = ^ ^  X ^  (5.87)
P  k  b  >

M u l t i p l i c a n d o  e d i v i d i n d o  (5.87) p o r  b / 2  e a g r u p a n d o  

c o n v e n i e n t e m e n t e ,  t e m - s e :

g 2 = ^  (_k_) ' x ^  (5.88)

. P  2k b / 2  ^

= B i  X?. (5.89)
P  b

o n d e :  3 . ^  ^  (2 -15,

2k

K  = (2.16)

b / 2

= B i  K" (2.14)

Substituindo (2.14), (2.15) e (2.16) em (5.89), tem-se:
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2:- Reso lução  da equação d i f e r e n c i a l  (2 .138 ) com asço^  
d ições  de contorno  (2 . ' i ? )  e ( 2 . I B ) ,  -pára o b te r  a equação de dvs - 
t r ib u iç ã o  de tem pera tu ra  em. a l e t a  de p e r f i l  p a r a b ó l ic o  côncavo .

§1 ...QJ Xl  + 2 X  - 6  ̂ 0 {X) = 0  (2.8T )

d X  d X P

o n d e :  = B Xj^ (2.82)

A  e x p r e s s ã o  (2. 81 ) é u m a  e q u a ç ã o  d e  C A U C H Y  o u  e q u a  - 

ç ã o  de E U L E R ,  c u j a  e x p r e s s ã o  g e r a l  é:

x^ â f y  + 2x - a " y  = 0. (5.90)

dx^ d x

F a z e n d o  a t r a n s f o r m a ç ã o :  x  = e^ .'. v  = £n x, o b t e m o s  

a e q u a ç ã o  d i f e r e n c i a l  t r a n s f o r m a d a  d a  e q u a ç ã o  d e  E U L E R :

â l n  * â z  . a>y = 0 (5.91)
d v  ̂  . dv

A  e q u a ç ã o  a c i m a  é u m a  e q u a ç ã o  ' d i f e r e n c i a l  o r d i n á r i a  , 

s e g u n d a  o r d e m ,  l i n e a r ,  h o m e g ê n e a  e . c o e f i c i e n t e s  c o n s t a n t e s ,  c u j a  

s o l u ç ã o  g e r a l  é:

a  I V  a  2V  -
y(v) = Cl e + C 2 e (5.9 2)

o n d e :  Ci e C 2 s ã o  c o n s t a n t e s  q u e  d e p e n d e m '  das condições d e

c o n t o r n o

o n d e :  ai e az s ã o  a s  r a í z e s  c a r a c t e r í s t i c a s  d a  e q u a ç ã o :

(D^ + D - a M y  = 0 ('5.93)
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= z l _ Í j O l I i Í r  (5.94)

S u b s t i t u i n d o  ai e az n a  s o l u ç ã o  g e r a l  (5.92) :

y ( v )  =  o ,  c .

S u b s t i t u i n d o  v  = £n x

y(x) = Cl e V 2 ( - 1  + / 1 + 4 a M  ^ V 2 (- 1 - / I + 4 a M  £ n x  (5-96)

^  £n x
C o m o : e = x

E n t ã o ,  a s o l u ç ã o  d a  e q u a ç ã o  d i f e r e n c i a l  (5.91) é;

, , 1/2 (-1 + / l + 4 a ^ ) V 2'(-1 ~v/l+4a M  ,
y(x) = Cl x ' V + C 2 e (5.97)

A s s i m ,  a s o l u ç ã o  d e  (2. 81), p o r  c o m p a r a ç ã o  c o m  (5.90)

e ( 5 .97) / é:

D e f i n i n d o :

61 = -1 (- 1 + /1+46 2 ) (2 . 8 8 )
2 P

Ô 2 = -  (- 1 - /1 + 4B^) (2. 89)
2 P

E n t ã o  ( 5 . 9 9  p o d e  s e r  e x p r e s s a  p o r :  ■ .

0 (X) = Cl X*^! + C2 X*^" ( 5.99)

I m p o n d o  a s  c o n d i ç õ e s  d é  c o n t o r n o :
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0(X ) =1. ; X = X]3 (2.17)

Cx Xj^ + C 2 Xĵ  - 1 (5.100)

d  0 (X)

d X
L  0 (X^) ; X  = Xt

X.

(2.18)

k
(Ci X^^ + C 2 X ^ 2 )

O b t é m - s e :

(5.101)

Cl [ôi X
ô\-i ^ôi X - 1 ^4- * ̂

x;*] + 0 2  [Í2 ----í--  X° M = 0• t -

A s s i m :

- 6 2  X
Ô 2-1 ^t ^ 6 2  
t . + • k  ^ t

ôi-i ^t  „61

“T “ ^t

(5.102)

S u b s t i t u i n d o  (5.103 e m  (5.,100) , t e m - s e ;

C 2 Í
{ 61 X,

Ô 1-1
xfi + x ^ }  = 1 (5.103)

E x p l i c i t a n d o  C 2 , t e m - s e :

Ôi X
Ô 1-:

X
61

C 2 -

i-,S, X^ + X^ .) Xj^ + (ôi X ^ -----T '  t ̂  ^b
62

(5.104)



124

S u b s t i t u i n d o  (5.104) e m  (5.i.102)e s i m p l i f i c a n d o ,  t e m - s e ;

. §.105)
__________ ____;________

^ ̂ X i h L< T r ; T 1~" Í̂ T L X X
(-62 x * "“ + t (Í, xj' _ _ L _  x J m  X*"

t t b t

A s s i m ,  a s o l u ç ã o  g e r a l  é obtida substituindo ( 5 . 1 0 4 )  e 

(5.109 em {5.99):

0 (x) ^  ~ k ~  \  \ ---- \   ̂ ^

„ 6 2 W Ô 1 , (f ..-Si-i ..ôi\
(_ô, x ^  _ + - T -  \  ) ^ b  \  -  “T T "  ^ t   ̂ ^ b

ou:

<S2 (-X^'“̂  ^  xj') x '̂ 1 + ô i ( x ji-'- ^  X^^) X*^'

0 ( X ) = ------- 1 1 ^ ---------
. t * ^ Ô 2 . ^ ô i  , ^ ^ Ô 2
^  t ^  7 -7 - t  ̂ ^ b  ^  “ r r - ^ t ^  ^b

K 0 2 k 0 1
§.106)

I n t r o d u z i n d o :

h  . L

Yi = (2.B7)
• k  ôi

h  . L

Y 2 = (2 .8 6)
k  Ô , ■

-  Yi (2.85)

ô 1 , 2 = (2.90)

e dividindo (5.106) por 6 2 , tem-se: .
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X  x'^ ̂  + ôj; 2 X  x*^ ̂
Y 2 . . ' Yi

x^' x^^ + 612 X'̂  xf^
y 2 b ( Y 1 • b

(2.83)

3. C a lo r  t ro cado  p e la  a l e t a  p a r a b ó l i c a  côncava .

C o n h e c i d a  a d i s t r i b u i ç ã o  d e  t e m p e r a t u r a  n a  a l e t a  p o d e  

m o s  t e r  a q u a n t i d a d e  d e  c a l o r  q u e  a a l e t a  p o d e  t r o c a r  c o m  o f l u i 

do, a t r a v é s  d a  e q u a ç ã o :

d X
X,

(2.19)

A(X, ) = 2 f (X, ) . £ 
b  b

( 2 .2 0)

S u b s t i t u i n d o  ( 2.2Q ) e (2.80) e m  ( 2 .19):

q = e, k .
r , h  b
^  • 2 (1+T/L) " d  0(X)

d X
X,

(5.107)

mas: X ^  = 1 + T / L ( 2.3 )

L o g o :
£ k  d  0(X)

K  d X
X,

(5.1 08)

Derivando ( 5.106), tem-se:

d  0 (X)
ôi X x^^ + 6 1 2  02 X xr

 ̂ Y 2 b   ̂  ̂ Yi 13l i .
dx ôi

b  Y 2 o
..Ô12 X X^

(5.109)

m a s : 6 12 62 = ^  62 =
Í2.

(5.110)
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L o g o :
. (X . X xí^~')

X, ' (X X^^ + 6 x2 X xt^) 
b Yz b  V  Yi b  •

S u b s t i t u i n d o  ( 5.111) e m  ( 5 - ^ 8 ) ^  t e m ~ s e

(X x t ^  + X X^2 • 
q  - 2 e, £ k - 1 ^ - ^ ---------------------- (5 . 1 1 2 )

(X X^^ + ôi 2 X X^2)Y2 b Y i  b

U t i l i z a n d o  a a d m e n s i o n a l i z a ç ã o :

O =
(2.35)

2 0, £ k 
b

Tem-se:

O  ^ —  ■ ■̂-- — ■ ------^ --------  (2. 91)

^ -X  x j^  + Ô12 X x j^•Y2 b  . Y i  b

4. Rendimento té rm ico  da a l e t a .

C o n h e c i d o  o c a l o r  t r o c a d o  p e l a  a l e t a ,  p o d e - s e  c a l c u  - 

l a r  o r e n d i m e n t o  t é r m i c o  a t r a v é s  d e  (2 .2 1 )' e d e  ( 5 . 1 1 2 ) :

D o  A P Ê N D I C E  B: '

q. = 0- (h A^ + h  A  ) (5.16)
X b  c t t

A ^  é a á r e a  d o  t o p o ,  d e f i n i d a  p o r  :■

A ^  = t . £ (5.73)

A  é a á r e a  d a  f a c e  d a  a l e t a ,  d e f i n i d a  p o r :
C-

A  = 2 L* . £ • (5,72)
c
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o n d e :  L *  é o  c o m p ï T i m e n t o  d o  a.îrco m e d l d o  a,o loi^igo d o  p e r f i l

d a  a l e t a ,  d e f i n i d o  p o r :  -

X, ___________
L *  = / “ / 1 + f ' C X ) "  d X  (5.113)

X.

U t i l i z a n d o  a e q u a ç ã o  d o  p e r f i l  d a  a l e t a :

f (X) = -  ( - ^ )  ( 2 . 8 0 )
2 X

"  X ^  á X  á X,
t b

D e r i v a n d o  (2. 8 0 )  e m  r e l a ç ã o  ã X  e s u b s t i t u i n d o  e m  

( 5 . 1 1 3 ) è  a g r u p a n d o  c o n v e n i e n t e m e n t e ,  t e m - s e :

X  / X  ̂
L *  ^ ^ ^  (5.114)

X ^  X, b
b  t

E f e t u a n d o  a i n t e g r a ç ã o ,  tem-se:.

/  X^ X^ / ' X^ X
L* r. —  ji— {X v'4^ + (— )^ + (— )^ £n [X + A 2 ^ ( - ^ ) 2 ] }  ^

^t

(5.115)
>

S u b s t i t u i n d o  o s  l i m i t e s  d e  i n t e g r a ç ã o  e a g r u p a n d o  c o n
; í

v e n i e n t e m e n t e , t e m - s e :

X, /  X, X, X ^  X  (1 + /1 + (-^)^
L*=X^ / 1+ { _ £ ) 2_X^ /l + (-H) 2 (_Ê) 2 _ (_£) 2 £n [_5-----

b  ^ \  ^  ^  x ^ ( i  + /l + (Xj^) M X j ^ ) M

{ 5-. 1 16)

D e v i d o  a g r a n d e  c o m p l e x i d a d e  d e  ( 5 . 1 1 6 ; ,  d e i x a r - s e - ã  

i n d i c a d a  s u a  e x p r e s s ã o  g e r a l ,  s e m  d a r  c o n t i n u i d a d e  a o  d e s e n v o l v i 

m e n t o .

Substituindo (5.72) e ( 5.73) em ( 5.16) , tem-se:
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,.h. ' ■ 
q. = l  h (2 L *  + —  t) (5.117)

' h :

S u b s t i t u i n d o  ( 5,ri1 e ( 5.1=12) e m  ( 2 . 2 l ) /  t e m - s e :  ,

V| =.- a - = 2J S  ------------------ ,

'’i ( 2 L * t—  t) X  x j *  t 6,2 X  X * “
h Y 2 b  \  Yi b

o n d e :  L *  é d e f i n i d o  e m  G.^ng:) .

M u l t i p l i c a n d o  e d i v i d i n d o  a d e q u a d a m e n t e  p o r  b:

\  , «1 X  X * ' ~ ' +  X
S  ---------^--------------------------------l i - J 2 ------- J 6 . 1 1 9 )

^ 2 L * ( 1 *—  — ) X  X * l  + 6i 2 X  x j  =
2 k  h  2L *  Yi b

U t i l i z a n d o  (2.-) 4 ) , ( 2.  ̂̂  , (2.16), (2.33 ) e (5 . 83 ) , tem

-se:

\ =

« 1 X 1 X, X * >  "+ X  X ® "
[ Y 2 b _________Y 2 b  J (2. 9 2)

" L *  ( U V \ ' ’ X  x ^ .  y , 2  X  . X ^
Y 2 b ' ^ Y b

O n d e  é d e f i n i d o  p o r  (5.83) .


