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""HOMEN SECULO XX'"

(Antonio de Souza Rauen)

Homen audaz que tentas dominar a natureza
Sem antes em ti mesmo impores o dominio.
Do que te adianta ser dono d'outros mundos
Se neste pregas os meios do exterminio...
Por que semear no orgulho a tua nobreza?
Nao sabes que ela desaparece em segundos!

Da tua inteligencia, nas leis e teoremas
Brotaram maquinas que até te superaram,

E te tornaram escravo dos seus resultados.
Das surpresas que os mistérios te guardaram
Nao te afrontas e ao rumo das leis supremas
Tentas, na procura ao menos, dum significado.

Se de um grupo de futeis e ignotas ideologias

Nao consegues fugir; pregando-as aos semelhantes.
Porque falar em paz, se conquista-la nao sabes!

E, da imposicao nao a teras num unico instante...
Pensas talvez encontra-la nas guerras frias!

Mas nunca te-la-as, ainda que tudo acabes!

Herdaste dos antepassados a ''guerra de conquista'

E a tua gloria esta na conquista d'outros povos...
Mesmo fugindo, leva-la-as contigo no inconsciente!...
Por que nao deixar tudo e seguir ideiais novos?!

Tuas poderosas armas, ha quem as resista.

Pois tirou todos e tudo do nada, unicamente.

Nao te comoves ao ver a miséria e a fome?

Se o teu semelhante fracassa: -"E recalcado!"
Se reagir, o teu brago emudecera as suas vozes.
A tua paz estara onde fores glorificado.

Mesmo o tempo que a tudo e a todos consome
Guardar-te-a nos seus ergastulos atrozes.

-Para erguer-se, aproveita todos os momentos...
Se escravo do amor, foje da perdicao!

Ao inves de armas inventa mais remedios.
Contudo, ainda seras util ao teu irmao.

Messas co'alma o que podes nos ensinamentos.
Amanha seremos outros... Alheios aos tedios!



RESUMO

O presente trabalho tem como objetivo o estudo e a aplicagao
da Analise de Fourier, mais precisamente da transformada rapida de Fourier-—
FFT, para obter os coeficientes da transformada discreta de Fourier com nu-
meros de amestragens decamponiveis em fatores primos quaisquer.

| 0 algoritmo usado no desenvolvimento do referido trabalho /
foi aquele na versao de’Sande (Sande-Gentlemann, 1966) com as subrotinas a-
presentadas por Singleton(Singleton, Richard C., 1969), ambos devidamente /
adaptados ao problema do estudo da emissao e recuperagao de sinais ionosfé-
ricos desenvolvido pelo Grupo de Radiociéncias de Gaspar-FURB. A

O método apresentado, bem camo o programa para computagor de
senvolvidos e apresentados deram uma economia do tempo de CPU da ordem de

5.291% cam relacdo ao método atualmente em uso pelo grupo acima citado.
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ABSTRACT

In this monograph, we will present a study of Fourier Analise
and its aplications, especially that of the fast Fourier transform in the ./
calculation of the discrete Fourier transform when the number of data points
is an arbitrary product of primes.

The algorithm used here is the Sande version(Sande-Gentlemann,
1966) whit subroutine presented by Singleton(Singleton, Richard C., 1969) /
both have been adequatly adapted to the study(of the emissions and reception
of ionospheric signals) being conducted by the Grupo de Radiociéncias in Gas
par-FURB.

The technique we present, togethm with the computer program /
used, gives an econamy of computer time of 5.291% in relation with the meth-
ods used previously by the Grupo de Radiociéncias in Gaspar-FURB
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O campo magnetico terrestre afeta o movimento das particulas
carregadas da inosfera. ‘

Uma anisotropia € criada na condutividade elétrica atmosféri
ca, resultante das forcas advindas das cargas em movimento e do campo mag-
netico, desviando-as numa direcao perpendicular ao plano formado pela velo-
cidade da particula e a diregao da intensidade do referido campo(01].

0 efeito do campo magnetico nao tem grande importancia nas /
proximidades da superficie da terra, enguanto que nos pontos mais altos do
espaco que rodeia o globo terrestre esse campo € dominante, recebendo al a
denominacao de "MAGNETOSFERA". Nas superficies exteriores da magnetosfera,/
correntemente denominadas de "MAGNETOPAUSA", as correntes elétricas origina
rias do vento solar tém o efeito de anular o campo geomagnético.

O campo magnético terrestre equivale em aproximagdo ao campo
magnético gerado por um dipolo colocado no centro da terra, e coxﬁ momento /
magnetico de 8,05 * 0,02 x 10%°Gauss/cm®. Esse dipolo estaria inclinado de
Z 119 em relacao ao eixo da terra (Turnes, Osiris 1981 [02]).

Este momento tem o eixo apontado para um ponto da superficie
terrestre localizado a 78,59S e 1119E, também conhecido como polo sul magné
tico, embora as suas caracteristicas sejam as do polo norte geografico. A /
referida aproximagdo pode ser melhorada, deslocando-se o centro do dipolo /
342km na direcdo 6,59N e 161,89E geocgrafica (Ramirez, Phenix M. 1980 [01]).

Algumas regides da superficic da terra apresentam desvios /
de importancia consideravel no modelo dipolar especificado, sendo esses /
desvios denominados de "ANOMALIAS". A figura 01 mostra a distribuicao /
mundial dos valores da intensidade total do campo magnético da terra, in-
clusive a maior dessas anomalias, também denominada de "Anomalia Geomagné
tica do Atlantico Sul", ou simplesmente "Ancmalia Geomagnética Brasileira"
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com os respectivos valores de campo, anormalmente baixos.

As anomalias podem deformar a superficie fazendo com que os
pontos limites subam e descam de altura (como na anamalia geomagnética bra
sileira), mas a particula continua a movimentar-se sobre a superficie, sal
vo se, por colisdes com outras particulas, perder as condigdes para manter
se presa, apeofundando-se mais ainda na atmosfera e entregando a sua ener-
gia as particulas da ionosfera.[01]

O fendmeno acima descrito, tem importancia consideravel na
regido da Anomalia do Atlantico Sul, no centro do qual esta o estado de /
Santa Catarina.

Considerando a ionosfera dividida em trés camadas (regides):
D, E e F de baixo para cima, onde a concentragao da ionizagao € maior nas
camadas superiores , temos:

a) as camadas DieE da ionosfera sao responsaveis pela propa
gacdo a grandes distancias e com alto grau de sequranca das ondas de muito
baixa frequéncia, VLF (3kHz a 30KHz), baixa frequéncia, LF (30KHz a 300KHz)
e pelo fendmeno de absorcdo das ondas de alta frequéencia, HF (3MHz a 30MHz)

b) devido ao fato especificado, o estudo da regido andmala/
é de grande importancia, tendo em vista o desenho de radicenlaces de alta
frequéncia, bem como para a geracao das "Ncrmas Brasileiras de Radiodifu -
sao" (Turnes, Osiris 1981 [02]).

0 alto grau de seguranca das comunicagoes VLF advem da com-
binacao dos fatores:

a) baixas perdas na propagacao das ondas;

b) poucas probabilidades de serem elas afetadas pelas pertur
bacCes solares, que ocorrem frequentemente, segundo o ciclo solar. Por isso
as telecomunicacdes VLF sdo de grande importancia na radionavegagao e nas/
distribuicdes de tempo e de frequéncia .[01]

Em funcdo da importancia das alteragbes inosféricas da regi-
do provocadas pela anomalia geomagnética brasileira, a secdo de pesquisas /
do Instituto para Assuntos Espaciais do Ceniro Tecnolégico da Aeronautica—
IAE-CTA firmou um convénio com a Air-Force Cambridge Research Laboratories-
AFCRL dos EUA, para desenvolverem um projeto de pesquisa da anomalia, em -
pregando uma sonda obliqua com pulsos eletrcmagnéticos de muito baixa fre -

quencia, VLF.
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O sondador ionosférico consiste de um transmissor construi-
do pelo proprio CTA-SP e instalado no municipio de Paula Freitas (PR), o
qual envia os sinais pulsados de essencialmente um ciclo de radiofrequén -
cia, com ~37KHz, por meio de uma antena vertical para um equipamento recep
tor instalado em terreno de propriedade da FURB (Fundacdo Educacional da /
Regido de Blumenau), localizado no municipio de Gaspar (SC), a uma distan-
cia de 221,5 km da emissao (Fig. 02). Os pulsos s30 separados por uma fun-
cao perfeitamente estavel.

A antena emissora funciona camo uma fonte de ondas esferi -
cas situadas sobre a superficie da terra. A emissio se processa por um sis
tema oscilante formado por uma bobina e a capacidade do mastro da antena,o
qual se encontra campletamente isolado do chio.

O pulso emitido & cossenoidal, em fungido de a antena assefre-
lhar-se a um capacitor. [01] e [02]

O circuito gerador de pulso utiliza uma frequéncia base de /
1MHz, fornecido pelo padrao atomico, o qual por meio de divisdes adequadas,
admite regulagens de separagao dos pulsos de até 1 micro-segundo.

A operacao do sistema mantem o periodo dos pulsos de engati
lhamento em 1263 micro-segundos.

A onda refletida pela ionosfera, se divide em outras duas,/
sendo estas denominadas de onda inosférica normal e onda ionosférica extra
ordinaria, onde estas juntamente com a onda de terra, poderao dar pistas /
para o estudo da referida ancmalia, pistas essas contidas nas deformacoes/
das mesmas.

As antenas receptoras instaladas em Gaspar (SC) estao liga-
das a um aparelho resgatador de ondas de ruido, o qual n3o deforma o sinal
recebido. [02] . Neste tipo de sonda interessa estudar as deformacoes sofri-
das pelo pulso, nas camadas baixas da ionosfera, bem como o estudo da altu
ra de reflexao dos pulsos.

O méetodo de analise usado pelo Grupo de Radiociéncias de
Gaspar necessita da analise de Fourier dos pulsos recebidos, a fim de po -
der camparar O espectro de amplitudes do sinal que se propaga pela terra /
com 0 sinal que vem refletido pela ionosfera [02].

A recuperagao dos sinais, onda de terra e onda ionosférica/
é feito atravas de amostras no tempo, pelo aparelho recuperador de infor-

macgao.
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Portanto, o estudo do espectro € feito com base no te-
orema da amostragem, transformada aiscreta de Fourier (DFT) e transformada /
rapida de Fourier (FFT), sendo esta ultima um método de grande rapidez e efi
ciéncia para computar os coeficientes da transformada discreta de Fourier.

O numero de amostras recolhido pelo aparelho recupera-
dor de informacao € de tamanho consideravel, e além disso ndo € fatoravel /
em fatores iguais a 2, unicamente, mas sim em fatores primos arbitrarios.

O estudo da forma da orda recuperada pelo aparelho res
gatador é feito através da transformada de Fourier, onde os coeficientes re
presentam as variagoes sofridas pela mesma.

A transformada de Fourier € obtida através da amostra-
gem de 630 pontos, numero esse composto por fatores primos arbitrarios. Es-
sa transformada é feita com base em algoritmos ja existentes mas ndo de /
grande aplicagao, visto nao se encontrarem desenvolvidos na relagao biblio--
grafica em que nos fundamentamos para elaborar o presente trabalho.

No capitulo I apresentamos o nosso problema basico, /
enfocando-o nas suas caracteristicas mais importantes.

No capitulo II apresentamos um relato dos estudos e al-
goritmos ja existentes, no que se refere as aplicagoes do nosso problema.

No capitulo III fazemos o estudo tedrico do problema, a
bordando-0 nos seus aspectos matematicos, bem como formulagdo dos resultados.

No capitulo IV usamos as subrotinas apresentads por Sin
gleton (Singleton, Richard C. 1968 [08]), adaptando-as de modo a se tornarem
aplicaveis ao nosso problema, ou seja das 630 amostras que compdem o mesmo,/
apenas 21 delas sao diferentes de zero. Apresentamos os resultados obtidos /
através do computador, e, introduzimos um "PRUNNING" de zeros, nas referi -
das subrotinas, para diminuir o tempo necessario para a computacdo dos resul
tados. Esse pruning e desenvolvido com base naquele apresentado por Markel (
Markel, 1971 [31}]).
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I 0O N O S F E R A

I
N/
< 218000m
74
Emissor : Receptor
(Paula Freitas - PR) (Gaspar - SC)

Fig. (2) - Técnica VLF envolvendo pequenas distancias.

(OT - onda de terra, OI - onda ionosférica).
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OBJETIVOS DO TRABAIHO

Os objetivos do presente trabalho resumen-se a:

1 - Determinar, aplicando a analise de ‘Fourier, mais preci-
samente a transformada rapida de Fourier, o espectro de amplitudes do pulso/
recebido para posteriores comparacdes cam 0s resultados praticos e com aque-
les obtidos em [02].

2 - Estudar, desenvolvendo \ma adaptagao para aplicar um al -
goritmo da transformada rapida de Fourier, considerando que a quantidade de
amostras € um numero composto por fatores primos arbitrarios.

3 - Desenvolver um programa, com base nas subrotinas existen-—
tes, para camputar os coeficientes da DFT (Discrete Fourier Transform), bem/
como desenvolver também a parte tedrica.

4 - Prever um pruning de zeros com o objetivo de diminuir o
Nao pretendemos efetuar um estudo completo e exaustivo sobre/
o desenvolvimento do algoritmo, mas somente a parte que interessa ao Grupo /
de Radiociéncias de' Gaspar. ‘

Os algoritmos usados s3ao objeto de estudos detalhados desen -
volvidos pelos pesquisadores citados no capitulo II deste trabalho, com base

nos dados bibliograficos mencionados.



1.1 - Descreveremos o problema principal, objeto do nosso estu
do e desenvolvimento do nosso trabalho, bem como apresentaremos o resumo  do
estudo feito por Osiris (Turnes, Osiris 1981 ([02]).

1.1.1 - Descri¢do » do Problema,

O nosso problema consiste de um pulso cossenoidal de ~40Khz ﬁa

portadora, repetido 792 vezes por segundo.
| A repeticdo do pulso € determinada por dois motivos técnicos:

a) a cada pulso emitido, deve ter sido possivel registrar no
receptor o pulso repetido pela inosfera;

b) o capacitor, representado pela antena emissora deve ter o /
tempo suficiente para recarregar-se entre a ocorréncia de dois pulsos consecu
tivos.

Uma representacao matematica adequada para os pulsos repetidos
periodicamente € dado pelo desenvolvimento em série de Fourier da funcdo f de

finida por
coswt, para 0 < t <d
f(t) =< O, para d <t <T (2.1)
f(t + T)

d=1/f = 2,5 x 10 seg
PRP = 1/RP = 1 263 micro-segundos
A funcado f(t) satisfaz as condigOes de Dirichlet, logo € repre

|
|
I
/[
!
|
t
!
!
|
1

Figura 1.I - Esbogo do processo de emissao do pulso.

3
I

sentavel em série de Fourier([02]. Figura(I.1)
L 3
£ (t) |

}
| .
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L |
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Temos entao

£.(t) = T c e, i=1,23,.... (2.2)

n:_.(x)

onde j representa v -1 (unidade imaginaria dos complexos),

Cn - (d/T)z. nll sen(n 10d/T) (2.3)
M2- (n na/T)2 :

Cn sendo o coeficiente de Fourier do pulso emitido., f(t).

1.2 - Estudo da Curva do Espectro de Amplitude do pulso e -

mitido.

Um estudo detalhado da curva do espectro de amplitude desse
pulso foi feito em [02], no qual foram considerados:

a) estudo do grafico |C_| x RP;

b) pontos criticos calculados atraves das derivadas primei-
ra e segunda de Cn ;

Cc) simetria;

d) dominio e imagem, chegandlo a

xIl

lc.| = lam? - 5 | |sentxna/m | (2.4)
n“ - (xNd/T)
limitante oscilante
onde: - dominio de ICXI =R"
dominio de ICn| = N,
imagem de |C | =10, |c | -1 = 10; 0,2022 x 107"

imagem de |C_| [0, |c,|méx];

e) determinagao do espectro de amplitudes da fungdo perid di-
ca f(t) = cosut, [02]

1.3 — Processo de Amostragem

- 1.3.1 - O processo de amostragem de um valor observavel é fei  vave
to a cada 2 x 10’Gsegundos, de maneira que obtemos rigorosamente 631,5 amos-
tras. Mas pelo teorema da amostragem, o numero de amostras deve ser inteiro,
0 que nos leva a ndo utilizar o valor acima mencionado. As amostras obtidas,
campreendem um unico periodo da f(t).
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1.3.2 - O namero de amostras 631, embora inteiro & também /
primo. No entanto, podemos desenvolver a DFT (Discrete Fourier Transform) /
atraveés da FFT (Fast Fourier Transform), mesmo o namero sendo primo, con -
forme [09]. Como esse metodo apresenta dificuldades consideraveis na imple-
mentacao do algoritmo e, no nosso caso, um numero de amostras como 630 que
€ de fatoracao boa e nao altera significativamente a frequéncia de um har -

monico, tomamos 630 amostras no lugar de 631, ou seja:

a) para N=631,5 amostras: 559 harm. = 43,5435KHz
569 harm. = 44,3352KHz
o que resulta numa difernca de 0,7917KHz;
b) para N=630 amostras: 55@ harm. = 43,648KHz

569 harm. = 44,441KHz
0 que resulta numa diferenca da ordem de 0,79KHz.
A diferengca entre o modelo, valor real do 559 harmonico e o 559 harmonico /
que pretendemos usar € de 0,104KHz, a qual ¢ bem menor do que 0,79KHz e nao/
influi no calculo dos harmonicos de interesse no estudo. Portanto, usaremos

o valor N = 630 amostras.
1.3.3 - Aplicacao do algoritmo para calcular os coeficientes

da DFT atraves da FFT. Nosso numero de amostras N &€ decomponivel em fatores
primos arbitrarios.

Aplicando os algoritmos desenvolvidos por Cooley-Tukey (Coo-
ley-Tukey, 1965,[03]) e Sande (Sande-Gentlemann, 1968, [08]), e, com base /
nas subrotinas desenvolvidas por Singleton (Singleton, Richard C., 1969,[16])
computamos os coeficientes da DFT atraves da FFT.

1.3.4 - Desenvolvimento do programa para computador. Como a /
nossa amostragem consiste de 630 ,pontos (valores amostrados), dos quais ape-
nas 21 sao diferentes de zero e, o que € mais importante, trabalhamos com/
amostras de-Nyquist. Por isto, tentamos a introducao de um pruning de zeros/

para com isso diminuir o tempo de maquina na execussao do referido programa.



2.0 - Introducao e Justificativa.

Devido a sua alta eficiéncia, a transformada de Fourier é
um instrumento universalmente aceito nos campos mais variados do conhecimen
to humano e dentro da analise de sinais das teorias modernas.

A determinagdo dos coeficientes de Fourier, através da trans
formada continua, usando os modernos métodos computacionais, e feita atra -
ves da transformada discreta de Fourier, a qual se caracteriza pela fungao/
amostrada, de acordo com o teorema da amostragem [13]. No entanto, mesmo /
com o estagio alcancado no tocante a velocidade dos computadores atuais, a
determinacao dos coeficientes da DFT conscme um tempo consideravel. Para /
sanar esse problema Cooley-Tukey (Cooley-Tukey, 1965, [03]), desenvolveram
um algoritmo de extrema rapidez e consideravel eficiéncia para camputa-los,
o qual denominaram de transformada rapida de Fourier (The Fast Fourier /
Transform - FFT).

Desde o aparecimento do algcritmo de Cooley-Tukey até o pre-
sente momento, muitos estudiosos desenvolveram e publicaram os mais varia -
dos algoritmos relativos a FFT.

De posse de alguns desses algoritmos citados, e mencionados
na relacao bibliografica, procuramos salientar aqueles que mais diretamente
se adaptam ao estudo do nosso problema, de caracteristicas particulares, /

descrito no capitulo I.
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2.1 - Da Transformada de Fourier Continua a Discreta.

2.1.1 - Definigao. - Seja a funcao h: [_a, b] ——» R tal

que:

i) h & limitada, entao ela é integravel se o supremo das /
somas inferiores for igual ao infimo das somas superiores;

ii) h ndo é limitada, entdo ela é integravel se, e scmente/
se, O intervalo [a, b] puder ser decomposto em um namero finito de inter-
valos I1, 12, ooy Ik' com Ik = [ak, bk]' tais que para todo &> 0 e §' > 0
a funcio h é limitada e integravel em [ak+6’ bk+5,]"e"0311'_mites

b

fak hivat = Lim

Pras?
&~0"a
5100 k+68 ) {
2.1.2 - Definigio. - Uma funcio & of quando h e |h| forem /

integraveis no sentido da definigao 2.1.1 em cada intervalo [—M, N] e os /

i) h(t)dt ~ekistem.

limites
lim N lim N ) .
M Newoly R(EVEE e Y ST |n(t) |t existem [18].

i
2.1.3 - Definicao. - Se h:R —— C for uma funcao (ﬁ a

sua transformada de Fourier H:R —— C sera definida por

00

Fhw] =Hw = /7 hitreat, com v = 2n¢ (01)

2.1.4 ~ Observagdo.- Usando a integral de Lebesgue podemos /
1

trabalhar com L' no lugar de (xsi , onde Ll é um espago vetorial normado com
norma Hh||1 = fiolh(t) |at, além de ser um espaco de funcdes integraveis a
Iebesgue em R, o espaco vetorial € completo nessa norma (usando a integral
de Lebesqgue). . ,

Dada uma funcao h em % nem sempre S‘J[h(t)] esta em.,gL. Um
outro espago usado também para definir a transformada de Fourier € o espaco
das fungdes infinitamente diferenciaveis de suporte campacto C‘g . Noen -
tanto, nesse espago pode ocorrer dque ? [h(t)] nao tenha suporte compacto.

Um bom espago para o estudo da transformada de Fourier, no /
qual se introduz algumas coisas mais gerais do que as fungdes, chamadas dis

L
tribuicoes, € o espaco (‘)f , 0 qual € um subconjunto de :é [18].
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2.1.5 - Definicao.~ Uma funicdo h:R —— C & de decrescimento

rapido se ela for infinitamente diferenciavel e se

lim menf(x) = 0, para todo m,n inteiros e 2 0.

xf =

por ¢f .

O conjunto das fungdes de decrescimento rapido & designado /

A demonstracao e o estudo da transformada de Fourier no'espg
cod estdo feitos em [18], pags. 196-206.

2.1.6 — Teorema.~ Sejam h:R ——— C uma funcao de éf e H(f)

a sua transformada de Fourier. Entao

Flnw] = hee) = (1/2 )2 HweMa (02)
onde a expressao (02) representa a transformada inversa de Fourier.

2.1.7 - Observacao. - A transformada de Fourier € um instru-

mento de alta eficiéncia, universalmente aceito na analise moderna. No en -
tanto, ndo ha unanimidade na literatura relativa a definicao da integral de
Fourier, bem como da sua inversa. Das definicOes acima, tiramos que,

H(w = cqfo hit)e I%at, com  w= 27If (03)

hit) = H(w)el“ta (04)

!
(9]
]
-

onde os coeficientes C, e c, assumen valcres diferentes, que dependem do /
uso. Quando c, = 1; c, = (1/21), ou ¢y = (1/211}; C, = 1, Cy =G (1/2m) .
Em suma, as equacdes (03) e (04) sao validas somente quando €48, = (1/2m .

Esta questdo podera ser resolvida através da relacao existen

te entre a transformada de Fourier, a transformada de Laplace e o teorema /
de Parseval. Para escapar da contradigdo existente entre essas relacoes, um

caminho 1logico é definir o par de transformadas de Fourier por [07]:

H(E) = ° h(t)e Mt (05)
hit) = /7 H(f)eI 2, (06)

onde t representara a fungao no dominio do tempo e f representara a mesma /

no daminio da frequencia.

um i
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2.1.8 - Propriedades da Transformada de Fourier.

Dentre as varias propriedades colocadas e demonstradas em /
[07], [13] e [18] podemos destacar duas delas em funcao da aplicabilidade /

das mesmas no nosso trabalho.
2.1.8.1 - Linearidade - O sistem & aditivo e homogéneo.
Fhw +gw)] = Fhw] + Flow]
Flnw] = «F[hw)]

2.1.8.2 - Produto de Convolucao.- Sejam h(t) e g(t) duas fun-

cdes quaisquer dadas. O produto de convolucdo, simbolicamente representado /
por £(t) = h(t)*g(t) = (h*g) (t) & definido pela funcao

(h*g) (t) = /> h(t - y)g(y)dy (09)

2.1.9 - Relacdo entre a Transformada de Fourier Continua e /

a Transformada de Fourier Discreta.

Sejam h(t) e H(f), como definidas em (06) e (07), respectiva
mente. Quando amostramos h(t) em intervalos de T segundos, a expansao de /
(06) pode ser feita em relacao aos pontos amostrados hk = kT, com /
k =0,£1,x2, ...

Sendo F = 1/T, temos que

hkr) = f7, mE)INH Fag o § gDy (g S/ Fye, (10)

onde T representa o espaco compreendido entre duas amostras consecutivas e

F representa duas vezes a frequéncia de Nyquist (1/2T).

j2nfk/F

Pela periodicidade de e de periodo F e fazendo as res

pectivas trocas de variaveis, podemos escrever a expressao (10), como:

h&o = JF Hp(f)ejznfk/Fdf, (1)

1

onde, | H () &, H(E + nF) (12)
e p denotara a funcdo periodica formada pela sobreposicéo da funcdo perid -
dica substituida por todos os maltiplos do periodo fundamental.A expressao/

(12) esta representada graficamente em [21].
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Hp(f) representa uma versdo de H(f) distorcida em consequéncia do "ALIASING"

[21], onde este ocorre na frequéncia de Nyquist F/2.
Camo H (f) é funcao periodica de H(f), pelo teorema de Fouri-

—321f/F

er ela tem uma expansao em série de potencias e , cujos coeficientes /

sdo dados por (1/F)h(kT). Entao

~j20£k/F
14

H () = (1/F), %, h(kTe (13)
. L

onde a equacdo (13) representa a transformada de Fourier nao finita.
Considerando a amostragem no dominio da frequéncia, nos pon -
tos fn =mMf, ondem =0, #1,+ 2, ... e Af = 1/TO, reescrevemos (13), como

N-1 .
h(naf) = T 2y hiknye 2T (4)

Fazendo T,F = N, onde N € inteiro, usando o fato de que /
e-Jz.nmk/ Ng fungio periddica de periodo N, a expressao (14) pode ser repre -

sentada por
N-1 -j2fimk /N
hp(mAf) =T kZO hp(kT) ' (14a)
onde .
hp(kT) = L, hi(t + nT)T), (14b)

e, o somatorio em (14b) & dado pelos valores amostrados de

ho(t) = % h(t + nT,) (14c)

a qual e funcao perlodlca de t, com periodc Tor © forma h{t) do mesmo modo
que H (f) forma H(f) [15] e [21].
Substituindo T = T /N por 1/F a expressao (14a) pode ser /

reescrita camo

N-1
By mAf) = 1N | Eg Toh, (kT)e -j2nmk/N

k20 To'p (144)
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2.1.9 - Relacao entre a Transformada de Fourier Discreta e

a Transformada Continua, nuna Sequéncia de Amostras de Nyquist.

Uma propriedade importante que torna a DFT eminentemente util
advém da relacdo existente entre a DFT de uma sequéncia de amostras de Ny-
quist e a transformada de Fourier de uma forma de onda continua represen —
tada pelas amostras de Nyquist. Consideremos a funcdo h(t) cam banda de fre
quéncia limitada, cujas amostras de Nyquist h(k) estao definidas no interva
lo 0 st sNT.

N-1
hit) = k?‘io sen(ll(t - kT)/T) (17)
= (It = kT)/T)
onde T repreresenta o espago entre duas anostras consecutivas [05]. Uma re-

peticdo periddica de h(t) pode ser construida, com as mesmas amostras de /

Nyquist, no intervalo 0 st SNT, i.e.,

N-1
ht) = I I x (k) Seniit - KT - INT)/T) (18)

1 k=0 (lI(t - KY - INT)/T)

e h(t) tem a transformada de Fourier H(f) especificada nas frequéncias dis-
cretas pelos coeficientes da serie de Fourier camplexa, hp(t) . Entao

H(m/NT)  _ _ NT ~j2IInt/NT
R - = (i/vm) ST (te dt
N-1 .
- amm g x (k) eI 2 IKT/NT (19)

onde |n| S N/2, devido ao espectro de limitacao da largura da faixa impli -
citamente pressuposta e o teorema da amostragem [13] que ressalta a valida-
de das amostras de Nyquist [05].

H (m/NT)

NT =Dm=N(X(n)),ondem=n, paran =0,1,..., g < N/2
m= N_n' n = O,—1,.oo,—q >—N/2’.
(20)
H—(%P/E-)— = N[X(n)/2:| para m = N/2 (21)

As equacoes (20) e (21) dao diretamente a relacao entre os /
coeficientes da DFT e a transformada de Fourier dada pela funcao definida /
em (17), [05].



- 27 -

2.2.1 - Transformada de Fourier Discreta e Finita.

Quando uma funcao esta amostrada [07}, [13], [14] e [20], ou
o sistema prescisa ser analisado em um canputador digital, necessitamos da
transformada de Fourier discreta e finita. Ainda que muitas das proprieda -
des da transformada continua sofram modificagOes resultantes das restricoes
impostas pela DFT, esta precisa operar precisamente sobre as fungoes amos -
tradas e definidas em um intervalo finito.

A DFT finita apllcada a funcbes amostradas e definida por, /

N-1 .
H/ND) = 5 hkme 2N, paran =0, 1, 2, L, 1 @3)
onde H(n/NT) = H[(rN + n)/NT], e h(kT) = h[(xN + k)T], para r=0,+1,%2, ...
. Ambas sdo periédicas no dominio do tempo e da frequencia, /
respectivamente.

H(n/NT) representa o n-esimd coeficiente da DFT e h(kT) re-
presenta a k-ésima amostra da série de tempo, a qual consiste de N amostras
e j = /~1. .
Enquanto h(kT) pode ser um numero real ou complexo, H(n/NT)

sempre sera camplexo [07] e [20].
A transformada de Fourier discreta, finita e inversa exis

te, camo definida em [07].

N-1 .
h(kT) = (1/N) n§O H(n/NT) e+32an/N, cam k=0,1,...,N=1 (24)
a qual é periddica com periodo de N amostras de h(kT), propriedade essa, /

resultante da natureza periodica de ejZan/ N

2.2.1.1 - Observagao. - Para simplificar a notagao podemos /
fazer: H(n/NT) = X(n), h(kT) = x(k) e Wy o—J2I/N

transformadas de Fourier torna-se:

. Entdo o par de /

X(n) Z x(k)wnk paran=0,1, ..., N-1 (25)

N-1
Z X(n)W, nk, para k

x (k) 0,1, ..., N-1 (26)

onde a equacdo (26) representa a funcao no dominio do tempo e (25) represen

ta a mesma no dominio da frequencia. [07] e [14].



- 28 -

2.2.2 - Propriedades da DFT.

Uma das propriedades mais importantes que torna a transfor-
mada de Fourier discreta, eminentemente util e a relacao de convolucao dis

creta.

2.2.2.1 - Teorema.- Se x(i1) e h(k -i)T sao duas sequéncias

tendo respectivamente, a transformada de Fourier X(n/NT) e H(n/NT), entao

N-1
y(kT) = igo h(iT)x[(k - i)T], tem a trnaformada de Fourier

N-1 .
(/M) £, X/NDH@n/NT eI TN (27)

0O teorema esta demonstrado em [07] e [14], demonstracao es -
sa que nos leva a concluir que a convolucao de duas fungdes periodicas de /
periodo N € igual ao produto das respectivas transformadas discretas de
Fourier dessas fungdes. Ou seja, a convolucao no dominio do tempo correspon
de a multiplicacdo no dominio da frequéencia e vice-versa.

A convolucao discreta requer que ambas as fungoes sejam  a-
mostradas e também periddicas com periodo de N amostras cada. A convolugao/

discreta & um caso especial da convolugao continua.

2.2.2.1 - Observagao - Todas as demais propriedades da trans

formada discreta de Fourier sd3o idénticas aquelas da transformada continua/

de Fourier e estao demonstradas em [07], [14], ([25] e [26].
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2.3 - Transformada Rapida de Fourier.

A transformada rapida de Fourier (The Fast Fourier Transform-
FET, [04]), € um algoritmo descrito por Coéley—Tukey(Cooley—Tukey, 1965 [03])
para computar os coeficientes da DFT das series de tempo com dados amostrados.

A vasta aplicacao deste algoritmo nas técnicas computacionais/
"usadas na analise espectral digital, simulagao de filtros e campos correlaci-
onados, levou um grande numero de pessoas a estudarem o referido algoritmo /
nos ultimos tempos.

BEm razao de ser uma tacnica de alta eficiéncia ela tem uma -lon
ga e interessante historia descrita por Cooley (Cooley-lewis and Welch, 1967,
[041) .

A eficiéncia da FFT esta nos procedimentos usados para compu -
tar os coeficientes da DFT através de iteracges, que resultam em consideraveis
economias de tempo de computagdo. A iteracdo nao € intuitivamente obvia, tal-
vez por esse motivo, durante algum tempo, esse método nio despertou grande /
interesse.

Além da economia de tempo, a FFT apresenta uma consideravel re
ducio do erro de aproximacdo dos coeficientes da DFT, quando calculados pelo/
metodo direto [05].

" Especificamente, quando a série de tempo consiste em N dados /
amostrados, onde N = om amostras, o numero de operacoes € reduzido para /
(2N) 1og,N operacdes aritméticas ( multiplicacGes, adigdes e subtragdes), sen
do que o calculo direto (métodos convencionais) requer N operacoes aritmeti
cas.

; As aplicagdes do método da redugdo do tempo de computagao /
s3o testados com sucesso nos mais variados campos do conhecimento humano, des
tacando-se entre eles:

a) - computacdo do espectro de poténcias e autocorrelagao de fungdes com da -
dos amostrados;

b) - simulacao de filtros;

c) - reconhecimento de parametros pelo uso da DFT-bidimensional;

d) - computacdo do espectro duplo e fungoes de covarianca cruzada;

e) - decamposicdo de fungoes convolvidas.
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Podemos verificar as vantagens do algoritmo descrito, através
da tabela mostrada em [05], na qual estdo calculados os numeros de operagoes
que envolvem o calculo direto e aquele feito atraves da FFT.

O algoritmo da FFT para N = 2" simplesmente representa um pro
cedimento simples para fatorar uma matriz N x N em m matrizes, também N x N
onda cada matriz fatorada tem a propriedade de minimizar o numero de multi -
plicacoes e adigoes camplexas.

Supondo que o nurero de multiplicacoes seja proporcional — ao
tempo de camputacdo, a razdo de aproximagdo do calculo direto para o da FFT,
no tempo de computacdo, € dado por: (veja [07] e [20])

N°/ (Nm/2) = 2N/m, (28)

onde N representa o nimero de amostras e m, uma poténcia de 2.

2.3.2 - Formas Convencionais da FFT.

As férmulas convencionais da DFT, bem camo da sua inversa, de
finidas por (23) e (24), sdo de forma semelhante para que o procedimento da
maquina, ou subrotina, seja capaz de computar uma, usando a outra atraves da
simples troca de X(n) por x(k) com os respectivos fator de escala e troca de
sinal.

As duas formas basicas da FF1, cada uma com as suas modifica-
cdes, sao no entanto, equivalentes. De qualquer maneira, € bom fazer uma dis
tincio entre as referidas, a fim de estuda-las separadarente ([03].

Quardo desenvolvemos a formula segundo os valores de k, deno-
minamos a transformada de "DECIMAGAO NO TEMPO". Este desenvolvimento foi a -
presentado por Cooley (Cooely-Tukey, 1965 [03]). Por outro lado, quando de -
senvolvemos a formula sequndo os valores de n temos a "DECIMAGAO EM FREQUEN-
CIA". Esse desenvolvimento foi apresentado por Sande (Sande-Tukey, [07]).

2.3.3 - Decimacao no Tempo.

Uma série de tempo x(k) tendo N amostras, pode ser dividida /
em outras duas séries y(k) e z(k), onde cada uma delas representa somente a

metade dos N pontos amostrados, ou seja, possul N/2 pontos amostrados.
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Seja y (k) formada samente pelos pontos de indice par /
xo(k), X, k), ..., xN(k), e seja z (k) formada scmente pelos pontos de indice

Impar x.l(k), x3(k), cees xN_1(k).

Representamos essas fungoes, por

ylk) = x(2k) comk =0, 1, ..., N/2 = 1 (29)
2(k) = x(2k + 1)
A DFT dada por (29) &
(N/2)-1 .
B) = 3 yloe AN
= comn-=20, 1, ..., {N/2)-1 (30)
(N/2)-1 -
ctm) = g zk)e KN

Desenvolvendo essas expressoes, chegamos atransformada procu-

rada, X(n). [05]

X(n) = B(n) + e'Jan/N.C(n) 0 £n <N/2 (31)
Para os valores de n > N/2 a DFT de B(n) e de C(n) se repetem
periddicamente assumindo os mesmos valores cue para n < N/2. '
Substituindo n + N/2 na equacao (31), temos:

e—jZH[(n+N/2)/Bﬂc(n)

X(n + N/2) = B(n) +

Bn) - e 32/No() 0<n<N/2 (32)

Aplicando as simplificagdes de 2.2.1.1, temos:

X(n) = B() + WC(n)
0 £n < N/2 (33)

X (n+N/2) = B(n) - WC(n)
Por (33) os primeiros N/2 e cs ultimos N/2 pontos da DFT de

x(k), sequéncia camposta por N pontos amostrados, podem simplesmente ser
obtidos pela DFT de y(k) e de z(k), ambas com N/2 pontos amostrados [05].
Esta reducdo pode ser efetuada em cada fungao que tenha o

numero de amostras N divisivel por 2.
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Assim, se N = 2" podemos fazer m dessas redugOes aplicando as formulas (29)
e (33), fazendo primeiro para N, depois para N/2, e assim sucessivamente, a-
até obtermos a fungao "ponto dois", que € a Ultima das divisOes possiveis. A
fungio” "ponto um", é naturalmente, a propria funcao.

A fig. (2.I) ilustra a transformada discreta de Fourier, e e
denominada de"grafico de fluxo de sinal", com as operagoes complexas, multi
plicagbes e adigdes, campletamente reduzidas [07].

Em geral, Nlog,N adicles camplexas e (N/2)logzN multiplicagoes
complexas sdo requeridas para computar a DFT de uma sequéncia de N pontos a-
mostrados. |

De acordo com a figura (2.I), a computacao da DFT pode ser fei
ta "in loco" isto &, podemos escrever todos os resultados intermediarios so -
bre a sequéncia de dados originais, e escrevendo a resposta final sobre os
resultados intermediarios. Portanto, nenhum armazenamento se faz necessario,/
além daqueles requeridos pelos N numeros complexos originais [05] e [08].

Podemos fazer diversas manipulagdes obtendo varias formas dife
rentes para o algoritmo da decimacdo no tempo, todas elas cam novas ordena -~
des, ou seja;

a) - amostras no tempo naturalmente ordenadas com os coeficientes na ordem do
"bit-inverso";

b) - amostras e coeficientes da DFT normalmente ordenados no tempo, sendo /

que nesta ordem a camputacao nao pode ser feita "in loco";

c) - amostras no tempo na ordem do "bit ! inverso" e os coeficientes normalmen

te ordenados.

Essas manipulacdes sdo efetuadas em funcao da aplicacao do "bit
inverso", onde as amostras sao armazenadas na ordem inversa, i.e., /

— ey ] = \ - .
Xy = x(100)2 & armazenado na posicao (O‘I‘l,2 3. (veja [05], [07] e [20]).
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2.3.4 - Decimagdo em Frequéncia.

A série de tempo x(k) tem a DFT X(n), ambas contendo N amos -
tras.

Dividimos x(k) em duas sequencias tendo N/2 pontos amostrados
cada uma delas. A primeira sequéncia € formada pelos primeiros N/2 pontos, /
ou seja y(k), enquanto que a outra é formada pelos ultimos N/2 pontos, z(k),
(05]) e [07]), i.e.,

y(k) = x(k)
k=0,1, ..., (N/2) -1 (34)

z (k) x{k + N/2)

]

Os pontos N, da sequéncia x(k) sao dados por

(N/2)-1 .
X() = I, y (k) e J2mK/N

o—321n (k+N/2) /N

z (k) (35)

Considerando os pontos pares e impares da transformada, sepa-
radamente, temos

R(n) = X(2n)
' 0 €£n < n/2 ‘ (36)
S(n) = X(2n + 1)
Para camputar o espectro par de (36) usamos
(N/2)-1 .
R(n) = X(2n) = I, [y (k) + Z(k)]e—JZan/(N/Z), (37)

enquanto que, para camputar o espectro impar, usamos a relacao

(N/2)- , .
f}r(k) _ 2 (k)] 2N =32k (8/2) 54,

X(2n+1) = kEO

S(n)

Pelas relacdes (37) e (38) podemos concluir que a DFT de uma
sequéncia x(k) com N amostras, pode ser determinada camo segue: - Para a /
transformada dos pontos pares enumerados, podemos computar COmo N/2 pontos/
da DFT de uma sequéncia de combinagbes simples dos primeiros N/2 com os ul-
timos N/2 pontos de x (k).



- 34 .

E,para a transformada dos ponto Impares enumerados podemos /
camputar como os demais N/2 pontos da DFT de uma sequéncia de combinagoes /
simples e diferentes dos primeiros coms os ultimos N/2 pontos amostrados de
x (k) (Veja, [05], [07] e [20]).

Na figura (2.II) esta ilustrado o grafico de fluxo de sinal /
da DFT, onde a quantidade de operagdes complexas, multiplicacdes e adicdes /
esta reduzida ao minimo, com os coeficientes naturalmente ordenados.

De maneira semelhante aquela da decimecao no tempo, podemos /
fazer as reducdes partindo da funcdo que tenha o nimero de amostras divisi -
vel por 2, até chegarmos a funcao "ponto dois". -

A decimacao em frequencia tambem requer (N/Z)logzN operagoes/
camplexas (multiplicacles, subtracdes e adigCes [05]). Estas podem ser compu
tadas "in loco" e as manipulacdes sao também idénticas aquelas da decimacao/

o tempo ( Veja [05], [07] e[20]).



- 35 -

Fig. (2.1) - Grafico de fluxo de sinal ilustrando a computacao da DFT
através da FFT, quando o numero de operacOes complexas /

esta completamente reduzido. Decimagao no tempo.

[ L -k - o » >t X(O)
e
t -0 ~—t s x(1)
W 0
W 0 (3)
- »- . > X
-w* W’

- > N
3 Y, o

> + > s - " X(7)

W W R

Fig. (2.1I) - Grafico de fluxo de sinal ilustrando a computacao da /
DFT através da FFT, onde as operacdes envolvidas estao

reduzidas. Decimacao em frequencia.
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2.3.5 - FFT de FungOes Reais no Dominio do Tempo, Composta-

por 2N Amostras.

Podemos usar a parte imaginaria de uma fungao complexa no /
tempo para aumentar a eficiéncia da camputacao da transformada discreta de /
Fourier de uma funcao real de tempo [07] e [14].

Consideremos a fungao x (k) representada por 2N amostras. Para
camputar a DFT usamos

N-1 ~3j21nk /N

Hin) = (1/8) g, [h () + 3h(K)].e

1o (39)

Para aplicar a formula (39) dividimos x(k) em duas funcoes, /

onde cada uma delas € composta por N amostras,

i

h(k) = x(2k)
’ k=0,1, ..., N1 (40)

gk) = x(2k + 1)

onde h(k) representa as amostras pares enumeradas e g(k) representa as amos -

i}

tras impares enumeradas.
Substituindo esses valores na equagao (39), temos

ZN-1 ~32Tink /N

- -jIin/N
X(n) = kéo x(k)e .

= H(n) + e G(n). (41)

Para camputar H(n) e G(n) com maior eficiéncia, usamos a pro-
priedade da linearidade da DFT e a decamposigao de uma forma de onda nas su-
as componentes par e impar, respectivamente, ou seja, [07], [14] e [15]:

H(n) = R _(n) + 3jI _(n)

e o) (42)
G(n) =,Ie(n) - jRO(n)

Substituindo (42) no lado direito da igualdade (41), temos
X(n) = R, @) + ST () + e N1 () - 3R, ()]

Xr (n) + in (n) (43)

A parte real da funcdo x(k) com 2N amostras & dada por
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[ R2(n) ' R(N;n)] + COS %r}[ I2(n) +I__(I;I—n)] - sen %r_x[ R?fn) _ R(I; - n)]

(44)
Igualmente, a parte imaginaria da funcao x(k) com 2N amostras
& dada por, [07], [14] e [15]

Xr (n) =

I(n) I(N - n) IInr I( I(N -~ n) InfR R(N -
0« (R IO 0] o Tof 2, 102 )] oo Infie) _ ROL- )

(45)
Em suma, a parte imaginaria de uma fungao complexa de tempo po-

de ser usada com vantagem para computar a transformada da fungao definida por/

2N amostras, usando a transformada discreta com a soma dos N valores somente.

2.3.6 — Algoritmo de Cooley-Tukey para N = 2P,

O desenvolvimento do algoritmo para N = 29, com p inteiro, bem/ eiro
camo as equagdes recursivas foram desenvolvidos por Cooley (Cooley-Tukey, /
1965 [07]), conforme mostrados por Bigham (Eigham, E. Oran, 1975 [07]). O re-

ferido desenvolvimento & feito com base na representacac binaria dos expoen -

tes n e k da exponencial, i. e.,

n = p_,] 2 + .. + nO
e (46)
k=2PT o 42k a ek
Usando a equagao (25) para esses valores, temos:
1 1
X(n g, -eer ) = koéo e o kp?fo (g0 s ko)W, (47)

onde B = (2P 'n

p-1
o1 +oae. + no) (2

kp—1 + .. 4+ kO) (48)

Através da propriedade das operacdes de poténcias e sendo  /
e—-jZﬂk

= cos (21k) - jsen(2Ik) 1, (49)

temos que .
e R L A (50) .
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A formula (47) pode ser reescrita como

1 1 P~T(n x )
X(n__,s--..ng) =k0;;0 o o x(ky_pyeees kW 0o

2P '

p-2
.W(Zn1no)2 k p-1

2" W + oo.. + no)ko (51)

Escrevendo cada um dos somatorios separadamente, a equagao /

(51) pode ser escrita em forma recursiva, i.e.,

L (n k_ )
Xy grkpqreeeiky) = kp§To xo(kpq"“'ko)w °p-
p—2
! w(2n,40) 25k
X (n ,n1,kp_2, ko) = kp§§0 X, (n p_2,...k W1 o p-2
1
! (2p_ n .+ ... + n)k
X (n rn.]’ es ey np_»]) = ki___o Xp__»] (noln",-..;rko)w 1 o' 0

(52)
X(np_1,np_2,..., no) = x (n Ty ,np_1)
Na aplicacao do algoritmo para N = 2p, temos Np/2 multiplica -
coes complexas e Np adicoes complexas [07].
Para chegar ao algoritmo da decimagao em frequencia, o desen —-

volvimento & idéntico aquele apresentado nas equagdes (46) e (52).

2.3.7 — FFT com um NUmero de Amostras Arbitrario.

Quando o numero de amostras nio € um numero fatoravel em potén
cias de base 2, unicamente, temos duas hipOteses a considerar, ou seja:’
i) o nimero de amostras N & primo;

ii) o nimero de amostras N & um numero composto, fatoravel em fatores primos/

quaisquer.

2.3.7.1 — O Namero de Amostras N € Primo.

Podemos computar os coeficientes da DFT atraves do algoritmo /

desenvolvido por Rader (Rader, 1968 [09]).
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A DFT de uma sequéncia {Ak} , k=0,1, ..., N-1, cujos coe-
ficientes podem ser dados por

=
T S

onde A, representa as amostras da"Transformada-Z"[21] de uma sequéncia {ai}

e—j2Hlk/N’ (54)

de duracao finita com N pontos amostrados igualmente espagados no circulo /
unitario [09].

Na expressao (54) A, vale para todo k, no entanto, para o va -
lor A, eia € particularmente simples, i.e.,

N-1

Ay = iEO a; (55)

A expressao (55) pode ser conputada diretamente.

Para outros valores de Ak observamos que o a, nao precisa ser
multiplicado e o colocamos somando, fora do samatorio, sendo que a expressao
abaixo, € indicada para computa-los.

N-1 R,
A -a = I a_.e"'JZHJ“k/N
O 1=1 1

0Os termos do somatorio podem ser permutados, trocando a ordem

, K=0,1, ..., N-1. (56)

das equacdes, através da representacdo em médulo, onde (( )) representa o mo

dulo, temos
J = (g, (57)

conJ=0,1, ..., 1ei=0,1, ..., N=1

Fazendo as transformagoes:
i (gD), kK —— (")), (58)
e notando que ((gN—1)) ((go)), obtemos a equagéo

N-1 . .
_ _ . _=j2Ng(i+k) /N
AidnT% =ik 2ugn® 9)

Podemos reconhecer que a sequancia {A((gk)) - ag} é obtida
pela correlacdo circular [11] entre as sequencias
. i
. -j2llg~ /N
{ (gt } e {e .
Foi demonstrado em [12] que a correlagdo de fungoes circula -
res ordinirias poder ser computada com a reducdo de um grande numero de ope-

ragoes, usando o algoritmo da FFT.
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Para camputar a equacao (59) temos que, se N é primo, N-1 /
podera ser composto por muitos ou por poucos fatores.

Quando N-1 for camposto por muitos fatores a correlacao cir -
cular (59) pode ser reconhecida como a inversa da DFT do produto das DFT's /
(e PN

das sequéncias {a((gi))} e . Todas as operagdes indicadas /

sao desenvolvidas pelo algoritmo
I —— - -3 @I/Mgh
{A((gk)) a } = DFT ° {(DFT {a((gl))} ) (DET {e Nk (60)

No caso de N-1 ser composto por poucos fatores podemos desen-
volver a computagao baseados no fato de que a convolugdo circular ou a cor-
- relagao circular podem ser computadas acrescentando-se zeros, aumentando as-
sim, o numero de amostras até ter um nimero composto por muitos fatores, ou

mesmo uma potencia de base 2 unicamente.

2.3.7.2 - Quando o Numero de Amostras nio € Primo, mas Alta -

mente Fatoravel.

Podemos considerar dois casos, ou seja:

i) - quando o numero de amostras N apresenta um fator comun g,
o desenvolvimento das equagdes € semelhante aqueles das equacoes (29) e (33)
onde & possivel formar g sequéncias diferentes: yéi) = X§k+1, tendo cada uma
delas N/q amostras. Cada uma dessas sequéncias tem a DFT Bél), ea DT
da sequéncia {Xk} pode ser computada atravées de q DFT's simples com aN
maltiplicactes e adicoes camplexas [05].

=1

Armvg) T iko Bél) W

ondem=0,1, ..., g-1 e r=0,1, ..., Ng -1

(i)(r+m(N/q)), (61)

ii) no segﬁndo caso o numero de amostras N & dado por /
N = Lo e oLy onde r1,r2, ey X S3O inteiros.
0 algoritmo de Cooley Tukey, dado em [07] para a decimagao no

tempo, primeiro expressa os indices n e k, como

cima
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n=n. . (r1r2... m-—1) + .. *+ n1r,] + no

e (62)
k = k ( ryry. I ) + ...+ k,lr1 +}i3

ande n, 4 = 0, 1, ..., r1—1 para 1 <i:im, e

A

k., =0,1, ..., r_ .-1 para 0.1 < m1.

A equacao (25) pode ser reescrita camo

. ..,ko)wnk (63)

X(n

m_1,...,n1,no) = I R P

k™=0 k=0 k-O m-1
o} 1
Desenvolvendo a equacao (63) sob a forma de equagOes recursi -

vas, cano em (52), temos

X (n MyseeeMy g, khhl-1' I ) “\ ZTO 1(no""ni-2’km—i""ko)'

m—
w(ni_1(r1r2...ri_1) ¥ oae. # no)khhi(ri+1"'rm)
(nm_1,nm_2,..., no) = *n (n oMy nhh1) (64)

cami=1, 2, ..., m.

‘ A expressao (64) € vallda somente se definirmos (rl 1° .rm)=1,
para i >m1 e k_1 = 0. Essa expressio foi desenvolvida por Bergland (Bergla-
nd, 1967 [06]), baseada no algoritmo dado por Cooley-Tukey [03], [07].

A camputagao da X, requer N(r1+r2+...+rm) operagoes complexas.
0 algoritmo da decimacao em frequencia desenvolvido por Sande
(sande-Tukey, 1966 [07]) & idéntico aquele dado por (64), samente que O de -

senvolvimento é expandido em poténcias de n, no lugar de k.

2.3.8 -’Fator de Giro.

0 algoritmo da FFT pode ser aperfeigoada através da exploragao
do fator de giro (Twiddle Factor [07] e [08]), no qual sao exploradas simetri

as da fungoes seno e Cosseno.
A formilacdo do algoritmo na versao de Cooley (Cooley-Tukey, /

1965 [07]), para a equacdo (64) & dada como
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Ry (ngreeeidy Ky g qreeerkg) =[k§;Oﬂ-ﬁﬁy“'mraﬁFy'“ﬁ%L
m—-1

Pt O/ w0y g Ty ) 4 e e 5 (g g T))

(65)
A notagao X indica a aplicacao do fator de giro. A equacao (65) é valida /

para i=1, 1, ..., m, no caso devidamente definido, ou seja, /
(ri+2...rm) =1 parai>mie k_1 = 0.

Da mesma maneira, resolvendo-se (65) em funcao do indice n
no lugar do indice k, temos a equagao de Sande-Tukey [07] para o algoritmo
da FFT, também denominado de "Decimacao em frequencia".

2.3.9 - Algebra Basica para a FFT.

Dada a importancia do algoritmo da FFT, o qual torna a com -
putacdo dos coeficientes de Fourier mais rapida do que os outros algoritmos
existentes, e redefinindo (23) como

N-1

5, x (£)I 2NN, (66)

R(®)

£

onde € = (n/NTA), t = (kTA), e ainda, como e(X) = ejZHx

, pelas propriedades
da exponencial, temos '

elX +Y) = e(X).e(y)

e(X) =1, se X for qualquer inteiro.

Supondo N = ABCDE, onde A, B, C, D, E sao os fatores primos/
de N, podemos escrever, [08]

€ =& + dE + CDE + BCDE + aBCDE, com: a,a = 0,1,...,A-1
b,b =0,1,...,B-1

c,c=0,1,...,C-1
t - daminio do tempo 3.4 = 0.1 D-1 (67)

t = a+ bA + CBA + dCBA + eDCBA

t - dominio da frequéncia e,e =0,1,...,E1

Substituindo esses valores na equagao (66), vem
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A~1B1(;1D1L1

R (é+dE+CDE+bCDE+aBCDE) = §O bZO cXO dZO , X (a+bA+cAB+dABC+eABCD) .

[(é+aE+€DE+5CDE+éBCDE)(a+bA+cAB+dABC+eABCD)]
ABCDE

(68)

Desenvolvendo (68) em fungao das variaveis com circunflexo,

temos
A-1 _éé] - [p(a+bA)] c-1 [E(a+bA+cAB)]
X (é+3dE+CDE+bCDE+aBCDE) = ZO et A E e O ABC
a= Cc=
Eﬂ(a+bA+cAB+dABC)] E1 Ee(a+bA+cAB+dABC+eABCD)]
dZO e ABCD EO e APCDE X (a+bA+CAB+dABC+eABCD)
= e=

(70)
®locando os "fatores de giro" para o lado de fora dos respec-

tivos samatorios, temos [08]

bBb C(a+bA)] c-
R (6+dE+CDE+DBCDE+aBCDE) = Z e ] [ ] [ ] E: ] 21
b=0 c=0
bA d 2 bA+cAB+dABC - &
B [a(a+méom)] R IRy Ez; R
e=
.x(a+bA+cAB+dABC+eABCD). (70)

A equacao (70) representa o algoritmo da FFT na versao de
Sande (Sande-Gentlemann, 1966, [08]).
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2.4 - Eliminacdo de Operagoes cam Zeros.

Calculando os coeficientes da DFT atraves da FFT cam dados /
de entrada reais e de duragao consideravelmente menor do que os da transfor
mada, podemos eliminar as operagdes envolvendo os calculos com zeros (pru -
ning, [32]), obtendo assim, uma econania de tempo de computacao significati
va, sem contudo alterar a complexidade do algoritmo.

Seja 2M pontos amostrados, dos quais apenas 2L sao diferen -
tes de zero, com M > L. Para calcular a FFT aplicando a técnica do "pruning"
eliminando ou reduzindo consideravelmente as operagoes com zeros, colocamos
primeiro os pontos diferentes de zero (2L) ¢, em seqguida, todos aqueles que
sdo iguais a zero. (Fig. (2.III) e (2.1V)).

A econcmia do tempo de camputacao para o algoritmo da FFT de
base dois & dada, aproximadamente por M|L + 2(1 = 275)|7'- 1, onde K = M - L
Se os dados amostrados da entrada, que sdc diferentes de zero, nao forem um
inteiro igual a uma das potfncias de 2, entiio L devera ser escolhido como o
proximo inteiro maior do que log,N.

Na figura (2.III) apresentamos o grafico de fluxo de sinal da
FFT com 16 pontos amostrados, tendo as operagoes camplexas campletamente re—-
duzidas. Cada conjuhco de operagoes realizadas "in loco" € mostrado na figu
ra (2.III.1) e correntemente dencminada de "borboleta", e cada uma delas en-
volve adicdo, subtracdo e multiplicacao camplexas. Na figura(2.III) apresen
tamos o grafico de fluxo de sinal, destacanco 4 etapas distintas, 8 borbole-
tas por etapa com 3 operagoes por borboleta.

Para o caso geral, sao M etapas, N/2 borboletas por etapa cam
3 operagdes por borboleta, dando assim, um total de 1.5NM=1.5Nlog2N operagos.

Na figura (2.IV), mostramos a FFT com pruning desenvolvida pa
ra 16 dados amostrados na entrada. Todas as operagOes com zeros sao elimina-
das. Pela figura observamos que © pruning € aplicado em tres etapas, enquan-
to que na Gltima etapa a sua aplicacdo ndo € possivel.

- Com 2" dados da entrada diferentes de zero e ML iguais a uais
zero, temos L = 1, numero de etapas nas quais o pruning nio e aplicavel e
M - L = 3 aquelas nas quais o pruning & aplicavel.
A economia de tempo relativa ao desenvolvimento da FFT com o

pruning € dada pela formula
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€, = |L+ 201 - 275y | /m (71)

onde t_ é o tempo relativo, K = M - L e a equagao (71) & valida somente para
os camputadores, cujo tempo de multiplicacao € maior do que o respectivo tem
po de adicao [32}.

Em [32]) estao detalhados todos os calculos relativos a apli-
cagao do pruning, bem camo sao apresentadas subrotinas para o desenvolvimen-

to do mesmo, envolvendo a FFT para nameros fatoraveis unicamente em poténci-

as de base dois.
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Fig.(2.I11) - Grafico de fluxo de sinal da FFT de 16 dados amostrados
decimacao em frequéncia. Os fatores de giro sao defini-
dos por wk = e(k/16) = exp(-j2lk/16).
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(2.1III.1) ~ Borboleta representando a computacao da

pontos amostrados (corresponde

a uma das borbolrtas da fig.(2.I1I)).
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Fig. (2.1V) - Grafico de fluxo de sinal da FFT de 16 dados
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Fig.(2.IV.1) - Computacao de uma das borboletas da figura

(2.1V) com pruning.
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3.0 - Introducao e Justificativa.

Faremos uma analise matematica, usando a transformada de Fou-
rier, continua e discreta, aplicadas ao estudo dos espectros das ondas, pul-
so emitido (cossendide) e ondas de terra e ionosférica recuperadas pelo a-
parelho recuperador de informacgao citado na introducao deste trabalho.

Desenvolveremos as equagoes relativas ao algoritmo na versao
de Sande (Sande-Gentlemann, 1966 [08]), no qual estd fundamentado o calculo
dos coeficientes de Fourier usando a DFT.

O pulso emitido pela estagdo emissora e cossenoidal de dura-
cio finita. A obtencdo do espectro do mesmo é feita usando a DFT, a qual e
obtida, conforme ja mencionado, pela amostragem no dominio do tempo, trunca
mento e amostragem no dominio da frequencia, respectivamente.

0 estudo detalhado da analise, ou seja, aquele comparativo /

entre os espectros dos pulsos emitido e recuperado nao sera feita nesta tra-

balho, em razao de escapar dos objetivos do mesmo.

3.1 — Espectro do Pulso Emitido pela Emissora.

Obtemos o espectro do pulso emitido pela estacao emissora a -
través da transformada de Fourier do mesmo. Pela relacao existente entre as
transformadas discreta e continua, de conformidade com os itens 2.1.9 e /
2.1.10 do capitulo II, podemos determina-lo através da DFT, tendo em vista /
que calcularemos seus coeficientes com O auxilio de computador, por termos//
que desenvolver os calculos duma funcio amostrada com um numero grande de/

amostras (pontos amostrados) .

3.1.1 - Transformada de Fourier Continua.

Os coeficientes complexos Cn do desenvolvimento em seérie de
Fourier da funcio f(t) com pericdo de repetigao T sao iguais aos valores da

tranformada de Fourier de F_{w) em w= nw, = n2li/T, multiplicados por 1/T, /
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onde f_(t) ¢ definida por:

), |t] <172
£ (t) = (72)
0, lt] > 172

L

A funcao periodica f(t) com periodo T é representada por, [02]

fe) = % Cne_]nwot, (73)

Nn=-

cam g = 21l/T, e os coeficientes C_ determinados pela formula:

c. = (/D7 £ Mota. (74)
Sabemos que
Folw = F 5 0] =10 £_(te M, (75)

enquanto que no intervalo -T/2 < t < T/2, fo(t) = f(t), o que nos leva a es

crever a expressao (75) camo

Folw) = [f;é £(t)e Wt (76)
Visto que
_[T/2 -Jjnw_t
F(nw) = [y}, E(t)e” ) Porat, (77)
podemos concluir que por (73) e (77), temos
Cn = (1/T)Fo(nwo). (78)
" Camo fo(t) = coswt, podemos calcular a transformada de Fou -

rier de fo(t) mostrada na figura (3.1)
§le 0] = §fcosut]

G [(1/2)e3%F (1/2)e7 308 7, (78a)
jwot

Fo(w)

A transformada de Fourier de e e dada por
g [ eIt ] = 206 (w - wy) (79)
Portanto, a expressao (78a) pcde ser reescrita como

§ [cosuwt] = N§(w - wy) + T8 (w = wy) (80)

Calculando a transformada de Fourier da expressao (73), temos:

Flew] =rw = [ F ce?™"]) = § ¢ F[I™T, 6

n=-—o n=-o»
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i.e., F(w) = 2Hn=§co C.§ (w = nw,) (82)

Substituindo os valores de Cn’ calculados no apendice A deste

trabalho, dados por

Cn - (d/T)z. anen(an/T) ; .e—j(nﬂd/T)' (83)
1" - (nlld/T)

O que nos leva, finalmente, a expressar a transformada de/

Fourier da equagao (81) camo

T . .
Flew] = Fl = on(d/T)2  : s§n(nnd/T) e J(nﬂd/T)[ G(w_nwo)}
n=-o [ - (nld/T)
A expressao (84) mostra a fase e—j(an/T), (84)

a qual resulta do deslocamento da funcao f(t) em relacao a origem, salien -
tando também a parte imaginaria da transformada, conforme mostrada na figura

(3.VII).

3.1.1.1 - Transformada de Fourier Continua-Finita.

A transformada de Fourier finita esta relacionada com aquela /

que tem o intervalo de integracao finito [20].
F(e) = Jo £ Mo, (84a)

onde f = (n/NT), frequencia.
A transformada finita de uma funcao f(t) que existe entre os

limites —» e » pode ser definida pelo produto f(t)x(t), onde
1, |t] <ar2

x(t) =
0, |t| >as2

o qual limita a funcdo ao intervalo -d/2 < t < d/2. Se a fungao for devidamen
te truncada, pela reversibilidade da transformada podemos escrever

j2lft

£(t)x(t) = [ F(fle’” af (84b)

Na equacdo (84a), substituindo f(t) pelo seu valor, dado para
um valor particular de f, temos
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t

£t =50 rere?tas (84c)

2Mft o ~320F ¢

af | at (844)

Fi) = 5t [ £ RBe)

Desenvolvendo a expressdo (84d), e empregando a expressao /

J : S§u - x)f(u)du = f£(x), chegamos ao valor

senZHT(f -£5) N senZHT(f + f;Q ]

F(f) = sen2ilT(f - fo) + sen2llT(f + fo) + j[
: T (f - fo) (£ + fo)

Na figura (3.VII) mostramos o esboco da expressao (84e), acima
citada. O deslocamento no intervalo de integracdo faz surgir a parte imagina-

ria da transformada.

3.1.2 - Transformada de Fourier Discreta do Pulso Emitido.

A transformada discreta de Fourier do pulso emitido e continuo
& obtida através da amostragem no dominio do tempo, truncamento e amostragem/
no dominio da frequencia.

A amostragem do pulso emitido no daminio do tempo, consiste em
multiplica-lo pela funcdo amostrante A (t), também denominado de"trem de pul-
sos"; enquanto que no dominio da frequéncia ela € feita através da relagao de
convolugao. '

Seja o trem de pulsos da figura (3.II), definido por

B E) = F 8(t - KTy, (85)

onde TA representa o espago entre duas amostras consecutivas que, de acordo /
can O teorema da amostragem, deve ser maior do que o inverso do dobro da com~

ponente de maior frequéncia da transformada de Fourier da funcdo continua /

(T

5 > 1/2fc, onde £ indica a fequéncia de corte).

Quando 1/TA = fc, a frequéncia é conhecida comc"Classe de A-
mostras de NYquist".

Multiplicando o pulso emitido por (85), multiplicacao essa, /
que tem sentido samehtes nNO espace ¥ definido em 2.1.4 do capitulo II deste
trabalho, ou seja, dentro da teoria das distribuicoes, figura (3.III),
temos:
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f(t) = cos(25ift) (86)

£(E)ay(t) = £(t) $ s(t - kT.)

n=-w A

= & £KT)68(t - kT,) (87)

O truncamento € feito pela multiplicagao da funcao amostrada/
pela fungao retangular da Fig. (3.1V)

1 para -T/2 < t < T/2 + TO
x(t) = (88)
0 para outros valores
F)agxtt) = [ § fxr)elt - kT ]x(t) (89)
n=-%
- sk st - kT
= o a) §(t = kTp) (90)

Para eliminar o "rippling" definido por [07], introduzido pe-
lo truncamento da funcao no dominio do tempo, precisamos amostrar a fungao /
truncada (90), convolvendo-a com o trem de pulsos definido por:(Fig. (3.V))

bte) = Ty st - rTy) (91)

onde TO representa a duracao da funcao truncada.

N-1 -
* = - * -
[£ () 8y ()% (£) ]*a, (8) = [kéo £(kT,) §(t - kT,)] [Torjoo s(t - rTy)]
' (92)
Desenvolvendo a convolugao, do lado direito da igualdade, [07]

tamos
" N-1
Eie) =Ty, £ [ Zo £(KT,) §(t = KT, ~ rTy)] (93)

onde T representa uma aproximacao de f(t). (Fig. (3.VI))
A transformada de Fourier de uma fungdo periodica € dada pe -

la sequéncia de impulsos equidistantes [07], [13]

F(n/TO) = 3 Cn(f - nfo), com fO = 1/T0, (95)

n=-co

onde,Cn representam os coeficientes de Fourier, complexos, isto e,

_ T -T/2 ~32Mnt /T, _
Cn = (1/T0)f'T?2 f(t)e odt., n=20,1, 2,... (95)

amos
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Substituindo-se f(t) = f(t) pelo valor dado na expressaoc /

(93), chemagos a

1

o e—32ﬂnt/Todt.

o) N-

c = (oMot oo % g
(e} k=

(96)

n -T/2 On=-x fkTA)CS(t - kTA - rTO)

Desenvolvendo a integracao de (96) sobre um unico periodo, /
[07] temos que:

N-1 .
a T -T/2 _-j2Int/Ty _
Cn = kEO f(kTA)f_$/2 e S(t kTA)dt
R P LUy Vol (97)
T k=0 A
Oana'ga = NTA, podemos reescrever (97) como
c o 5 fer e IR, n g, 1, 2 (98)
n = wlo A =0,1, 2, ...
Finalmente, a‘transformada de Fourier da equacao (93) é dada
por N-1
® 2 ~j2Ink/N
F(n/NT,) = » L f(kT,)e’d 99
ML) = B 5 £KT, (99)

Sabemos, ainda que,
2K _ osomk - jsen2lk = 1, para qualquer inteiro.

Isso nos leva a situacdo de podermos avaliar somente N valores distintos pa

ra a equagao (93).
A funcgao P(n/NTA) é periddica de periodo N amostras, o que €
quivale a expressar a transformada de Fourier da equagao (99) por:

-j2Ink/N

N-1
F(n/NTA) = kEO f(kTA)e ,comn=0, 1, 2, ..., N-1

(100)
A equacdo (100) representa uma aproximacao da transformada /

de Fourier continua e podemos representa-la por:

N-1 :
_ ~j2Mnk /N _ .
F(n/NTA) = kEO f(kTA)e , comn=20,1, ..., N-1

(101)
onde a transformada de Fourier da fungao f(kTA) periodica e amostrada e

N(n/NTp) .
A tramsformada de Fourier discreta e inversa e dada pela re-

lacdo (conforme [07], [06] e [14]),
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N-~1

FGr) = (/W) £y Flane)ed TR g

mk=0,1, ..., N~ 1

(102)

O espectro resultante da expressao (101), representa uma a-
proximacao daquele obtido da expressao (84).

Quando o intervalo de truncamento € escolhido igual a um mal-
tiplo do periodo da f(t), a funcao amostrada no dominio da frequéncia com im
pulsos equidistantes e separados por 1/’1‘0 tem os seus zeros coincidentes com
aqueles da funcao sen(f)/f, exceto no primeiro impulso, o qual corresponde /
ao impulso no dominio da frequencia da fungao original f(t) = coswt. Essa
escolha, tem a vantagem de nao alterar a transformada discreta de Fourier.

Um exame das figuras (3.V)! e (3.VI) , mostra que nos tomamos
a nossa funcao original no daminio do tempo, amostramo-la e multiplicamos ca

da amostra pelo valor To'
A transformada de Fourier dessa funcao no dominio da frequen-

cia tem as respectivas amplitudes multiplicadas pelo fator TO/ZTA. O fator /

T, €& comun e pode ser eliminado.
Finalmente, se desejarmos computar a transformada de Fourier,

atravées da transformada discreta de Fourier precisamos multiplicar a funcao

discreta no tempo pelo valor TA‘ Podemos entdao, reescrever a expressao /
(101), como
F(n/NT,) =T N; f(XT )e—jZan/N comn =0, 1 N-1
A - A k=0 A . 4 - 4 r ***q

(103)
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Fig.(3.I) - Pulso emitido fo(t) = coswt

d
T

]

1/f

1263 micro-segundos = PRP

e e =

25 micro-segundos

Y
: .
S ———

L S

1/792 vezes/seg.

v

Fig.(3.11) - Trem de pulsos (85)

28 J
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f(t)ao(£)x(t)

\_
\Q_-
~
2

Fig.(3.III) - Funcao truncada e amostrada (90)

ix(t:)

—T r TO_T/ 2

Fig. (3.1V) - Funcao de truncamento (88)
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Fig. (3.VI) - Funcdo f(t) aproximadamente igual a f(t) dentro do in -

tervalo de truncamento

[
4, (t)
f TTO A
—To To f
Fig. (3,V) - Trem de pulsos (91)
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f (t)

.,bHO\NH>

arte real da f(t)

Fig. (3.VII) - A funcao wA:\ZH>V. transformada de Fourier de E(t), destacando as partes real e

imaginaria, sendo que esta uUltima aparece em funcio do deslocamento da f em re-
lacao a origem (truncamento).
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3.2 - Espectros dos pulsos recuperados:

Os pulsos recuperados pelo aparelho recuperador de informacao
onda de terra e onda ionosferica, respectivamente, sao amostrados pelo re
ferido aparelho, cam um periodo de amostragem T, = 2 micro segundos.

A amostragem efetuada pelo aparelho esta de acordo cam o teo—
rema da amostragem, ou seja Ty > 1/2£,, onde £ € a componente de maior fre-
quéncia da transformada de Fourier continua f(t).

0 periodo de : repetigao do pulso, T & da ordem de 1263 micro-
sequndos, enquanto que o tempo de varredura € de 512 micro-segundos e o tem-
po de espera para o engatilhamento do proximo pulso € de 751 micro-segundos.
O nimero de amostras N é obtido pelo quociernte entre o periodo de repetigao
do pulso e o periodo de amostragem do aparello. (N = T/T,).

Durante o tempo de varredura o aparelho recupera os pulsos /
correspondentes a onda de terra e onda ionosferica, respectivamente.Ambas /

vém acompanhadas de ruidos aleatorios.
No apendice C deste trabalho, acrescentamos uma tabela conten

do as amplitudes, bem como altura e reflexao dos sinais recuperados. Esses /
valores sdo aqueles tomados por base para os graficos apresentados no capi-

tulo IV, no correspondente desenvolvimento dos valores obtidos atraves do

computador.
Na figura (3.VIII) mostramos os pulsos recuperados, sem esbo-

car o ruido, enquanto que na figura referida, os valores estao de acordo /
com aqueles registrados pelo aparelho recuperador de informagdo e colocados/
no apéndice "C" deste trabalho. Procuramos salientar na figura (3.VIII) os

espacos relativos aos valores correspondentes ao ruido captado.
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3.2.1 - Obtengao do Espectro dos Pulsos Recuperados Usando

Usando a Transformada Rapida de Fourier.

Podemos obter os coeficientes da transformada discreta de Fou-
rier através da transformada rapida de Fourier, para o que foram desenvolvi -
dos os algoritmos por Sande-Tukey [07], Cooley-Tukey [05], [07] e Sande-Gen -

tlemann [08], dentre outros.
Para o desenvolvimento deste trabalho, usaremos o algoritmo na

versao de Sande (Sande-Gentlemann, 1966 [08]), baseado na equacao (70) citada
no capitulo II.

Fazendo N = P1P,P4P,Pg

N =Ny + N3Py + NybyPy + N4P3PPg + N PoPaP Py

(104)

ko= ky + kpy + kobypy + K3P1PoPy + K4P1PoP3Py
com: nO’kO =0,1, ..., p1—1

niky =0, 1, .oy pp-l

n2,k2 =0,1, ..., p3—1

n3,k3 =0, 1, - p4—1

ngkg =0, 1, <oy Pe-l

Usando os valores dados acima, reescrevemos a equacao (70),
[0 110N
DA S U & oL Pl S
X(n,+n3pg+nyP Po+n PaP, Po+0PoP4P,P5) = kOEO k1§0 k2§0 k3§0 k4§o .
(0, #03P5 0P, P5*+R P3P4P 5 +0gPyP3P,PS) -

%kl py+kop pytkap pyPa*k PyPyP4P,) e PP,P3P,Pg

(105)

'(ko*k1p1*k2P1p2*k3p1P2p3+k4p1pzp3p4)]

Através da propriedade da exponencial, e(X) =1 para qualquer /

inteiro, podemos simplificar a expressao (105), obtendo.
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po—1 [“oko] p -t [“1(ko+k1p1)]
X(n,#03Pg+N)p Ps+ PP Ro+PyPP,Ps) = kOEO el Py 'k1£O el PyPy :

P3_ Ny (kgrqPy*kaPiPy)] 4 i ny(kprkypy+k,oppy*+kap,p,ps) py-1
) e K )

B PP, P L, e P.P,PP z
k=0 1P2P3 420 1P2P3Py k,=0
[ié(ko+k1p1+k2p1p2+k3p1p2p3+k4p1p2p3p4)]
€ PyPyP3P,Ps5 x(leg+k P +k,p Py +k P P Py +k, P PoP5P,)
(106)

. Fatorando a expressao (106), podemos colocar os fatores de /
giro, denominados de "Twiddle Factors' por Sande (Sande-Gentlemannn, 1966/

[08]), para o lado de fora dos somatroios:

p,-1 [“oko] [“1k0] )1 [“1k1]
X(n,+n3pg+n,p, Ps+nyPyP, Pg+NgPoP4P,Ps) =k0§o eLpy J- elpypy k1§O e :

[ “2(ko+k1p1)} Py [“2k2] '“3(ko+k1p1*kzp1p2)} P, [“3k3}
¢ PyP,P3 k2§o el Py leL  PyPyP3Py k3§o €L Py I+
, (o*kyPytkoP Py ¥kap PoPR)T o Ly (MK,
el P,P,P~P,P % e|pr Jx(k. +k p +k p p +k.p. P P+
. 1P2P3P4Ps J Kk, 20 5 0K P TP Py 3P PoPs
+ Kk, p PyPsPy) (107)

Substituindo os valores numéricos nos respectivos coeficien-
tes, temos para equagao (107):

N = 630; Py = 2, Py = 3, Py = 3, P, = 5, Pg = 7 (fatores primos de N)

‘ )
1 [Bohg] [“11‘0] 2 [“11‘1] [“2“‘0*2"1 J
+35n2+105n1+315n0) = EO e| 2 e| 6 k1§0 el 3 Je|l 18

0

) -nzkz] [n3(k0+2k1+6k2)} 4 [n3k3} [na(k0+2k1+6k2+18k3)} 6
K E e{ 3 e 90 K ZO el 5 e 630 K EO

2 3 4

X(n4+7n3

[Mki
el 7 _.x(k0+2k1+6k2+18k3+90k4) (108)
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Podemos representar a transfcrmada de Fourier camplexa, atra-
vés duma multiplicacao de matriz, X = Tx, onde T representa a matriz N x N /
de exponenciais camplexas, definida por

ty = exp(j2link/N), comk =0, 1, ..., N-1, {109)

Usando o algoritmo da transformada rapida de Fourier, nos fa-
toramos a matriz T em

T =PF ..... F (110)
onde Fi representa o passo da transformada correspondendo ao fator P de N e
P representa a matriz de permutacoes. ‘

As matrizes Fi tem somente Py elementos diferentes de zero em
cada linha e cada coluna, e podem ser particionadas em N/pi submatrizes qua-
dradas de dimensao p;- As particdes sao resultantes das redugoes das multi-
plicagdes, as quais formam a base da transformada rapida de Fourier.

Cada matriz Fi pode ser particionada em Fi = Ri’I‘i (111), onde
Ri sdo as matrizes diagonais formadas ~pelos fatores de giro, mostrados na
equacao (107), e T, pode tambem ser particionada em N/pi submatrizes quadra-
das e idénticas a cada uma das matrizes da transformada de Fourier complexa/
de dimensao p; -

A matriz de permutacao P & usada porque a transformada resulta
inicialmente, na ordem do "bit-inverso", conforme definido em [05], [07] e

[08]; i.e., os coeficientes de Fourier Cn’ com

n=n._ 4P q-+Pg + .-0 + NPy ¥ D
sao encontrados na ordem (112)

n' = NyPy-« Py + NqP3-- Py + -- + N g

Apresentamos no apendice E, os graficos simplificados, corren-

temente denaminados de"borboletas", relativos as camputagOes basicas efetua -
das em cada um dos nds do grafico de fluxo de sinal que representa a FFT com
as operagoes camplexas reduzidas. Os graficos apresentados no referido apéndi
ce nio foram desenvolvidos de acordo com o algortimo na versdo de Sande, mas/
sim, estdo fundamentados na subdivisao da sequéncia de dados amostrados N em
n subsequéncias, cada uma delas correspondendo ao respectivo fator primo de

N (namero de amostras). [11].



4.0 - Introdugao e Justificativa.

Desenvolvemos neste capitulo um programa para computar os coe-
ficientes da DFT, atraves da FFT, aplicada a equagao (25).

O nosso numero de amostras N, determinado pelo aparelho recupe
rador de informagdo, citado na introducao deste trabalho, & fatoravel em fato
res primos arbitrarios.

Este trabalho consiste em adaptar as subrotinas apresentadas /
por Singleton (Singleton, Richard C., 1968 [16]), tornando-as aplicaveis ao
nosso problema de caracteristicas particulares, bem como introduzir um pru -
ning de zeros[32] para diminuir o tempo de conputagao (tempo de CPU) .

As modificacdes e a introducao do "pruning" nao alteram os re-
sultados finais esperados. Todas as computacoes sao realizadas "in loco"[05],

(07].

4.1 - Desenvolvimento do Programa.

O algoritmo da transformada rapida de Fourier, conforme expla-
nacoes e calculos desenvolvidos, respectivamente, nos capitulos II e III des-

te trabalho, se adapta a computacao de expressoes como,

X(n) = N§1x(k)e“j2”“k/N, K=0,1, ..., N=1, (118)
k=0
onde as sequéncias {X(n)} e { x(k)} sao sequéncias de numeros complexos.

A subrotina FFT foi desenvolvida em [16], para computar os
coeficientes da DFT, através da FFT, especialiente quando o numero de amos -
tras N € composto por fatores primos arbitrarios. Essa subrotina tambem po-
de ser usada para computar a transformada inversa.

O desenvolvimento da referida subrotina foi feito com base na

fatoracdo de Sande (Sande-Gentlemann, 1966, [08]), apresentado na equagao /
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(70) e desenvolvida no item 3.2 deste trabalho.

A sequéncia dos calculos seguida pela subrotina da FFT nio /
coincide com aquela apresentada na equagao (108), razao pela qual introduzi-
mos algumas modificagoes na mesma.

A fatoracao da matriz P de permutacao, pode ser feita "in lo-
co", desde que N seja fatorado? em

P{ = Py Para i <p-i
Neste caso, n sera encontrado na ordem natural e n' na ordem do"bit-inverso",
procedendo-se entao a respectiva troca de C com C,ose n<n'.

Esse metodo consiste numa generalizacao do método reordenar /
os resultados da transformada rapida de Fourier de fatores todos iguais a 2(
base dois).

Antes de computar os coeficientes da transformada de Fourier ,
€ necessario calcular os fatores primos de N, colocando os repetidos (fatores-
elevados ao quadrado) em posicao de simetria com relacao aos demais fatores.

A matriz de permutacao P e decomposta em outras duas matrizes
correspondentes a dois passos, ou seja P = P1P2. A permutacao P1 esta associ
ada com os fatores quadrados de N, cuja troca e feita do seguinte modo:

N = PPyP3P4Pss COM Py=Pg € Py/P3/Py relativamente primos, sao trocados /
de forma que

N = NyPeDg.- Py + N3Pye- Py + -on + WPy + N
e (119)

n's N PePy---Py * NyPg---Pq + ... + N3Py + Iy

A permutagao P1 neste caso conduz cada elemento resultante da
divisao dos elementos da subsequencia N/p1, agrupando—-os em subsequéencias de
Py elementos consecutivos.

A permutacao P2 completa entao o reordenamento, permutando as
PoP4Py subsequéncias dentro de cada divisao N/p1. Na subrotina FFT a permu—-—
tacao P2 é concluida fazendo primeiro a determinagao dos ciclos de permutacao
para o "bit-inverso" dos digitos correspondentes aos fatores livres de quadra
dos, permutando a seguir todos os dados, seguindo esse ciclo[16].

A expressao (108) pode ser reescrita, colocando os fatores pri
mos quadrados na posicao de simetra.

N = 630 = PPyP3P4Ps = 3x2x5x7x3
com pi= 3; py = 2; P3 = 5; py = 7 €pg = 3:

temos entao,

2 SINGLETON, R.C.,"ON COMPUTING THE FAST FOURIER TRANSFORM". Commun,ACM. vol.
10 pag. 647-654. october 1967.
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2 OkO nTKO 1 n Kk, 2 (k0+3k1 )

X(n,+3n,+21n,+105n,+210n ) = % e| 3 el 6 L e 3 e

47773 2 1 o} 30

kO=0 k1=0

. ’n2k2‘ {n3(k0+3k1+6k2)} 6 [n3k3} [f4(ko+3k1+6k2+30k3)J )

Loe e I e el 5

” L5 210 7 630 '
k2-0 k3=O k4=0

M4Ry]
el 3 J- x(ko+3k1+6k2+30k3+210k4) (120)

Efetua-se assim, a fatoracao da matriz Fi com a aplicagao do-
fator de giro, o qual explora a simetria das fungoes seno e cosseno, confor-
me (111). Em outras palavras, fatorando-se a transformada de Fourier de F; /
correspondente ao fator P; de N, do que resulta no pruduto RiTi’ de T.l uma/
matriz idéntica a transformada N/pi de dimensao p; com a matriz Ri dos fato-
res de giro (Twidlle Factor). Usam-se o0s elementos Ri' na versao de Sande[08]
, da FFT, conforme as equacces (108) e (120), as quais formam a matriz diago
nal definida por

r = exp (j21/kk (mod k) [n mod kk)/k], n =0, 1, ..., N-1, (121)
onde k = N/p1...pi; kk = pik e os colchetes denotam o maior inteiro contido
nos referidos.

O fator de giro multiplicando cada transformada de dimensao p;
dentro da matriz T,, tem angulos 0, 0, 20, ..., (pi—1}®, onde 0 pode diferir
de uma transformada para outra, conforme O passo correspondente a cada um
dos fatores primos de N.

_ Na transformada, correspondendo ao passo Ti existem N(pi—1)/pi
multiplicacbes complexas. O numero de multiplicacoes complexas envolvendo a
aplicacao do fator de giro R, é dado pela formula, [16]

p M=l ) (122)

i=1 P.
onde m representa o nﬁm;ro de fatores de N, e na expressao (122) considera -
mos a existéncia de multiplicacdo para os angulos nulos (0=0). O numero de
rultiplicacdes camplexas obtido atraves da equacao (122) precisa ser somado/
ao das multiplicagoes correspondentes™ ac passo Ti'

A computacao dos valores das fungOes trigonametricas seno e

cosseno € feita através da equacgao de diferencas

Beuy = B+ MB, (123)

onde§3k representa a sequéncia dos valores camputados de exp(jf), enquanto /
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que o fator n e dado por
n = exp(j0) -1 = =2sen(0/2) + jsen(0). (124)

Usando as equagoes (123) e (124), dispensamos os respectivos
valores dessas fungoes armazenados na biblioteca do computador.

Pelas caracteristicas do computador usado neste trabalho, oOp
tamos pelo calculo com "arrendondamento aritmetico de ponto flutuante", ao
invés do"truncamento aritmetico".

Un estudo detalhado da vantagem do uso do arrendondamento a-
ritmético de ponto flutuante, foi feita por Sande (Sande-Gentlemann, 1966 /
[08]), enquanto que Singleton (Singleton, R.C., 1969, [16]) apresentou ta -
belas comparativas do uso dos dois metodos mencionados.

Em cada um dos passos T; a transformada complexa de Fourier/
é fatorada por:

-1

a, +b, = i (x_+3y,) lcos (2ink/p;) + jsen (2Mnk/p;)] (125)
(p; -1)/2 (P1—1)/2 :
= X+ n§1 (xn+x )cos(2nnk/pi) - n=§ (yn+yp )sen(2nnk/pi) +
| (p,=1)/2 (p,=1)/2
ily, + n£1 (yn+ypi_n)cos(2nnk/pi) + n£1 (% xpi_n)sen(Zan/pi)]
(126)

Na fatoracdo apresentada na equacdo (126) e naquela devida /
ao fator de giro apresentada em (122), estao fundamentadas as reducoes das/
operacdes complexas da computacao da FFT. Em [16] encontramos uma analise /
detalhada das reducgoes supra citadas, bem camo o estudo relativo as respec-
tivas eficiencias. '

Para acessar a subrotina na computacao da transformada de-
Fourier de uma variavel simples com N pontos amostrados, de acordo cam  as
normas do FORTRAN, fazemos "CALL FFT(A, B, N, N, N, 1)", enquanto que para
computar a transformada inversa a chamada € "CALL FFT(A,B, N, N, N, -1)", /
onde o primeiro'N repr.esenta o namero total (NIOT) de dados camplexos da /
entrada, o sequndo N representa a quantidade de dados amostrados, o tercei-
ro N representa o espaco entre dois dados consecutivos (NSPAN), usado espe-
cificamente quando computamos a transformada de Fourier de varias variaveis.

No caso da transformada simples, NTOT=N=NSPAN=NUMERO DE DADOS COMPLEXOS DA~
ENTRADA.
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Os arranjos (matrizes) A e B contem, respectivamente, as /
partes real e imaginaria dos dados da entrada, indexados de 1 a n, os quais
sdo trocados pelos coeficientes da transformada de Fourier complexa. Assim,
a parte real de C_ é encontrada em A(k+1) e a parte imaginaria em B(k+1), /
comk =0, 1, 2, ..., N-1.

Os arranjos AT (MAXF), CK(MAXF), BT(MAXF), SK(MAXF) e NP (MAXP)
sdo usados para armazenar temporariamente os valores calculados. MAXF preci-
sa ser maior ou igual ao maior fator primo de N. NFAC tem capacidade maxima
para 11 elementos (fatores primos). Quando N possui mais do que um par de
fatores livres de quadrados (fatores repetidos), o produto dos fatores repe—
tidos precisa ser menor ou igual a 210.

A subrotina REALTR campleta a transformada de Fourier de
2N valores reais (nimero de amostras), conforme item 2.3.5 do capitulo II
deste trabalho.
’ Os.dados da entrada sao armazenados alternativamente nos ar -
ranjos (matrizes) A e B, e sao primeiro transformados pera uma transformada/
de Fourier complexa de dimens3o N. Os coeficientes relativos aos cossenos /]
encontrados nas posigoes A(1), A(2), ..., A(N+1) e aqueles relativos aos se -
nos sdo encontrados nas posicoes B(1), B(2), ..., B(N+1).

A chamada das subrotinas, de conformidade com o FORTRAN, e fei
ta na sequencia:

CALL FFT(A, B, N, N, N, 1)

CALL REALTR(A, B, N, 1).

Os resultados precisam ser multiplicados por 0,5/N para dar o
fator de escala usual, ou seja, para amnter a aproximacao dos valores dos /
coeficientes da transformada de Fourier continua.

Para computar a transformada inversa, a chamada é feita na /
ordem:

CALL REALTR(A,B, N, -1)

CALL FFT(A, B, N, N, N, -1).

Neste caso, os resultados precisam ser multiplicados por 0,5
para dar o fator de escala usual, conforme equagao (103).

Os resultados correspondentes ao dominio do tempo sao armaze-

nados alternativamente nos arranjos A e B, i.e., A(1), B(1),...,A(N), B(N).
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4.2 - Programa para Computar os Coeficientes de Fourier.

0 nosso programa para computar os coeficientes de Fourier, a-
traves da FFI, consiste na adapatacao das subrotinas apresentadas por Single
ton (Singleton, R.C. 1968, [16]).

Essa adapatacao fundamenta-se na eliminacdo das partes que /
nao sao usadas na solugao do problema.

Os dados da entrada estao armazenados em um arquivo separado

e sdo aqueles recuperados pelo aparelho recuparedor de informacao citado na

introducao deste trabalho.
No apendice C, apresentanos os dados referentes a uma das ©o

letas, sendo que esses foram Os que usamos para obter os resultados apresen
tados no final deste capitulo.

No apéndice A apresentamos o fluxograma esclarecido, deta- /
lhando todas as partes que compdem O programa principal e as subrotinas.

O programa funciona segundo as explanagOes colocadas no item
4.1 deste capitulo. Para um estudo mais detalhado do programa, bem como do
seu funcionamento, indicamos [16], ja que nos limitamos apenas a estudar as
partes que se adapatam ao nosso problema de caracteristicas particulares e

citado no capitulo I deste trabalho.



FILED FFTMLY GSvSl Al NUCLEC CF PIUCESSAMENTIC OEF DADOS-

1

//PSREFTHR JI3 MTH)JPSU"MTMUl.DNTUNlU',MSGCLASS=V.CLASS=A.
/7 MSGLEVEL=(1,1),2T7Y=10 ’ ' .
//75TEPOL CXREL FTGLCG LLASS=V,S120=3832K

J/FORTLSYSIN DD #*

C  PRCGRAMA PRINCIPAL PARA {OMPUTAR 1S COEFIZIENTES UE FOURILR.
"¢ CQM VALDIL: COMPISTOS,.
DIMENSION Alo3ll.ole3l)
DATA A, 087 03D#3.0,030%0.0/
REACL3,10L) N
101 FURMAT!L3)
READ (», 100V (ALT ), [=1,10)
108 FORMAT(LCFT W20
ITAM=5 3G :
CALL FET (Ag Be RS0, ITAN, [TAMN, L1}
Call AEALTRIAg 1T AN, 11
WRLITH Sy 3900
WA ITELS, 2000 (ALY L=, JT AN
WRITF (o, 301)
WOITCLG, 2000 €0(LI,L=1,1TAM)
200 FIRMAT{LPYE1S.0) .
309 FIRMAT /7, 108, "VILOEES DL A%, /1
301 FORMAT(//, 104, 'VALORES DE 0%, /7
0 3 [=1,ITAN
A(1)=n.5/erﬂ:(5ukr(A(1)cA(I)vuxlivszlbz)
8l1)=sLIATL L
3 CONTINUE
TWRITI(G, 3L
WR ITE Lo, 3000180 1), 12146200
305 FIRMAT (1P¥E15.6)
310 FORMAT(/ /10Ky VALOKES PCPLALIN N5 /7))
CALL GRAFIC {dy¢,1TAM)
£No

C &S DJAS CONSTANTES SLGUINTES PRECISAM COINUIBIR N AS DIMENSNES

DAS MATRIctSe

SUBRGJITINE FFTLA, By NTCT, M, NSPaxN,ISN)
DI MENS 10 ATI23) . CKUZ3 )y BT (23)y SK{Z3), NPL2DS)H
DIMENSION ALL)y dl1dy NEACLLTL)
EQUIVALENCE (1, 1T)

VA X1 =<

MAXP =209

1FIN LT, 21 RETURN

INC=150

RAD=u.I#ATAN(1, 0}

S72=RAD/ 2.0
CCT2=C2S(572)
S ST2=SINIST2)

SL20=SuKR1(Je751}

IF{ISN .oE. 0} 40 TO 10

§72=~-5172

$120=-5120

RAD=-24D

;

-7 -

FETCQ0L0
FrHICLCC20
FFI1G0C30
FETCGC40

FF1¢0050
FETCLQGO
FFIG0OOTO0
FETCOOBO
FETCOCY0
FETNELOO
FFTO0110
FFIL0120
FETCOLED
FFTCOLY0
FET10ON200
FeETed 20
FETCO220

FEYC0230

CFFTC0240

FFTGOEHD
FETG0 200
FETC02ZT0
FRICO 2380
FETOV29Q
FEYQCZO00
FFTCU310
FEICU3LY
FETOO 330
FETCO 340
FFTCD 350
FFT(03560
FFTCO370

FFTCO380

FrTC039C
FETC0400
FFTCI410
FrTC04c0
FETC0OG30
FF1(0440
tr7C0450
FETOD460
FFETCCAT0
FFTCO4U0
FETC04%0
FETC0500
FETGOS 1V
FETCOL20
FETCD530
FETLO540
FFTLO550

T ¢
RN F)f Y S DN



FILEO

'10

FETMIV ~ 0OSVS1 Al NUCLED DE PROCESSAMENTO LE DLADCS

INC=-INC

NT =INS&NTOY

KS =1 HZ #NSPAN

KS PAMZKS

NN=NT-INC

JC =KS/N

RADF=RAD®FLOAT (JC)20a b
120

JF =0

C DETERMINA US FATURES DE N

I5

20

25

30

40

50

60

10
80

90

M

o

0
K=N

G TH 20
M= M+
NFAC L) =4
K=K/15

1F (h=(K/16)3', L€Q. C) Gt TO 15

J=3

JJ=9 .
GO T 39

N = Mel

NFAC M) =J

K=K/JJ

TE (MID(KeJI! oFds 0 GC TO 25
J=Jed .

JJ= 882 .

1F (JJe LE. #) GO TUO 30

IF (n «6T. &) G TO 40

KT =M .

NFAC (M1 )=K

IF¥ (K JNGe 1} 't=Me]

G 10 30

IF (K-{K/4)%4 «NE. O) LC TO 50
M= Mol

NFAC(4)=2

Kz K/ 4

XT =M

J=2

IF -(MID(KyJ) «NEs O) GC TG TO
¥ z=Mel

NFEAC(MI=J

K=K/J

Jr(lsel)/72) %241

17 (J +LEe K} GO TO 60

IF (AT JEQe J) 0O TO 10C

J= KT

M=Mel

NFAC (M) =NFAC(J)

Jd=J-1 ’

IF 1J NE. O) 50 TO 9¢-

CALCULS A TRANSFIINMACA DE FOURIER
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RPT Y AJUGTINE I

FETCO560
FFTCO0570
FFTCOS580
FFTCO 590
FETCL 400
FFTCQBLU
FFTC00L2Z0
FFT00630
HETC0 640

FFT00o650

FF1406060
FFTYOQLTC
FETGOOBO
FETCO %0
FFTCO {00
FEICLTIO
FFILNT20
FFTOOTA0
FFTD0 740
FFT0CO 750
FETCOTGL
FETCO V70
FF1COTHC
FETOO TS0
FFYCO 00
FrTi0Blo
FETCOB20
FETO0B30
FFTC084Q
FFTCC 50
EF11:0 660
FFTOOBTU
FETCOBBO
FFTC0890
FFT00900

T FFTCO9L0

FET(0G20
FFTG0430
FFIC0%40
FETC0450
FETC0960
FFTCGIT0
FETLCS80
FFT1CL9S0
FFIC1CCO
FFTULGLO
FF1C1020
FFTCL030
FFT01040
FETG1050

FFTULO0LO



FILED FFTHlV IS vsi Al NULLLU CE PRICESSAMENTO L& DADGS

100 SO=RADE Y FLOATIRSPAN)D FFTCLOTO
CO=2,)¢5INISC %2 : FEICLGB0
S=SINES LSOl v . FFYC1090

KX =1 ) ' FFETLLLOC

1=1¢1 . FFTCL110
IFINEAULD) oNLe 2) CO TN 0G0 ' FFI1C(1120

C  TRANSFUFMALA DU FATOR £ CINTLUINDU 3 FATOIR LE GIRD) FETCL1130
KS Pati= KSPAN/Z . ’ ~ FFTC1140

' KL=KSP A2 FETCLLH0
210 KZ=KK#RSPAN o FET01160

: AK=A{KD) : FFTO1170
BR=D1<2) FETCL1E0

ALR2 A LRK) =AA FFTCL1190
BUK2)=DHIAR) =8¢ o 101200

ALKKY =4 ( KK)Y *A& . FFTCLZL10
B{KK)=is { RK) 8K FETC1220
KK=K2+K5PAN : FFYG17230

IF (ki oLEe NNI GU TO 210 : FFTUL1240

K& =KK- NN - : . __FFICL2%0

IF (KK .LEe JCY G2 TO 210 Fr1L1263

: IF (KK oGTe KSPLN) GO T2 8CO : FETGLZT0
220 Cl1=1.0-C0 FETCL 280
S1=SD FFTCL 290

230 K2=KR+KSPAN : . CETeL 300
MK=ALAN) ~ALK2) FI10) %10

Bz tain) ~B(K2) FFTGL 320

ALKK) =A (RK) *A(R2) ) FFYCL330

BIKKE =3 AR #8{s2) ) FET6) 340
ALKZI=C1 *AR =513 8 FFT(1350
BEK2)=S 1 #AK+L1#8K FETEL 300

KK =K<+ KS PAN . . FETC1370

IF{Kan oLT. NT)} 4D TO 230 FFTOL 380

K2 =KA~-NT L FFTQ1390
Cl=-(1 FFTG1400
KK=Kl1-K2 . FFTCL410

1F (KK oabToe KZ) GU TO 230 ) FFIC1l420
AK=CL~-(CLeCIeSLieS L) FFIC1430
S1=(50%C1-CD&S511+¢S 1 FETQL44G

C AS TRES DECLARAICLS, GUE SEGUEM COMPENSAM 1 ERRD JDE TIUNIAMNETO. FETCL1450
C SE USAK ARKIDINDAMENTO ARITMITICA, SJBSTITUA FETC1460
C Cl=AK . FFICL4TO
Cl=0.5/7LAKS#2¢S5 1%%52040,5 FFTO1 480
S1=C1%51 , : : FFY01490
Cl=CLeA\K : : FFTGLS00

KK = k¢ JC FETCLS10

JIF (KR oLTo a2l GO TU 230 FFTUGLY20
Kl=KL+INC+INC FFTCL1530

KK ={Al-KRSPANY/ 2+3C FETCE540

IFIAR olie JTHIC) GU TD 220 ’ FETGLY50

GO Tui 16O FFTCLY60



FILEO

C TR

FFTMUY asvel Al  NUCLEQ DE PRUCESSAMENTO LE CADCS

ANS FaMaDa D) FATCE 3 {(CNDIGO OPCIONAL)

320 Ki=xXR+KSPAN

330

350

2=K] ¢ KEPAN

1E (NFAC (M), Eq.FACES5)) CO TO 330
IF (Ka. LT .210 52 TG 350
AK=2 (KK}

bR =B {KK}

AJ=A(K1) +ALK2)
B5d=BI<L ) v K2Y
S{KKY=ERK+AJ

BIKK)=0uR¢BJ

AK ==L 5 Y EAIHAR
BR==0.5%3J+ 3K
PI=UA0KI=AIR23)25120
BI=(u{x1)-1(Kk211%5120
AlKL)=84K-8J

BIKLI=8K +Ad

AlK2)=AK+8J

B8(K2)=BK-AJ

KKaKZ2+KS PAN

IF (Ka oLT, M¥) GO TO 320
KK =K - NN

1F (ka oLE. nSPAN) GO TO 320
KK=21)
G T 100

C TRINSFURMADA DU FATUR 5 (CODIGO UPCIUNALY

510

520

C2=CT2%%2-572¢%2
S2=2a)4C 12%51

K1 =KK+KS PAN

K =K1 +KSPAN
K3=KZ2rKSPAN
K&e=KA+KS PAN
ALP=ALIRKLIEALKS)
AKM=A(R1)-A(K4)
BKP=u (K13 1K)
BRM=B{K1 -0 (Kal
AJP=p K21+ (L3)
AJM=A(K2)-A(K3)
BIP=B{K2)+u{K3)
BIM=B(K2)=-3(nI)
AA=A(KK)

B3 =H(KK)

AlKK)z=AL +AKPHAJP
PIKKI=88 +UKPeIIP
AK =ARPC T2+ AJPEC2ZHAA
B =RKP&C T2+ BuoreC2+88
AJ=AXM&S T2 +RIM%S2
BJ=UKMES T2+ 3J4*52
AlKL)=4K-~08J
AlKG)=AK +BJ
B(KL1)=8BK+AJ
B(K4)=BK-AJ

FFTCLST0

FFYO1580
FFTC1590
FET(1 4600
FETCL1610
FETCLO20
FFTCL 630
FFT01640
FFTCL1050
FFTCLlo00
FFETL106T70
FrT1GL 68U
FFTCLOL9V
FFTCYLTOU
FFTOLTLO
FFTGLT20
FETGLTS0
FFTOL 740

S FETOLTS0

FETr1760
FFETGLTT0
FFTCQL Tov
FETOGLTYO
FFT0L1800
FFTCL1810

FFTO1 020

FrT01830
FETULB4U
FETOL850
FETCL 860
FETOLETU
FFTO188U.
FETCLEYO0
FETCLSCO
FETOL910
FFTO1920
FETCLS 30
FFTOL 940
FETOL 950
FETOL1 900
FETLL9T0
FFIC1960
FETCLYS0
FFTG2000
Fr102010
F1702020
FFYC2030
FFTC2040
FETCZOSU
FFTU2G6D
FrTC207C
FFTG2CB0



FILEO FFTulvV usvsi Al NUCLEU DE PRUCESSAMENTO ULE DADOS .

AK=AKP*( 245 3P 3CT20AN
PR =BAPeC 21 DUP 4l 12088
AI3AKMES 2~AUMRS5 T2
BJebRMeS 2=dJHeS 12
MIK2)=AK=-BJ
MK3)=AK+UJ
plr2)=uk+AJ
p{KR3)=8K~AJ

- KK =h4+KSPAN

1FIKK oLTe NN} &GO TO 520

Kit =ka= NN

IF (K& oL Co KSPAN) GO TO 520
G) TO 702

¢ TRANSFORMADA DDS FATORES IMPAKES

660 K=NF£ZL(ID)

630

640

" 650

KS FNNSKS PAN

KS PAN=KS PAN/K

IF{K .EQe 31 5D T0 320
IF{K «EQ. 5) L0 TO 510
IFLK «EQe JF) GO 10 640
JF=K

S1=RAD/ZFLOATIKI
C1=COS(S 1)

$1=SINM(SL) -

IFLJF +6T. MAXFY GO TO 998
CK{JF) =100

SK{JT1=0.0

J= 1 .
CK{J)=CR(KfsCLrSRik)I®S]
SK{J)=CKIK) #51-SK{K)SCL
K= K-1

CKURI=CRIJ)
SKA{KI=-SR(J)

J=Jd+l :
IF{J LT+ K} G0 TN 630
K1 =K/

K2 =KK +KS PNN

A\=A{KK)

P8 =0(Ki])

K =AA

HK =38

Ja 1

K1 =K1+ KSPAN

&2 3K2-KSPAN

JaJel ’

AT {J1=AERL) 40 (K2}
AK=AT () AR

BT (J)=3 UKL} +3(K2)
BK=0T(J) B4

JaJ+l

AT {J)=ALK1)-ALK2]

BT (J}aB(K1)~31K2)
Kl=K1+KS PAN

e
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Lty R Y R

FETC209U
FETO2100
FFTC2110
FETC2120
FET(2130
FET(2140
FETC2150
FFTC216C
FFTC2170
FE1CZ160
FFTC2190
FET02200
FFT02210

FFYC2220

FET(2230
FFT(2240
FETO2250
FFT102L60
FEYC221C
FFTC2280
FFTLG2290
FFYC23GU
FFETL2310
FFT02320
FFYGC2330
FFTC2340
FFETG2350
FET02360
FFTC2370
FHT02380
FFTU2390
FETCZ400
FFT02410
FFT(2420
FFT(2430
FETC2440
FETCZ450
FFT024060
FFTC24170
FFTC2480
FFT02490
FFT102500
FFT02510
FFETC2520
FFT02530
FFT02540
FFTC2550
FFTU2560
FFT025T0
FETCZ 50
FFT02590
FETC20600
FFT020610
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FILEO FFTMIV 0Svsl Al  NUCLEUD UE PRUCESSAMENTO DE DAJCS
« AFIKL JLT. K2} GO TO 650 - FFT02¢20.
ALKKI=AK " FFTCZ2630
BIKKI=8K . ’ ' FFT02640
Kl =Kn FFT020650
K2 =Kk ¢+ KS PNN ‘ FFTG2060
J=1 ' . : FFT0ZOTO
660 Kl =K1+KSPAN ) C FFTOZ6LL
KZ =2R2~KS PAN FFTC20%0
SNNEN ‘ FFTu2 ICVL
AK =AA : FFIGZTLIO
BK=8Bd | FFT021720
AJ=04) FFTC2730
BJ=04) o : FETG2740
K= FFTOZ 750
670 K=K+l . ' FFT02760
ACK=ATIK) #CK{JJ) +AK . ' FETOQZTIC
BR=BT{KY#CK(JJ) +BK FFT02780
K=Kel FETC2790
AI=AT{ Q) &SKLUd ) +AY ' ' FFT02800
BJ=BT{KYRSK{dJ) +t1BJ FETO2810
JJadded o . FFTCZB20
1 (JJd oG le JF) JI=JdU-JF FETC2030
JF (R oLTe JF) 5O TN 670 FFTC2840
Kz JF=J FF1026%0
ALKL)=AK~-BJ FFT0Z3060
BlKLI=BK +AJ FFTC2870
ALK2)=8K +8J FETO2850
BILK2)=BK-AJ FFTC2890
J=Jet : . ) FFT02900
[F{J olTa R} GD T 06D . FFT02610
KK =KK+ KSPNN ' _ FFTC2920
IFIRR oLEs Nii) GO TO 040G ' FFT(293C
Ka =Kn=-HN FET2S40
IF(KK +LE. KSPAN) GO TO 640 . FFT02550
C MULTIPLICA PELL FATGR DE G IKP{ECAETO, U FATOR 2) ‘ FFTG296O
700 IF(I +CQe M) GO TN 80C FFTOZ297u
KK=JC+l _ FFTC2980
710 C2=1.2-CD ‘ FFTO2950
. SL=S» FFT03G00
720 CLl=(C2 o FFTO3ClO
§2sS1 ' . FETU:3020
KK =KK+KS PAN B FFTU3030
730 AR=A{KK) FET0O3C40
ALKKI=C2 «AK-S2#BIKK) : o FETG305Q
B{KKI=S2 ¢AK+C 2B (KK) FFTC2G60
KK eKK¢KS FNN FFTC3070
IF (KK oLEo NT) GO TQ 730 , FFTQ3080
AK=S1#S2 FFTU3090
S2=51022+¢C1%S52 FETO3100
C2=C1%C2-AK . FFT03110
KR aKK—=NT +KSPAN FFETL3120
IF(RK oLE, KSPNN) GO T3 730 FFTU313C

C2=Cl-(Cu*CL+SD®SL) , . FETUL31460



FILEOD

C AS
c St

C PERMJUTA IS RESULTADOS PARA QRUSM NORMALeoe FEITG EM CI1S ESTAGIOS.

Lf
’

e

Do

FTMLV usvsl Al NUCLEC LE PRUCESS&MEVTO.UE 0ADGS

S1=Si+{SC*C1-CI2S51)

TRES DECLARACILS SECUIMTIES CUMPENSAM U ERR) DE TRKUNCAMENTO.
USAK 8RR EUONJIMMENTD AF ITMETICH PODE OELLTAR,

Cl=0e5/102%82¢51862)4045
S1=C1eS1

C2=C1lel2

KK=KK=-KSPNN+JC .

IF (KK o1L.Es KSPAN} GC Ti) 720
KK =KK~KS PAN +J ¢ INC

IF (KK.LE. JC#JC) GO T 71O
G0 T2 100

C PERMJTACAN PARA 0S FATORES QuUsCRADUS DE No

800

810

NP {1)=KS

IFIKT LEQ. O) 5L TO 890
K=KT+£T+ 1}

IF(M oLTe K} K=K—-1

J=1 . ' .

NP (K¢l =30

NP {J+L)=NPLJI/NFACLY)
NP (R HP LR+ 1Y #NFAC YD)
J=Jel

K=K-1

IF{J LT, &) G0 T4 810
K3=NPILK+ 1)
KSPAI=HP (2)

Kn=JCe)

K2 =KEP AN +]

J=1

G PERMITALCAN PARA A TRANSFOIMADA ENVOLVENCU VAKIAVEILS SIMPLES.

820

830

840

AK=A(KK)

AlKR)I=A{K2)

AlLK2)=AK

BK=(LKK}

BIKK)=B{n2)

B{K2)=0K

KK KK+ INC

K2 =KSPAN#K2

[FIke ol.Te KS) GO TO B2¢C

K2 =K2-NP (J)

J=J+l

K2aNP{J+1}eK2 ’
IFIRZ «GT. WP(J)) GU TU 830
J=1 :

IFIKn LT. K2) GG TO 82C

KK =2rknt INC

K2=KSPAN +R2

IF (K2 LT. AS) GN TO 0340

IF (KK oLTo K51} GO TO 830
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FFT03150

FFTU31le0
FFT03170

FFT03186
FET03190
FET03200
FFT03210
FFT03220
FFT03230
FFT03240
FFTU3250

FFTC3260
FFTIG327C

FETO3280

FFTC3299
FET03300
FFT033.C
FFT03320
FET03330
FFYG33AC
FFTO4350
FFTO3 3060
FFTG33T0
FFT04380
FET03390
FFY03400
FFETO3410
FFTG3420
FETC3430

FFT103440

FFTC3450
FFTC3460
FFTC3470
FFTC3480
FF103490
FFT03500
FETG3510
FFT03520
FFT03930
FFT03540
FETC355C
FFTU3560
FETC3570
FFT(3580
FETC3550
FETO3000
FRTU361U
FETE30620
FET0363C



FILEO

390

¢ PERMUTACSYD PARA DS FATORES DE Ny, LIVRES ub GUADRADD.

90r

502

904

906

C DETEPMINA OS5 0S CICLnS DL PEKMUTACAU DE CIAPRIMENTO MATOR QUE 1o

910

914

¢ RECRDENA A F 8, SEGUINDO IS CICLDS DE PERMUTAIAQD

FFTMIY 0svs1 Al NUCLEQ OO PRNCESS/AARNTD LE DADCS

JO=K3
IF{2+%K T+l aGke M) EETUKRN
KS PNN=RP (kT +1)

J= M-KT
NEAD (el =1
NFACLJ)=NFACII ) RNFACLY LI

L J=J-1

IFtde MHEW. KT) GD TO 900
KT =kTel

N =NFAC(RT) -1

[FINN .GT. MAXP) GO TG 998
JJ=0

J=0

Gd 10 9o

NRENNES ¥

K2 =KK

K=K+l

KK=NFAC L R)

JI=KK+IJ

(FlJJ Gfe K2} GO TO 902
NP Lul3Jd

K =P ACRTY

K KT rl

Kik =NFAC( K)

J=Jrl .
IF(J +LE. NNJ GO TU 904

J=0

GO T 9l

K =KK

Kk=MNP{R)

NP {K)=-KK

IF (KK oN[Ca J) 6N T 910
K3 =kK

J=Jd+l

KK=MP{ J)

IFIKK oLTs 0) GN TO 914
IF{RK oNZe J) 00 TO G110
NP (J)=~J

IF(J oNE. NN) 50 TU 914
M4 XF = [IHC *MAXF

Gu TG 950

924 J=J-1

-9206

IF (NP(J) olfe O) GO TO 924
JJ=J4C
KS PAN=JJ

1F1JJ «GTa MAXF) KSPAN=MAXF
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FFTO3 640
FFTU3 650
FRT03¢60

FFT03670

FFTO3680
FETO3690
FETUL3T0C
FFI103T710
FITCc3720
FFT0O3T30
FFTG3740
FETC3T5C
FFTO3700
FFTGHTT0
FFTC3780
FETC5790
FFTU3800
FFTG38LG
FETC3820
FFT(:3830
FFT033840
FRT03850
FFTOs060
FFTO3870
FFTOU3BBO
FFTC3950
FFTU39500

FFTO3510

FFETO3520
FFTC3930
FFYU394C
FFTO3SLC
FFTG3%560
FETCIYTE
FFTL3S80
FFTL3990
FFTG40CO
FET(4610
FET04020
FFT(C4G30
FFTC4C40
FFTL«050

FFTC4 0060

FFTUAGTO
FRETLACHD
FETU4 090
FrT(&102
FrTGallt
FETO4120



FILFEO
JI3IJI-KS PAY FFT(G4 130
K= NP (J) FFTCa 140
KK=JCsK e 1lrYd FFET(4150
RL=KK*¢KSPAN FFTLA 160
Ke = FFTOGLTC
928 - K2=K2¢1l FFETC4 180
AT (K2)=A (K1) FFT(4 190
BT (K2)=B (K1) CFTG4200
K1 =K1l INC FFTCG210
[F KL oNfe Kn) GU TO %28 FFT04220.
932 KI =KK+KSPAN . FFETC4230
K2 =k1~Ji & (K¢NPL D) FFT04240
K= ~NP{K) FETCGa 250
936 A{K1)=A(K2) FFTG4 260
B{KL)=n{K2) FrTCa 270
KlaKl-(iC FFTC428C
K2 =K2-1N( FETGa29C
IF (KL oNEe KK) GO TO 936 FeT06300
KK=K2 FFTCu310
IF(K +NEW J) GO TO 932 - FETCa 320
AWL=AK+RS PAN FFTC4530
K2 =) FFY1G4340
940 K2=K2+1 FFTLa350
ACKL)=AT(K2) FFTCa360
BIKLY=BT (K2) FETC@370
K =xKl-1INC i FFTGA 360
IF (KL oNEJKKE GO TO 940 FFT(04 390
IF{JJd NEZe 0) 6N T 966 FETC44GC0
IF(J o¥o 1) GO TO 924 FFTQu4 10
950 J=K3+1’ FFTCq42C
NT =NT-KS PN FE TC4430
11=NT=-INC+] FET(4440
IFINT .GZ. 0) GO TU 924 FEI1L 4450
RF TURN FETCG 460
C ENCONTRANDO ERRJ PUR INSUFICIENCIA DE ARMALZEPAMENTG HA MEMORIA FFTL4AQTO
998 I5N=Y FFT04 480
PRINT 999 VYETG4490
STHP FFT(4500
999 FOIMAT{2X,"EXCEDEU A CLPACICAGE DI ARRANJIO CENTRD DA SUB FFT) FFTCaviC
END : FETG4520
C SUBRCTINA REALTR COMPLETA A TRF PARA VALORES REAIS. FFTG4530
SUBRDJTINE RCALTR{A, By N, FF1C4540
DIMENSIUN AlL), B(1) FFTL455C
REAL IM FETL4 500
(HC=1ABS {ISN) FFTC45170
NK=N#{NC +2 Fr1Gavu0
NH=HN 2 FETC4Y90
SI32e )6 VTANIL D )/ FLOAT (N} FFT(4¢600
CD=2.,)2SIN(SDIE#2 FFT0e0l10
SO=SIN(SCeSD) FETOs 20
S=0,) FF1( 4630

/',.

FFTINEY 0Svsl Al NUCLEG RE PROCESSAMENTO DE DADOS .
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. - Ul L . N

FILED FFTMIV 0svst £1 NUCLEC DE PRUCESSRMENTD OE CAGGS
' IFLISN LT, 3) GO TO 30 FF1C4640
CH=1.0 ' < FFT04150
ALNA=1)34(1) . FF1G46060
- BINR-1)=8(1) : FFTL40T0
13 0D 20 2=1,MH,INC | _ FFYCG6BC
Nz MK=J : . FETC469C
A=A {J) ¢AL(K) : FFTCa7C0
AB=ALS) = AIK) : FET1C4710
T BAEB(J) EBIK) . FFT06720
88=8{))-uln) . FFTCA T30
RE=CNSBASN®AD FETGn 740
IM=SN#4A -CNEAD FET(4T50
BIKI=TM-BB : FETCATO0
gid)=teps FFT0ATT0
AUK)=AA~KE FFTO478C
M Ji=A_+KE FrT(4 7490
AASCN-{C UYCNESO*SN) FETO4EOD
SN={SDXCN-CO#SN)+5N . FETCablO
C AS 1FES DECLARACOES SEOUINTES CrMPENSAM 0 ERKO DE TRJINIAMENTO. FFTC4820
C SE USAR ARIEGGNDAMSNTO ARITMETICO, SJBSTITuUAU | o FFETLAB30
c CN=AA , FFTCA64G
CN=0,5/( 2ARX2¢5N*82)4006, 5 FFTUa890
SN=CN*SN FFTC 4860
20 CN=CN¢AA . : FFTLABTO
RE TURN FETC4BSC
30 CN=-1,0 : FFTC4B%0
sN=-5D ) ) o FE1C4Y900
63 19 L0 FETC4910

END 7 FFT0:4920
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4.3 - Desenvolvimento do Pruning.

A eliminacdo de operagoes com zeros (pruning) desenvolvida /
por Markel (Markel, John D., 1971 [32]) para a FFT de base dois (numeros fa-
toraveis em potencias de base dois, unicamente), com base no algoritmo de /
Sande (Sande-Gentlemann, 1966 [08]), foi por nos testada no computador da
UFSC, modelo IBM-4341 do Nucleo de Processamento de Dados (NPD).

Usamos O programa apresentado no item 4.2 deste capitulo, no
qual introduzimos pequenas modificagoes, ou seja, acrescentamos um ruptura/
de sequéncia incondicional, mais precisamente um " GO TO" controlado (compu
ted GO TO) na parte correspondente a transformada do fator 2 da subrotina /
FFT e obtivemos uma economia de 0,02 segundos. Mais precisamente, computa -
mos a FFT do exemplo citado no item 4.2 do capitulo II deste trabalho e ob-
tivemos um tempo de 0,09 segundos na computagao direta, enquanto que com O
uso do pruning supra citado obtivemos um tempo de 0,07 segundos, O que cor -
responde a uma economia de tempo da ordem de 30%. Em ambos Os casos usamos /
o compilador -WATFIV.

Nos propusemos, tambem, a introduzir esse pruning na solugao
do nosso problema, que tem caracteristicas particulares, ou seja, das 630 a-
mostras apenas 21 delas sao diferentes de zero, visando assim obter uma dimi
nuicao do tempo de CPU.

.Como a transformada é calculada para cada um dos fatores pri-
mos da entrada, precisamos analisar a ordem de entrada dos referidos fato -
res. A ordem de entrada é aquela da equagao (120).

Para o primeiro fator, 3, a sequencia dos pontos amostrados /
{Xék & dividida em outras trés subsequéncias com 210 pontos cada uma, onde/
essas, tem apenas 21 pontos diferentes de zero. Para o segundo fator, 2, ca-
da uma das trés subsequéncias é agora dividida em outras duas com 105 pontos
cada, tendo 63 pontos diferentes de zero. Em suma, para o primeiro fator te-
mos um total de 63 pontos diferentes de zero, enquanto que para o segundo fa
tor sao 126 pontos diferentes de zero.

A introducdo do pruning foi feita diretamente na subrotina /
com a introducdo das rupturas de sequéncias condicionais ou incondicionais.
No primeiro caso, usamos um "IF" 16gico, e no sequndo caso usamos um "GO TO"

controlado (computed GO TO).
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No entanto, em ambos 0s casos, observamos um aumento do /
tempo de execussdo (tempo de CPU) da maquina.

Esse aumento € da ordem de 50 centésimos de sequndo para ©
campilador WATFIV, e 01 segundo para o compilador FORTRAN OSVS1, ambos do
camputador IBM-4341 do NPD da UFSC. Ou seja, obtemos um tempo de 2,56 se -
gundos e 7,36 segundos para os campiladores acima especificados, na campu-
tacao dos resultados sem o pruning, respectivamente.

_ Julgamos, atraves de um estudo mais detalhado, que o aumen-
to de tempo referido , deve-se a dois fatores:
i) - Complexidade das borboletas em cada um dos nds relativos ao gréfiod /
de fluxo de sinal, i.e., para a base dois as borboletas, além de serem bas-
tante simples, se repetem em cada um dos passos da fatoracao, enquanto que,
para o nosso caso, as referidas borboletas sao mais camplexas (envolvem ma-
ior namero de operagoes complexas) e, em cada passo, sao diferentes umas /
das outras (Veja apéndice E deste trabalho).
ii) - A estrutura interna do camputador, i.e., ele gasta menos tempo de CPU
para fazer as operacoes camplexas exigidas na solucao do nosso problema, do
que para executar as rupturas condicionais, ou incondicionais das sequéncias
usadas. No entanto, esta ultima conclusao & fruto de uma estudo superficial,
ja que nao dispomos das ferramentas necessarias e suficientes para desenvol-
ver um estudo mais profundo da estrutura interna do camputador usado no de -

senvolvimento deste trabalho.
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4,4 -~ Resultados.

Nas tabelas a seguir, apresentamos os valores obtidos na cam
putacao das equagoes (103) e (120), onde a primeira representa a FFT, e a /
sequnda o algoritmo da . referida transformada na versao de Sande[08].

Em virtude da decamwposicao usada por Singleton [16] e apre -
sentada na equacao (126), os valores da saida, representam os coeficientes/
de Fourier das formas de ondas de terra e ionosférica, respectivamente, e
estao divididos em partes real e imaginaria da transformada correspondente.

Os graficos apresentados foram obtidos diretamente dos re -
sultados da computagao e precisam ser arranjados para representar o grafico
real da transformada de Fourier. Isto porque, a transformada discreta € si-
métrica em relacao a n = N/2. Os resultados para n » N/2 sao aqueles rela-
tivos a frequencia negativa e por esse motivo representam a transformada re
lativa aquela da forma continua, convencional.

A subrotina para o tracado de graficos também nao apresenta/
o escalonamento desejado e por esse motivo precisa ser rearranjada adequada
mente.

Os pontos intermediarios nao foram reproduzidos por estarem/

muito proximos do zero, razdo pela qual nac ha interesse nos mesmos em nos-

so estudo.
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CONCLUSAO

Ao concluirmos este trabalho, de uma realizagao pessoal muito

gratificante, esperamos ter dado uma contribuicao significativa e de suma im

portancia a pesquisa realisada pelo Grupo de Radiociéncias de Gaspar e pof
extencao, ao Instituto para Assuntos Espaciais(IAE) e Centro Tecnologico da
Aeronautica (CTA), no estudo da Anomalia Geomagnetica Brasileira.

Este trabalho proporcionou uma economia do tempo de computa -
cao (tempo de CPU) da ordem de 5291%, com relacac ao método atualmente  em
uso pelo Grupo acima citado. Em outras palavras, a determinacao dos coefici-
entes de Fourier feita atraves do referido metodo consame um tempo de CPU da
ordem de 2min 18seg, enquanto que o aqui apresentado reduz esse tempo para /
2,56 segundos. Em ambos os casos, usamos o campulador WATFIV.

Cabe ressaltar também, que o metodo atualmente ainda em uso,
destina-se exclusivamente a numeros de amostras decomponiveis em fatores pri
mos iguais a 2, unicamente, enquanto que este pode ser aplicado a referida /
base e, especialimente a numeros de amostras fatoraveis em fatores primos ar—
bitrarios. Ou seja, para O primeiro caso sao usadas 512 amostras nos dados/
da entrada, enquanto que para o sequndo, usamcs 630 amostras. _

A econania do tempo de CPU e de custos fica evidenciado, quan
do ressaltamos que dur ante um ano sao "recolhidos e analisados em torno de
8 x 107 dados, com amostras recolhidas a cada trés minutos.

Como contribuicao deste trabalho de pesquisa, sugerimos o es—
tudo e desenvolvimento de um novo programa para canputar os coeficientes da
DFT no qual seja possivel aplicar o pruning para diminuir ainda mais o tem-
po de CPU, e também um estudo camparativo entre os sinais emitidos e recupe-
rados pelos aparealhos emissor e receptor, respectivamente, tendo por base /

os resultados obtidos atraves da FFT, dos sinais correspondentes.



A.1 - Calculo de Cn:

Seja a forma camplexa da série de Fourier,

£(t) = F cne’J”"*’Qt, | (.1)
n=-

com Crl a determinar atrayés da formula

+

c = (/7) fg coswt.e I wotyr (A.2)

onde w = 2I/4, wo= 2I/T, i.e.,

c, = (i/2m ¢ s P
- (/2m 3 (@I melt Il e nto) g
- 1 [(ej(uhnwo)d_ 1 - - 1 [e—j(w+nwo)d - 11,
273 ( w-n.wy) 2T ( w+nwo) ‘
'Evidenciando as exponenciais e multiplicando e dividindo por /
d/2, temos:
3 ej (wenuwy;)d/2 g e—j (w-nw,)d/2
Crl = == sen (w-nwy)d/2 + - sen (w+ nNwe)d/2
2T (-, 2T (w+nuy,,)
(A.3)
Calculando,
(- nwo)d/2 = (2II/d - 2nld/T) = 0 - nld/T (A.4)
(w+ nwo)d/Z = (20/d + 2nld/T) =11 + nid/T (A.5)
sen( M+ nld/T) = -sen(nid/T), (A.6)
sen( M- nMd/T) = sen(nld/T), . (A.7)
cos( I+ nld/T) = -cos (nld/T), (A.8)
cos( II- nld/T) = —cos(nld/T). (A.9)
Substituindo os valores de (A.4) ate (A.9) em (A.3), temos:
J (w-nuwp)d/2 -7 (w+nwg)d/2
C = d.e . sen(nld/T)d/2 - d.e * sen(nild/T)d/2

2.T( N-nnd/T)d/2 2.T( NM+nnd/T)d/2
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cos (II-n d/T) +jsen (Il-n!ld/T) _ cos(ﬂ+an/T)+jsen(H+an/T)]

Cn = (d/2T)sen (nlld/T) [
N + (nlld/T) M- (nd/T)
- (d/2T) sen (nlld/T) [ cos (nlid/T) —jsen (nlld/T) cos(an/T)—jsen(an/T)]
I - (nld/T) N+ (nId/T)
e—j (nNd/T) e—j (nlid/T)
= (d/ZT) sen (rlﬂd/T) [ m) - 0 " (an]T) ]
c = (d/T)2 nllsen (nfld/T) ) e—j(nﬂd/T) (.10

n N2 - (nid/T)?
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A.2 - Fluxograma.

'Apresentanos aqui o fluxograma ilustrativo do programa usado na

computacao dos coeficientes de Fourier atraves da FFT.

0 fluxograma evidencia o programa principal, no qual e feita a

leitura dos dados, o acesso as subrotinas FFT, REALTR e, no caso de interesse,

pode-se também acrescentar a subrotina GRAFIC, apresentada no apéndice D e, em

consequéncia, a impressdo dos coeficientes de Fourier complexos (parte real e

imaginaria, bem como os valores de C_ em modulo) .

A subrotina FFT é dividida em partes, onde cada uma delas desem

penha fungoes imprescindiveis na computacac da transformada de Fourier,ou seja:

a) -

b) -

c) -

d) -

e) -

f) -
g) -

determinacao dos fatores de N(numero de amostras);
transformada do fator "2", incluindo o fator de giro;
transformadas dos fatores "3", "5" e impares, bem camo as respectivas mul
tiplicacbes pelos fatores de giro feitas numa Gnica parte para cada um // -
dos fatores citados;
possibilidade de opgao pelo uso do arredondamento aritmético atraves.do/
ponto flutuante, ou do truncamento aritmetico;
permutagao para a ordem normal, envolvendo os fatores quadrados (repetidos)
e aqueles livres de quadrados;
determinacdo dos ciclos de permutacao cam duracac maior do que um;
reordenamento dos coeficientes A e B sequndo os ciclos de permutacao.

A subrotina REALTR completa a transformada de Fourier para 2N

valores reais, usando as equacdes apresentadas no capitulo II deste trabalho/

e, incluindo também a opgao pelo uso do arredondamento aritmético atraves do

ponto flutuante, ou do truncamwnto aritmetico.

o
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Calculo da transformada rapida de Fourier atraves do algoritmo
de Cooley-Tukey (Cooley-Tukey, 1965), o qual €& desenvolvido com base nas equa-
gOes recursivas. [07]

A aplicacdo deste algoritmo, para o calculo da transformada /
rapida de Fourier, exige antes a permutacao para a ordem do "bit-inverso", a/
qual torna-o tao eficiente quanto aquele desenvolvido por Sande (Sande-Gentle-
mann, 1966 [08]) e apresentado no capitulo III, item 3.2.1, deste trabalho..

Seja N = P4P,P3P,4Pg (B.1)
onde, py = 2; py =3; p3=3ipyp=5epg =7 ‘

Fazendo

n = NPPyP3P, + N3P PPy + NHbPy + T,

- (B.2)
k = kb P3PsPg + K3P3PsP5 + KoPyPg + K
e substituindo ai os valores Pyre«-iPg dados acima, temos:
n=9n, + 18n, + 6n, + 2n, + n
4 3 2 1 o) (B.3)

k = 315k4 + 105k3

+ 35k2 + 7k1 + ko |
Substituindo (B.3) na equagdo (65) mostrada no capitulo II des
te trabalho, teremos o algoritmo na versao de Cooley-Tukey, inclusive eviden-

ciando os fatores de giro, colocados do lado de fora dos colchetes. Assim,

X NP S S R
n,+N,+N.+N +n ) = Y ox(k,,k
473721 70 ko=0 k1=0 k2=0 k3=0 k430 4

.w(90n4+18n3+6n2+2n1+n0)(315k4+105k3+35k2+7k1+k0) (B.4)

3,k2,k1,ko).

Desenvolvendo o produto indicado no expoente, e reescrevendo /

(B.4) sob a forma de equagao recursiva, temos:

. _ . (3150 _k, )y (1050 _k,)
X1(no,k3,k2,k1,ko) = L%_Oxo(ké,k3,k2,k1,k0)w o4 ] W 03 (B.5.1)
4=
B - (210n,k k,(70n,+35n_ )  (B.5.2)
R,(n_,n ko ko Gk ) = k%_ox1(no,k3,k2,k1,ko)w 1 3] W2 1 o
3=
(210n2kzjwk1(42n2+14n1+7n0)

227

X3(no,n1,n k ko) = &E x2(no,n1,k2,k1,ko)w
5=0 (B.5.3)
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4
g ( - ,k y <[ & x (n 0.0k ,k )w326n3k1 wk0(18n3+6n2+2n1+n0)
4 No2 ™20y o 12020

17 (B.5.4)
% (n_ 0y =p & %,(n_,n ny,k )0 074 0 (B.5.5)

, 1’ Z’ 3’ 4 [ - ’ 1, 2’ 39 ] . .

k. =0

0
x( 4’ 1, ) = x (n ,nj’ 2’n3,n ) (B05.6)

Embora o algoritmo na versao de Cooley-Tukey, supra citado, a -
presente a mesma eficiéncia daquele da versao de Sande, este Ultimo se apresen
ta com caracteriticas melhores no que diz respeito a computacdo, razdo pela /
qual optamos por ele no desenvolvimento de nosso trabalho.

Nas expressoes acima, temos N elementos no arranjo X4, reque -
rendo cada um deles Np1 operagoes para obter Xq de onde concluimos que a com
putacao de X, requer N(p1 + Py + Pyt oae. + pm) operagoes complexas (adigao,
subtracao e multiplicacao complexa).

Considerando a simetria das exponenciais complexas, podemos re

duzir mais ainda o numero de operagoes complexas.



do nosso

20

les usados na solug

sac aque

Os dados de entrada apresentados na tabela abaixo,

s do uso do programa também apresentado no capitulo IV. Esses da

atrave

problema, apresentado no capitulo III,

20,

dos fazem parte dos multiplos dados recuperados pelo aparelho recuperador, citado na introdug

AMPLITUDES

-0.1 -0.4 -0.2 -0.0 -0.0 -0.0 -0.0 -0.1 -0.1

-0.1

5.1

3.6
7.0
-0.8*

-0.0 -0.0 -0.1 -0.0 0.5 1.6%
-10.9 -13.9 -12.9 =7.9 -=0.5
-0.5

-0.1

-0.0

12.1

-4.9

1.4

11.6

4.8
13.7

-2.2 -0.5
-0.5

-4.2

-4.8

-1.0

5.7

0.1
-0.4

-0.2

0.2
0.3
0.4
0.2

0.5
-0.0

0.4

0.6
0.3
0.3

-0.2 0.5
-0.0

-0.5

-0.1 -0.2

-0.0

-0.7

-0.6

-0.1 -0.2

0.1

0.4
0.2
-0.1

0.1
-0.0

-0.0
-0.1

-0.1

-0.1

-0.0 -0.1

0.1

-0.2 -0.1 0.2
-0.1

-0.2

0.4 0.4

-0.1

0.2
-0.2

-0.0 -0.1

-0.0

.2
-0.3

0.1 -0.1 -0.2 -0.2 -0.2 -=0.2
-0.1

0.4
-0.1

0.1 0.2 0.1 0.1 =0.1 -0.2
-0.2 -0.0

-0.4

-0.0
-0.4

1.6
=2.7

0.7 1.71%*
-5.4

-6.8

0.4
-6.5

-0.4

-0.3

-4.7

-1.5

1.4
5.2
-0.2

3.1

3.3
3.6
-0.2

2.6
0.7
-0.3

—0.6%*
0.2
-0.0

-1.2

-1.5
0.1

0.8 -0.9

-0.1

3.4
-0.1

5.3
-0.2

0.2

0.1
-0.0

-0.0

-0.0 -0.0 -0.17 -0.0 -0.0 0.1 -0.0
-0.1

0.1

-0.0

.0
0.1

0.2 0.2 0.2 -0.0
-0.0 -=0.0

-0.0

-0.0

0.1 0.1 0.2 -0.0
-0.0 0.1

-0.1

0.1

-0.0

-0.0

0.1

.0
-0.2

-0.2 -0.3 -0.3 .
=0.1

-0.1

.0
-0.0

.

-0.1

-0.2

-0.2

0.1 0.1 -0.1

0.2
0.2

0.1

0.1 -0.17 -0.17 =0.2 <0.2 -0.2
-0.0

0.1

-0.1 -0.17 -0.1 <0.0 -=0.0 0.1 0.1
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ALTURA

83.8

84.7
85

85.7

86.2

86.7

87.1

87.6

88.1
88

N
0

89.5

90.0
90.5

91.9

92.3

0.0
0.0
0.0
0.0
0.0

0.0

0.0
0.0

-0.36
-0.39
-0.31
-0.13

0.10
0.31
0.43
0.43
0.30
. 0.11
-0.99

-0.23
-0.28
-0.24
-0.15

0.09
0.09
0.00
0.00
0.60
0.00
0.00
0.00
0.00
0.00

erica.

termino

** Tnicio e

término da onda de terra.

: * Inmicio e

Obs.



A subrotina GRAFIC serve para tracados de graficos. E acessada
atraves de CALL GRAFIC (Y, X, IX) e apresenta escalonamento automatico.

C SUBROTINA PARA TRACADOS DE GRAFIQOS

C PARAMETROS: - X = CONJUNTO DOS PONTOS X (ABSCISSA)
C Y = CONJUNTO DOS PONTOS Y (ORDENADA)
C IX = NOMERO DE PONTOS A SEREM PLOTADOS

SUBROUTINE GRAFIC (X, Y, IX)
DIMENSION XLIN(100), X(IX), Y(IX)
DATA BRANCO, PONTO, AXISX, COORD/1H, 1H*, 1H1, 1B-,/
DO1N=1, 100
1 XLIN(N) = Y(1)
YMIN = Y (1)
YMAX = Y (1)
D02J =2, IX
IF(Y(J) .LT. YMIN) YMIN=Y (J)
IF(Y(J) .GT. YMAX) YMAX=Y(J)
2 CONTINUE
WRITE(6, 8) YMAX, YMIN
8 FORMAT(1H1, ////,5X,13HVALOR MAXIMO =, 1PE25.9,5X,13HVALOR MINIMO =,
*E25.9,/,4X, 1HX, 8X,4HF (X))
F = 94./(YMAX -~ YMIN)
DO3M=1, IX
K= (Y(M) - YMIN)*F + 1.5
DO4IL=1,K
4 XLIN(IL) = OOORD
L = (0.0 = YMIN)*F + 1.5
IF(YMIN .GE. 0. .OR. YMAX .LE. 0.) GO TO 5
XLIN(L) = AXISX
5 XLIN(K) = PONTO
WRITE (6, 9) X(M), Y(M), (XLIN(N), N =1, 95)
9 FORMAT(1X, 1PE10.3,1X,E11.4,1X,100A1)
DO 6 IT =1, 100
6 XLIN(IT) = BRANCO
IF(K .BQ. L) XLIN(K) = AXISX
3 CONTINUE
RETURN
END



As computagoes basicas correspondeno ao passo F1 podem ser a-—
apresentadas pelo grafico de fluxo de sinal simplificado da figura (E.J'. . /
Neste passo p; = 7, entao a sequencia {Xn} e dividida em subsequéncias{xl(k)}
compostas de 90 elementos cada uma.

As equagOes representativas dos calculos necessarios para a
determinacao dos elementos da matriz de exponenciais complexas (109) em cada

um dos respectivos nds do grafico sao do tipo:

x;(k) = 6 () + WG, (1) + wzrcz(k) + w3rc3(k) + warGA(k) + werS(k) + w6rc6(k)
(E.1)
X! G0 = ¢ 00 + w0+ w6, 0 w06 o+ w96, o
' w5(r+q1)G5(k) , wo(r+ray)G (k) (E.2)
X1 = 6 (0 + w206 a0+ W 06,0+ WP FHRg 0 4 Wt TR,
G, (k) + w5(r+2q1)cs(k) + w6(r+2q1)c6(k) (E.3)
X;(k) -G () + w(r+3q1)G1(k) . w2(r+3q1)c3(k) R w3(r+3q,)c3(k) L i (re3qy)
6,00 + w6 g 4wt (o (E.4)
Xl(k) -6 () + w(r+4q,)c1(k) . wz(r+4q,)G2(k) . w3(r+4q1)G3(k) Lyl (r+day)
6,00+ w6 o+ w6 (E.5)
x;(k) = G (k) + w(r+5q’)c1(k) + wz(r+5q1)cz(k) + W3(r+5q1)G3(k) o (e
6,00 + w6 a0+ w6 o (E.6)
0 - 6o +.w(r+6q1)c1(k) ) PG g 4 i (06T

6(r+6q1)

.G, () + w5(‘*6q1’c5(k> . W 66 (1) (E.7)

onde, k = 0, 1, ..., qq-1, r =0, 1, ..., q1—1 e q = N/pi.



No segundo arranjo computacional que corresponde ao passo F2
as computagoes basicas estao represendas no grafico de fluxo de sinal simpli
ficado da figura(E.II). Neste passo P;_4= > e cada uma das subsequéncias /

{X;(k)} ¢ ainda dividida ¢ msubsequéncias {X (k) } compostas por 18 elemen-—
tos cada uma. As equagoes representativas dos calculos necessarios para a de-
terminacao da matriz de exponenciais complexas (109), em cada um dos nds, sao:

. 7 1
Go(k) + w56 (0 + Wb (0 + w6l a0 + Wt ] (o), (E.8)

2
Xg (k)

xf(k) - G&(k) . w(s*qz)c:(k) . w2(5+q2)8;(k) . 3(“+qz)c () + 4(S“lz)c (1)

(E.9)
y) o 4 2(s 5
X2 (k) = Gg(k) N w(b*zqz)c:(k) ' wz<b+2q2)cé(k) s w3(s+2q2)G;(k) ' w4(5+2q2)c2(x)
(E.10)
) . -
X5 (k) = Gé(k) + w(b*jqz)c;(k) + w‘(b*qu)c;(k> + w3(5+3q2)c () + wh(s+3dy) . (k)
(E. 11?
2 B 2(s+4c ) 3(s+4 1 4(s+4 1
X, 00 = Goaey 4 g (s+ha, )c (k) + ) c Lo« q2)63(k) TS qZ)Ga(k)
(E.12)
onde, q, = N/Pipi—l; s =0, 1, ..., q,-1 ek =0,1, ...,q,-1.

Para obtermos o terceiro arranjo computacional, o qual corres -
ponde ao passo F, as camputacoes basicas sao representadas pelo grafico de
fluyo de sinal simplificado da figura (E.III). Neste passo Pj_p = 3. cada das
subsequéncias { Xi(k)} é dividida em outras trés subsequéncias {Xﬁ(k)} de 6
elementos cada uma. BEm cada um dos nos os elementos da matriz (109) sao calcu

lados por:
X200 = 620 + WEe () v Wt (o), (E.13)
X200 = A0 + W« 996200 . (E.14)

, T
Xg(k) - Cé(k) + w‘t+“q3)cf(k> 2(“2‘13)(; (k) (E.15)
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Finalmente, nos passos F, e FS as camputacoes basicas estao /
representadas no grafico de fluxo de sinal da figura (E.III) e da figura (E.
IV) . Nesse passo, p; ;=3 ¢ p, _, = 2, e cada uma das subsequéncias {Xi(k)} é
dividida em outras trés subsequencias tendo cada uma delas apenas dois elemen
tos. Os valores dc elementos da matriz de exponenciais complexas (109) $&o de

terminados por:

xg(k) - G k) + W G (k) + w2uc; (k) (E.16)
X?(k) = Gg(k) + (u*q4’c (k) + w2(“+q4)c;§(k), (E.17)
Xg(k) - Gg(k) . w‘“*2q4)c; k) w2(“+2q4’c x), (E.18)
X,k =Xk o+ WX, | (E.19)
X&?m (q = X:Ill(k) - w"xi(q) (E.20)
onde, qy = N/p Py 3t U = 0, 1, ..., q4—1; k=0,1, ..., qy -1 e

N/p P4’ k = 0, 1, ..., v=1: m = arranjo computacional.

Acrescentamos neste apendice, a transformada rapida de Fourier
desenvolvida atraves da divisao da sequencia de amostras N em n outras subse-—
quencias, cada uma delas correspondendo aos respectivos fatores primos de N
com os respectivos graficos de fluxo de sinal simplificados, para darmos uma /
idéia geral da composicdo das borboletas correspondentes aos nos computacio -
nais. Cabe ressaltar, que este nao foi o métcdo usado na resolugao do nosso /

problema, ja que para o referido utilizamos o algoritmo na versao de Sande[08].
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Fig. (E.I) - Grafico de fluxo de sinal simplificado representando
0 passo p. = 7.
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b5 \
/ N %2 (k)
WeGry 7 72
'.’/17 .
G V(zﬂz)

7o

Fig. (E.II) - Grafico de fluxo de sinal simplificado, repre-

sentando o passo Pi_q = 5.
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3
Xo(k)

X (k)

2

G5 (k) g7y ]
o—pr——t T o X5 (k)

Fig. (E.III) - Grafico de fluxo de sinal simplificado, re-
presentado os pasgos P;_o=P; 5 = 3.

X (k) S
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4
X (q)
e_HLq ' \\:?\\\\ox5 (q)

-1 m+ 1
Fig. (E.IV) - Grafico de fluxo de sinal aimplificado, re-

presentando o ultimo passo p, ,=2.



APENDICE F

Tabela dos parametros de operacao da Sonda VLF PULSADA e valo-

res usados na obtengao dos resultados apresentados no capitulo IV deste traba

lho.

Frequéncia de transmissdo para os calculos . . . . . 40KHz

Repeticdo dO PulsO « « « « v ¢ v v ¢ « « « « « « « . 792 vezes /segundo
Tempo de Varredura do Eductor. . . . . . . . . . . . 512 micro segundos
Namero de Amostras N . . . + + ¢ + & ¢ o v« « « « « . 630

Periodo de Amostragem. . . . + . . « « . « . » . . . 2 micro segundos

Total do tempo de CPU- IBM 4341:
- Compilador WATFIV. . . . . « « « « +« . . . ~2,56 segundos
- Compilador Fortran OSVS1 . . . . . « . . . 9,18 segundos

Nimero de dados da entrada usados para as ondas

de terra e ionosféericas, diferentes de zero. . . . . 21

Iatitude do Transmissor e et e e e e e e e e e 262 12' 30" 10" S

Ilongitude do Transmissor . . . . . . . . . . . . . 50258’ 10" W
Latitude do Receptor e e e e e e s e s e s . . 269 56" 35" 10" S
Longitude do Receptor e e e e e e e e e e e e . 489 54T 35" 10" W

Distancia: Transmissor - Receptor . . . . . . . . . 221,4Km * 0,3Knm.
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