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RESUMO

Shannon [1948] provou que & sempre possivel cons
truir um codigo unicamente decifravel tal que 0 < r < 1, on
de r & a redundancia.

Em{1978], Gallager obteve o seguinte limite supe
rior,

i

onde P, € a probabilidade da palavra mais provavel, e

= - 1 = 0,086
o} 1 1092 e + 092(1092 e)

Gallager tambem mostrou que para P] > 0,5 a re
dundancia & limitada superiormente por

Y‘<2"H(P~I,]"P])—P]

onde

Em [1980) , Jonhsen melhorou estes resultados de
Shannon e Gallager apresentando novos Timites superiores e
inferiores para a redundancia.

No capitulo I apresentamos algumas definicoes e
resultados basicos. os conceitos de entropia e redundancia
de grau B sao introduzidos, definidos respectivamente por

- 1), B#1 e B>0



onde

€ o comprimento médio de grau B.
Conforme Bouchon [1978] o comprimento médio  de
grau B e limitado por

HE (P) < L(B) < HB (P) + 1 ,8 > 1

0o que constitui uma generalizacgao do teorema de codificacgao
para canais sem ruido.

No capitulo II analisamos os resultados de Johnsen
e retificamos alguns pequenos erros presentes em Johnsen
[1980]. .

No capitulo IIl apresentamos limites superiores e
inferiores para a redundancia de grau B, gque constituem a
contribuicao principal desta tese.
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Shannon [1948] proved that it is always possi
ble to construct a uniquely decipherable code such that

0 <r <1 , where r is the redundancy obtained.

In [1978] Gallager obtained the following up
per bound:

r < P] + O

where P] is the probability of the most probable word,
and

1l
o
-
(@)
[oo]
(@)

o =1 - 1ogze+ 1092 (1og2 2 )

Gallager also showed that for P] > 0,5 , the
upper bound on redundancy is given by

r i 2 - H(P'I . ]"'P] ) - P“l

where

In{1980] , Johnsen improved the results of
Shannon and Gallager, by giving new upper and Tower
bounds to redundancy.

In Chapter I we present some basic results and
definitions. The concepts of entropy and redundancy of
degree B are defined, respectiVe]y by:

B

P™-1), B#1, 8>0
1
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~—
1]
—
[aN]
1
J—
~——
—
H=2

.i

and

where
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is the mean length of degree 8.

Bouchon [1978]showed that the mean length of de
gree B is limited by

HEB (8) < L(g) < ®B(P) + 1, 8> 1

which generalizes the coding theorem for noiseless channels.
In chapter II we present Johnsen's results [1980]
and correct some minor errors that appear in his papér.
In chapter III we give new upper and lower bounds
for the redundancy of degree B that <constitute the main
contribution of this thesis.
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INTRODUCAO

0 objetivo desse trabalho € apresentar novos Ti
mites superior e inferior de redundancia de grau B respec-
tiveamente para os intervalos Py;> 0,4 e 0,4 < P, < 0,5

Dividimos o trabalho em trés capitulos:

No capitulo I , apresentamos entropia de uma
distribuigao de probabilidades (Shannon), suas propriedades
codificagao sem ruido, redundancia e sua generalizagdao pa-

ra entropia de grau B.

No capitulo II, analisamos o trabalho realizado
por Johnsen{1980] sobre limites inferior e superior de re
dundancia, o qual serviu como base para mostrar limites
superior e inferior de redundancia de grau B.

No capitulo III, generalizamos Tlimites superior

e inferior de redundancia de grau B, o qual apresentamos
através de dois teoremas para os intervalos P] > 0,4 e

0,4 < P < 0,5, respectivamente.-
-

1i



CAPTTULO I

REDUNDANCIA E SUA GENERALIZACAO PARA ENTRO-

PIA DE GRAU B

INTRODUGAO

Shannon [1948] desenvolveu a Teoria da Informa
cao, que inicialmente so tratava de problemas relacionados
a transmissao de informagoes, mas hoje devido ao grande in
teresse por ela despertado, possue grandes aplicagoes em va
rios campos do conhecimento, tais como: ciencias exatas,
linguistica, nos sistemas de comunicagoes, etc. |

A ideia de Shannon era o de associar quantitati-
vamente informagao a probabilidade de um evento.

Se temos certeza de um evento e este ocorre, 0
que se obtem em informagao @ pouca coisa. Por outro lado,se
um evento altamente improvavel tem lugar, a quantidade de
informacao assim adquirida e muito grande.

0 problema fundamental da Teoria de Informagao €
o de quantificar o conteudo informativo de um conjunto de
mensagens.

Vamos apresentar um esquema de um sistema da co

municagao:
Fonte de Men- |,[Codificador Canal Decodificador| Recep-
sagens : . tor |
X | Y

Fonte de Mensagens:

E o componente do sistema que & capaz de produ
zir mensagens. Geralmente a fonte e representada por uma va
riavel aleatoria X.

Codificador:

Transforma a linguagem da fonte para a linguagem
do canal, mantendo inalterado seu conteudo.



Canal:

E o meio através do qual a mensagem &  propaga
da.
Decodificador:

Decifra a mensagem recebida de modo que a mesma
seja inteligivel pelo receptor.
Receptor: ‘

E o ponto de destino da mensagem & representa
do pela variavel aleatoria Y. ‘

1.1 - Entropia de uma distribuicao de probabi-
lidade (Shannon),

Seja X = { x]; Xos «oe Xy } uma variavel aleatd

ria discreta com distribuigao de probabilidade P e By o onde
P = (P",Pz, e .oy PN)E AN e

N
AN: { P = (P],PZ, « o oy PN): P].E.O ,. z P,iF ] Y
i=1

A entropia (Shannon) associada a distribuicao
de probabilidade P & definida por:

N
H(P)ZH(P]9P2’ e o0 PN)’:" z P. ]Og P'I

Observagao:

Quando n3aoc indicarmos a base do logaritmo, esta
sera sempre na base 2. '



Apresentamos agora algumas propriedades da entro

pia dada em (1.2).
Para demonstragao veja Aczel e Daroczy [1975].

1.2 - Propriedades da entropia.

1.2.1 - Nao Negativa.

H(P],Pz,..., PN) > 0 com a igualdade se e somente se,

P; = 1 para algum i e Pj =0 ,3=1,2, ..., N, i#].
i

1.2.2 - Simetrica:
HN(P],Pz, cens PN) = Hy (Pj(]), Pi(z)s cees Pi(N) ) para

todo (P1,P2, coes Py ) e By > onde i @ uma permutacao arbitraria em

{1,2, ..., N}.

1.2.3 - Normalidade:

Hy(1/2,1/2)=1

1.2.4 - Expansibilidade:

HN+-I(P‘],P2, “ o P PN,O) = HN(P],P29 TR PN).

1.2.5 - Decisividade:.

Hp(1,0) = Hy(0,1) = 0

1.2.6 - Aditividade:

HMN(pQ) = HN(P) + HM(Q), onde P=(P],P2, ...,PN)SAN

]

Q (Q]SQZQ LRI ) QN) € AM
PQ:(PjQ],PZQZ,...,P]QM,PZQ],...,PzQM,...,PNQ],...,

PNQM) € ANM'



1.2.7 Recursividade:

Hy(P1sPps oovsPy) = Hy_q(P1#P5,P3, oo Py )+(P+Py).

P P
'] !
H2 ( , 2 ) » com Py + P, > 0.

P]+P

o Pyt P

1.2.8 - Aditividade Forte:

HMN(P'IQ-I-I ’P]Q]Z"."P:]Q]N’PZQZ]9...’PMQ]M’...’PMQMN)=

M
Hu(PysPos s Py) + j§]PjHN(Q‘ﬂ’Q‘j2’ ""QjN)’
paY’a tOdO (P",PZ, e ey PM)E: AM, (QJ-",QJ'Z,.-.,QJ'N) € AN N
J=12, ... , M.

1.2.9 - Continuidade:

HN(P1’P2""’ Py) © uma fungao continua das n-va
riaveis Py,Por, ... , Py .

1.2.10 - Propriedade de Soma:

N
HN(P],PZ, “ .oy PN) = E h(P-i), Onde h(P.i)="P,i]ogP.i,
P;c(0,1] , com 0 log 0 =0

1.2.11 - Maximalidade:




Hy(P1sPps «ov 5 Py) < Tog N = Hy(1/N,1/N,...,1/N)

isto e, a entropia €& maxima quando todas as probabilidades

sac iguais.

1.2.12 - Monotonicidade:

Hy(1/N,1/N, L, 1/R) e uma fungao monotona crescen

te de N, isto e: se ¢(N)=HN(1/N, ,1/N) entao ¢(N)<¢(N+1).

1.2.13 - Desigualdade:

Para qualquer (Py,Pp, ..., PM)e Ay e
(Qj],sz, . 9 QjN) [ AN{ s j= ],2, * e s 9 M LY temOS:
M M M
L P:H :73Q3505 ooy Quipn)<H Z P.Q:q, Q:n,..
j=1 9 N Q312052 Qn )<y (j=]PJQJ] j§1PJQ32’ ’
M
55PN

1.2.14 - Desigualdade de Shannan:

Para (Py.Py, ..., Pyle &y e (Qq,0Qp,...,Qy)e Ay

-

com Qi>0 temos:

]Pilog Q;

i

no~ =2
N~ =2

P;logP; < -
] 1 LR

1.2.15 - Sub-aditividade Forte:




HMN(P‘I",P]Z,..., P]N,Pz-‘,...,PZN,.-.,PM-‘...,PMN)

) !)\:‘ NP + Hy g ‘ép
< HM( .iE]P]'i’ 1'=]P21” ...,_ié_i N'|> N .j:]Pj]’j:'] §2s s
M
jélij ), para todo  (Py7sPyps cevs Pyyseee Pypa ooes Pyy)
€ AMN'

A seguir apresentamos as definigoes:

Palavra Codigo:

Cada simbolo x; associado com uma sequencia fini
ta do alfabeto codigo € chamado palavra codigo. -

Exemplo:
X > 21333 = W
X2 > 2333435 = Wp
X > a.a_a a a = W
N > 0%%3%% 7 My
Onde X = {x],xz, ...,'XN} € 0 conjunto de mensa-
gens e A = { a;,ay,a3, ..., ap} & o conjunto alfabeto

codigo com dimensado D.

Comprimento da palavra codigo

E o numero de elementos do alfabeto cddigo em u
ma palavra codigo.

Comprimento médio da palavra codigo

N
;Z,Pyn; , onde ny; € o comprimento da palavra

L =



associada ao evento X i=1,2, , N.
codigo:
E a colegao de todas as palavras codigos.
Exemplo:
Wo={H,Wp, oo, W)
1.3 - Codificagao sem ruido

Un canal & sem ruido se ele permite uma transmis
sao perfeita da entrada a saida. Isto quer dizer que nao
precisamos nos preocupar com o problema de corregao de er-
ro.

Se a palavra codigo associada com x;, de compri

mento n; para todo i = 1,2, ..., N, tem probabilidade Pj
' N
tentamos escolher codigos nos quais .E]Pini € minimo. Es-
1=
te € o objetivo da codificagao sem ruido,

1.3.1 - Codigo Decifravel unicamente

0 codigo & decifravel unicamente se cada seqtien-
cia do alfabeto codigo corresponde, no maximo, a uma men-
sagem.

1.3.2 - Codigo Instantaneo

Se um codigo tem a propriedade que nenhuma pala-
vra codigo & prefixo de outra entao o cddigo & chamado "co
digo instantaneo",

Cada codigo instantaneo & decifravel wunicamente
mas a reciproca € falsa.

Exemplo:

{0,01,011} € wum codigo decifravel unicamente,
mas nao € instantaneo.

9

1.3.3 - Teorema - (Codificacao sem ruido)}(Ash{1969)




Dada uma variavel aleatoria X = {Xys oovs Xydeom
entropia H(P), existe um codigo instantaneo de base D ( ou
dimensao D) cujo comprimento medio L das palavras codigos
satisfaz

- H(P <L (HP) 4 (1.3)
Log D log D
Observagao:

Quando D=2, isto e, log,D = log,2 = 1, neste ca
so o codigo & chamado binario e (1.3) reduz-se para:

H(P) < L < H(P) + 1 (1.4)
1.4 - Redundancia
1.4.1 - Definigao

A redundancia r do codigo da fonte & definida
como sendo o comprimento medio das palavras codigos menos a

entropia H ( Py, P, ... , Py), disto e:
N
r = ‘i_g.‘l P-in_i - H(P‘], P2, « o 3 pN) (105)
Conhecidos os valores P], cee PN, Huffman 1952

descreveu um procedimento para a construgao de um ccdigo ©
timo, isto €, com redundancia minima satisfazendo obviamen-
te os limites estabelecidos por Shannon, isto é:

0 <r <1 (1.6)



1.4.2 - Limite superior da redundancia

Vamos citar um teorema que nos da o limite supe
rior da redundancia quando € conhecido apenas a probabilida
de P1 da palavra mais provavel. No Capitulo II apresentamos
os resultados de Johnsen [1980]. que dao novos limites supe

riores para 0,4 < P1< 0,5 e limites inferiores para Plz

0,4 , que sao melhores que o apresentado por Gallager [1978]

conforme o lcorema seguinte.

1. 4 . 3 - Teorema: ( Gallager [1978]).

Seja P, a probabilidade da palavra mais prova
vel numa fonte discreta finita. Entdo a redundancia do co

digo binario para a fonte satisfaz:

r < P+ ¢ (1.7)

onde o =1 - log_ e - log_ (log e) = 0,086
2 2 2

Para P1 > 1/2

r<2-HP, 1-P ) - P (1.8)

Havrda e Charvat [1967] e Dardczy [1970)intro

duziram o conceito de entropia de grau B para uma distri



buigdo de probabilidade (Pq,P,,

aleatdoria discreta X= {x

10 X2

E facil

de verificar que:

tropia de Shannon.

..Py)E A
e oy

10

de uma variavel "

. xN} definindo-a por:

1.6 - Propriedades da entropia de grau B

' 8
A entropia Hy : Ay >~ [R

nida em (1.9) tem as seguintes propriedades:
cao veja AczEl e Daroczy [1975] ).

1.6.1 - Nao Negativa.

B
Hy (Pps Pos ooy Py)
somente se, P; = 1 para algum i =1,2,...
1.6.2 - Simetrica.
B _ ub
HN(PI’PZ’ .y PN) - HN (P_i(']),

todo (P-l,pz, .,PN) € AN e i é

4, ..., N}

(reais) de grau B defi-

(Para demonstra-

> 0 com a igualdade se, e

,N e P.=0

i » JET.

> Pien)) para

uma permutacao sobre {1,2,3,
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1.6.3 - Normalidade:

S (172, 1/2) =1

1.6.4 - Expansbilidade:

B _ 4B
HN(P]’PZ’ .oy PN) = HN+](P-|9P23 0)'

1.6.5 - Propriedade de soma:

8 N
HN(P],PZ’ PPN PN) = E

—

(@)}

()]
t

Decisividade:

HS (1,0) = H5 (0,1) =0

1.6.7 - Recursividade:
HB P \HB
N ( ],Pz, ...,PN) :N_](P]+P2,P3,...,PN) +
P P
(P]+P2)B HS ( 1 ? 2 ), com P]+P2>O

P] + P2 P] + P2

1.6.8 - Aditividade forte:




8

Hym (P1Qy15P1Qy05- -+ 5P QyysPoQ0q - -

8
PNQyys - sPNQym) = Hy(PysPo,

12

.,P2Q2M,..-,

.,PN) +

1.6.9 - Nao Aditividade de grau B

B

HNM(P]Q15-~-:P]QM,P2Q]9 "’PZQM’°

8 B
=HN (P],Pz,...,PN) +HM(Q‘I,QZ"..

B . B
HN (P]:P29 P3: -"9PN) HM(Q]’QZ’

1.6.10 - Continuidade:

s PNQy e PO =

1-8
Q)2 -1).

£20y) -

8
Hy(P), 8 >0, 8 # 1 & uma fungao continua nas
suas N-variaveis Py, Py, ..., Py.
1.6.11 - Maximalidade:
B

Hy(P) & uma fungao maxima para 8> 0, quando to

das as probabilidades sao iguais, isto €:

B B
Hy(PsPas o uPy) < Hy (1/N,1/N,

...,1/N), 8 >0
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1.6.12 - Desigualdade

Para B > 1, temos

§

H (
N J

=
=
kos)

M M
PQ ., 2 PQ ,..., 2.PQ. )>s L.P
1 3 31°3=1 J j2 j=1 J GN° = j=1 3

HN(QJ]’QJZ’ QJ3"’Q‘]N)’ Onde (P],Pz,...,PM)E AM

e (( Qs Gy <o 5 Q) e 8y M=tz ,m

1.6.13 . Sub-Aditividade:

B
Han (PraoPize oo o Prpe o Py Py ) <
B8 N N B M M
H{Z P , ..., TP )+ H (TP ,...,.Z P ),
Mi=1 13 j=1 Mj N i=1 1] i=1 Nj
B > 1

A caracterizagao de entropia de grau B juntamen-
te com a entropia de Shannon pode ser visto em Sharma e Ta
neja [1975] e Taneja [1975] ,[1977].

1.7 - TEOREMA DE CODIFICACAO

Nesta segao apresentamos uma generalizacgdo do
Teorema de Codificagao (Bouchom [1978]) para entropia de

grau B. Iniciamos primeiro comadefinigao de comprimento
médio de grau B.

1.7.1 - Definicao:

Comprimento meédio de grau B:

Generalizamos o comprimento n, da palavra codi
go para uma fungao B dada como
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2 T
n'l(B): 987519 B>O
i=1,2,...,N  (1.10)

E facil verificar que

N (1-8)n
= L P (& -1y
i=1 i 2(]-B) o
1-8 -1 N 1-8)n
= (2 -1){§P2( )‘-1},

Prova~se agora o teorema que nos da um limite
superior e um limite inferior de comprimento medio de
grau B.
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1. 7.2 - Teorema ( Bouchon [1978]1 )

}

Dada uma variavel aleatOria X= {xy,x%,, N

com entropia de grau 8, HB(P), existe um cédigo binario
instantaneo cujo comprimento médio de grau B das pala

vras . codigos L(B) satisfaz

B 1-g B
H” (P) < L (B) < 2° "H (P)+1, B >0 (1.12)

E para 8 > 1 temos

R8Py <L 8 <HB(P) + 1 . (1.13)

Demonstracao:

(1.13) segue-se imediatamente de (1.12), pois
para 8 > 1 , 217B <1 isto &;

L) <27 T HB Py + 1 < WP (P) + 1

Para B=1 em (1.12) ou (1.13), o resultado €
valido pela desigualdade ( 1.4). Provamos (1.12) quando
B#1leB >0 '

Sabemos que, € sempre possivel construir um
codigo binario (D=2) (Ash [1965]) instantaneo /decifra
vel unicamente com comprimento das palavras codigos

N (i= 1,2, ..., n) satisfazendo

+1, p. >0

1

1 i

isto &: 1 < ZMi 2 (1.14)

Provou-se o resultado (1.12) em dois casos se
parados isto €, quando 0 < B < 1 e B > 1.
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Caso 1:
Quando 0<B<1 (1.13) implica
1-8
1-8), i -1
(_L)-112(8n1—]<2]B.PE ‘19
Pj
(1.15)
' B
Multiplicando (1.14) por ——m — (que € maior que ze
21-8
ro) temos:
B-1 (1-8) 2 a-
P - 2 AL 21-B 1,
< < i
21-F AR 218y

(1.16)

Multiplicando (1.15) por P; e somando para todos os i=1,2,..

N, temos:
N
B -1 N
. 1-8)n;
121 Py (P - 1) . i§1 P (é n -1)
T e <
21-8 LR
2 b2 P BTy
< ]:] 1 ( 'i - ) ,




N N
1:! . 'i:]
1-3 > 3
2. - 21 7P
N 8
1-8 P. -1
R A N
]_
2 B -1
N
g N
1§]P‘| -1 5 P1(2(1~B)n1 .l)
< i=]
2]"8 - 2]_8 o
N
2178 s PR -1 4 21-8_ o1-8
i=1
2
p1-8
N
B _ N -
SAET S CLAELILIS
< 'i:] .
.B - 1-
2] - 5 R 1
N 8
]_ -
26(1§1P1"]) 21-8 _
1-8 +
2 -1

17
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isto e:

HB(P)y < L(8) <278 wB(p)y + 1,0 <B <

(1.17)

Caso II:

Quando B >f1 |

Neste caso a desigualdade (1.14) foi invertida,
mas como para 8 > 1, 2178 -1 < 0, isto & ___l___# < g 1is

2B

to implica que a desigualdade (1.16) fica o mesmo, isto &:

HB(P) < L(B) < 218 HB(P) + 1,

para todo B8>0.

1.8 - Redundancia de Grau 8

Definimos a redundancia de grau B como a dife-
renga de comprimento meédio de grau 8 e a entropia de grau B,
isto e:

r(g) - L (8) - H® ()

ro(8) = ' - 121 1 ;
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No capitulo Il apresentaremos os limites supe-
rior e inferior de redundancia desenvolvidos por Johnsen
[1980], e no Capitulo III faremos uma generalizagao desses
limites superior e inferior de redundancia de grau 8.
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CAPTTULO II

LIMITES SUPERIOR E INFERIOR DE REDUNDANCIA.

Neste capitulo analisamos os limites para a re-
dundancia do codigo binario do trabalho realizado por John-
sen [1980]. 4

Em particular, Johnsen estabeleceu novos  limi
tes superior para o intervalo 0,4 < P]< 0,5 e inferior pa
ra P, > 0,4 , onde Py € a redundancia da palavra mais pro

vavel da fonte.

2.1 - Limite Superior e Inferior de Redundancia

Suponhamos que A = {ay, a,, ..., aN} e uma fonte
discreta de N palavras independentes 2 < N < , COM Pi re

presentando a probabilidade da palavra a;, 1 =1,2,..., N.

Sem perda de generalidade, seja a; a palavra

mais provavel e n., o comprimento da palavra binaria aj.

, A redundancia r de tal codigo & definida por
(1.5).

Apresentamos agora os teoremas demonstrados por
Johnsen 1980

™D

.1 - Teorema ( Johnsen [1980]).

A~ palavra mais provavel ay; de uma fonte pode ser
codificada por um dGnico "bit" com o codigo de Huffman guan
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do sua probabilidade de ocorrencia Py satisfizer:

1 > 0,4 (2.1)

Demonstracao:

7

Qrigem

Figura 1 : Exemplo de uma arvore binaria de Huff
man.

Consideremos um codigo binario de Huffman e sua
arvore correspondente (ver figura 1). A arvore apresenta u
ma série de ramos que identificam os sTmbolos codigos (0 ou
1).-Cada ramo € terminado por um no ao.qual & associado u

ma probabilidade. Os n0s terminais da arvore caracterizam
as letras {a;} do alfabeto original da fonte com suas res

pectivas probabilidades {P;}. A probabilidade de wum no in
terno e determinada somando-se as probabilidades dos nos
terminais relativos aos ramos emergentes do no em questao.
Assim, a probabilidade associada a origem sera necessaria-
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mente 1.

Pela regra de Huffman devemos construir a arvore
associando inicialmente as duas menores probabilidades ( no
exemplo 0,05 e 0,15 dando 0,20 para o no A) obtendo-se um
novo conjunto de probabilidades (isto e: 0,15;0,15;0,2;0,2;
0,3). Repete-se o0 processo associando-se as duas.menores
probabilidades (0,15;0,15) ate chegar-se a origem.

Para demonstrar esse teorema foi considerado a
etapa quando o conjunto de combinagao €& reduzido a tres pro
babilidades. |

Para que o comprimento da palavra codigo da pala
vra mais provavel seja n1=1¥ e necessario que a probabilida
de P] pertenga a este conjunto conforme representado na Fi-

gura 2. Q5 \\
\ \ O
vV -~ 7\

Origem
Figura 2: A parte final de uma arvore de Huffman.

Indicou-se as duas probabilidades restantes por
Q, e Q3, com Q,>Qg. Se a palavra fonte e codificada por u
ma unica palavra devemos ter

P12 Qg 2 Qg | (2.2)

( do contrario Pis seria associado com Q3 e ny seria 2).

Visto que P] + Q2 + Q3 = 1 entio p1 - ]_02_03.

(2.3)

As relacoes (2.2) e (2.3) implicam que

Py > 1/3 (2.4)
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que € necessario, mas nao & condigao suficiente.
Supondo Q, formado pela adicao das probabilidades
Qs e Qg dos dois nos precedentes, entao

05 < 03 0y < Q3 (2.5)

Q + Q5 2 Q3
Desse modo temos

@ = @y + Q5 < 203 (2.6)

e (2.2) pode ser reescrito como:
P] Z_Q2103_>_Q2/2 (2.7)

A relacao (2.7) pode ser satisfeita por todos os
valores possiveis de 02 e consequentemente também para o ma
ximo valor de QZ’ o qual e obtido para um dado valor de P

quando Q, = 2Q3,

1
Entao (2.4) torna-se:

Py o= 1 - 30p/2 . (2. 8)

A condigao em que P] > Q, ‘torna-se:

P1'> 0,4 (2.9)

Mas como Py > Q, pela condigao anterior e a par

tir de (2.8) obtem-se, Py > 0,4 que & condigdo suficiente.
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Mas se Q, nao e formada pela adigdo de duas probabilidades,
isto e, ele e a probabilidade terminal, neste caso ocorre
que (2.2) e satisfeita visto que P e a palavra mais provavel.

No teorema seguinte mostra-se que a redundancia € minima pa
ra 1 - H(Py, 1-Py) e e maxima para 2 - Py - H(Py,1-P;), isto para

P > 0,4

2.2 - Teorema: (Johnsen [1980])

i

Quando a palavra mais provavel de uma fonte tem a
probabilidade de ocorrer Py > 0,4, um 1limite inferior e

superior para a redundancia & dado por:
1 - H( Py 1-Py) < r < 2 = Py=H(Py,1-P;)  (2.10)
onde

H(Py,1-Py) = =Py Tog Py -(1-Py)log (1-Py)  (2.11)

Demonstracao:

Para demonstrar esse teorema considera-se uma fon

te produzindo N palavras a;, 1 < i <N e um
subconjunto representado por B = {az,a3, e aN} com en
tropia
P2 i v P P
HB = H [_1-P v oe e s ——Tj;_] = -151 - log -
1 1 1 1
(2.12)

Pela propriedade recursiva 1.2.7 tem-se:
Ho=H (P, 1-Py) + (1 - Pp) Hg, (2.13)
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isto e:

Conforme Capitulo I, como Lg € 0 comprimento meé-

dio necessario para a codificacdao do subconjunto B tem-se:
Hp < Lg < Hg + 1T | (2.14)

Para Py > 0,4 , onde a; & codificada como uma ani

ca palavra (Teorema 2.1), o comprimento médio da palavra co
digo para a fonte & relacionada a LB por:

B
De fato:
N
L o= 1§]P]n1
=Pn + Pn + + P n s
11 2 2 N N
Py P3 PN
e L = n_+ n_ + , + n
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=‘P2n2 + P3n3 + ... o+ PNnN

N

—
—_

1

O
—
~—
—
oo

|
H ™M=
O

.i

= L (2.16)

Pe (2.13) e (2.15) obtemos:

H-H(P],]'P]) < L-1 H"H(P],]"P])

] = P'l ]"P‘I . 'l - P]

H-H(Py,1-Py) < L < H - H(Py,1-Py) + 2 - P,

(2.17)

e finalmente obtem-se

1-H(Py,1-Py) < r < 2-Py = H(Py,1-P;) (2.18)
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Comentariols:

Vemos que Johnsen extendeu o limite superior
determinado por Gallager no intervalo Py> 0,5 ( conforme
(1.8)) para o intervalo P]z‘0,4

Johnsen estabeleceu -ainda um novo limite infe
rior neste intervalo. De acordo com estes resultados te
mos o0os limites superior em fungao de P4 como mostrados no
grafico I, onde

"max = Py to 0 <Py < 0,459

Pax = 2 - Py- H(PL1-PL) L P> 0,4594
Poin - 0 0 < P]< 0,4
r = 1 - H(P 1-P_) P1i 0,4

Note que para 0,4 < Py< 0,4594 ,

P1 + 0 < 2 - P1 - H(P], 1 - P]).
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(0,85353 0,5454 )

(04 30029)
3 1 1 l\_ 1

] L4 14 T ¥ L] t 1 4}
0,1 0,2 0,3 04 0,506 07 0,809 L0 Py

I i 1 )

GRAFICO I

Limites inferior e superior, oin € "mix de redundan
cia do codigo binario de Huffman versus probobilidade
Py para a palavra fonte mais provavel como dadas pe

lo Teorema 2.2, onde o = 0,086,
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_Quando o valor de P1 nao € conhecido estima-se

1 axi j 4 ir. ' na
um valor maximo, seja P]max,que P] pode assumir. Seja Fmax €

r os limites superior e inferior, respectivamente, obti

* -
min
dos para tal caso. Como P e um valor (desconhecido) menor

P - r r¥ > r - r Y - rr -
n P < P - Y"k._ f n P -

deve ser fungao nao decrescente. Vemos entao que r%éx nao po

de acompanhar (ser igual a ) para 0,4594 < Py < 0,8535

"max

i i Cpk =
pois neste intervalo devemos ter rnix > "max (0,4594)=0,5454 .

% . . . .
- coincide no entant - .
03 x 0 e no antc com r - nos outros intervalos

- «
Similarmente roin
crescente de Py e portanto deve ser igual a zero.

tem que ser uma fungao nao

No teorema a seguir apresenta-se um novo limi

te superior para 0,4 < P]< 0,5.

2.3 - Teorema: ( Johnsen [1980] ).

Quando a palavra mais provavel da fonte tem a
probabilidade de ocorrer 0,4 < P] < 0,5 , existe um melhor

limite superior da redundancia, dado por:

r <1+ 0,5 (1—P1) = H(P], 1-P]), quando

r<3 - SP] - H(ZP], 1-2P]), quando § < P] < 0,5.

(2.20)

onde § =0,4505,
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Demonstracao:

Como no Teorema 2.2, toma-se novamente o subcon-

junto B = {a , a , ..., a}, com probabilidades:
2 3 N
. PZ P3 PN__
]-P] ]"'P'I ]"'P]
A probapi]idade P{ da palavra mais prova

vel da fonte B €& neste caso:

P =—— = — (2.21)

P
1 <1

Se Py < 0,5 entao
1-P
1

Isto quer dizer que se Py ¢ conhecido obtém

se um limite superior sobre a probabilidade de Pi e em

consequéncia um limite superior na redundancia do subcon

junto B como dado por r%éx do grafico I. Pode-se entao

substituir (2.18) por uma desigualdade mais restritiva

quando 0,4 < P, < 0,5.

Seja p! = ..
1mix -7, Quando 0,4 < Py < 0,5

Imzx aSsume os valores 2/3 < P <1, e (2.18) torna-se
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quando P! - > 0,8535 , e

Imax
HB < Ly < HB + 0,5454 (2.23)
. 1
quando 2/3 < leéx < 0,8535
' — 7 = - 3
Quando leéx = 00,8535 , entao P1 = 0,4605.
Py _
Substituindo Pi - por ——— obtem-se
max
1 - P
Hp < Lp < Hp + 0,5454 (2.24)
quando 0,4 < P1 < 0,4605 e
P P P
Hg < Lp < Hy + 2-H S I S P
l—P1 l—Pl_ 1-Py
(2.25)

quando 0,4605 < P1 < 0,5

Com passos semelhantes ao Teorema 2.2 a partir
de (2.17) e usando (2.24) finalmente obtém-se:

1-H(P_,1-P_ )< r < 0,5454 (1-P )+ 1-H(P_ ,1-P ),
177 10= ’ (1-P )+ (P »1-P)

(2.26)

quando 0,4 < P, < 0,4605

1
Usando (2.13) e (2.15) e substituindo em (2.24)
obtém-se.

< < + 0,5454 ,




H-H(Py, 1 = Py) Lo

Como HB = e Lg=
."P] ]'P]

substituindo em (2.25) obtem-se:

H - H( P;, 1 -P,) L -1 H - H(P,, T-Py)
1 1 1 ]
< < +2
] - P'l ] - P‘l ] - P]
Py Py Py
- H ’ ] - ——— - T ———
] - P'] ] - P] ] - P'I
r
‘. 1T - H ( P], 1-P] ) <L -H<3-H (P], 1-P])
P p
- 3Py - (1-Py). H LINE 1 .
1 - P -
1 1 - Py
como r = L - H tem-se:

1 = H (Py, 1 -Py) <r <3+ Py logPy+ (1-P)

Tog (1-P]) - 3P] + (l-P]) log
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1-H(P1,1—P])ir<3—3P]+PllogP] +(1—P])1og(1—P]) +

s o
Pylog Py - Pylog(1-Py)+(1-2Py)Tog(1-2Py)-(1-2P )
+log (I—P]).
.e. T—H(P],1-P])ir<3—3P]+2PllogP]+(1-ZP])1og(1—2P]),
temos que: . \
2Py10g2P, = 2P]10922 + 2 Pylog Py
2P110g Py = 2Pqlog ZR] - 2P]
entao
1-H(P1,1-P])ir<3—5P]+2P]1og 2P]+(1-2P])1og(1-2P]).
o .. 1-H(Py,1-Py) <r< 3-5Py - H(2P;,1-2P,), (2.27)
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quando 0,4605 < P1 < 0,5

Essas duas desigualdades dao um melhor 1limi

te superior da redundancia para 0,4 < P, < 0,5 . A redun

1

dancia € agora menor ou igual a 0,5 para Piméx < 0,821. U

sando esse novo limite superior na redundancia, (2.24) c

(2.25) tornam-~se:

Hp < Lg < Hg + 0,5 , (2.28)

quando 0,4< Py <8, e

P Py Py
HB < LB < HB + 2-H | —m— , 1~ - s
(2.29)
quando & < P,<0,5
onde § & a probabilidade P, correspondendo a Pi _ =0,821 :
. max

) .

§ = 0,4505

Se obedecermos os mesmos argumentos do Teorema
2.2 obtem-se (2.28) e chegamos a desigualdade
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1-H(Py,1-P )<r<140,5(1-Py ) -H(Py,1-P7 ) , (2.30)

quando 0,4<P,<¢,

e ]'H(P],]"P] )i r < 3"5P']"H(2P'|, 1'2P]),

quando § < P]< 0,5 , com & g 0,4505

Comentarios:

Esse novo limite r e r =« obtidos por John-

ma x min
sen [1980] na redundidncia dados por (1.6), (2.18). (2.3Q)
sio representados no grafico II.. Quando somente um va

lor maximo de P ode ser estimado,o Timite superior
1 P p

P1m5x
e parcialmente modificado pois & necessario uma fungao nao

~ *
crescente de Py. Essas modificagoes denotadas por Pnax

estao tambem indicadas no grafico II.
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(0,4 ;0,486) (0,5,0,5) T,

&/ (0,8535; 0,5u54)

Tmin
! }
0,7 0,8 0,9 1, Py
GREFICO II
Limites inferior e superior, r e r _ de redun-
min ma x

dancia do c0digo bindrio de Huffman versus probabi-
lidade P ara a palavra fonte mais provavel como

1 P P p
dadas pelo Teorema 2.3, onde o =0,086.
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CAPTTULO III

LIMITES SUPERIOR E INFERIOR DE REDUNDANCIA DE GRAU B

INTRODUGAO

: Neste capitulo generalizamos os limites supe
rior e inferior de redundancia dado por Johnsen [1980],pa
ra redundancia de grau B, que constituem os resultados
principais desta tese.

Pelo Teorema 1.7.2., vemos que, & sempre pos
sivel construir um codigo unicamente decifravel onde a re
dundancia de grau B (B > 0) e Timitado entre 0 e 1. \Usan
do argumento similar ao Johnsen, obtemos os l1imites supe
rior e inferior da redundancia quando a palavra mais pro
vavel da fonte & Py > 0,4. Quando 0,4 < P]< 0,5 , o limi

te superior foi superado.

0 conceito de entropia de grau 8 e o compri
mento médio de grau B, encontram-se no Capitulo I em  se
¢oes 1.5 e 1.7.1 respectivamente.

Definimos a redundancia de grau 8 como sendo:

rBo L o(8) - HB (P).

No Teorema a seguir apresentamos os limites

superiore inferior da redundancia de grau B quando P]ZO,4.

3.1 - Teorema:

Quando a palavra maos provavel de uma fonte
tem a probabilidade Py > 0,4 , o Timite superior e in

ferior para redundancia de grau g € dado por:

comg
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B B B B
H™ - H (P,,1-P H®” - H(P,,1-P
(P4 ] 1) 41 KB < or(s) < (P, ] 1)
B- - B-
1-P 1-P
(1-p.) (1-P)
+ 2 - P]" HB s B > ]s (3'])
onde HP (P] , 1—P1) e a entropia binaria de grau B.
Demonstracao:

probabilid

las palavr

Pela propriedade recursiva (ref.

que:

Considerando uma fonte produzindo N palavras a;

ade Pi’ 1 <i < N e um subconjunto B formado

as B = {ap, aj, , ay} com entropia de grau

1.6.7) sabemos

HE = WB(p,, 1-p,) + (1-P)B B
i I 1 B

comprimento médio cod

Seja Lg(B) o da palavra

com
pe-
B,

j-
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go para codificacao do subconjunto B = {a2,a3, P 1Y }.
Entao pelo Teorema 1.7.2, temos:

B
B

B
Hy < Lg(B) < Hg + 1 , B > 1 (3.4)

Para P; > 0,4 , onde a, e codificado por um Unico

"bit" (Teorema 2.1), o comprimento medio de grau B das pala
vras cddigos para toda a fonte & relacionado com Lg(B) co

mo:
N
i=1
onde
Lg(B) = —— 1np(8) + S ng(g) +.i.+ N
1-P1 1-p, 1-P,
nN(B)
(1-8)ny
Seja ny(g) = ——, B#1, B>0
21-8
(3.5)
i= 1, 2, , N



Entao:

Para o conjunto { a]} temos Pi=1 e ny=1, entao

ni(B) = =1 ,'( por (3.5) ) isto e:

[}
—
—
W
~—

1+ (1-P3) Lg(B) =

De (3.3), (34) e (3.6) obtemos:

49
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Como

. |
(1-p) r(8) = (1-PP (L(8) - 1) + (1-p)® (1),

Entao substituindo na desigualdade acima temos :
(1-P4) TH® - W5 (P, 1-Py) < (1-P)P r(B)-(1-P1)P (1-HF)<

< (1-py) [HE - B (P, 1-P)) + (1-Py) (1-PD)E.
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Somando (1—P])B (1—H8) em ambos os lados e sim

plificando obtemos:

HE - HB(Py,1-Py) HE -HB (P ,1-Py)

+ 1-H < r(B) <
(1-p)*""! (1-7,)

2 - Py - H® para B > 1 (3.8)

Observagao:
Quando fazemos B+1, a equacgao (3.8) reduz-se pa-

ra (2.10).

No Teorema a seguir damos um limite superior pa
ra redundancia de grau B, quando 0,4 < Py < 0,5.

3.2 - Teorema:
Quando a palavra mais provavel da fonte tem a pro

babilidade 0,4 < P; < 0,5 , ent3o existe um limite supe -
rior na redundancia dada por:

(1 - (1-2p )B']]H8 ) (2ﬁ)6+HB(2P1’1'2P1)

+
(1-2p,)F-1

+3-3P;. (3.9)
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quando 0,4 < P1 < 0,5 para B>1 .
Demonstracao:
Considere o subconjunto B = {a,, ..., aN} com pro
P P P ) s
babilidades{ 2_ 3 ., ..., N .}, seja Py a probabili
]"P-I ]"P'I ]"P'I
- . P2
dade da palavra mais provavel da fonte B, dado por P]=——— <
1—P1
Py - 0 \
s entao quando 0,4<P1<0,5 , P1max toma valores
]"'P']
]
2/3 < P1m5x < 1 e (3.8) torna-se:
B B ' 1
H, - H° (P4 - ,1-P, - ) 1 B
rg(f)< B Imax Imax_~ + 2-Pypax - Mg , ou
B-1
(T - Pimax )
R B P P
g = W (e 1 ) P
LB(B) < 1 + 2 -
1-P
PJ B -1
(1- ——)
l-P]
(3.10)

De (3.3), (3.4) e (3.10) obtemos
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HY - W (Py1-py) T Ty
L (B)-1 (1-P; )8
—_— <& +
1-P, : 1 - 2P, g-1
]'P]
P |
+2 - — (3.11)
]"P-l

Agora simplificando (3.11) obtemos o resultado
desejado; isto &,

E] - (1-2p1)F ) K- H6(2P1,1-2P])—(2P])B]
r(B) < +
(1-2p7)8"!
ot 3-3P1

para B8>1 e 0,4iP]<0,5.Z§7

Observagao: Quando B+1, a equacdo (3.9 ) reduz-se para (2.20) .
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CONCLUSDES

Entropias generalizadas tais como entropia de
ordem o, entropia de grau B, entropia de ordem o e grau B estao
sendo aplicadosem diversas areas tais como em computacgao,
estatistica, reconhecimento de padroes (modelos), conjuntos
difusos, teoremas de codificagao (teoria da informacao),
etc. '

Blumer [1982] apresentou novos limites superior
e inferior de redundancia de ordem a de um codigo binario
definides em funcdo de entropia de ordem a e comprimento
médio de ordem o (Campbell [1965]). Os resultados ob
tidos por Blumer [1982] sdo baseados nas técnicas de pro
gramagao linear e genefa1izam 0os resultados de Gallager

[1978]

Neste trabalho, generalizamos os resultados de
Johnsen[1980] e obtemos os limites superior e inferior de
redundancia de grau B de um codigo bin3ario. Os resultados
obtidos sdao condicionados sobre a palavra mais provavel da
fonte, e principalmente s3ao baseados na propriedade reces-
siva de entropia de grau B.0s novos resultados obtidos sao

validos para g > 1.

Para mais aplicagoes de entropias generalizadas
em Codigos de Huffman veja Parker [1980]
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