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RESUMDPO

Este trabalho foi desenvolvido com a finalidade de cons
truir um modelo matematico gue represente os sistemas de armazena
gem e distribuicao de um produto, sujeitos a uma disponibilidade

de transporte e consumo aleatorios.

Em uma primeira etapa sao apresentados alguns "problemas
de transporte” e seus respectivos modelos matematicos que servi

rao de base para a construgaoc do novo modelo.

A etapa seguinte inicia com a concepgaoc e desenvolvimen
to de um modelo matematico de transporte e armazenagem gue incor-

pore as informagoes sobre a disponibilidade de transporte alea-

toria, para um produto. Posteriormente este modelo @ associado
ao modelo de transporte estocastico. Ao final desta etapa e de
senvolvida uma anadlise qualitativa da fungao objetivo do modelo

proposto

Na terceira parte, & analisada a possibilidade de solu’

cao do modelo através de diversos metodos matematicos relatados
-

'

na literatura.

Na etapa final é apresentada uma ilustragao da aplica-

cao do modelo, cuja a solugao otima e obtida usande-se uma va

riante do metodo de Frank - Wolfe.



This work was performed with the aim of constructing
a mathematical model that would represent systems of lstorage
and distribution of a product, where both the availability of
transport and the consumption of the product in question are

random.

In the first stage some transportation problems and
their respective mathematical models are presented, which

serves as a basis for the construction of the new model.

The next stage begins with the conception and
development of a mathematical model of transportation and
warehousing that incorporates information about the random
availability of transport for a product. Afterwards this is
linked to the‘"stochastic transportation model", and finally a
qualitative analysis of the objective function of the proposed

model is outlined.

The third part analises the possibilities of solving
the model through various mathematical methods that appear in

the literature.

The last stage presents an illustration of how the
model can be applied, an optimal solution to aproblem being

obtained with a variant of the Frank Wolfe method.



CAPITULD I

1. INTRODUGAQ

A preocupagao em desenvolver técnicas e brocedimentos que
reduzam o0s custos de frete, armazenamento e perdas nos siste
mas de transporte e armazenagem; tem se refletido amplamente na
literatura especializada. Certamente esta preoccupacgao surge
da necessidade gque se tem de minimizar os custos globais de ope
ragao, bem como prever e avaliar o impacto economico na eficiéﬂ

cia global dos sistemas de transporte e armazenagem.

1.1. Proposito

0 proposito fundamental deste trabalho de pesquisa consis
te na concepqéé, desenvolvimento e implementagao em computador
de um novo modeio projetado para representar um sistema de trans
porte e armazenagem de um produto, no gual sejam relevantes as

seguintes informagdes:

- custo do frete para transportar o produto

- varios modos de transporte

- custo de armazenagem nas fontes de abastecimento

- custo de oportunidade pﬁr manter ocioso parte do sistemea
de transporte

- custo de armazenagem no Iocal dos mercados consumidores

- custo de oportunidade devido a perda em vendas ocasiona
da pela falta do produto nos mercados consumidores

- disponibilidade de transporte éleatério com fungao den-

7
sidade de probabilidade conhecida.
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- consumo aleatorio com fungao densidade de probabilida-

de conhecida

Para alcancgar os objetivos propostos, tendo em vista a

magnitude do trabalho, tornou-se necessario:

- fazer um estudé do estagio atual de desenvolvimento dos
ﬁodelos de transporte e armazenagem

- definir e caracterizar o sistema em estudo

- criar e desenvolver um novo modelo matematico gque incorpo
rasse as informacgoes relevantes do sistema considerado

- analisar o modelo matematico do ponto de vista qualita
tivo

- escolher um método para solugao do problema

- implantar em computador o modelo proposto

1.2. Importénéia

Grande parte dos paises desenvolvidos e os em desenvolvi
mento também, estao constantemente investindo recursos conside
raveis a Ffm de capacitar os sistemas de transporte e armazena
gem para que estes cumpram eficientemente a tarefa de conserva
¢ao e distribuigao dos produtos nas diversas regioes. Na maio
ria dos paises, o transporte e armazenagem & executado tanto
por empresas governamentais como por companhias particulares,
gevidentemente tanto uma como outra estao sujeitas @ riscos co
merciais de cperagao. Assiﬁ, um dos objetivos destas
empresas ¢ sem duvida minimizar os custos operacionais, e @

com esta intencaoc que muites delas procuram desenvgolver e apli

car métodos e sistemas que visem a redugdo nos custos totais de
, Ve
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operacao.

Neste trabalho, o autor se propoe a desenvolver um modelo
matematico para representar determinados sistemas de estocagem
e distribuigao de um produto, levando em consideragao importan-
tes informagoes adicionais sobre o comportamento destes siste-
mas, permitindoc assim, uma redugéao no custo esperado de opera-
¢ao dos mesmos. Tais informagoes adicionais se caracterizam fun
damentalmente pela aleatoriedade da demanda e pela disponibili-

dade de meios de transportes.

1.3. Limitacoes

Para formulagao deste modelo fazem-se algumas suposicgoOes

restritivas a saber:

- 0s custos unitarios sao considerados constantes

- a dispoﬁibilidade de transporte e a demanda pelo produto
seguem diétribuigées continuas e independentes

- a vida Gtii do produto sera limitada em um periodo fixo
e conhecido de tempo

- 0o modelo proposto tem como horizonte de planejamento 0

periodo de wvida G(til do produto.

Mesmo com estas limitagoes, diversos sistemas de transpor-

te e armazenagem podem ser aproximados a este modelo.

1.4. Condigoes de Pesquisa

Este trabalho de pesquisa foi desenvolvido na Universidade
" Federal de Santa Catarina durante o periodo de tempo de 14 me-

ses. As idéias e o desenvolvimento, destas, foram se materiali-
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zando apos inGmeros debates entre o Prof. Leonardo Ensslin,

Ph.D. e o autor.

1.5. Organizagao do Trabalho

No capitulo 2 serao apresentados alguns dos modelos matema
ticos mais usados atualmente para planejamento do transporte e

armazenagem.

0 novo modelo proposto juntamente com a analise qualitati-

va do mesmao, estdo apresentados no capitulo 3.

No capitulo 4 e discutido a viabilidade de solugao do mode

lo pelos diversos metodos matematicos relatados na literatura.

No capitulo 5 € apresentado um exemplo de aplicacgdo do mgb
delo no qual a solugao otima e obtida por via computacional. O
metodo utilizaao para este fim e uma variante do algoritmo de
Frank e Wolfe.

0 capitulo final apresenta as cbnclusdes e recomendacgoes
para aplicacao do modelo e algumas consideracoes sobre futuras

pesquisas.



CAPITULO 1II

2. RESTROSPECTO

2.1. Historico

0 problema de transporte diz respeito a distribuigao de
um produto por diversos mercados consumidores, a partir de difg
rentes fontes de abastecimento. 0 transporte de uma wunidade
do produto, de uma determinada fonte até o mercado consumidor,
faz-se segundo um custo dado. 0 problema consiste em encon
trar uma tabela de distribuigéo gque estabelegca quais as quanti
dades de produto gue cada uma das fontes de abastecimento ira

fornecer aos diferentes mercados, de forma a que seja minimo o

custo total de operacao.

Conforme descreve Dantzig (1) a primeira formulacgao do pro
blema de transporﬁe foi proposto em 1838 por L.V. Kantorovich,
posteriormente em 1841, F.L. Hitchcock reformulou .o problema,
dando a este a forma tradicionalmente conhecida e aceita nos

dias de hoje.

T.C. Koopmans, foi outro pesguisador, gue com sua experien
cia adquirida na segunda guerra mundial, muito colaborou no de-

senvolvimento e aplicagé&o dos problemas de transporte.

[l)'DANTZIG, G.B. - op. citado - pg. 2883,300.
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2.2. 0 PRroblema de Transporte Classico

0 modelo matematico gque expressa o problema de transporte

classico (PT) é formulado, na literatura atual, como segue:

M
Min Z = % Cijxij (2.1)
i=1 j=1
sujeito as seguintes restrigoes:
N
Z Xijx ql s i= 1’ M (2 2]
j=1
M
Z X, . = D H - 1: N
13 i J (2.3)
i=1
> 03 =1, M =1,
Xij > i 1 J 1, N (2.4)

Onde:
Z = fungao objetivo
M = pumero de fontes de abastecimento
N = nimero de mercados de consumo
Xij= quantidade do produto a ser transportadoc da fonte i

para o mercado J
Cij= custo unitario do
da fonte 1 para o

S. = guantidade maxima

D, = guantidade minima

frete para transportar o produto
mercado J
do produto disponivel na fonte 1

do produto necesséria no mercado j
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0 modelo apresentado acima, tem sofrido nos Ultimos anos
varias mutagoes a fim de se obter o modelo matematico apropria
do a certos tipos de problemas, que envolvam condigoes e aspec
tos adicionais, que ndo sao considerados no problema cléassico

de transporte.

Evidentemente, a inclusao de informagoes adicionais nos
problemas de transporte, tende a deixa-los mais complexos. Es-
tes sao os casos, por exemplo, dos problemas de: "transporte

estocastico”, "baldeagao” e "multicomodidades”.

Dado que este trabalho se propoe a desenvaolver uma exten
sdo do problema de transporte estocédstico, o autor julgou ser

conveniente um estudo mais pormenorizado deste assunto.

2.3. 0 Problema de Transporte Estocastico

0 problema de transporte estocastico (PTE), consiste na
determinagao das fontes de abastecimento, que irao fornecer o
produto, bem como a quantidade do préduto gue cada uma destas
fontes iréd colocar nos mercados consumidores; guando a demanda
2 uma variavel aleatdria com fungao de densidade de probabili-

dade (fdp) conhecida.

A formulagao deste problema difere do problema de trans-

porte classico, nos seguintes aspectos:

- Por considerar os custos de armazenagem

- Por considerar os custos de oportunidade devido a perda
de vendas

- A demanda j& nao e constante, mas sim uma variavel ales

toria com fungao de densidade de probabilidade conhecida.



16

0 PTE que serd considerado agui, neste trabalho, tera um

periodo de planejamento igual a vida Util do produto.

Existem diversas abordagens para a solugao de problemas es
tocasticos sendo que as mais importantes, conforme esta descri-

to em (2), sao:

- a tecnica "stochastic linear programming” ESLP)
- o metodo "chance - constrained programming” (CCP)

- a tecnica "two-stage programming under uncertainty”

A formulacdo do PTE serd desenvolvida neste trabalho segun

do as premissas definidas na Gltima das citagoes acima.

Assim, desde que a demanda seja considerada uma variavel a
leatoria, gqualguer quantidade do produto transportada para um
mercado consumidor estara sujeita as variagoes da demanda. Es-
ta situacgdo pode ocasionar situagoes onde a procura global real
em um mercado seja maior, menor ou igual a quantidade disponi-
vel do produto neste mercado consum;dor. Desta forma, podera ha
ver um custo de armazenagem do produto guando a procura globeal
real for menor que a gquantidade transportada para o mercado ou,
o contrario, um custo pela perdae da oportunidade de vender mais,
na situagao em gue a procura for maior do que a gquantidade trans

portada para o mercado em guestao.

{2} TINTER, G. e SENGUPTA, J.K., "Stochastic Economics”, Acade-

mic Press, pg. 204, 1872.
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A partir destas consideragoes, seraoc agora apresentados al
guns conceitos Gteis a formulagao do problema, conforme esta

descrito em (3).

Ha necessidade inicialmente, de se estabelecer o periodo
de tempo para o gual se esta planejando a distribuigao e estoca
gem do produto, isto pode ser feito com base em dias, semanas,

etc.

A guantidade esperada do produto, que ira ficar armazenada
de um periodo para outro no local do mercado consumidor j sera

expressa por:

Y,
J
[Yj - V) Fj[v]dv ; J = 1,N (2.5)
0
Onde:
Fj(v] = Funqéo densidade de probabilidade da procura para
um periodo no mercado consumidor .
Yj = gquantidade total & ser transportada para o mercado
consumidor j a partir de todas as fontes i, 1=1,M.
M
Y . = z X, ; J = ]-:N (2.8]
J i=1 I

A guantidade esperada do produto, que ira faltar no perio-
do considerado, caso haja uma procura maior do gque a quantidade

disponivel no mercado consumidor sera representada por:

(3) COOPER, L. e LeBlanc, L.L., "Stochastic Transportation Pro-
blems and DOther Network Related Convex Problems”, Naval Res.

Logist. Quart. Vol. 24; n? 2, pg - 227-237, 1878.
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(v - Y.) f.(v)dv ; J= 1, N {(2.7)
J J

A partir destas consideragoes serao agora definidos os cus

tos esperados de armazenagem e por falta do produto.

0 custo esperado de armazenagem no mercado consumidor 3.

sera definido como:

d (Yj - v) Fj(v)dv ; j= 1, N (2.8)

Onde:

dj = custo unitdrio de armazenagem no mercado consumidor j

0 custo esperado na falta do produto no mercadoc consumidor

j, sera definido como:

e (v - Yj)fj(v)dv : j=1, N (2.9)

o

Onde:
ej = gusto unitdrio devido a perda da oportunidade de ven

da no mercado Jj.

Deve-se salientar agui, que as variaveis Xijy e v devem ser
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consistentes entre si e portantoc avaliadas em uma mesma base
dimensional, compativel com a base dimensional dos custos uni
tarios.

0 objetivo seréd encontrar a solucgao para o0 problema que

minimize os custos de frete, bem como os custos esperados de ar

mazenagem e por falta do produto.

Assim, o PTE pode ser formulado como segue abaixo:

M N N Yj
Min Z = z z c,.X,., *+ L |d, (Y, -v)f, (v)dv +
i=1 j:l 1J 1 J::l J J J
L 0
- .
+ e, {v - Y, )f,(vidv (2.10)
J J J
Yy |
J
sujeito as seguintes restrigoes:
N
b X4 s < Si : i= 1, M (2.11)
j=1 )
X, . > 0 ; i= 1, Mm; j=1, N (2.12)
ij -
Observa-se aqui, uma diferenga entre as restrigoes do

problema classico de transporte e do problema de transporte es
tocédstico pois este Gltimo, nao possui restrigoes estabelecen
do a gquantidade minima do produto a ser transportada para cada

destino.
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Por outro lado, a fungao objetivo do PTE podera
ser simplificada desde que as fungoes: [Yj - v Fj(v] e
(v - Y.) f.({v) sejam integraveis no intervalo [D, ©), Atraves

J
da aplicacao do teorema 4 do capitulo 13 de (3) gue diz "se f e

~

integravel sobre [a,b] entao
b C b
a a c

€ possivel se obter a seguinte formulagao alternativa para a

fungao objetivo do PTE:

M N
Min Z = L b Cis Xy +
i=1  j=1 3o
N .
z e, E. - e.Y., + [(d, + e.,) F_(Y.) (2.13)
s J J J 3 J J NN
j=1
Onde:
E. = valor esperado da demanda no mercado consumidor j.
Y,
J
F.(Y.,) = (Y, - v)f,(v)dv
J J J
u
Os estudos desenvolvidos neste capitulo tiveram por

objetivo preparar a base teorice necessaria ao desenvolvimento

do modelo que serd proposto no proximo capitulo.

(3) SPIVAK, M., ”"Calculo Infinitesimal”, Revertée, Vol. 1, pg.

338, 1870.



CAPITULO III

3. MODELO PROPOSTO

0 autor neste capitulo, desenvolve inicialmente um mo
delo matemédtico que utiliza as informagodes acerca da disponibi
lidade aleatoria de transporte, em um ou mais modos, em cadea
uma das fontes de abastecimento: posteriormente este modelo e
associado ao modelo de transporte estocastico. Ao final do capi

tulo é feita & analise gualitativa do modelo proposto.

3.1. Concepgao e Desenvolvimento

Grande parte dos sistemas de armazenagem e distribui
cao de produtos estao sujeitos a aleatoriedade da disponibilidib
de de transporte, isto &, nao héa certeza de que o volume de
transporte disponivel em gualquer das fontes de abastecimento
seja 1dgual ao Qolume de transporte necessario, nas referidas
fontes, no periodo de tempo considerado. Asituég&:se tornamais
complexa ainda quando existem varios modos de transporte em cada

uma das fontes.

Para facilitar a analise e estudo destes sistemas, sera
considerado a distribuigéo de apenas um produto cujo periodo de
vida (til é limitado e ainda, com respeito ao transporte, consi
dera-se na analise que os meios de transporte sejam todos de

propriedade da empresa responsavel pelo sistema de armazenagem

e distribuigao.

Assim, uma fonte de abastecimento poderé fornecer 0



22

produto a um mercado consumidor atraves de um ou mais modos de
transporte. Desde gue a disponibilidade de transporte para

cada modo seja uma variavel aleatoria, esta podera ser menor,

maior ou igual ao volume de transporte necessario na fonte de

abastecimento.

Se o volume de transporte disponivel for menor do
que o necesséario, parte do produto devera ficar estocado aguar
dando transporte. Se o volume de transporte disponivel for
maior do gue o necessario, parte da capacidade de pransporte
daguele modo estara sendo perdida, representando um custo de o

portunidade em manter este transporte ocioso.

A partir destas consideracgoes, serao agora definidos

alguns conceitos Uteis a formulagao do problema.

Assim como no PTE, aqui também, € necessario gue se
estabelega o periodo de tempo para o qual se esta planejandao a
distribuicéo do produto. Este periodo de planejamento devera

ter um horizonte igual a vida (til do produto considerado.

A gquantidade esperada do produto, gue ira ficar arma
zenada de um periodo para outro, no local da fonte de abasteci

mento 1 a espera do modo Kk de transporte sera dada por:
Yik

(Y., - thg, (t) ; j= 1, N (3.1)

Onde:
(t) = fungao densidade de probabilidade da disponibili

dade de transporte do modo k na fonte de abaste-

cimento 1i.
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YiK = gquantidade e ser transportada para todos os mercados

consumidores, a partir da fonte de abastecimento i,

através do modo k de transporte.

N
= I ik i =1, M ; k =1,L
j=1 ’

Xijk = guantidade do produto a ser transportada da fonte
de abastecimento 1 para o mercado consumidor - j
através do modo k de transporte.

L = nimero maximo de modos de transporte disponiveis em

qualquer das fontes de abastecimento.

A guantidade esperada de transporte do modo k que fi
cara ocioso na fonte de abastecimento i, sera expresso tambem

em termos probabilisticos, como segue abaixo:

(t.- v, Jg, (t)dt ;0 i= 1, M (3.2)

A partir destas consideragoes serao agora definidos os

custos esperados de armazenagem e ociosidade do transporte.

0 custo esperado de armazenagem na fonte de abasteci
mento i relativo ao modo k de transporte, sera definido co

mo:

Yik

3.k (Yik - t)gik(t]dt; i= 1, M (3.3)
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Onde:

8k T custo unitario de armazenagem na fonte de abasteci-

mento 1 para o modo Kk de transporte.

0 custo esperadoc de oportunidade em manter ocioso 0

transporte do modo k relativo a fonte i, sera definido como:

(o]
bik (t - Yik)gik(t]dt i=1,M k=1,L (3.4)
Yik
Onde:
bik = custo unitarioc de oportunidade gue se tem ao man
ter ocioso o transporte do modo k na fonte i.
0 objetivo sera encontrar a solugao para o problema
gue minimize os custos de frete, bem como 0s custos esperados

de manter o transporte ocioso e armazenagem:

mooN L
Min Z = I I I c..ox, .0 0%
i=1 j=1 k=1 ] J
MmoooL Yik
Iz a. . (Y, - thg,, (t)dt +
i=1 k=1
0
[
oo}
+ b, (t - v, Jg,, (t)dt (3.5)
ik

Sujeito as seguintes restrigoes:

N :
) X .. = 5, s 1= 1,MmM k = 1,L (3.8)
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151 k§1 xijk = DJ 3 j= 1, N (3.7)

><ijk > 0 i=1, M; J= 1, N;y k=1, L (3.8)

Onde:

cijk = custo unitadrio do frete, a partir da fonte i
para o mercado j, atraves do modo k de trans
porte.

Sik = guantidade méxiha do produtos que sera trans

portada da fonte de abastecimento i atra-

vés do modo k de transporte.

0 modelo exposto acima requer, evidentemente, gue as

distribuigoes de probabilidade sejam independentes

Se as fungoes: (Yik - t]gik(t) e (t - Yik]gik(t) fo-
rem integraveis no intervalo [O, @), pode-se aplicar o teorema

4 do capitulo 13 de (1) que diz "se f e integravel sobre [a, b]

b c b
f = T o+ f " ,
a a o}

na expressao (3.5) e se obter a seguinte formulagao alternativa.

entao

para a fungao objetivo:

mMoON L
Min Z = z z z cs., X +
i=1 j=1 k=1 Ik Ik
M L
b3 L b E. - b,V .
121 k=1 ik ik ik ik
+ (aik + bik]Gik[Yik] (3.9)

, (1) SPIVAK, M,s- op. citado - p. 3389.
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Onde:
Eik[t] = valor esperado da disponibilidade de transporte
K na fonte de abastecimento 1i.
Yik i= 1, nm
G., (Y, ) = -
ik ik ik = tleg (e)dt k= 1, L

Ate o presente momento, todas as consideracoes e for
mulagoes feitas pelo autor, tinham como objetivo modelar o pro
blema de transporte descrito no comego desta segao, o que foi
alcangado atraveés das expressoes (3.5), (3.6), (3.7), (3.8) e
(3.8). Este modelo apresenta a hipotese implicita de que a
demanda seja constante em todos os mercados consumidores. Com
a finalidade de eliminar esta hipotese, o modelo desenvaolvido
sera associado ao modelo do problema de transporte estocastico.

Assim, o modelo resultante estara bastante prdoximo de muitos

sistemas reais de transporte e armazenagem.

Antes de conectar-se os dois modelos, & necessario que
se faga algumas altéféqées na formulagao do problema de trans-
porte estocastico. Reescrevendo as expressoes: (2.11), (2.12),
(2.13) gue definem o PTE, de forma a considerar a possibilida-
de de transportar o produto, em um cu mais modos, chega-se a se

guinte .formulagao:

M
Min Z = )

N
+ I e, E - e, Y, + (d, + e, }F_ (Y.,] (3.10)
: I I R

]
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sujeito as seguintes restricgoes:

N

z X, < S ; i= 1, M k=1, L (3.11)
. _ ijk - ik :
j=1

> - ) - =
><ijk > 0 i= 1, M ; ] 1, N ; k= 1, L
(3.12)
Onde:
M L
Y, = b} )} X, . ; j= 1, N
J i=1 k=1 13K

Os demais parametros permanecem com suas definigoes

originais.

Desta forma, se pode associar o PTE aoc modelo desen-
volvido, simplesmente adicionando na expressao (3.9) a parcela
da expressao (3.10) correspondente aos custos esperados, por
falta do produto e armazenagem no mercado consumidor. Resultan- .

do na seguinte formulagaoc para a fungao objetivo:

N
+ z e, E. - e Y.+ (d,+e,)JE_(Y,)
-1 NN i3 o33l

{3.13)

E, como a demanda €& agora tratada probabilisticamente,

ndo ha mais necessidade das restrigoes que estabelecem as quan
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tidades minimas a serem transportadas, restando apenas &8s TIES

trigoes gue limitam a capacidade da fonte, ou seja:

LI e I=4

xijk < S, s 1= 1., Mo k= 1, L (3.14)

< s 0 i=1, M ; k=1, 1L (3.15)

A obtencgao da fungao objetivo expressa em (3.13) con-
sidera implicitamente as mesmas hipoteses feitas para obtengao

das expressoes (2.13) e (3.8].

0 modelo acima, exXpresso por (3.13),-(3.14) e (3.15),

sera chamado de "modelo de transporte e demanda estocasticos” e

o problema gque o originou chamar-se-a "prdblema de transporte
e demanda estocasticos” (PTDE) .
A solucao do problema, tal como esta modelado, ira

fornecer a estratégia otima gue servira de base as futuras deci
sbes da administragaoc do sistema de transporte e armazenagem.
Deve-se ter em mente, que O modelo nao considera os - eventuais
prejuizos gue a empresa venha a ter caso nao consiga uma aproxif

i

macao satisfatoria entre a situagao real e a situacao descrita
Y

na-estratégia otima.

3.2. Analise Qualitativa do PTOE

Neste item sera feito uma analise gqualitativa da fun

cao objetivo do PTDE.
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Proposigao 1.

Sejam as fungoes [Yj - v]‘fj(v) e (Yik -t) gik(t]
integraveis no intervalo [O, ©)] e defina-se F_, e Gy sobre
[0, «) por:

Y,
(vy.) ’
F.LY =
N (v, - v)f,(vidv
J i j
0
Yik
1=
Gip Yig ! (Y., - t)y, (t)dt
ik ik
0
entao a fungao Z definida por:
M N L
Z = z b b} C X . . +
i=1 j=1 k=1 i3k TiJk
M L
+ )} )} b. E - b., Y
i=1 k=1 ik ik ik ik 4+
+ (a K blK]GiK[YlK] +
N
+ z e E., - e,y. + (d, + e JF_(Y,)
j=1 3 J 177 J 3 3
& continua.
Prova.
Dado que as fungoes fj e gik 580 integra-

veis sobre [0, «),entdcas fungdes Fy e Gik sao continuas no mesmo

intervalo (teorema 8, capitulo 13 de (2)), portanto as fungoes:

(2) SPIVAK, M. - op. citado - pg. 344.
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F ao tambe ntinuas..
[aik + bik]Gik e [dj + ej) j sao tambem contin
Por outro lado, as fungoes -bik Yik + bik Eik ;
—eJ Yj + ej Ej & Cyjk xijk’ sac fungoes lineares e por

tanto continuas para os valores de xi'K sobre [O, ®]),

Desde que a soma de fungoes continuas em um mesmo

tervalo, & também uma fungao continua para este intervalo,

sulta que Z € continua para valores de x, sobre [O, ©),

ijk

A proposigcdo 2 ira definir as condigoes necessarias

para que a fungdo 2Z da expressao (3.13) seja derivavel.

Proposicgao 2.

Sejam as fungoes (Yj - v]Fj(v] e (Yik - t]gik(t]

integraveis e continuas sobre [O, ) e defina-se F, e Gik so-

bre {O, ©) por:

F.(Y.) = (Y. - v)f,(v)dv p
3 ]

G ) , ~
ik ik (Yik t)gik(t]dt

entdo a fungao Z definida por:
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M N L

Z = I 2 L Cijk Xidk

i=1 j=1 k=1
N . L

i z b Ear PakYak t Oak T Pak! B ekl

i=1 k=1
N .

+ I e. E. - e. Y, + (d, + e, )JF (Y,]
RO e e I NI R R
J

€ derivavel em relagao a X35k sobre [0, o).
Prova.

A partir do teocrema fundamental do calculo, podemos

afirmar que Fj e Gy sado derivaveis em qualguer ponto sobre
[0, ), portanto (a,,  + b, )G, e (d, + e, )F, serao tam-
ik ik® ik J 33

bém derivaveis.

A 0 -b,, Y, o+ E. . -e, Y, + e, E, e

] fuhgoes ik Yik bik ik eJ 3 eJ i

ik Xidk sdo fungbes lineares e portanto continuas e deriva
veis para todos valores de xijk sobre [D, ®),

Desde gue a soma das derivadas de duas ou mais fun
coes com respeito a uma mesma variavel é igual a derivada da
soma destas fungbes para a variavel em guestao, resulta que
z ' 6 derivavel em [0, ®) com respeito a variavel X4 ikt

0 lema gue sera apresentado a seguilr servira apenas
como base teorica de referencia para a proposigao 3. Este

mesmo lema aparece demonstrado no capitulo 3 de (3}, poreém

(3) HADLEY, G., "Nonlinear and Dynamic Programming, Addison -

Wesley, pg. 889-90, 1864.



Lema 1.

Seja h(x) uma fungao continua e h(X) 2> 0 sobre [O,wl

entac a fungao:

Y
H(Y) = (Y - x)h{x)dx
0

€ convexa desde gue (Y - x)f(x) seja integravel.

Prova.

Considere o ponto Y definido sobre [kl, kz] com
k2 > kl’ logo Y pode ser expresso por combinagao dos limites
do intervalo, seja entdo Y = Akz + (1 - k)kl com 0 < X < 1.

Por outro lado, o valor de H no ponto Y seré dado por:

Y
HIY) = Ak, + (1 - Mk - x]h(x)dx
0
Y
= [Mk, + (1 - Aky = x + Ax - Ax]h{x)dx
0
Y
= [Ak, « (1 - Mk = (1 - A)x - Ax] hH(x)dx
0
Y | ¥
= A (kz-x)h(x]dx + (1-2) (kl-x)h(x]dx
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K
k2 2
= A (k2 - xJH{x) - A (k2 - x)Jh{x)dx +
0 Y
Y
k1 . »
+ (1 - A) (kl - x)h{x)dx + (1 -2Q) (Kl - x)h({x)dx
0 kl
Entretanto, desde que h(x) > 0 e Kl - x < 0 para um
X qualqgquer entre Kl e Y e k2 - x > 0 para valores de X
entre VY e kz, se conclui que as seguintes afirmagoes sao
verdadeiras:
ko
(k2 - xJh(x)dx > O
y
e
Y
(kl - x)h({x)dx < O
kl
Portanto:
k2 kl
H(Y) < A (k, = x)f{x)dx + (1-2) (k, - x)#(x)dx
0 0

ou
H(Y) < AH(Kk,) o+ (1 = AIH(k,)

logo a fungao H(Y) & convexa.
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A proxima prova mostra gque sob determinadas condi-

coes, a fungao objetivo Z e convexa.

Proposicao 3.

Sejam as fungoes (Yj - v)fj(v] e [YiK - t)gik(t)
integréaveis e continuas sobre [U‘ ©}, com Fj(V) >0 egik(t] >0
sobre [O, ), e defina-se Fj e Gik sobre [D, ®} por:

Y

J

Fj(Yj] ) (v, - v)f,(v)dv
J J
]
Yik
G, (Y, ) = _
ik ik (YiK t)gik(t)dt
0

entdo a fungaa Z definida por:

MoON L
z =3 T I X, .o
i=1 3=1 k=1 2Ik LK
Mmoo
R LTI T T LT TR TR PTLS B
i=1 k=1
N
+ L e, E, - e,Y, + (d, + e JF (Y]
=1 3 3 NN J 7303

é convexa sobre o espago de [0, w)MXNXL.
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Prova.

Atraves do lema 1 podemos afirmar gque Fik e Gj sao
fungoes convexas. Por outro lado as fungdes expressas por:
b, Y. + b, E. -e, Y3 + e, E, e ¢,., X.. sao fun

ik ik ik ik 7 j 3 3 N ijk Tijk -
g¢oes lineares. Desde que a soma de fungOes convexas e linea.
res definidas em um mesmo espago resulta em uma fungao conve
xa no espago considerado, conclui-se imediatamente que z
sera convexa.

Assim, fica demonstrado que sob certas condigoes, a
fungao objetivo do PTDE €& continua, derivavel e convexa sobre

[O, oo)MXNXL_



CAPTTULO TV

4, IMPLEMENTAGAO COMPUTACIONAL

Desde que se utilize o computador para a Soluqéo' do
PTOE, a preferencia por um ou outro algoritmo devera recair so

bre aquele que melhor satisfaca as seguintes condigoes:

- facilidade de implementagao em computador,
- baixo consumo de memoria,

- pouco tempo de processamento.

E evidente gue 0s atributos descritos sao
bastante subjetivos e com isto a avaliacgao de um algo
ritmo "a priori" tem razoavel grau de incerteza, o que nao impe
de no entanto, de se definir pelo menos um grupo de algorit
mos, potencialmente capazes de atender os requisitos para a s0

lugao computacional do PTDE.

4.1. Técnicas Potencialmente Capazes para a Solugao do PTOE

Para a solucao do PTE, ja foram propostos diversos
métodos. Entre as primeiras tentativas esta a de Oantzig e
Ferguson (1) que desenvolveram uma técnica para a solugao do pro
blema quando a distribuigdo de probabilidades da demanda & dis-

creta.

(1) DANTZIGY. G. B., "Lineap Programming and Extensions”,Prin

ceton University Press, pg. 580-581, 1863.
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Em 1860, Elmaghraby (2) publicou um método especffi

co para a solugcao do PTE o qual leva ao otimo em um numero fi

nitoc de iteracgoes.

Williams (3), Szwarc (4), Hadley (5) e Wilson (8)
sao alguns dos pesquisadores gue propuseram técnicas para encon

trar a solucao otima do PTE.

Em 1978, Cooper e LeBlanc (7) publicaram um exce
lente trabalho onde utilizam uma variante do algoritmo de Frank
e Wolfe, na solugao do PTE e de ocutros problemas cujas fun
goes objetivo eram convexas. Nesta mesma publicacao & discutil
da o desempenho de varios algoritmos na solugao de problemas convexos. As
conclusoes a que estes autores chegaram sao bastante favoraveis
a utilizagao da vafiante do algoritmo de Frank e Wolfe em pro
blemas com fungoes objetivo convexas e, a medida que as dimen

soes do problema crescem, junto com estas crescem tambem as

vantagens no uso deste método em relagao aos demais.

(2) ELMAGHRABY, S.E., "Allocation Under Uncertainty When the
Demand Has a Continous D.F.", Managemment Science, Vol.
6, n® 7, pg. 270-294, 1960.

(3) WILLIAMS, A. C., "A Stochastic Transportation Problem, Oper.

Research, Vol 11, n® 5, pg. 759-770, 1963

(4) SZWARC, W., "The Transportation Problem With Stochastic De
mand”, Management Science, Vol. 11, n® 1, pg.33-50,1984j

(5]‘HADLEY - op. citado - pg. 165-167.

(6) WILSON, D., "An a Priori Bounded Model for Transportation
Problems With Stochastic Demand and Integer Solutions™”
AIIE Transactions, Vol. 4, n® 3, pg. 186-133, 1872.

(7) COOPER, L. e LeBlanc, L.L. - op. citados - pg. 327-337.



38

Ainda em 1978, Franga e Luna (8) tambem obtiveram
bons resultados com a aplicacao da variante do atgoritmo de

Frank e Wolfe na soclugao do PTE.

Estes resultados animadores conseguidos recentemente
por Cooper e LeBlanc, Franga e Luna, levaram o autor a tam
bém utilizar o algoritmo de Frank e Wolfe na solugao do PTDE.

4,2, A Variante do Algoritmo de Frank e Wolfe

A variante do algoritmo de Frank e Wolfe, trata -de

problemas de otimizacao de uma funcao nao linear, porém deri-
vavel, sujeita a restrigdes lineares. Conforme esta descri-
to no capitulo 8 de (9), trata-se de um algoritmo que determina
a cada 1iteragao, wuma diregcadc de busca da solugao otima do
problema de minimizagao nao linear. Isto €& obtido atraves
da solugao completa de um subproblema linear, que tem como obje
tivo, a minimiiagéo da aproximacgao de Taylor de primeira ordem
da fungao linear, a partir de uma solugao factivel do problema
nao linear.

Antes de apresentar o algoritmo, convém esclarecer a

notacao empregada aqui:

(8) FRANGCA, P. M., e LUNA, H. P., "Problemas de Transporte e LO
calizacado Estocasticos pela Decomposigaoc De Benders Gene
ralizada", XI - Simposio Brasileiro de Pesquisa Operacio

nal, 1978

(9) ZANGWILL, W., "Nonlinear Programming: a unified approach” ,

Prentice - Hall, p.158-162, 1969.



uma solugao factivel para o problema nao

near,

variaveis do problema nao linear,

uma solugao

variaveis do problema linear,

k

Vo= UK
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1i

factivel para o problema linear,

= diregaoc gue provoca um decrescimo

na fungao objetivo nao linear,

fungao
fungao
matriz

matriz

objetivo nao linear,
objetivo linear que se aproxima da
dos coeficientes das restrigodes,

das constantes.

£(U)

A seguinte sequencia de passos define o algoritmo pa

ra a minimizagao:

Passo 0O:

Passo 1:

dé a solugao inicial u* com k= 0 para

problema.

Min f(U)
S.a.

AU = B

u > 0

Calcule V%(Uk] e faca f(V) = V%(Uk] v

s}
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Passo 2: Resolva o problema linear

Min F(V)
s.a.
AV = B
v 2 0
a solugdo sera V = vk
Passo 3: Se V?(Uk)t(vk - UK) < 03 PARE, ~a solu-
P '

cao otima é U ; do contrario va para o pas

Passo 4: Calcule a nova solugao:

ufrl o Uk s s - 0y sedeas [0, 1]
faga k: = k + 1 e retorne ao passo 1.
Este algoritmo foi implementado no computador IBM

360/40 da UFSC, com a finalidade de se obter a solugao otima
para varios problemas do tipo PTDE, um des guais e apresentado

como ilustragao no capitulo a seguir.



CAPITULO Vv

5. ILUSTRACAD
5.1. 0 Problema

Este problema,é um problema reduzido de um problema
real, isto é, o problema aqui apresentado tem um ndmero de va

ridveis menor do que o verdadeiro, porém a estrutura original

do problema real foil mantida.

Entao, para ilustrar a aplicagao do modelo do PTDE se
ra apresentado um problema pequeno com duas fontes de abasteci
mento sendo que em uma destas fontes ha dois modos de transpor
te, no outro apenas um modo e, existem cincoc mercados consumi-

dores a serem abastecidos.

As restrigoes do problema limitam a guantidade do prg
duto fornecida por cada fonte de abastecimento (restrigoes natu
rais do PTDE) e além destas, foram estabelecidos limites mini-
mos e maximos da quantidade a ser transportada para cada mer

cado consumidor.

0 quadro 1 apresenta os codigos atribuidos as fontes

de abastecimento, mercados e modos de transporte.

Por conveniéncia e facilidade de tratamento matemati-
co, foi assumido que a disponibilidade de transporte e a deman-

da sejam distribuigoes exponenciais.

A quantidade maxima a ser transportada para cada um
dos mercados foi estabelecida como sendo igual a media do consu

mo do respectivo mercado.
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No quadro 2 estao colocados os custos unitédrios rela-
tivos a cada uma das variéveis; Nota-se neste guadro que a
variavel X132 possui um custo unitario de frete bem maior do
gue qualqguer outra variavel, isto porque o percurso entre a fon
te de abastecimento 1 e o mercado 3 nao existe ou nao pode ser

usado, este procedimento tem como objetivo assegurar que este

caminho seja preterido em relagao aos demais.

No quadro 3 aparecem as médias da disponibilidade de

transporte relativa a cada modo em cada fonte.
No gquadro 4 estao as médias de consumo em cada mercado.

As médias apresentadas nos quadros 3 e 4 foram obti-

das a partir de periodos anteriores de igual tamanho.

No gquadro 5 estao colocados as guantidades maximas
do produto que serao transportadas das fontes de abastecimen-

to através dos modos de transporte disponiveis.

0 quadro B apresenta as quantidades minima e maxima

do produto, que podera ser colocada em cada mercado consumidor.

FONTE DE ABASTECIMENTO-FT CODIGO
A 1
B 2
MODO-MD CODIGO
Rodoviario , 1
Ferroviario 2
MERCADO-MC CODIGO
C 1
D 2
E 3
F 4
G 5
Quadro 1 - Codigo das fontes, mer-

cados e modos de transportes.



FT {MC [MD VAR CUSTCS ($/ton)

L3R Xygk ) Cagk “ik Pik ®;
1 1 1 X111 55 5 80 10
1 1 2 X112 40 5 70 10
1 2 1 X191 30 5 80 15
1 2 2 X199 30 5 70 15
1 3 1 X131 10 5 80 10
1 3 2 X137 1000000 0 0 0
1 4 1 xl41 30 5 80 12
1 4 2 X142 27 5 70 12
1 5 1 X151 60 5 80 10
1l 5| 2] xyg, 43 5 70 10
2 1 1 X511 35 5 50 10
2 2 1 X501 10 B 50 15
2 3 1 X531 15 6 50 10
2 4 1 x241. 80 B 50 12
2 5 1 X551 55 B 50 10

Quadro 2 - Custos unitarios relativos a cada uma das va-

riaveis.
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ABASTECIMENTO DISTRIBUIGAOQ
FT MD EXPONENCIAL
i k MEDIA (ton)
1 1 500.000
1 2 350.000
2 1 400.000
Quadro 3 - Médias da disponibilida-

de de transporte nas fontes de abas

tecimento.

CONSUMOG DISTRIBUIGAD
MmC EXPONENCIAL
N MEDIA (ton)
1 350.000
2 170.000
3 180.000
4 130.000
5 250.000

Quadro 4 - Médias do consumo em ca-

da um dos mercados.
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ABASTECIMENTO
FT MD QUANTIDADES (ton)
i k Sik
1 1 310.000
1 2 380.000
2 1 350.000
Quadro 5 - Quantidades maximas do pro-

duto, Fornecidos pelas fontes de abas-

tecimento.

CONSUMO QUANTIDADES (ton)

MC Dj

J MINIMO MAXIMO
1 280.000 350.000
2 | 130.000 170.000
3 140.000 180.000
4 100.000 130.000
5 220.000 250.000

Quadroc 6 - Quantidades minimas e maximas do pro-

duto a serem colocadas em cada mercado.

5.2. Aplicacao do método de frank e Wolfe

Para aplicagaoc do metodo, foil desenvolvido um progra

ma computacional cuja listagem esta no anexo 2.
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No anexo 1 sao descritas as formas de entrada de da

dos no programa computacional.

0 anexo 3 contem os relatorios impressos peloc compu

tador na solugao do problema apresentado na segao 5.1.

A obtengao do gradiente da fungado objetivo do PTOE

utilizada no meétodo de Frank e Wolfe esta contida no anexo 4.

5.3. Solugao e Analise dos Resultados do Problema Exemplo

0 programa computacional realizou sete iteragoes para
encontrar o valor dtimo da fungao objetivo, gastando para isto

181 segundos de CPU em um computador IBM 360/40.

A solugao inicial do problema naoc linear foi obtida
resolvendo-se um problema linear onde eram considerados apenas
os custos de frete na fungao objetivo, sujeita ao mesmo conjun

to de restrigoes lineares do problema nao linear.

A iteragao nimero zero € a propria solugao inicial do

problema nao linear.



ro zero do método de Frank e Wolfe,

lores das varidveis correspondem aos valores da solucgao

cial:

A seguir aparecem os resultados para a

e como ja se

Solugao do problema nao linear

Iteragcao n® 0 % solugao intermediaria

valor da FO = 51.620.086,00

VARIAVEL

X111

X112

X121

X122

X131

X132

X141

X147

X151

X152

211

221

231

241

251

VALOR

60.

140.

100.

220.

220,

130.

000,0

co00,0

060,0

47

iteragcao nume

disse,

0s

va

ini-
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segue a primeira iteragao:
Solucao do problema nao linear
Iteracao n® 1 * solugao intermediaria

valor da FO = 45.340.064,00

VARIAVEL VALOR
*111 . 0.0
X115 99.999,94
X121 0.0
X122 0.0
X131 179.999, 94
X132 0.0
XLa1 40.000,0
X142 60.000,0
X151 0.0
X5y 220.000,0
X,11 180.000,0
X1 169.999,94
%231 0.0
X241 0.0
X 0,0

251
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a segunda iteracao:

Solugao do problema nao linear
Iteragao n® 2 * solugao intermediaria

valor da FO = 45.116.086,00

VARIAVEL VALOR
X111 0.0
X110 100.000,0
X121 0.0
X122 0.0
X1a1 130.000,0
X132 0.0
| X141 71.999,94
X142 28.000,01
X151 0.0
X1co 220.000,0
X511 1680.000,0
X501 170.000,0
X231 0.0
X241 0.0
%251 0.0
A terceira, gquarta, quinta e sexta iteracgoes serao

omitidas aqui, porém estac contidas no anexo 3, onde estaoc lis
tados todos os relatdérios impressos sob comando do programa

computacional. A seguir serad descrito a sétima solugao que
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forneceu a solugao otima para o problema descrito no inicio do

capitulo.

Solucao do problema nao linear

Iteragaoc n® 7

valor da FO = 4

* solugao otima

2.776.832,00

VARTIAVEL VALOR
X111 0.0
X110 118.862,0
X121 0.0
X122 0.0
xi31 180.000,0

(
x132 0,0
X141 130.000,0
X142 0.0
X151 0,0
X5 220.000,0
X511 161.117,31
X001 170.000,0
X531 0,0
X241 0.0
X 0,0



CAPITULO VI

6. CONCLUSOES E RECOMENDAGOES

Neste trabalho,o autor desenvolveu um modelo de arma-
zenagem e distribuigao atraves da consideragao de informagoes
adicionais, até entao nao utilizadas na formulagao dos modelos

matematicos pertinentes a esta area.

Estas informagoes adicionais utilizadas na concepgao

do novo modelo, caracterizam-se por considerar:

- a disponibilidade aleatoria de transporte em cada

um dos modos disponiveis,

- os custos de armazenagem e também-os custos de opor

tunidade dos diversos modos de transporte.

Posteriormente o modelo desenvolvido & associado ao
modelo de transporte estocastico. Alem disto, é feito ainda,
uma analise qualitativa da fungao objetivo desta asscciagao de

modelos.

Devido a flexibilidade da programagao linear para re
presentagao de redes, muitos casos excepcionais de sistemas de
transporte e armazenagem, nao descritos pelo modelo desenvolvi
do, poderao ser adaptados a este. Especificamente Para o modelo
proposto, podem ocorrer situagoes em que o administrador da

area de transportes nao estabelece uma quantidade maxima do pro

duto a ser transportada em cada um dos modos de transporte, nes

4
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te caso, estas quantidades serao variaveis do problema. Tal
situagéo,pode ser representada com pequenas alteragoes no con

junto de restrigoes do modelo proposto.

OQutra situagao nao prevista pelo modelo, mas que pode
ser incorporada a ele, € o caso em que parte dos veiculos que

executam o transporte nao apresentem custo de oportunidade qguan

do estao parados, sendo que ocorre o contrario com o restante
dos veiculos, que irao representar um onus quando °~ estiverem
ociosos. Esta situagao tambem pode ser representada pelo mo

delo proposto, utilizando-se para isto artificios na formula

cao do problema.

Alem destas, outras situagoes podem ser convenilente
mente representadas pelo novo modelo, sendo este portanto, uma
ferramenta Util a solugao de uma determinada classe de proble

mas de distribuigao e armazenagem.

Como possiveis extensoes deste estudo, o autor colo
ca a generalizagao do modelo desenvolvido para situagao em que
existe mais de um produto a ser transportado. Uma outra ex-
tensao pode ser feita através da incorporagao de custos unita
rios, que se relacionem de forma nao linear com as gquantidades
do produto. 0 desenvolvimento de um algoritmo especifico pa
ré a solugao do problema, também pode ser um estudo a ser feito

no futuro.
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ENTRADA DE DADOS DO PROGRAMA COMPUTACIONAL

A seguir sao descritos a forma com gue devem ser colo-

cados os dados do problema.

CARTAQ| CAMPO DESCRIGAD VAR. COLUNAS|FORMATO |OBSERVACOES

P/1 1 titulo do problema TITL 1-60 15A4 (1) o n? max.
: de restr. &
P/1 1 | n® de restrigoes(1) M 1- 4 14 = 20
2 | n? de variaveis(2) N 9-12 I4 0
(2) o n? max
3 tolerancia TOL 17 - 26 F10.8 .| de variaveis
. - " = = 40
4 | n? max. de iteracoes |NITER | 31-34 | 1I4 ©
(3) de todas
P/1 1 | fator de aprox. ALFA 1- 5 | F 5.2 | as variaveis
2 | cte. multiplicativo |XKAPA | 9-12 | F 4.3 [ZInclusive as
de folga
3 lim. fator prodt. EPLON 22 - 29 F 8.4

(4) este car
P/N 1 nome da variavel(3) VAR 1- 4 A4 tao € neces-
sario somen-

2 | solugao inicial XX 9-18 | F10.3
te para o0s
3 | descricao da variavel [EXPL 23 - 62 10A4 | coeficientes
#0
P/M 1 | nome da restrigao XLNHA 1- 4 A4
’ (5) * * % %
2 recurso D 9-20 F12.3

3 | descrigao da restrigao|EXPL 25 - 64 10A4

P/? 1 | nome da restrigao(4) |XLNHA 1- 4 A4
2 nome da variavel VAR g-12 A4
3 | coef.das restrigoes C 17 - 26 |F10.3

P/1 1 cartao bandeiral(5) XI 1-4 A4

NOTA: A notagadao P/k empregada acima, indica que os proximos car

toes daquele tipo sao em ndmero de k
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LISTAGEM DO PROGRAMA COMPUTACIONAL

Este programa computacional, resolve problemas de
programagao nao lineares com restrigoes lineares, atraves da
aplicacao da variante do método de Frank e Wolfe, tal como

ela & descrita em (1) ou (2).

Aléem do programa principal existem ainda mais cinco

subrotinas: INP1, DEVA, soLuc, AVALE e OUTP.

A listagem segue nas proximas paginas.

(1) COOPER, L. e LeBlanc, L. L. - op. citado

(2) ZANGWILL, W. - op. citado - pg.l1l58-162
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7

RELATORIOS DE SAIDA

Nas proximas paginas, encontram-se os relatérios emi

tidos pelo computador,

sob comando do programa contido no ane

xo 2. Estes relatorios se referem a solugao do problema apre

sentado no item 5.1 deste trabalho.
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0 GRADIENTE DO PTDE 91

Neste anexo esta contido o desenvolvimento matemati
co necessario para se obter o gradiente da fungao objetivo do

PTDE.

Deseja-se entao:

- M N L |
= 2 L Loy %35kt

3 X ik i=1 j=1 k=1

M L

R b VB Pk tlag + b 0B (Y
i=1 K=1

N

5 | e.VE, ey +(d,+e  F.(y.) (A4.1)
j=1] 33 373 37578

Desde que a derivada da soma € igual a soma das de
rivadas, pode-se entao, obter separadamente a derivada de cada
uma das parcelas aditivas da Fpncéo objetivo acima. Este pro

cedimento tem por finalidade simplificar e tornar mais com-

preensivel a obtengao do gradiente da fungdo em guestao.

; M N L
2 | =z 5 ) .. = g, .
axijk 121 j=1 k=1 ijJk iJk iJk
(A4.2)
3 M L
- T T b, VE., =0 . (A4.3)
*i5k ti=1 k=1 * :
3 M L .
) z z b., VY. = b, (A4.4)
9%y 5k ERET ! th ik ik




3 M L
) z (a +b, )G, (Y. )| =
ax;jk s=1 k=1 ik ik 14 ik
5 M L Yik
(a b., ) - b b} (v, -tlg. [(t)
ik ik 'axiJK io1 k=1 . ik ik dt
Yik
(a k+bik] gik(t)dt (A4.5)
0
3 N
W“"—' x e ., VE = 0 (A4-6]
ijk } j=1 J J
5 N
z ejyj = eJ (A4.7)
axijk j=1
r
s | N
D (dj + ej)Fj =
BxljK ij=1
Y.
N J
(dj*ej),aa z (V. -v)fj(v)dv| =
Xidk i=1/, J
Y.
J
(d. + e,) f.(v)dv (A4.8)
J J J
0
-‘;\‘_\
Através dos resultados encontrados em (A4.2), (A4.3),
(A4.4), (A4.5), (A4.8), (A4.7), e (A4.8) pode-se obter a
diente da fungao objetivo:
z
VZ(x)= (5ot e i) (A%.9)
111 X211 MNL

gra-
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onde:
Yik
S c,., ~b, +{a + b, ) g., (tldt -
X . . iJk ik ik ik ik
ijk
0
Y.
J
- e, +(d,+e.] £ (v)dv (A4.10)
. j i3 N
0

Portanto (A4.9) e (A4.10) estabelecem perfeltamen-

te o gradiente da fungao objetivo do PTDE.



