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RESUMO

Neste trabalho ê desenvolvida uma teoria não linear de 

cascas elásticas incorporando tanto não linearidades geométricas 

quanto físicas e sem usar a hipótese de Kirchhoff-Love.

As equações obtidas são formuladas em notação tenso

rial e se reduzem ãs de uso corrente,quando adotadas as mesmas 

hipóteses simplificativas encontradas na literatura específica.
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ABSTRACT

In this work a nonlinear theory o£ elastic shells is 

developed which incorporates both geometric and physical 

nonlinearities and which does not make use of the well known 

Love-Kirchhoff hypothesis. The resulting equations are formu 

lated in tensorial notation and are reduced to the ones of 

common use when the simplifying assumptions encountered in the 

especific littérature are taken.



CAPÍTULO 1

i n t r o d u ç ã o

Encontram-se na literatura grandes contribuições ao estudo 

de teoria não linear de cascas |2Z| , | ZSj , 1 281 , | 29 j , entretanto, 

a maioria destas trata apenas de não linearidades geométricas .

No estudo das cascas, grande número de investigações tem 

sido desenvolvido baseado na hipótese de Kirchhof£-Love, porem, 

uma vez feita esta hipótese, ficam subentendidos pequenos deslo 

camentos e pequenas deformações.

Para casca fina elástica, considerando grandes deslocamen 

tos. e pequenas deform’açôes, várias teorias para problemas de 

não linearidade geométrica foram desenvolvidas 141, 25

Introduzindo os tensores tensão resultantes de Euler e os 

tensores flexão definidos pela diferença entre os tensores da 

segunda forma fundamental da superfície de referência deformada

e indeformada, Sander 25 desenvolveu uma teoria nao linear de 

casca fina e indicou a existência de teorias que poderão ; ser 

formuladas fazendo-se varias aproximações. As equações de equi^ 

líbrio são obtidas como na teoria linear considerando vetores - 

base da superfície de referência indeformada, porem uma aproxi^ 

mação é feita para relação entre õ cisalhamento transversal e

14 também obteve resulmomentos fletores resultantes.. Koiter 

tados semelhantes considerando a hipótese de pequenas deforma 

ções e estado plano de tensão. Contudo, nestas investigações , 

as equações fundamentais são expressas com relação ao estado in 

deformado e o tensor tensão de Euler e os tensores - deformação



de Cauchy-Green são usados. Isto implica uma inconsistência 

quando se usa a hipótese de pequenas deformações do. ponto de 

vista da mecânica dos meios contínuos.

Por outro lado, usando tensores tensão Lagrangeano ,

Shrivastava 26 obteve as equações não lineares de equilíbrio - 

considerando a superfície de referência indeformada e assumindo 

a hipótese de Kirchhoff-Love. As aplicações práticas destas equa 

ções são muito limitadas devido ao fato de os tensores tensão 

Lagrangeano serem não simétricos.

Estas considerações, no tocante ãs definições do tensor 

tensão e do tensor deformação no desenvolvimento das equações 

fundamentais, assim como as relações constitutivas, deverão

ser tomadas' numa forma consistente do ponto de vista da mecand^ 

ca dos meios contínuos, quando se formulam as equações para a. 

teoria de cascas considerando grandes deslocamentos e grandes 

deformações.

Das teorias não lineares existentes para casca fina a mais 

consistente ê a de Naghdi 22 , uma vez que nela são considera
9

das as não linearidades geométricas e físicas, usando a formula 

ção Euleriana.

Para cas^cás em geral, Yokoo 32 | formulou iima teoria não 

linear,, onde as equações fundamentais são desenvolvidas consid£ 

rando a superfície de referência indeformada em termos dos ten 

sores deformação de Cauchy-Green e dos tensores tensão de

Kirchhoff. Uma vez tendo sido escolhida a formulação Lagrangea- 

na, a inconsistência da escolha é compensada porque as equações 

constitutivas não lineares são desenvolvidas.

Baseado no que foi exposto acima e^^tilizando a formula 

ção Euleriana, foi desenvolvida uma teoria não linear de cas



cas elásticas, incorporando tanto não linearidades geomêtricas- 

quanto físicas e sem usar a hipótese de Kirchhoff-Lpve.

Atrayês de relações cinemâticas entre as superfícies defór 

mada e indeformada, são expressos os tensores deformação em ter 

mos dos componentes dos deslocamentos.

Uma vez que os deslocamentos são desconhecidos, as equa 

ções de compatibilidade são obtidas fazendo-se uso do teorema 

de Riemann.

As equações de equilíbrio são obtidas pelo princípio dos 

trabalhos virtuais. As equações constitutivas não lineares são 

obtidas para cascas elásticas isotropicas, considerando a 'den 

sidade de energia de deformação como sendo uma função analítj^ 

ca.em termos das deformações.

Assim, esta ê uma teoria completa não linear de cascas 

incorporando tanto não linearidades geométricas quanto físi^ 

cas.

As equações obtidas se reduzem as equações da literatura 

fazendo as hipóteses simplificativas adotadas na mesma.

Neste trabalho, símbolos com asterísticos denotam grande_ 

zasi.referentes aoílestado deformado e usando a convenção tenso 

rial de soma; os índices latinos denotam o estado tridimensio - 

nal, ao passo que índices gregos indicam o estado bidimensional.

Nos apêndices são apresentados os quesitos básicos nece^ 

sários para a formulação do trabalho, bem como para o entendi^ 

mento do mesmo.



CAPr.TULO 2

PROPRIEDADES MÉTRICAS DAS’ CASCAS

Uma casca é definida como sendo um corpo elástico tr^ 

dimensional de volume V, delimitado por duas superfícies exter

nas, uma superior (s'*’) e outra inferior (s“) , distantes de uma 

superfície de referência s^, de eh", respectivamente, com a 

condição de que h^ - h ~ , denominada espessura da casca, seja m^ 

nor do que o menor dos raios de curvatura no ponto considerado. 

A posição do ponto P na superfície de referência indeformada é 

denotado por r^ e o ponto P* na deformada, por r*, como ilustra 

a figura 1 .1 .

Fig. 1.1
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; 0 vetor posição de um ponto Q numa superfície arbitrã 

ria e dado por:

7(9^.0^,0^) = r^(0^0^) + 0^ ?3(0^02) (2.1)

onde (0^) (i = 1,2,3) são coordena.das curvilíneas, e é o ve

tor unitário normal â superfície de referência indeformada e 0  ̂

a distância ao longo da normal.

Os vetores tangentes as linhas coordenadas são obti 

dos derivando-se a relação (2 .1 );

g = r^ + 0^ a, (2» 2)o , a 3, a .

(2,3)^3 = ^3

Substituindo-se a equação (B-2.21) em (2.2) resulta:

As componentes do tensor métrico são obtidas fazendo- 

se o produto interno de g^ por "ĝ , onde substituindo as equa

ções (B-.2,.14)jle(-B-:2 . 21) obtém-se

g = a = 0  .(2 .6 )^a3 a3

Observa-se que as componentes do tensor métrico acima



são totalmente determinadas pelas componentes dos dois tensores 

da superfície (métrica (a^^) e.tensor curvatura (b^^) )

0  elemento de volume, em termos das coordenadas curvj. 

líneas da superfície de referência s^, e da coordenada 0  ̂ e

dv = y de^ ds^ , dSp = /ã d0^ d0^ (2.7)

y = /g?a = 1 - 20^ H + ( 0 ^ ) ( 2 . 8 )

onde (u) ê dado por (B-3.10).

Da figura 2.1, o vetor posição do ponto Q*numasuperf^ 

cie arbitraria ê dado por:

r* = r*(0 ^,0 )̂ + 0  ̂ã|(0^,0^>. (2.9)

As componentes dos vetores base e do tensor métrico 

para o caso deformado são:

g. = a* + 0Î aí (2.10)

®Ô3 ’ ®a3 *''3o3’ *33 ° ®33 (2-12)

onde

•'■ijk = ® ' M j  “ (2.13)
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Nota-se a diferença entre as equações (2.2) a C2.6) 

e (2 .1 0 ) a (2 .1 2 ), tendo em vista que 1 , e que as compo -

nentes do tensor métrico não são determinadas somente pelas-coní 

ponentes da métrica e do tensor curvatura da superfície de refe 

rência deformada.



CAPÍTULO 3

RELAÇÃO DEFORMAÇÃO - DESLOCAMENTO

Jía formulação da mecânica do còntínüo, a configuração 

de um corpo solido ê descrita por um modelo matematico contínuo 

cujos pontos geométricos são indentificados com a posição das 

partículas materiais do corpo. Se o sistema de coordenadas 0 , 

0 ^, 0 ^, localiza um ponto Q do corpo num certo instante , e apos
*  ^

um intervalo de tempo o ponto se desloca , para Q , este sera
* 1  *2 *5definido pelo novo sistema de coordenadas 0  ,, 0  , 0  

Os sistemas de coordenadas 0^, 0^, 0^ e 0 ^ , 0 ^ , 0 podem ser 

curvilíneos e não necessariamente os mesmos (Fig.(3.1)), -porêm 

, ambos descrevem um espaço euclidiáno.

e«2



A variação da configuração do corpo c considerada ser 

contínua, e a transformação do ponto Q para Q* é suposta ser

"unívoca. . •
A equação de transformação pode ser escrita por

_■; *1 *9 *■7
0  ̂ = C© . © , e ) (3.1)

que possui uma íánica inversa:

0*^ = 0*^(0^, 0 ^, 0 ^), (3.2)

para cada ponto do corpo.

As funções 0^ (0*^, 0*^, o''̂ ) e 0 "^ (0^, 0 ^, 0 )̂ 

devem ser contínuas e diferenciáveis.

Se Q^, Q 2 Q 3  são três pontos formando um triângulo 

na configuração original, e se eles se'transformarem em Qi*» 

Q 2 *, Qj* na configuração deformada, a variação da área e dos ân 

gulos do triângulo ê completamente determinada se for conhecida 

a variação do comprimento dos lados.
Similarmente , se a variação do comprimento para todo 

e qualquer par de pontos do corpo é conhecida , .a nova con

figuração do corpo pode ser definida, a descrição da variação 

da distância entre dois pontos do corpo ê a chave da análise da

deformação. Cònsidere-se um elemento de linha infinitesimal co-
1 2 3 - 1 1nectando o ponto Q (0 , 0 , 0 ) a um ponto vizinho (0 +d0 /

2 2 3 3
0  +d0  , 0  +d0  ). 0  quadrado do comprimento (ds ) de na sua 

configuração inicial ê dado por

, ds^= g.j d0^d0^ (3.3)

onde gĵ j ê o tensor métrico euclidiano calculado no ponto Q pa-

: 9
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ra o sistema de coordenadas 0 .̂

Quando Q e Q̂  ̂ se deslocam para os pontos Q* (0*^ ,
*? * *1 * 1 * 9  > * 9  *7. *Xe ^  Q-^) e Q^* (0. + de \  0‘  ̂ + d0'^ , 0-^ + d0-^). respecta 

vãmente, o quadrado do comprimento (ds*) do novo elemento Q*Q^*

ds*^ = g^d0^*d0^* (3.4)

onde é o tensor métrico para sistemas Q*\

As equações (3.3) e (3.4), podem ser escritas por

ds*2 = ^ d 0 ^  dO"" (3.6)
30^ a©"'

A diferença entre os quadrados dos comprimentos dos 
elementos pode ser escrita como

ds * 2  . ds 2 = C g \  ^  - gi.)d0  ̂ d0 j
P 30^ 30J .

(3.7)
ou

* 2  _ .^2 _ _ 90^ 90P- ds^ = (g," - g -  ^ . ) d 0 *i d 0 *^IJ Kp gQ*l

(3,8)

Definindo os tensores

®lj " 2 (8kp jgj - 8lj) (Î-S)
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, •  = 1 f„* .  „ ISÍÍ s e f  1 f 3  101®ij 2 ®kp j e M  gg.j)

e substituindo em (3.7) e (3.8) resulta:

ds*^ - ds^ = 2e^jd0^d0^ (3.11)

ds*^ - ds^ = 2et^ d0^ d©^ (3.12)

0 tensor deformação foi introduzido por Green e

St Venant, e ê chamado tensor deformação de Green. 0 tensor de

formação foi introduzido por Cauchy para deformações infini^ 

tesimais e por Almansi e Hamel para deformação finitas, sendo 

■chamado tensor deformação de Almansi. Como para a formulação do 

trabalho foi escolhido um sistema convectivo, o mais conveniente
~ *i i 80*^ Xpara estudo de grandes deformações, entao 0 ' = 0  , — r— = °ki, 

^i 30^
•2— -• =  ̂ e as equações (3.9) e (3.10) se reduzem a
30 Ic

-gij). C3.13)

Portanto, definindo o vetor deslocamento, que determina o vetor 

posição r*, por

V = V° + 0^V^ , (3.Í4)

onde

v° = r; - (3.15)
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= a* - a j  ( 3 . 1 6 )

e de acordo com as equações (B-2.6), (2.13), (3.15)e (3.16) t-em-se

a * = a a - V ° ^  (3.17)

a * 3  = 2ã3.V^ + V^.V^ + a^^ (3.20)

*^3a3 *^36a

- ã  .V°« - b^ ? .v°- + V° .v\ + 
a y ,e 3 y ,a  ,a ,3

■ia *^331 - -l-e ‘ '’a *

* V^B-''ía " »S »„6^ C3.22)

*r3a3 = ' '’S

Com as expressões (2.11) a (2.12) e (3.18) a (3.23) 

substituídas em (3.13), obtém-se

=ae ' ''«6 * '=a6 <=«6 (6^)^ - C3.24)



onde

=0.3 = ® a 3  * oli

.13

( 3.25)

(S.26)

(3.27)

(3.28)

= — f*r^ *r - h "ï a3 2 3a , 3Bi a u3 (3.29)

®^3 " 2 ^*^3ct3^ (3-. 30)
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CAPITULO 4

EQUAÇÕES DE COMPATIBILIDADE

Em três dimensões o tensor deformação (3.13) tem seis 

componentes que são expressas pelas três componentes do vetor 

deslocamento. As equações (3.13), podem ser visualizadas como 

sendo um sistema simultâneo de seis equações diferenciais par - 

. ciais, para a determinação das três componentes do vetor desloca 

mento, que são prescritas pelos- tensores - deformação. Evidente

mente, se a solução deste sistema existe, as componentes dos ten 

sores deformação poderão ser especificadas arbitrariamente. Po

rem, para assegurar* a integrabilidade deste sistema, ê necessá - 

rio impor certas restrições nas escolhas das equações resultan

tes de (3.13). Estas condições foram deduzidas e a prova de que 

são necessárias e suficientes foi feita por "B. Saint Venant em 

.1860” , para equação linear da elasticidade \ll\ . Estas condições 

de integrabilidade, ou compatibilidade, podem ser deduzidas para 

o caso geral. Se, contudo, os tensores-deformação forem selecio

nados com as componentes independentes do deslocamento do corpo, 

então as equações de compatibilidade fazem parte do conjunto de 

€q_uações que. devem ser. satisfeitas .

Um caminho obvio para obtenção das equações de compati 

bilidade, consiste na eliminação das três componentes dos desloca

mentos das seis equações de (3.13) por diferenciação parcial e com 

binações das mesmas. Este método, contudo, é muito tedioso; um ou 

tro método alternativo é fazer uso do Teorema de Riemann 7
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"Para qus um tensor simétrico seja um 
tensor métrico do espaço euclidiano, é 
necessário e suficiente que o tensor s£ 
ja não - singular, positivo - definido 
e que o tensor de Riemann - Christoffel 

formadp por este seja identica
mente nulo" .

Tem-se de (A-4.13), quando este tensor é identicamente 

nulo, a ordem de diferenciação covariante dos tensores que lhe de

ram origem, é indiferente. Por definição de (A-4.14), a ex

pressão do símbolo de Riemann - Christoffel ê:

^ijkí ,  ” ^jJÍi ,k ~ ^ j k i , £  *  ̂ ^^i£n ^jnm " ^ikn ^j£m^ ’

(4.1)

onde (r^^) e (T̂ ^̂ ĵ )̂ são símbolos de Christoffel de segunda e pr^ 

meira espécie, respectivamente, dados por (A-4.3) e (A-4.4).

Ambos tensores deformação, o de Green e o de Cauchy, 

são tensores positivo - definidos em um espaço euclidiano tri-dj^ 

mensional, e de (4.1) resulta

onde os subscritos (TG) e (TC) representam os símbolos de Riemann- 

Christoffel formados pelos tensores de Green e Cauchy, respecti

vamente.

Em um espaço tridimensional apenas seis das oitenta 

e uma componentes do tensor são algebricamente indepen -

dentes e a equação (4.2) constitui a equação de compatibilidade 

para os tensores deformação de Green e Cauchy, respectivamente. 

Como foi adotado um sistema convectivo, os tensores de Green e

/ , ■



Cauchy sc confundem e de (4.2) resulta:

R i j M  = 0  . í-l-S)

Rijki “ 0 ■ (4.4)

16

cujas expressões sao:

^ijki. ^jkm îil ' ^jilm fik ’

^Ijkit =*^j£i,k -*^jki,£ • C4 .6)

^ijk ~ ^ ^^ikj ^jk,i “ ,k^ ^ij " ^ (4.7)

0  tensor métrico do sis'tema deformado é expresso em 

termos do tensor deformação e do tensor métrico do estado inde - 

formado por

g*i3 = - g'' C4.8)

g-j = ♦2e.. + (4.9)

Utilizando-se as equações (4.7) e (4.9) para calcular 

símbolos de Christoffel no estado deformado, tem-se:

fjni ■ f j U  * "Ji.í * "U,j - ^JH.i

^jki “ ^jki ^ji.k ^ki,j ■ ^jk,i (4.11)
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Os símbolos de Christoffel de segunda espécie são cal

culados a partir de (4.7) e (4,8) resultando:

Multiplicando-se C4.ll) por (4.12) e fazendo a troca 
de índices, obtém-se:

-2g gP £sr^^i£p ^ip,i ^S-p,i " ®ifi-,pV ̂ ^jkm *

* ^jm,k * ^km,j " ^jk,m^ * ^ ^^^ip,£ * ^í-p,i

^i£,p^ ^^jkm ^ ^jm.k * ^km,j " ^jk,m^ (4*13)

Substituindo a equação (4.13) e as derivadas de (4.10) 

e (4.11) com relação a k e £, respectivamente, na equação (4.6) 

e fazendo uso das.relações (4.3) e (4.4), obtém-se

^^jk,ií, ^í,i,jk " ^jí,,ik " ^ki,j£^ ^iH^^jm.k
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^£ip,}^ ^  ^kP.i '  ^ik.p^^" S ^sr *

‘ (Tjkm ^jm,k ’*' ^km,j " ^jk,m^ " •

^^ip,£ * ^í.p,i " ^ií-.p^^"^ ^ ^^^ip,í. * ^íp,i 

EÍ£,p^ ^rjkm ~ £jm,k * ^km,j ~ ” S ^^^ip,k

(4.14)

• A equação (4.14), juntamente com a identidade de Bian-

chi l7  I

constituem a equação de compatibilidade para os tensores da su

perfície, onde (;) denota diferenciação covariante.
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CAPÍTULO 5

EQUAÇÕES DE EQUILÍBRIO

Para se obter as equações de equilíbrio utiliza-se o 

princípio variacional do trabalho virtual por dois motivos:

a) Quando se utiliza o princípio variacional para ob-, 

ter as equações de equilíbrio, automaticamente se 

obtêm as condições de contorno associadas

b) As equações obtidas são mais claras e compactas.

Princípio dos Trabalhos Virtuais

Um corpo em equilíbrio 

estático sob ação de forças de 

corpo e de superfície esta represen 

tado na Fig. 5.1.
A superfície de contor 

no S é constituida de

duas partes e S^, com as s e 

guintes condições de contorno: Fig. 5.1 •

sobre S^: são prescritas as for-ças

sobre S^: são prescritos os deslocamentos u^

Para se obter a equação ‘de equilíbrio para um elemento 

de um corpo deformado, pelo princípio variacional , considera-se 

uma classe de deslocamentos arbitrãrios Uj|̂ + õu^ consistente
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com as vinculações impostas ao corpo. Assim, d e v e r á ’anular-

se sobre S^, porem ê arbitrário sobre S^. Outra restxi'ção^‘ sobre

fiuĵ ê de ser tri-diferenciavel e de ordem de magnitude tãl que,o 

material permaneça elástico. Os deslocamentos arbitrários 6u. 

são chamados deslocamentos virtuais . Considerando o equilibjio.. esta 

tico, o trabalho virtual para um corpo deformado, sujeitç^a fò̂ r- 

ças por unidade de volume e forças‘T^ por unidade-de^^^'^rea^ ê:

dv +
V .

ds ; (5.1)

■̂ i iisubstituindo T = a  ̂ e usando o teorema de Gauss, tem-se:

6u^ dv + ViT-" ôu^ ds

B 6u^ dv +
v

Vj ôu^ ds .

B, ôu^ dv + (a^^ 6u.) . dv i » J

(B^ + o ^ h  ôu. dv + « j ^
V

CJ^^(ÔU.) . dv, j- » j
v

(5.2)

Considerando-se a variação da deformação cinematicamen 

te compatível (6e^^), tem-se
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C6 U . ) j  - ô(u.^j) - 6 (e.j + w.^) = 6 e.j + ôw.^ . (5.3)

Como o. tensor rotação (ŵ ^̂ j) ê anti-simetrico e o tensor 

tensão simétrico, sví^^ = 0 , e conclui-se que

a ij (6 u p _ .  = oij 6 e . (5.4)

De acordo com (5.4) a equação (5.2) torna-se

B 6 u^ dv + 1T ÔUj ds

(a^^ + B^) ôu- dv + «J 1 dv . (5.5)

Impondo-se a condição de equilíbrio estático, isto si£

nifica que:
ia) As cargas externas B e T são tais, que existe o

equilíbrio total para o corpo do ponto de vista da
 ̂ i vimecanica dos corpos rígidos. Diz-se que B e T são

estaticamente compatíveis e, consequentemente,

b) em qualquer ponto do corpo + B = 0 e o primei»J . “
ro termo do lado. direito da equação (5.5) se anula. 

A equação resultante é a seguinte:

B^ ÔUjî dv + T 6 u^ ds =

V s

(5.6)
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Este c o princípio do trabalho virtual para um corpo 

deformavcl. Contudo, outra maneira de visualizar esta equação e 

considerar o lado esquerdo como trabalho virtual externo e o la

do direito, trabalho virtual interno. A relação acima é uma equa
vi i

ção na forma integral para desconhecida, assumindo T e  B

conhecidos e 6 û  ̂ e escolhidos, mas compatíveis com as

condições de contorno forçadas. Outro fato também significativo 

ê que a relação matemática (5.6) é independente de qualquer lei 

constitutiva utilizada para todos materiais sem limitações de 

pequenas deformações ou rotações. Portanto, o trabalho virtual 

das forças internas para um elemento de casca ê

TVI = dv* (5.7)

onde ,0 ^̂  é o tensor tensão simétrico e ê o tensor deformação

e V* denota o volume do corpo deformado. A equação (5.7) pode ser 

reescrita como

TVI = (o“  ̂ dv* (5 .8 )

V*

Introduzindo as equações (3.24) a (3.26) em (5.2) e 

levando-se em conta as equações (3.15) e (3.16) , obtém-se

TVI = {N

So

3,a ’ 3,6
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(3.9)

onde Sq ê a área da superfície de referencia deformada  ̂ sendo 
usada a seguinte notação

Na$ _
h-̂

-h
y* de^ .

Ma 3 _ VI* 0 ^ d0 ^ .
-h’

Ba3 _ y* (0 ^ ) 2  d0  ̂ .
-h

'Ot y* o“ 3 de^ .

-h

A«

-h'
y* 0  ̂ d0  ̂ ,
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P3 = a: M' (5.10)
-h‘

0  trabalho virtual das cargas atuantes nas superfícies 

externas, T , e o das forças associadas às condições de contorno, 

T^, (Fig. 5.2), são respectivamente:

TVE = e T (ô V° + 0^ 6  i*)^ ds* ,3^e (5.11)

TVEc = T^(ô V° + 0^ ô ds* . (5.12)

^b

onde os subscritos (e) e (c)se referem ã superfície exterior e 
ao contorno, respectivamente.



A expressão (5.11) pode ser transformada para superfí

cie de referência:
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TVE„ = K  -  r. TrO . .3,Tg ( 6  V° + ' 6 dso (5.13)

’o

Denotando por n o vetor normal unitário a s * e por C o contorno 

da superfície de referência, a equação (5.12) ê reescrita:

TVE^ = T (Ô V° + 0^ 6 a*)(n.(a* X a*)). a.^ 3.
c*. *7 .a 3'

0 -
dC

Pelo princípio dos trabalhos virtuais tem-se

(5.14)

TVI = TVE = TVE^ + TVE^
6  C (5.15)

em que não foi imposta nenhuma condição de vínculo. Todas

as variações estaticamente admissíveis que aparecem nesta expres 

são independentes. Das equações (5.9) a (5.15), obtém-se as
equações de equilíbrio

* S“ ã5).„ - /gJ7a* V “

(5.16)

+ V° ) + a* + a'•a ,a-̂  3,a ^ *

- p-" + / g U ^  T^ 0^ = 0 (5.17).a o ,a



onde (;) denota diferenciação covariante no estado deformação e 

ambas equações possuem somente tres componentes não nulas.

Condições de contorno
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As condições de contorno associadas com as

(5.16) e (5.17) são, respectivamente..

equações

Te l" -Cã;  X ã | ) }  d05

0 '

ou V° prescrito (5.18)

d0
a

Tc 6  n.(a* x a*),
. 3 dC

d0 -

ou a| prescrito. (5.19)

onde são as componentes do vetor unitário normal â super 

ficíe de borda na superfície de referencia s* .
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CAPÏTULO 6

EQUAÇÕES CONSTITUTIVAS . .

Quando diferentes corpos de mesma geometria são :;S-Ub 

metidos ão mesmo esforço externo, as respostas observadas quanto 

ãs tensões e deformações devido a aplicação do esforço, são

geralmente diferentes. A diferença nas respostas dos corpos é

devida a constituição interna dos materiais dos corpos.
Do ponto de vista do contínuo, a teoria das equações 

constitutivas, possibilita,, devido a certos princípios básicos , 

(por exemplo. Princípio da Entropia, Conservação da Massa ,

Conservação da Energia, etc), validos para todos materiais inde 

pendentemente de suas constituições, desenvolver equações que 

refletem os efeitos das estruturas de diferentes materiais

quando submetidos a um esforço externo.
A teoria ê feita introduzindo-se modelos apropriados 

para a classe particular do fenômeno pesquisado. Todos estes

modelos deverão sastifazer certas regras e requirementos de

invariância existentes. Depois destes requirementos introduzidos 

, as equações permanecem em função de coeficientes constitutivos 

que são determinados experimentalmente ou pela teoria molecular.

Neste capítulo, assumindo uma função densidade de

energia para um corpo elástico isotropico, são deduzidas as

equações constitutivas não linear, em função dos invariantes de 

deformação e coeficientes constitutivos.



Equações constitutivas de um solido elástico isotropi- 

CO

De acordo com a teoria do estado natural, um corpo per 

feitamente elástico e isotropico possui uma função densidade de 

energia da seguinte forma |7,| |23

$ = $(0 \  I2 , I3 ) , (6 .1 )

onde: 0^(i = 1,2,3) são coordenadas referidas a um certo sistema 

de referência e Iĵ (i = 1,2,3) são os invariantes de deformação

definidos por :

I2  - |(k 2 -K 2 ), 1 3  = i(K^-3K3^K2+2K3), (6 .2 )

■ .. 28

onde

(6.3)

* ■ 3 g g g ^ij^pk^qr

•. «
A relação tensão-deformação entre o tensor 0 ^^ e o ten 

sor deformação ê obtida da seguinte forma:

f-— —  , onde p = p/^, p= densidade (6.4)
Po

A equação (6.4) foi introduzida por Boussinesq (1870, 

1872). Derivando parcialmente a relação (6.1)
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9<î>  ̂ + _li_ ^ ^ 2  , - 3«î> ^^3 3 ^
3e.. 3lj 3e. . 312 Sc-ij

Usando as expressões (6.2) para os invariantes, tem-se

3ll ,  .

—  = ( 6 . 6 )

^  - g"'’ g”  -PC (6.7)
3£ij

- (g'P g"" e , e )pk qr

consequentemente

(g‘Pg^‘’g’'^i:pkeqr)J

onde

(6 .8)

^  t 4  (Il g^^ - g ‘P g”  cp^) -

^ _ 9i> r _ 9‘I> ri _ 3<î> ■,n̂
^ 1  “ ÏÏY ’ 2  TTJ ’ ^3 “ 3YJ • (6 .1 0 )

A expressão (6.4) pode ser reescrita na seguinte forma

/
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Po Po

., giPgjqepq) C3Cl2g*í - Ijíg^P ĝ '* epq)+ C6.ll) 

>  (g^P ĝ '' ep, e^^))

Considerando $ como uma função analítica em termos das 

deformações, ela pode ser expressa como uma série de potências 

em termos dos três invariantes I^, I2 . I3 . Como foi suposta a

existência de uma função densidade de energia de deformação $ , 

analítica, tem-se que

^2^ .2. gC. 3C.
_ U L  = __L l _  m, í_i = — 2ou — ^ (6 .1 2 )

a i j  3i i

Como os coeficientes C^ podem ser expressos em serie de 

potências dos invariantes de deformação, então C^ pode ser escr^ 

to na forma |29|:

f — — n tY /■tí 1 7  ̂
3 " ãY“ ^TIVY ^1 ^2 ^3 ’ (6.13)

oíide T,W,Y = 0,1,2,..., e a sbmá dos índices fica subentendida 

como sendo aquela que não aparece repetida.

Com Cj dado por (6.13) e usando (6.12), tem-se

3Ct ac^ T W - I V
= 7 ^  = 4 k y  H  i" H



e integrando resulta
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^ _ W ^ tT tW-1 rY+1 .r. .T tW
^2 " Y + 1 TWY ^1 ^2 ^3 ^TW ^1 ^2 (6.15)

onde o segundo termo do lado direito da equação representa uma 

função arbitraria de integração. Similarmente, com o resultado

(6.15) e usando a relação (6.12) tem-se:

 ̂^   ̂ TW p T-1 ^W-1 ,Y+1  ̂
81. ■ 81 " Y - 1 ™ Y  h  ^2 ^3

e integrando obtem-se

^1 Y + 1 ™ Y  h  ^2 ^3 w + 1 TW 4  ^2

onde 0 terceiro termo do lado direito representa uma função arbi^ 

traria de integração.

Com base em (6.13), (6.15) e (6.17) o tensor tensão 

(6.4) ê novamente reescrito como:

P tT, ij ^  r W ^ ■ T tW-1 yY+1 ^ 
T ^1^2 T̂IVY ^1 ^2 ^3
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;.pk qr-

As equações constitutivas das tensões resultantes .■ é 

obtida substituindo a equação (6.18) em (5.10).



CAPITULO 7

!53

PARTICULARIZAÇAO DAS EQUAÇÕES

Este capítulo compara as equações obtidas do texto com 

as equações da literatura, adotando as suas respectivas hipóte

ses. Dentro do contexto do capítulo são feitas as hipóteses e as 

descrições das equações obtidas pelos autores, de uma maneira 

comparativa.

7.1. - Propriedades Métricas e Relação Deformação-Des

locamento

JONES |24

Em seu trabalho |24| JONES utilizou a hipótese simpli 

ficativa de Kirchhoff-Love,,isto ê:

= 1 , ã| . ã* = 0

ãj • ^3 “  ̂ ’ ã3 . ãa “ ® 

e conseqüentemente

83a = 0 • 83a “ "

o que implica na nulidade das equações (3.25). e (3.26) e o ten

sor deformação é dado apenas por (3.24), isto é

^ae " ®aB * ^



34

onde

Como a^ e unitário, implica que

^3a3 ~ ^3,a ‘ ^3 " ”^«3 ’ ^333 “ °

*r“ = -h*“ *r^ = n ^33 3 ’ ^3a ° ’

que levadas, em conta nas equações anteriores, resultam

A equação acima e idêntica ã equação (13) utilizada 

pela referência

ALVES |l

Utilizou a hipótese de Kirchhoff-Love, o que reduz as 

equações do texto ã equação (7.1), considerando apenas termos 

lineares. Como a referência 11 1 não usa notação.tensorial e

necessário o desenvolvimento da equação (7.1) para efeito ’ de 

comparação.



Das equações (3.1.4) e (3.15), tem-se

. r* = r + V . -;(7.'2)

(7.3)

V = v° -f v’- (7.4)

6  do apêndice B, o vetor deslocamento (7,4) é escrito como

V = v^ (7,5)

Derivando-se o vetor posição (7,2), resulta
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que levado em conta em (3,13), fornece

Considerando a hipótese de Kirchhoff-Love, as componen 

tes de (7.6), e £ 3 ^̂, são nulas, e das equações (7,6) e

(A-4,8), obtém-se

e - = i  (V , - V. + v^ - b„ r.^) (7.7)
cxi> 2  3 . a3 3,a 3 3a

e como a conservação da normal é assegurada,•resulta

v , + v ^  = 2 v r ^ ^  (7.8)a,3 3,(x 3 3a



Uma vez que a casca e delgada e não há tensão na

direção do vetor base g^ » o comprimento da normal não varia du

rante a deformação, então
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V 3  = v° = w

Quando a equação (7.7) ê aplicada para a superfície de 

referência, pode-se introduzir o tensor curvatura, isto ê

v ° , + w = - 2 v „ b ^  (7.9)a,3 ,a 3 a

Da equação (7.3), tem-se

r* V = r_ , + v°, 0,3 0,3 ,3

e fazendo

v° = u a“ + u, a^ a 3

e usando as equações (A-4.8) e (B-2.19), resulta

Uma vez que u^ = w e não depende de 0 ,̂ tem-se

•e devido a equação (7.9), a equação acima pode ser reescrita em 

forma alternativa como,

- ãj = -("'.c. “ y '’a'
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Ambos os vetores e a^ são unitários e a diferença er 
tre eles e o ângulo de rotação da normal.

Os vetores no plano tangente â superfície são dadas 

por (3.17) e quando utilizadas as relações (A-4.8), (B-2.17)’ e 
(B-2.19), resultam em

(7.11)

* (’'.a " “n ’’Sí

Fazendo-se o produto interno de por ãg e substi - 
tuindo no primeiro termo da equação (7.1), obtém-se

(7.12)

onde

u = u - u r? 13 ’ 01 e »a A 6 a ^

Diferenciando a equação (7.10), tem-se

*3.a = ■^S.a - * “n bj).,.

“ (w; ; + u br*)
» A ri A a

e da equação (B-2.14)

/



onde

= > > « 8  * “ '’■yel K  *

* “ iBa («x'beJ;«

Uma vez substituídos b*^ em (7.1), resulta

'a 3

* “ ;Ba * C“x

38

(7.14)

^;a3 =.^,a3 ‘ ^,X ^a 3
(7.15)

Como a re.ferência 1 ê dada em notação física, é ne

cessário transformar as equações para•componentes físicas, Das 

equações (A-3,6), (A-3,7), (A-3,13) e (A-3,16), tem-se

g"" = ^^ii^” Csistema ortogonal)

que levadas em conta’em (7.12) e (7.14), resultam

(1  ̂ (2 ) 1  u,i u*̂ w b-
(11) /ã 11 * ^ ® 2 7 11
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e
- 2  b rl 2  b1  _ - 2  u i

.

*  ’’i i g  H. ’’1 2 ;!
’̂ ^ 1 1  * ^ ^ 2 2

o  T. C2 ) „ 1

 ̂ ^ 1 2  ^ . 1   ̂ ^ , 1  ̂ 1 1

* ^ ^ 2 2  * ^ ^ 1 1

+ " " , 2  ^ f íli + ^  'i _ L l l
/ ^  aii a 2 2  »/i^

As equações acima correspondem as equações (3.45) e 

(3.24), respectivamente^ utilizadas pela referência |l|

7.2 - Equação de Compatibilidade

YAMAMOTO' 31

As equações (4.14) e (4.15) do trabalho, são as equações 

(8 ) da referência, que entretanto, não as desenvolve em termos 

dos tensores deformação.
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KOITER 14

Para se obter a equação dada pelo autor a partir das 

equações (4.14) e (4.15) ê necessário que se faça os seguintes 

comentários: 0  autor, para obter a equação de compatibilidade 

baseou-se no estudo da geometria diferencial. Deste estudo, con
^ _* *1 O

cluiu que a existencia do vetor posição r ( 0  , 0  ) ê garantido

se os tensores fundamentais (a*„ e b*„ ) satisfizerem a equa
a 3  a 3  —

ção de Gauss e Codazzi. Como estes tensores (a*„ e b* ) sãoa3 a 3

determinados pelos tensores fundamentais (a e b ) da sunerfí
a 3  a 3  —

cie indeformada e por dois tensores deformação (e°„ e ), as
^  ̂ a 3  a 3

equações de Gauss e Codazzi, são tomadas como equações de compa 

tibilidade. -

Isto corresponde a nada mais do que, ao inves de se 

considerar o espaço tridimensional Euclidiano, considerar-se o 

espaço bi-dimensional não Euclidiano, que ê a superfície de refe 

rência. Como o símbolo de Riemann-Christoffel represe'nta a curva 

tura do çspaço, a equação (4.14) ê igual ã curvatura gaussiana , 

e a equação (4.15) implica a equação de Codazzi.

Potanto, a equação de Gauss para superfície deforma
da ê

= i ê*^“ ê*“® Rf „
4  Xay 3

onde K* ê a curvatura gaussiana da superfície deformada.
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como
12 21n~jT *«3 _ »03 _ r—  *a3  „12_ ^21 , , ,✓a* e . = e = /a e , e = -e =1 . (7.17)

a equação de Gauss anterior acima tem a forma alternativa:

4

Uma equação de çompatibilidade é obtida subtraindo a 

equação de Gauss da superfície indeformada da correspondente ã 

deformada.

1 ÂC. - vi [R. R 5 , Sl K‘ - K
^ '■ Xay3 Xau3-̂

= 1  ^X3 ^ +b,^b )^ Xy a3 X3 ay ..Xy ag X3 ay

(7.19)
Definindo o tensor deformação por

resulta, para a equação (7.19), a seguinte expressão:
T •Xa •y3 1 i 1 1

—  K*-K= ^ (b,. é-̂  + b, e . ^(7.20)
^ 2  ̂ X3 ay Xy a3  X3 ayj  ^

a*

Os símbolos de Riemann-Christoffel são:

^Xay3 ~ ^a 3 X ,y ^ayX,3 * ^ ^^X3n ^ayy ^Xyn
(7.21)
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Analogamente para a superfície deformada

D * = * r _ * r '■ + n * V n r * r ■ * ra3X,y ayX.ß ^ Xßn ayy

, -‘■'xpn '■'cSt’ - ' a -22)

onde os símbolos de Cristoffel são

■■aSY “ |c ) (7.23)

* r ■■ V \) * raß = a*^'’ aßY (7.24)

0  ..tensor métrico do sistema deformado ê expresso em termos 

do tensor métrico do estado indeformado por

a * “ 8  - 2  a“  ̂ ae” + a“» (7 .2 5 )

e

a* = + 2  e° + a (7.26)ag ^a 6 a 3

Utilizando-se as equações (7.23) e (7.26) para calcular os 

símbolos de Christoffel no estado deformado, tem-se

* r - r + ® ® ®a3X ~ a3X ^aX,B ^3X,o " ^a3,X (7.27)

Os símbolos de Christoffel de segunda espécie sãõ calcula - 

dos a partir de (7.24) e (7.27) considerando apenas termos linea 

res resultando:

a 3  = a 3  ^ a n , 3  n3. ,  ot a 3 ,  n

-2 aY^ a^Ç pO r - (7.28)
X ç a 3 n



Utilizando-se as equações (7.23) a (7.28) em (7.21) e (7.22), 

obtem-se a senguintes aproximações
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1  ,e e ( Rr o “ R, o ) e e ( e _ , , +Xay3 Xay3 »3 Xy

Da equação de Gauss utilizada em (7.16) e das propriedades de 

(simetria, anti-simetria) do tensor > o termo -finál

da equação (7.29) toma a forma alternativa:

Substituindo (7.30) em . (7.29) e o resultado ê levado em conta 

nas equações (7.19) e (7.20), resultando na seguinte equação 

de compatibilidade:

• Xoi.y3 o x v  Oci  ̂ . X c t . y B r u  1 j.e e e. - +K.-e: = l e  e ( b  e. . +
X3,oty ,a 2 >ay X3

+ b ^   ̂ S
X6  «M ^ (7.31)

As duas equações adicionais de compatibilidade são de

rivadas da equação de Codazzi, que e

*  *

^a3’M ^ay’3

onde
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Outra forma alternativa de se escrever a equação de Codazzi ê

Substituindo-se a expressão (7.28) em (7.32) e fazendo-se o

uso da continuidade da superfície de referência indeformada
1  .
'aB-e da definição do tensor curvatura (e^ ), obtêm-se

 ̂ 3  ̂ 3 ^  3 ari,y T̂Íy,ct ^ay,n
(7.33)

As equações (7.31) e. (7.33) são as equações de compa

tibilidade usadas pela referência 14



7.3 - Equações de Equilíbrio

SANDERS |2S| , LEONARD |16|

Estes autores utilizaram as seguintes hipõteses:
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ãí = a*3 = N* , N* . a„ = 0 , N* . N = .1ct

_ o 1

a3 ®a 3  ®a3

Das equações (3.17),, juntamente com as relações acima, 

quando levadas em conta em (5.16) e (5.17), resulta;

J; * . S“ ã * 3 j * / i ^ a *  Te = 0

I M^“ í ; | . 3  - S“ ã* * / Z / a *  Te:e^ = 0- (7.35)

Ambos os autores definem

Na3 = - b*“ y

que quando empregada em ’(7.34) e (7.35) resulta

(n“® - b * 8  M^“); - s“ b*® ♦ T® = 0  , (7.36)



/g*/a* Te = T® a* *

/  g^/a* Te 0   ̂ ãp + a'

46

s“ . + (n“® - b*® m''“) b* + = 0 ,;a (7.37)

(7.38)

As equações (7.34) a (7.38) são as equações de equilí

brio utilizadas pelas referências t2 S| e |l6 ) .



7.4 - Equações Constitutivas

NAGHDI 1221 - ' -

0  autor usou a mesma formulação do texto, exceto o de

senvolvimento em termos dos invariantes.

YOKOO |32l

Este utilizou 0  mesmo desenvolvimento, somente que pa

ra a equação (6.4) usou a equação que relaciona o tensor tensão

de Kirchhoff com o.tensor de Cauchy - Green, atribuido por Cos- 

serat j 7 | .

EPSTEIN I 8  I I 9

Para obter a equação linear utilizada pelo autor, faz- 

se a seguinte linearização da equação (6 .1 0 ):

47

C, = = X + 2G - a(3X + 2G) (T - T„) -- (7.39)

C, " -Íi- = 0 (7.41)
» 3

onde X e G sao as constantes de .Lamé e modulo de cisalhamento, 

respectivamente, e a é o coeficiente de expansão térmico.

Das equações (7.39) a (7.40) resulta



<1 - ll - 2G I 2  - a(3X + 2G) (T - T^) (7.42)

48

Substituindo-se as equações (6 .3 ) em (7.42), tem-se:

- a( 3 X + 2G) e^. (T - T^)
(7.43)

e utilizando-se o modulo de Young e a razão de Poisson, dados 

por

t: _ (3X + 2G)
“ T T l “

V =
2(X + G)

a equação (7.43) torna-se

í = ----S---  (giP gj'i - gi“ gjP * g^j gP'').
4 ( 1 +  v) 1  - 2v

(7.44)

Portanto, a relação tensão deformação é obtida substi

tuindo-se (7.44) em (6.4) resultando:
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aij = -P_ 3 Í _  = { ( _ L _  „mq ^
pQ pQ 4(l+v)

„£q mp . 2v „í.m pq E .g g + ----  g g^^ ) e„n, -------- “ (T-T^)
l-2 v 1  + 2 v o

(7.45)

e fazendo-se

Eijpí = _ 1 _  (gip gjq . giq gjp . ^  gij gpq,
2 C1 +V) l- 2 v

ctij = _£15_ gij
l-2 v

p = Pq caso linear

a equação (7 .4 5 ) é reescrita da forma

= £ÍjP^ spq - aij CT - T^) (7.46)

A equação (7.46) e a equação•constitutiva empregada nas equações 

das tensões resultantesj pelas referências Sj e |9|
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NAGHDI |20 I, KOITUR jl4l

De acordo com as equações Vistas no caso anterior, a 

função.densidade de energia linear para um material elástico tem 

a forma:

Se um corpo elástico ê simétrico com respeito a uma 

superfície 9^ = 0 , então a transformação 0  ̂ = - 0 ,̂ 0  ̂ = 0 ^,

0  ̂ = 0 ,̂ não altera a função densidade, isto ê, 4> (0 ^,0 ^,0 )̂ =

= (í. Cê\ 0 ^  0 ^).

Portanto, tem-se que:

e a equação (7.47) torna-se

4, = i e . e + c2 a3 yn 33 yn

2 £ e + i p3333 2 _ fT - T 1
 ̂ ^ ^a3 ^33  ̂ 2 33 “ ^«3 ^o^

■ =33 (T - T^) (7.48)

Levando a relação (7.48) em (7.46), tem-se:

o“ S = e t e „  - a“ <* (T - T ) í?-«)yt] -j-j 0



51

^33 ^ g33Yn + g3333 _ ^33 (7 .51 )

Se o corpo ê delgado, é possível desprezar-se a tensão
3 *5 --o . Portanto, igualando-se (7.51) .a zero, obtem-se

g33Yn 33

^33 “ ■ g3333 ^Yn

e fazendo-se

(.apyn = gaPyn -ag^ ^ag_ ^,33a3 ^33
£3333 ’ £3333

a equação (7.48) assume a forma simplificada:

. _ 1  pa3Yn p f- + e g
* - 2  “ 6  yn C.3 ^63

- (T - To) C7.52)

e as equações (7.49) a (7.51) -tornam-se

„as , . H “ « (T - T„) . (7 .5 3 )

a3 -,,a333 a 3 3 _ ^
° "63 • - 0  (7,54,



Supondo-se que á superfície de referencia da casca é 

a superfície media, a densidade de energia de deformação por uni. 

dade de ârea da superfície de referência ê:
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h / 2

-h / 2

/ J (f) dG"̂  =
h / 2

-h / 2

I 1  - 2hQ^ +

+ K(0 ^)^ 1 4> d0 ^ (7.55)

Considerando-se que as propriedades elãsticas não va

riam através da espessura da casca. Isto significa que a relação 

entre os componentes físicos de tensão e deformação são indepen

dentes de 0 ^.

Das equações (A3-13), (A3-14) e (7.53). levando-se em 

conta a hipótese de Kirchhoff-Love, tem-se:

(a3)
V n n .(xag--

11 DD „ 'CT çr pOtByn -ae „ ■6 6 L e ^ v - a  rX-T 1(yn) Ô''

(7.56)

Os coeficientes de deformação e temperatura. dependem 

apenas das propriedades do material, isto é, são componentes fí

sicos:

^33 ^YY ®nn 

g-“ 2

.a3YH
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1

/833 -a3
O

Desde que as propriedades são. uniformes através da es

pessura

( e \ 0 2 ) a“ ® = A“® (0 ^ 0 2 )

Denotando-se como a maior curvatura da superfície,

tem-se:

= J - ____ — ---  i)a3Tn Q  + OCK^^G^) )
^ 3 § S y

= (1 + O(K^G^) ) (7.57)

.onde denota o componente da rigidez calculada na superfí

cie média. De maneira semelhante, tem-se para o coeficiente de

dilatação térmica
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A expressão (7.48) modificada pelas equações (7.57) e (7.58) ê 

levada ã relação (7.51) fornecendo

1  pagyn
2  o

h / 2

-h / 2

h / 2

-h / 2

Substituindo-se a equação (3.24), a menos do termo qua 

dratico, na relação acima, resulta:

1  pagyn
2  o

íh/2

-h / 2

+ e^_e^) (e° + e^ 0 )̂ a3 ag yn yn

( 1  + O(K^ 0 )̂ )d0 ^
h / 2

-h / 2

(T - T ) (1 + O(K,0^) )d0^ (7.60)

A integração da equação (7.60) tem o seguinte resulta 
do aproximado

h ^a3yn .^o ^o + ^  ^ 1  1  ^
2 0 a3 yh 1 2  «3 yr)-̂

(7.51)
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onde

.-h/2

h/2
(T - Tq ) d0‘

A^T = -
h2

h/2

-h/2
(T - T^) 0^ d0^

No resultado (7.61) foram desprezados os termos quadra 

ticos em e°_, h e^„ e levando-se em conta que a casca ê delgada,CX p CX p

isto ê, K^h<<l, as equações constitutivas são obtidas substitu

indo-se a equação (7.61) nas equações das tensões resultantes.

A equação (7.61) ê a equação constitutiva substituida 

nas equações das tensões resultantes, utilizadas pelas referen - 

cias |20| e |l41 .
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CONCLUSÃO

A presente teoria ê desenvolvida para cascas elásticas 

isotropicas, sem usar a hipótese de Kirchho££-Love. Assim foi 

possível descrever uma teoria não linear incorporando tanto não 

linearidades geométricas quanto físicas, uma vez que as contra

dições introduzidas por esta hipótese não se apresentam.

As equações obtidas são exatas e se reduzem ãs apresen 

. tadas por vários autores quando são introduzidas as respectivas 

hipóteses simplificativas. Estas equações fundamentais são muito 

complexas e dependendo do problema se pode fazer certas hipote - 

ses tais como:

Cl) hipótese Kirchhoff-Love.

C2) pequenas deformações e/ou pequenos deslocamentos.

C3) pequenas curvaturas e/ou pequenas rotações, etc., 

que levadas em conta nas equações fundamentais do trabalho, dim_i 

nuem sua complexidade.

Assumindo certas hipóteses simplificativas, o trabalho pp£ 

sibilita a obtenção das equações fundamentais da teoria clâ^ 

sica de cascas, com a principal importância de se poder estimar 

os parâmetros envolvidos por estas.

Como a maioria das referências são escritas em notação ten

sorial, assim como o presente trabalho, é necessária sua trans

formação das grandezas envolvidas para componentes físicas,

quando se utiliza em ujn programa computacional. 0 processo de

transformação e dado no Apêndice A, uma vez que raramente é

citado nas referências 
/ .
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Linhas de Pesquisas Decorrentes deste Trabalho

A partir dos resultados, e conclusões do presente 'tî aba 

lho, podem-se extrair as seguintes linhas de pesquisas decor 

rentes:

(a) Equações gerais para teoria linear de cascas;

(b) Formulação de uma teoria não-linear de cascas £:ina;:

(c) Desenvolvimento de equações fundam^entais para cascas 

sanduiche;

(d) Estudo de estabilidade de cascas;

(e) Desenvolvimento de equações constitutivas para solidos 

elásticos, constando tanto a formulação teórica como 

a verificação experimental.

(f) Equações fundamentais da teoria de cascas quasishallow 

ou shallow.
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a p En d i c e  a

f o r m u l a ç ã o  MATEMÁTICA 

A-1. INTRODUÇÃO

Este apêndice ê uma breve apresentação do calculo ten 

sorial, sendo um prê- requisito para o entendimento do texto 

assim como também uma das ferramentas úteis para sua formu

lação.
Tensores são características por possuírem suas pro 

priedades invariantes, com uma transformação do sistema de coor

denadas da, referência.
Semelhantemente aos vetores, os tensores são referi 

dos a um sistema de coordenadas de referência, sendo que ; as 

de leis de transformação não variam com o sistema de coordena 

das. Algumas das importantes vantagens de se utilizar a notação 

tensorial são; ' _
a) Tensores constituem um poderoso método de^ deriva 

ção das equações;

b) Por serem invariantes, as equações obtidas são ge 

rais, isto ê, são validas para qualquer sistema de coordenadas;

c) Economia no uso de símbolos e nas propriedades de 

simetria fazem com que as equações que regem o fenômeno se tor 

nem mais compactas.

A-2. SISTEMA DE COORDENADAS CURVILINEAS

Seja sistema retangular de coordena
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0^ = 0^(x\ X^) ' (k = 1,2,3) (A-2.1)

funções contínuas para as quais o Jacobiano ê diferente de zero 

na região considerada. Consequentemente a cada triplo ordenado
1 2 X(0 , 0 , 0 ) corresponde um ponto do espaço e a cada triplo

(X^, X^, X^) corresponde um unívoco triplo (0^, 0^, 0^).
1 2 3 -Se for mantido 0 = constante e 0 e 0 variaveis, as

"í O Z
funções X , X e X representam uma superfície em termos dos

 ̂ *7 1
dois parâmetros 0 e 0 , denominada superfície de coordenada 0 .

Assim, tem-se uma família de superfícies de coordenadas 0 , sen

do uma e somente uma para cada valor de 0^. Para 0^ = Ç e 

0^ = n. Ç n, tem-se duas superfícies que não se interseptam,

sçndo essa condição-assegurada pela não nulidade do Jacobiano,
- - 1 2 3  1 2  3pois caso contrario a inversão do triplo X , X , X em 0 , 0 ,0

não seria unívoca. Similarmente definem-se as superfícies 

coordenadas 0^ e 0^. (Fig. (A-2.1).

de

0

Fig. A-2.1



VETORES BASE

Os vetores tangente H k-ésima linha de coordenadas
—  1 2 3gk(0 . . 6 * 0 ) .  (k = 1,2,3) são expressos ipor

ã  = J Z  = ■! rA 7 -7̂
30^ 80^ ^

63

onde r = é o vetor posição de um ponto P, e a diagonal re

petida do índice m, indica soma sobre a variação de m = 1, 2, 3. 

Esta convenção de soma será usada em todo o trabalho.

TENSOR MÉTRICO

0 tensor métrico fundamental é definido por

_ _ a

onde ô é símbolo de Kronecker. mn

0 vetor infinitesimal dr é:

ik í®’'

e calculando-se o quadrado do elemento linha, resulta

ds^ = dr . dr = gj^^dO^dO^



Ein geral as coordenadas curvilíneas não são mutuamente 

ortogonais. e portanto ■ gĵ  ̂ 0  (para k 7  ̂ í,) , isto é, as

componentes gĵ 2 ’ ^23 ^ ^31 todas nulas. _ ' .
A base recíproca de vetores g^ ê a solução do sist£

ma

64

g^ . ĝ - = ôj , (A-2.5)

onde 6 ^ ê o tensor de Kromecker. Verifica-se que a solução úni

ca de (A-2.5) ê

, onde (A-2.6 )

_kí, _ cofator I ̂ kS,l _ _ j  ̂i_ 1 -o -r-.g ------- ---- -  ̂ g -det jgĵ l̂ (A-2. 7)

Tomando-se o produto escalar (A-2.6 ), tem-se

„kí, _ -k -£ r. r^ O'»g - g • g . e - g gĵ .̂ (A-2.8 )

Quando as coordenadas curvilíneas são ortogonais, as
^ — V  _  V  0direções de g ® gĵ  coincidem. Neste caso os componentes g =

= g]cít (k í,).
Os vetores base gĵ  e os recíprocos g^ são em geral de

magnitude não unitaria, e suas respectivas normas são e

, onde os traços são utilizados para suspender a soma sobre 

os índices livres. Qualquer yetor V pode ser expresso em termos 

de componentes paralelos a gj, ou g^ por:
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'' ‘ “ ''vê’' • (A-2.9)

onde

rk _
as componentes (V ) e (Vĵ ) de V são em geral diferentes e cham^ 

das componentes contravariante e covariante de V, respectivamen
te.

A-3. TENSORES

2  srSe as N quantidades A relativas a um sistema de
i - 2  coordenadas 0 estão relacionadas a N outras quantidades Ã

relativas a um outro sistema de coordenadas 0  ̂ através das rela 
ções'

30^

então èssas quantidades recebem o nome de componentes de um ten 
»

sor contravariante de segunda ordem.

Assim pode-se dizer que se nP ^ quantidades

relativas a sistema de coordenadas n-dimensional 0  ̂ estão , rela

cionadas a N^ outras quantidades A^^ ^p referidas a um oumi•••m^ . —
tro sistema de coordenadas n-dimensional 0 ^ através das rela 
ções

Tai......ap  ̂ 80”P 80^^ *ki...... kp
......^q 30^^ 30^P 30^‘ 30®q ......N

então essas quantidades recebem o nome de componentes de um ten 

sor misto de ordem p + q, contravariante de ordem p e covariante 
de ordem q.
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COMPONENTES FÍSICAS:

As componentes de um tensor em geral não tem as mesmas
— IC“* -*unidades. Por exemplo, se u = u gĵ  e um vetor deslocamento com

componentes contravariantes u^, referido ao sistema cilíndrico 

de coordenadas, tem-se . .

e, se u ê medido por comprimento L, então as dimensões de u^ e
*7  ̂ 2  ̂ L "u são L, porém a dimensão de u e — . Tomando-se as projeçoes doL

vetor em vetores unitários ao. longo das coordenadas curvilínêas, 

definem-se as componentes físicas dos vetores. Assim, escreven - 

do-se •

u = u^^^ej^ , onde ÇA-3.4)

são vetores unitários, isto é

(A^3.5)
kk

então as componentes u^^^ são as componentes físicas de u, e es-
— k— fkl— crevendo-se u = u gĵ  = u'- eĵ , diz-se que as componentes tenso

riais e as componentes físicas estão relacionadas da seguinte 

forma:
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Para representar por componentes físicas, basta con

trair o índice de u^, isto ê

Considere-se agora um tensor de segunda ordem envolvi

do na seguinte expressão:

K  E y ! | i  „ií ^  . ca.5.83
j \ l l  3 /Sj]

Uma vez que g.//g.. são vetores unitários ao longo das
J •)

coordenadas curvilín'eas, as componentes são uniformes em

dimensões físicas e , representam as compo.nentes físicas do vetor
i ___

tensão T nas direções dos vetores unitários g^//g^^. . As compo

nentes tensoriais e físicas estão relacionadas por

aCij) = Y-|Í , (A-3.9)
gii

porem não é tensor.

Se por outro lado for usado um tensor misto em (A-3.8),

resulta

T = \ l ^  . . (A-3.10)
vÇfí V i  gjj

Assim as componentes físicas são:
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o

Se o sistema de coordenadas curvilíneas for ortogonal,

isto ê:

g-- = . (A-3.13)

As equações (A-3,9) e (A-3.11) podem ser escritas para 

um sistema de coordenadas curvilíneas ortogonais como

A-4. DIFERENCIAÇÃO. COVARIANTE

Em um sistema curvilíneo de coordenadas os vetores 
•k "base g e gĵ  variam em direção com as coordenadas,no ponto con 

siderado



Sendo assim na diferenciação e na integração estes ve

tores não podem ser tratados como sendo constantes. Tem-se que

X
30P 30^ 30^ 30 ̂ 30^
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e multiplicando-se a equação CA-2 .2 )' em ambos os lados por 
Ic30 /3x^. e substituindo na equaçao anterior, resulta

(a -4 2)

são símbolos de Christoffel de segunda espécie. Os símbolos de 

Christoffel de primeira espécie são definidos por

 ̂ Usando-se a relação CA-2.3), tem-se

kí,m 2  9 0  í, ggk 30m

Os símbolos de Christoffel são simétricos para ambas 

as espécies com relação ao par de índices k e í,, isto é,
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= r.k • k̂ilm = . (A-4.5)

Similarmente a equação (A-4.1) fornece

Usando-se as expressões (A-4.1) e (A-4.6 ) para obter 

as derivadas parciais de vetores, resulta

30^ 30^ 30Í̂  30^

quando (A-4.1) é empregado; por out-ro lado

JiL = ru - = - ^  "ím
g0 k ggk ni 9i0  30^ 30^ ^

,'Ambas as derivadas podem ser abreviadas por

3u 0

= u , g"" , onde u V = — T  - r\u. . (A-4.8) ggk m;k ^ m;k ggk mk l

De acordo com o calculo infinitesimal. a ordem da der^ 

vada parcial mista para funçÕes contínuas e indiferente, isto 5:
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9^0  ̂ 9^0
2  ̂ q1301902 302901.

Pergunta-se: em que condições a derivada covariante co 

muta, isto ê, quando se pode escrever

A =  A 9k; 5,m k;mil

Para responder a esta pergunta, toma-se a derivada co

variante

h ; Z  ~ ^k,£ " k̂í, \

o que implica

% ; £ m  ~ ^km \ , Z  ~ ^£m ^k,r ’

e usando a relação (A-4.9) resulta

Permutando-se os índices £ e m e subtraindo o resulta

do de (A-4.10), obtem-se

I _ A = /'r'ï" -
k;S,m k;mjl km,í, k£,m km sZ
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-  r L  '■sJ \

onde ê um vetor arbitrário e o lado esquerdo de (A-4.11) é a 

derivada covariante de um tensor de terceira ordem. De acordo 

com a lei do quociente, o coeficiente de A^ a direita da equação 

deverá ser um tensor de quarta ordem, isto ê

Este ê o chamado tensor de Riemann- Christofell . 

A equação (A-4.11) é reescrita como

Pela expressão (A-4.13) pode-se dizer que as derivadas 

de qualquer vetor são iguais se, e somente se, o tensor de

Riemann-Christoffel é identicamente nulo. Define-se como tensor 

curvatura o tensor obtido de (A-4.12) por contração do índice r, 

isto é, .

X* s
^km,5,n " ^í,n,km^ * ^ ^̂ í,ms ^knr ~ £̂,ns ^kmr^ ’

(A-4.14)

Este tensor representa uma medida da curvatura do espa 

ço. '
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APÊNDICE B

g e o m e t r i a  DAS SUPERFÍCIES

Bíl - Introdução

Um dos resultados promissores do calculo tensorial e 

no campo da mecânica do contínuo, em particular na Teoria das 

Cascas. É praticamente impossível formular uma Teoria de Cascas, 

sem um adequado conhecimento da Teoria das Superfícies.

■ B.2 - Métrica e Curvatura

•

Na Teoria das Cascas consideram-se pontos localizados

numa superfície, chamada superfície de referência, e pontos nas

suas proximidades. Usa-se na formulação da teoria um sistema de
1 2coordenadas consistindo de duas coordenadas curvilíneas 0 e 0

na superfície de referência, e da distância ao longo da normal

0^. Este sistema de coordenadas tri-dimensional serâ usado em to

do texto. É interessante comparar as grandezas referentes a su -
T 2perfícíe de referência que s<ão funções de 0 e 0 , com as grande 

zas referentes a uma superfície qualquer, distante de um valor 

0^ = Z const da superfície de referência. Para isto são usa

das notações diferentes para as grandezas localizadas na superf^ 

cie de referência e numa superfície'próxima desta, sendo que o 

alfabeto Iqtino denota estado tridimensional e o grego,estado bi

dimensional. 0 quadro a seguir ilustra as comparações.
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Superfície Referência Superfície Genérica
(q 3 = 0 ) (G^ ^ 0 )

Vetor posição
■ ^ 0

f

Elemento linha dSQ ds

Vetores bases —  —a —  a , a , a, a ’ ’ 3 ?i . V

Tensor métrico a gij .

Símbolos Christoffel ’ apY ^ij ’ ^ijk

Tensor permutação . a 3 
^a3 ’ ^ ê • ê ^ijk ’ ^

Deslocamento ü = u“ + 3 - u aj V = v“g^ + u^ I 3

Tensor deformação e •a 3 ’ •
e..Cij .

Vetores Base

0 vetor posição de um ponto generico P localizado • na



vetor posição de um ponto arbitrário Q o

T (0^ 0 ^  0^) = (0^. 0'b + 0^ ãj (0^. 0^) (B-2.2) 

Derivando a relação acima, tem-se

ÏC1 = ío.a * ®3,a • 8 3  ‘ ®3 (B-2.3)

e denotando os vetores tangentes ã superfície de referência por 

ã. (0^ 0^) = g- (0^, 0 ^  0) , (B-2.4)

das equações (B-2.3) e (B-2.4) tem-se
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ga = aa + . (B-2.5)

Os vetores normais são unitários, isto ê

^ 3 * ^ 3 ~ ^  ’ ^ 3 * ^ 3 " ^  (B-2.7)

' ■. , Como ãj e g^ são normais a e g( ,̂ respectivamente,
/ ,tem-se

^a 3  = • " ^ 3  = 0- , £ « 3  . = ia • Í 3  = 0 ’ (B-2.8) 

então o tensor métrico tem a seguinte forma matricial
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""ll ^12 0' ^11 2 i 2 o'

a. . = ^21 ^22 0 » ^21 ^22 0

. 0 0 1. 0 0 1

e os determinantes correspondentes são

a =
^ 1 1 ^ 1 2 ® 1 1 ® 1 2

^ 2 1 ^ 2 2

» g =
^ 1 2 ^ 2 2

Um elemento de linha dŝ ^̂  ë um vetor tangente ã superfí 

cie de referência, não tendo componente na direção 0 ,̂ sendò da

do por: ' •

a (B-2.11)

e o quadrado de sua norma ê ’dado pelo produto interno

(B-2,12)

Em geometria diferencial esta expressão ê conhecida co 

mo primeira forma fundamental, e os coeficientes â ĵ , a ^ ^ 2 “ ^ 2 1 ’ 

a 2 2  são usualmente denotados por A, B, C. 0 vetor 'normal a^ é 

um vetor de modulo unitário, mas sua direção ê função de 0 ^ e 

suas derivadas são vetores no plano tangente ã superfície de re- 
'■ •*

ferência no ponto considerado, ou seja

=>3,a =
(B-2.13)



“3,a-"6 ' (B-2.1-1)

As quantidades são componentes covariantes de um 

tensor, chamados de tensor curvatura da superfície. Por diferen

ciação da relação de ortogonalidade (ã .ã., = 0 ) , em relação a 0 ^
• CC ò

e usando (B-2.9), tem-se

* a . r ® 3  ' - \ - ^ 3 . 6  " '’Ba- CB-2.15)

Reescrevendo a equação ^(A-4.8) com a nova notação.
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resulta

^a,3 ^aaSa^ , (B-2.16)

onde

raB3 = = % , b - = * 3 •

Como V. os símbolos de Christoffel são simétricos 

com relação a a e 3 , b^^ também o é, e pode-se escrever

3

b^ 3  =ra33= -r( 3̂ = = -^33a = (B-2.17)

4 .

Através do processo de levantamento de índices se pode 

obter os seguintes tensores

b“ = b^ 3 a^“ , b“ 6 . b V 6  (B-2.18)

nos quais, utilizando as relações (B-2.17), resulta
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b“ = -I’33Ya°'^ = = -r«3. . (B-2.19)

Reescrevendo a equação (A-4.5),. corn ou

determina-se

^3,3*'^ = ‘̂ 3.3-’̂  = "^3. .• (B-2.20)

A equação (B-2.8) pode ser escrita ria forma alternati

va como

^3,a =

e,consequentemente, tem-se

dÍ 3  = 3 - 3 ^d0“ = -b^ügd©“ = -b^gïï^d©“ (B-2.2 2)

dã 3 .d^s = -b^gã^de“ .ã^d©*^ = -b^g 6 ^d 0 “d©^

--b„gde“d0 *’ .

Em geometria diferencial o ultimo membro da equação 

acima ë conhecido como Segunda Forma Fundamental da Superfície e 

os coeficientes b ^ ^ 2 “ ^21’ ^22 denotados por E, F, G.
Uma interpretação da componente bĵ  do tensor curvatura é obt^ 

da considerando bĵ  0  e que 0  vetor ê normal ã linha, coorde

nada 0^ conforme ilustrado na figura (B-2.2a),

Já que lãjl = 1, o comprimento do vetor 

dãj = 3 3  ĵ d0  ̂ = -b^d©^ sendo numericamente igual ao ânguló djií que
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a normal a superfície girou.

Fig, B-2.1a Fig. B-2.1b

A razão da variação do ângulo na direção 0^ e

díl _
^0 ^ 1  Jail d0 l

= b(1)CD onde b^^j é a componente físico do ten-
« 1  1  - 2sor curvatura na direção 0  . Assumindo que b̂  ̂ = 0 , porem b̂  ̂ 0

e conforme figura (B-2.1b), tem-se

2  -e consequentemente a razão da .variação do ângulo ^ na direção 0  é

dt _ l'̂ ®3
ds o . (1)

2 1Quando jã^l 1^2^’ tensores b^ e b 2  são diferentes. 

Existem dois importantes invariantes formados pelos tensores cur 

vaturas que são

H = -i b“
2  “

(B-2. 23)

chamados de curvaturas media e gaussiana, respectivamente



B.3 - Areas Elementares

Na figura (B-2.3), tem-se 

que a ärea elementar de uma superf_i 

cie qualquer é delimitada pelas co

ordenadas 0°̂ . Essas mesmas coordena 

das delimitam uma outra

area elementar na superfície de re

ferência. Portanto, a área ds ê da 

da pela seguinte expressão Fig. B-2.3

ds = a^.(dr^xdr 2 ) = â -. (g^xg2 )d0 ^d0 ^ (B-3.1)

Similarmente a área ds o

(B-3.2)

onde

g3-(glXg2) = a^.(g^xg2 ) = /g (B-3. 3)

a^.(a^xa 2 ) = a 2 .(a^^xa2 ) = /ã (B-2.4)

Substituindo as equações (B-3.3) e (B-3.4) em (B-3.1) 

e (B-3.2) resulta

ds = /g~d©^d©^ , (B-3.5)

d S Q  = / ã  d è ^ d © ^  . (B-3.6 )



Dc acordo com a segunda equação (A-5.2) c considerajido 

0 espaço bidimensional, a equação (B-3.3) pode ser escrita na 

forma alternativa por: '

/g- = / r i  ê “ ^ã^.(g^xgg) . (B-3.7)

Substituindo a equação (B-2.3) em (B-3.7) e utilizando 

(B-2.22), obtém-se
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Com a expressão (B-2.23) para as curvaturas gaussiana 

e média, K e H, a equação (B-3.8) se reduz a forma

/g = /ãr[l-2H0^ + K(0^)^]- (B-5.9)

Das equações (B-3.5) e (B-3.6) tem-se


