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RESUMO

0 objetivo do presente trabalho € melhorar a
eficiencia computacionai do algoritmo de programagao linear intei

ra "LEXS", baseado na tecnica lexicografica.

Inicialmente, situa-se a técnica lexicografi-
ca dentre os métodos de solugao de programagac inteira. Segue-se
a apresentagdo do desenvolvimento da teoria na qual esta fundamen

tado o algoritmo "LEXS".

Posteriormente, apresenta-se uma variante do
algoritmo "LEXS", proveniente das alteragdes na sua estrutura ba-

sica e de incorporagoes de técnicas heuristicas.

Finalmente, € desenvolvida uma andlise compa-
rativa de performance para avaliar o incremento de eficiencia ob-

tida.

-
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ABSTRACT

The objective of the work presented here is
to improve the computational efficiency of the integer linear pro
gramming algorithm "LEXS", which is based upon the lexicographic

technique.

Firstly, the lexicographic technique is
discussed and compared with other methods of solving the integer
linear programming problem. There follows an outline of the deve-

lopment of the theory on which the algorithm "LEXS" is founded.

Afterwards, a variation of the algorithm
"LEXS" is presented, arrived at by both alterations in the basic
structure and by the incorporation of heuristic solution techni-

ques.

Finally, a comparative analysis of performan-
ce is made to evaluate the increment of computational efficiency

obtained.
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"0 amago da ciéncia, que quase sempre se
apresenta como © mais imporfante no que
se refere a resultados praticos, € a
pesquisa altamente tedrica e abstrata,
nascida das infatigaveis curiosidade,

flexibilidade e forga da razao humana".

»

Andrei Sakharov.



CAPITULDO I

1. INTRODUGAO

Programacao linear inteira € um instrumento
muito valioso para orientar os decisores em problemas de distri
buigao de recursos limitados entre atividades competitivas, com
a finalidade de atender a um determinado objetivo.

Para tanto, torna-se necessario saber "aprio

r\iH

quals as atividades que consomem cada recurso, € em que pro-
porgao é feito esse consumo. Tais informagdes serdo fornecidas
por equagoes ou inequacgoes lineares, uma para cada recurso. Ao
conjunto destas da-se o nome de restrigées do modelo e ao objeti

vo proposto & associado uma fungdo denominada de fungdo objeti-

vO.

Geralmente existem inumeras maneiras de dis-
tribuir os escassos recursos entre as diversas atividades, bas-
tando‘para isso que essas distribuicoes sejam coerentes com as
equacgoes de consumo de cada recurso, ou seja, que elas satisfa-
cam as restricoes do problema. Entretanto, deseja-se achar a dis
tribuicao quersatisfaga as restricoes do problema, e que alcance

o objetivo maximizado ou minimizado.

1.1. Formulagcao do Modelo Matematico

€
T &

-

0 modelo matematico de problemas de programa



¢ao linear inteira tem a seguinte formulacgao:

S

n
Max(Min) Z = I c¢. X.

Sujeito as restrigoes:

(M <

(I.1) b.

E 1= 1(1)m(*)

™M
o]
x
ANV

(I.2) xj € N U {0}, j=1(1)n

ou em notacgao compacta:

Max(Min)go(Xl,...,xn)
Sujeito as restrigoes:

(IT.1) g (XqsXyse-e5x )b, z 0, i=1(1)m

(II) <: (II.2) x5 € N U {0}, 3=1(1)n

onde:
n
go(xl,.,.,xn) = j§1 cjx]
n
gi(xl,...,xn) = jEl aijx], 1=1(1)m
Onde:
m - NUmero de restrigoes
n - NUmero de atividades
bi - Quantidade” de Eepurso i disponivel para as n atividades

.0
v . Lo
»

-

@)j=nl(n3)n2: leia-se J variando de ny ate n,, passo n,.

-



c. = Retorno unitario da atividade j.

Quantidade do recurso i consumida na execugao de uma unida-

de da atividade j.

ke
|

Valor do nivel da atividade j, 3=1(1)n.

Quando X5 € {0,1}, j=1(1)n, o problema & dito

~de programagao linear inteira zero-um, "PPLIO1".

1.2. Objetivo do Trabalho

0 presente trabalho propoe-se a melhorar a e-
ficiéncia computacional de um modelo basico de programagao linear
inteira, utilizando a técnica lexicografica, visando com  isto
proporcionar uma melhor performance computacional, atraves da in-
corporacdo de técnicas heuristicas e alteragSes na estrutura do

modelo.

1.3. Conceitos Basicos

No desenvolvimento deste trabalho € utilizada
uma terminologia, relativa aos problemas de programagao linear in
teira, que deve ser convenientemente entendida para permitir um

melhor acompanhamento deste estudo.

Solugao: Diz~-se que X = (X1 5X55ee0s%,) € uma solugao de um proble
ma de programacao inteira, se e somente ' se,

X3 e N L)_{O}, J = 1(1)n.
.

Eal L *

- . ,.‘-’

Solugdo viavel: X = (X15X%g,eessX) & uma solucao viavel de um pro

Fe



blema de programacao inteira se nao violar as suas restrigoes.

Solucdo otima: Uma

|
>

A~

solucao € O0tima e denota-se por X se:

é uma solugao viavel e,

~

- Nao existe solucao viavel X, tal que g, (X)>g _(X)

ou gO(X)<gO(§), se o problema for de maximizacgao

ou de minimizagao, respectivamente.

Solugao sub-6tima:

Ordenacao Parcial:

Seja X' o conjunto das solugdes ja enumeradas.
Uma solucao X € X' & sub-6tima e denota-se por

~

X, se:

- X & uma solucdo vidvel de (I) e,

- N3o existe solucao viavel X e X', tal que:
gO(X)>go(ﬁ) ou gO(X)<go(i), se o problema for
de maximizagao ou de minimizagao, respectiva

mente.

As solugoes X2 (XqsXgsenesx ) @ ¥Y2(y1,¥)50 005y )
est3o parcialmente ordenadas e sao representa-

das por X £ Y, se e somente se:

x: £ y. para J = 1(1l)n

J J
Ordenacao lexicografica: As solugoes X= (XgsXpseesx)) e
Y = (yl,yz,...,yn) estao 1lexicografica-
mente ordenadas e representa-se por
X 5# Y se e somente se:
ngX:Y O_u
Para-todo j, tal que X5 > Y5 exis-

te 3' < j, tal que x < Yaigo

3! J



)

Solucao descendente: Seja X" ‘uma solugao de PPLIO1 caracterizada

pelo conjunto J  dos indices das  variaveis
x% iguais a 1. Se X° for uma solucdo do mes-
mo PPLIO1 tal que JI‘CJS’ dir-se-3 que X° &

uma solugdo descendente de X .

Solugao lexicograficamente descendente: Seja x% uma solugao de

PPLIC1 e:
e . 1 _ .
L = {j tais que x5 = 1, j = 1(1)n}
r o maior indice pertencente a L, tal que
exista s, r < s £ n, onde Xg = 0
Toda solugao %% do mesmo PPLIOl serd denomi-
nada lexicograficamente descendente de ¥l se:
Existir r
Para todo j, j & {1,2,...,n} tal que x§:1;

entao: J € L ou j > r.

X* - 1 - Seja X' uma solugao de um PPLIOl. A maior solugao lexico

graficamente descendente e parcialmente ordenada a esta

solugao sera denotada por X% ~ 1.
X# - Dada uma solugao qualquer X' de um PPLIO1l, a primeira so
lucao parcialmente ordenada X, tal que, X > X', sera de

nominada de X%.

Método para obter-se X* dado X'

- Considere X como sendo um numero binario.

. .
- *

Y

(#)XY : o indice r denota a ordem da solugdo.



- Subtraia 1 de X obtendo X-1 (usando a operagao usual de

subtragcao dos numeros binarios).

- Adicione X com X-1 obtendo X®-1 (usando aritmética boo-

leana, onde 1+1=1).

~ Adicione 1 a X*-1 obtendo X* (usando a operacdo de adi-

¢ao usual dos nUmeros bindrios).

Exemglos:
1) Seja: X = (0,1,0,1,1,0,0)
X -1 = (03130313():191)
Xx* -1 = (0,1,0,1,1,1,1)
x* = (0,1,1,0,0,0,0)
2) Seja: X = (0,1,0,1,0,0,0)
X -1 = (0,1,0,0,1,1,1)
X* - 1 = (0,1,0,1,1,1,1)
x* = (0,1,1,0,0,0,0)



CAPITULO I1I

2. METODOS DE SOLUCAO DE PROBLEMAS DE PROGRAMACAO LINEAR INTEIRA

Pode-se classificar os métodos de solucgao de
problemas de programacdo inteira de uma maneira esquematica em

quatro grupos, de acordo com Maculan':

Métodos de enumeracao explicita;

Métodos de cortes ou dos planos de corte;

Métodos de "branch and bound";

Métodos de enumeracao implicita.

2.1. Enumeracao Explicita

Se o problema a ser resolvido tiver n varia-

veis, o numero de possiveis solugdes sera K, onde K & dado por:

3=1(1)n

(I.+1)

Onde Ij € o limite superior da variavel J.

Um algoritmo que teste todas estas solugoes,

que sao:
X° = (0,0,0,...,0)
't - (0,0,0,...,1)
YRy :K
X =

(T,T55T5,000,1)

L3

\--J',,

*, A

!MACULAN FILHO, N.. Programagac linear inteira, p.2.8 - 2.10).



é chamado de enumeracao explicita e o valor otimo de g, ¢ assegu-

rado.

Algoritmos de enumeracao explicita, na pratica,

nao sao usados. Por exemplo:

Se o problema Max go(x), sujeito a

g, (x)=b, > 0, i=1(1)m

7

tiver 28 variaveis, 4 restrigoes e todas as variaveis forem zero-

um, tem-se que o nimero de possivels solugoes sera:
K = j[ Ij = 268.435.456 possiveis solugoes
3=1(1)28

Considerando uma média de 150 operagoes para
cada solugao testada e que o computador IBM-360/40 faz, em media,

250000 operagoes por segundo, tem-se um tempo de C.P.U. de:

TEMPO MEDIO DE CPU = 208435156.150 . 5 popas.,
250000




2.2. Metodos de Cortes ou de Planos de Corte

A idéia basica dos métodos de cortes segundo
Maculan?, & o acréscimo sistemdtico de restricoes (cortes), sem
que nenhuma solugao inteira seja eliminada do conjunto de restri-
goes. A seguir € apresentado o diagrama de blocos geral desta clas

se de algoritmos, conforme figura 1.
s

RESOLVA O PROBLE-
MA COMO SENDO DE
PROGRAMACAO  LI-
NEAR PELO METODO
SIMPLEX

l

A SOLUCAO SA-
SIM TISFAZ AS RES | NEO

TRIGOES DE IN
TEGRALTDADE

A SOLUCZO E DETERMINE A RESTRICAO
OTIMA PROVENIENTE 0O "CORTE"

SEM QUE NEMHUMA SOLU-

’ CAO INTEIRA SEJA ELI

T -

INCORPORE ESTA RESTRIGCAO
AS RESTRICOES EXISTENTES

L - l

o«
” +
e

FIGURA 1 - DIAGRAMA DE BLOCOS DOS METODOS DE CORTE

- .

2MACULAN FILHO, N.. op. cit..
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2.3. Métodos de "Branch and Bound"

Nos meétodos de "branch and bound" de acordo
com Maculan®, desenvolve-se uma arborescéncia, cuja raiz € a solu
gao do problema de programagao linear, formado do problema de pro-
gramagao linear inteira retirando as restricoes de .integralidade.
Um fluxograma simplificado deste metodo & apresentado, conforme fi

gura 2.

RISOLVA (1 PROBLE
FA COMD CLNIO DN
PROCRAIAD  LI-
NLAR

A SOLLGAY A=
TISFAZ A5 RESTHI =
QOES DE INFLGRA-
LIDADE 2

STH NAO

y

15 4 A~
A SOLUCAO 1 mcm‘w\ .UI,A VARIA
G VEL INTEIRA X CU-
JO VALOR Y, £ AIN-
IA NAO-INTEIRO
F I M

y
RESOLVA 2 PFOBLIMAS, CADA UM AS-

SOCTAIO A UMA DAS NOVAS RESTRI-
GOES :

X s 11l
X € IYK] +1
DESCONSIDERE DAL PARA FRENIE
QUALQUER SOLUGED INVIAVEL

'

ADICIONE AS SOLUGOES [0S PROBLE
MAS ANTERIORES CUJOS VALORES IAS
FUMCOES OBJETIVOS SAO MATORES [0
QUE QUALQUER SOLUGAQ INTEIRA CO-
MAECIDA, A LISIA DE CANDIIATOS.

(LISTA DE NOS ABERTOS)

!

SFLECIONE DA LISTA A SOLUCAO COM
O MATOR VAIPR PARA A FUNGAO ORJE
TIVO SE A LISTA ESTTVER VAZIA,
PARE (NAO EXISTE SOLUCAO LNTEIRA
PARA O PROBLIMA.

|

FIGIRA 2 - DIAGRAMA DE BLOCOS DOS MLCTODCS DE "BRANCH E BOUND"

-

SMACULAN FILHO, N.. op. cit..



11

2.4. Métodos de Enumeragao Implicita

Qualquer algoritmo que assegure a determina-
cdo da solugdo oOtima, sem que seja necessario examinar todo o
conjunto de solugoes, € classificado como sendo de enumeragao im

plicita.

Nos metodos de enumeracao implicita, segundo
Maculan" desenvolve-se também uma arborescencia, porém de manei-
ra diferente. Parte-se de uma solugao inicial, viavel ou nao, e
dela deriva-se uma solugao 6tima. Assim, esta classe de algorit-
mos permite que, a partir de uma solugao X, desconsidere-se um
subconjunto de solugoes, sem que a viabilidade destas necessite
ser testada. Toda solucdo cujo exame € evitado € dita implicita-
mente enumerada. Os melhores métodos sao evidentemente aqueles
que conduzem a geracao de informagoes que permitem a exclusao do
maior nimero possivel de solugOes do campo de investigagao. Pode
-se observar que a eficiéncia desses algoritmos esta diretamente
relacionada com a eficiencia dos critérios estabelecidos para de

terminar os saltos.

»

et -

“*MACULAN FILHO, N.. op. cit..



CAPITULDO I I1I

3. METODOS LEXICOGRAFICOS PARA SOLUCAO DE PROBLEMAS DE PROGRAMA-

CAO INTEIRA

Dentre os métodos de enumeragao implicité en-
contram-se aqueles baseados em tecnicas lexicograficas, sendo que
‘0 algoritmo bisico utilizando estas técnicas, foi inicialmente de
senvolvido por Lawler e Bell® (1966), sendo seguido dos apresenta
dos por Wallingford® (1969), Dragan’ (1968-1969) e Rddder® (1372),
que sao variantes do algoritmo basico. A variacgao introduzida por

Rddder?, foi pelo proprio autor denominada "LEXS".

Dado que o presente trabalho desenvolve-se to
talmente baseado em "LEXS", apresentar-se-a a seguir a técnica i-

nicial de Lawler e Bell! e a de RAdder!l, que dela se originou.

SLAWLER, E. & BELL, M.. A method for solving... p.1098-1112.

SWALLINGFORD, B.A., & MAO, James C.T.. An entension... p.351-360.

"DRAGAN, Irinel. An algorithme lexicographique... p.246-252.
SRODDER, Wilhelm. Ein lexikographischer ... p.209-217.

5 . 5

Id. 1ibad.

PR

18, AWLER, E., & BELL, M., op. cit..

-

IRODDER, Wilhelm, op. cit.. =
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3.1. Algoritmo Lexicografico de Lawler e Bell'?

3.1.1. Formulacao do problema

Especificamente, este método € aplicado a qual

guer problema que possa ser colocado na forma:

Minimize gO(X)
Sujeito a: gll(x) - ng(X) > 0
8y1(X) = g5(X) > 0

gml(X) - ng(X) > 0

Onde:
- X = (Xl’XQ""’Xn) 5
e 0Ooul, j=1(1)n e
- As fungoes 8058112 28] sao monotonas e

nao decrescentes em cada uma das variéveis

Xq9Xps e e e s Xy

3.1.2. Critério de Lawler e Bell!? para enumerar solucao implici-

tamente - "Saltos"

No algoritmo de Lawler e Belll* , salta-se de

uma dada solugdo X' para a solugdo X , se:

Eol

a3

12 LAWLER, E., & BELL, M., op.cit..

13 7d. ibid.

1% 7d. ibid.



Justificagao:

14

- Regra 1: gO(X') > g (X), onde X € a solucgao

sub-0tima até o momento.

- Regra 2: X' & uma solugao viavel e produz o

melhor valor da funcao objetivo até aqui co

nhecido.

- Regra 3: existir 1 e {1,2,...,m}, tal que

gil(X —l) - giQ(X.> < O.

- Regra 1: A fungao g, é monotona nao decres-

cente, portanto, nenhuma das solugdes X tal
que X' & X « x* - 1, pode ter um custo me-
nor, dado que as solugoes estao parcialmen=-

te ordenadas.

- Regra 2: Faz-se X=X', e aplica-se a justifi

cativa da Regra 1.

- Regra 3: Temos que g;, € monotona nao de-

crescente e 859 € mon6tona nao crescente,
para 1=1(1)m; entao:

2,

g. (X*—l)-g- (X")= Max , g.,(X) -
1l 12 X <x<X* 11

X <X<X
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3.1.3. Diagrama de blocos do algoritmo de Lawler e Bell!®

senvolvido por Lawler e Belll® ,

Para se ter

uma visao geral do algoritmo de-

apresenta-se o diagrama de blocos

correspondente, conforme figura 3.
tNTC T O
X = (0,0,...,0)
% = (0,0,...,0)
y,o(i) = m
X=X + 1 s o X = X
i
4
SIM X
OVERFLOW ?
E NAQ
YA go(X)
NAO 4 4w - NAO (REGPRA 1)
80X < g (X 2
SIM
SIM
. X L A MELHOR
O PROBLEMA SOLUCAO,
NAO TEM 72 £ 0 VALOR
OTIMO DA FUN
SOLUGAOD CA0 OBJETIVD. NAO (REGRA 3)

E oy N >
('gil(x 1) gi2<1()a €2
1z1(1)m
|

/gil(X)-giZ(X) >0

1=1(1)m

SIM

(REGRA 2)

FIGURA 3 - DIAGRAMA DE BLOCOS DO ALGORITMO DE LAWLER E BELL

¥
5

'S AWLER, E., & BELL, M., op. cit..

16 14.

ibid.

“

2
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3.2. Algoritmo Lexicografico de Rddder!’ - "LEXS"

0 trabalho de R3dder!® é totalmente desenvol
vido com base no trabalho de Lawler e Bell’g, apresentando as se-

guintes variagoes:

- Varios dos saltos sao condensados em um u-
nico salto. Assim, torna-se supérfluo o
calculo repetido de g;1> 8i,> respectiva-

mente.

- Seja aplicavel em problemas de otimizacdo
nos quais as variaveis de decisdo.podem as
sumir valores inteiros limitados, sem ter

que transforma-las em variaveis binarias.

3.2.1. Forma padrao do problema

Para utilizagao do algoritmo lexicografico
(LEXS) para resolver problemas de programacao linear inteira, o

problema analisado devera estar na seguinte forma:

12RODDER, Wilhelm, op. cit..
1874, ibid..

19 LAWLER, E., & BELL, M., op. cit.®
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Max g (xy,...,x ), sujeito as seguintes restrigces.
gi(Xl,...,Xn) - bi 2 O, i = 1(l)m
onde
gi(xl,...,xn) = aj Xyt .tas X

X3 pertencente Dj = {O,l,...,Ij}, j = 1(1)n
(III)(: ais pertencente ao conjunto dos nimeros inteiros
Ij = limite superior da variavel X35

Ij pertencente N J {0}

Dj = conjunto de valores que a variavel X pode as-
sumir

m = numero de restrigoes

n = numero de varidveis

3.2.2. Obtencao do limite superior de cada variavel

E necessario que cada variavel tenha um limi-
te superior, pois a eficiéncia do algoritmo & inversamente propor

cional a ordem do limite superior.

Ao modelar-se um problema, € muito vantajoso

considerar-se o menor limite superior permitido a cada variavel.

3.2.3. Incorporacao da funcao objetivo com uma restrigao

L

0 algoritmo LEXS incorpora as m restrigoes e-
xistentes do problema (III) a fungao objetivo como sendo mais uma

restricdo, passando o problema a ter m+l restrigoes.
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Para que essa incorporagac nao afete o proble

ma original, o valor inicial de b sera:

. ojl . Ij’ entao gO(X) - b, >0, pois

gO(X) < —bo para qualquer X.

Assim, quando se obtiver a primeira solucao X’
que nao viole as restrigoes do problema, ela necessariamente veri

ficara g,> Pois cada variavel X3 é limitada e:

gO(X') - b, = go(X') + j

1M 3
v

.| . I. > 0 pelas consi-
L o] ]

deracoes feitas acima.

Apos cada solugao viavel determinada, a res-
tricao decorrente da funcao objetivo torna-se mais atuante, pela

redefinicao do valor de bo como segue:

Seja x' uma solugao viavel, entao:

b, = - (go(Xl) + &, § pertencente aos numeros

naturais e suficientemente pequeno.

Portanto, o algoritmo sd testara nas vrestri-

goes especificas do problema as solugoes X lexicograficamente maio
1 o .~ ~ . .

res que X, que verificam a restricao decorrente da fungao objet1i

vo, isto &, somente as solucoes X que satisfacam as condigoes:

_-x>x1 e
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3.2.4. "Salto"

3.2.4.1. Critério de salto para uma restricao

Apresenta-se agora como & estabelecido um sal

~
~

to de X' para Xz, assegurando que a solugdo otima X nao esteja com

preendida entre Xl e X2.
Sejam:
- X' = (x], xé,...,xg) pertencente ao conjun-

to de solugoes que nao satisfacam as restrigoes (III).

-v ¢ {6,1,2,3,4, ..., m}, conjunto ordena
do dos indices correspondentes as restrigoes as quais nao foram

satisfeitas para o vetor X .

-J =1{1,2,3,...,n}, conjunto ordenado dos ig

dices correspondentes as variaveis do problema.

Para cada i € V & associado um, e somente um,

indice ji e J que tenha a seguinte propriedade:

Para qualquer j > ji tem-se

Max gi(xi,...,xj_l,xj,...,xn)—bi<0
xjeDj,...,xneDn
mas
Max gi(xi""’xj.—l’xj.""’Xn)—bi >0
Xj eDj ,...,xneDn 1 i
i i
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Assim distinguem-se dois casos:

1 - Se g, em X3 e mondtona nao decrescente,
1

todos os vetores X tais que:

X< xg'z S (X]heeesxS g%y #1,0,000,0)
iT i

sdao inadimissiveis para a i-ésima restrigao.

Portanto, pode-se saltar para Z, e denota-se

o2
o

o indice 7 or j
ji b ]i'

2 - Se gy em X for monotona nao crescente,
i

um aumento na componente ji nao tornaria viavel a restricao i.

Por esse motivo, eleva-se de uma unidade = a

componente j; a esquerda de ji’ para a qual Xj o 7 Ij .
1 i

Assim pode-se dizer que:

Se ji existe, tem-se que todo X tal que:
X'< X\<Z = (xi,...,xjﬁ:::_l,xjf::: + 1,0,...,0) é
i 1

inadimissivel para a i-ésima restrigao.

Portanto, pode-se saltar a partir de X', no
minimo até Z.

Se ocorrer a nao existencia de j; para a i-é-
sima restricao, isso indica que todo X > X' sdo inviaveis para es

ta restrigao.



3.2.4.2. Agregacido de saltos de restricdes nio satisfeitas

0 procedimento de analise mencionado em (3.2.

4.1) pode ser estendido como segue:

Para um salto nao se considera apenas a es-

trutura de uma restricao, mas todas as restrigoes tais que:

g;(x) = b, <0 comiceV
E evidente que com j* = min {j?} as afirma-
1€V
c6es mencionadas em (3.2.4.1) para j  em lugar de ji sao  vali-

das.

Para problemas com fungao objetivo e restri-

cdo lineares, o cdlculo seqluencial do maximo para determinar-se

)

j;, partindo de uma solugao invidvel X', é consideravelmente sim

plificado, como segue:

n
Seja S; = I a,. x: - Db, <0 acausa da nao ad-

missibilidade de X'.

Entao € valido:

Max gl(xi, ’Xj—l’ X s ,xn) =
x.eD.,...,xneDn
n
= S. + Max z ., X =
1 ~. 1kTk

xjsDj,.. ,xneDn k=7

n . - _
= Si + E (aik Xp ¥ aikxk)’ para qualquer jeJ
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Notagao:

at = ( 0)
ik T MaXieyke

asy = max(~aik,0)

3.2.5. Caso especial

Em problemas de programagao linear inteira ze

ro-um tem-se:

Ij = 1 para j = 1(1l)n
Seja:
X" = (x75eee,x)) nao admissivel, portanto,
n \/
- .« _ . S - B . - . . _
Si = j§1 aij xj bi < 0 e J; sera o primeiro indice j que pos
suir a propriedade:
n + _
Sl + kg. (aik X +oagy Xk) > 0
=]
onde,
X. = 1 - x
J 3
Toos (0 )
sy max > aiy
a;, = max (—aik, )

Antes de ser dgmonstrada a resolucao de (III)
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em forma de um algoritmo apresenta-se o exemplo de Rddder??, para
mostrar como partir de um vetor X' inadmissivel e encontrar o pri
meiro vetor lexicograficamente maior que X', utilizando a tecnica

de salto exposta em (3.2.4.2).

Exemplo:
Ache, partindo de X' = (0,0,0), o primeiro
vetor lexicograficamente maior que X', utilizando a técnica de

salto exposta em (3.2.4.2), do seguinte sistema de inequacoces.

+~]—’x—u

uxl + 3x2 3 >0
2
3x1 - X5 - 3 >0
X € {0,1,2,3,4}, § = 1(1)3
Solugao:

Para x' = (0,0,0), tem-se que:
S, = -4

1 —=—> V = {1,2}

82 = -3

ofs
«

Segue o calculo de j

Para 1 = 1, tem que:
Para j = 3
3 . - _ )
-4+ I (al. X. o+ 1 x.) = -4 + =(4)=-2<0
Para j = 2
’ % - 1
-4 + jEQ (al bx] + alj xj) = -4 ¢ 5,4:10 >0

20RODDER, Wilhel, op. cit..
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Portanto ji = 2

Para 1 = 2, tem-se que:
Para 3 = 3
3 . - _
-3 + j§3 (a2j xj + a23 X:) = =3+4.0 = -3 < 0
Para j = 2
3 . - _
-3+ I (a,: X: + a,. X-.) = =-3+0.4+4.0=-3<0
29 23 73 2]
J
Para j = 1
3 . )
-3 4+ I (a,. X: + a,. X.) = =3+3.4+40.4+4.0=9>0
tem-se que j; = 1
Portanto 3% = min {3%} = min {3.,3.)
. 1 1°-2
1eV
min {2,1} =1
Assim, pcde-se saltar de x° = (0,0,0) para o

primeiro vetor admissivel da desigualdade na ordenagao lexicogra

fica que é Z = (1,0,0)

x* = (0,0,0)
(0,0,l)
: b3
(0,4,4)
Z = (1,0,0)

Pelo método de calculo de j*, pode-se afir-

mar que nenhuma Solugao pertencenfe ao conjunto * & viavel.
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3.2.7. Diagrama de blocos do algoritmo LEXS

Para se ter uma visao global do algoritmo
LEXS, & apresentado o diagrama de blocos correspondente, conforme

figura 4.
‘INLL‘I'O)

(0,0,...0)

R o=
woon
=

b

i=0()m

ACHE 3™ PARA TODO i ¢V y = X1, comp SENDO A MELHOR SOLUCKO
i ATE AQUL

ZHAXIMO = g _(¥)

b g, X1y + 5, PARA WM § > , SUFICI-

EXISTE i ¢ V, PARA
X CIINTEMENTE PEQUEMO

0S QUAIS 31' NAO
EXISTEM

NAO i
K ) L%
j = min {3.}
ieV
K =K+ 1
XK-l:(X}\_Z,...,X}j(;Z*’l, >0, ,0)

OVERFLOW ?

SIM v -192 Y MAEO

y

Y £ A MELHOR SOLUCAG
ATE AQUL OU € SOLUGAO
OTIMA

0 PROBLLMA KRO TEM
SOLUGAO AI4ISSIVEL

G

FIGURA 4 ~ DIAGRAMA DL BLOCOS DO ALGORITMO LEXS



CAPITULDO IV

4. MODELO PROPOSTO

Para melhor compreensao do modelo, apresenta-

se o seu desenvolvimento em trés etapas, a saber:
a) Apresentagao do algoritmo LEXSM
b) Estudo das heuristicas

c) Modelo proposto propriamente dito.

4.1. O Algoritmo LEXSM

Tomando-se por base o algoritmo LEXS e manten
do os seus critérios de enumeragaoc lexicografica e de enumeragao
implicita, respectivamente, e realizando modificagoes em sua es-
trutura basica, obteve-se um novo algoritmo denominado de LEXSM.
Apresenta-se a seguir um conjunto de consideragoes para poder efe
tuar as alteracoes, o fluxo de LEXSM e um estudo comparativo dos

resultados obtidos com LEXS e LEXSM.

Primeira consideracao: Forma padrao do problema

No desenvolvimento da teoria de LEXSM, consi-

derou-se que o problema esteja na forma padrao
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n
"Max Z = I cc. . y. (IV.1)

n
1=1

(IV)(;
yj e {0,1}, j = 1(1)n (IV.3)
cey > 0, ¥j = 1(1)n (Iv.4)
¥j,k tais que: 1 £ j < k ¢ n = cey § ey (IV.5)

As hipoteses (IV.4) e (IV.5) nao invalidam a
generalizacgao do problema, pois qualquer probléma de programagao
linear inteira binaria pode ser transformado na forma padrao (IV),

como segue.

Obtencao da hipotese (IV): 'cj > 0, qualgquer j = 1(1)n'

Para cada Cy < 0 do problema original, faz-se

a seguinte mudanga de variavel.

X =1 - xi, onde xi e {0,1}, logo:

- — H - . . -
C X = ck(l xk) = Cp Xy

. 1 - - -~ 1 ~ . -
Seja Cp = o entao cp > 0 e a fungao obje

tivo ficara:

c. X. + xi, fazendo

- 1]
g,(X) = ¢ + 5 %3 *Cx

M

j=1
j#£k

F(X) = gO(X) - ¢, tem-se:
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que é uma fungao com

n

- 1

F(X) = E Cy : X
3

j=1
Jj £k
todos os coeficientes ndao negativos equivalentes a fungao inicial

go(X).

Obtencao da hipotese (IV.5):

"Quaisquer j e k, tais que:

1"

1<) <k gn=—=> ccj $ cey

Para obter-se esta segunda hipdtese, define-
se uma transformacao T, que, aplicada ao problema com a hipotese,

(IV.4) ja verificada, o transformarda na forma padrao (IV).

A transformacao T & definida como segue:

~

T(l,2,...,n):(jl,j2,...,jn), tal que cjl < cj2 < ... & cjn,passag

do o problema a ter a seguinte notacao:

= X. ara k=1(1)n
Yy i, P
= C. ara k=1(1)n
cey 3 p
aa = a. ara k=1(1)n e
k jk P

para 1=1(1)m

Como o algoritmo LEXSM utiliza ‘o problema na
forma (IV), a cada solugao viavel Y obtida, necessario se faz que
se determine a sblugéo correspondente X, pela aplicacao da trans-
formagao inversa da transformacdo T, obtendo-se a solugao viavel

correspondente do problema original.
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Segunda consideracao: Defihigao do vetor SOFO, com a fungao de ar

mazenar acumulativamente os valores dos coeficientes da fungao ob

jetivo, onde cada elemento & definido por:

SOFOk =

M3

cc., k = 1(1)n

jex 3

Terceira consideracao: Ordenar as restrigoes heuristicamente, se-

gundo a sua sensibilidade.

Assume-se aqui como sensibilidade a folga de

cada restricao.

Se todos os bi forem positivos, a sensibilida

de de cada restricao sera definida por

n
SENSIBILIDADE. = £ aar. - b.|/b.; i = 1(1)m
i 521 1] i i
onde aa’. = max {0,aa..}
ij ij
n N ~ .
Caso I aa.. - b. & 0, esta restrigao sera

521 17 i

desconsiderada do problema.

Senao, se algum bi for nao positivo, a sensi-

bilidade de cada restrigao sera dada por:
n
SENSIBILIDADEi = bi - I aa

Passando-se a considerar, no desenvolvimento
do algoritmo LEXSM, que as restrigoes (IV.2) estejam sempre orde-

nadas em ordem decrescente de sensibilidade.
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4.1.1. Modificacoes introduzidas no algoritmo LEXS

Estas consideragoes tem por finalidade servi
rem de suporte para que as modificagoes estruturais do algorit-

mo produzam os melhores resultados, como segue:

Primeira modificacao: Determinagao x

Seja X uma solucdo viavel e X’ > X uma solu-

cdao inadmissivel para a restrigao da funcao objetivo, entdo:

S, = g,(X ) - b, <0

0 algoritmo LEXS utiliza o seguinte processo

!,

para determinar j;.

- 3" serd o primeiro indice j, tal que:
Jo

onde:

Cp = max (O,ck)

¢, = max (—ck 0)

Este processo utilizando o algoritmo LEXSM

& modificado para:

- . - had . .
sera o primeiro indice 1, tal que:

SOFOi - b 3> 0, onde SOFOi =

ccC
O

n™M3

k=1
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Este procedimento & justificado pelo fato de
todos os ccj serem nao negativos e devido a estrutura do vetor

SOFO.

ot

Por outro lado, este processo garante que j;
seja o 'salto!' otimizado, pois os coeficientes da funcao objetivo

estao ordenados em ordem crescente.

Portanto, evidentemente, um ntumero substan-
cial de testes e operagdes de soma para a determinagao de j* serad

suprimido no computo geral da aplicagdo do algoritmo.

Segunda modificacao: Consideracao das restrigoes

0 algoritmo LEXS para enumerar uma solugdo con
sidera todas as restricoes. Este procedimento acarreta um nume
ro elevado de operacgoes para se efetuar a enumeragao, acentuando-
se em problemas com muitas restrigoes. O método proposto e utili-
zagdao em LEXSM minimiza o nimero de operagoes envolvidas na enumg'
ragdo de uma solugdo, fazendo uma filtragem. Este procedimento &

apresentado a seguir.

Método de enumeracao de uma solucao de LEXSM

A enumeracdo de uma solugao sera realizada em

duas etapas:

Primeira etapa: Filtragem

Consideram-se atuantes somente duas restri-

coes que sao:

a) A restrigdo proveniente da fungao objetivo.
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b) Uma restricao flutuante.

A restrigao flutuante sera a restrigao  mais
sensivel do conjunto de restrigdes. Uma solugao somente atingira
a segunda etapa se for viavel as restrigdes a) e b), simultanea-

mente.

Segunda etapa: Viabilidade geral de uma solugao

ApOs a obtengao de uma solugao viavel na pri-
meira etapa, a mesma sera testada nas restrigoes complementares,
pela ordem decrescente de sensibilidade. Se, ao testar-se a viabi
lidade da solugao em uma restrigao, ocorrer a violacao da mesma,
esta passa a ser a restrigao flutuante e volta-se a etapa um. Se
todas as restricoes forem verificadas, atualiza-se o valor de bo’
e a restrigdo flutuante volta a ser a mais sensivel, retornando-

se a etapa um.

Estas sao as modificagoes que foram realiza-

das no algoritmo LEXS gerando o algoritmo LEXSM.



4.1.2. Diagrama de blocos do algoritmo LEXSM

Para uma visualizacao geral

do
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algoritmo

LEXSM, apresenta-se o diagrama de blocos correspondente, confor-

me figura 5.

OVERFLOW ?

X £ A SOLUGEO
OTIMA

L

¥z (0,0,0,...,0)
RGN .
xat™ e
X z-1
K =1
B z-w
[e]
-l
Y.
1 N .
NAO 8o(Y ) =B 2072 51 M
DETERINE j3 NEO gi(Yk—l)_Bi 202
Yokl §§1+1,0‘...,o) i=1(n
1 ISIM
k-1 SR X, COMD SENID
SINM s 52 A1 k-2 . TiY—> X, COMO SENID A ME-
"“T""“‘< By B 0;::) AR LHOR SOLUCKD ATE AQUI.
k13 = i 1
NAO B, = g, (YD) + 6, para U
§ SUFICIENTEMENTE
PQUEND
DETERMINE i
k13
KoL kel k-1 k=ksl
Ty T e +1,0,...,0) -1 -2
)’ 3 y]]f(.la E] k] Yk = Yk
K13 = 1

—

O PPOBLEMA NAO TEM
SOLUGAO ADMISSIVEL

|

FIGURA 5 ~ DIAGRAMA DE BLOCOS DO ALGORITMO LEXSM

(*) k13 indica a restrigao mais sensivel do conjunto de restri-

~ ~ « .
coes, para uma solugao especifica.
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Andlise comparativa: LEXS e LEXSM

34

Para realizar a analise comparativa, os algo-

ritmos LEXS e LEXSM foram programados em FORTRAN, anexo 1 e anexo

3, respectivamente. Em seguida, foram resolvidos

no computador

IBM-360/40, da Universidade Federal de Santa Catarina, os proble-

mas apresentados no Anexo 2. Os resultados obtidos sao apresenta-

dos na tabela 1.

TABELA 1 - PERFORMANCE COMPARATIVA DOS ALGORITMOS LEXS E LEXSM

PRO- SOLUCKO VALOR OBTIDO TEMPgEgENggg EM
BLE- | NV NR
OTIMA
MAS LEXS LEXSM LEXS LEXSM
1 6 10 3800 3800 3800 4 1
2 10 n 70 70 70 5 1
3 10 7 -23 -23 -23 82 2
4 15 10 4015 4015 4015 21 13
5 15 15 10 10 10 18 6
6 15 50 9 9 9 109 137
7 20 3 26 26 26 25 37
8 20 10 6120 6120 6120 371 41
9 28 10 | 12400 11970% 12400 3500 280
10 31 31 18 18% 18% 3466 2438
11 39 5 { 10618 9777% 10618 3333 2357
12 50 5 | 16537 10756% 15148% 3226 2457
NV = NOMERO DE VARIAVEIS
NR = NOMERO DE RESTRICOES

NAO FORAM ENUMERADAS TODAS AS SOLUCOES

Os dados tabulados na tabela 1 evidenciam cla

ramente a performance superior do algoritmo LEXSM.
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4.2. Selecao e Incorporacao de Heuristicas

.

-

Os algoritmos LEXS e LEXSM incorporam as m
restrigoes do problema, outra, decorrente da fungdao objetivo, fi-
cando-se entao com m+l restrigoes. A adigao desta nova restrigao
tera a finalidade de,uma vez encontrada a primeira solugaoc  via-
vel, tornar todas as demais solucgoes vidveis que advirem melhores
que a anterior, melhorando-se passo a passo a fungio objetivo até

a sua maximizacao.

Note-se que a nova restrigao introduzida so
passa a ser ativa apos ter-se encontrado a primeira solugao via-

vel.

Portanto, se, antes de ser aplicada a rotina
iterativa dos algoritmos, incorporar-se ao mesmo um processo que
forneca uma solugao viavel que, aplicada na fungao objetivo, pro-
duza um valor na vizinhanca do otimo da mesma, iniciar-se-a com a
restrigcao incorporada extremamente atuante. Este fato acarreta um
numero substancial de solugoes que serao enumeradas implicitamen-

te.

Observe-se que a eficiéncia deste processo &
inversamente proporcional ao tempo de CPU utilizado para a obten-
cao da solucao acima, e diretamente proporcional ao valor que es-

sa solucao produz na fungao objetivo.

Esse processo €& possivel de ser realizado a-

traves de uso de heuristica.

Assim sendo, foram estudadas as seguintes heu

risticas:
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- Incremento Absoluto
- Incremento Relativo
- Senju e Toyoda

- Kochenberger

0 estudo destas heuristicas consta de um pro-
cedimento padrao que se resume em:

- Programagao

- Testes

- Analises

4,2.1. Heuristica de incremento absoluto

Esta heuristica leva em consideracao somente
os valores de Cj’ incluindo, se possivel, os de maiores valores,

desconsiderando totalmente as restrigoes.

0 processo inicia com todas variaveis X i-

»

guais a zero.

Iterativamente a variavel Xy (onde k é o Indi

ce de ¢, , tal que, c, = Max {c:}) assume o valor um, sendo tes
K kKo ys1(om =

tada a viabilidade da nova solugao desta decorrencia. ‘Se viavel,
Xy permanece com O valor um; caso contrario, volta a ter o va-
lor zero. O processo termina quando todas as variaveis forem tes-

tadas.-

Este processo encontra-se na figura 6.
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4.2.2. Heuristica de incremento relativo

0 processo inicia com todas as variaveis x.

]
iguais a um e verifica a viabilidade desta solugao. Se viavel,
o processo termina; caso contrario, iterativamente a variavel Xy

(onde k é o indice da variavel Gk definida como:

n
G, = min {G.=c./ a..},af.=max{0,a..})
Koosticon 303 s ) +J

assumira o valor zero. 0 processo termina quando uma solugao via-

vel for encontrada.

Este metodo apresenta como ponto negativo o
fato de considerar todas as restrigoes com pesos iguais, nao de-
tectando as influencias acentuadas de algumas restrigoes. Em ou-
tras palavras, considera somente o incremento relativo, desconsi-

derando o custo relativo, isto &, a relacao bi/aij‘

Esta heuristica encontra-se na figura 7.

4.2.3. Heuristica Senju e Toyoda

Esta heuristica leva em consideracao as res-
trigdes do problema, procurandc eliminar a influéncia  acentuada

de alguma restrigdo pela seguinte normalizacao:

Si = Max (0, % (aiP/bi)—l), i=1(1)dm

onde, P é o conjunto de variaveis iguais a 1.

0 processo inicia com todas as variaveis Xj
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iguais a um e verifica a viabilidade desta solugao. Caso nao seja

vidavel, a variavel %, (onde k € o indice de G, > tal que:

m
G, = min {G.z¢c./ T

S.(a../b.OH)
Koo3tion 33 1132

1

assumird o valor zero. O processo termina quando uma solugdo via-

vel for encontrada.

Apresenta como limitacao a necessidade de to-

dos os b, serem positivos.

0 processo completo sera exposto na figura 8.

4.2.4. Heuristica Kochenberger

Inicia o processo com todos os xj iguais a ze
ro, como tambem leva em consideracdo as restrigoes. A cada solu-

gao viavel determinada, faz a seguinte normalizagao.

Em seguida, a variavel x, (onde k & o indice

n
de G _, tal que, G, = Max {G. = c./ Z
k kKo Sslaon 30 T ia

(a;5/DHYD
13771 J
assume o valor um. Se a solugao decorrente deste procedimento for
viavel, entao X) permanece igual a um; caso contrario, assume o)

valor zero. O procedimento termina quando todas as variaveis fo-

rem testadas.

Tem como limitagao a obrigatotiedade de todos

os b, serem positivos.

0 fluxo completo desta heuristica & apresénta
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do na figura 9.

4.2.5. Analise e selecdo das heuristicas

As heuristicas aqui citadas foram programadas
em FORTRAN e testadas nos problemas que vem sendo utilizados. Os

resultados obtidos encontram-se na tabela 2.

Pela analise das heuristicas, nota-se que as
de incremento absoluto e incremento relativo apresentam o maior
erro. Este fato € justificavel, pois as mesmas nao fazem restri-
gao a estrutura do problema, sendo que a mais precisa destas duas
€ a heuristica de incremento relativo, enquanto as especificas a-
presentam uma performance superior, sobressaindo-se, entre estas,

a de Kochenberger.

Devido ao modelo proposto ser geral, nao ten-
do nenhuma restrigdo quanto a estrutura do problema, a heuristica
geral engloba as heuristicas de incremento relativo e de Kochen-
berger, sendo que a primeira somente sera usada se houver algum

b. nao positivo, como se pode notar na figura 10.
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FIGURA 6 - DIAGRAMA DE BLOCOS DA HEURISTICA DE INCREMENTO
ABSOLUTO
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FIGURA 7 - DIAGRAMA DE BLOCOS DA HEURISTICA DE INCREMENTO RELATIVC
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X = 1
J
G. = 0
J
J = 1(1l)n
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7 = b C.
j=1
n
S: = max {0, £ (a../b. .x.) -1}
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j=1
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-t

FIGURA 8 - DIAGRAMA DE BLOCOS DA HEURISTICA SENJU E TOYODA
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4,3. Primeira Fase do Modelo Proposto

0 modelo proposto, que a segulr sera apresen-
tado, constitui-se em duas fases distintas. Na primeira fase, a-
través da aplicagao da heuristica geral, vide figura 10, obtéem-se
uma solugdo inicial viavel, que originara uma série de subproble-
mas nos quais serao aplicados o algoritmo LEXSM, melhorando, se
possivel, a solugao inicial. Todavia, apesar da solugdo resultan-

te ser viavel, ndao € garantida a sua otimalidade.

Na segunda fase, aplica-se o algoritmo LEXSM
ao problema original, informando-o dos resultados obtidos, na pri

meira fase. Ao final desta fase obtém-se a solugao Otima.

Para aplicacdao do modelo, sera considerado,
sem perda de generalidade, que o problema, apos as transformagoes
necessarias, esteja na forma padrao (IV), seguindo-se os seguin-

tes passos.

Passo 1:

Aplicacao da heuristica geral do problema, re

sultando na obtencdo de uma solucdo vidvel Y.

Substituindo-se Y* no problema, obtém-se:

)

a) 0 valor inicial da fungao objetivo 7", onde

b) As folgas BAUX. referente a solugdo Y¥ sdo

obtidas por:
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Passo 2: Montagem dos subproblemas.

)

Para cada componente y;z de YN, I2=1(1)n, tal

que yiz = 0, monta-se um subproblema com a rotina a seguir:

a) Selecao das variaveis

Percorre-se a solugao Y = (y;,...,y") em
ordem crescente de seu indice, até detectar a primeira componente

igual a zero. Seja I2 o indice com a caracteristica acima:

Iraoc compor este subproblema a variavel

y§2 unida com todas as variaveis y; = 1, j=1(1)I2-1, obtendo-se o

conjunto K dos indices das varidveis que compoem o subproblema.

b) Cidlculo dos recursos do subproblema

Com as variaveis Yo i ¢ K, definem-se o0s
recursos do subproblema, levando-se em consideracao as folgas do
problema original decorrente da solugao Y . O procedimento acima,

computacionalmente formulado, é&:

BAUX. = I aa
i

yK + BAUX,, para 1=1(1)m.
K

ik

c) Determinacao do valor inicial da fungdo ob-

jetivo do subproblema

0 valor inicial da funcao objetivo do sub-

problema I2 & dado por
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Ly = i CCiy * Yyx T CCpy

passando o subproblema a ter a seguinte forma padrao

Max Z = I cc

Sujeito a:

i aa;y Yy € BAUX. 1= 1(1)m

Passo 3:

A cada subproblema montado & aplicado o algo-
ritmo LEXSM. Para cada solugado viavel advinda da aplicagao do al
goritmo, aplica-se a transformacgao T—l, para se obter a solugao

viavel do problema que se deseja resolver.

Quando se repetir o procedimento, para a mon-
. . . .
tagem de outro subproblema, o conjunto Y e percorrido a partir

do Ultimo indice I?2 acrescido de uma unidade.

Conclui-se esta primeira fase quando o valor

do apontador I2 for maior que o numero de variaveis do problema.

4.4, Segunda Fase do Modelo Proposto

Nesta segunda fase, aplica-se o algoritmo

LEXMS ao problema que se pretende resolver.

Para que as informagoes obtidas na primeira fa
se sejam totalmente incorporadas ao modelo, deve-se utilizar o va
lor da funcdao objetivo ja determinado na primeira fase, tornando-

se, assim, a restrigdo proveniente da fungao objetivo extremamen-
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te atuante, como segue:

Seja X  a solugao obtida na fase um. Entao, na

fase dois, a restrigdo correspondente a fungdo objetivo sera

gO(X) - gO(X*) > 0, forcando LEXSM a s& tes-

-~

tar as solugoes X, tais que X > x~.

Devido ao proprio desenvolvimento do algorit-

mo LEXSM, a Gltima solucdo viavel obtida & garantidamente Otima.
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Para uma visualizagao global do modelo propos

to, apresenta-se o diagrama de blocos correspondente, conforme fi

gura 11, e uma listagem do programa conforme anexo 3 e manual de

uso anexo Uu.

TRANGEOEM O PROBLIPA KA FORIA TADRAO TV
AFLIGUL A HEURTSTICA GLEAL
CALCULL:

(SR 1

Apurterieo T Sy 0 Y

n
¥
izl
LXISTE ALGUH bi R

i = 1(Dn
lh‘l’\O

%
Y |

I

SEGUNDA
FASE

T_.
FACA:

K = N
BAUX, = -7

:

APLIQUE LEXS

3

A SOLUGAO OTIMA FAGA:

1 .
T« Yernp™ “stiip

&3

Lo 4o 3 %

F 1"

12 = 12 + 1 \ Y12 T

MONTAGEM DO SUBPROBLEMA

DETERMINE :

K ={j tais que yj=l,j=l(l)n}
FACA: K = KU I2

CALCULE :

BPAUX, = [ aa. + BAUX.
iy i

iKYk
i = 1(1)m

E»AU)(i B }Z( CCiy Yy ~ CC12

4

APLIQUE LEXS /0 SUBPROBLEMA

i

A SOLUCAD GTIMA DO SURIROBLL
MA FACA:
1 5

erim Yot

o~
"
‘o
0
=

FIGURA 11 - DIAGRAMA DE BLOCOS DO MODELO PROPOLTO
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Para facilitar a andlise, elaborou-se a tabe-

TABELA 3 - ANALISE COMPARATIVA DO MODELO PRCPOSTO COM O ALGORITMO

LEXS
PRO- SOLUCED MODELO PROPOSTO LEXS
s | ow | — __FasE _FASE 2 _
MAS Z TEMPO Z TEMPO Z TEMPO
1 6 | 10 3800 3800 1 3800 1 3800 4
2 10 4 70 70 1 70 1 70 5
3 10 7 -23 oo 1 -23 2 ~-23 82
Yy 15 10 4015 4015 1 4015 2 4015 21
5 15 15 10 10 1 10 5 10 18
6 15 50 9 9 1 9 1 136 g | 108
7 20 3 26 40 1 26 26 26 25
8 20 110 6120 6120 3 6120 4 6120 371
g 28 {10 12400 12400 4 12400 17 | 11970% {3500
10 31 31 18 13 16 18%{3200 18%13u66
11 39 5 10618 10588 27 10618 ;1488 9777% 3333
12 50 5 16537 16360 25 16360%§3200 | 10756%13226
NOTA:
NV = NOmero de Variaveis
NR = NUmero de Restrigoes
7 = Valor Obtido da Fungao Objetivo
TEMPO = Tempo de CPU em Segundos

Nao Foram Enumeradas todas as Solugoes.



52

Nota~-se através da tabela 3, a eficiencia do
modelo proposto em sua primeira fase, que tem como principal ca-
racteristica um crescimento linear de tempo de solugao, em fungao
do nimero de variaveis do problema, apresentando um valor da fun-
gdo objetivo em alguns casos otimo e nos demais com um erro prati

camente desprezivel.

Na segunda fase, quando se deseja obter a so-
lugdo otima, observa-se que o crescimento do tempo de  resolugao
também & linear, para problemas que tenham em torno de trinta va-
ridveis. Para problemas maiores, o crescimento do tempo passa a

ser uma fungdo exponencial do nimero de variaveis.



CAPITULO Vv

5. CONCLUSAO

0 desenvolvimento de pesquisas e estudos so-
bre as técnicas lexicograficas, na tentativa de se conseguir mode
los computacionalmente viaveis, para a resolugao de problemas de
programagac linear inteira, ainda se encontram num estagio embrio-
nario.

Entretanto, na pratica, independente do meéto-
do utilizado, o conhecimento da solugao otima de programagao 1li-
near inteira é freqiientemente impraticavel, devido acs seguintes

aspectos:

a) pelo excessivo tempo e memoria requeridos

de computador, se o problema & de médio ou grande porte.

b) quando os aspectos anteriores nao sao con-
siderados, a modelagem do problema real requer algumas abstragoes
que se fardo sentir na solugao otima do modelo, a qual certamente

pertencera a uma vizinhanga da solugdo otima do problema real.

Tendo em mente as consideracgoes acima, pode-
se afirmar que o modelo proposto & dotado de uma potencialidade de
abrangencia suficientemente ampla para ter aplicabilidade a pro-

blemas de qualquer porte.

Em problemas de pequeno porte, como fol exaus

tivamente demonstrado ao longo deste trabalho, o modelc proposto
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tem uma excelente performance, obtendo-se a solucdo Otima em um
tempo muito bom, quando comparado com os tempos de literatura e-

xistente,

Finalmente, em problemas de medio e grande por
te, quando surgem duragoes maiores para a obtengao da solugao Oti
ma, observa-se que a primeira fase do modelo proposto tem a virtu
de de trazer uma solugao surpreendentemente proxima da otima, com
um erro desprezivel, em um curto espago de tempo. Com esta solu-
gao, o usuario dispoe de excelente ferramenta de trabalho e pode
optar por ela ou ainda despender maié algum tempo computacional
na busca da otimizagdo, bastando para tal que se aplique a segun

da fase do modelo proposto.

Entretanto, volta-se a enfatizar que o atingl
mento da solugao Otima pode significar um incremento de informa-
¢des muito pequeno, tendo em vista as limitagoes de modelagem do

problema, contra um custo que pode tornar-se muito significativo.



55

BIBLIOGRAFIA CONSULTADA

BALAS, E. An additive algorithm for solving linear programs with

zero-one variables. Operations Research, 13(4):517-546, 1965.

Discrete programming by the filter method. Operations

Research, 15(5):915-957, 1967.

DRAGAN, Irinel. An algorithme lexicographique pour la resolution
des programmes linéaires en variables binaires. Management

Science, 16(3):246-252, Nov. 1969.

GLOVER, F. Surrogate constrainsts. Operations Research, 16(u4):

741-749, 1968.

HALDI, J. 25 Integer programming test problems. Working Paper
n? 43, Graduate School of Business, Stanford University, Decem-

ber 196L.

LAWLER, E. & BELL, M. A method for solving discrete optimization

problems. Operations Research, 14(6):1098-1112, 1966.

MACULAN FILHO, Nelson. Programacao linear inteira. Rio de Janei-

ro, COPPE, UFRJ, 1978.

NASCIMENTO, Paulo R. Anotagoes de aula de pesquisa operacional

III. Pos-Graduagdo Engenharia de Produgao, UFSC, 1978.

PETERSEN, Clifford C. Computacional experience with variantes of

the balas algorithm applied to the seletion of R&D projects.

Management Science, 13(8):736-750, May 1967.



‘56

RODDER, Wilhelm. Ein lexikographischer suchalgorithmus zur
ganzzahligen Programmierung: LEXS. Zor, Bd. 20, 1972. p.209-

217.

SALKIN, Harvey M. Integer Programming. Cleveland, Ohio, Addison

-Wesley Publishing, 1975.

SIMONNARD, M.A. Programmation linéaire. Paris, Dunod, 1973. v.2.

WALLINGFORD, B.A., & MAO, James C.T. An extesion of Lawler and

Bell's method of discrete capital budgeting. Management Scien-

ce, 15(2): Oct, 1968.

ZANAKIS, Stelios H. Heuristic 0-1 linear programming an experimen

tal comparison of three methods. Management Science, 24(1):91-

104, Sep 1977.

ZIONTS, S. & KENDALL, K.E. Solving integer programming problems

by aggregating constraints. Operations Research, 25(2); Mar-

Apr , 1977.



A NEXO 1

PROGRAMACAO DO ALGORITMO LEXS

57



58

DESCRICAO DA FUNCAO DE CADA SUB-ROTINA

ATUAL:

A cada solugao viavel determinada, a sub-roti

na atual tem a fungao de:

- armazenar a solucao

- redefinir o valor da fungao objetivo

- imprimir a solugdo, o valor da fungao obje-
tivo e o numero de solugoes enumeradas ex-

plicitamente.

CMJE e CALMJE:

Estas duas sub-rotinas tem a mesma finalidade:
determinar o salto j“. A sub-rotina CMJE somente sera usada se to
das as variaveis do problema forem binarias; caso contrario, usa

-se a sub-rotina CALMJE.

ENTRA:

Realiza a leitura e impressao de todos os da-

dos referentes ao problema que se deseja resolver.

INICIO:

Todas as variaveis do problema serao iniciali

zadas nesta sub-rotina.

LIMITE:

Tem a finalidade de fornecer os limites supe-

rior e inferior de cada variavel.
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PREPA:

Muda todas as restrigoes da forma g.(X) Z b.

l’

para a forma gi(X) - bi %> 0, com 1=1(1)m, e transforma os proble-

mas de minimizagao em problemas de maximizagao.

PULO e PULOL:

Estas duas sub-rotinas tem a mesma finalida-
de: determinar a prdéxima solugdo lexicografica que sera enumera-
da. A sub-rotina PULO somente sera usada se todas as varidveis do

problema forem bindrias; caso contrario, usa-se a sub-rotina PU-

LO1.

SAIDA:

Tem por fungao a impressao dos resultados fi-

nais, que sao:
- valor otimo da fungao objetivo
- solugao Otima

- numero de solugdes enumeradas explicitamen-

te

- folgas referentes a solugao otima.

VERIFI:

Determina as restrigdes que estao sendo viola

das para uma determinada solucgao.
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KRR R TR X R AR KR R R R R R R TR R ek A h ke Rk R Rk ke ke hkr ke h k& ek k%
IMPLICIT INTEGER(A-])
COMMON A(55,55} ,TR(55},8{5 B)vX(s))vY(bD)y)(SS)yVU(Jb)yRNS(sb)
TOMMON Ky JENELFIM,Z,DIZASO, MJE, TP, yUMJE
COMMON IMP,LE]
ZOMMIN LS{55) ,RPO1,N]JRUS ]
ATUALIZA O VALOR DA FUNCAD OBJETIVA
AIMAZENA G MELHOR SOLUCAD ENCONTRADA
Y = MELHOR SOLUCAD ENCONTRADA
L=0
D0 20 J=l+N
Y{J)=X{J)
1=7 + Al1l,Jd)%X{J)
20 CONTINUE
PARA FORCAR A SOLUCADO ATUALNAD MAIS SzRVIR
S{l)=-1
8(l)=={17+1)
DICASO=1
PARA LISTAR A MELHOR SOLUCAQC ATE 3 MUMENTO
WRITE{IMP,13)ZyNIRUS (X (I),y1=1,4N)
13 FORMAT(Z‘lO,lO +3013,/+30X,3D013)
RETURN
END
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JENE=0
NIRUS - NUMERO DE SOLUIZOES TESTADAS
NIRUS=!
FIM - INDICA OVERFLOW NO VETOR SOLUCAD
FIM = 1 - OVERFLIW
FIM=0
RETURN
END
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COMMDN A(55,55 ).TR(SS).B(SS),XKSD).Y(55) SE55)sVBID5)yRNS{55)
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SUBROUT INE LIMITE
* &

Bk K Rk Sk A Rk R R Aok ok ROk Rk Rk Rk ok & ok kR ROk Rk ok KRR R Aok Rk kR kK Rk
IMPLIZIT INTEGER(A=~Z)

N A{55,955) 3;TR{55),B(55)¢X{55)4Y(55),5{55},VB{55)},RNS(55)
COMMON K, JENE,FIMyZ,DICASDO,MJE, TPy M,N,UMJE
COMMON IMP, LEI
COMMON LS{55}),P01,NIRUS
READ(LEIyS2LLS(1)s1=1,4N)
5 FORMAT{1615)
RETURN
END
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0S PROBLEMAS DE TESTES:

Foram selecionados doze problemas de programa
¢ao linear inteira zero-um. Os exemplos mais representativos des-
ta classe sao os de selegaoc de portafolio e correspondem, aos pro

blemas 1,2,4,8,9,11 e 12, que foram apresentados por Petersen??,

Geralmente, neste tipo de problema deseja-se
selecionar alguns de N projetos dados, onde c4 € o lucro estimado
para o j-ésimo projeto j=1(1)n. O limite de recurso para o i-ési-
mo periodo de tempo i=1(1)m € dado por b., e o gasto necessario

para realizar o j-8simo projeto no i-ésimo periodo de tempo & ;5
Os problemas 3 e 7 estao propostos no livro

INTEGER PROGRAMMING de Salkin??.

Para finalizar, foram incorporados os proble-
mas classicos da literatura desenvolvidos por Haldi?) que corres-

pondem aos problemas 5, 6 e 10.

2PETERSEN, Clifford C., Computacional..., p.736-780.
ZSALKIN, Harvey M., Integer programming..., p.235-236.

28HALDI, J., 25 integer programming.



¥ % PROBLEMA 1 #®#%x%

NJUMERO DE FESTRICOES = 10
NJUMERO DE VAKTAVEILIS = ¥}
J CJ AlJ hed 134 A4l Aod Lo J ATd AdJd 4394
1 LOO 3 3 3 5 5 5 0 3 3
2 600 12 12 o 1J 13 13 0 J P
3 1200 13 13 4 3 3 3 J 4 4
4 2400 5% 75 13 32 42 48 v 0 0
5 500 22 22 13} 3} ) 6 3 3 &
6 2000 41 41 4 12 24 290 J J 4
TIP3 DAS RESTRICOES 2 2 2 2 2 2 2 2 2
VALOR DOS RECURSOS 30 s 20 34 o 48 10 LE 22
Solucao: ZMAX = 3800; X5 = 1(j=2,3,6), outros X = 0
ss6 PROBLEMA 2 %%
NUMERO DE RESTRICOES =
NUMERO DE VARIAVEIS = 10
J CJ Al A2 43J A4&J
i 14 12 3 3 0
2 17 54% 7 0 0
3 17 1) o) 4 3
4 15 6 2 1 1
5 40 30 35 4 2
6 12 6 6 3 3
7 14 48 4 4 4
8 10 36 3 4 2
9 12 18 3 5 7
10 10 30 20 10 10
TIPO DAS RESTRICOES 2 2 2 2
VALOR DOS RECURSQOS 50 20 20 15
Solucao: ZMAX = 70; X = 1(3=1,3,4,6,9), outros X5 =0
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%% PRIJLEMA

ERD DF
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STRICOES

D0S RECURSOS

DAS RE

TIRG
VALOR

N

i2

D

13

=0

1,5,6,10) ,outros Xj

1(j=

J

ZMIN = -23, x.

Solugao:

w45 PRIBLEMA & %%
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15

DE RESTRICOES =
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e
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—_ T O NN
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—t
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oo 7o ok e md

2
5590

TIPO DAS RESTRIC3ES
VALOR DOS ReECUFSOS

130 240 239 310 110 205 260 275

700

=0

1,2,4,6,7,9,10,14,15); outros xj

1(j=

j =

solugdo: ZMAX = 4015; x.
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DESCRICAO DA FUNCAO DE CADA SUB-ROTINA

ENTRA:

Realiza a leitura de todos os dados referen-

tes aos problema que se deseja resolver.

IMPRE:

Realiza a impressdo de todos os dados do pro-

blema que sera resolvido.

HEURI e HEURIZ2:

Estas duas sub-rotinas tem a mesma finalida-
de: determinar um valor inicial da fungao objetivo. A sub-rotina
HEURI sempre sera usada quando todos os valores dos recursos fo-

rem positivos; caso contrario, usa-se a sub-rotina HEURIZ2.

LEXS e LEXSN:

Ambas tem a mesma finalidade:

- Ordenar as restricoes por sensibilidade
- Determinar o vetor SOFO
~ Resolver o problema utilizando o algoritmo

LEXSN.

A sub-rotina LEXS sempre serda aplicada aos
problemas que possuirem todos os recursos positivos; caso contra

rio, aplica-se a sub-rotina LEXSN.



85

RESOLV:
Esta sub-rotina tem por finalidade transfor-
mar:

~ todos Cj < 0 em ccj > 0.

>

- todas as restrigoes g;(X)

b. em
1

- problemas de minimizagao em problemas de

maximizagao.

Se o problema transformado possulr todos os

recursos positivos, seguem-se os seguintes passos:
- aplica-se a sub-rotina HEURI
- montam~-se os subproblemas

- aplica-se a sub-rotina LEXS ao problema

transformado.
Caso contrario:
- aplica-se a sub-rotina HEURIZ2

- aplica-se a sub-rotina LEXSM ao problema

transformado.
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MANUAL DO MODELO PROPOSTO

1. Condicionamento do problema

Para a utilizacgao do programa, o problema nao
necessita estar em uma forma padrdo pré-definida. Podera estar nu

ma das formas abaixo:

n
Max (min) I c¢. x
521 373
Sujeito a:
n >
jzl aij xj z bj’ com 1 = 1(1)m

Onde Xj e {0,1} e todos os coeficientes tem
que ser inteiros. Caso existam alguns que nao o sejam, de acordo
com a precisdo desejada pelo usudrio, poder-se-a arredondar todos
os coeficientes fracionarios para o inteiro mais proximo, ou mul-

tiplica-los por um fator que os torne inteiros.

2. Preparacao dos dados

0 programa permite processar diversos proble-

N .
mas a cada vez que for executado, sendo que o "DECK" de cartoes

de entrada estara disposto de acordo com a figura 12.

0 primeiro cartao de entrada dos dados tera as
finalidade de informar o numero de problemas que serao executa-
dos, seguido de tantos blocos de cartoes quantos forem os proble-

mas a serem processados.



N-£SIMO
PROBLEMA
s
e
// i
’ e
/ | oo
e P ,/
,
SEGUNDO s
s
PROBLEMA e

PRIMEIRO
'PROBLEMA

[

NOMERO DE PROBLEMAS
A SEREM PROCESSADOS '

FIGURA 12 ~ "DECK" DE CARTJES DE ENTRADA
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3. Perfuracao dos dados

3.1. Primeiro cartao do "DECK" de cartoes de entrada

Neste cartao devera constar o numero de pro-
blemas a serem processados pelo programa. Este numero corresponde
a uma variavel inteira (NUPRO), que ocupara um campo de cinco co-
lunas do cartdo. O Ultimo digito necessariamente sera alocado na

quinta coluna do cartao.

3.2. Cartoes de cada bloco

Cada bloco de cartoes subseqientes ao primei-
ro cartido do "DECK" de dados de entrada correspondera a um proble

ma e constituir-se-a dos cartoes indicados na figura 13.

TERCEIRO SUB-BLOCO
(coeficientes das res-
trigoes)

[

SEGUNDO SUB-BLOCO
(tipo da restrigao
€ recursos)

[

PRIMEIRO SUB-BLOCO
(coeficientes da fungdo
objetivo)

s Q& r// 29 CARTAQ )
- . £}

» Nimero de restrigdo, nimero de variavel e
tipo do problema

19 CARTAO

——————— Nome do problema.

FIGURA 13 - "DECK" DELCARTOES DE CADA BLOCO
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CADA CARTAO DO BLOCO TERA A SEGUINTE FINALIDADE:

- Primeiro cartao do bloco:

Neste cartao deverda constar um nome para e}

problema, perfurado em quaisquer posigoes das 80 colunas do car-

tao.

- Segundo cartao do bloco:

Neste cartdo devera constar o numero de res-
trigoes, o numero de variaveis e o tipo do problema do respectivo

bloco.

- Numero de restricoes:

Variavel inteira (M), que ocupara um campo de
cinco colunas do cartao. O Gltimo digito necessariamente sera alo

cado na quinta coluna do cartao.

- Numeroc de variavel:

Varidvel inteira (N) que ocupara um campo de

cinco colunas do cartdo. O Ultimo digito necessariamente sera alo

cado na décima coluna do cartao.

(™

- Tipo do problema: ;oS
¥ '
- ) ‘ L. 3
~ Variavel inteira (TP).que assumira o valor 1

se o problema for de maximizagao e 2 se for de minimizagao. Deve-

ra necessariamente ser alocado na décima quinta coluna do cartao.
“ -

<
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~ Primeiro sub-bloco:

Este sub-bloco sera constituido dos coeficien
tes da fungdo objetivo, sendo que cada coeficiente ocupara um cam
po de cinco colunas do cartao. O Gltimo digito de cada coeficien-
te necessariamente sera alocado na ultima posigdo de seu respecti
vo campo. Serao utilizados tantos cartoes quantos forem necessa-

rios.

- Segundo sub-bloco:

Para cada restricdo correspondera um cartao

contendo o tipo da restrigao e o recurso correspondente.

Tipo da restricao: variavel inteira (TR), que

podera assumir os seguintes valores:

(1) -~ se a restricao for maior ou igual

(2) -~ se a restrigao for menor ou igual.

Esta variavel deverda necessariamente ser alo-

cada na quinta coluna do cartao.

/

Valor do recurso: variavel inteira-(B) que o-.
e

cupara um campo de cinco colunas. O Gltimo digito sera alocado na
décima coluna.

EES |

- Terceiro sub-bloco:
2

N

Este sub-bloco sera constituido dos doeficien
. . c
tes das restrigoes. Cada coeficilente ocupara um campo de clnco cQ

lunas do cartdo. 0 Gltimo digito de cada coeficiente devera ocu-

par a ultima posicao do campo. Serao utilizados tantos cartoes
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quantos forem necessarios para cada restrigao. Mudando a restri-

cao, devera ser utilizado um novo cartao.



