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N o t a ç ã o

A - ârea da seção transversal do corpo de prova
a - dimensão característica da trinca
a - dimensão da trinca equivalentetíq
B - espessura do corpo de prova
b - distância entre o extremo da trinca e a extremidade

do corpo de prova 
c - metade da distância entre o extremo da trinca e a ex­

tremidade do corpo de prova 
E - m5dulo de elasticidade do material
Eq - modulo de elasticidade tangente, correspondente â ten

são nominal
Eg - módulo secante correspondente à tensão máxima
EgQ - módulo secante correspondente ã tensão nominal
E-p ~ módulo de elasticidade tangente, correspondente ã ten

são máxima 
F - carga
Fj^^ - carga máxima
G - taxa de liberação de energia de deformação
J - valor da integral J
Jp - incremento da integral J causado pelo comportamento

não linear do material
- fator de intensidade de tensão segundo o modo i de a- 

bertura da trinca
Kjj, - fatòr de intensidade de tensão crítico

“ fator de intensidade de tensão crítico segundo a equa 
ção (5.17)

- fator de intensidade de deformação
Kp - fator de intensidade de tensão plástico

- fator teórico de concentração de tensão
- fator de concentração de deformação
- fator de concentração de tensão

k - constante da relação a = k (equação (3 .11))
k - constante elástica de rigidez do corpo de prova
Lf - carga de falha real



u
n
P
r

U

w
w

Y

a ■ 
A

^P
6

e
^mãx
o

0
V

o

a

frat
a,

o - max
o

oR

- carga de falha prevista pela Mecânica da Fratura Elâ^ 
tica Linear

“ carga de falha prevista pela análise limite
- expoente de encruamento do material
- passo do reticulado
- coordenada polar cilíndrica de um ponto em relação ao 

extremo da trinca
- raio plástico
- raio de curvatura do entalhe
- energia potencial
- deslocamento do extremo da descontinuidade na direção

i
- função densidade de energia de deformação
- distância entre o ponto de aplicação de carga e a ex­

tremidade do corpo de prova
- fator geométrico
- fator de correção plástico
- coeficiente (equação 14 - Apêndice 1)
- deslocamento total
- deslocamento elãstico
- deslocamento plástico
- deslocamento de abertura da trinca
- deformação
- deformação máxima na descontinuidade
- deformação nominal
- deformação transversal
- coordenada polar cilíndrica
- coeficiente de Poisson elástico
- tensão
- tensão de escoamento do material
- tensão de fratura
- tensão real de fratura
- média entre as tensões de escoamento e ruptura conven 

cionais
- tensão máxima na descontinuidade
- tensão nominal
- tensão convencional de resistência ã tração



(j) - ângulo tangente ao raio de curvatura do entalhe
'F - estricção



R e s u m o

Neste estudo, são analisadas teorias existentes de con­
centração de tensões e deformações, no regime elasto-plãstico,bem 
como métodos de analise para caracterizar o início de uma ruptura 
dütil. Estas teorias são comparadas com dados obtidos experimen­
talmente quanto ã concentração de deformações e ã aplicação dos 
métodos de analise. £ dado enfoque ã utilização da Integral J tan 
to como parâmetro caracterizador de fratura dütil como também no 
cálculo da concentração de deformações. Simultaneamente foram es­
tudadas algumas teorias de ruptura visando fornecer uma explica­
ção sobre a forma como esta se processa.



A b s t r a c t

Some existing theories of stress and strain concentra­
tion applicable in the elastic-plastic range as well as some me­
thods o£ analysis for characterizing the begining of a ductile 
rupture are analised. Results of such theories are compared with 
experimental data in so far as strain concentration and applica­
tion of analysis methods are concerned. Moreover, attention is 
paid to the use of the J-Integral as a characteristic parameter 
of ductile fracture and in the strain concentration computation. 
Simultaneously, some fracture theories are analised with respect 
to the assumption which describes how the rupture develops.



I n t r o d u ç ã o

Uin aspecto importante no dimensionamento de elementos 
estruturais é a capacidade do material suportar carga, sem que ve 
nha a falhar. De uma forma geral esta falha pode ser provocada 
por uma sobrecarga, que leva a uma ruptura estática, ou então de­
vido a nucleação e propagação de trincas, provenientes de um car­
regamento dinâmico.

Durante muitos anos, a indústria aeronáutica desenvol­
veu esforços para compreender e prever o crescimento das trincas 
de fadiga.Mais recentemente, as indústrias de veículos e equipa­
mentos pesados, passaram a mostrar um interesse crescente na pro­
pagação de fissuras. A análise da rejeição ou não de uma peça por 
algum processo não destrutivo, como por exemplo o uso do ultrasom, 
raios-X, raios-y, etc., baseia-se na indicação da existência de 
algum defeito interno de dimensão razoável. Este defeito, todavia, 
poderia ser aceito desde que houvesse a possibilidade de definir 
intervalos de inspeção de manutenção em função do seu crescimento, 
para evitar que este atinja um tamanho perigoso. Isto ê de vital 
importância para peças de grandes dimensões, onde o custo de fa­
bricação ê elevado.

A Mecânica da Fratura Elástica Linear levou ao apareci­
mento de novos conceitos de projeto. Se um componente com um pe­
queno defeito for aceito, então o conhecimento da sua taxa de 
crescimento, geralmente por fadiga, irá permitir uma definição lo 
gica de um ciclo de re-inspeção adequado para detectar a largura 
da trinca antes que ela aumente o bastante para causar a fratura. 
Similarmente, se há uma incerteza sobre o tamanho da trinca que 
tenha escapado ã detecção, os testes de sobrecarga demonstram que 
uma trinca maior que um certo tamanho não causa fratura, e portan 
to pode-se considerar como se não existisse. A Mecânica da Fratu­
ra Elástica Linear pode ajudar na seleção do material otimo ou 
tratamento térmico para um trabalho em particular.

Por outro lado, há a necessidade de examinar-se cuidado 
samente os campos de tensão local, inclusive tensões residuais e



térmicas, os efeitos tri-dimensionais e os defeitos adjacentes, a 
fim de estimar uma propriedade do material que caracterize o iní­
cio de ruptura. Contudo, as propriedades do material podem ser a- 
fetadas pela deterioração através de soldagem, alguma forma de 
fragilização metalúrgica (como a presença de altas concentrações 
de fósforo ou enxofre), anisotropia bem como outras causas. As in 
düstrias com alta tecnologia tem tentado estabelecer vários proce 
dimentos de controle de qualidade, inspeção e ensaios não destru­
tivos, como uma metodologia complementar necessária ao uso dos mé 
todos de projeto baseados na Mecânica da Fratura Elástica Linear.

Para os materiais usualmente utilizados em componentes 
estruturais, os critérios de falha baseados na Mecânica da Fratu­
ra Elástica Linear não são aplicáveis, pois existe, quando da ru£ 
tura, uma plastificação generalizada. 0 presente trabalho visa ob 
ter informações detalhadas sobre o aspecto de concentração de ten 
sões e deformações quando dentro do regime plástico, importante 
para o problema de fadiga, bem como analisar os métodos propostos 
para caracterizar o início da ruptura dútil, através da Mecânica 
da Fratura Elasto-Plástica.

0 trabalho visa ainda comparar os dados obtidos experi­
mentalmente com as teorias existentes de concentração de tensões 
e deformações,assim como com os métodos de análise para caracteri 
zar o início de uma ruptura dütil. É dada maior atenção ã utiliza 
ção da integral J tanto como um método de análise para caracteri­
zar a ruptura,como também no cãlculo da concentração de deforma­
ções .

Ao mesmo tempo, fez-se um estudo sobre algumas teorias 
de ruptura dütil, com o fim de fornecer uma explicação sobre a 
forma como esta se processa.



2. T e o r i a s  i V l i c r o s c ó p I c a s  d e  R u p t u r a  D u t i l

2.1 - Introdução

Uma ruptura pode ser classificada como fragil ou dutil.
0 termo frágil refere-se à fratura associada com baixa tenacidade, 
ou seja, pouca energia absorvida antes e durante a ruptura. Já a 
fratura dútil ê aquela associada com alta tenacidade e grande de­
formação plástica antes da ruptura.

Os metais, em sua maioria, apresentam fratura dútil e ë 
este tipo de ruptura que este trabalho se propõe a analisar.

Para um monocristal puro sob a ação de uma força de tra 
ção, ocorre o deslizamento sobre um plano devido a um esforço co£ 
tante ao longo de uma direção preferencial de escorregamento.
Este esforço requerido para iniciar o deslizamento denomina-se 
tensão tangencial crítica (Lei de Schmid) e ë uma constante pa­
ra cada material a uma dada temperatura. Os planos preferenciais 
de escorregamento variam conforme o tipo de estrutura cristalina, 
mas, de forma geral, são aquelas famílias de planos com menor di^ 
tância interplanar. As direções preferenciais de escorregamento 
semelhantemente variam com a estrutura cristalina, porem são aque 
las que tem maior densidade linear \21 \ . A ruptura em um monocrÍ£ 
tal puro ë mostrada na figura 2.1a.

Para o caso de um policristal puro sob tensão, há o es­
corregamento simultâneo em vários planos conjugados de deslizamen 
to. Isto ocorre porque cada cristal que compõe o material tem uma 
orientação distinta e assim, para cada um haverá um plano prefe­
rencial de deslizamento. Desta maneira a elongaçao plástica torna 
se não homogênea, concentrando-se em uma pequena porção do corpo 
atê que haja uma redução de área na sua seção transversal de 100°ô, 
conforme esquematizado na figura 2.1b.

Os materiais reais apresentam uma certa quantidade de 
defeitos cristalinos, inclusões e partículas,de segunda fase. A fratura du 
til destes materiais ocorre pelo deslizamento de um plano crista-
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Fig. 2.1 - Ruptura dutil de (a) um monocristal puro mostrando a 
tensão tangencial crítica necessária ao cisalhamento e, 
(b) de um policristal puro por cisalhamento.

logrãfico sobre outro, paralelamente ã formação de vazios em tor­
no das inclusões ou partículas de segunda fase, com o consequente 
crescimento destes vazios atê o seu coalescimento final.

Assim, a ruptura dútil pode ser caracterizada por três 
eventos essenciais: a nucleação de vazios em torno das inclusões 
ou partículas de segunda fase; o crescimento dos vazios sob a a- 
ção de deformação crescente; e a interconexão dos vazios levando 
ã falha final.

A fratura dütil pode ainda ser classificada |02, 17,35 
como transgranular (formação de vazios em torno das inclusões ou



partículas de segunda fase) e intergranular (formação de vazios ao 
longo dos contornos de grão durante a deformação plástica), con 
forme esquematizado na figura 2.2. Contudo, a fratura intergranu­
lar so ocorre em altas temperaturas e a baixos níveis de deforma­
ção |l7 Com base nestas conclusões, apenas a fratura dütil 
transgranular serã estudada mais detalhadamente.

Intergranular

CRESCIMENTO PLÁSTICO  
OE VAZIOS

Fig. 2.2 - Classificação da fratura dütil

A nucleação dos vazios depende muito do tipo de partícu 
la e da forma pela qual esta esta ligada a matriz. As partículas 
podem ser classificadas como |06

a) Partículas grandes, cujo tamanho varia entre 1 a 20 ym. Consi_s 
tem de compostos complexos formados por varios elementos de 
liga e não são tão resistentes quanto o material da matriz, ex 
ceto n o  caso dos carbonetos em certos aços;

b) Partículas intermediárias, com tamanho da ordem de 500 a 5000 
A°. Consistem de compostos complexos de vários elementos de 15̂  
ga, geralmente essenciais ãs propriedades do material;

c) Partículas de precipitados, cujo tamanho ê da ordem de 50‘a 
500 A°. Os elementos de liga são adicionados ao material atra­
vés de tratamentos térmicos ou envelhecimento, com o fim de 
dar ã liga uma tensão de escoamento elevada.

A nucleação dos vazios pode ocorrer ou pela separação 
da interface entre a partícula e a matriz, ou pela ruptura das 
partículas. Lindley et al. Il7| concluiram que não é a magnitude 
da tensão aplicada que determina o início da nucleação, mas sim o 
estado local de deformação. A maneira pela qual as partículas re£ 
pondem ã deformação e induzem ã formação de vazios depende de uma



série de fatores. As partículas que são aproximadamente esféricas 
sofrem em geral uma separação interfacial apos uma certa quantida 
de de deformação plástica, enquanto que as partículas de forma ir 
regular geralmente rompem por fratura interna.

Gurland |17| observou a dependência entre o tamanho da 
partícula e a forma de nucleação, concluindo que as partículas 
grandes rompem com pequenas deformações. Este comportamento pode 
ser devido à redução na capacidade de relaxação plástica para a- 
liviar as grandes concentrações de tensão (ou deformação) na in­
terface da partícula. Broek |06| observou que, embora os vazios 
sejam iniciados pelas partículas grandes a baixos níveis de defor 
mação, a fratura final so ocorre com deformações bem maiores, con 
cluindo que as grandes inclusões não são essenciais ao processo 
de fratura, embora reduzam a dutilidade do material.

Conforme Broek |06|, a fratura é induzida pelas partícu 
las intermediárias, já que estas,como não podem deformar-se tão 
faciliíiente quanto a matriz, perdem coesão com a mesma quando o 
corre extenso trabalho plástico.

Nemat-Nasser |35| relacionou a resistência das partícu­
las e a energia interfacial entre a partícula e a matriz com a nu 
cleação dos vazios. Conforme o autor citado, quando as partículas 
são frágeis, de forma que não acomodam a deformação plástica sofrõ^ 
da pela matriz, a nucleação ocorre pela ruptura destas partículas 
a baixos níveis de deformação. Por outro lado, quando as partícu­
las são tão resistentes quanto a matriz, mas estão fracamente li­
gadas a esta, a nucleação pode ocorrer pelo deslizamento da inter 
face entre a partícula e a matriz. Finalmente, quando as partícu­
las são resistentes e estão fortemente ligadas ã matriz, a nuclea 
ção é retardada, e o material exibe alta dutilidade. Vários mode­
los teóricos tem sido propostos com o fim de predizer o inicio da 
nucleação dos vazios, em termos dos processos microestruturais e 
da mecânica do contínuo, tais como os modelos de Brown e Stobbs 
1 7 |, Tanaki et al. Il7| e Argon et al. |l7[.

Embora a nucleação seja essencial ao processo de fratu­
ra dútil, o evento principal que leva ã falha final é o crescimen 
to e a interconexão dos vazios. Diversos modelos tem sido apresen 
tados a fim de explicar o crescimento e o coalescimento dos va­
zios. Estes podem ser classificados em modelos baseados na teoria



das discordâncias, como os apresentados por Ashby |49| e Broek 
06[, ou modelos baseados na mecânica do contínuo, como os propo^ 

tos por McClintock |31
son 50 Hellan 49

, Tracey 
Needleman

49
49

Rice e Tracey 
, Nemat-Nasser

43|
I 35

Thoma- 
e ou-

tros. Rice e Johnson l42| e posteriormente Green e Knott [isl, a- 
presentaram um modelo específico de ruptura dütil em corpos de 
provã'fissurados, baseados na mecanica do contínuo. Nenhum destes 
modelos,no entanto, ê compatível, com as observações que podem ser 
feitas em superfícies com fratura dütil, embora muitos deles pos­
sam ser aplicados a casos particulares.

2.2 - Teoria de Broek

Baseado na teoria das discordâncias, Broek |06| desen­
volveu um modelo para a nucleação, crescimento e coalescimento 
dos vazios, conforme resumido a seguir.

Quando as discordâncias encontram uma inclusão através 
dos planos de escorregamento ao longo dos quais vem se movendo du 
raftte a deformação plástica, elas tenderão a empilhar-se contra 
este obstáculo |23| (Figura 2.3a). 0 laço de discordâncias mais 
proximo à partícula sera impelido em sua direção pelas tensões 
provocadas pelos laços subsequentes que emergem continuamente de 
uma fonte de discordâncias e pela tensão de cisalhamento aplica­
da. Este empilhamento, por sua vez, produz uma tensão contraria 
sobre a fonte, a qual continuará a produzir discordâncias até que 
a magnitude da tensão contrária;seja igual ã da tensão aplicada 
menos a tensão necessária para ativar a fonte. Quando um laço QU 
um par de laços, de discordâncias são impulsionados contra a in­
terface da partícula, há uma separação entre a interface e o mate^ 
rial, formando-se assim um vazio. Como consequencia, as forças de 
repulsão sobre os laços subsequentes são drasticamente reduzid^as 
e a maior parte destes pode atingir o vazio recém formado. As fon 
tes de discordâncias, que se tornaram inativas devido à tensão de 
repulsão criada pelo empilhamento das discordâncias ao redor da. 
inclusão, recomeçam a agir e o processo leva ao crescimento late­
ral instável do vazio e ao coalescimento final, logo que os va­
zios tenham se nucleado (Figura 2.3c,d).
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Fig. 2.3 - Modelo das discordâncias para o início e crescimento 
de vazios, (a) Laços de discordâncias empilhados.
(b) Seção transversal; (c) Detalhe; (d) Cavidade.

0 modelo de Broek |06 | sugere que a nucleação dos____ va-
zios s5 ocorre em altas tensões ou deformações,de forma que o cres 
cimento e coalescimento destes acontece imediata e expontaneamente, 
Isto está em desacordo com as observações experimentais, onde se
constata que a nucleação ocorre em baixos níveis de deformaçao, en 
quanto que a falha final acontece em níveis bem mais elevados.

2.3 - Modelo de McClintock

McClintock |3l[ apresentou um modelo baseado na_mecânica 
do contínuo para o crescimento e coalescimento de vazios cilíndri-
cos de seção transversal elípt.ica, cujos eixos estão alinhados com 
as direções principais da tensão aplicada. Cada vazio ê circundado 
por uma célula cilíndrica cujas dimensões são metade do espaçamen­
to entre os vazios adjacentes. McClintock considera que os vazios 
permanecem bastante pequenos durante a maior parte do carregamento, 
tal que as interações entre eles possa ser desprezada. Des_ 
ta forma, o problema fica reduzido ã deformação ge
neralizada de um vazio em um estado plano de deformação, 
em um meio infinito. 0 vazio pode expandir-se ou contrair-se e



continuara a ter uma seção transversal mais ou menos elíptica. 0 
critério de ruptura empregado ê aquele no qual o crescimento dos 
vazios, calculado como se eles estivessem em um meio infinito, é 
tal que cada vazio atinge as paredes de sua célula. Em outras pa­
lavras, um dos semi-eixos a ou b do vazio alcança o tamanho 
correspondente da sua célula (metade do espaçamento), ou

a.

£|^/27 respectivamente. Esta condição pode ser descrita em termos 
de um fator de crescimento relativo, fornece o aumento
dos semi-eixos do vazio em relação aos espaçamentos corresponden­
tes. Por exemplo, para vazios com o eixo cilíndrico na direção z 
e que crescem na direção b, o fator de crescimento relativo pode 
ser definido como

Fzb = (b/£^)/(b°/£°)

onde os sobre-índices o referem-se aos tamanhos iniciais do se- 
mi-eixo b e do espaçamento entre vazios adjacentes. Portanto, o 
fator de crescimento relativo de um vazio no momento de falha, de_ 
vido aos vazios com eixo cilíndrico na direção z crescerem na dî  
reção b é

= (l/2)/b°/£°) (2.1)

Devido ã historia do carregamento anterior, os semi- 
eixos e espaçamentos iniciais podem ser diferentes em direções d^ 
ferentes. Assim, para o material como um todo, a fratura ocorrerá 
no plano ij (vazios paralelos ao eixo x̂^̂ coalescendo na direção 
j) quando o fator de crescimento F^^ é o que primeiro alcança o 
seu valorcrítico para a ruptura

F. . = F.f ij ij

McClintock |3l| definiu ainda uma medida para o dano a£ 
sociado com o coalescimento parcial de um vazio, quando o mate­
rial estiver sujeito a carregamentos variáveis, como sendo

dn.. = d(ln F..)/ln F.^ (2.2)
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Uma expressão simplificada para a taxa de crescimento 
dos vazios, denominada por McGlintock |3l| como taxa de dano, foi 
encontrada como sendo

dn^b senh (1-n)(a^+a^)/(2ã//3)----  - --------------^---------- (2.3)
de (1-n) In

onde e são as componentes transversais de tensão aplicadas 
ao sistema, ã e são a tensão e a deformação equivalentes segun­
do a teoria dc Von Mises e n e o expoente de encruamento. McClin- 
tock |31| integrou a equação (2.3) para o caso em que as relações 
entre as componentes de tensão são constantes, obtendo assim uma 
expressão para a deformação equivalente na fratura, necessá­
ria para que os vazios com o eixo cilíndrico na direção z coales- 
çam na direção b como

. (1 - n) In (£°/2b°)
e = -----------------------^ —  (2.4)

senh [(1 - n) (a^ + a^)/(2a//3).

A aplicação do critério de fratura de McClintock a tes­
tes de tração pode ser feita com a ajuda da fórmula de Bridgman 
4 7 I, já que esta relaciona as tensões tangenciais e radiais que 

surgem em um corpo com o início da estricção. Se a distribuição 
de deformações for uniforme ao longo da seção transversal do cor­
po, a tensão radial, a^, pode ser dada na forma

= In (1 + a/2R)

onde a é a tensão media do corpo em estricção, a ê o raio na se­
ção onde ocorreu a estricção e R ë o raio de curvatura da superf^ 
cie externa.
------A equação (2.4) está em concordância qualitativa [49
com o resultado de testes experimentais,ja que prevê um aumento 
na dutilidade com o aumento do expoente de encruamento e um de­
créscimo na deformação da fratura com o aumento das tensões tran^ 
versais aplicadas. Contudo, a equação não esta em concordância
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quantitativa com testes experimentais, já que superestima conside 
ravelmente as deformações na fratura para testes de tração, con­
forme comparações feitas com os dados experimentais obtidos por 
Edelson e Baldwin |49|. No sentido de reduzir a discrepância en­
tre os resultados teoricos e experimentais, McClintock introduziu 
um critério de coalescimento dos vazios pelo cisalhamento locali- 
zado“~entre vazios adjacentes; contudo este procedimento não obte­
ve sucesso, já':.que os valores experimentais relativamente baixos 
das deformações na fratura não podem ser fundamentados nesta ex­
plicação I 49 I .

2.4 - Modelo de Tracey

Tracey |49l apresentou um modelo, com base na mecânica 
do contínuo, para o crescimento transvera îl,de um vazio circular, 
sobre o eixo de um cilindro de d:^metro finito, em um material r_i 
gido-plãstico com encruamento. 0 autor admitiu primeiramente; que 
0 cilindro, estivesse sujeito a uma taxa de deformação axial e a 
uma tensão transversal uniforme aplicada sobre sua parede exter­
na. Sob esta condição, Tracey desenvolveu uma equação para a taxa 
de crescimento transversal do vazio em termos do expoente de en­
cruamento do material e da triaxialidade do estado de tensões.
Seus resultados mostram que um aumento no expoente de encruamento 
pode causar uma marcante redução na taxa inicial de crescimento
do vazi^. Em grandes deformações, porém, a taxa de crescimento_
converge rapidamente para a solução perfeitamente pjjAtic.§ (sem 
encruamento). A redução inicial da taxa de crescimento do vazio 
com o encruamento é grande para altos níveis de triaxialidade, po 
rém pequena a baixos níveis de triaxialidade.

0 critério de coalescimento do vazio adotado por Tracey 
49| foi aquele proposto por McClintock |31|, ou seja, haverá ru£ 

tura quando o crescimento transversal do vazio for tal que este .>■. 
alcance as paredes da célula cilíndrica que o envolve.

Tracey |49| usou este modelo para estimar a deformação 
na fratura da superfície estriccionada de um corpo de prova sob 
tração uniaxial. 0 autor admitiu que as células cilíndricas esti­
vessem uniformemente distribuídas através da região estriccionada,



12

com seus eixos paralelos à linha de centro do corpo de prova. Tra 
cey considerou ainda que as células tinham o mesmo diâmetro do va 
zio quando as relações de espaçamento fossem iguais à raiz cúbica 
da fração de volume dos vazios na região estriccionada. A equação 
da taxa de crescimento foi então integrada com a ajuda da formula 
de Bridgmann |47| para obter a distribuição das tensões na região 
estr-iccionada de um corpo de prova sob tração. As deformações na 
fratura obtidas por Tracey |49|, assim como aquelas obtidas por 
McClintock |3l|, desprezam os efeitos de um possível coalescimen­
to instável dos vazios em níveis de deformação onde as superfícies 
dos vazios estejam ainda bastante espaçadas. Admitindo que as pr£ 
priedades do material fossem as mesmas do usado por Edelson e • 
Baldwin |49| em suas experiências, foram calculadas as deforma­
ções na fratura teórica segundo o modelo de Tracey. Os resultados 
teóricos superestimam grandemente os experimentais, exceto os ca­
sos em que se tenha uma pequena fração de volume de vazios.No 
intuito de determinar se esta discrepância era devido aos efeitos 
do encruamento, Tracey |49 | admitiu o expoente de encruamento co­
mo sendo zero e calculou as deformações na fratura para o mesmo 
modelo. Contudo ,estes novos resultados, embora um pouco menos dis 
crepantes com os experimentos, pouco diferiram dos resultados teo 
ricos para o modelo com encruamento. Estes resultados estão em 
marcante contraste ao forte efeito do encruamento previsto pelo 
modelo de McClintock |3l|. Os resultados de Tracey sugerem que o
forte efeito do encruamento previsto na equação para a deformação
na fratura do modelo de McClinctock 31 é devido ã falha da teo-
ria ao desprezar a natureza transiente da taxa de crescimento dos
vazios sob condiçoes de encruamento.

2.5 - Modelo de Rice e Tracey

Rice e Tracey [43| apresentaram um modelo, fundamentado 
na mecânica do contínuo, para o crescimento de um vazio em um co£ 
po de dimensões infinitas de um material rígido-plâstico incom- 
pressível, sujeito a um estado triaxial de tensões e a um campo 
de deformação uniforme aplicado no infinito. Contudo, os autores 
não introduziram um critério para o coalescimento do vazio a fim
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de estimar as deformações na fratura, interessando-se apenas em 
obter expressões para as taxas de crescimento do vazio nas dire­
ções dos eixos principais do campo plástico remoto.

No desenvolvimento do modelo, Rice e Tracey |43 consi­
deraram primeiramente o crescimento de um vazio esférico de raio 
R ^ , conforme ilustrado na figura 2.4, sob um campo de deformação 
constituído pela expansão do vazio na direção 3 e por sua contra 
ção nas direções 1 e 2 , além de uma tensão normal média aplicada 
no infinito. 0 campo de velocidades através do material foi colo­
cado em termos de três componentes básicos: (i)uma. componente re­
sultante do-campo de deformação uniforme a fim de satisfazer as 
condições de contorno remotas; (ii)uma componente de dilatação D, 
correspondente ã mudança de volume do vazio, sem variação de sua 
forma; (iii)uma componente de variação de forma E, dando a mudan­
ça da forma do vazio a volume constante. 0 termo (1+E) representa 
a razão entre a mudança de forma incompressível e a taxa de defor 
mação imposta que, juntamente com D, determina completamente a 
geometria do vazio. Rice e Tracey |43l obtiveram soluções numéri­
cas para D e E no caso de um material sem encruamento, concluindo

Fig. 2.4 - Vazio esférico sujeito a um campo de deformação e a 
uma tensão média aplicados no infinito.
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que D depende exponencialmente da tensão média aplicada, , en­
quanto que o fator (1+E) ê uma função linear de 0^̂ . Logo, em al­
tos níveis de tensão aplicada, o crescimento do vazio é guiado pe 
lo fator D.

Rice e-Tracey l43| posteriormente consideraram que o 
campo de deformação aplicado fosse da mesma ordem de grandeza da 
tensão aplicada, e ambos fossem grandes, de modo que o corpo es­
tivesse sujeito a um alto nível de triaxialidade. Desta análise 
os autores obtiveram uma expressão para o fator D que mostrou ser 
uma boa aproximação de D em todos os níveis do estado de tensão 
triaxial, como sendo

D = 0,558 senh (—  — ) + 0,008v cosh (—  — ) (2.5)
2 Tg 2 Tg

onde Tg é a tensão de escoamento ao cisalhamento de um material 
sem encruamento e v é definido como

■ 3éi j
V = - ^ 4 ---  (2 .6)-

"  ^III

sendo Cj > Cjj > a-S componentes principais do campo de velo­
cidades de deformação remotamente aplicado.

Rice e Tracey |43l desenvolveram então uma expressão a- 
proximada para a taxa de crescimento de um vazio esférico em um

-• • • • 
campo de deformação arbitrario. Sendo  ̂ ^oll ® '^oIII veloc^ 
dades radiais sobre a superfície do vazio em pontos alinhados com

^ w • • •as direções das deformações principais £j, e tem-se que

^ok R^, k = I , II, III (2.7)

onde é a deformação remota equivalente e R̂  ̂ é o raio do vazio 
esférico. A equação (2.7) pode ser integrada de modo a dar o cres 
cimento finito de um vazio Í43l, substituindo-se para isto, R^ pe 
la média dos três raios principais do vazio.

Embora Rice e Tracey não tivessem usado as equações 
(2.5) e (2.6) para predizer as deformações ná fratura em um teste
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de tração uniaxial, Thomason |49] efetuou esta tarefa admitindo o 
critério de coalescimento proposto por McClintock |3l| e Tracey 
49I. As deformações resultantes na fratura, em um teste de tra- • 

ção,para o modelo de crescimento do vazio sem encruamento de Rice 
e Tracey, foram comparadas com os resultados de testes experimen­
tais obtidos por Edelson e Baldwin [49|. Thomason |49 | concluiu 
que os resultados teoricos superestimam grandemente os resultados 
experimentais e que esta discrepância poderia ser ainda maior se 
os efeitos de escruamento fossem incluídos no modelo da taxa de 
crescimento. Contudo, Thomason |49| admite que o critério de coa­
lescimento dos vazios empregado levou a erros apreciáveis no cál­
culo das deformações envolvidas nos resultados.

Com base nos resultados de Thomason, parece não ser con
veniente propor-se um modelo para o coalescimento dos vazios e 
daí utilizar-se as equações de Rice e Tracey |43| para predizer 
as deformações na fratura em um teste de tração.

2.6 - Modelo de Thomason

0 modelo empregado por Thomason |50| para descrever o 
crescimento e coalescimento dos vazios está baseado em um pequeno 
elemento prismático de seção quadrada (Figura 2.5) em um estado 
plano de deformação, que contém uma distribuição uniforme de cavi_ 
dades prismáticas quadradas. 0 material é rígido-plástico. Thoma­
son considera que o elemento é deformado pela ação de uma tensão 
axial, a , e uma tensão transversal, a , que podem ser tanto de

Z X
tração como de compressão. A deformação plástica ocorre sob a a- 
ção de uma pressão hidrostática sobreposta, P, transmitida ao cor 
po através de um fluido não viscoso. É admitido que o fluido não 
penetra nas cavidades internas. Conforme Thomason |50|, a deforma 
ção plástica é composta de duas partes: se as cavidades estão bem 
distantes entre si, o material se deforma uniformemente como um 
todo (escoamento plástico uniforme) até o ponto em que as cavida­
des começam a coalescer (escoamento plástico instável). Foi admi­
tido que a presença das cavidades não influencia o modo de escoa­
mento uniforme da matriz, já que aquelas se deformam uniformemen­
te com a mesma.

_— ^ÈsPara que haja o início do coalescimento, é preciso que



16

a carga necessária para causar a estricção interna de uma linha 
de cavidades seja maior que a carga necessária para o escoamento 
uniforme do elemento como um todo. Esta condição foi colocada co­
mo

— ^  (1 - /V^) + —  < + 1 (2.8)
2xg 2tg 2xg

onde ë a tensão de tração principal necessária para causar es­
coamento do volume de material entre duas cavidades adjacentes(in 
ter-cavidade) , ë a tensão de escoamento ao cisalhamento do ma­
terial e é a fração de volume das cavidades na matriz,. Thoma­
son denominou de fator de restrição ã razão a /2xp e obteve uma

Ti l Ii

relação entre este fator e a geometria da inter-cavidade, á/b (fî  
gura 2.5) para estricções localizadas.a^/2x^ foi calculado para 
diferentes geometrias da intercavidade, concluindo-se que se a/b 
< < 1 , 0  fator de restrição necessário para causar a estricção en­
tre as cavidades é tão alto que o coalescimento ë impedido e o 
elemento continua a se deformar uniformemente, alongando as cavi-‘ 
dades na direção de tração principal e causando uma contração 
transversal. Este modo de deformação tem o efeito de reduzir a ra 
zão a/b, e com isto reduzir o fator de restrição, chegando-se a 
condição em que possa ocorrer o coalescimento instável das cavida 
des e subsequente fratura da linha mais dêbil de cavidades. A de­
formação na fratura ë,portanto, a deformação mêdia alcançada no 
nício do coalescimento instável, desde que o deslocamento associa 
do com o estriccionamento interno de uma linha de cavidades cor­
responda a um incremento desprezível de deformação, a nível ma­
croscópico (figura 2.5).

Thomason |50| reescreveu a equação (2.8) para o caso de 
um estado triaxial de tensões como

2x^  ̂ 2x^ 2 2x,

onde ë a componente de tensão hidrostática.
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Fig. 2.5 - (a) Elemento quadrado prismático em um estado plano de 
deformação, mostrando (b), (c) escoamento uniforme e 
(d) estriccionamento interno.

0 critério para o coalescimento instável das cavidades 
no modelo de Thomason |50| é dependente da tensão, o que o difere 
fundamentalmente dos modelos de McClintock l3l|, Tracey 1 491 e 
ce e Tracey |43|. É proposto no modelo de Thomason que antes do i, 
nício do estriccionamento interno, as grandes expansões transver­
sais dos vazios não são uma condição essencial ã fratura dütil, 
desde que o grande crescimento transversal necessário para o coa­
lescimento dos vazios ocorra rapidamente em uma linha de vazios 
associada com a formação da superfície de fratura, uma vez inicia 
do o estriccionamento interno. Este aspecto do modelo é consisten 
te com observações experimentais de micro-seções de regiões ime­
diatamente adjacentes ãs superfícies de fratura dütil |50|, as 
quais mostram que os vazios ainda estão largamente espaçados.

A aplicação do modelo de Thomason a testes de tração po 
de ser feita através da equação (2.8) e da expressão abaixo, que 
relaciona a geometria da inter-cavidade a/b com a deformação ' 
devida à tensão principal e a fração de volume V^, durante o es­
coamento plástico uniforme.

(2.10)

Quando comparados resultados teóricos obtidos por este procedimen 
to com dados experimentais |50|, vê-se que os mesmos estão em boa
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concordância qualitativa, embora os resultados teoricos tendam a 
dar um valor para a deformação na fratura ligeiramente menor que 
o valor observado experimentalmente. Um fator q.ue— contribui para 
esta discrepância ê indubitavelmente a ausência do encruamento mo 
modelo teórico. Partindo de que, quando partículas de segunda fa­
se estão fracamente ligadas a matriz de um metal real que apresen 
ta encruamento, as condições para o início do estriccionamento in 
terno são provavelmente retardadas até que a matriz alcance um n^ 
vel de deformação correspondente ao expoente de encruamento, onde 
este nível ê atingido a uma deformação aproximadamente igual â d£ 
formação para a instabilidade plástica, (estriccionamento ex­
terno) ; e que quando as partículas estão fortemente ligadas ã ma­
triz, ê necessária uma deformação da ordem de para nuclear uma 
fração de volume apreciável de vazios; Thomason |50|adicionou a 
deformação na instabilidade plástica, aos resultados de defor
mação na fratura do modelo sem encruamento. Assumindo = 0,1, 
Thomason |50 mostrou que estes resultados teóricos que conside-
ram^o-r-efeitO— dO—  en_cxuamenj^o estão em excelente concordância quan- 
titativa com os dados experimentais.

2.7 - Modelo de Nemat-Nasser

Nemat-Nasser |35l propos, recentemente, uma possível 
teoria para a fratura dütil baseada na mecânica do contínuo, que 
está sendo desenvolvida pelo autor e por seus colaboradores. Nes­
te modelo, o material é considerado dividido em células unitárias 
de dimensões microscópicas, cada qual contendo uma ou mais inclu­
sões onde foram nucleados vazios, 0 tamanho e a localização das 
partículas dentro da célula, bem conío o tamanho da célula e ainda 
a distribuição das células do material podem ser caracterizados 
estatisticamente, e, com este intuito, o autor vem desenvolvendo
modelos que satisfaçam as condições precedentes.

Nemat-Nasser descreve o processo de ruptura dutil em
termos de dois parâmetros: o trabalho plástico médio, por unidade 
de volume inicial da matriz dentro de uma célula e o desvio pa­
drão do trabalho plástico dentro da célula, ou seja:



19

w = —
P V.

0 V
w dV P (2 .11)

o
w - wP PV

' dv}i''2 ( 2 . 12)

onde Wp ê a densidade media do trabalho plástico, ê o volume i 
nicial da matriz dentro de uma célula, é a densidade do traba 
lho plástico medida poírunidade do volume inicial e é a medida 
da localização do trabalho plástico. 0 autor definiu um parâmetro 
de localização, , como sendo

(2.13)

e introduziu uma medida para o dano causado durante o processo de 
fratura, D, como

D = D(w

tal que a falha final ocorre quando D alcança um valor crítico D ._ c
Para avaliar-se w e a é necessário um modelo representativo doP P material em questão.

Segundo Nemat-Nasser |35|, o modelo considera os efei­
tos de um estado triaxial de tensões, bem como os efeitos das pro 
priedades da matriz, especialmente sua resistência e plasticidade 
e ainda inclui os efeitos do espaçamento entre partículas, tama­
nho destas e sua interação, já que todos influenciam a densidade 
média do trabalho plástico, , e o parâmetro de localização, ct̂ .

0 autor argumenta que o uso,dos parâmetros e são 
suficientes na caracterização da incipiência da fratura dütil,com 
base no seguinte: o crescimento dos vazios envolve intensa defor­
mação plástica e, portanto, intenso trabalho plástico; esta defor 
mação plástica, e logo o trabalho plástico, está altamente local^ 
zada; e, a distribuição dos vazios é aleatória, sendo que a dis­
tribuição do trabalho plástico é aleatória, de forma que e
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representam duas medidas elementares para uma descrição estatístj^ 
ca.

0 modelo apresentado por Nemat-Nasser parece estar bem 
embasado, embora não seja possível fazer-se uma análise mais com 
pleta do mesmo pela ausência de maiores resultados.

2.8 - Teoria específica para corpos de prova fissurados.

Rice e Johnson |42| apresentaram um modelo de ruptura 
específico para corpos de prova fissurados. Green e Knott |l8 |,ba 
seados neste primeito modelo, desenvolveram uma análise para 
predizer a fratura dutil de um corpo contendo um entalhe, 
sujeito a um estado plano de deformação, com pequena pias 
tificação. 0 procedimento de Green e Knott será descrito 
já que este considera ainda os efeitos do encruamento e 
do tamanho e numero de inclusões no material sobre a ruptu 
ra dutil.

Se um corpo contendo uma trinca aguda, como o proposto 
por Green e Knott [ISj, for tracionado, o campo de linhas de es­
corregamento ê tal que não há concentração de deformação ao redor 
do extremo da trinca, mas intensa concentração de tensões de cisa 
lhamento (figura 2.6),que tenderá a abrir a trinca. Como conse­
quência, as linhas de escorregamento não ficam centradas com o ex 
tremo da trinca e convergem a uma distância x^ que pode ser rela­
cionada à abertura da trinca 6 . Esta região de convergência ê o 
foco de uma espiral logarítmica de linhas cisalhantes e e uma zo­
na que apresenta intensa concentração de deformação, A tensão máT> 
xima de tração localiza-se no ponto D, conforme pode ser visto ria 
figura 2.7. Para um material apresentando encruamento, a tensão 
máxima ocorreria no extremo da trinca. 0 critério de coalescimen^ 
to adotado consiste no seguinte: quando uma inclusão fçr envolvi'^ 
da pela zona de grande deformação criada à frente da trinca, esta 
ficará sujeita ã deformação plástica atê o momento em que o ponto 
D coincidir com o seu centro, onde então ocorrerá a nucleação de 
um vazio (Figura 2.8). Este vazio irá crescendo juntamente com u- 
ma extensão adicional na abertura da trinca. 0 coalescimento fi­
nal ocorrerá pelo intenso cisalhamento ao longo da espiral Ioga-
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Fig. 2.6 - Campo de linhas de es 
corregamento para o extremo de u 
ma trinca aguda em um estado pia 
no de deformação.

Fig. 2.7 - Campo de linhas de 
escorregamento para o extremo 
aberto de uma trinca em um es­
tado plano de deformação.
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Fig. 2.8 - Modelo para a ruptura dütil conforme|1 8 , 42
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rítmica. Se ocorrer encruamento, a distribuição de deformação ao 
redor da extremidade da trinca é mais espalhada, jã que cada in­
cremento sucessivo de deformação causa encruamento e este, por 
sua vez, faz com que o proximo incremento de deformação ocorra nu 
ma disposição diferente. Em locais mais distantes ocorre deforma­
ção uniforme antes de ser atingida a condição para o estricciona- 
mente final entre o vazio expandido e o extremo aberto da trinca

18 propuseram que o i-(Figura 2.8). Desta forma. Green e Knott
nício da ruptura_dut.il_para materiais que apresentam encruamento 
depende de duas componentes. A primeira ë a zona plastica macros^ 
copica, onde oçprrem pegu e ^ s  deformaçoes em uma ârea constituída 
por doi_s J,obi^q_s de comprimento mãximo de_5J3x^ e mínimo de 
conforme esta esquematizado na figura 2.9. A segunda componente ë 
a zona de processo, ou região na qual as deformações são grandes 
e aproximadamente iguais ã deformação na fratura. Para que_a_;zona
de processo se desenvolva ê necessário que a zona plástica tenha 
tamanho suficiente a fim de acomodar os deslocamentos envolvidos, 
através dos gradientes de deformação;os quais variam de acordo 
com a capacidade de encruamento da matriz.

i y

Xo

Visto oum enlado do 
ex tre m o  a b e r to  da 

trin co

Fig. 2.9 - Tamanho da zona plástica para o início da fratura.
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Green e Knott [isl estudaram o efeito da capacidade de 
encruamento do material sobre o início da fratura dütil, através 
de dados experimentais. A capacidade de encru.am.e.nX̂ ô— d©—ma-t-e-r-i-a 1, 
medida pelo jxpp^ente de encruament o~n ,__e s.t á_d ixe.tam e n t e— rala ci on a 
da ao tamanho.da zona plástica (Figura 2.10). Logo, nos materiais 
com baixa capacidade de encruamento, a deformação está altamente 
localizada no extremo da trinca e, uma vez que a zona de processo 
tenha envolvido uma inclusão, a ligação entre o vazio e a extrem^ 
dade da trinca torna-se instável. Ja para os materiais com alta 
capacidade de encruamento, a deformação é dissipada através do ar 
redondamento da fissura e será necessário então um grande cresci^^ 
mento dos vazios antes que a região entre estes e o extremo da 
trinca torne-se instável. 0 modelo teorico considera adequadamen­
te estes efeitos, como mostrado em 18

Fig. 2.10 - Influencia da taxa de encruamento no tamanho da zona 
plástica.

Green e Knott |18| consideraram também os efeitos das 
inclusões sobre o início da fratura dijtil, concluindo que estas 
influenciam a deformação necessária para iniciar a fratura e ain­
da determinam a distância característica, x ^ , sobre a qual é al­
cançada a deformação na fratura. Conforme já previsto nos modelos 
anteriores |31,43,49,50|, a deformação na fratura está diretamen 
te relacionada à fração de volume das inclusões no material, de 
forma que quanto maior é o nilmero de inclusões, menor é a dutilida
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de do material. 0 grau de vínculo da inclusão â matriz também afe ­
ta os níveis de deformação nos quais irá iniciar-se o crescimento 
dos vazios. A orientação da inclusão em relação ao extremo da 
trinca também produz um efeito sobre a dutilidade do material.No 
modelo, o estágio crítico é o envolvimento de uma inclusão pela 
espiral logarítmica de linhas cisalhantes ao redor da extremidade 
aberta da trinca. Somente depois que este estágio é atingido é 
que se inicia um crescimento apreciável do vazio. Se as inclusões 
são alongadas, alinhadas normalmente ao extremo da trinca, neces­
sitarão uma^rande zona de processo para envolvê-las, e a taxa de
crescimento do vazio para tais inclusões será menor quando compa­
rada ã taxa de crescimento para inclusões achatadas, por conse­
guinte dando origem a uma maior dutilidade. Os resultados experi^ 
mentais mostram que o modelo se adapta perfeitamente ao caso das 
inclusões achatadas em relação ao extremo da trinca, porém super­
estima os valores da'dutilidade para as inclusões alongadas. A in 
fluência das inclusões na determinação da distancia característi­
ca, x^, sobre a qual é atingida a deformação na fratura, e^, pode 
ser determinada como

6- = x^ C.2-14)

onde 6  ̂ é a abertura da trinca no início da ruptura dútil. Os re­
sultados teoricos previstos pelo modelo e as observações experi­
mentais mostraram-se em boa concordância. 0 tamanho das inclu­
sões também afeta a dutilidade do material. As inclusões grandes 
(>1 ym) determinam a distância x^ sobre a qual ocorre o processo 
de fratura e as inclusões pequenas determinam a deformação atra­
vés da distância característica x^, necessária ã fratura. 0 maior 
efeito das inclusões sobre a energia necessária para o início da 
fratura.dütil é na distância característica sobre a qual é atingi 
da a deformação na fratura, x .̂ Esta dita o tamanho da zona de 
processo, a qual por si proprià determina o tamanho da zona plás­
tica para determinadas propriedades de encruamento. Um pequeno de 
créscimo no teor das inclusões pode, no entanto, produzir um gran 
de aumento de dutilidade.

A aplicação do modelo de Green e Knott para testes de 
tração em corpos apresentando entalhes pode ser feita diretamente
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da medida do deslocamento de abertura da trinca, 6 , conforme será 
visto no capítulo 4, e da micrografia da região fraturada.

0 modelo proposto por Green e Knott 18| parece ser o
que melhor se adapta em caracterizar o início da ruptura—dútil
de materiais reais, já que os efeitos previs tos_de_e_n.cr.uamento,_
forma, tamanho e quantidade de inclusões estão em boa concordân-^ 
cia com os resu 11ados_,exp,erimentais .
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3. C o n c e n t r a ç a o  de  T e n s õ e s  e D e f o r m a ç õ e s

Se um corpo esta sujeito ã ação de forças externas, sur 
gem tensões internas no seu interior, de forma que seja estabele­
cido o equilíbrio entre as forças externas e internas. No caso de 
uma barra prismática sob tração uniaxial, a distribuição de ten­
sões apresenta-se conforme mostrado na figura 3.1, onde os esfor­
ços internos na seção A-A equilibram a carga aplicada.

Fig. 3.1 - Corpo sob tensão

Contudo, se este corpo contiver uma descontinuidade geo, 
métrica, ocorre uma perturbação na distribuição de tensões,ja que 
os elementos adjacentes ã descontinuidade devem ser fisicamente 
contínuos em um estado deformado. Logo, as deformações são máxi­
mas na vizinhança da descontinuidade e as tensões correspondentes 
também o são (figura 3.2). Assim, as equações elementares relaci£ 
nando as tensões aos carregamentos não mais descrevem o estado de 
tensões naquela região.

Ê usado um fator teorico de concentração da tensão, K^, 
a fim de relacionar a tensão maxima na descontinuidade com a ten­
são nominal, admitindo um material perfeitamente elástico, é 
definido pela equação



27

ffo

Fig. 3.2 - Distribuição de tensões próximas a um entalhe,

C3.1)

onde ë a tensão máxima na seção da descontinuidade geométri­
ca e ë a tensão nominal.

Dentro do regime elástico as tensões e as deformações 
estão relacionadas pela lei de Hooke. Assim, o fator de concentra 
ção de tensão pode ser tambêm definido como

>'t -

e - E e - max max (3.2)
'O oo

onde é a deformação máxima na descontinuidade, ê a defor­
mação nominal e E i o modulo de elasticidade do material.

3.1 - Concentração de tensões e deformações

No regime plástico a tensão efetiva excede a tensão H  
mite de elasticidade do material e, portanto, as deformações não 
serão somente elásticas mas também plásticas. Sob estas condições, 
em um estado plano de tensões, é conveniente definir um fator de 
concentração de tensão, , e um fator de concentração de deform^ 
ção, K , como sendo

K = a - /a a max' o (3.3)
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K = e - /e (3.4)e max o  ̂ ^

De um modo mais geral, pode-se designar como sendo o 
fator elástico de concentração de tensão ou deformação.

No entanto, quando a tensão máxima ultrapassa o limite 
elástico, ocorre um escoamento localizado nas proximidades da des 
continuidade, de forma que a tensão máxima é menor do que a espe­
rada para o caso elástico. Para compensar a redução da tensão má 
xima, ocorre um aumento da tensão no interior do corpo, e eleva- 
se também a deformação que se verifica no material, mantendo-se 
assim o equilíbrio com as cargas externas. Logo,o fator de concen 
tração de tensões decresce em relação ao fator teórico, enquanto 
que o fator de concentração de deformação aumenta, ou seja,

^  S Kt f3.5a)

''e ' i *=t (3.5b)

A fim de predizer o comportamento plástico de uma des­
continuidade geométrica foram propostas várias relações analíti­
cas, dentre elas a de Neuber e a de Stowell-Hardrath-Ohman. Em am 
bas, 0 comportamento plástico da descontinuidade está caracteriza 
do em termos dos fatores de concentração de tensão e deformação.

Segundo Neuber |01,36|

Kt = (3.6)

e, segundo a teoria de Stowell-Hardrath-Ohman |01 ,08 ,38 ,53 I

■ 1 * (K^ - 1)E3/E^„ (3.7)

onde Eg é o módulo secante do material correspondente ã tensão má 
xima e E^^ é o módulo secante para a tensão nominal, definidos co
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mo
E = a - /e - s max max (3.9)

E = a /e so o' o (3.10)

—  Sob condições de carregamento estático, os módulos se­
cante E^ e E^^ podem ser determinados através do diagrama tensão- 
deformação. No caso elástico tem-se que E^^ ê igual a E.

Admitindo que as tensões e as deformações possam ser 
tanto elásticas como plásticas, pode-se prever diferentes tipos 
de comportamento do material, ou seja

Caso Condição na seção Condição no extremo
da peça da descontinuidade

EE elástica elástica
EP elástica plástica
PP plástica plástica

No primeiro caso, EE, tem-se que, tanto a tensão ou a 
deformação nominal na seção da peça, como a tensão ou a deforma­
ção na raiz da descontinuidade, são menores que a tensão ou de­
formação de escoamento do material, significando que ambos estão 
no estado elástico. No caso EP, tem-se que a seção da peça cont^ 
nua no regime elástico, porém o ponto onde há maior concentração 
de tensão e ,portanto,no qual a deformação é máxima, já se encon­
tra no regime plástico. Finalmente,tem-se a plastificação total, 
tanto da seção da peça como da região onde há a descontinuidade.

A figura 3.3 apresenta a representação do diagrama 
versus de um material que exiba uma relação entre a tensão, o, 
e a deformação, e, da forma

a = k en C3.ll)

onde n é 0 expoente de encruamento e k é uma constante. Das defi­
nições dos fatores de concentração de tensão e de deformação,e a 
partir da equação (3.11), tem-se que
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Curva (jx£ do 
ponto mais 
solicitado

Fig, 3.3 - Diagrama global para calculo de e K^.

=

logo

ne •- max
k en

n

'o

(3.12)

Note-se que estas curvas apresentam todos os valores possíveis de 
® para um determinado comportamento do material quando em 

tração (equação (3.11)), independentemente do valor de K ou do 
nivel de solicitaçao. Pode-se observar na figura dois casos limi 
tantes: quando n = 1 , tem-se que = K^, representando o com­
portamento de um material perfeitamente elástico. Neste caso, o 
coeficiente k que aparece na equação (3.11) representa o módulo
de elasticidade do material. Quando n = 0, tem-se K = 1 parao .

qualquer valor de , logo a tensão máxima nunca ultrapassa a ten 
são nominal, significando o caso de um material perfeitamente
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plástico, onde k representa agora a sua tensão de escoamento. Lo­
go, pode-se concluir que a curva x para n = 1 representa a 
condição EE. As curvas para 0 n < 1 representam a condição PP. 
Quanto à condição E P , nada pode ser deduzido, pois neste caso tan 
to como são dependentes do nível de solicitação, já que

K' = ^máx _ ^ ^máx ^o _ j^j-fmáx^n l^fo^n-1
E " E E

donde

K = ^  (3.13)o ^n e o  ̂ ^

A figura 3.3 apresenta ainda a determinação gráfica dos 
fatores de concentração de tensão e de deformação segundo as teo­
rias de Neuber e de Stowell-Hardrath-Ohman. Para esta ultima, par 
tiu-se das definições dos modulos de elasticidade secante a fim 
de colocar-se em função somente de e K^, ou seja

K = 1 + (K. - 1) ■— — — —  = 1 + (K. - 1)K /K
e - /e ^ ^max' o

e, rearranjando a equação acima, tem-se

Note-se que estas curvas representam todos os valores possíveis 
de e em relação a um determinado valor de K^, para o caso 
PP, independentemente do comportamento exibido pelo material quan
do em tração. Pode-se observar que, segundo Neuber, para K = 1 ,

2 ^ tem-se que K = K,. Segundo Stowell-Hardrath-Ohman, K tende ao£ L 0
infinito quando K = 1 .

Portanto, um ponto de interseção entre os dois tipos de 
curvas representa os valores de e para um certo em um mate 
rial que apresenta um comportamento sob tração,conforme a equação 
(3.11),segundo uma das teorias de concentração de tensões e defor 
mações, para o caso PP.

Considere-se agora um material que exiba um comportamen
to do tipo
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a = k en k = E e n = 1 para a <^ o E (3.15)

onde Og é a tensão de escoamento do material. As condições EE e 
PP para este tipo de comportamento estão esquematizadas na figura 
(3.4a).Conforme comentado (equação (3.13)), os valores de e 
para a condição EP dependem do nível de solicitação da carga. Se,' 
todavia, usar-se a teoria de Neuber e encontrar-se o ponto de 
transição entre as condições EE e E P , ou seja, a tensão que sati^ 
faça simultaneamente as equações 

)

a = E e

a = k en

tem-se que os valores de e se encontram na curva x en 
tre 05 pontos em que esta intercepta as curvas n = 1 e n = n, pa­
ra um determinado valor de K^.

Fig. 3.4 - Variação de e de acordo com a solicitação, segun 
do Neuber.

Resumindo, se = 3 os valores de e na condição EE são 
constantes e estão representados na figura 3.4b por e
Para a condição P P , K^pp e K^pp também são constantes para um me^ 
mo valor de , conforme esquemati zados. Finalmente, segundo Neu­
ber, os valores de K e K para a condição EP encontram-se na cur

o  e —
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va entre os pontos a e b e sao dependentes do^li^ei dé "ytffrTita- 
ção de carga.

Manson e Hirschberg | 30| construíram sobre um diagrama 
Kq X K^,segundo as teorias de Neuber e Stowell-Hardrath-Ohman, u- 
ma curva derivada da curva tensão-deformação do material, confor­
me pode ser visto na figura 3.5. Esta curva foi obtida dividindo- 
se os valores de tensão e deformação em uma serie de valores sele 
cionados (pontos 2) pelos valores de tensão e deformação de um 
ponto escolhido (ponto 1). Logo a (a-,) é a constante e a - (a-,)

O _L 1T13.X Z
varia ao longo do diagrama tensão x deformação, o mesmo se apli­
cando a e

0 max Logo, para um determinado nível de solicitação
(correspondente a a ), conhecendo-se K ., determina-se K e K pe- _ 0 t a e ^
la interseção entre a curva normalizada a um ponto 1 e as curvas 

^ segundo Neuber ou Stowell-Hardrath-Ohman. Note-se que pa­
ra cada nível de solicitação ê necessário construir-se uma destas 
curvas normalizadas, o que dificulta a sua utilização.

Fig. 3.5 - Determinaçao grafica dos fatores de concentraçao de 
tensão e de deformação.

Visando comparar as teorias de Neuber e Stowell-Hardrath 
Ohman, Arroyo e Rosa |oi| fizeram um estudo analítico usando ca­
racterísticas da curva tensão-deformação estimadas para o aço SAE 
1020, chegando ãs seguintes conclusões:

a) Quanto maior e o valor de K^, maior c a deformação sofrida pe­
lo material a um mesmo nível de tensão, qualquer que seja a
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teoria utilizada, conforme esperado;

b) Analisando-se as duas teorias (figura 3.3), notarse que para 
valores de K.(-= 2,5, elas praticamente coincidem. Para valores 
de menores que este, a teoria de Neuber prevê menores valo­
res para K^. Entretanto, para valores de maiores que 2,5 a- 
contece o inverso, ou seja, a teoria de Stowell-Hardrath-Ohman 
prevê menores valores para K^.

De um modo geral, pode-se dizer que a teoria de Neuber 
apresenta melhores valores para os fatores de concentração de ten 
são e de deformação quando comparada a resultados experimentais.

Arroyo e Rosa |0l| definiram também os fatores de con­
centração de tensão e deformação para um estado biaxial de ten­
sões e para um estado plano de deformações. Para um estado biaxi­
al de tensões, os autores concluiram que

K„b = ; (3.16)

 ̂ (3.17)

onde e são os fatores de concentração de tensão e de de­
formação em um estado biaxial de tensões, respectivamente, e s  ê 
uma função do grau de deformação e da razão de biaxialidade da 
tensão, definida como

s = --------- ------ (3.18)
(1 - v'

sendo e as tensões principais nas direções 1 e 2 (figura
3. 6') e

V  = - - (i - v)(E /E) (3.19)

com V sendo o coeficiente de Poisson elástico. Através de analise 
por elementos finitos |54|, foram calculados valores de s para di 
ferentes K.̂., concluindo-se que os fatores de concentração de de-



35

(T2

Fig. 3.6 - Representação esquematica das tensões que atuam na su­
perfície do entalhe de um corpo sujeito a um carrega­
mento monotônico.

formação uniaxiais sao aproximadamente 201 maiores que os fato­
res biaxiais. Para um estado plano de deformações, Arroyo e Rosa
01I deduziram que

K , = —  Kad a
^d

(3.20)

K . = s. K ed d a (3.21)

sendo e os fatores de concentração de tensão e de deforma
ção para um estado plano de deformações, e

1

1 - ( V ’ )
(3.22)

Das equações (3.16), (3.17), (3.20) e (3.21), pode-se ver que os 
fatores de concentração de tensão e deformação tanto para um esta 
do biaxial de tensões como para um estado plano de deformações 
tem formas anãlogas, e para ambos os casos ê valida a teoria de 
Neuber, ja que
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"t = Xa

e usando-se (3.16) e (3.17) (ou, alternativamente,(3.20)e (3.21)), 
tem-se

Kt “ Krt- (3.23)
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4. M e c â n i c a  da F r a t u r a  E l á s t i c a  L i n e a r

4.1 - Desenvolvimento da Mecânica da Fratura

A base da teoria da Mecânica da Fratura Elástica Linear
para carregamentos estáticos ê a premissa de que para que ocorra
o crescimento de uma trinca são necessárias e suficientes duas
condições. A primeira ê de que haja tensão suficiente no extremo
da trinca para que se produza algum mecanismo de crescimento da
trinca, e a segunda e de que haja energia suficiente na extremida
de da trinca a fim de suprir o trabalho feito na criação de novas
superfícies. Inicialmente acreditava-se que somente o primeiro re
quisito fosse necessário, contudo a solução de Inglis|05| para um
furo elíptico indica que a tensão elástica tende a infinito quan
do nas extremidades do extremo da trinca, chegando ã paradoxal
conclusão que um corpo trincado não pode suportar carga alguma.Es
te paradoxo foi resolvido por Griffith |l9,20l, que usou um balan
ço aproximado de energia, baseado na energia superficial, para ex
plicar 0 comportamento do vidro ã fratura. Sua premissa básica ê
a de que a propagação instável de uma trinca tem início se a ener
gia liberada quando a trinca se propaga ê igual ã energia necessá
ria para a criação de novas superfícies livres. A teoria de
Griffith tem bom suporte experimental nos materiais cuja fratura
ocorre virtualmente de maneira elástica, ou seja, nos materiais
cuja fratura ê frágil. Irwin 19,20 e Orowan 19,20 sugeriram u
ma modificação ã formulação original de Griffith a fim de inclu- 

\

ir a energia associada com a deformação plástica adjacente ãs no­
vas superfícies de trinca. Esta teoria modificada consiste em ava 
liar a taxa de liberação de energia de deformação, G, no ponto de 
fratura. Se o processo de fratura é essencialmente similar para 
diferentes carregamentos e geometrias, o evento da fratura ocorre 
quando a taxa de liberação de energia de deformação alcança um va 
lor critico G^. Contudo, o conceito de G^ como um critério de fa­
lha está restrito a situações onde a fratura ê precedida por uma
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defoímação plãstica limitada.
Uma interpretação alternativa do fenômeno de fratura 

foi originalmente desenvolvida por Irwin | 2l| que introduziu o 
conceito do fator de intensidade de tensões, K, como sendo um pa­
râmetro característico do estado de tensões e deslocamentos do ex 
tremo de uma descontinuidade, tal que

^11 1 - s en 0
2 sen 30

2

^22
Kj COS 0/2

1 + sen 0 sen 30
yz-nr 2 2

^12 sen 0
2 COS 30

2

Kjj sen 0/2 
/2ttT

0 302 + COS j COS —

0 30

0 0COS j - sen ^

 ̂ termos de ordem 
superior em r (4.1)

"13 sen 0/2
 ̂ termos de ordem (4.2)

^23
/Ztrr COS 0/2

superior em r

>
^1

= 1
r

0COS ^ (£l(v) 2 0. + sen j)

^̂ 2
G Ij2tt 0sen 2 (f2 (v) - i \

KII
2 tt

sen I (f^(v) + cos^ |) 

-COS ^ (f,(v) - sen^ ^)
(4.3)

2K III
2ir

(4.4)

onde r e 0 são as coordenadas polares cilíndricas de um ponto em
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relação ao extremo da trinca, conforme pode ser visto na figura
4.1. f^(^) e funções que dependem do estado de tensões
e deformações que ocorre, tal que

f^(v) = 1 - 2v 

f^Cv) = 2(1 - v)
para um estado plano de deformaçao, (4.5)

e
f^(v) (1 v)/(l + v) para um estado plano

f,(v) = 2/(1 + V)
de tensões , (4.6)

sendo v o coeficiente de Poisson. 0 fator de intensidade de ten­
sões fornece o coeficiente do termo singular da série que define 
o campo de tensões. Os subscritos que aparecem no fator de inten­
sidade de tensões caracterizam os três possíveis modos de propaga 
ção da trinca conforme o carregamento, como esquematizado na fi­
gura 4.2. Os fatores de intensidade de tensão dependem somente • 
da geometria e das condições de carregamento. De uma maneira ge­
ral ê possível dizer que, sendo a uma dimensão da trinca

Kj = a Y /iã (4.7.1)

Kjj = T Y /?ã (4.7.2)

Kjjj = T Y Æ  (4.7.3)

onde Y é um fator geométrico que depende da forma e proporções do 
componente sob estudo, bem como do carregamento. No caso da figu­
ra 4.3, placa de dimensões infinitas sob tração, com uma trinca 
central. Y = 1, o modo de abertura da trinca é do tipo I e neste 
caso

Kj = a /rrã (4.8)

Para uma placa de largura finita, sob tração e com uma trinca cen
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trai,

Y = /sec ira/2b 

sendo 2b a largura da placa e 2a o comprimento da trinca

(4.9)

Fig. 4.1 - Localização do sistema de coordenadas usado no estudo 
das tensões em uma peça com fissura.

F2

MODO I I MODO I I I

Fig. 4.2 - Modos de abertura da trinca

0 fator de intensidade de tensões é uma medida do estado de ten­
sões e deformações que solicita o material nas proximidades do ex 
tremo da trinca. Para que ocorra uma propagação da trinca ë neces 
s ã n o  que as tensões e as deformações nas proximidades da extremi 
dade da trinca alcancem um valor crítico, ou seja, pode-se espe­
rar que ocorra fratura quando K-. alcance um valor crítico Ki ’ I c *
Logo e uma propriedade do material. Contudo, o uso de es­
ta restrito a situações onde a fratura é precedida por uma defor­
mação plástica limitada, pois conforme Liu l21| assinalou, não
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Fig. 4.3 - Placa infinita sob traçao contendo uma trinca central.

são as tensões e deformações elásticas, fora da zona plástica,que: 
causam a fratura embora estas controlem o estado de tensões e de­
formações plásticas. Outro ponto que deve ser ressaltado quanto ã 
validade de como critério de falha, está na própria definição
de K como um parâmetro caracterizador da singularidade do extremo 
da trinca, expresso na forma (equações (4.1) e (4.2))

a = K
/ 2 i T r

f(0) s e r i e (4.10)

A equação (4.10) apresenta o primeiro termo da expansão da série 
da expressão para a distribuição de tensões em pontos próximos ao 
extremo da trinca e esta forma só é válida quando r << a. Para um 
corpo infinito, o fator de intensidade de tensões ê dado pela ex- 
quação (4.8), mas a presença de superfícies livres nos contornos 
fin,itos modifica a distribuição de tensão e portanto altera o va­
lor de K obtido de um único par de valores, a e a. Existem erros 
na caracterização da tensão a uma distância finita do extremo da 
trinca por um único valor de K e estes erros aumentam com a dis­
tância. Além disso, os erros são diferentes em corpos de geome- 
trias diferentes como pode ser visto na figura 4.4 (segundo Wil­
son |26|), e a distribuição de tensão caracterizada pelos valo­
res de K torna-se cada vez mais imprecisa.
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Fig. 4.4 - Variação entre a tensão no extremo da trinca como cal­
culada por K e aquela calculada para toda a série para 

em função da distância adimensionalizada em torno 
do extremo da trinca, considerando o material elástico,

4.2 - Fratura com plasticidade restrita

Como os materiais reais exibem uma tensão de escoamento 
acima da qual eles se deformam plasticamente, existe então uma re 
gião ao redor do extremo da trinca onde ocorre deformação plásti­
ca e portanto não pode existir a singularidade elástica. É possí­
vel estimar o comprimento da zona.plástica, tanto para um estado 
plano de tensão como para um estado plano de deformação. Irwin 
0 6 I e Dugdale |06,11| propuseram métodos de estimativa da zona 

plástica, com os quais é possível determinar-se um valor de K que 
de adapte melhor as condições de plasticidade no extremo da trin­
ca, admitindo que a região plastificada seja de pequena dimensão.
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4.2.1 - Estimativa da zona plástica segundo Irwin

Irwin I06| obteve uma expressão para o comprimento da 
zona plástica, partindo da solução elástica para uma trinca em u- 
ma placa infinita, solicitada segundo o modo de abertura I.
A distribuição de tensões segundo o eixo 2 é

= — —  COS — (1 + sen — sen — ) (4.11)
/2?r 2 2 2

e, para 0 = 0 ' torna-se

"l
^22 /2irr

Admitindo que o material possui uma tensão de escoamento a^, tem- 
se que 0 raio de plastificação, r^ , é definido no ponto onde 022 
ê igual a a^. Então

2

OU

ZTTP

para um estado plano de tensões. No estado plano de deformações

2r (Kj/Og)^ (4.13)

Considerando o escoamento, a distribuição de tensões pode ser pen 
sada como proveniente de uma trinca fictícia, em um material per­
feitamente elástico, com dimensão característica a+r^, sendo as­
sim definida uma trinca equivalente (figura 4.5)

= a + Tp (4.14)
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Fig. 4.5 - Correção da sona plastica segundo Irwin.

Irwin |06| então propôs que, quando a tensão o que solá^ 
cita 0 material for da mesma ordem de grandeza da tensão de escoa 
mento, o fator de intensidade de tensões deve ser definido atra­
vés da trinca equivalente. Logo, o fator plástico de intensidade 
de tensões , , pode ser obtido como

K = Y a /rra P eq (4.15)

Substituindo a equação do raio plástico (equação (4.12)), tem-se

K = Y a i/iT(a + (K/ô ^)
2tt

onde K é calculado com base no tamanho geométrico da trinca (equa 
ção (4.7)), e desta forma vem

Kp = Y a Tra [l + — (o/Og)^"' (4.16)

Porém 0 fator plástico, de intensidade de tensões é def_i
nido por

K = Y Y o /Fã 
P P ■ (4.17)

onde Yp é 0 fator de correção plástico. Desta forma, o fator de 
correção segundo Irwin,é

Y 1 + ^(Y o/a^p2 (4.18)
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A definição do fator de correção plástico dada pela e- 
quação (4.18) não e rigorosamente correta, em parte porque o va­
lor de r foi calculado usando o fator de intensidade de tensões

P -K, sem correção. Usando no calculo do raio de plastificação, 
obtêm-se

Yp = 1/ y i  - i(Y a/a^)2 (4.19)

Uma analise mais rigorosa mostra que as expressões aci­
ma são razoavelmente exatas, desde que o nível de solicitação não— 1exceda o limite de escoamento do material. Em outras palavras, a 
equação (4.18) pode ser usada para níveis de tensão nominal de 
ate 701 da tensão de escoamento e a equação (4.19) pode ser usada 
para tensões de ate 90®o da tensão de escoamento.

4.2.2 - Estimativa da zona plastica segundo Dugdale.

Dugdale |06,ll| obteve uma expressão para o comprimen-- 
to da zona plástica de uma trinca solicitada segundo o modo de a- 
bertura I, para um material elasto-plástico ideal.

Quando ocorre o escoamento sobre um comprimento s medi­
do do extremo da trinca de comprimento 2a (Figura 4.6a), ê admiti^ 
do que esta situação ê equivalente ã deformação elástica de uma 
trinca hipotética de comprimento 2a^^, que está sob a ação da ten 
são aplicada a que tende a abrir a trinca e da tensão de escoamen 
to Og sobre parte de sua superfície, que tende a fechá-la (Figura 
4.6b).

Dugdale [06,11 | define o comprimento da zona plástica
como

V
2/'7TO'v“s = c 2 sen (---- )

4 ag

que pode ser colocada na forma

s = a(sec T\a/2 - 1) (4.20)
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Fig. 4.6 - Correção da zona plástica segundo Dugdale: (a) escorr£ 
gamento interno; (b) tensões internas atuando sobre a 
região que sofreu escorregamento.

Portanto, a trinca equivalente pode ser definida como

a = a  + - s  = a + i a(sec Tra/2a„ - 1)
eq 2 2 ^

ou seja

a = c eq - s, logo a 
2 (4.21)

E assim o fator plástico de intensidade de tensões será

K = Y a]/Tra(l + sec iTa/2ap)/2p K n (4.22)

onde o fator de correção plástico, segundo Dugdale, é

Yp = (1 + sec Tra/2ag) /2 (4.23)

Uma outra forma de usar os resultados de Dugdale ê def_i 
nir o fator de correção da zona plástica a partir do conceito de 
deslocamento de abertura da trinca, ô. Segundo Dugdale |06,07,11 
a extremidade da trinca sofre uma abertura 6, devida ao afastamen­
to de suas faces, como consequência das deformações plásticas, e 
pode ser obtida como
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Qô = — —  a In (sec no/la^') (4.24)
TT E

onde E ê o módulo de elasticidade do material. A expressão para ô 
pode ser expandida e, tomando-se apenas o primeiro termo da se­
rie, vem que

TT a 
E og

OU

(4.25)

Da equação (4.25) pode-se então definir o fator plástico de inten 
sidade de tensões como

e desenvolvendo a equação acima tem-se

K = Y a/rTã —  W 8 In (sec Tra/2ag) (4.26)
^ . TTG *

Portanto, o fator de correção da zona plãstica ê

Y = —  \/8 In (sec Tia/2ap). (4.27)
P TTO ^ ^

Dentre as expressões para Y ^ , ou seja, equações (4.18), 
(4.'l9), (4.23) e (4.27), a íáltima e a mais exata. Contudo, deve 
ser salientado que elas foram obtidas para o modelo de uma placa 
de dimensões infinitas sob tração. Deste modo, em peças ou corpos 
de prova reais, a menos que o tamanho da zona plastificada seja 
pequeno comparado com as outras dimensões, estas expressões não 
fornecem resultados muito confiáveis. Assim,ê necessário analisar 
a influência do contorno da peça sobre o tamanho da zona plãstica 
para cada geometria, antes de usar o conceito de correção da zona
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plãstica sobre o fator de intensidade de tensões como critério de 
falha. Alguns resultados podem ser vistos na referência |26|.

A figura 4.7 ilustra as quatro equações para segundo 
os modelos apresentados.

1,6

1,5

1,4.

1,3

(1) yp =[u-^(y (T/(rE)̂_
(2 )

(3) yp= [-̂ ( l*sec rrff/2<rE)

(4) y„ = ilEr,81n ( s e e  n  (T/2 dV)

Fig. 4 . 7 - Comparação entre as varias equações para o fator de 
correção da zona plastificada (segundo Irwin (1) e (2) 
e Dugdale (3) e (4)) em função da razão entre a tensão 
aplicada e a tensão de escoamento do material.

A Mecânica da Fratura Elástica Linear tem limitada aplj^ 
cação aos aços estruturais, jã que a teoria se aplica somente ã 
fratura essencialmente elástica. Mesmo usando-se os fatores de 
correção para a zona plãstica, a fratura da maioria dos metais e£ 
truturais estã acompanliada de uma plasticidade maior do que a teo­
ria permite.
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5. M e c a n s c a  da F r a t u r a  E l a s t o - P l á s t i c a

5.1 - Introdução

Paralelamente à Mecânica da Fratura Elástica Linear vem 
se desenvolvendo a Mecânica da Fratura Elasto-Plãstica, que procu 
ra encontrar um parâmetro caracterizador do estado elasto-plãsti- 
co e dos campos de deformação locais no extremo de uma trinca de 
um material com comportamento elasto-plâstico. Um processo tal co 
mo o de fratura frãgil, suposta ser governada pelas circunstân­
cias no extremo da trinca, deve Ser caracterizado por um valor 
crítico deste parâmetro, para uma dada composição, temperatura,ta 
xa de deformação e meio ambiente. 0 problema pode ser resolvido 
se puder ser estabelecido um modelo simplificado do comportamento 
elasto-plastico do extremo da trinca, tal que as tensões e defor­
mações dominantes ao redor da extremidade da trinca sejam des­
critas de forma simples e que este modelo possa ser sufici­
entemente independente das condições distantes do extremo da trin 
ca, principalmente do seu comprimento, geometria e do sistema de 
cargas aplicadas, a fim de poder predizer a fratura de estruturas 
reais.

0 processo de ruptura dütil consiste no início de uma 
trinca, com alguma propagação estável posterior, ate chegar à in^ 
tabilidade final. Para predizer o início da fratura ë importante 
usar parâmetros que possam ser determinados experimentalmente. Va 
rios parâmetros foram propostos a fim de predizer a ruptura dütil 
de materiais sob condições elasto-plasticas. Muitos deles são de­
rivados da Mecânica da Fratura Elástica Linear, outros resultam 
de avaliações empíricas do comportamento elasto-plãstico.

Este capítulo visa sumarizar alguns destes parâmetros, 
onde são feitos comentários de como estes podem ser interpretados, 
com base nos resultados de testes experimentais. Um deles, a inte 
gral J, parece ser o que melhor caracteriza as condições reais no 
extremo de uma trinca. Para este parâmetro ê feita uma análise 
mais detalhada já que servirá de base para a caracterização da
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fratura dútil dos testes experimentais.

5.2 - Integral J

A integral de contorno J foi definida por Rice |41 | pa­
ra um campo de deformação bi-dimensional em x e y em um material 
que apresente comportamento elástico linear ou não linear, como 
s endo

J = (W dy - Î . —  ds) (5.1)
9x

onde r ê uma curva em torno de um entalhe plano, W ê a função den 
sidade de energia de deformação, í ê o vetor tensão perpendicular 
a r, u é 0 vetor deslocamento e ds ê um elemento do arco ao longo 
de r. Rice |4 1 | demonstrou que J ê uma integral independente do 
percurso de integração.

Para o comportamento elasto-plâstico, estudos com ele­
mentos finitos usando a teoria incrementai da plasticidade |41 
mostram que J tambêm ê independente do caminho, concluindo-se en­
tão que J ê um parâmetro que caracteriza a singularidade da extre 
midade de um entalhe, de maneira similar ao que acontece com o fa 
tor de intensidade de tensões, K.

A integral J tambêm pode ser interpretada como uma mu­
dança na energia potencial quando uma trinca se propaga de uma 
quantidade da l4l|, de modo análogo i taxa de liberação de ener­
gia de deformação, G, como sendo

J = - —  (5.2)
3a

onde U ê a energia potencial total por unidade de espessura. Com 
base nesta definição, J pode serjobtida experimentalmente a par­
tir da área da curva carga-deslocamento de uma peça, ou seja, ava 
liando-se o trabalho devido à variação virtual 8a do comprimento 
da trinca. Foi evidenciada a existência de um valor crítico de J, 

|4l|, o qual pode ser considerado como uma propriedade do mate
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rial que caracteriza a fratura.
Como J foi definida para um material elástico linear ou 

não linear e sua validade foi determinada teórica e experimental­
mente para materiais elasto-plâsticos, ê um parâmetro que tanto 
pode ser usado para caracterizar a fratura frágil como a fratura 
dütil, já que fratura frágil implica em pouca energia absorvida 
pelo material antes da ruptura, enquanto que a fratura dütil ê ca 
racterizada por extensa plastificação do material e consequente­
mente grande energia absorvida antes da ruptura.

A integral J pode ainda ser relacionada com a concentra 
ção de deformação no extremo de um entalhe, bastando para tal to­
mar-se um percurso de integração bem proximo ã extremidade do me£ 
m o .

Contudo,a validade do uso da integral J como um parâme­
tro caracterizador do campo de deformação do extremo de um enta­
lhe de um material elasto-plástico tem algumas limitações. 0 Apên 
dice 1 apresenta detalhadamente uma análise sobre a integral J.

5.3 - Deslocamento de abertura da trinca

A presença de uma zona plástica no extremo de uma trin­
ca faz com que a mesma se abra sem que haja aumento no seu compr^ 
mento. 0 movimento relativo das duas faces no extremo da trinca ê 
denominado deslocamento de abertura do fundo da trinca e simboli­
zado por 6 ou COD ("Crack Openning Displacement").

Estudos sobre as conseqüências do escoamento no extremo 
da trinca, causando um deslocamento das superfícies da mesma, fo­
ram realizados independentemente por Wells e Cottrel |07|, como 
um possível critério de falha.

A fim de determinar COD, Dugdale e Barenblatt |5l|, se- 
paradamente, propuseram um modelo baseado na elasticidade linear, 
que foi posteriormente interpretado .em termos de fratura por Wells 
51I . Burdekin e Stone |07|, baseados no modelo proposto, mostra 

ram teórica e experimentalmente que este era consistente com os 
resultados de fratura de testes de tração e flexão. Ao mesmo tem­
po em que estes estudos se desenvolviam, um modelo similar foi 
proposto por Bilby et al. |5l| usando a teoria das discordâncias.
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0 critério de falha adotado é o valor de ô no momento 
do início da fratura, 5crit

5.3.1 - Analise teérica segundo Burdekin e Stone

0 modelo empregado para esta análise é baseado em uma 
trinca de comprimento 2a em uma placa infinita sob tensão de tra­
ção uniforme o aplicada no infinito (Figura 5.1). 0 sistema de co

t f t t t t t t t f t t t f t 
T e n s ã o  un ifo rm em ente  ap l ic a d o  no in f in i to ,  Q

g|j=flE ~ cte.

= COS (”1 1 0 / 2  CTe )

Õ ^SffECo/TTE In s e d W / Z G E )

Fig.5.1-Representação da plasticidade local pela análise teórica.

ordenadas é tal que sua origem coincide com o centro da trinca, 
com o eixo x ao longo da linha da trinca. Devido ã tensão a, sur­
gem zonas plastificadas no extremo da trinca estendendo-se até c. 
Esta situação é representada por uma trinca de comprimento 2c que 
está completamente contornada por um campo de tensão elástico 
quando sob carga, porém que é tensionada pela tensão externa apli 
cada a e por uma tensão interna na direção y, na região entre
a e c. As tensões aplicadas no interior da trinca 2c representam 
as tensões que as zonas plásticas causam ao extremo da trinca 
real, e na análise, são consideradas constantes e iguais ã tensão 
de escoamento uniaxial do material, . Este modelo é similar ao 
proposto originalmente por Barenblatt e posteriormente empregado 
por Dugdale e por Smith |07|.

Por meio de uma combinação de soluções perfeitamente e- 
lásticas para as tensões e deslocamentos ao redor de uma trinca
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central em uma placa infinita, a situação real de uma trinca com 
plasticidade local é substituída por uma que possa ser analisada 
convenientemente. Embora esta análise não seja uma solução plâstj^ 
ca rigorosa, parece dar uma resposta conclusiva a esperada para 
um material elasto-plãstico ideal.

Segundo Burdekin e Stone |07|, o deslocamento de abertu 
ra da trinca é dado pelo deslocamento no ponto x = ±a, como

8 *̂ Eó = ---- a In (sec tto/Zo ^) (5.3)
fr E

onde E ê o modulo de elasticidade do material. Expandindo a equa­
ção acima e considerando apenas o primeiro termo da serie, vem 
que

(5.4)
E Og

A equação (5.4) pode ser diretamente relacionada ã taxa de ener­
gia de deformação liberada, G,

G = <5 (5.5)

A determinação de é,portanto, a determinação de 6
no momento de inicio da fratura. Em baixas temperaturas a fratura 
ocorre por clivagem, e, por conseguinte, a carga de fratura ê a ma 
xima atingida durante o teste. Porém, em altas temperaturas,a fra 
tura ê caracterizada por uma sequência bem menos definida, na 
qual a carga (em função de COD) se eleva a um valor mãximo e en­
tão decresce,bem antes que se possa detectar macroscopicamente a 
fraítura. é usualmente determinado no ponto de carga maxima.

5.3.2 - Algumas considerações sobre COD

Na determinação analítica de COD foi usado o conceito 
de trinca equivalente em um material perfeitamente elástico. A 
correção da zona plastificada no extremo da trinca não leva em
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consideração a taxa de encruamento do material. Quando o material 
é quase elástico, a zona de deformação plãstica tem a fo^^ma circu 
lar. A medida que o material começa a escoar, a zona plãstica ad­
quire uma forma semelhante ãs asas de uma borboleta,que vai se a- 
centuando ate o caso do material perfeitamente plãstico, quando o 
desenvolvimento da zona plãstica estã confinado a uma linha no 
plano da trinca, conforme ilustrado na figura 5.2 15 I.

Fig. 5.2 - Forma da zona plãstica em função do comportamento da 
curva tensão-deformação para materiais metálicos.

Existem outros fatores que podem afetar o resultado da 
medida de COD; entre estes poder-se-ia citar a relação entre o ta 
manho da trinca e a largura do corpo de prova |06|, o comprimento 
da ligação entre o extremo da trinca e a extremidade do corpo de
prova. 06 , a acuidade do entalhe 26 , além da rigidez
na 26 e da temperatura 07 ,24 • As figuras 5.3, 5.4 e
sentam COD em funçao de alguns destes parâmetros

o. 40  

“  30Oo
% 20

S >0 ü
0

corpo!s de prova c:om 5 mm d(9 largijra /

____ _

/ A • corcios de orava ctjm IĈ 2 0  8 40mm de lorguro _

A

Temperatura [°c]
Fig. 5.3 - Efeito da largura do rasgo sobre a variação de COD com 

o crescimento desta (Segundo Smith e Knott |26|).
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ranhura com 0 ,2 5  mm 
ranhura com 0 , 1 5 mm 
trinca de fad igo

0  0 ,5  1,0 1,5 2,0 2,5
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Fig. 5.4 - Efeito do tamanho do 
corpo de prova sobre COD (Segun 
do Burdekin e Stone |07|).

Fig. 5.5 - Efeito da espessura 
do corpo de prova sobre COD 
(Segundo Knott |26|).

5.4 - Método de Dowling e Townley

Baseados no modelo de Dugdale, Dowling e Townley 10 
desenvolveram um processo para a analise de falhas de elementos 
estruturais que, segundo os autores, se aplica desde um estado in 
teiramente elástico ate um estado de plasticidade generalizada no 
material, quando da ruptura.

Dowling e Townley partiram da relação entre o desloca­
mento de abertura da trinca e G e posteriormente J, com o qual dê  
finiram o fator de intensidade de tensões. 0 critério de falha a 
dotado consiste no cálculo do valor crítico de K, generaliza
do em função das cargas que agem sobre a estrutura.

5.4.1 - Análise teórica

Segundo a equaçao (5.5), existe uma relaçao bem defini-
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da entre a taxa de liberaçao de energia, G, e o deslocamento de 
abertura da trinca, 6 , na forma

G = 6

No regime elástico existe umá dependência perfeita entre o fator 
de intensidade de tensões e a taxa de liberação de energia. Esten 
dendo este conceito para o campo elasto-plástico, Dowling e 
Townley partiram da relação entre a integral J e 6 |4l|, onde

J = <Je « (5.6)

com a qual definiram o fator de intensidade de tensões plástico,
Kp, como

= J E (5.7)

sendo E o modulo de elasticidade do material. A equação (5.7) so 
ê válida para um estado plano de tensões.

Usando 6 segundo o modelo de Dugdale, resulta

= Y Op /ã: \/(8/u) In (see 7ra/2ap) (5.8)

que ê uma expressão idêntica ã equação (4.26) para o fator de cor 
reção da zona plástica vista no capítulo 4 .

0 desenvolvimento de.Dowling e Townley admite que a ten 
são a que leva o material ã falha, o^, ocorre quando o fator plá^ 
tico de intensidade de tensões -atinge o valor da tenacidade ã 
fratura do material, Desta forma, no ponto de ruptura.

(5.9)

o u , .reescrevendo a equação acima em termos de 0£ ,

. 2
2= — Op arc cos
7T

1 ^Ic exp (- i  ^ )
8 a .

(5.10)
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Usando a expressão elástica para o fator de intensidade 
de tensões quando este atinge a tenacidade à fratura do material ,

onde é a tensão correspondente no ponto de falha, tem-se que
a equação (5.10) pode ser reescrita como

2^ -£T O r 2 CT Tf 2 tt Ic^ - -- - - exp (------ ^ )= — arc cos
O r ^  7TE " ^E

(5.11)

expressão que se aplica ao modelo de Dugdale. Dowling e 
Townley |10| generalizaram a equação (5.11) em função das cargas 
que agem sobre a estrutura na forma

^f 2—  = — arc cos (5.12)

onde L£ e a carga de falha real, ê a carga de falha prevista 
pela Mecânica da Fratura Elástica Linear e L^ é a carga de falha 
prevista pela análise limite.

As cargas de falha L, e L devem ser calculadas usandoK U-
a geometria real da peça fissurada e para tal ê necessário co­
nhecer o fator de intensidade de tensões para a geometria dada 
e a carga limite, que podem ser obtidos tanto analítica como nume 
ricamente.

A equação (5.12) pode ser interpretada como uma solução 
intermediária entre os dois modos de falha que se verificam nos 
extremos do comportamento do material, ou seja, perfeitamente e- 
lástico, onde vale a Mecânica da Fratura Elástica Linear e perfej^ 
tamente plástico, onde vale a análise limite.

A figura 5.6 |10 | ilustra o comportamento previsto pela 
equação (5.12) e mostra ainda a faixa de dispersão encontrada com
05 resultados experimentais.

A equação(5.12) pode ainda ser posta em uma forma tal 
que sua representação fique linear quanto a L £ , permitindo uma 
análise imediata do efeito da carga que está solicitando a estru-
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Lf

u
- 1/2 (5.13)

Fig. 5.6 - Comparação da equação (5.12) com dados experimentais.

A figura 5.7 apresenta a linha de falha segundo a equa­
ção (5.13). Note-se que esta forma ê mais útil em casos práticos 
para a analise de segurança, pois uma representação de e
^f/Lu linear quanto a permitindo um exame imediato a re^
peito do efeito de alterar-se a carga que estã solicitando a es­
trutura.

5.5 - Método da energia equivalente

0 conceito de energia equivalente surgiu do estudo so­
bre o efeito do tamanho na tenacidade ã fratura, desenvolvido por 
Witt |14|e Witt e Mager |14|. Eles ensaiaram corpos de prova do 
tipo CT com diversas espessuras observando que, para uma pequena
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Lu

Fig. 5.7 - Linha de falha segundo a equação (5.13)

faixa de temperatura, todas as curvas carga-deslocamento poderiam 
ser sobrepostas quando expressas em forma adimensionalizada. A ã- 
rea sob a curva representa a energia entregue ate o ponto de car­
ga máxima, dividida pela espessura do corpo de prova ao cubo, de­
finida como energia normalizada.

0 método foi concebido para analisar resultados que não 
o poderiam ser pela Mecânica da Fratura Elástica Linear, devido 
ao alto grau de deformação plástica envolvida. Um gráfico carga- 
deslocamento típico de um ensaio deste tipo é mostrado na figura 
5.8. 0 método da energia equivalente procura obter um valor para 
a tenacidade à fratura,denominada através da curva carga-
deslocamento e das expressões usuais para calcular o fator de in­
tensidade de tensões. A única diferença que surge é quanto ã car­
ga usada no cálculo. 0 valor desta é obtido como sendo a carga pa 
ra um material que apresente comportamento linear, em que a ener­
gia absorvida é igual ã energia absorvida pelo material real, até 
o ponto de carga máxima.

5.5.1 - Análise teórica e consideraçoes gerais

Sendo U a energia absorvida até o ponto de carga máxima, 
a carga corresponde ã energia equivalente para um compor
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Fig. 5.8 - Curva carga-deslocamento normalizada mostrando a seção 
elástica extrapolada (linha tracejada).

tamento elástico linear,pode ser obtida como

(5.14)

Porém, na parte linear.

A = c FIcd (5.15)

logo,
2 U

Icd (5.16)

onde c é a flexibilidade do corpo de prova.
Com esta força que corresponde ã energia equivalente 

que foi absorvida até o ponto de carga máxima pelo corpo de prova, 
é calculado o fator de intensidade de tensões pela expressão con­
vencional, admitindo agora um comportamento elástico linear para 
0 corpo de prova

K (5.17)

onde ê uma função que fornece a tensão nominal correspon­
dente ã geometria do corpo de prova. Este valor para o fator de 
intensidade de tensão é referido algumas vezes como limite infe-
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rior da tenacidade a fratura do material, Contudo esta deno­
minação não estã absolutamente correta jã que, segundo Egan e Ro- 
binson |14|, depende do tipo de corpo de prova utilizado,bem
como do tamanho da trinca.

Para que o conceito de seja válido ê necessário
que a energia absorvida por um corpo de prova quando a fratura se 
inicia, apos o escoamento, seja igual ou menor do que a energia 
absorvida por um corpo de prova maior, geometricamente similar,no 
qual a fratura se inicia sob condições elásticas lineares. Estu­
dos feitos por Sumpter jl4| mostraram que esta relação ê verdadei^ 
ra para corpos de prova sob flexão, porem no caso de tração com
a/w > 0,6, obtêm-se valores de K,. , ligeiramente maiores que K, ,Icd *  ̂ Ic’
sendo a e w o comprimento da trinca e a largura do corpo de prova, 
respectivamente.

Outro ponto que deve ser levantado ê se o ponto de car­
ga máxima ê coincidente com o ponto de início de fratura. Como jã 
foi mostrado |14|, quando ocorre ruptura dútil, a fratura pode i- 
niciar-se antes de ser alcançada a carga máxima. Com o aumento 
da temperatura |l4,40|^a razão entre e a tensão de escoamento
cresce, e assim aumenta a disparidade entre o ponto de início de 
fratura e o ponto de carga máxima. Sendo assim, o valor de 
tende a superestimar o valor de

Se ê calculado de um deslocamento aleatório,e se
nenhuma correção ê feita considerando deslocamentos estranhos (e^ 
corregamento no ponto de aplicação da carga, deformação da máqui­
na., etc.), estes deslocamentos diminuirão o valor aparente de 
Kjcd- Este efeito pode total ou parcialmente compensar o valor su 
perestimado de como uma consequência de as medidas serem feî
tas no ponto de carga máxima. 0 valor resultante de será,
contudo, uma função da rigidez da máquina, etc.

Os valores de podem ser obtidos simplesmente atra­
vés da curva carga-deslocamento,e então podem ser usados para pre 
dizer a fratura de peças que apresentem ruptura com extensiva 
plastificação.
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5.6 - Metodo do modulo tangente

0 mëtodo do modulo tangente foi proposto por Merkle 
33| e ë baseado em uma forma diferencial da teoria de Neuber 
01] para estimar a tensão e a deformação que ocorrem no extremo 

de um entalhe, atravês dos fatores de concentração de tensão e 
de deformação no regime plástico. 0 uso da teoria de Neuber per­
mite considerar os efeitos da geometria da peça sobre o extremo 
da trinca, atravês do fator geométrico Y, calculado pela Mecâni­
ca da Fratura Elástica Linear. A equação diferencial resultante 
pode ser integrada diretamente, desde que o mêdulo de elasticida 
de tangente, efetivo, na seção nominal possa ser calculado como 
uma função da deformação nominal. Com este propósito, Merkle con 
sidera que o módulo tangente mêdio sobre a seção líquida é o mó­
dulo efetivo, e o mëtodo de análise ë denominado mëtodo do módu­
lo tangente. 0 critÓrio de falha está diretamente relacionado ao 
fator de intensidade de tensões Kj^.

5.6.1 - Desenvolvimento analítico

Pela teoria de Neuber |01|, a relação entre o fator de 
concentração de tensões , e o fator de concentração de deforma­
ções, , ê dada pela relação

K K = K" a e t

conforme mostrado no capítulo 3. 

como sendo
Para a análise incrementai, Merkle 33 define K e Ko £

K
Aa - max
Aa„

K
Ae,'o

(5.18)

Considerando-se uma curva tensão-deformação qualquer,como mostra­
da na figura 5.9, tem-se que o módulo de elasticidade tangente po 
de ser definido como
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Fig. 5.9 - Definição do modulo de elasticidade tangente para uma 
curva tensão-deformação genérica.

Aa
= E

Ae o
o

^^mãx
^^máx

= E. (5.19)

onde os sub-índices o e T se referem a pontos tomados na seção no 
minai do corpo de prova e na extremidade do entalhe, respectiva­
mente. Combinando as equações acima, obtém-se

^^mâx ^^mâx
Aa,

(5.20)

Substituindo as definições dadas na equação (5.18) para os fato­
res de concentração de tensão e de deformação incrementais na e- 
quação (5.19), segue que

= Ka £ (5.21)

Substituindo então a equação (5.20) na expressão de Neuber, tem- 
se

(5.22J

Por outro lado, o fator de concentração de tensões, cal
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culado no regime elástico, K^, ê estimado para uma placa de dimen 
sões finitas sob tração contendo uma trinca bastante aguda no cen 
tro, como sendo

= 2Y VãTp (5.23)

onde a ê a profundidade do entalhe, p e o raio de curvatura do ex 
tremo do entalhe, tal que p << a, e Y é o fator de forma que leva 
em consideração o efeito da geometria da peça sobre o valor de 
calculado para uma placa de dimensões infinitas.

Substituindo agora a equação (5.23) na equação (5.22),
obtêm-se

= 2Y /i7^

e, usando-se a equação (5.18) na forma diferencial, segue que

de = 2Y /Õ7^ /E^/E^ de^ (5.24)

onde o sub-índice máx foi omitido por conveniência. A equação 
(5.24) pode ser rearranjada como

de /p = 2Y/ã /E^/E^ de^ (5.25)

0 fator de /p deve ser calculado indiretamente, jã que ê impossí­
vel separar as duas variáveis, pois de ^ e /p 0 . Usando-se a 
forma integrada, e/p, pode ser diretamente relacionada ao valor 
da tenacidade ã fratura convencionalmente medida.

Partindo da equação do fator de intensidade de tensões 
para a ruptura, em um estado plano de tensões,

^Ic = Y ATi (5.26)

válida para o campo elástico, onde ê a tensão nominal de fra­
tura, pode-se obter a deformação de ruptura £q £ í como
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K le
'o£ Og Y Æ â

(5.27)

Segundo Merkle |33|, para condiçoes nominais elásticas, 
a integral da equação (5.25) fornece

onde a integração foi feita admitindo-se que o extremo da trinca 
penetre rapidamente na zona plástica com encruamento, quando en­
tão é calculado o valor de , suposto neste caso constante para 
esta zona (Figura 5.10). Rearranjando a equação acima em função 
da deformação nominal na fratura, tem-se

_____
= ----  /ÊTTl"'of

2 Y Æ T' o

e igualando este resultado com o da equação (5.27), isolando-se 
££/p, vem

o Kr
e  ^  _JÇ 
* Æ  a. (5.28)

Fig. 5.10 - Curva a-e usada no método do modulo tangente.

0 produto e^/p, denominado por Merkle |33| como dutili­
dade no entalhe, é diretamente proporcional ã relação K /o , on-

X 0 £
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de o autor admite que é constante,qualquer que seja a de­
formação nominal na ruptura, elástica ou plástica.

5.6.2 - Algumas considerações sobre o método

Merkle |33| baseia toda a sua proposição na forma dife­
rencial da teoria de Neuber. Porém, partindo da expressão origi­
nal de Neuber, pode-se facilmente determinar a sua forma diferen­
cial, ou seja, a relação que fornece a dependência entre os acré^ 
cimos de tensões e deformações que ocorrem na zona da extremidade 
de um entalhe e na seção nominal.

Segundo Neuber

K K = 
o e t

onde = %áx"^^o ® " ^máx^^o ’ já definidos anterior
mente. Deseja-se obter

K' = da - /da e K' = dr - /dpa max^ o  ̂ ^^max^^^o

Deste modo, e podem ser pensados como sendo as derivadas
% á x  ® ^máx relação a e e^, respectivamente, sendo

3K
a ^ í (7 + K
’"'o 3a^ °

3K
logo a ^ ~ apenas quando — - = 0 .

’ o 9a,o

E, quanto a deformação, tem-se

3K
e = — ^ e + K
’"o 9e ° o

3K
logo, e = K somente se — ^ = 0.

3Co
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Deste modo, apenas no caso em que 

9K 9K
= 0

9a 9e^ o o

é que a forma diferencial de Neuber pode ser posta como

K' K' = K?a e t

conforme proposto por Merkle |33|.Isto so e válido para um mate­
rial linear, com para quaisquer valores de a^.

Deste modo, parece pouco recomendável o uso do Método
do Modulo Tangente, já que sua hipótese fundamental não encon­
tra justificativa alguma.

5.7 - Método do modulo secante

0 método do módulo secante foi desenvolvido por Rosa 
4 6 |,baseado no método do módulo tangente, procurando corrigir a 

debilidade deste método,que é a falta de base teórica para a for­
ma diferencial da equação de Neuber, a partir da qual o mesmo é 
desenvolvido.

Partindo da definição formal da equação de Neuber |0l|, 
são estimadas as tensões e as deformações que ocorrem no extremo 
de um entalhe, com as quais se define os fatores de intensidade 
de tensões ou deformações plásticas. 0 critério de falha adotado 
está diretamente relacionado ao fator de intensidade de tensões 
crítico, ou Desta forma, o método permite analisar fratu­
ras que não o podem ser pela Mecânica da Fratura Elástica Linear, 
devido ao nível de deformação plástica quando da ruptura.

5.7.1 - Análise teórica

A teoria de Neuber |01 | para o efeito de concentração 
de tensões e deformações no estado elasto-plástico, fornece a ex­
pressão
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conforme visto no capítulo 3.
Esta relação pode ser modificada com a introdução da de 

finição dos modulos de elasticidade secante E^ e E^^, correspon­
dentes ã região no extremo do entalhe e ã seção nominal, tal que

logo

"o ' ''t (5.30)

Para o caso de entalhes profundos ou trincas em uma pia 
ca finita sob tração, ê possível estimar-se como

K

onde Y ê 0 fator geométrico definido pela Mecânica da Fratura 
Elastica Linear,que leva em consideração a geometria finita da 
placa, a é o semi-eixo da fissura normal ã tensão aplicada e p<<a 
é o raio de curvatura no extremo deste semi-eixo. Substituindo es 
te valor na equação (5.29)

= 2Y /ítí; /í t t h ;

e usando a definição de K , tem-se que
e

e = 2Y /i7p /E^^/Eg (5.31)

A equação (5.31) pode ser usada para definir o fator de 
intensidade de deformações logo
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K tc = —  îin 2'f/i Æ '  '/E e ,ie  ̂ p-^0 so s o

entao

•'le '  •̂ë ; 7 Ë Î  ( 5 . 3 2 )

admitindo-se que Y não ê afetado pelo processo de limite.
0 valor de Kj^,conforme definido na equação (5.32),pode 

ser usado na analise da fratura da mesma forma que Kj convencio­
nal, não ficando limitado^no entanto,ao campo elástico como ocor­
re com Kj.

A equação (5.32) pode ser desenvolvida de modo a obter-
se a relação de dependência entre K. e o fator de intensidade de —. J- £tensões convencional, resultando

Kj = K-. / /Ê E~ fs 33')le la s o s

Partindo do fator de intensidade de tensões crítico para 
um estado plano de tensões , ou para um estado plano de deforma 
ções, Kj^, é possível estimar-se o valor crítico de , que pode 
ser estendido para pontos de ruptura com deformações plásticas a- 
preciáveis.

Com base na definição de ,

K = Y a r / r rã  c of

onde ê a tensão nominal na falha. Rosa |46| obteve uma expres 
são para o fator crítico de intensidade de deformações,como sendo

''Uc = ( - 5  (5-34)
“e

® ^E ^ tensão e a deformação de escoamento, respectivamen­
te. Logo, conhecido através de um ensaio no regime elás­
tico, e ainda E^^ e E ^ , é possível estimar-se 0 valor de 
^so apresenta maiores problemas, já que corresponde ao ponto
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nominal. No entanto não é facilmente obtido, pois não é conhe­
cido a priori o estado de tensões no extremo da trinca. Rosa |46 
sugere que se faça a hipótese de que, quando da ruptura, o ponto 
correspondente seja o ponto de ruptura no ensaio de tração conven 
cional, trabalhando com a curva tensão-deformação real do mate­
rial.
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6, P a r t e  E x p e r i m e n t a l

6.1 - Objetivos

Os ensaios experimentais realizados visaram:

(i) comprovar as teorias existentes de concentração de deforma­
ções com os dados experimentais;

(ii) analisar a utilização da integral J no calculo da concentra 
ção de deformações e na caracterização da fratura dütil;

(iii) verificar outras teorias para caracterizar o início de fra­
tura dütil.

Para atingir tais objetivos, tornou-se necessário en­
saiar ã tração corpos de prova que apresentassem algum tipo de 
descontinuidade geométrica, a fim de produzir um efeito de con­
centração de tensões em uma determinada região. Para calcular 
os fatores de concentração de deformação foi necessário medir 
a deformação que ocorria no extremo desta descontinuidade. Além 
disso, para o cálculo da integral J, foi necessário traçar o
gráfico força versus deslocamento, até o ponto de início de fratu 
ra macroscópica.

6.2 - Programa experimental

Para os ensaios, resolveu-se utilizar um material de 
larga aplicação industrial. Assim, empregou-se uma chapa de aço 
SAE 1015 laminada ã quente, com 6,25 mm de espessura que, após 
analisada na Escola Técnica Tupy, apresentou a seguinte composi­
ção química:
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Carbono ..................  0,13%
Silício ..................  0,12«o
Manganês .................  0,3 0"í
Enxofre ..................  0,0171
Fosforo ..................  0,008°È

Foi realizada uma análise microgrãfica do material por 
meio do microscopio metalogrâfico Carl Zeiss-Jena-Neophot 21, que 
mostrou que sua estrutura estava constituída de aproximadamente 
80% de ferrita e 201 de perlita,com algumas inclusões dispersas 
de sulfeto de manganês, conforme pode ser visto na figura 6.1. Os 
grãos do material não se apresentaram deformados em nenhum dos 
planos em que foi feita a análise (plano de laminação e dois pla­
nos perpendiculares entre si e ao primeiro), caracterizando uma 
completa recristalização do material após o processo de laminação.

G r  A - m

« V  ^

Fig. 6.1 - Microestrutura típica do material utilizado nos ensai­
os experimentais.

Para o cálculo da deformação máxima no extremo de uma 
descontinuidade por meio da integral J, foi necessário calcular o 
expoente de.encruamento do material. Isto foi feito atravês da 
curva tensão versus deformação, levantada em corpos de prova ci­
líndricos de 4,00 mm de diâmetro, conforme esquematizado na figu­
ra 6.2. Os resultados dos testes experimentais estão resumidos 
nas tabelas 6.1 e 6.2 , apresentando-se em excelente concordância 
com os valores obtidos por Keshavan |25|e Landgraf et al ]2í
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Fig. 6.2 - Corpo de prova cilíndrico usado na determinação da cur 
va tensão-deformação do material.

TABELA 6.1 - Propriedades mecânicas basicas do material

^E
(MPa)

^R
(MPa)

frat
(MPa)

^1 ^1
(MPa) ^f

X 0,702 283,9 469 , 2 1051,3 0,162 740,8 1,21
V 0 , 024 0 , 031 0,016 0,054 0,154 0,050 0,045

X
V ,

o

o
R
frat

n.

média
coeficiente de dispersão 
estricção
tensão de escoamento
tensão convencional de resistência ã tração 
tensão real de fratura
expoente de encruamento para a relação a = k e
e = n no ponto de instabilidade, ou seja,
e = -In ((j) /(j) )/v, onde v = 0,5 e cj) e (f) são o diâmetro 0 0 0 0
inicial do corpo de prova e o seu diâmetro depois do alon­
gamento uniforme do corpo, 
constante da relação a = k

n onde

deformação real na fratura = In [1/(1 - íl̂)]

TABELA 6.2 - Propriedades mecânicas do material

E
(MPa)

^2 k 2
(MPa)

208400 0,2504 925

modulo de elasticidade do material
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n 2 e k2 expoente de encruamento e constante da relação a = k
obtida da curva x do material, considerando-
se o fator de Bridgman.

Os corpos de prova utilizados para atingir os objetivos 
fins foram do tipo Keyhole ou CTK, com tres diferentes tipos
de entalhes cilíndricos, conforme pode ser visto na figura 6.3. A 
espessura destes corpos ficou limitada ã espessura máxima da cha­
pa depois de retificada e polida. Desta forma, obteve-se uma ra­
zão w/B da ordem de 19, onde w ê a largura entre o ponto de apli­
cação de carga e a extremidade do corpo de prova e B ê sua es­
pessura. Devido ã pequena espessura, pouco antes do início da 
trinca, o corpo de prova tendeu a apresentar acentuada,tendência 
ã flambagem, que era corrigida tão logo detectada. Com base nes­
tas verificações, recomenda-se trabalhar com razões w/B menores, 
da ordem de 8 ou menos.

( a ) ( b )

Fig. 6.3 - Geometria do corpo de prova CTK.

( c )

Todos os corpos de prova foram usinados de maneira 
que a carga fosse aplicada no sentido de laminação do material.

Para o cálculo da integral J nos corpos ie prova CTK, u 
sou-se 0 desenvolvimento analítico descrito no Apêndice 1.

Logo, a integral J ê dada por
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9 (l/k) 
3a

. 2 X I  
b (1

(F/B) dAp +

g(l - 2a - g^) 
b (1 + a^)^

F/B

0
Ap d(F/B)

A fim de obter a razão entre a flexibilidade do corpo usado em 
função do tamanho de trinca, foram realizados testes de tração 
em corpos de prova com as mesmas dimensões do CTK, mas com enta­
lhes na forma de trincas agudas de três diferentes tamanhos. Os 
valores de a foram calculados para cada corpo de prova,devido ãs 
pequenas variações dimensionais (da ordem de centésimos de milíme 
tro) devidas ao processo de fabricação, porem os mesmos diferiram 
em menos de 0,l°á. As integrais de trabalho real e trabalho comple 
mentar plástico,por unidade de espessura,foram encontradas a par 
tir da curva força versus deslocamento levantada durante os en­
saios .

Os valores dos fatores de concentração de tensão elástj. 
C O S , para os tres diferentes tipos de entalhes usados, foram esti­
mados segundo Peterson |39|, que sugere que,devido à carga excên­
trica, se deve calcular separadamente as tensões nominais e máxi­
mas devidas ã tração e ã flexão, somá-las,e então calcular . A 
tabela 6.3 apresenta os valores de para os três tipos de enta­
lhe.

TABELA 6.3 - Fatores de concentração de tensão elásticos para os 
três tipos de entalhes usados nos corpos de prova 
CTK.

CTK
tipo

% t  
(mm )̂

*^máxt 
(mm )̂

"tt % f  
(mm 2)

'^máxf 
(mm )̂

^tf "t
calcu
lado

*=t
medido

1 0,003196F 0,00895F 2,80 0 ,01841F 0 ,05210F 2,83 2,826 3 ,167
2 0,003192F 0 , 00749F 2,38 0,01804F 0 ,04258F 2 ,36 2,364 2,587
3 0,003194F 0 ,00593F 1,86 0 ,0I839F 0 ,.03.3.6.5F 1,83 1,834 1,904

% t  = F/® b of = 6F|a + b/2 /B b2
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Os fatores de concentração de tensão foram ainda obti­
dos experimentalmente através do uso de extensômetros de resistên 
cia dos tipos MM-CEA-06-062UW-120 e MM-EP-08-125BB-120, com com- 
priiiicMito ;itivo ilc iiiculid.-i de 1,S7 mm c 3 , I 7 mni, r espcct i vamcntc . Os 
extensômetros ioram colocados aos corpos de prova coniormc mostra
a figura 6.4(a e b),e para tal, foi necessário construir um

2dispositivo que fornecesse uma pressão de 1 kg/cm sobre os mes­
mos, durante o tratamento térmico necessário para a cura da cola, 
a 95°C por uma hora. As deformações no extremo do entalhe foram 
lidas através de uma ponte de Wheatstone HBM-Kompensator MK. Os 
valores de assim obtidos encontram-se na tabela 6.3. A figura
6.5 apresenta um detalhe das medições.

:.!íí!;v.. i

Fig. 6.4 - Posição dos extensômetros nos corpos de prova CTK.

Devido ãs deformações sofridas pelo corpo de prova na 
região do entalhe serem muito maiores que as admitidas pelos ex­
tensômetros, foi utilizado o método de Moiré como uma alternativa 
para a medida das deformações. 0 reticulado mestre utilizado con­
sistiu da aplicação em mylar do reticulado comercial Normatone 
1040-50°í com passo de 0,25 mm, de linhas retas e paralelas. Este 
mesmo reticulado foi impresso ao corpo de prova depois de cuidado 
samente lixado e polido com oxido de cromo, por meio da resina
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Fig. 6.5 - Corpo de prova com extensômetro e equipamento de teste

Kodak KPR-42346-CAT 1892074,sensível ã luz ultravioleta,e poste­
rior ataque químico com ácido nítrico a 50"è em álcool etílico por 
30 segundos. Durante cada ensaio foram feitas várias fotografias 
das isotéticas a diferentes carregamentos, por meio da máquina fo 
tográfica CALUMET 21590 com lente Schneider - Kreuznach Xenar 
1:4,5/180. 0 filme utilizado foi o Kodalith Ortho tipo 3 , com tem 
po de exposição de um minuto para uma abertura do diafragma de 
fll. A figura 6.6 mostra as franjas de Moire obtidas durante o 
carregamento de um dos corpos de prova. A figura 6.7 apresenta u- 
ma visão do equipamento utilizado-nestas medidas.

Todos os ensaios de tração foram realizados na máquina 
Amsler-Wolpert Testatron com capacidade máxima de 100 kN (figuras
6.5 e 6.7). Para a realização dos mesmos, foi necessário confec­
cionar dispositivos apropriados para a fixação dos corpos de 
prova ã máquina, conforme pode ser observado na figura 6.8.



Fig. 6.6 - Franjas de 
Moire durante varias eta 
pas do carregamento mono 
tônico em um corpo de 
prova CTK.



79

Fig. 6.7 - Corpo de prova CTK e equipamento utilizado para a medi 
da das franjas de Moiré.

Fig. 6.8 - Corpo de prova CTK 1 montado na maquina de ensaio.
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7. A n a l i s e  dos R e s u l t a d o s

Foram realizados vãrios ensaios experimentais tanto com 
os corpos de prova cilíndricos, para o levantamento das proprieda 
des mecânicas do material, bem como com os corpos de prova CTK, 
com diferentes formas de entalhe. Os resultados experimentais, pa 
ra um mesmo tipo de corpo de prova, se apresentaram bastante pró­
ximos entre si, e assim foi considerada a media dos valores obti­
dos experimentalmente como base para os cálculos que se seguem.

7.1 - Integral J

A integral J, como já citado no capítulo 6 , foi calcula 
da pela seguinte expressão

j  = 1  ii_ m / k )   ̂ 2 (1 + g)
2 B 9a b (1 + a )

(F/B)dAp +

+ 1 (1 - 2a - g^) 
b (1 + g^)^

F/B
Ap d(F/B) (7.1)

A partir da curva média F x AJl foi levantada a curva F/B x A^, e 
daí calculadas as áreas referentes ao trabalho real e ao trabalho 
complementar plástico em diversos pontos. Com isto foram obtidos 
os valores da integral J em função do deslocamento, para os três 
diferentes tipos de entalhe, conforme pode ser visto na figura
7.1.

Posteriormente, a integral J foi calculada com base na
equação
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Fig. 7.1 - Integral J em função do deslocamento

tt/ 2

W[e(4))] r(cf)) cos <j) dcj)
- tt/ 2

onde se usou a solução numérica, por não se ter uma única equação 
representativa da curva a x e do material. Considerando 
r((l)) = r̂j. = constante, tem-se



n
J ~ 2r^ Z W(e^) cos A(|) (7.2)

2onde W(e^) = W(e^-^ cos (f)̂) , sendo que varia de 0 a tt/2 ra- 
dianos.

Para o calculo da energia de deformação, foi arbitrado 
um valor de e então calculando-se W(e^),em media, para vinte
diferentes valores de (j)̂ ,a partir da curva média a x e ,  obtida a- 
través dos corpos de prova cilíndricos. Com isto foi levantada u- 
ma curva J/r x que resultou em

L illclA

J/rt = ” 2,33

onde r^ é o raio do entalhe. 0 coeficiente de correlação para es­
ta curva foi de 0,9997. Segundo Rice |411 (Apêndice 1), para um 
material que exiba um comportamento entre a tensão e a deformação 
do tipo

a = ag(e/£g)^

onde n é 0 expoente de encruamento, a integral J é dada por

J/r = cte r 7 4')t max w  •

Comparando-se as equaçoes (7.3) e (7.4), pode-se concluir que, se 
gundo a integral J , 0 expoente de encruamento do material é 
0,2263.

Com os valores de J calculados conforme a equação (7.1),
foram obtidos os valores de e -■ a partir da curva J/r. x e - ,max L max
conforme pode ser visto na figura 7.8.

7.2 - Método de Moiré

Utilizando-se 0 método de Moiré,conforme descrito no A- 
pêndice 2 ,foi levantado o valor da deformação ao longo da linha mé
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Fig. 7.2 - Distribuição de deformação ao longo da linha média do 
do corpo de prova.
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dia do corpo de prova,para diversos valores de deslocamento. Du­
rante os ensaios foram tiradas varias fotografias das franjas de 
Moiré em diferentes pontos de deslocamento, Houve alguns pro­
blemas nesta parte, tais como filmes c[ue não scnsil) i 1 i zaram ã 
luz e a maquina que não abriu o diafragma durante a foto. Devido 
a isto, não se obteve o numero de dados esperados, principalmente 
nos ensaios com os corpos de prova de maior entalhe.

A figura 7.2 apresenta a distribuição da deformação so 
frida pelo corpo de prova ao longo de sua linha média, e a figura
7.8 apresenta os valores de em função do deslocamento.

JT13. X

7.3 - Teorias de Neuber e Stowell-Hardrath-Ohman

Para calcular-se o valor da deformação máxima no ápice 
do entalhe segundo as teorias dos fatores de concentração de de­
formações, admitiu-se que a distribuição de tensões ao longo da 
seção transversal efetiva do corpo de prova seja do tipo

(Tmax 0

min 0

Figura 7.3 - Distribuição de tensões ao longo da seçao transver­
sal líquida do corpo de prova CTK.

Logo, tem-se que a força que está sendo aplicada em um instante 
qualquer pode ser obtida como

Í^A •̂ B re "F = a B dx - a B dx =
maxo X.

a B de0 0 0 ^máxQ

'minoa B
E min.

de
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F =
e - max

B
o

^max.
a de -

e <• min o

£mirio
a de

= (1 - a)c,

e - 
/" m3-x Q -s= C----'minr

Â
maxo

(1 - g)
(1 + g)

(7.4)

portanto,

F = B (1 + g)c
^mâx.

max,
a de - B

-  “5%a'xo

'min.
a de

ou

F = B (1 + g)c 
^maxg

W(e - ) - W(e - )  ̂ maxo ming (7.5)

0 valor de a foi obtido a partir da linha neutra , admitindo-se o 
comportamento elástico linear do material, pois, conforme verifi­
cado experimentalmente, a linha neutra praticamente não sofre va­
riação durante a plastificação da seção transversal do corpo de 
prova. Sendo assim, tem-se que a tensão nominal elástica ë a soma 
das tensões resultantes dos esforços de tração e flexão, ou seja

max.
F  ̂ 3F(w + a) 

i(w - a) B(w - a) ̂

logo ,

a -

Bw(l - a/w) ( 1 ) Bw(l - a/w)
5(1 f a/w) 
(1 - a/w).

Da figura 7.4 podemos ver que
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maxf
Jlft Flexão

O' maxt

(Tmax 0

-L l

(I + a )  c

T ração

Tensões
Resultantes

U

Fig. 7.4 - Distribuição das tensões ao longo da seção transversal 
do corpo de prova CTK, admitindo o comportamento elás­
tico linear do material.

c _ (1 + g)c
o - _r a -maxf maxo

ou seja
a =

o ' - o ' rmaxo maxf
amáxf

Arbitrando-se um valor para e - foram calculadas e ^^ maxo mino
por meio da equação (7.4) e, então,a força correspondente através 
da equação (7.5).Os valores de W(e) foram tomados da área sob a 
curva a X e, obtida experimentalmente com os corpos de prova ci­
líndricos. Desta mesma curva foram obtidos os valores da tensão
nominal correspondentes aos valores de e - arbitrados.Com os va ^ maxo —
lores de força calculados,foi obtido o deslocamento corresponden­
te por meio das curvas F x A dos corpos de prova CTK. Para cada 
valor de deformação considerado, foi construída uma curva normali^ 
zada, conforme Manson e Hirschberg |30| (Capítulo 3). Dos pontos 
de interseção entre estas curvas normalizadas e as curvas K^ x K^,
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segundo as teorias de Neuber e Stowell-llardrath-Ohman, foi obtido 
o valor de para um determinado , e dai,o valor da deformação 
máxima no fundo do entalhe em função do deslocamento. A figura 
7.5 apresenta as curvas normalizadas e x K^,conforme as teori­
as em estudo, para os valores de teóricos dos corpos de prova^ 
CTK.

Fig. 7.5 - Curvas normalizadas

7.4 - Extensômetros de resistênci;

Foram selecionados dois tipos de extensômetros de resi^ 
tência para se medir o valor da deformação no ãpice do entalhe em 
função do deslocamento. Um deles, MM-CEA-06-062 UW-120, ê um ex- 
tensômetro com 1,575 mm de comprimento ativo, dimensionado para 
resistir atê 3°s de deformação. Ja o MM-EP-08-125BB-120 tem 3,175 
mm de comprimento ativo, mas resiste a uma deformação de atê 20%. 
A cola selecionada para uní-los aos corpos de prova foi a MM-AE- 
-15, que, conforme o catálogo do fabricante, resiste atê 201 de 
deformação. Contudo, em todos os ensaios realizados com extensÔme 
tros, houve o desprendimento destes em deformações de apenas 0,41, 
ou de no máximo 2,9%.
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Os extensômetros foram posicionados sobre a superfície 
do entalhe com base nos resultados experimentais obtidos por Czo- 
boly e Sandor |ü9|, que mostraram ser o melhor ponto de medida pa 
ra a deformação do extremo do entalhe, mesmo que sujeito a erros 
devido a curvatura deste.

Notou-se acentuadamente o efeito do raio do entalhe e 
do comprimento ativo do extensômetro sobre o valor de deformação 
medido. Quanto menor o raio, maiores eram os erros relativos aos 
resultados teoricos. Inversamente, quanto maior o comprimento at^ 
v o , maior a discrepância de resultados. Os dados obtidos com os 
extensômetros maiores foram desprezados devido ã total falta de 
confiabilidade, pois demonstraram que a deformação medida ê uma 
função exponencial do comprimento ativo do extensômetro, quando 
colocado sobre uma superfície curva.

Os valores medios de ,calculados por meio dos resulta 
dos obtidos com os extensômetros de resistência,encontram-se 
na tabela 6.3. A figura 7.8 apresenta graficamente os resul^ 
tados obtidos.

7.5 - Energia equivalente

A partir da curva média F x A,obtida experimentalmente
para os corpos de prova CTK, foi construída a curva normalizada 

2 -F/B X A/B ate o ponto de carga maxima, com a qual foi obtido o 
valor da carga na fratura assumindo um comportamento linear do ma 
terial.

Para os corpos de prova CTK, Kj^^ e calculado como

Contudo, conforme Merkle 32 ,

K = ■ (7.8)
/wTir ̂

logo, combinando as equações (7.7) e (7.8), tem-se que
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/ ttt”

^Icd ^Icd (7.9)

onde = F/B e a carga de falha prevista, admitindo-se urn com­
portamento linear do material. A tabela 7.1 apresenta os resulta­
dos obtidos bem como os resultados da relação

2 _

K t j = / K n  led c (7.10)

prevista por Witt e Mager |14 |.
A fim de est 

lido, é necessário que
A fim de estabelecer se o valor de determinado ê vá- 

45

B > 25

onde a. = (a„ + a„)/2, verificando-se que esta relaçao ê satisfei L b K
ta qualquer que seja o tipo de entalhe considerado.

A equação (7.9) foi empregada para o cálculo de 
por não se ter o fator geométrico Y para corpos de prova do tî  
po CTK. Foram realizados cálculos usando-se o valor de Y dos cor­
pos C T , porém estes apresentaram discrepâncias da ordem de 80% 
quando comparados com a equação (7.10).

TABELA 7.1 - Valores de K^^^ para os três tipos de entalhe obser­
vados .

CTK ^Icd
(N/mm^)

Icd 
(MPa./m)

/EJ c
(MPa. v^)

Jc
(J/m^)

1 4787 ,8 828,196 771,547 i 32856,95 X 10-̂
2 5110 ,0 926,128 872 ,462 3703,61 X 10^
3 6055 ,2 1208 ,228 1130 ,970 6138,76 X 10^

A figura 7.6 apresenta graficamente os valores de Kj^^
e /EJ^ em funçao do raio do entalhe.
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Fig. 7.6 - K e / E e m  função do raio do entalhe, onde = 0Icd “ ■ c 
corresponde a uma fissura de fadiga.

7.6 - Método de Dowling e Townley

Para calcular-se a carga de falha, L^, usando-se o meto 
do de Dowling e Townley, considerou-se a tensão de falha prevista 
pela analise limite como sendo

onde e são as tensões de escoamento e ruptura convencionais, 
respectivamente. Logo, a carga de falha prevista pela análise li-, 
mi te ê

L = 2a c B a, u L (7,11)



91

A equação (7.11) foi desenvolvida analogamente ã equação (11) do 
Apêndice 1, jâ que as condições são semelhantes, ou seja, plasti- 
ficação completa da seção transversal do corpo de prova.

A carga de falha prevista pela Mecânica da Fratura Elá^ 
tica Linear foi tomada a partir do valor de calculado pelo
método da Energia Equivalente. Logo,

Lk - ' îcd (7.12)

Os resultados da equaçao (5.12), (7.11) e (7.12) estao 
resumidos na tabela 7.2, onde se tem que

2 L^f 2 r ^ k,- = — arc COS exp (- —  — J
u 8 Lu

(5.12)

= 376,55 N/mm^

A tabela 7.2 apresenta ainda os valores de L^ medidos experimen­
talmente, usando-se para tal o ponto de carga máxima. A figura
7.7 apresenta os valores calculados graficamente.

TABELA 7.2 - Razão entre a carga de falha real e a carga de falha 
prevista pela analise limite.

CTK
L^(DT)
(N)

(DT)
(N)

Lf(exp.)
(N)

Lf/Lu
(DT)

L r/L f' u
(exp.)

L, /L k' u
(DT)

Lf/Lj^
(DT)

1 28906,72 114955,08 29321,05 1,0000 1,0143 3,9768 0,2515
2 28912,16 123192,39 30442,0 1 ,0000 1,0529 4 ,2609 0,2347
3 28869 , 58 145385,35 34157 ,90 1,0000 1,1832 5,0359 0,1986

Obs.: Os sub-índices (DT) e (exp.) referem-se aos valores calcula 
dos segundo o método de Dowling e Townley e aos dados expe­
rimentais, respectivamente.
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L / L u

Fig. 7.7 - Carga de falha prevista pelo método de Dowling e 
Townley.

7.7 - Estimativa de via estriccionamento

Finalmente, com a medida da espessura no ponto mais so­
licitado, ou seja,na raiz do entalhe, foi determinado aproximada­
mente 0 valor de e -■ em função do deslocamento, usando-se o coe-

ITla.X

ficiente de Poisson, ou seja.

= In B./B t 1 0 (7.13)

onde B^ e B^ são a espessura em um instante qualquer e a espessu­
ra antes do corpo de prova ser carregado, e é a deformação 
transversal sofrida pelo mesmo;

e  -  =  - Vmax t (7.14)

onde V = 0,5. Os resultados obtidos encontram-se na figura 7.8.
Os valores da espessura foram medidos com um paquímetro, 

0 que tornou o resultado bastante impreciso. Inicialmente havia 
sido feito um dispositivo constituído de dois relogios comparado- 
res fixados ã base da máquina de ensaio. Com a elongação sofrida
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Fig. 7.8a- Deformação máxima na raiz do entalhe em função do des­
locamento, segundo a integral J, o método de Moiré, as 
teorias de Neuber e Stowell-Hardrath-Ohman, o valor m£ 
dido pelos extensômetros de resistência e a estimativa 
via estriccionamento.
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dido pelos extensômetros de resistência e a estimativa 
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pelo corpo de prova, estes relogios não mais ficavam fixados so­
bre a raiz do entalhe,o que ocasionava a mudança na forma de med^ 
da.

7.8 - Mecanismo de ruptura dútil

Depois de rompidos, foram analisados ao microscópio al­
gumas amostras dos corpos de prova testados, visando obter resul­
tados que comprovassem as teorias microscópicas de ruptura dútil, 
sem entretanto fazer-se um estudo mais aprofundado sobre as mes­
mas .

A figura 7.9 apresenta uma vista transversal do corpo 
de prova na zona trincada. Pode-se ver claramente a trinca bastan 
te aberta e as zonas adjacentes com uma quantidade bastante gran­
de de poros de dimensões razoáveis, porem ainda bem afastados en­
tre si.

A figura 7.10 apresenta uma região do material próxi­
ma ã trinca, depois de atacada com reativo de Nital, mostrando os 
grãos bastante deformados e inclusões de sulfeto de manganês, sem 
nenhuma deformação,rodeadas por uma grande cavidade.

A figura 7.11 apresenta outra região próxima ã trinca, 
onde se pode constatar a presença de microcavidades transgranula- 
res .

A figura 7.12 apresenta uma vista da trinca logo 
que esta começou a propagar. Nas figuras 7.13 e 7.14 tem-se a 
ampliação de seus extremos, podendo-se notar nitidamente que a 
propagação da trinca ocorreu de forma a coalescer as cavidades de 
maior dimensão.

Pode-se ver que, embora tenha havido a nucleação e cre_s 
cimento de um número bastante grande de poros, o seu coalescimen­
to final só ocorre no momento de fratura.
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Fig. 7.9 - Vista frontal da trinca, apresentando grande quantida­
de de poros proximos a mesma. Sem ataque (Aumento-50x)

Fig. 7.10 - Cavidade típica ao, redor de partículas de sulfeto de 
manganês. Ataque. Nital (Aumento - 250x).

Fig. 7.11 - Zona próxima a trinca, apresentando inúmeras cavida­
des de tamanho microscopico. Ataque: Nital (Aumento 
156x).
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Fig. 7.12 - Trinca pouco propagada. Ataque; Nital (Aumento-125x)

Fig. 7.13 - Vista de uma das extremidades da trinca acima, notan- 
do-se o sentido de propagaçao da mesma em função do 
coalescimento dos poros de maior dimensão. Ataque: 
Nital (Aumento - 250x).

Fig. 7.14 - Vista da outra extremidade da trinca, podendo-se ver 
ainda o sentido de deformação do material. Ataque: 
Nital (Aumento - 156x).
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C o r ícS u so e s

A parte experimental teve como objetivos precípuos ve­
rificar o cálculo da concentração de deformações e os métodos de 
análise para caracterizar a ruptura dutil.

8.1 - Concentração de deformaçoes

Os cinco métodos utilizados para obter a concentração 
de deformações deram bons resultádos, já que os valores da defor 
mação máxima na raiz do entalhe calculados segundo a integral J, 
ou segundo as teorias de Neuber e Stowell-Hardrath-Ohman, resul­
taram em valores bem proximos aos reais, quando comparados com 
os dados medidos via extensômetros de resistência e pelo método 
de Moiré.

Os valores de no ponto de carga máxima da curva F x 
Ap foram ligeiramente imprecisos, já que a carga máxima se mante 
ve constante ao longo de um incremento razoável de deformação, 
sendo que o ponto tomado no cálculo de foi a média entre o i- 
nício e fim deste valor.

Observou-se ainda a necessidade de desenvolver uma tec 
nologia mais aprimorada para trabalhar com extensômetros que ad­
mitem grandes deformações, pois se obteve apenas cerca de 10% do 
valor de deformação permitido para os extensômetros em servi 
ço.

0 reticulado usado para,a medida das deformações pelo 
método de Moiré, deu bons resultados quando da medida da ruptura, 
porém deveria ser mais flexível, jã que não se conseguiu bom con 
tato entre o corpo de prova e a malha quando havia estricciona­
mento mais acentuado. Todavia, para se obter valores de deforma­
ção com menores deslocamentos,se faz necessário o uso de um ret^ 
culado bem mais fino, da ordem de 50 pm, para poder comparar es­
tes resultados com os obtidos pelos extensômetros de resistência.
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Outro ponto a ressaltar é quanto a revelação dos filmes utiliza­
dos para fotografar a malha em diversas etapas de carregamento: 
deve ser feita cuidadosamente, nunca em função de tempo mas da 
melhor imagem, visto que muitas fotos foram perdidas.

Os valores de deformação calculados por meio da medida 
do estriccionamento do corpo de prova no ponto mais solicitado a 
presentaram-se razoáveis, embora não sejam confiáveis , já que no 
cálculo não foi feita uma análise rigorosa do estado de deforma­
ções que agia naquela região.

8.2 - Métodos de análise para caracterizar a ruptura dütil.

Foram analisados três parâmetros caracterizadores de 
ruptura dütil, obtendo-se resultados bastante concordantes entre 
si. Dos valores obtidos, pôde-se prever,inclusive, qual será o 
valor de ou para uma fissura de fadiga, oscilando este
entre 610 a 650 MPa/iïï, conforme o método utilizado.

0 metodo de Dowling e Townley comprovou o esperado, ou 
seja, que o material rompe de uma forma bastante dütil, já 
que a razão entre as cargas de falha prevista pela Mecânica da 
Fratura Elástica Linear e pela análise limite oscilaram entre 4 
a 5, conforme o raio do entalhe. Os valores de carga de falha 
real calculados por este método pouco divergiram dos valores me­
didos experimentalmente, subestimando os mesmos no caso dos en­
talhes de raios maiores, significando inclusive maior confiabil^ 
dade dos resultados.

Em particular, a integral J mostrou-se um método bas­
tante bom tanto como parâmetro caracterizador de ruptura como 
também no cálculo da concentração de deformações.

8.3 - Conclusoes

Como previsto pelas teorias de ruptura dütil, o mate­
rial realmente parece romper pela nucleação de poros com o seu 
consequente crescimento, sendo que a fratura final se dá por ci­
salhamento, visto estar-se predominantemente em um estado plano
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de tensões. Uma analise mais detalhada sobre os mecanismos de nu 
cleação e assunto bastante vasto e poderia ser considerada como 
um topico específico de dissertação.

Dos resultados obtidos, conclui-se que os métodos estu 
dados podem ser aplicados no projeto de estruturas com algum ti­
po de descontinuidade, que venham a sofrer um carregamento está­
tico ou mesmo dinâmico. Conhecendo-se o fator de concentração de 
tensões teorico do entalhe e a curva experimental (a x e) real 
do material, pode-se calcular a deformação máxima que está ocor­
rendo no ponto mais solicitado átravês das teorias de Neuber ou 
Stowell-Hardrath-Ohman. Com este valor é possível,então,calcular 
a integral J,e a partir daí, prever a carga de falha por in 
termédio de J^, ou Pode-se também, a partir de (ou
Kicd) e tensões de escoamento e ruptura convencionais do ma­
terial, calcular-se a carga de falha por intermédio do método de 
Dowling e Townley, e com isto trabalhar em um valor de carga 
dentro de um limite de segurança, considerando-se a linha de fa­
lha prevista por este procedimento.
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APÊNDICE 1

INTEGRAL J

Al.l - Definição

para um corpoA integral J foi definida por Rice |41 
homogêneo de um material elástico linear ou não linear, livre de 
forças internas e sujeito a um campo de deformação bidimensional 
em X e y (estado plano de deformações, estado plano de tensões ou 
um antiplano de deformações), como sendo uma integral de linha ao 
longo de uma curva r em torno da extremidade de um entalhe, con­
forme pode ser visto na figura Al.l,

J = (W dy - Î ^  ds) , 
9x ( 1)

ohde ? ê o vetor tensão, perpendicular a r, tomado para fora, tal 
que Tĵ  = nj , u é o vetor deslocamento, ds ê um elemento de ar
co ao longo de F e W é a função densidade de energia de deforma­
ção definida como

W = W(x,y) = W(e) -
0

o ■■ de . .ij ij ( 2 )

onde e = ê o tensor deformação. A integral J deve ser ava­
liada no sentido anti-horário, partindo da superfície plana infe 
rior do entalhe e continuando ao longo de r ate a superfície pla­
na superior.

Rice provou que se r *  for uma curva fechada, J = 0 ,  de­
monstrando com isto que a integral J ê independente do caminho. 
Considere-se o contorno ABCDEFA em torno da extremidade do entalhe 
da figura Al.2. A integral ao longo deste contorno ê zero. Como 
T = 0 e dy = 0 ao longo dos segmentos AF e C D , a contribuição de^ 
tas partes na integral é zero. Desta maneira, a contribuição de
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Fig. Al.1 - Entalhe de superfícies planas em um campo de deforma­
ções bi-dimensional

Fig. Al.2 - Contorno ao redor da extremidade do entalhe.

ABC tem que ser igual a contribuição de DEF de sinal contrario.A^ 
sim, a integral ao longo de no sentido anti-horãrio e a inte­
gral ao longo de T2 no sentido horário, quando somadas valem ze­
ro. Logo J tem o mesmo valor quando integrada ao longo de ou 
T2 (figura A1.2b),e a independência de caminho ê provada. Admite- 
se, todavia, que a área entre as curvas e T2 ê livre de singula 
ridades.

Portanto, tomando-se um contorno r fechado em relação 
ao extremo do entalhe, pode-se fazer com que a integral J seja de 
pendente somente do campo local. Em particular pode ser reduzj^ 
do ã extremidade (Figura Al.l) de um entalhe plano, e uma vez que 
T = 0, tem-se

J = W dy (3)
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tal que J ê uma medida da energia de deformação do extremo do 
entalhe. Este limite não tem significado para uma trinca aguda.

Com base nesta definição, a integral J pode ser usada 
na Mecânica da Fratura Elastica Não-Linear e pode ainda ser cons^ 
derada como um parâmetro que caracteriza a singularidade na raiz 
do entalhe similarmente ao que acontece com Kj (fator de intensi­
dade de tensões no topo do entalhe na Mecânica da Fratura Elásti­
ca Linear).Tomando a integral J sobre um contorno r que passe a- 
travês do material na fase elástica, tem-se que

2
J =  ̂ ~ ^ (4)

E , ^

para um estado plano de deformações, onde E é o modulo de elasti­
cidade e V ê o coeficiente de Poisson. Para um estado plano de 
tensões

J = K ^ / E  ( 5 )

Rice |4l| também demonstrou que a integral J pode ser 
interpretada como a mudança na energia potencial quando uma trin­
ca é estendida de uma quantidade da, de maneira análoga ã taxa de 
energia de deformação liberada G da Mecânica da Fratura Elástica 
Linear.

T _ _ lim U(a+da) - U(a) dUj -̂------------  (-6)
da da

onde U é a energia potencial por unidade de espessura, tal que

U = W dx dy -
A'

sendo A' a seção transversal de um corpo elástico e r” a porção 
do contorno na qual os vetores tração f estão formulados. Esta de 
finição é conceitualmente igual ã do termo G de Griffith |34 ,41 | , 
exceto que G implica em um comportamento elástico linear. Logo, 
tanto em um estado plano de tensões como em um estado plano de de 
formações,
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J = G ( 8 )

Para materiais elásticos lineares ou nao-lineares as de 
finições (1) e (6) são equivalentes.

Com base nestas definições ê de se esperar que a propa­
gação de uma trinca se inicie quando J alcança um valor crítico,
^Ic’ ^
ção inicia com G^ ou Kj

visto que na Mecanica da Fratura Elástica Linear, a propaga-

A1.2 - Integral J em corpos de prova do tipo CT

0 método experimental mais direto para a avaliação da 
integral J se baseia na sua definição como taxa de mudança da 
energia potencial com o comprimento da trinca, já que,como relata 
do por Neale e Townley |44|, não existe um valor experimental da 
integral de contorno. Testes experimentais feitos por Begley e 
Landes usando corpos de prova com geometrias idênticas mas com di 
ferentes tamanhos de trinca demonstraram a praticabilidade do uso 
da integral J como um critério de falha.

Para corpos de prova do tipo CT (Figura Al.3) foram de 
terminados vários procedimentos de análise do valor da integral J, 
dentre eles os propostos por Merkle e Cortem |34,48|, Begley e 
Landes 104,29 , e Rice, Paris e Merkle 48|.

Fig. A l .3 - Corpo de prova do tipo CT
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Alguns destes procedimentos | 04| tem tratado o corpo de 
prova CT como sendo uma viga sob flexão pura, usando a equação

A
(F/B)dA, (9)

0

onde-b ê o comprimento do ligamento entre o topo da trinca e a ex 
tremidade do corpo de prova, B ê a espessura do corpo de prova, F 
ê a carga total e A é o deslocamento total (elástico mais plásti­
co) do ponto de aplicação de carga. A equação (9) fornece um va­
lor de J ligeiramente menor que o valor de G dado pela análise da 
Mecânica da Fratura Elástica Linear do corpo de prova CT , para a 
falha na zona linear da Curva :carga-deslocamento. Isto se deve ao 
fato de serem ignorados na análise os efeitos da força axial.

0 procedimento apresentado por Merkle e Corten analisa 
tanto os efeitos causados pelo momento fletor.comp aqueles causa­
dos pela força axial em um corpo de prova C T , chegando a uma ex­
pressão da integral J que considera separadamente os efeitos li­
near e não-linear do comportamento do material. Este será o proce 
dimento adotado, o qual é resumido a seguir.

Al.2.1 - Análise limite de um corpo de prova CT

As condições de carga limite para a completa plastifica 
ção de um corpo de prova CT podem ser analisadas com a ajuda da 
equação de interação que relacione a força axial e o momento fle- 
tor na carga limite de um membro de seção transversal retangular. 
Neste estudo será desenvolvida e usada uma análise alternativa 
que proporciona o valor de um único coeficiente geométrico que de 
termina o efeito da força axial sobre o valor da integral J.

Na figura A l .4 pode-se ver que o momento resistente in­
terno na carga limite, , em um corpo de prova CT é

\  = ĉ E ® ~ > (10)

e que a carga aplicada nesta condição, Fĵ , é
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2 a c

Fig. Al.4 - Condições de tensão em um corpo de prova do tipo CT 
na carga limite.

Fl = Og B c(2a) ( 11)

onde Og é a tensão de escoamento, B ê a espessura do corpo de pro 
va, c é a metade da distância entre o topo da trinca e a extremi­
dade do corpo de prova, e a é o coeficiente adimensional que de­
termina a largura do bloco de tensão interna necessário para equi^ 
librar a carga de tração aplicada F^. 0 momento na plastificação 
completa da secção ê o momento da carga Fj^, ou seja

( 12 )

onde a ë o comprimento da trinca. Igualando as expressões para 
dadas pelas equações (10) e (12), e usando a equação (11) obtêm- 
se

+ 2(- + l)a - 1 = 0 (13)

Resolvendo a equaçao (13) para a, tem-se

a - (a/c)^ + 2(a/c) + 2 1/2 _ (£ + 1) (14)

A figura Al.5 apresenta um diagrama de a em funçao da 
razão entre o comprimento da trinca e o comprimento do corpo de
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Fig. A l .5 - Coeficiente a em funçao de a/w.

A figura A l .6 apresenta o diagrama de deslocamento na 
carga limite para um corpo de prova CT. Note-se que as rotações o 
correm sobre o ponto de tensão nula. 0 ângulo de rotação plástica 
0p ê definido em termos do deslocamento plástico do ponto de a- 
plicação de carga como sendo

(15)

onde Ap é o deslocamento plástico do ponto de aplicação de carga

Fig. A l .6 - Diagrama de deslocamento para um corpo de prova CT na 
carga limite.

Em termos do deslocamento de abertura da trinca, 0^ ê
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definido por

e  = — —  ( 16 )
P (1 + a)c

onde ôp é a parte plástica do deslocamento de abertura da trinca.
Equacionando as expressões (15) e (16) para 0^, e usan­

do a substituição

a = w - 2c, (17)

onde w ê a largura do corpo de prova como definida nas figuras 
A l .3 e A l .6, tem-se

(^ + a - 1)
A = -----------------------  6 ( 18 )
P (1 + a) P

6

Al.2.2 - Analise da integral J

Para esta análise define-se a integral J como a taxa de 
variação da energia potencial quando a trinca se propaga de 9a.

Considere uma placa infinita com uma trinca de compri­
mento 2a submetida ã tensão uniforme a aplicada no infinito. A fj. 
gura Al.7 apresenta curvas carga-deslocamento para trincas de com 
primento a e (a+9a). Considerando as condições de contorno apre­
sentadas, ou seja, deslocamento constante (A^ = cte), um aumento 
no comprimento da trinca de a para (a+9a), ocasiona uma diminui­
ção na energia de deformação elástica do corpo de 1/2 A^ para 
1/2 F 2 A^. Logo, sob condições de deslocamento constante, a propa 
gação da trinca provoca uma liberação de energia elástica 
1/2(F^ - F 2)A^, representada na figura A l .7 pelo triângulo 
0F^(A^)F2-

Sob condições de carga constante ocorre que, durante o 
aumento do deslocamento a carga se movimenta de (A2 ~ A^), reali­
zando trabalho. A energia potencial sofre então um decréscimo de
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representada na figura A l .7 pelo triângulo O F ^ ( A ^ ) ( A ^ )

Fig. Al.7 - Definição da área entre duas curvas carga-deslocamen- 
to para diferentes comprimentos de trinca.

Quando 9a 0, a energia de deformação liberada (A = 
cte) ë igual ã energia potencial'liberada (F = cte). Conclui-se 
então que para uma propagação infinitésimal da trinca, a diminui­
ção na energia elástica armazenada num corpo cujas condições de 
contorno são de deslocamento constante, é igual ã diminuição na e 
nergia potencial quando as condições são de carga constante.

Desta maneira a integral J pode ser tomada como a área 
entre duas curvas carga-deslocamento com diferentes tamanhos de 
trinca.

Para um material elasto-plástico real (figura Al.8) es­
ta área pode ser tomada como a soma das áreas de uma série de pa- 
ralelogramos diferenciais, um dos quais está hachurado na figura. 
A área de um destes paralelogramos diferenciais é então relaciona 
da com o valor da integral J pela expressão

( d J ) ( d A ^ )  = - ( — ) p  dA dA (19)

onde dA^ e 0 incremento na area superficial da
carga aplicada, A e P sao

trinca A. 
os deslocamentos

total e plástico do ponto de aplicaçao da carga, respectif
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Fig. A l .8 - Definição da área incremental entre duas curvas carga 
deslocamento que é relacionada à integral J.

vãmente, e os sub índices F e indicam as condições de carga 
constante e deslocamento plástico constante respectivamente. Como 
pode ser visto na figura A l .8 , os paralelogramos diferenciais são 
tomados de forma a terem duas faces paralelas entre si,e com a 
inclinação da curva carga-deslocamento da parte elástica, garan­
tindo assim,a constância no deslocamento elástico; daí usar-se o 
subindice ao inves de A para a diferenciação. Os deslocamentos 
total e plástico estão relacionados pela equação

( 2 0 )

onde A ê 0 deslocamento elástico do ponto de aplicação de carga t/
Substituindo a equação (20) na equação (19) , separando os termos 
elástico e plástico, dividindo ambos os lados por dA^ e escolhen­
do subsequentemente a variável mais conveniente de integração pa­
ra cada termo, obtêm-se

3A
dJ = (— 2) dF - ( ^ )  dA

"P9A
( 21)

0 deslocamento elástico pode ser escrito como

= IV k. (22)
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onde k é a rigidez elástica, a qual é independente de F. Portanto, 
substituindo a equação (22) na equação (21), usando a relação

= B ,a. (23)

e integrando ambos os lados da equaçao resultante, obtém-se

Z_ 9 (1/^) _ 1
2 B 9a B

A

0

(24)

0 primeiro termo da equação (24) pode ser considerado como a taxa 
de energia de deformação elástica liberada, G. 0 segundo termo, o 
qual se reduz a zero para o comportamento elástico linear, é o in 
cremento em J causado pelo comportamento não linear, e será deno­
tado pelo símbolo J^. Logo,

J
A

0

P 3 p í— 1 \   ̂ A 9a p
dA (25)

0 valor de J sera positivo porque o valor de (9F/9a) e negati- Pv o .
Admite-se que o ângulo de rotação plástico 0^ é uma fun 

ção somente da razão entre a carga aplicada F e a carga limite, 
Fĵ  |34|. Para a aplicação na equação (25), esta função será escr^ 
ta na sua forma inversa, ou seja

(26)

Usando a equaçao (17) , a derivada parcial na equação 
(25) pode ser escrita como

(i^) = i (^)A 
9a ^p 2 9c P

(27)

Substituindo a equação (26) na equação (27) obtém-se
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-(— 5a “ - “ (— ’a * ^ ’'l a3a “p 2 Fj_ 3c “p 2 ^ 36 3c “p

Contudo

donde

( ^ )  = F ( - ^ ) ( - ^ )  (29)
9A^ ^ 90^ 9AP P P

( ^ ) c
( ^ )  =  ̂ (30)

Logo, substituindo-se a equação (30) na equação (28) tem-se

9F, 90
(— ^) (— ^)

_(1Z) = i F 1 (— )^ (31)
9A ""p 2 F^ 2 9Ap

A avaliação do primeiro termo do lado direito da equa­
ção (31) pode ser obtida di£erenciando-se parcialmente a equação 
(11) em relação a c, ou seja

9 F
(— ^ ) a = 2a B(a,+ c -^) (32)
9c ^p ^ 9c

Em seguida, substituindo-se a equação (17) na equação (13) , tem- 
se

+ 2(- - l)a - 1 = 0 (33)

Di£erenciando-se então a equaçao (33) e eliminando (w/c) pela 
substituição da equação (33) obtêm-se
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= 1 (1 + 2g. - g )g
3c ( 1  + g  )

(34)

Substituindo agora a equaçao (34) na equaçao (32) e usando

b = 2c (35)

segue que
9FL-

1

2

(--)ac "p  ̂ 2 (1 + g)A
b (1 + a'")

(36)

A avaliação do segundo termo do lado direito da equação 
(31) pode ser obtida diferenciando-se parcialmente a equação (15) 
em relação a c, a qual, com o auxílio da equação (34) dã

90^(—
3c p

________ J __________  ( 1  -  2 g  -  g ^ )

a + (1 + a)c  ̂ (1 + a^)
(37)

Tomando então a derivada parcial da equaçao (15) em relaçao a A ^ , 
obtêm-se

( ^ ) ,
9A a + (1 + g)c

(38)

Das equações (13) e (35) , segue que

a + (1 + g)c| = - (̂ — — 2L-)
2 2g

(39)

Então, combinando as equações (37), (38) e (39), tem-se

30
9 c p
90
C-^)c9A ^

2 ( 1  -  g  -  g  ) A

- « --------- ^b (1 + a )
(40)
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Finalmente, substituindo as equaçoes (36) e (40) na equaçao (31), 
e 0 resultado na equação (25), obtêm-se

J 2

b (1 a )
(F/B) dA _2 g(l - 2a - g ) 

b (1

F/B
AI

0

d(F/B)

...(41)

A equação (41) possibilita que o valor da integral J possa ser 
computado de uma única curva carga-deslocamento de um corpo de 
prova C T , considerando o efeito da força axial que age sobre a 
sua seção líquida, o que ê desprezado pela equação (9).

A primeira e a segunda integral da equação (41) são o 
trabalho plástico e o trabalho complementar plástico, da carga a- 
plicada por unidade de espessura, respectivamente.

Portanto, substituindo a equação (41) na equação (24) 
com base na definição da equação (25) , tem-se que o valor da inte 
gral J para um corpo de prova CT pode ser dado por

j  = 1  H l / k )  ^ 2 (1 + g)

2 B 9a b (1 + g^)
(F/B) dAp +

+ — o t ( l ~ 2g - g )  
b (1 + g^)^

F/B

0

Ap d(F/B). (42)

Merkle e Corten |34| demonstraram que quando a for i- 
gual ou maior que 0 ,5w, o deslocamento elástico do ponto de apli­
cação de carga ê desprezível quando comparado com o deslocamento 
plástico, de forma que a equação (42) pode ser reduzida ã equação 
(41) substituindo-se A^ por A. Contudo, para relações a/w < 0,5, 
os deslocamentos elástico e plástico devem ser considerados sepa 
radamente, usando-se então a equação (42).
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A l .3 - Estimativa de e - pela integral Jmax °

Rice I41I apresentou uma solução aproximada para a con 
centração de deformação na extremidade de entalhes planos. Ele 
partiu da consideração de um entalhe de comprimento 2a em uma pia 
ca de dimensões infinitas sob tensão uniforme, conforme mostrado 
na figura Al. 9. Se cp ê o ângulo tangente a um ponto qualquer da 
extremidade do entalhe e .̂(.(4)) o raio de curvatura, então, com ba
se na equaçao (3), tem-se que

■tt/ 2
J = W dy = W c((!))

-Î1-/2
(43)

onde e((|)) ë a deformação superficial no ponto com ângulo cj). Como
W| £(({)) I < W(e^;-^), tem-se,de ime,diato,um limite suoerior rn.a.x

J < w(e - ) =  ̂ max-̂ dy = 2h w(e - ) max'̂ (44)

onde 2h ë a distância entre as superfícies planas do entalhe. Pa­
ra um material elástico linear, tem-se

a = E e

logo

W =
0

para um estado plano de tensões, e (45.1)

1 E eW = _ --------- para um estado plano de
2 (1 - V ) deformação.

Então, no ponto de deformação maxima

(45.2)
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i k

y = r, ( 0 ) s e n  0 

d y  = rf ( 0 ) c o s ^ . d j i

Entalhe agudo ou trinca de comprimento 2a em um corpo 
de dimensões infinitas sob tensão uniforme a aplica-

CO ^

da no infinito, mostrando as coordenadas empregadas 
na descrição da superfície do entalhe; cj) é o ângulo 
tangente e é o raio de curvatura.

1— o - e - 2 max max 2 (1 - v")

- E e - 2 max

E 2--- ^  e - em deformaçao2  ̂ max ^
plana 

em tensão plana

(46.1)

(46.2)

Se 0 entalhe da figura A l .9 for suficientemente estreito, tal que 
as equações (4) e (5) sejam validas, tem-se que, pelas condições 
de contorno, o fator de intensidade de tensões sera dado pela e- 
quação (4.8). Logo

J = 1 - v% 2 em deformação plana. (4)

J = em tensão plana. (5)

K-. = a /rFãI “ (4.8)

entao
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J = — Ü --- ^ deformação plana (47.1)
E

2

■ ) -  I) ’ a t!iii I r  11 h ,1 1 ) |) 1 a IIa . ( ‘1 7 .  J. )

li

Substituindo as equações (46) na equação (44) e igualan 
do os resultados ãs equações (47), obtém-se que,tanto no estado 
plano de tensão como no estado plano de deformação, a tensão mãxj. 
ma ê

% ã x  = = 1>77 /i7h (48)

desprezando-se a forma detalhada da curvatura do extremo do enta­
lhe.

Em termos das deformações principais, e - e e  ̂ , é ̂ max min
possível obter-se

'  V á x  * * S i n

onde e X  ̂ a deformaçao ao longo do semi-eixo (rf) = 0 , tt) e e <■ é 
a deformação ao longo da (cí) = 'ir/2, 3tt/2). Admitindo-se então que 
esta mesma interpretação sobre as tensões superficiais possa ser 
aplicada a outros casos e considerando que e <• ê pequeno quando 
comparado com . tem-se que

n / 2

-7t/ 2

W(£mãx

Para o comportamento elástico linear de um entalhe como
0 da figura Al.9 com o extremo semicircular, tem-se que =
r^ (cte), e então, usando-se as equações (45.1) e (50)

W(e - cos^ (|)) = — E cos*^ é'' max 2 max ^
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tt/2

- tt/2'

1 2  4— E cos tj) r cos cj) dcj)2 TÍ13.X T,

- r E 2 t max
tt/2

cos (p dip
- tt/2

(51.1)

Comparando a equação (51.1) com a equação (47.2), e como rn,a.x
E e - para um material elástico linear, obtem-se111 3.x

8 ^ m á x  tt 2 —  r. ----  = - o a15 t max E e ”

e, entao,

a - max
ISir ^ /a

O \ I (51.2)

Admitindo-se que o material tenha um comportamento perfeitamente 
plástico quando a tensão de escoamento Og for alcançada, tem-se 
que,sob um estado plano de tensões,

a = E e 0 < e < e.

0 =  0 -, e > e-.

logo, a densidade de energia ê

•e ■̂ E
w = a(e) de = E e de +

• 0 J0 ?E
Og de = a^e - — e^ (52)

2

e entao

(53)
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Substituindo-se a equaçao (53) na equaçao (50), obtêm-se

J -
tt/ 2

-TJ-/ 2
c o s S  - cos 4, d*.

tt/ 2

- tt/ 2

cos^ (}) d(j) - — r_|. Og £g
tt/2

cos (}) del)
- tt/2

= ''t “e f- eg)

ou

^máx
- 3 ,  J .---( E p --------)

4 '̂ E ^t
(54.1)

Fazendo uso da equação (47.2) na equaçao (54.1), tem-se

1 + ^(a^/Og) a/r^ (54.2)

Considerando então um material que apresente a relação 
entre a tensão superficial e a deformação alêm do limite elástico 
da forma

o = ag(e/£g)’̂, e > e.

onde n ê o expoente de encruamento, tem-se que a densidade de e- 
nergia, desprezando-se os termos de ordem ê dada por

W = ag(e/e^)^ de 'E n 
^E

e de

W =
n+1E e

n+1 e n (55.1)
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e, entao,

W(e - cos (}))  ̂ max
E ^max f 2 ,.n+l ------ (cos (̂)

n+1 eí

n+1
(55.2)

Substituindo a equaçao (55.2) na equaçao (50), obtém-se

tt/2 n+1
(ji_) 

- i r / 2

cos dcf)

^t °E
max 1
nEg (n + 1)

tt/2

cos 2n+2 d(})
■tt/2

mas

( - ^ )  
n + 1

tt/ 2
2n+3,, cos (j) d({)

- tt/ 2

= (— i~-){ 
n + 1

sen 4) cos^^”̂^ 4)
2n + 3

tt/2

- tt/ 2

+ 2 (n + 1) 
2n + 3

tt/2

- tt/2

coŝ "̂̂ (̂t) d(j)} = ---- -----  {
(n + 3/2)

sen cp cos 
2n + 1

2n tt/2

- tt/ 2

2n
2n + 1

tt/2

- tt/2

cos^^ (̂() d(})}

Logo

)(--- ---- )ß(l/2,n)
n+1

r, i-
 ̂  ̂ Eg n + 3/2 n + 1/2

onde 6(1/2,n) ê a funçao Beta. Como 6 (1/2,n)=r(1/2)T(n)/r(1/2+n), 
sendo F(...) a função gama, tem-se que
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Fig. Al.10 - Relação entre c e o coeficiente de encruamento

ma que o estado final de um corpo submetido ã tensão depende da 
história do seu carregamento, o que não se verifica com um mate­
rial elástico linear ou não linear, onde o estado final é função 
apenas do carregamento final.

Cabe então fazer-se alguns comentários sobre a validade 
do uso da integral J com materiais reais.

0 primeiro aspecto que será levantado ê quanto a definj. 
ção de W como função densidade de energia de deformação, ou seja, 
densidade do trabalho recebido. Esta proposição está justificada 
Í41| para um material elástico linear ou não linear, onde a ener­
gia de deformação ê função do estado de deformação. Contudo, para 
os materiais reais a energia de deformação depende da história do 
carregamento,e se esta for complexa,ou se houver descarregamento, 
ê de se esperar que ocorram ..grandes diferenças com o comportamento elãstico.

Um segundo aspecto está relacionado com a independência 
de caminho da integral de linha J. Roche |44| determinou um méto­
do geral para avaliar a independência do caminho de J derivado da 
teoria de Eshelby sobre tensor momento de energia, concluindo que 
se nenhuma consideração for feita sobre a equação constitutiva do 
material, a integral J é independente do caminho para um entalhe 
plano ao longo do eixo x, em materiais que apresentem um comporta 
mento do tipo de plasticidade incremental. Extensivos estudos com 
elementos finitos feitos por Hayes, Boyle e Sumpter |51| mostra­
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ram que a independência de caminho de J não ê alterada se forem 
escolhidos contornos ao redor do entalhe que passem parcialmente 
através de elementos elásticos e parcialmente por elementos plás­
ticos, ou através de regiões onde a plasticidade se espalhou gen£ 
ralizadamente, tanto para os casos com ou sem encruamento.

vários métodos tem sido propostos a fim de determinar a 
integral J a partir da curva carga-deslocamento. 0 objetivo é co­
nhecer a variação do trabalho devido a uma variação virtual 9a do 
comprimento de uma trinca a, sob a condição de carga constante(ou 
deslocamento constante). Contudo, o que realmente é testado são 
peças com vários comprimentos de trinca sob carregamento monotôni^ 
co. Não há razão física, quando a trinca se propaga de 9a, sob 
carga constante, para o deslocamento final virtual ser o mesmo de 
um carregamento de um corpo trincado de (a+9a), e não é certo que 
a diferença do trabalho seja a mesma (Figura Al.11). De um ponto 
de vista teorico tal consideração implica em que o trabalho rece­
bido é uma função bem definida do estado mecânico e geométrico, e 
não é dependente da historia do carregamento, ou seja, admite-se 
que o trabalho é a energia potencial, isto é, admite-se que o ma 
terial é elástico não linear.

Fig. Al.11 - Curvas força versus deslocamento para dois diferen­
tes tamanhos de trinca.

Em termos estritos, a integral J não é comprovadamente 
relevante na fratura elasto-plástica, já que não está teoricamen-r 
te provada, contudo parece ser um bom critério, tendo sido utili­
zada extensivamente na análise de fratura dentro da zona plástica, 
com relativo sucesso.
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APÊNDICE 2

0 MÉTODO DE MOIRÉ

A2 .1 - Introdução

Um dos métodos de medida mais refinados e precisos para 
a determinação do campo de deslocamentos em meios contínuos é o 
Moire 12,13,22 |. Consiste, basicamente, na obtenção de franjas 
quando dois reticulados são superpostos e, então, deslocados va­
garosamente. Estas franjas representam o lugar geométrico dos pon 
tos que tem o mesmo valor da componente de deslocamento,e por is­
to são tambem chamadas de isotéticas. Com base nesta propriedade 
física,0 método de Moiré pode ser empregado para a medida de des­
locamentos e, por diferenciação,' para a medida de deformações.

0 efeito de Moiré estâ associado com os movimentos dos 
pontos, ou deslocamentos, que ocorrem em um plano. Assim, pode-se 
medir as deformações que estão ocorrendo em um plano, por meio de 
reticulados apropriados, desprezando ou ignorando a terceira 
componente de deformação.

0 método de Moiré foi escolhido para a determinação da 
deformação em pontos específicos, por tratar-se de uma técni 
ca aplicável ao problema em questão.

kl.2 - 0 fenômeno físico

Os reticulados devem ser formados por linhas alternada­
mente opacas e transparentes (ou escuras e claras), geralmente re 
tas e paralelas, e com a mesma distância entre si.

Dois reticulados são necessários para produzir o efeito 
de Moiré: o modelo ou corpo de prova e o reticulado mestre, geral 
mente idênticos.

A distância entre as linhas do reticulado e chamada pas 
so, p. 0 número de linhas do reticulado por unidade de comprimen­
to é chamada densidade, d.
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Se dois reticulados forem superpostos, tal que tenham o 
mesmo passo e a direção de suas linhas seja a mesma,serão observa 
das franjas claras e franjas escuras, ou apenas franjas escuras,de 
pendendo de como as linhas de um reticulado estão sobre as linhas 
do outro. A distância entre as franjas e chamada espaçamento das 
franjas, 6 .

Se um corpo de prova estiver sendo deslocado no plano 
do reticulado em uma direção perpendicular a este, serão observadas 
franjas claras todas as vezes que as linhas de um reticulado esti 
verem entre as linhas do outro. Cada ciclo completo corresponde ã 
passagem de uma linha do reticulado através de um ponto específi­
co; em outras palavras, cada franja (clara ou escura) indica o 
deslocamento de uma linha do reticulado igual ao passo do reticu­
lado .

Se dois reticulados originalmente coincidentes são des­
locados, mantendo-se paralelos entre si, o movimento relativo na 
direção perpendicular ãs linhas do reticulado é dado por

v = n p (1)

onde n é 0 número de franjas claras ou escuras e p é o passo do 
reticulado.

Se o passo do reticulado for menor que 0,025 mm, pode­
rão aparecer efeitos de difração, o que torna o fenômeno bem mais 
complicado.

A2.3 - Propriedade fundamental das franjas de Moiré

Considere-se o caso de deslocamento relativo de um reti 
culado em relação a outro de mesmo passo, onde o movimento das li 
nhas ê sempre paralelo, como pode ser visto na figura A2.1. A in­
terferência pode ser visualizada como sendo obtida do alongamento 
uniforme de um dos reticulados (corpo de prova, p. ex.) em rela­
ção ao outro (mestre). Note-se que o passo do reticulado do corpo 
de prova aumentou em relação ao passo do reticulado mestre. 0 de^ 
locamento, como pode ser verificado, é

u - n p (2)



133

e a deformação, segundo Euler,

mas
Aî ,  = p  

= 6

logo
(3)

Fig. A2.1 - Formação das franjas de Moiré pela elongaçao uniforme 
de um dos reticulados.

Considere-se agora que o corpo de prova esteja sujeito 
somente ã rotação, conforme esquematizado na figura kl.2. Supon­
do que o eixo de rotação seja coincidente com a intersecção de 
duas linhas dos reticulados, ponto 0. Note-se que as franjas de 
Moiré não tiveram deslocamento na direção y. Logo,a franja que a- 
travessa o eixo de rotação define uma linha de deslocamento zero 
ao longo de y. A franja ã esquerda deste deslocamento zero pode 
ser vista como o lugar das interseções das linhas do reticulado 
do corpo de prova com as linhas do reticulado mestre,as quais es-
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tão separadas desta por uma distância de um passo de largura an­
tes da rotação. Esta franja representa um deslocamento ao longo 
de y de um passo.

Fig. A2.2 - Franjas de Moirê produzidas por rotação pura de um re 
ticulado em relação ao outro de mesmo passo.

Se as franjas estão ordenadas em relação ã franja zero, 
definidas por n=l, 2, 3, etc., então o deslocamento v ao longo de 
y pode ser escrito como

V = n  p (4)

Finalmente, considere-se o caso de um corpo de prova 
que tanto se alongue como gire (Fig. A2.3). Depois do deslocamen 
to relativo, existe um ponto no qual as duas linhas de ordem q se 
interceptam e indicam que não existe deslocamento na direção per­
pendicular ãs linhas do reticulado. A ordem da franja que passa a 
través deste ponto é zero. 0 mesmo se aplica ãs linhas (q+n). Por 
outro lado, a franja de ordem 1 é produzida pelo deslocamento p 
dos pontos do reticulado do corpo de prova na direção perpendicu­
lar às linhas do reticulado mestre; a franja de ordem 2 ê produzi^ 
da pelo deslocamento de ordem 2p, e assim por diante. Assim as 
franjas de Moiré são os locais dos pontos com um deslocamento re­
lativo na direção perpendicular ãs linhas do reticulado mestre, o
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qual é igual a n vezes o passo do reticulado mestre. Estas compo­
nentes de deslocamento se referem a pontos que são dados na forma 
final ou deformada do corpo de prova.

reticulado
mestre

Fig. A 2 .3 - Franjas de Moire ou local dos pontos de mesmo valor
da componente de deslocamento na direção normal ao rê  
ticulado mestre.

Portanto, as deformações sofridas pelo corpo de prova 
nas direções x e y, podem ser dadas como

iy
8x

'y
9 V

9y

Chamando de 6 e 6 ã distância entre as franjas ao longo das di-
_ ^ yreçoes x e y, e p ao passo da malha, que representa a diferença 

de deslocamento entre duas franjas adjacentes, tem-se que os valo 
res incrementais das duas componentes de deslocamento e de mudan­
ça na posição podem ser escritos como

Au = Av = p

Ax = ô

Ay = 6
y
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Entao, os gradientes das componentes sao

= -  = P/Ô ' (6)
Ay ^

Para grandes deformações,porém, é conveniente usar a de 
finição de deformação natural, ou seja

e = In

Logo
T 1e = In ---

1 -

e, portanto

e = In (------i ------- ) (7)
1 - p/6^

e = I n  ( -------- i -----------)  ( 8 )

1 - P/ôy

Como as deformações esperadas nos ensaios experimentais 
são da ordem de 0,10 ou maiores, as equações (7) e (8) serão as 
empregadas para o cálculo daquelas.

A 2 .4 - Determinação gráfica das componentes de deslocamento e de­
formação

Para se determinar graficamente o deslocamento relativo 
dos pontos do corpo de prova, pode-se plotar a curva "ordem da 
franja x espaçamento da franja", onde a franja de ordem zero é e^ 
colhida arbitrariamente. A derivada em cada um dos pontos da cur-
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va fornece o valor da deformação correspondente.
A figura A2 .4 apresenta as curvas de deslocamento e de­

formação para uma seção analisada do corpo de prova em estudo. No 
te-se que a franja de ordem zero coinc.idiu com o local do pontos 
onde 9v/9x = 0 e pode-se ver tambem que esta franja intercepta o 
ponto onde 9v/9y = 0. 0 campo de deslocamentos estudado foi esco­
lhido de forma que interceptasse o ponto de deformação máxima, e 
isto pode ser facilmente verificado na figura A 2 .4, onde deslocou 
se o eixo y e repetiu-se o procedimento anterior.
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S [mm]

Fig. A2.4 - Deslocamentos e deformações ao longo dos eixos e 
dos corpos de prova CTK.
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APÊNDICE 3

TABELAS E GRÁFICOS COM DADOS EXPERIMENTAIS

Este Apêndice apresenta algumas das curvas obtidas expe 
rimentalmente ou construídas com base em dados experimentais, as­
sim como tabelas resumidas dos valores medidos ou calculados.

Para facilitar o manuseio, as tabelas encontram-se agru 
padas na primeira parte deste, e, em seguida, encontram-se os gra 
ficos.

TABELA A 3 .1 - Dimensões médias dos corpos de prova (valores medi­
dos) .

CTK ^t
(mm)

B
(mm)

a
(mm)

b
(mm)

w
(mm)

a

1 4,771 4,90 29 , 32 63,92 93 , 24 0,2451
2 7 ,485 4,91 29 ,38 63,88 93 ,26 0 ,2448
3 15,075 4,90 29 ,36 63 ,89 93,25 0,2449
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TABELA A3.2 - Deformação máxima na raiz do entalhe em função da 
integral J para diferentes valores de deslocamen­
to (usando Eq. 7.3).

Ponto
A

(mm)
J

(J/m^)
J/r^ 

(J/m^.10^)
e - max

CTK 1
1

2

3
4
5
6

7
8 

9
10
11

1,390
1,988
3,085
4,483
5,955
7 ,538
8 ,918 

10,055 
12 ,018 
14,088 
16,105

70695,736 
139652,368 
287313,899 
502314,066 
755958,117 

1045443,669 
1312599,797 
1546019 ,531 
196873.9,998 
2419588,896 
2856953,499

14,82 
29,28 
60,23 

105,31 
158 ,48 
219 ,17 
275 ,18 
324,11 
412,73 
507,25 
598 ,94

0,03414 
0 ,05948 
0,10710 
0 ,16892 
0,23574 
0 ,30708 
0,36970 
0 ,42248 
0,51451 
0 ,60874 
0,69707

CTK 2

1
2

3
4
5
6

7
8 

9
10

1,684
2 ,251
3 ,362 
4,567 
6,184 
8,201

10,201 
13,318 
17,018 
20,000

76065,511 
146579,357 
299675 ,980 
484147,441 
739918,851 

1111977,666 
1510102,185 
2172648,599 
3007045,699 
3703607,810

10 ,16 
19 , 58 
40,04 
64,68 
98 ,85 

148,56 
201,75 
290,27 
401,74 
494 ,80

0 ,02509 
0 ,04284 
0 ,07677 
0,11351 
0 ,16042 
0 ,22363 
0 , 28702 
0 ,38615 
0,50332 
0,5965
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TABELA A3.2 - (Continuação)

Ponto

CTK 3

A

(mm)
J

(J/m )
J/r^ 

(J/m^. 10'")
t

.3 ,.6. ^mãx

1

2

3
4
5
6

7
8 

9
10

11

1,752 
2 ,650 
4,088 
5,825 
8 ,401 

11,058 
14 ,415 
17,652 
21,509 
25,646 
29,933

61696,789 
171218,607 
367374 ,282 
633478 ,326 

1075828,253 
1583084,446
2281997.397
3010498.398 
3495105,915 
5009017,858 
6138761,139

4 ,09 
11, 36 
24,37 
42 , 02 
71 , 37 

105,01 
151,38 
199 ,70 
261 ,70 
332,27 
407,21

0,01195 
0,02748 
0,05121 
0,07985 
0 ,12300 
0,16853 
0,22709 
0,28464 
0,35486 
0,43113 
0,50891

TABELA A3.3 - Deformação máxima ria raiz do entalhe usando o méto­
do de Moiré.

A
(mm)

P
(mm)

ô
(mm)

^mãx

CTK 1

3,88 0,3140 2 , 20 0 ,1540
6,25 0,3233 1,55 0,2339
6,53 0,3149 1,40 0,2548
8,98 0,3138 1,05 0,3550

10 ,00 0,3240 1,03 0,4100
10,42 0,3145 0 ,90 0,4299
12,91 0,3127 0 ,75 0,5395
13,80 0,3250 0 ,61 0,8250
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TABELA A3.4 - Deformação mãxima na raiz do entalhe em função do 
fator de concentração de deformações segundo as 
teorias de Neuber e Stowell-Hardrath-Ohman, para dî  
ferentes valores de deslocamento.

F
(N)

A

(mm)
KeN ^mãxN KeSHO ^mãxSHO

CTK 1

0 ,002 14430 ,71 0,97 7 ,25 0 , 0145 10 , 30 0,0206
0 ,005 16103,57 1,34 5,98 0 ,0299 6,80 0,0340
0,010 16544,76 1,44 5 , 28 0 ,0528 5,33 0 ,0533
0 ,020 18107 ,32 2,14 5,28 0,1056 5 ,33 0,1066
0,030 18995,84 2,97 5,28 0,1580 5 ,33 0,1600
0 ,040 22059 ,68 5,15 5,28 0,2110 5 ,33 0,2130
0,050 22978,84 6,09 5,28 0,2640 5 ,33 0,2665
0 ,060 24204,38 7 ,40 5,28 0 ,3170 5,33 0,3200
0,075 25246,08 8 ,68 5,28 0,3960 5 ,33 0,4000
,0 , 09 0 27574 ,61 11,96 5 , 28 0,4750 5 ,33 0,4800
0,100 27942,27 12 ,90 5,28 0,5280 5,33 0,5330
0,120 28493,76 13,60 5,28 0,6340 5 ,33 0,6400
CTK 2

0,002 14451,11 1 , 02 8,90 0,0178
0 , 005 16126,34 1,20 4,50 0,0225 5,60 0,0280
0 , 010 15568,15 1,32 3,98 0,0398 4,40 0 ,0440
0 ,020 18132 ,9'2 2,05 3,98 0,0796 4,40 0,0880
0 ,030 19022,70 2,66 3,98 0,1190 4 ,40 0 ,1320
0,040 22090 ,87 4,90 3,98 0,1590 4,40 0,1760
0 ,050 23011, ,33 5,86 3,98 0,1990 4 ,40 0,2200
0,060 24238,60 7,25 3,98 0,2390 4 ,40 0,2640
0,075 25281,77 8,45 3,98 0,2990 4,40 0,3300
0, 090 27613,59 12,00 3,98 0,3580 4,40 0,3960
0 ,100 27981, 77 12,90 3,98 0,3980 4 ,40 0,4400
0,120 28534,04 13,80 3,98 0 ,4780 4 ,40 , 0 ,5280
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TABELA A3.4 - (Continuação)

F

( N )

A

( nun) ‘ eN ^máxN eSHO ^ m ã x S H O

CTK 3

0,002 
0 , 005 
0 , 010 

0v020
0,030 
0 , 040 
0,050 
0,060 
0,075 
0,090 
0 , 1 0 0  

0,120 
0,150 
0,175 
0,190

14426,19 
16098,53 
16539 , 58 
18101,66 
18989 ,90 
22052 ,78 
22971,65 
24196,81 
25238,18 
27565,98 
27933,52 
28484,84 
30016,29 
31924,00 
33079 ,17

1,18 
1,43 
1,80 
2 ,55 
3,25
6 , 43
7 ,30
8 ,80 

10,25 
14,43
14.93
17 , 43
18 , 80
22.93 
26,05

95
61
61
61
61
61
61

2,61 
2,61 
2,61 
2,61 
2,61 
2,61 
2 ,61

0,0148 
0,0261 
0,0522 
0,0783 
0 ,1044 
0,1305 
0,1566 
0,1958 
0,2349 
0,2610 
0,3132 
0,3915 
0,4568 
0,4959

7 , 50 
4, 28
3.
3
3
3
3
3
3
3
3
3
3
3
3

24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24

0,0150 
0,0214 
0,0324 
0 ,0648 
0,0972 
0,1296 
0 ,1620 
0 ,1944 
0,2430 
0,2916 
0 ,3240 
0,3888 
0 ,4860 
0 , 5670 
0 ,6156

Obs.: Os sub-indices N e SHO referem-se ãs teorias de Neuber e 
Stowell-Hardrath-Ohman, respectivamente.

TABELA A3.5 - Deformaçao maxima na raiz do entalhe medida pelos 
extensômetros de resistência do tipo MM-CEA-06-
062 UW--120, para diferentes valores de deslocamento

CTK 1 CTK 2 CTK 3
A

(mm)
^mãx
íl)

A
(mm)

^máx
("0

A
(mm)

^máx
(”0

0,220 0 ,0772 0,240 0,0564 0,355 0,0438
0,325 0,1521 0 ,390 0 ,1123 0,445 0,1396
0,385 0,2296 0,485 0 ,1660 0,575 0,3625
0,400 0 ,3083 0,620 0,2210 0,685 0,6517
0,515 0,6965 0 ,705 0 ,2921 0,820 0,9483
0,633 1,2114 0,840 0,3572 0,965 1,3094
0 ,785 1,9043 1,025 0 ,4075 1,185 1,7789
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TABELA A 3 .6 - Deformação máxima na raiz do entalhe em funçao do 
estriccionamento (valores medidos).

A

(mm)
^o
(mm)

B.1
(mm)

^mãx

CTK 1
6 ,25 
8,98 

10,00 
11,62 
12,92 
13,80 
15,10 
15,65 
15 , 86 
16,36

4,92
5
4
4
5 
4 
4

00

92
70
0 0

92
70

4,92
5,00
4,70

4,20 
3,90 
3 ,62
3
3
2

2

2

2

1

18
21
8 8

70
ÓO
0 0

78

-0 ,1582 
-0,2485 
-0 ,3068 
-0 ,3907 
-0 ,4432 
-0 , 5355 
-0,5543 
-0 ,9002 
-0,9163 
-0 ,9709

0,0791 
0,1242 
0,1534 
0 ,1953 
0 ,2216 
0 , 2678 
0 ,2772 
0,4501 
0,4581 
0,4855

CTK 2
1,69 
4,08 
6,18 
8 ,64 

11, 06 
16, 25 
17,23

4
4
4
4
4
4

97
97
97
97
97
97

4,97

4
4
4
3
3

62
32
2 0

94
74

3,04
2,94

•0,0730 
■0,1402 
■0,1683 
■0,2322 
■0,2843 
•0,4916 
•0,5250

0,0365 
0,0701 
0,0842 
0,1161 
0,1422 
0,2458 
0,2625

CTK 3
2 ,01 
3,93 
6,18 

11,08 
16,06 
22 , 73 
30, 23

4
4
4
4

90
90
90
90

4,90
4
4

90
90

4 ,68 
4,62 
4,34 
4 ,10 
3,84 
3,50 
2 , 6 6

-0,0459 
-0 ,0688 
-0 ,1214 
-0 ,1782 
-0 ,2438 
-0,3365 
-0 ,6109

0,0230 
0,0294 
0,0607 
0,0891 
0,1219 
0,1682 
0,3055
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Fig. A3.1 - Curva força x deslocamento obtida nos ensaios de tra­
ção com os corpos de prova cilíndricos.
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Figura A3.3a

Figura A3.3b
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A 3 . 3 C

Fig. A 3 .3 - Curva força x deslocamento obtida nos ensaios de tra­
ção com os corpos de prova CTK.

Ap[mm]

Figura A 3 .4a
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Figura A3.4b

Figura A3.4c

Fig. A3.4 - Curva força/espessura x deslocamento plástico usada 
no cálculo da integral J.
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10v-3 I0‘>-2 10' 10°

Fig. A3.5 - Relaçao entre a densidade de energia e a deformaçao 
para o material em estudo.
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Fig. A3.6 - Relaçao entre a integral J e o raio do entalhe em 
função da deformação.
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Fig. A3.7a

Fig. A3.7b
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Figura A 3 .7c

Fig. A 3 .7 - Curva (força/espessura ao quadrado) em função do 
(Deslocamento/espessura) usada no calculo de


