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Resumo

Estudamos um modelo microscépico simples para filmes magnéticos ultrafinos com forte
anisotropia uniaxial para fora do plano do filme. A presenca de interagoes competitivas de
troca ferromagnética de curto alcance e dipolar de longo alcance resulta numa modulacgao
do parametro de ordem em faixas de magnetizacao alternadas. As faixas podem se
organizar de diferentes maneiras a medida que a temperatura aumenta, de acordo com
a ordem posicional e orientacional das faixas. Investigamos as fases e transigoes de fase
presentes no modelo através de simulagoes de Monte Carlo com os algoritmos de Metropolis
e de Parallel Tempering. Conseguimos identificar a presenca de trés fases termodinadmicas:
a fase de fairas a baixas temperaturas, que possui ordens posicional e orientacional; a
fase nemdtica em temperaturas intermediarias, que apresenta apenas ordem orientacional,
e a fase desordenada chamada liquido-tetragonal em altas temperaturas. A partir de
medidas do calor especifico e das susceptibilidades dos parametros de ordem posicional e
orientacional, conseguimos identificar a faixa de temperaturas em que a fase nematica é
estavel, concordando com resultados prévios e com um dos cenarios previstos para esses
sistemas magnéticos. Nossos resultados a respeito da natureza das duas transi¢coes de fase
sao inconclusivos devido aos fortes efeitos de tamanho finito, e a investigacao de sistemas

maiores ainda se faz necessaria para caracterizar essas transigoes.

Palavras-chave: Filmes magnéticos ultrafinos. Fases Moduladas. Interagoes competitivas.
Fase nematica. Fusao de sélidos bidimensionais. Defeitos topoldgicos. Simulagoes de

Monte Carlo. Parallel Tempering.



Abstract

We study a simple microscopic model for ultrathin magnetic films with strong uniaxial
anisotropy perpendicular to the film plane. The presence of competing short range
ferromagnetic exchange and long-range antiferromagnetic dipolar interactions results in a
modulation of the order parameter in stripes with alternating magnetization. These stripes
may present different organizations as the temperature is raised, according to the positional
and orientational orders of the stripes. We investigate the phases and phase transitions in
this model by means of Monte Carlo simulations with the Metropolis and Parallel Tempering
algorithms. We were able to identify the presence of three thermodynamic phases: the
stripe phase at low temperatures, which presents both positional and orientational orders;
the nematic phase at intermediate temperatures, which presents only orientational order;
and the disordered phase called tetragonal-liquid at high temperatures. Using the specific
heat and order parameter susceptibilities data, we were able to identify the range of
temperatures in which the nematic phase is stable, in agreement with previous results and
with one of the scenarios for these magnetic systems. Our results regarding the nature of
both transitions are still inconclusive due to the strong finite size effects, and the simulation

of even larger systems is still necessary in order to characterize these transitions.

Keywords: Ultrathin magnetic films. Modulated phases. Competing interactions.
Nematic phase. Two-dimensional melting. Topological defects. Monte Carlo Simulations.

Parallel Tempering.
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1 Introducao

As fases moduladas sdo fases termodinamicas caracterizadas por padrdes espaciais
em escalas microscopicas ou mesoscopicas, que podem ser ordenados ou nao. Muitos
sistemas magnéticos, com diferentes composi¢oes e formatos, apresentam fases moduladas
de equilibrio, que correspondem a estados com uma magnetizagao que varia espacialmente,

formando padroes complexos com detalhes que dependem do sistema em questao.

A figura 1 ilustra alguns sistemas magnéticos que apresentam fases de equilibrio
que formam padroes de faixas e bolhas. O surgimento de fases moduladas com padroes
em escalas microscopicas ou mesoscoOpicas, com caracteristicas estruturais similares e
exibindo modos de evolugao similares sugere a possibilidade de um mecanismo universal
para a formacao desses padroes. Um dos mecanismos responsaveis pela formacgao de
padroes é a competicao de interacoes que atuam em diferentes escalas de comprimento. A
competicao de interagoes pode levar o sistema apresentar o fenomeno de frustragao, quando
o sistema é incapaz de satisfazer todas as interacoes as quais esta sujeito. A modulagao
da magnetizagdo é um resultado do compromisso do sistema em tentar satisfazer todas

essas interacgoes.

s sesas b
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Figura 1 — Dominios magnéticos em sélidos e fluidos magnéticos. Fase de (A) faixas e (B)
bolhas em um filme magnético de granada com 13 pum de espessura crescido
na face <111> da granada de gadolinio e gélio (GGG), com periodo de ~ 10
pm. (C e D) Ferrofluido confinado entre placas de vidro, sujeito a um campo
magnético perpendicular & camada de fluido, exibindo fases labirinticas (C) e
de bolhas (D) com periodo de ~ 4 pym. Magnetizacao positiva (em amarelo) e
negativa (em preto). Fonte: [1]

Filmes finos magnéticos, e em especial os filmes magnéticos ultrafinos de metal

sobre metal (com espessuras entre 1 e 10 monocamadas atomicas) apresentam fases
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moduladas com padroes espaciais simples com algum grau de regularidade, como faixas
ou bolhas. Nesses filmes, a modulacao é um resultado da competicao entre a interacao
de troca (ferromagnética de curto alcance) e a interagao dipolar (antiferromagnética de
longo alcance). Os filmes magnéticos ultrafinos podem ser produzidos através de técnicas
de deposi¢ao como epitaxia por feixe molecular (MBE). Os dominios magnéticos nesses
materiais podem ser visualizados através de técnicas de caracterizagao como microscopia
eletronica de varredura com andlise de polarizagdo (SEMPA) e microscopia eletronica por
fotoemissdao (PEEM). Esses filmes servem como um um importante campo de testes para o
estudo das interagoes microscopicas nesses materiais e da fisica em duas dimensoes. Esses
materiais possuem diversas aplicacoes tecnolégicas em armazenamento de dados, sensores

magnéticos, eletronica e catalise [2].

Neste trabalho, estamos interessados em estudar as propriedades termodinamicas
de equilibrio e as transi¢oes de fase que esses filmes ultrafinos apresentam. Uma descrigao
teodrica realistica desses sistemas deve incluir, além da interacao de troca ferromagnética de
curto alcance, a interacao dipolar de longo alcance [2]. Muitos estudos tedricos de sistemas
magnéticos ignoram a interacao dipolar por ela ser muito fraca em relacdo a interagao de
troca. No entanto, a interacao dipolar possui um papel essencial no estabelecimento de
uma ordem magnética de longo alcance nesses sistemas, bem como na determinacao da
morfologia dos estados ordenados. E a acdo combinada das interacoes de curto e longo

alcance que resulta na rica variedade de propriedades magnéticas desses sistemas.

Frequentemente as fases moduladas apresentam ordens intermedidarias entre as de
um liquido e de um s6lido, e os sistemas mais conhecidos e estudados que apresentam esse
tipo de ordem sao os cristais liquidos. Os cristais liquidos sao geralmente constituidos
por moléculas orgéanicas altamente anisotropicas, e a ordem emerge como um resultado
da forma da molécula. Os cristais liquidos apresentam uma rica diversidade de fases,
mas estamos especialmente interessados em duas delas: i) a fase esmética, que possui
tanto ordem posicional quanto ordem orientacional; e ii) a fase nmemdtica, que possui
apenas ordem orientacional. Essa analogia entre as fases moduladas e as fases liquido-
cristalinas permite a aplicagao de resultados bem conhecidos de cristais liquidos para
prever quantitativa e qualitativamente o comportamento das fases moduladas. No entanto,
quando buscamos compreender a natureza termodinamica das fases em filmes magnéticos
ultrafinos, essa analogia deve ser considerada com cuidado, pois as unidades béasicas em

cristais liquidos e em sistemas magnéticos sdo fundamentalmente diferentes [3].

Além da fase esmética observada experimentalmente a baixas temperaturas, é
possivel que entre essa fase e a fase labirintica (liquido-tetragonal) exista uma fase inter-
medidria, apenas com ordem orientacional, denominada fase nemética (ou Ising nemaética).
A ocorréncia das fases esmética e nematica nesses sistemas é um exemplo do problema da

fusao de solidos bidimensionais: enquanto algumas teorias evidenciam o papel dos defeitos
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topoldgicos e preveem a ocorréncia de fases intermediarias e transi¢coes de fase continuas
[4], outras sugerem uma transicao de fase de primeira ordem para a fase desordenada de

altas temperaturas [5, 6].

O capitulo 2 dessa dissertacao constitui uma revisao bibliografica sobre os principais
fendmenos e propriedades presentes nos filmes magnéticos ultrafinos e no modelo micros-
copico utilizado para descrever esses sistemas - o modelo Ising dipolar - que constitui o
objeto de estudo deste trabalho. Nesse capitulo, serao revisadas as principais propriedades
desse modelo na aproximacao de campo médio (Sec. 2.3) e nas simulagoes (Sec. 2.4)

presentes na literatura, no limite de campos externos nulos.

Esta pesquisa tem como primeiro objetivo o desenvolvimento de um algoritmo
otimizado que minimize algumas das dificuldades encontradas nas simulagdes de Monte
Carlo do modelo Ising dipolar, especialmente aquelas relacionadas aos longos tempos de
relaxacao de equilibrio devido a frustracao e a metaestabilidade. Para esse fim, estudamos o
modelo Ising dipolar através de simulagbes de Monte Carlo com o algoritmo de Metropolis

e com o método de Parallel Tempering [7], descritos em detalhe no capitulo 3.

O principal objetivo do presente trabalho é estudar as transi¢oes de fase entre
as fases moduladas de faixas e a fase liquido-tetragonal, a fim de determinar se a fase
nematica intermediaria estd presente, onde ela se encontra no diagrama de fases e se
ela ¢ estavel no limite termodindmico. Estamos também interessados em caracterizar as

transicoes de fase faixas-nematica e nemética-liquido-tetragonal.

Os resultados das simulagoes com se encontram no capitulo 4. Essas simulagoes
foram capazes de identificar trés fases de equilibrio, nominalmente: a fase de faixas, a fase
nematica e a fase liquido-tetragonal. Nossos resultados apontam para a presenca de uma
fase nematica intermediaria entre as fases de faixas e liquido-tetragonal, em uma regiao
muito estreita de temperaturas. As temperaturas de transi¢cao no limite termodinamico
sao obtidas através das andlises de escalonamento de tamanho finito dos momentos da
energia e dos parametros de ordem (Sec. 4.3.1), que forneceram valores consistentes com
resultados de outras simulagoes de Monte Carlo reportadas na literatura [8, 9, 10]. Nossos
resultados a respeito da natureza dessas transi¢oes sdo inconclusivos devido aos fortes
efeitos de tamanho finito nas simulagdes. A presenca de coexisténcia nas duas transicoes
de fase sugere que ambas as transi¢coes sao de primeira ordem, mas algumas quantidades
apresentaram comportamento atipico para uma transicao desse tipo. A simulacao de
sistemas maiores ainda se faz necessaria para que essas transi¢oes possam ser caracterizadas

adequadamente.



2 Revisao Bibliografica

Neste capitulo apresentamos a fenomenologia e as propriedades gerais dos filmes
magnéticos ultrafinos com forte anisotropia uniaxial perpendicular ao plano do filme.
Introduzimos o sistema experimental de interesse na se¢ao 2.1, abordando alguns dos
fendmenos que esses materiais apresentam, como a competicao de interacoes, a frustracao e a
formacao de padroes. Apresentamos o modelo microscopico que constitui o objeto de estudo
do presente trabalho na secao 2.2, onde sao discutidas as energias relevantes, os estados
fundamentais e algumas propriedades de temperatura finita do modelo. Recapitulamos as
principais propriedades do modelo Ising dipolar na aproximacao de campo médio na se¢ao
2.3. Por fim, revisamos os principais resultados das simulagoes do modelo presentes na

literatura na secao 2.4.

2.1 Sistema Experimental: Filmes Magnéticos Ultrafinos

O sistema experimental de interesse para o presente trabalho sao os filmes mag-
néticos ultrafinos: filmes de metal depositados sobre um substrato metéalico (e.g. Fe/Cu,
Co/Cu, Co/Au), com espessuras entre 1 e 10 monocamadas atomicas (ML). Esses filmes
apresentam fases moduladas de equilibrio, caraterizadas por um pardmetro de ordem (e.g.
magnetizagao) que varia no espago, podendo formar padrées com alguma periodicidade,
como faixas e bolhas em sistemas bidimensionais. Imagens de microscopia eletronica de
varredura com andlise de polarizacdo (SEMPA) mostram que os dominios magnéticos nes-
ses materiais se organizam espontaneamente em estruturas moduladas de faixas, podendo

apresentar uma organizagao em camadas (Fig. 2(a)) e padroes labirinticos (Fig. 2(b)).

Figura 2 — Imagens de microscopia eletronica de varredura com analise de polarizacao
(SEMPA) das estruturas de dominios em filmes magnéticos ultrafinos de
Fe(fcc)/Cu(001). A temperatura efetiva aumenta da esquerda para a direita.
(a) Fase de faixas a baixas temperaturas; (b) fase labirintica; (c¢) reentrancia
na fase de faixas; (d) fase paramagnética. Nao ha a aplicagdo de campos
magnéticos externos. Fonte: [11]
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As fases moduladas sdo manifestagoes dos fendmenos de formacao de padroes [1].
Um dos mecanismos fisicos responsaveis pela formacao de padroes é a frustracao gerada pela
presenca de interagoes competitivas no sistema. No caso dos filmes magnéticos ultrafinos,
a competigao se da entre as interagoes de troca (ferromagnética de curto alcance) e dipolar
(antiferromagnética de longo alcance), que favorecem fenémenos opostos: alinhamentos
paralelos e anti-paralelos dos spins, respectivamente. O sistema ¢ dito frustrado pois ele é
incapaz de satisfazer simultaneamente as condicoes ditadas por todas as interacoes que
o governam. Essa frustracdo introduz uma degenerescéncia no estado fundamental, que
faz o sistema apresentar comportamentos complexos em temperaturas finitas [12]. Como
um resultado dessa frustracdo, a magnetizacao da amostra se quebra em um padrao de
dominios mesoscopicos com magnetizacao alternada, dando origem as fases moduladas. A
morfologia das fases de equilibrio é determinada por diversos fatores, como a forca relativa

das interagoes, a temperatura, os materiais e as condigoes de preparacao da amostra [13,
11, 14].

A baixa dimensionalidade dos filmes ultrafinos torna os efeitos de borda/superficie
especialmente fortes, pois a modificacdo do niimero de vizinhos nos atomos da superficie
introduz uma forte anisotropia uniazrial nesses sistemas. Um sistema anisotrdpico apresenta
diferentes propriedades fisicas dependendo da direcao de medicao. A anisotropia uniaxial
favorece uma orientagao dos spins perpendicular ao plano do filme, competindo com a
interacao dipolar, que favorece uma orientacao dos spins paralela ao plano do filme. Essa
competicao da origem ao fendmeno da “transicao de reorientacao dos spins”, denotada
como SRT (do inglés, spin reorientation transition), onde a orientagao preferencial dos
spins muda de perpendicular a paralela ao plano com a variacao da temperatura (ou
espessura) do filme. Tipicamente, a magnetizagdo é perpendicular ao filme a baixas
temperaturas, e a transicao de reorientacao ocorre em uma temperatura finita, acima da

qual a magnetizagao se alinha no plano do filme [2], como se pode ver na figura 3.

A transicao de reorientacao dos spins ja foi observada em diversos estudos experi-
mentais com filmes magnéticos ultrafinos [16, 15, 17, 18]. Se o filme for suficientemente
fino, a anisotropia superficial forca os momentos magnéticos da amostra a se orientarem
perpendicularmente ao plano. Alguns experimentos mostram que a anisotropia superficial
de uma monocamada de Fe (~ 0.4meV /atomo) pode ser até 100 vezes maior que o valor
bulk (~ 4peV/dtomo) [19]. A transicao de reorientacdo dos spins pode ou ndo estar
presente nos filmes magnéticos ultrafinos, dependendo da composicao e das condigoes de
preparacgao do filme. Neste trabalho estamos interessados em estudar o caso em que a
magnetizacao é perpendicular ao plano do filme, independente da ocorréncia da transicao

de reorientacao.

Esses estudos experimentais mostram algumas das principais caracteristicas que

os modelos tedricos de filmes magnéticos ultrafinos devem apresentar: a anisotropia
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Figura 3 — Representacao esquemadtica da magnetizacao perpendicular ao plano do filme
(T < Tp, linha continua) e paralela ao plano do filme (T" > Tk, linha tracejada)
observada por Pappas e coautores (1990). Fonte: figura adaptada de [15].

superficial, necessaria para produzir estados ordenados em sistemas bidimensionais, e a
presenca de interagoes competitivas de curto e longo alcance, responsaveis pela formacao
das fases moduladas. Em especial, nos casos em que a anisotropia superficial é muito maior
que a anisotropia da interagao dipolar (limite ultrafino), podemos modelar os momentos
magnéticos do sistema como varidveis de Ising, que podem assumir apenas duas orientagoes
perpendiculares ao plano: spin up e spin down. Isso nos permite introduzir um modelo
simples para os filmes magnéticos ultrafinos, o modelo Ising dipolar, o objeto de estudo

dessa dissertacao, que sera abordado na segao 2.2.

As fases moduladas de faixas observadas experimentalmente mostram diferentes
tipos de ordenamentos. Em um deles, geralmente a temperaturas mais baixas, as faixas
podem estar orientadas todas em uma mesma dire¢ao, formando uma estrutura analoga a
fase esmética em cristais liquidos (Fig. 4(a)). Em outro, a temperaturas mais altas, as
faixas podem estar desorganizadas como em um liquido (Fig. 4(c)). E possivel observar nos
resultados experimentais situagoes em que as faixas apresentam uma ordem intermediaria
onde as faixas estao localmente orientadas, mas essa orientacao apresenta variagoes em
torno da média para maiores distancias (Fig. 4(b)). Esse tipo de ordenamento intermediério

¢é analogo a um cristal liquido neméatico e é um dos objetos de estudo dessa dissertacgao.

2.2 Modelo Microscopico: Ising Dipolar

Em uma primeira aproximacao, podemos modelar um corpo magnético como
uma cole¢do (ensemble) de momentos magnéticos (spins) arranjados em uma rede -
que neste trabalho serd bidimensional e quadrada de lado L, contendo N = L? spins.
A configuragdo magnética de um corpo é governada pelo efeito reciproco de diversas

interacoes, e apesar de o mecanismo completo para a formagdo de dominios magnéticos
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Figura 4 — Imagens de microscopia eletronica de varredura com analise de polarizacao das
fases (a) esmética, (b) nematica e (c¢) liquido-tetragonal em filmes magnéticos
ultrafinos de Fe(fcc)/Cu(001). (a) Fase esmética com T = 293 K e espessura
de 2.44 ML apresentando varias dislocagoes; em detalhe o fator de estrutura.
(b) Fase nemética com T = 300 K e espessura de 2.6 ML; em detalhe o fator de
estrutura. (c) Fase liquido-tetragonal (desordenada) & mesma temperatura, mas
com espessura de 2.19 ML; em detalhe o fator de estrutura e uma disclinacao.
Fonte: figuras (a) e (c¢) adaptadas de [11]; figura (b) adaptada de [13].

ser muito complexo, podemos compreender seus principios através de uma abordagem
fenomenolégica considerando apenas algumas poucas energias relevantes: a energia de troca
E.., a energia dipolar Ey;, e a energia de anisotropia E,, [2, 14]. Em geral, poderfamos
incluir também a energia de interacao com um campo magnético externo, mas neste

trabalho estudaremos apenas os casos com campos externos nulos.

2.2.1 Energias Relevantes

Inicialmente vamos considerar um modelo onde cada spin 5’1 pode assumir qualquer
orientacao no espaco - a orientacao de cada spin sendo determinada em termos dos angulos
polares e azimutais (0 < 6; < 7,0 < ¢; < 27). Esse modelo é conhecido como “modelo
classico de Heisenberg”, onde o termo “classico” se refere ao fato de as variaveis de
spin S; = (5%, 87, S7) serem tratadas como vetores tridimensionais cléssicos, e nio como

operadores em um espaco de Hilbert [20, 14].

Energia de Troca

A interacao de troca surge como uma consequéncia da anti-simetrizacao da fungao
de onda devido ao principio de exclusao de Pauli. Ela surge sempre que ha a sobreposicao
das fungoes de onda de elétrons vizinhos. Essa sobreposi¢ao diminui rapidamente com o
aumento da distancia entre os elétrons, atribuindo um carater de curto alcance a interacgao.

Essa interacao pode ser descrita matematicamente como:

Hey=—J Y. Si- S, (2.1)

<i,j>
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onde J é o parametro da interacao de troca e S; representa o spin associado ao i-ésimo
sitio da rede. A soma < i,j > ¢é realizada sobre todos os pares de primeiros vizinhos da

rede.

Essa energia é responsavel pelo ordenamento ferromagnético (ou antiferromagnético)
nos materiais. Note que ela ¢ independente da direcao em que os spins estao alinhados;
em outras palavras, a interacao de troca é isotrépica. Se J > 0, a energia de troca
¢ minimizada quando os spins S, apontam todos na mesma dire¢do, resultando em
estados ferromagnéticos ordenados (ver figura 6(a)); se J < 0, essa minimizagao ocorre
quando cada SﬁZ se encontra anti-alinhado com seus primeiros vizinhos, resultando em
estados antiferromagnéticos ordenados! (ver figura 6(b)). No presente trabalho, estamos
interessados no caso em que a interagao de troca ¢ ferromagnética e compete com a

interacao dipolar, definida a seguir.

Energia Dipolar

A energia dipolar de um corpo se deve a interacdo dos momentos magnéticos
individuais com o campo magnético criado pelos demais momentos magnéticos do corpo.
Ela também é conhecida como energia magnetostatica ou energia de forma, pois depende
da forma/geometria da amostra. O decaimento lento com a distdncia atribui a interagao
dipolar um carater de longo alcance, que possui papel essencial na determinacao das
propriedades magnéticas do material e na morfologia dos estados ordenados. Essa energia
também é responséavel pela formagao dos dominios magnéticos. Ela pode ser representada

matematicamente como:

— — —

S-S, (S T)(S; Ty
Hdip =4 (z:) r3. 2 — 3( ]2*5(’ ’ J) ) (22)
ij ij ij

onde g > 0 denota o pardmetro da interagao dipolar, 7; é a posi¢do do spin 5’}, e
rij = | — 7| é a distancia entre os spins S’Z e S ; em unidades da rede cristalina. A soma
(1,7) é realizada sobre todos os pares distintos de spins. O primeiro termo possui carater
antiferromagnético, favorecendo o anti-alinhamento entre pares de spins e competindo
com a interacao de troca ferromagnética. O segundo termo introduz uma anisotropia que
favorece a orientacao dos spins no plano da rede; por esse motivo a interagao dipolar é

anisotropica, ao contrario da interacao de troca.

A anisotropia da interacao dipolar surge como uma consequéncia do “principio de
evitagao de polos”: a interacao dipolar tenta de todo jeito evitar polos livres no sistema

[14]. O sistema pode evitar esses polos livres produzindo configuracoes de magnetizagao

L A formacdo de estados antiferromagnéticos ordenados depende crucialmente da rede subjacente: sua

formacao é possivel na rede quadrada, mas nao na rede triangular, onde é impossivel encontrar uma
configuracdo em que todos spins estao anti-alinhados com seus primeiros vizinhos - fenémeno conhecido
como “frustracao geométrica”.
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uniforme ou dividindo a magnetizacdo em dominios. Por conta disso, a energia dipolar
de um filme magnético ultrafino ¢ minimizada quando todos os spins sao paralelos entre
si e possuem orientagdo paralela ao plano do filme (Fig. 5(a)). Quando os spins sao
perpendiculares ao plano do filme (Fig. 5(b)), a energia dipolar é maximizada. Isso
significa que a energia dipolar causa um plano facil de magnetizagao (o plano do filme)
e um eixo dificil de magnetizagio (perpendicular ao plano do filme). Essa anisotropia
faz com que a configuracao do estado fundamental dependa da orientacao espacial dos
momentos magnéticos. Além disso, ela compete com a anisotropia superficial, que favorece

o ordenamento perpendicular ao plano, definida a seguir.

a
N N
b
N ¥ N 1}
AN N %
w ¥ N 7

Figura 5 — llustracao das configuracoes de magnetizagao que (a) minimizam e (b) maximi-
zam a energia dipolar. Fonte: figuras adaptadas de [14].

Energia de Anisotropia de Superficie

A anisotropia de superficie (ou anisotropia magnetocristalina) estd relacionada
com o acoplamento spin-érbita, devido ao campo cristalino criado pelos atomos em cada
ponto da rede. Esse acoplamento introduz “correlagoes” entre os orbitais eletronicos
e o spin eletronico, de modo que os orbitais acompanham o comportamento do spin
quando ocorrem mudangas na magnetizagao do sistema [21]. A energia de anisotropia de
superficie se deve a quebra de simetria da rede cristalina por conta do niimero reduzido de
vizinhos que os sistemas apresentam na superficie (o ntimero de vizinhos é menor do que o
sistema apresenta no bulk) [22]. A anisotropia de superficie reproduz as simetrias da rede,
como eixos e planos de simetria, que por sua vez determinam eizos/planos faceis para a
magnetizacao: a energia de anisotropia é minimizada quando os momentos magnéticos do
sistema se orientam ao longo desses eixos/planos faceis. Em outras palavras, a anisotropia
de superficie favorece determinadas dire¢oes ou planos de magnetizacao. Ela pode ser

representada matematicamente como:

N

Han = —K > (57). (2.3)

i=1
Em geral, essa anisotropia favorece orientagoes paralelas ou perpendiculares ao plano,

dependendo dos elementos utilizados e das condigoes de preparacao da amostra. Nos

sistemas em que estamos interessados, a anisotropia de superficie é uniazial e determina um
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eixo facil na direcdo perpendicular ao plano do filme (K > 0). Nesses casos, a anisotropia
superficial compete com o termo anisotrépico da interagao dipolar (2.2), que favorece a
orientacao paralela ao plano do filme, dando origem a transicao de reorientacdao dos spins

mencionada na secao 2.1.

Para facilitar os calculos, é comum reescalarmos as interagoes pelo fator g, de modo
que o Hamiltoniano completo H = H, + Haip + Han toma a forma:

. 3.3 (373G 7 N
H=—0Y 55+ rs.]_3( 2§” S PICIRNNCE

<i,j> (4,5) (] ij

onde 6 = J/gen=K/qg.

2.2.2 Limite Ultrafino: Alta Anisotropia de Superficie

Varios filmes magnéticos ultrafinos, como Fe/Cu(100), Co/Au(111), Fe/Ag(001) e
Co/Au(111) apresentam magnetizagdes na diregdo perpendicular ao plano do filme [13, 14].
Esse efeito se deve a competicao entre as anisotropias de superficie e da interagdo dipolar,
que favorecem orientacoes perpendiculares e paralelas ao plano do filme, respectivamente.
Quando o filme magnético é suficientemente fino, a anisotropia superficial supera a
anisotropia da interagdo dipolar, determinando um eixo fécil (z) perpendicular ao plano
do filme - o chamado limite ultrafino. Nesse limite, podemos escrever as variaveis de spin
como 541 = (0,0, 57), e em coordenadas esféricas temos S7 = cosf, onde 6 representa o
angulo entre o spin S; e o eixo facil. A energia de anisotropia (2.3) entdo é minimizada
quando # = 0 ou € = 7, isto é, quando o spin esta alinhado ou anti-alinhado com o eixo

facil perpendicular ao plano do filme.

No modelo microscopico, a anisotropia superficial tem o papel de restringir as
possiveis orientagoes dos momentos magnéticos do sistema aquelas que correspondem
aos eixos/planos faceis de magnetizagdo. Isso nos permite substituir as varidveis de
Heisenberg, representadas por vetores tridimensionais cléssicos §Z = (S¥,57,57), por
variaveis escalares de Ising S; = (0,0, S7) que podem assumir apenas dois valores: S; = +1
(spin up), ou S; = —1 (spin down). Nesse caso, a componente da interagao dipolar
(2.2) que favorece orientagoes paralelas ao plano é identicamente nula, pois os spins
perpendiculares ao plano da rede satisfazem a relagao S, - Ti; = 0, restando apenas a
contribuicao antiferromagnética. Desse modo, a interagao dipolar entre spins de Ising
corresponde a uma interagdo antiferromagnética de longo alcance [14], e o Hamiltoniano

(2.4) se reduz ao modelo de Ising dipolar, o principal objeto de estudo do presente trabalho:

H=-6> S5+ Sifj, (2.5)

<ig> () i

onde 6 = J/g denota a razdo entre as constantes de troca J > 0 e dipolar g > 0; a primeira

soma < i,j > é feita sobre todos pares de primeiros vizinhos, a segunda soma (i, j) é feita
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sobre todos os pares distintos de spins, e 1;; = |F; — ;| é a distdncia entre os spins S; e S;

em unidades da rede cristalina. A energia é medida em unidades de g.

2.2.3 Estado Fundamental

O estado fundamental do modelo de Ising apenas com interagoes ferromagnéticas
de troca é o ferromagneto simples, com todos os spins apontando na mesma direcao -
configuragdo também chamada de monodominio (Fig. 6(a)). Por outro lado, o estado
fundamental de um modelo de Ising apenas com interagoes dipolares (antiferromagnéticas)
é uma configuracao antiferromagnética (Fig. 6(b)), onde cada spin se encontra anti-
alinhado com seus primeiros vizinhos [14]. Na presenca de ambas as interagoes, em geral,
os estados ferromagnéticos e antiferromagnéticos nao sdo configuragoes que minimizam a

energia total (2.5), e o sistema apresenta o fendmeno de frustragao [2].

Varios filmes magnéticos ultrafinos apresentam magnetizagoes perpendiculares ao
plano do filme. No entanto, uma configuragdo de magnetizacao uniforme (Fig. 5(b)),
apesar de minimizar a energia de troca, maximiza a energia dipolar. Essa energia dipolar
é reduzida quando a amostra se separa em dominios de magnetizacao oposta. A presenca
desses dominios aumenta o comprimento das paredes de dominio, resultando num aumento
da energia de troca (pois nas paredes de dominio os spins estao anti-alinhados). O custo
em energia de troca devido a formacao das paredes de dominio é compensado por uma
reducao da energia dipolar de toda a amostra. No interior de cada dominio, temos regioes
homogéneas em que todos os spins apontam na mesma dire¢ao, minimizando a interacao
de troca localmente; nas interfaces entre dominios, a energia de troca nao ¢ minimizada,
mas a energia dipolar é satisfeita. Essa é a competicao entre as interagoes de troca e

dipolar que d4 origem as fases moduladas de faixas [14].

A interacao dipolar favorece o alinhamento antiferromagnético dos spins para evitar
descompensagoes na magnetizacdo. Assim, mesmo que algumas partes da amostra sejam
desfavoraveis para a interacao dipolar, a energia dipolar pode ser minimizada permitindo
que a carga magnética total da amostra seja zero. Isso significa que a area total de
dominios com orientagoes up e down devem ser iguais. Por conta disso, dois possiveis
estados fundamentais foram sugeridos: (1) um padrao de faixas paralelas de magnetizagao
alternada com largura h [23, 24, 25, 26]; e (2) um padrao de dominios quadrados de
magnetizagao alternada com tamanho linear h, tipo “tabuleiro de xadrez” (checkerboard),
com as paredes de dominios apresentando orientagoes paralelas aos lados da rede subjacente

27].

Diversos estudos, especialmente os calculos da energia do estado fundamental [25,
26| e simulagdes de Monte Carlo [28, 26, 29, 30, 8], mostram que o sistema apresenta
um estado de faixas a baixas temperaturas. A estabilidade dos dominios de faixas se

deve ao fato de que, para um dado valor de h (largura das faixas ou tamanho linear dos
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dominios quadrados), o comprimento total das paredes de dominio de uma configuragao
checkerboard ¢ maior que das configuracoes de faixas. Por conta disso, a energia de troca -
que é geralmente muito maior que a energia dipolar - é menor em um estado de faixas do
que em um estado checkerboard, corroborando a hipdétese de que o estado fundamental

corresponde a uma fase de faixas [14].

A prova mateméatica formal de que o estado fundamental é o estado de faixas foi
apresentada no trabalho de Giuliani, Lebowitz e Lieb (2007) [31], onde foi demonstrado
que sistemas bidimensionais discretos de momentos magnéticos em um plano, sujeitos as
interacoes de troca ferromagnética entre primeiros vizinhos e dipolar de longo alcance
possuem estados fundamentais de faixas periddicas (Figs. 6(c) e 6(d)), e que o estado

ferromagnético de monodominio nunca é o estado fundamental desses sistemas.

Varios resultados importantes sobre a estrutura do estado fundamental do modelo
Ising dipolar (2.5) foram obtidos através de simulagoes de Monte Carlo - geralmente na
rede quadrada com condigoes de contorno periddicas. Dentre esses resultados, destacamos
aqueles de Maclsaac e coautores (1995) [26], que evidenciam a dependéncia do estado
fundamental com a razao entre as interagoes de troca e dipolar § = J/g: o estado
fundamental é uma fase de faixas para 6 > J. &~ 0.425; para ¢ < d., o estado fundamental
¢é antiferromagnético; para 6 > 9., o estado fundamental é composto por faixas de
magnetizacao alternada com largura h, e a largura das faixas depende de §. Além disso,

no limite h >> 1, a largura das faixas cresce exponencialmente com &, h(8) ~ e%/2.

e

S i

(a) ferromagnético (b) antiferromagnético (c) faixas-1 vertical (d) faixas-2 horizontal

Figura 6 — Ilustragao de alguns dos possiveis estados fundamentais do modelo Ising dipolar
(2.5). Configuragoes extraidas das nossas simulagoes de Monte Carlo do modelo
com L =64e (a)d >> 1, h > L; (b) 6 <0425 (¢)d =1; (d) 6 =2. O
estado ferromagnético (a) nunca é o estado fundamental do sistema [31], e
essa configuragao ilustra um efeito do tamanho finito das simulacoes, quando
a largura das faixas h é maior que o tamanho linear do sistema simulado L,
devido ao crescimento exponencial da largura das faixas com o valor de 9.

2.2.4 Propriedades de Temperatura Finita

Como vimos na se¢ao 2.2.3, o estado fundamental do modelo Ising dipolar (2.5)

é um estado antiferromagnético para ¢ < 0.425, e para § > 0.425 é um estado de
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faixas de magnetizacao alternada com uma largura h(d) que depende da razao entre os
parametros de troca e dipolar § = .J/g. Os estados de faixas (Figs. 6(c) e 6(d)) apresentam
tanto ordem orientacional quanto posicional. A ordem orientacional esta relacionada a
invariancia desses estados sob rotagoes de +m. A ordem posicional esta relacionada a
invariancia sob translagoes paralelas e perpendiculares as faixas. Qualquer translacao
paralela satisfaz essa invariancia, mas as translagoes perpendiculares s6 a satisfazem
quando o comprimento corresponde a um multiplo inteiro do periodo de modulagao 2h.
Esse tipo de ordem posicional pode ser chamada de ordem translacional anisotropica [32).
O estado fundamental de faixas é um caso particular de um sélido bidimensional com

periodicidade unidimensional.

O percurso feito por um sistema bidimensional ordenado em dire¢do a um estado
isotropico de altas temperaturas ja foi alvo de diversos estudos e constitui um problema
classico da teoria de fusdo bidimensional [6]. Algumas teorias enfatizam o papel dos
defeitos topologicos e sugerem um processo de miiltiplas etapas, com a presenca de fases
intermediérias e transi¢des de fase de segunda ordem [33, 34, 35, 36]. Outras teorias

preveem uma transi¢ao direta de primeira ordem [5, 23, 30].

O grau de ordenamento em um sistema pode ser quantificado através dos parametros
de ordem. O parametro de ordem, conforme introduzido por Landau (1937) [37], ¢ um
parametro ¢ que permite distinguir as fases simétricas (¢ = 0) das fases com simetria
quebrada (¢ # 0). No caso de sistemas formadores de padroes, o pardmetro de ordem
pode ser definido como um campo ¢(7*) que descreve o sistema ponto a ponto. Em geral,
esse campo é continuo e bem definido, exceto em alguns pontos singulares. Os defeitos
topolédgicos sao singularidades no espaco do parametro de ordem. A topologia e as simetrias
do espaco do parametro de ordem determinam os tipos de defeitos topologicos que podem
ocorrer em um sistema. De acordo com algumas teorias - em especial, a teoria KTHNY -

esses defeitos possuem um papel importante na fusdo de sistemas bidimensionais [33, 34,

35, 36].

Nos sistemas que formam faixas, dois tipos de defeitos topoldgicos sao relevantes: as
dislocagoes (dislocations) e disclinagoes (disclinations) [4], que podem ser visualizados na
figura 7. Uma dislocacao consiste no término de uma faixa e uma distor¢ao correspondente
das faixas em seu redor. Uma disclinacao é o ponto em que duas fronteiras separando
regides em que as faixas estao orientadas em dire¢oes diferentes se encontram e terminam.
As dislocacoes sao defeitos da ordem posicional, enquanto que as disclinacoes sao defeitos

da ordem orientacional [2].

A teoria KTHNY - que leva as iniciais de Kosterlitz, Thouless, Halperin, Nelson e
Young [33, 38, 34, 35] - descreve o processo de fusdo em cristais bidimensionais através
de transicoes mediadas por defeitos topolégicos. Essa teoria foi estendida para sistemas

de cristais liquidos esméticos bidimensionais na auséncia de um substrato por Toner e
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Figura 7 — Acima, representagao esquematica dos tipos de (a) dislocagao e (b,c) disclinagoes
que podem ocorrer na fase de faixas. Fonte: [ |. Abaixo, os mesmos defeitos,

extraidos de configuracoes dos spins das nossas simulagoes de Monte Carlo do
Hamiltoniano (2.5).

Nelson (1981) [36]. De acordo com a teoria KTHNY, a baixas temperaturas, o sélido
bidimensional possui ordem orientacional de longo alcance e uma ordem posicional de
quase-longo alcance, que decai algebricamente com a distancia. Essa fase esmética pode
conter pares ligados de dislocagoes com cargas topoldgicas opostas. Com o aumento da
temperatura, o sistema sofre um processo de dissociacao de dislocagoes, que destroem a
ordem posicional, resultando em uma fase nemdtica, com ordem orientacional de longo
alcance, mas com ordem posicional decaindo exponencialmente com a distancia. A fase
nematica contém dislocagoes, que podem ser vistas como pares ligados de disclinagoes
com cargas topologicas opostas. Com o aumento da temperatura, ocorre uma dissociagao
de disclinagoes, que destroem a ordem orientacional, resultando na fase liquida, onde as

correlagoes posicionais e orientacionais decaem exponencialmente com a distancia.

Ao considerar o efeito de flutuagoes térmicas, Toner e Nelson (1981) [36] mostraram
que as fungoes de correlagao posicionais decaem exponencialmente a zero nas duas diregoes
principais. Isso significa que a ordem posicional é de curto alcance a qualquer temperatura
finita. Portanto, a fase esmética com ordem posicional de longo alcance é instavel para
qualquer temperatura finita devido as flutuacoes nas paredes de dominio; em outras
palavras, a fase esmética s6 existe em T' = 0 K, e a qualquer temperatura finita ela se torna
uma fase nemética, apenas com ordem orientacional de longo alcance. A temperaturas
mais altas, a fase nematica sofre uma transicao de dissociacao de disclinagoes, que destroem
a ordem orientacional do sistema, resultando na fase isotrépica (Fig. 8). A fase esmética

pode ser tornar estavel a temperaturas finitas quando sao considerados efeitos do substrato
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36, 39, 4].
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Figura 8 — Fase esmética estavel apenas para T'= 0 K, tornando-se uma fase nematica
para qualquer temperatura finita devido as flutuacoes das paredes de dominio.
Com o aumento da temperatura, a fase nematica passa a fase isotropica em T,

através de uma transicao de dissociagao de disclinagoes. Fonte: [36].

A teoria de Toner e Nelson (1981) [36] foi aplicada ao caso dos filmes magnéticos ul-
trafinos com anisotropia perpendicular, considerando o efeito de uma anisotropia cristalina
com simetria tetragonal devido ao substrato. Esse trabalho foi realizado por Kashuba e
Pokrovsky (1993) [39] e Abanov e coautores (1995) [4]. Esses autores mostraram que a fase
esmética se torna estavel para temperaturas finitas, utilizando uma aproximacao elastica
em que as constantes elasticas de compressao e flexdo das faixas sdo determinadas em
funcao das intensidades das interagoes magnéticas relevantes. Esses autores identificaram

trés fases com diferentes tipos de ordem:

1. A fase de fairas surge a baixas temperaturas, com os dominios de faixas formando
uma espécie de “cristal liquido esmético” orientado, onde a anisotropia tetragonal
favorece apenas duas dire¢coes mutualmente perpendiculares. Nessa fase, a ordem
posicional é de quase-longo alcance (possui decaimento algébrico com a distancia),
enquanto que a ordem orientacional é de longo alcance. Essa fase suporta a presenca
de pares ligados de dislocagoes com cargas topoldgicas opostas, que possuem energia

finita - ao contrario de uma dislocagao livre.

2. A fase Ising nemdtica surge a temperaturas intermediarias, sendo caracterizada por
uma ordem posicional de curto alcance e uma ordem orientacional de longo alcance.
Partindo da fase de faixas, com o aumento da temperatura, as dislocagoes livres
comecam a se proliferar, destruindo a ordem posicional do sistema em uma transicao
de dissociacao de dislocagoes do tipo KT. A ordem orientacional de longo alcance é
preservada nessa transicao. Essa fase nematica suporta a presenca de pares ligados

de disclina¢bes com cargas topoldgicas opostas.

3. A fase liquido-tetragonal surge em altas temperaturas, sendo caracterizada por ordens
posicional e orientacional de curto alcance. Com o aumento da temperatura a partir
da fase nematica, ocorre a proliferagao de “paredes de dominio de rotacao de faixas”,

que destroem a ordem orientacional do sistema em uma transicao de segunda ordem
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da classe de universalidade de Ising [38, 34]. O liquido resultante dessa transi¢ao nao
é isotrépico, e o termo “tetragonal” se aplica pois o substrato fornece uma anisotropia

que favorece apenas duas dire¢bes mutualmente perpendiculares das faixas.

Levando em conta os efeitos do substrato com simetria tetragonal, Abanov e
coautores (1995) [4] sugeriram dois possiveis cenarios de desordenamento. No primeiro
cenario, o sistema é incapaz de sustentar a fase nematica e passa direto da fase esmética a
fase liquido-tetragonal por uma transicao de primeira ordem. No segundo cendrio, temos
um processo de duas etapas: a fase esmética passa a fase nematica por uma transicao do
tipo KT de dissociacao de dislocacoes, que destroem a ordem posicional algébrica, mas a
anisotropia tetragonal estabiliza a ordem orientacional de longo alcance; em seguida, a
ordem orientacional da fase nematica é destruida pela proliferacao de “paredes de dominio
de rotacao de faixas” em uma transicao de segunda ordem da classe de universalidade de

Ising, resultando na fase liquido-tetragonal.

2.3 Aproximacao de Campo Médio

Nesta secao, revisamos as propriedades do modelo Ising dipolar na aproximacao de
campo médio estudada por Pighin e Cannas [9, 40], que permitem analisar as solugoes de
faixas a baixas temperaturas. Para realizar os calculos de campo médio, é conveniente

reescrever o Hamiltoniano (2.5) na forma:

1
H=—3 > JiiSiS;, (2.6)
i?j
com
0 —1, e j primeiros vizinhos

Jij =10, i=j (2.7)

—%, outros casos

ij

<

A energia livre por particula na aproximagao de campo médio variacional tem a forma [41]

e = 5 (M0 + 57 ) 28)

onde N = L? é o tamanho do sistema, 3 = 1/kgT com a constante de Boltzmann kg = 1,
e as médias (...), sdo tomadas com respeito a uma distribuicao de probabilidades de spins

independentes:

p{Si} = 1:[1p1<51) (2.9)
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As varidveis p;(S;) representam as densidades de probabilidade em cada sitio, e estao

sujeitas aos vinculos:

> =1 (2.10)

onde m; sao os parametros de ordem de cada sitio, a serem determinados variacionalmente.
Propondo uma densidade de probabilidade da forma p;(S) = a+bS e utilizando os vinculos
(2.10) e (2.11), obtemos:

Substituindo (2.12) na energia livre (2.8), obtemos:

1 1
(2.13)
Impondo a condi¢ao de minimizagao 85% = 0 na equagdo (2.13), obtemos as equagdes de

estado de campo médio:

m; = tanh (ﬁZJijmj), i=1,2,...,N. (2.14)
J

As equagoes de campo médio formam um sistema de N equagoes nao-lineares acopladas, e
suas solugoes determinam os minimos da energia livre (2.13). Para T' > T, a unica solugao
¢ um estado paramagnético desordenado. Para T' < T, as solugdes podem ser calculadas
numericamente, introduzindo determinados ansatz para as solugodes - por exemplo, pro-
pondo solucdes que partilhem simetrias com determinados estados fundamentais do modelo.
Assumindo condi¢oes de contorno periddicas, podemos introduzir as transformadas de

Fourier:

1 T
m; = ——=» mzeT, (2.15)
VR

e entao a interagao (2.7) pode ser reescrita em termos dos vetores de onda como:

. 1 Lo
J(k) = 26(cosky + cosky) — > — cos(k - 7)), (2.16)
i T
onde 7; é o vetor posicao do i-ésimo sitio e 7;; = 7; — 7;. Para garantir que os parametros
variacionais m; sejam reais, devemos ter 1m_p = 1. Os vetores de onda k estao restritos

a primeira zona de Brillouin:

2mn; L L
k= 7an], com n; =0,+1,+2,+ (2 — 1) 3 (2.17)
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Expandindo os logaritmos da expressao (2.13) em séries de Taylor para m; =~ 0, temos:

1 24
. m, 9
]—1 25

Z[(l +m;)In(1+m;)+ (1 —my)In(1—m;)| = Z

% 7

(2.18)
e substituindo as expressoes (2.15), (2.16) e (2.18) em (2.13), obtemos:
e = g 3 [1 = TG gl + 5 S )mt @)
2N % i 251\/1]2]—1 2j) "

que possui a forma de uma expansao de Landau. Vale ressaltar que a expansao contém
apenas poténcias pares de m;, consistente com a simetria de inversao (s; — —s; Vi) que
o sistema possui devido a auséncia de um campo magnético externo. Os coeficientes pares
com j > 2 sao todos positivos, pois [1/(25 — 1) — 1/25] > 0 para j > 2. O coeficiente de
segunda ordem muda de sinal com a temperatura: conforme a temperatura é reduzida, o
primeiro coeficiente quadratico a ficar negativo é o coeficiente que corresponde ao maximo
de J (E) A partir dessa expansao de Landau, pode-se concluir que ha uma transicao de
fase de segunda ordem entre uma fase paramagnética desordenada (m; = 0, VE) e uma

fase ordenada (v  # 0), e essa transicao se dd na temperatura critica:
max

T, = max J (k). (2.20)
k

Essa equagao pode ser resolvida numericamente para obter a temperatura critica 7..(9).
Utilizando as transformadas de Fourier (2.15) e (2.16), as equagoes de campo médio (2.14)

tomam a forma:
m; = tanh b ngeig'ﬁf , i=1,2,...,N. (2.21)
VN =

As solugoes numéricas da equacao (2.21) foram analisadas por Pighin e Cannas
(2007) [9] para T < T. e 0 < § < 4. Em especial, eles investigaram as solugoes que possuem
as mesmas simetrias dos estados fundamentais antiferromagnético (AF) e de faixas. Para
esse fim, eles introduziram um ansatz: no caso de um estado antiferromagnético, as solugoes
de (2.21) devem satisfazer my,) = mo(—1)"*¥; no caso de um estado de faixas verticais
de largura h, as solugoes da equacdo (2.21) devem satisfazer me . py) = —M(zy), Y2,y e
Mzy) = Mz, VT, Y,y . No caso das faixas, as condigoes restringem os harmonicos da

equagao (2.15) aqueles que satisfazem
(kos ) = [j:(Ql + 1)2,0} . com | € Z tal que 20 +1 < h. (2.22)

Para h = 1, temos somente k, = m; para h = 2, temos k, = £7/2; para h = 3, temos
k, = +m/3,m, e assim por diante. Isto é, para uma solugao de faixas de largura h, temos

h amplitudes complexas independentes 7. Para que as solucoes sejam reais, devemos ter
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m_g = 1. Substituindo essas condigdes nas equagdes (2.15) e (2.19), obtemos um sistema

de h equacoes nao-lineares para as amplitudes 7 que pode ser resolvido numericamente.

Esses autores [9] calcularam as solugdes de faixas na aproximagdo de campo
médio para larguras h = 1,2,...,6 para diversos valores de § e T' < T,.. Analisando a
estabilidade dessas solugoes, eles observaram a existéncia de uma grande quantidade de

estados metaestaveis na vizinhanga da transicao, que podem ser visualizados nas figuras
9(a) e 9(b).

Figura 9 — (a) Diagrama de fases (0, 7") de campo médio. Os ntimeros na regido de baixas
temperaturas indicam a largura h de equilibrio das faixas de cada fase. A linha
sélida corresponde a temperatura critica 7,(9). A linha tracejada corresponde
a uma transicao de primeira ordem entre as fases ordenadas. Inset: Zoom na
regiao hibrida entre as faixas de largura h = 1 e h = 2. (b) Zoom na regiao
1.6 < d < 2.4. Fonte: [9].

Uma caracteristica notével da andlise de Pighin e Cannas (2007) [9] é a presenga
de regides perto de T.(d) onde nao existem solugdes de faixas - em seu lugar aparece
um outro tipo de solugdo, composta por faixas ferromagnéticas paralelas de diferentes
larguras. Os autores chamaram essas solugoes de “estados hibridos”. Esses estados sao
denotados por (h'h3? ... h'") (seguindo a notagao de Selke e Fisher para o modelo ANNNI
[42]), e representam a repeticao periddica de um padrao fundamental composto por n4
faixas de largura h; (com orientagdes opostas), seguido por ny faixas de largura hy, e
assim por diante (Fig. 10). As regides de solugoes com faixas puras e faixas hibridas
podem ser vistas na figura 9(a). As faixas hibridas surgem entre as regioes de faixas puras
para temperaturas proximas da transicao 7., e as linhas de transi¢ao se ramificam com
o aumento da temperatura. Por exemplo, a transicdo entre os estados de faixas h =1 e
faixas h = 2 culmina em um ponto triplo com a aparigdo das faixas hibridas (12). Com
o aumento da temperatura, a transicao entre os estados h = 1 e (12) sofre uma nova

bifurcacdo em um novo ponto triplo, e assim sucessivamente, com a apari¢do de uma
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sucessao de pontos triplos separando fases de complexidade crescente [40].

Figura 10 — Notagao de Selke e Fisher para os estados hibridos. Fonte: [42, 9].

Na aproximacao de campo médio, as transigoes entre estados de faixas de diferentes
larguras sao de primeira ordem - o que esta de acordo com a existéncia de diversos
estados metaestaveis no diagrama de fases. A transicao entre as fases de faixas e a fase
desordenada é de segunda ordem, ndo apresentando uma fase nemética intermedidria (nem
sendo uma transi¢ao direta de primeira ordem), em desacordo com os cendrios previstos
por Abanov e coautores [4]. Vale ressaltar que essa aproximagao nao consegue capturar
os ordenamentos nematico e liquido-tetragonal, pois essas fases sdo caracterizadas por
auséncia de ordem posicional, e a tinica solucao desordenada possivel nessa aproximacao é

o estado paramagnético [9].

Um motivo por tras disso é o fato da aproximagao de campo médio desprezar
flutuacoes, que sao particularmente fortes em duas dimensoes, pois d = 2 é a dimensao
critica inferior (dimensdo abaixo da qual nao ocorre transicao de fase em temperatura
finita), e d = 4 é a dimensao critica superior (dimensao acima da qual as flutuagoes nao
alteram os expoentes criticos de campo médio). Quando essas flutuagoes sao desprezadas,
sao introduzidas mudancas qualitativas no comportamento critico do modelo. Por esse
motivo, é importante comparar as previsoes de campo médio com aquelas obtidas através
de outros métodos, como as simulagoes de Monte Carlo - discutidas em detalhe nas segoes
24 e 3.1.

2.4 Simulacoes

O modelo Ising dipolar (2.5) foi alvo de extensas investigacoes desde a década de
1990. Apesar de constituir um modelo simples, a frustracdo devido a competicao entre
as interagoes de troca e dipolar da origem a um diagrama de fases complexo, tornando
o modelo interessante e desafiador de ser estudado. Diversas propriedades do diagrama
de fases (4,7) foram elucidadas ao longo das tltimas décadas, como a estrutura do

estado fundamental (segao 2.2.3) e algumas propriedades de temperatura finita do modelo
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(segao 2.2.4). Apesar desses esforcos, a natureza da transigdo entre as fases de faixas e
liquido-tetragonal ainda permanece uma questao em aberto. Um dos objetivos do presente

trabalho ¢ investigar e caracterizar essa transicao.

As simulagoes de Monte Carlo do modelo Ising dipolar presentes na literatura
revelam um diagrama de fases (9, 7)) complexo (Figs. 12, 13 e 14). A baixas temperaturas,
o modelo apresenta fases antiferromagnéticas (AF) para 0 < 6 < 0.4152 (Fig. 11(a)). Para
0.4152 < 6 < 0.4403, o modelo apresenta fases tipo “tabuleiro de xadrez irregular” (IRC,
do inglés irregular checkerboard) com dominios retangulares de spins (Fig. 11(b)) [43,
44). Para § > 0.4403, os estados consistem nas mesmas fases de faizas de magnetizagao
alternada do estado fundamental, caracterizadas por uma largura h que cresce com 0 (Fig.
11(c)) [26]. Esses estados de faixas sdo denotados por hy, he, ..., h, para faixas de largura

h=1, h=2,..., h =n, respectivamente.

Com o aumento da temperatura, as fases ordenadas (AF, IRC, hy, ho, etc.) sofrem
uma transicao para a fase liquido-tetragonal (TL, Fig. 11(e)), que ainda é uma fase
modulada de faixas com dominios bem definidos e simetria tetragonal, mas que nao
apresenta ordens posicional e orientacional [28]. Alguns autores reportaram a presenca
de uma fase nemdtica (Fig. 11(d)) entre as fases de faixas e liquido-tetragonal em uma
faixa estreita de valores 2 < § < 3.6 [8, 9, 45, 44, 10]. Com o aumento da temperatura, a
simetria tetragonal da fase liquido-tetragonal é gradualmente substituida por uma simetria
rotacional completa, resultando na fase paramagnética completamente desordenada (Fig.
11(f)) [2].

O trabalho pioneiro na deteccao da fase nematica nas simulagoes de Monte Carlo
do modelo Ising dipolar foi um estudo feito por Cannas e coautores (2006) [8]. Esses
autores mostraram que para sistemas suficientemente grandes (L > 40), a transigao entre
as fases de faixas e liquido-tetragonal pode apresentar dois cenérios distintos, dependendo
do valor de § = J/g. No primeiro cenério (§ = 1), existe uma tnica transi¢ao de fase de
primeira ordem fraca entre as fases de faixas e liquido-tetragonal. No segundo cenério
(6 = 2), existem duas transi¢oes de fase em temperaturas distintas. A primeira transigao
ocorre em T} ~ 0.772 e esta associada a perda da ordem posicional da fase de faixas,
resultando na fase nematica. A segunda transicdo ocorre em Ty =~ 0.797 e estd associada a

perda da ordem orientacional da fase nematica, resultando na fase liquido-tetragonal.

As simulagoes de Cannas e coautores (2006) [8] ndo puderam determinar definitiva-
mente a natureza das transicoes faixas-nematica e nematica-liquido-tetragonal devido aos
fortes efeitos de tamanho finito, mas eles sugeriram a possibilidade dessas transi¢oes serem
do tipo KT, mediadas por defeitos topologicos [33]. A transigao faixas-nemadtica estaria
associada a um processo de dissociagao de dislocac¢oes, enquanto que a transicdo nematica-
liquido-tetragonal estaria associada a dissociagdo de disclinagoes. Esses resultados sao

consistentes com um dos cendrios previstos por Abanov e coautores [4], de que a transigao
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(d) nemética (e) liquido-tetragonal (f) paramagnética

Figura 11 — Configuragoes de algumas das fases do modelo Ising dipolar (2.5) extraidas
das nossas simulagoes de Monte Carlo com L =64 e (a) 6 = 0.35,7, = 0.15;
(b) 6 =0.43,T, = 0.16; (c,d,e,f) 6 = 2 e temperaturas T, = 0.65, T, = 0.79,
T,=09eT;=6.0.

entre as fases de faixas e liquido-tetragonal procede em duas etapas, com a presenca de

uma fase nematica intermediaria apenas com ordem orientacional de longo alcance.

A fase nemética também foi detectada nas simulagoes de Monte Carlo de Pighin e
Cannas (2007) [9]. Esses autores elaboraram um diagrama de fases (d,7") detalhado (Fig.
13), mostrando que nas regioes do diagrama de fases onde a aproximagao de campo médio
prevé estados de “faixas hibridas” (Fig. 9), as simulagoes apresentam fases nemaéticas.
Quanto ao comportamento de baixas temperaturas, tanto a aproximacao de campo médio
quanto as simulagoes de Monte Carlo preveem a existéncia de um niimero crescente de
estados metaestaveis com o aumento de §, o que dificulta a termalizacao dos sistemas a

baixas temperaturas [29, 9].

Diversos estudos mostram que as transi¢oes de fase entre as faixas de diferentes
larguras sao de primeira ordem, o que é consistente com a presenca de um grande nimero
de estados metaestaveis nas regides de transicao (Fig. 12) [29, 43, 9]. Em particular, a
transigdo entre as fases de faixas h; e hy é encontrada em 6 = 1.2585 [9]. No caso da
transicao entre faixas h; e a fase liquido-tetragonal, foi verificada que a transicao de fase
é de segunda ordem com expoentes que dependem do valor de § [46, 43]. Para valores

maiores que 0 > 1 a transicao ¢ de primeira ordem fraca.

A existéncia da fase nematica também foi verificada nas simulagoes de Bab e

coautores (2019) [10] usando o método de dindmica de tempos curtos (STD). Seus resultados



Capitulo 2. Revisao Bibliogrifica 23

sugerem que as transi¢coes de fase faixas-nematica e nematica-liquido-tetragonal sdo ambas
do tipo KT, devido a dinamica dos parametros de ordem apresentarem comportamento
algébrico com o tempo, com um expoente que depende da temperatura. O diagrama de
fases desses autores pode ser visto na figura 14, onde se pode ver que a fase neméatica

existe em uma faixa estreita de temperaturas para 2 < § < 3.6.

08+ e

06 para ;/ -

Figura 12 — Diagrama de fases (4,7 de Monte Carlo para para 0 < 6 < 2. Os tridngulos
denotam as temperaturas criticas 7.(9) obtidas através do calor especifico
para a transicao entre as fases de faixas hl e h2 e a fase paramagnética. Os
diamantes denotam a linha de transicdo de primeira ordem entre as fases hl
e h2. A regido sombreada corresponde a presenca de estados metaestaveis.
Fonte: [29].

A transicao entre as fases de faixas e a fase liquido-tetragonal continua sendo
um foco de controvérsia, especialmente no que diz respeito a ordem da transicao. Essa
controvérsia é uma consequéncia do carater de longo alcance da interacao dipolar, que
introduz complicac¢oes como frustragao, metaestabilidade e longos tempos de autocorrelagao
em simulagdes de Monte Carlo com algoritmos de atualizacao locais (e.g. Metropolis
[47]) [29, 45, 10]. A presenca de diversos estados metaestaveis a baixas temperaturas faz
com que os sistemas levem longos intervalos de tempo para equilibrar, e por conta disso
as transicoes de primeira ordem fracas podem ser mal interpretadas como transicoes de
segunda ordem. Essas complicagoes tornam as simulacoes lentas e computacionalmente
muito custosas, limitando os tamanhos de sistemas que podem ser investigados na pratica,

o que também dificulta as analises de escalonamento finito para o modelo.

Neste trabalho, estamos interessados em investigar a transicdo entre as fases de
faixas e liquido-tetragonal, com o objetivo de determinar se existe uma fase neméatica
intermediaria. Para este fim, utilizaremos as simula¢des de Monte Carlo, que serdo apre-
sentadas na secao 3.1. A fim de contornar algumas dificuldades referentes a termalizacao
dos sistemas de baixas temperaturas, empregaremos o método de Parallel Tempering, que

serd introduzido na segao 3.3.
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Figura 13 — Diagrama de fases (§,7") de Monte Carlo. Os ntimeros indicam a largura h de
equilibrio das fases de faixas de baixas temperaturas. A ordem das transi¢oes
estd indicada no inset. Fonte: [9].

Figura 14 — Diagrama de fases (§,7) para 2 < § < 3.6. As temperaturas 7 (tridngulos)
e T, (quadrados) denotam as temperaturas de transi¢do faixas-nematica e
nematica-liquido-tetragonal, respectivamente. As linhas tracejadas represen-
tam as transi¢coes de primeira ordem entre estados de faixas com diferentes
larguras. Os ntimeros indicam a largura h de equilibrio das fases de faixas de
baixas temperaturas. Em detalhe, o diagrama de fases completo a partir de
d = 0. Fonte: [10].
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3 Metodologia

Neste capitulo apresentamos os métodos numéricos utilizados para o estudo do
modelo Ising dipolar. A secao 3.1 introduz o método de Monte Carlo e o algoritmo
de Metropolis, que constituem a base das simulac¢oes realizadas no presente trabalho.
Para mitigar efeitos de tamanho finito nas simulagoes, estudamos o modelo em uma rede
bidimensional quadrada de lado L com condigoes de contorno periddicas. O carater de
longo alcance da interacao dipolar complica a implementagdo das condig¢oes de contorno
periddicas, e essas questoes sao abordadas na se¢ao 3.2. Por fim, introduzimos o método
de Parallel Tempering na secao 3.3, que ajuda na termalizacao dos sistemas de baixas tem-
peraturas através da simulagao simultanea e independente de diversas réplicas do sistema
em diferentes temperaturas, governadas por um Hamiltoniano comum, eventualmente

propondo trocas de temperatura entre essas simulacoes.

Como vimos na secao 2.4, o carater de longo alcance da interacao dipolar introduz
uma série de complicagdes nas simulagoes de Monte Carlo. Essas simulag¢oes costumam ser
feitas com algoritmos de atualizacao locais, como os algoritmos de Metropolis ou de banho
térmico, que visitam novas configuragoes do sistema através da inversao de um spin por
vez. A interacao de longo alcance faz com que a inversao de um spin afete todos os demais
spins. Por conta disso, o tempo necessario para realizar um passo de Monte Carlo para
um sistema de tamanho N = L? possui complexidade O(N?), ao invés de O(N) como no
caso de interacoes de curto alcance. Isso torna as simulagoes computacionalmente muito

pesadas e limita os tamanhos de sistema que podem ser investigados na pratica [2].

Outra dificuldade devido ao longo alcance da interagao dipolar estd relacionada
com os efeitos de borda e de tamanho finito. Esses efeitos podem ser mitigados através da
implementagao de condigoes de contorno peridédicas, usando o método de somas de Ewald
2] ou a convengdo da minima imagem [48], discutidas em detalhe na secdo 3.2. O fato de
o estado fundamental corresponder a uma fase modulada de faixas de largura h(d) implica
que o tamanho linear L do sistema deve ser comensuravel com o periodo de modulacao
2h(0). Caso contrario, introduzimos uma frustragao artificial no sistema [40]. Além disso,
pelo fato da largura das faixas do estado fundamental crescer exponencialmente com
d = J/g, apenas sistemas com interagdes dipolares relativamente fortes sdo acessiveis as

simulagoes [26].

Apesar dos efeitos de tamanho finito introduzirem complicagoes nas simulagoes,
eles também carregam informacoes a respeito das divergéncias de volume finito de algumas
quantidades termodinamicas, como o calor especifico e as susceptibilidades: comparando os

resultados de simulacoes com diferentes tamanhos, podemos identificar tendéncias nessas
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quantidades - um método conhecido como escalonamento de tamanho finito (FSS, do
inglés Finite Size Scaling) [49, 50, 51, 52]. Esse método permite identificar divergéncias
ou descontinuidades nos momentos da energia e dos parametros de ordem, auxiliando na

caracterizagao das transi¢oes de fase.

O presente trabalho se propoe a investigar a transicao entre a fase de faixas e a
fase liquido-tetragonal nas simulagoes de Monte Carlo do modelo Ising dipolar. Estamos
interessados em determinar se o modelo apresenta uma fase nematica intermediaria nessa
transicao, e se este for o caso, temos também como objetivo a caracterizagao das transigoes

de fase faixas-nematica e nematica-liquido-tetragonal.

3.1 Simulacoes de Monte Carlo

Vamos considerar um sistema de spins na rede em contato com um reservatorio
térmico que troca energia com o sistema e fixa sua temperatura - isto é, um sistema no
ensemble canonico. Uma configuracao desse sistema é determinada pela especificacao do
conjunto de variaveis de spin {S;}¥,, onde N é o ntimero total de spins. Em particular,
no caso de um sistema bidimensional em uma rede quadrada de lado L, temos que N = L2.
Essas variaveis sao “variaveis de Ising”, no sentido de que assumem apenas os valores
+1 (spin up) e -1 (spin down). A energia de uma determinada configuracdo pode ser

computada através do Hamiltoniano do modelo Ising dipolar:

S;S;
He s Y s SS )
<ig> (ig) i

onde 6 = J/g é a razao entre as interagoes de troca ferromagnética (J > 0) de curto
alcance e dipolar antiferromagnética (g > 0) de longo alcance. A primeira soma é restrita a
pares de primeiros vizinhos, e a segunda envolve todos os pares distintos de spins S; = +1,

wn 23}
1

onde r;; ¢ a distancia entre os sitios “i” e “j” em unidades da rede cristalina.

Idealmente, gostariamos de computar a funcao de particao candnica do sistema

Z= e g= le (3.2)

{s} B
onde kg é a constante de Boltzmann e a soma é realizada sobre todos os estados do sistema.
A partir dela, podemos extrair todas as quantidades termodindmicas em que estamos
interessados. Esse calculo exato, no entanto, s6 é possivel para sistemas muito particulares.
Na maior parte dos casos nao existe uma expressao analitica fechada para a funcao de

particao, e precisamos recorrer a outros métodos para obté-la.

Sabemos da mecanica estatistica que um sistema em equilibrio no ensemble canonico
possui energias concentradas em uma faixa muito estreita de valores. Além do mais,

sabemos que a probabilidade de ocorréncia de um estado com energia F,, em um sistema
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no ensemble canonico a temperatura 7' é dada pelo peso de Boltzmann

P(E,) = ;e BEn, (3.3)

Como o numero de configuragdes possiveis para o sistema cresce exponencialmente

com o ntmero de spins N,y = 2%, torna-se impraticavel computar a funcio de partigao
exatamente, mesmo para os menores tamanhos de sistema. Mas nem tudo esta perdido!
Utilizando o fato de que as energias de um sistema em equilibrio no ensemble candnico se
concentram em uma faixa estreita em torno do valor de equilibrio, e que cada configuracao
ocorre (no equilibrio) com seu peso de Boltzmann, podemos recorrer a uma estratégia

chamada “amostragem por importancia” (importance sampling).

A amostragem por importancia nos permite computar estimadores das quantidades
médias de interesse utilizando apenas aquelas configuracoes que possuem contribuigoes
significativas para a funcao de particdo. Como apenas as configuragoes do sistema que
possuem energias proximas a energia interna de equilibrio contribuirdo significativamente
para a funcao de parti¢do, o peso de Boltzmann surge entdo como uma “distribuigao
de probabilidades natural” para amostrar seletivamente os estados do sistema. Isto é,
ao invés de visitarmos cada estado de maneira equiprovavel, visitamos eles com seus
pesos de Boltzmann apropriados. Dessa forma, os pesos estatisticos de cada configuracao
vém incorporados nelas mesmas por construgao, e podemos computar os estimadores das

quantidades médias através de médias aritméticas simples.

Para fazer essa escolha de estados de modo que cada um apareca com o seu peso de
Boltzmann correto, recorremos a um processo estocastico de Markov: um mecanismo que
uma vez em um dado estado p do sistema, passa a ocupar um novo estado v de maneira
aleatéria - isto é, o novo estado gerado v nem sempre é o mesmo, apesar de partirmos do
mesmo estado inicial p. A probabilidade de o estado v ser ocupado a partir do estado p é
chamada probabilidade de transicio e denotada por P,_,,. Um processo de Markov possui

as seguintes propriedades:

I ) as probabilidades de transicao P,_,, sao independentes do tempo;
IT ) as probabilidades de transi¢do P,_,, dependem apenas dos estados u e v;
I ) >, P, = 1, significando que o processo deve ir a algum estado.

Y

A propriedade (II) é as vezes chamada de “falta de meméria”, pois o sistema “lembra’

apenas do estado imediatamente anterior ao atual.

A ideia basica por tras das simulac¢oes de Monte Carlo é imitar as flutuagoes térmicas
aleatorias que o sistema experiencia de um estado a outro ao longo do experimento. Isto

pode ser feito utilizando o processo estocastico de Markov repetidas vezes para gerar uma
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cadeia de Markov de estados (amostrados com seus respectivos pesos de Boltzmann). A
partir dessa cadeia de estados, podemos calcular os estimadores das médias térmicas dos

observaveis de interesse, como a energia e os parametros de ordem.

Para que o processo estocéastico de Markov produza os estados com os pesos de
Boltzmann adequados, é necessario que o processo satisfaca duas condigoes: a condigao de
ergodicidade e a condicdo de balango detalhado. A ergodicidade, se refere a propriedade
de que qualquer estado do sistema deve ser acessivel a partir de qualquer outro em um
numero finito de passos de um processo estocastico de Markov. Essa condicao nos permite
tomar algumas probabilidades de transicao F,—,, como nulas, mas garante que havera pelo
menos um caminho de probabilidades de transicao nao-nulas entre quaisquer dois estados
escolhidos [53]. A condicio de balango garante que a distribuicao gerada apds o sistema
atingir o equilibrio é a distribuicao de Boltzmann. O sistema estd em equilibrio quando a
taxa com que o sistema faz transicoes do estado p para todos os estados v é igual a taxa

com que ele faz transigoes de v para p [53]:
Zy:pupu%u = zy:pupuﬁ,u- (3.4)
Utilizando a propriedade (III), podemos reescrever isso como:
Pu = ZyjpuPHu. (3.5)

A distribuicao de probabilidades p, serd um equilibrio da dinamica do processo de Markov
para qualquer conjunto de probabilidades de transicdo {P,,} que satisfaca a equagao
(3.5). No entanto, essa condigao ainda é muito geral. Uma forma mais simples e restrita

de garantir que ela seja satisfeita é impondo a igualdade termo a termo na equacao (3.4):

p,uPu—n/ = pl/PV—>;u (36)

conhecida como condi¢cao de balanco detalhado. Essa condicao garante que os estados
gerados possuirao a distribuicao de probabilidades desejada - os pesos de Boltzmann. O
balanco detalhado impoe que, na média, o sistema deve transicionar do estado p ao estado
v com a mesma taxa que realiza transi¢oes do estado v ao estado u. A condigao de balango
detalhado elimina os ciclos-limite do processo de Markov, e garante que o sistema sempre
tenderd a distribuicdo de probabilidades p, quando ¢ — oo [53]. O balanco detalhado pode

ser interpretado como uma simetria de reversao temporal ou “reversibilidade microscopica”.

Queremos que a distribuicao de probabilidades no equilibrio seja a distribuicao de

Boltzmann (3.3). Substituindo esta na condigao de balango detalhado (3.6), temos que

= — = X

PM—>V o pl/ B(EufE#) (37)
Py—m Pu
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Assim, temos duas restri¢oes para a escolha das probabilidades de transicao P, :

ZPM—Wzl

Pusv _ Pv _ 855,

P, pu

(3.8)

Satisfazendo essas condi¢Oes e a condicdo de ergodicidade, entdo é garantido que a
distribuicao de equilibrio dos estados no processo de Markov serd a distribuicao de
Boltzmann. Esses vinculos (normalizagao, ergodicidade, balango detalhado) ainda nos
deixam com uma certa liberdade na escolha das probabilidades de transi¢ao P,—,,. Uma
das escolhas mais amplamente utilizadas é o “Algoritmo de Metropolis”, que examinaremos

em detalhe na préxima secao 3.1.1.

Em resumo: em uma simulagao de Monte Carlo, utilizamos o processo estocastico
de Markov repetidamente para gerar uma cadeia de Markov de estados. Dado um estado
inicial u, utilizamos o processo para gerar um novo estado v, que é entao submetido ao
processo para gerar outro estado A, e assim por diante. O processo de Markov é construido
de uma maneira que, quando executado por tempo o suficiente, produz uma sucessao
de estados que aparecem com as probabilidades dadas pela distribuicao de Boltzmann
(3.3). Esses estados sao entao utilizados para estimar as médias térmicas dos observaveis
de interesse, e computar quantidades como os momentos da energia e dos parametros de

ordem, que auxiliam na caracterizagao das transi¢oes de fase do sistema.

3.1.1 Algoritmo de Metropolis

O algoritmo de Metropolis [47] é um dos algoritmos mais utilizados nas simula¢oes
de Monte Carlo. Ele se baseia na estratégia da amostragem por importancia dos estados,
imitando as flutuagoes térmicas de um sistema no ensemble candnico. o equilibrio, os
estados do sistema sdo amostrados com seus pesos de Boltzmann (3.3), e os estimadores
das médias térmicas dos observaveis de interesse podem ser computador através de médias
aritméticas simples - pois os pesos de Boltzmann vém incorporados nos préprios estados

por construcao.

Para introduzir a amostragem por importancia dos estados, podemos reescrever
a a probabilidade de transi¢cao P,_,, como o produto de uma probabilidade de selecao

g( — v) e uma probabilidade de aceitagao A(p — v):
Pasw = g = 1) A~ v) (3.9)

A probabilidade de selegao g(p — v) é a probabilidade do algoritmo gerar um determinado
novo estado v a partir do estado inicial u. A probabilidade de aceitacao A(u — v) é a taxa
com que o novo estado v é aceito quando ele é gerado a partir do estado p. Dessa forma,

mesmo que as probabilidades de transi¢ao P,_,, satisfagam os vinculos de ergodicidade e
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balanco detalhado, ainda temos uma certa liberdade para escolher as probabilidades de
selegdo e aceitagdo. Vale ressaltar que se as taxas de aceitagao A(p — v) forem muito
baixas, o processo de Markov passa muito tempo “preso” nas mesmas configuracoes, e 0s
estados amostrados podem néao ser representativos do equilibrio. Para que o algoritmo
amostre uma ampla selecao de estados diferentes, uma possivel solugao é tornar a taxa de

aceitagdo A(u — v) o mais préximo da unidade o possivel [53].

Escolhemos as probabilidades de selegao g(u — v) de modo que a condigdao de
ergodicidade seja satisfeita. No caso de spins de Ising, dado um estado inicial p, podemos
chegar a qualquer outro estado v simplesmente invertendo um nimero finito de spins. Vale
lembrar que um sistema no ensemble candnico passa a maior parte do seu tempo em um
subconjunto de estados concentrados numa faixa estreita de energias, raramente visitando
estados que alteram significativamente a energia do sistema. Com isso em mente, nao
desejamos propor transicoes entre estados p e v com energias muito diferentes. O jeito
mais simples de gerar um novo estado v com energia proxima ao estado atual p é através
da inversao de um tnico spin. Dizemos que os algoritmos que visitam estados através da
inversdo de um spin por vez possuem “dindmica de inversao de um unico spin” (SSFD, do

inglés single-spin-flip dynamics) [53].

A dinamica de inversao de um tnico spin garante que os novos estados gerados
possuem energias proximas ao estado atual, e também garante a condicao de ergodicidade
- pois a partir de qualquer estado p é possivel chegar a qualquer outro estado v em uma
rede finita invertendo um ntmero finito de spins. No algoritmo de Metropolis, escolhemos
as probabilidades de selecao g(u — v) para cada um dos estados possiveis v como iguais.
Se o sistema possui N spins, com a SSFD temos N spins possiveis para inverter, e portanto
temos NN estados possiveis v que podemos atingir a partir do estado u. Temos portanto N

probabilidades de selecao nao-nulas, e cada uma delas toma o valor:

glp —v) = ]1[ (3.10)

Com essas probabilidades de sele¢éo, a condi¢ao de balango detalhado (3.7) toma a forma:

Posw _9p =) A —=v) _ Alp=v) _ g5, (3.11)
Posy  g(v = m)AW —p) — Alv — p)

Agora nés precisamos escolher as taxas de aceitagao A(u — v) de modo a satisfazer a
equacgao (3.11). Para tornar o algoritmo o mais eficiente o possivel, queremos maximizar
as probabilidades de aceitagdo. Notando que a equagao (3.11) especifica apenas a razao
entre os pares de probabilidades de aceitacao A(u — v) e A(v — p), podemos atingir a
maximizac¢ao impondo uma dessas probabilidades como 1 e ajustando a outra de maneira

a satisfazer o vinculo (3.11).

Por exemplo, suponha que os estados p1 e v sao tais que £, < E,, isto é, 1 € o

estado de menor energia. Entao a maior taxa de aceitagdo é A(v — ), que tomamos
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como A(v — u) = 1, e para que a equagao (3.11) seja satisfeita devemos ter A(u — v) =
e AE—EL) - Assim, o algoritmo 6timo é aquele que satisfaz

e PE~E) e B, > B,

Alp —v) = (3.12)

1, outros casos.
Isto é, se selecionamos um estado novo v que possui energia menor ou igual ao estado
presente u, sempre aceitamos a transi¢ao para esse novo estado - imitando a tendéncia
do sistema de minimizar a energia. Se o novo estado possui energia maior, entao esse
estado é aceito com a probabilidade da equagao (3.12) - imitando as flutuagoes térmicas
que o sistema sente pelo contato com o reservatorio térmico a temperatura 7. Esse é
o algoritmo de Metropolis para o modelo de Ising com SSFD, um dos algoritmos mais
famosos e amplamente utilizados nas simulagoes computacionais, introduzido por Nicolas

Metropolis e coautores em 1953 [47].

As simulagoes realizadas no presente trabalho utilizaram o algoritmo de Metropolis
com dindmica de inversao de um tunico spin. A unidade de tempo dessas simulagoes é
o passo de Monte Carlo (MCS, do inglés Monte Carlo Step), que consiste em um ciclo
completo de tentativas de inverter um tunico spin. Elas foram utilizadas para amostrar os
estados do sistema nas temperaturas de interesse. Para cada estado da cadeia de Markov,
podemos calcular o valor do observavel de interesse ;. Se uma determinada simulagao
visitou um total de M estados, entdo o estimador da média térmica desse observavel (Q)

pode ser calculado através de uma média aritmética sobre os M estados:
1 M
= — i 3.13
@ =520 (313)

A fim de computar quantidades que auxiliam na caracterizagdo das transi¢oes de
fase do modelo, como os momentos da energia e dos pardmetros de ordem (introduzidos em
detalhe no capitulo 4), calculamos também os estimadores da média térmica das poténcias

quadraticas e quarticas dos observaveis de interesse:
1 M
(@) ==>QF k=12 (3.14)
M=

Como as simulagoes de Monte Carlo s@o baseadas em um processo estocéstico de
Markov - isto €, sao geradas a partir de eventos aleatoérios - os erros introduzidos nas
medidas sucessivas de um observavel sdo de natureza estatistica. Por conta disso, o erro

no estimador de um observavel é simplesmente o erro padrao da média [53]:

(@%) —(@)?
=y 3.15
7 M1 (8.15)
A expressao (3.15) assume que as medidas Q;, ¢ = 1,2,..., M sdo estatisticamente

independentes - o que em geral nao é verdade. As simulagoes de Monte Carlo com algoritmos
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de atualizacoes locais (como é o caso do algoritmo de Metropolis) produzem medidas
sucessivas fortemente correlacionadas, o que gera amostras fortemente correlacionadas,
introduzindo vieses nos estimadores dos observaveis de interesse e produzindo barras de
erro nao confiaveis. No modelo Ising dipolar, a situacao é ainda pior, pois a frustracao e a
metaestabilidade fazem com que os sistemas apresentem longos tempos de relaxagao para
o equilibrio [45]. Como uma alternativa, podemos calcular as barras de erro através do

método Jackknife.

O método Jackknife é uma técnica de reamostragem que nos permite calcular os
erros nos estimadores das médias térmicas dos observaveis em que estamos interessados.
Nesse método, utilizamos um conjunto de M medidas independentes de uma simulacao
para calcular, por exemplo, o estimador do calor especifico ¢(T') em uma determinada
temperatura 7. Além do estimador do calor especifico, calculamos também outros M
estimadores ¢;(T") definidos como o valor do calor especifico sobre um conjunto de M — 1
medidas, onde a i-ésima medida da energia é deixada de fora. Isto é, a partir do conjunto
de M medidas, removemos a primeira medida, restando as outras M — 1 que entao usamos
para calcular o calor especifico ¢;. A primeira medida é colocada de volta no conjunto, e
removemos a segunda medida para calcular ¢; de maneira analoga, e assim por diante.

Pode-se mostrar [53] que uma estimativa para o erro no estimador de ¢(7") ¢ dada por:

n

o= 1> (c(T) —¢(T))3, (3.16)

=1

onde ¢(T') é o estimador do calor especifico considerando todas as M medidas. Este foi o

método utilizado para calcular as barras de erros nos graficos da segao 4.1.

3.2 Condicoes de Contorno Periddicas

Em uma simulacao de Monte Carlo, a rede quadrada bidimensional de spins pode
ser representada através de um conjunto de N = L? varidveis inteiras, que assumem
apenas os valores £1, podendo ser guardadas em um vetor ou uma matriz. Esse conjunto
de N varidveis representa a nossa caixa de simulacao. Aplicar condigcoes de contorno
periodicas significa especificar que os spins em uma borda da caixa de simulagao sao
vizinhos dos spins correspondentes na outra borda (ver figura 15). Para que as condigbes
de contorno periddicas funcionem, é necessario que a caixa de simulacao tenha um formato
que preencha perfeitamente o cristal (neste caso, bidimensional). Nas simulagoes de Monte
Carlo, as condicoes de contorno periddicas costumam ser aplicadas para tentar estimar as

propriedades bulk do sistema.

A implementacao de condigoes de contorno periddicas garante que todos os spins
do sistema possuam o mesmo nimero de vizinhos e a mesma geometria local, de modo que

nao ha spins na borda do sistema com propriedades diferentes dos demais. Desse modo,
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todos os spins sdo equivalentes e o sistema possui simetria de transla¢ao [53]. Isso nos
permite aproximar o comportamento do sistema no limite termodinamico N — oo usando

apenas a informacao de um sistema finito.

As interagoes de longo alcance introduzem fortes efeitos devido ao tamanho finito
da rede de spins, pelo fato de cada spin sofrer a influéncia direta das bordas da rede.
Aplicar condigoes de contorno periddicas ajuda a mitigar esses efeitos de tamanho finito,
mas sua implementacao ¢ mais engenhosa quando o sistema possui interagoes de longo
alcance. A forma usual de tratar esse problema é através da técnica de somas de Ewald

2] ou a convengao da minima imagem [54].

No presente trabalho, as condi¢oes de contorno periédicas foram implementadas
através da convencao da minima imagem. A convengdo da minima imagem consiste em
simplesmente anexar cépias da caixa de simulagao em cada borda do sistema simulado.
Desse modo, cada spin possui uma imagem replicada em cada um dos volumes ficticios, e
cada spin na simulagao interage apenas com a imagem mais proxima dos outros spins do
sistema (ver figura 16). A comparacao do efeito das somas de Ewald e da convencao da

minima imagem nos resultados das nossas simulagoes pode ser encontrada no apéndice A.

Figura 15 — Condic¢oes de contorno periddicas na rede bidimensional quadrada. Fonte:
[55]
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Figura 16 — Convencao da minima imagem na rede bidimensional quadrada. A linha
vermelha mostra a menor distancia, utilizada para calcular a interacao dipolar.
As linhas azuis mostram as outras distancias consideradas. Fonte: figura
adaptada de [56]
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3.3 Parallel Tempering

Uma das dificuldades com as simulagdes de Monte Carlo do modelo Ising dipolar
esta associada a frustracao gerada pela competicao de interagoes. A frustracao faz com que
o sistema apresente uma dindmica lenta para o equilibrio. Além disso, as fases de baixas
temperaturas de sistemas complexos com interagoes competitivas costumam apresentar
diversos minimos locais que sao separados uns dos outros por barreiras de energia, e o
tempo caracteristico para um sistema escapar de um minimo local cresce exponencialmente
com a diminui¢ao da temperatura. Isso introduz um problema de relaxagao nas simulagoes
de Monte Carlo que utilizam algoritmos locais de atualizagao, como é o caso do algoritmo
de Metropolis [7].

Uma possivel abordagem para a simulagdo de sistemas com dinamica lenta é o
método de témpera simulada (simulated tempering) desenvolvido por Marinari e Parisi
(1992). Estamos especialmente interessados em uma variagao desse método, denominada
de Parallel Tempering [7]. O Parallel Tempering é um algoritmo pertencente & classe de
métodos de ensemble estendido (extended ensemble method), que se baseia na ideia de
que uma extensao do ensemble candnico pode ser introduzida de modo que seja possivel

realizar a amostragem de Monte Carlo eficientemente a baixas temperaturas.

A ideia basica do método de Parallel Tempering consiste na simulagao de diversos
sistemas independentes, descritos pelo mesmo Hamiltoniano H, em diferentes temperaturas.
Cada sistema ¢ atualizado independentemente por t,,,. MCS e entdao sao propostas trocas
de temperaturas entre pares de sistemas com temperaturas distintas. Dessa forma, as
simulac¢ées com temperaturas altas ajudam as simulacoes com temperaturas baixas a

cruzar as barreiras de energia do sistema e escapar dos minimos locais.

O método de Parallel Tempering que empregamos trata um sistema composto
que consiste em diversas réplicas do sistema em questdo [7]. A temperatura atribuida a
cada réplica é distribuida de maneira a incluir fases de altas e baixas temperaturas. Esse
sistema composto ¢é simulado da seguinte maneira: na maior parte dos passos de tempo,
simplesmente atualizamos cada sistema independentemente com o algoritmo de Metropolis;
de vez em quando, ao invés de atualizar os sistemas, propomos trocas de temperaturas
entre pares de réplicas com temperaturas vizinhas. A ideia é que as simulac¢oes de altas
temperaturas auxiliem as simulac¢oes de baixas temperaturas a escapar dos minimos locais

da energia livre, ajudando o sistema a equilibrar adequadamente em cada temperatura.

Formalmente, o sistema composto consiste em M replicas ndo-interagentes gover-
nadas por um Hamiltoniano comum #(X). Cada réplica m estd em contato com um
reservatorio térmico associado & temperatura inversa 3, (por conveniéncia, tomamos
Bm < Bma1,1.e. Ty > Tyiq). Um estado desse ensemble estendido é determinado pela

especificagdo da configuracao X, de cada réplica, {X} = {X1, Xo,... X }. A funcdo de
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particao desse sistema é dada por:

Z = TT{X} exXp [— ; ﬁmH(Xm)] = 1__[1 Z(ﬁm), (3.17)

onde Z(f3) é a fungdo de particao do sistema original (célula unitéria).

Para um dado conjunto de temperaturas {8}, a distribuigdo de probabilidades das

configuragoes do sistema composto é dada por

P(X,p) = l__[ Peg(Xom, Bm), (3.18)
onde X
Puy(X.5) = 15 expl ~BH(X)) (3.19)

sao as distribuicoes de probabilidade de cada sistema individual na sua devida temperatura.

Para construir o processo de Markov, introduzimos a matriz de transi¢ao T'(X, 3,,| X', )
que representa a probabilidade de trocar as configuracoes das réplicas m e n. Para que o
sistema permanega em equilibrio, é suficiente impor a condicao de balanco detalhado para

a matriz de transicao [7]:

P(o. 5 X, By 5 X B )T(X, B X, Br) =
P(os X B3 X, Bay o )T(XY, Bl X, B).-
(3.20)

Utilizando a equagao (3.19), podemos escrever:

TXBnX'5) _ a p o o
TO0 X ) ¢ 0 87 B Bu)(HX) = HXT). (3.21)

Adotando o algoritmo de Metropolis para a troca de réplicas, as probabilidades de transicao

entre réplicas podem ser expressadas como:

, 1, se A <0
e, se A>0

onde A é dado pela equagao (3.21) e se refere a diferenca de energia total (e ndo por spin)

das duas simulacoes cuja troca estd sendo proposta.

Quando estamos simulando mais de duas temperaturas por vez, é necessario
lembrar que a faixa de valores de energia amostradas por um sistema no ensemble candnico
a uma certa temperatura 7 decresce com o tamanho do sistema como 1/ VN. Além
disso, a probabilidade de aceitacao das trocas decai exponencialmente com a diferenga das

temperaturas inversas 3,, — 5,. Por conta disso, as trocas propostas s6 serao aceitas quando
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os sistemas a serem trocados tiverem energias comparaveis e/ou temperaturas proximas.
Isso significa que as distribuigoes de energia das simulagoes a diferentes temperaturas
devem se sobrepor para que as trocas sejam aceitas. Neste trabalho, cada simulacao tentara
trocar de temperatura apenas com as simulagoes que estao em temperaturas vizinhas
(i.e. consideramos apenas trocas de réplicas com n = m + 1), onde a sobreposigao das
distribuicoes de energia ainda é apreciavel. Pode-se mostrar que esse algoritmo satisfaz as
condigoes de ergodicidade e balanco detalhado, e que esse método amostra corretamente a

distribui¢ao de Boltzmann para cada uma das temperaturas simuladas [7].

O procedimento para a simulacao do sistema no ensemble estendido com o algoritmo

de Parallel Tempering pode ser resumido nos seguintes passos:

1. Cada réplica é simulada simultaneamente e independentemente no ensemble candnico

com o algoritmo de Metropolis por t,,,, passos de Monte Carlo (MCS);

2. Apo6s cada sistema ter sido atualizado por t,,.. MCS, sdo propostas trocas das
temperaturas 3, e 0,41 entre pares de réplicas com temperaturas vizinhas; as trocas

sdo aceitas com a probabilidade T'(X,,, B | Xm+1, Bmt1) da equagao (3.22).

Uma implementacao do método de Parallel Tempering utilizando MPI pode ser
encontrada no repositério Github! de Réomulo Cenci, membro do grupo de Mecanica
Estatistica da Universidade Federal de Santa Catarina. Os resultados apresentados no
capitulo 4 foram obtidos com base em uma adaptacao desta implementagao para o modelo

Ising dipolar.

Uma escala de tempo relevante nessas simulagoes é o tempo %,,,4, decorrido entre as
tentativas de trocas de temperaturas das simulagoes. Um bom candidato para esse tempo
caracteristico é o tempo de descorrelacio, definido a partir da funcao de autocorrelacao de
energia:

tmaz—

xe(t) = Z EE({ +1t)

tmax -

tmaa:t tmaxz—t
—(t — ZE )(t — ZEt—f—t)

Essa funcdo mede quanto os valores de energia separados por um intervalo de tempo

(3.23)

“t” estao correlacionados. Para tempos suficientemente longos, essa fun¢ao decai como
Xe(t) ~ et
quantifica o tempo decorrido necessario para que dois estados possam ser considerados

, com uma escala caracteristica dada pelo tempo de descorrelagao 7, que

descorrelacionados. Um plot semi-logaritmico de xg(t) nos permite estimar 7. Alterna-
tivamente, podemos extrair essa escala de tempo olhando para o tempo de correlacao
integrado [53].

1

https://github.com/romcenci/ParallelTemperingMPI
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No presente trabalho, as medidas dos observaveis de interesse sao realizadas logo
antes das trocas de temperatura, e portanto o tempo t,,,, decorrido entre as trocas
coincide com o nimero de passos de Monte Carlo (MCS) entre as medidas. Assim,
escolhendo t,,,, igual ao tempo de descorrelagao 7, obteremos um conjunto de medidas
descorrelacionadas para calcular os estimadores dos observaveis de interesse e suas barras

de erro correspondentes.

O comportamento da funcao de autocorrelacao de energia do modelo Ising dipolar
para diferentes temperaturas pode ser visto na figura 17. Como se pode ver, apos cerca de
10* MCS, os valores de energia ja estdo descorrelacionados. Com base nisso, nés escolhemos
tmaz = 10* MCS como o tempo decorrido entre as tentativas de troca de temperatura no

algoritmo de Parallel Tempering.
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Figura 17 — Funcao de autocorrelacao de energia em fun¢ao dos passos de Monte Carlo
para diferentes temperaturas no modelo Ising dipolar com L =64 e § = 2. As

medidas de energia estdo descorrelacionadas apés te ~ 10* MCS.

As simulagoes de Monte Carlo com o algoritmo de Metropolis ou banho térmico
costumam ser feitas descartando longos periodos transientes (da ordem de 10 MCS), e
realizando medidas por periodos ainda maiores (da ordem de 10” a 10% MCS). Esses longos
periodos estao associados ao fato de o sistema demorar muito para equilibrar de maneira
adequada. No presente trabalho, o nimero de medidas foi consideravelmente menor do
que essas escalas tipicas das simulagoes de Monte Carlo para o modelo, mas queremos
mostrar que o processo de trocas de temperaturas do método de Parallel Tempering ajudou
bastante na termalizacao de cada sistema, e apesar do niimero reduzido de amostras,
a qualidade estatistica das quantidades termodinamicas estudadas se manteve boa, no
sentido ser possivel apreciar a presenca das trés fases (faixas, nemaética e liquido-tetragonal)
e das duas transi¢oes de fase reportadas na literatura [28, 8, 9, 10], conforme veremos no

capitulo 4.
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3.3.1 Distribuicao de Temperaturas

A escolha da distribuicdo de temperaturas das réplicas possui uma grande influéncia
no desempenho das simulagoes com Parallel Tempering. Neste trabalho, utilizamos o
método iterativo de Hukushima e Nemoto (1996) [7] para determinar essa distribuigao de
temperaturas. Este método consiste em simular uma distribuicao inicial de temperaturas
{6} para estimar as probabilidades de aceitagdo das trocas {p,,}. Uma vez computadas
as probabilidades de aceitac¢do, construimos um novo conjunto de temperaturas {3, } a

partir do conjunto antigo {f,,} através das relagoes:

B = H
Pm
Y, . Pm _
By = Bin1 + (B — Bm—-1) o m=2,3,..., M. (3.24)
Ly
Cc= Pm
M-1~=

até que a distribuicao de temperaturas convirja.

A temperatura atribuida a cada réplica deve ser distribuida de modo que contemple
tanto fases de altas e baixas temperaturas. A temperatura mais alta do conjunto deve
se encontrar em uma fase de altas temperaturas do sistema, onde o tempo de relaxacao
(correlacdo) é muito curto e existe apenas um minimo no espago de energia livre. A
temperatura mais baixa deve se situar em alguma regiao de baixas temperaturas cujas

propriedades desejamos estudar.

Para que cada réplica consiga visitar toda a distribuicao de temperaturas, as
probabilidades de aceitacao (3.22) do processo de trocas entre pares de réplicas em
diferentes temperaturas devem ser préoximas da unidade e aproximadamente constantes
[7]. Esses autores [7] estimaram que o nimero de temperaturas simuladas deve ser da
ordem de v/N. No presente trabalho, realizamos as simulacdes com um nimero de
temperaturas (M = 100) maior que O(v/N) para os tamanhos de sistemas investigados
(N =1232<L<64).

A evolucgao da distribuicao de temperaturas com as iteragoes do método de Hu-
kushima e Nemoto [7] para o modelo Ising dipolar pode ser vista na figura 18(a). O
conjunto de temperaturas nao foi modificado significativamente apds cerca de 50 iteragoes.
A figura 18(b) mostra as distribuigdes finais de temperatura obtidas pelo método de Hu-
kushima e Nemoto para diferentes tamanhos de sistema. Vale notar que as distribui¢oes de
temperatura para os diferentes tamanhos de sistema convergiram para o mesmo conjunto

de temperaturas.

A probabilidade de aceitacdo das trocas para cada temperatura pode ser vista
na figura 19. Pode-se notar um actiimulo de temperaturas em torno da temperatura de

transicdo. A probabilidade média de aceitacao das trocas foi paee.mea = 0.80 £ 0.04, o que
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é préximo da unidade, como os autores [7] sugerem, indicando que cada réplica conseguiu

visitar uma boa parte do conjunto de temperaturas.

A comparacao das distribuicoes de temperatura obtidas pelo método de Hukushima
e Nemoto com as distribui¢bes de temperatura com intervalos constantes em T e em
B = 1/kgT pode ser vista na figura 20. A distribui¢do obtida pelo método de Hukushima
e Nemoto acumulou mais temperaturas em torno das regioes de transi¢ao, onde estamos
interessados em realizar as investigacoes - e por esse motivo foi a distribuicao escolhida

para as simulacoes de Parallel Tempering do capitulo 4.
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Figura 18 — (a) Evolugao da distribui¢do de temperaturas com as iteragbes do método de
Hukushima e Nemoto [7] para o modelo Ising dipolar com L = 56,6 =2e M =
100 temperaturas inicialmente temperaturas inicialmente equiespagadas em [3
(i.e. Bmt1 = PBm + A)). (b) Distribuicao final de temperaturas para diferentes
tamanhos do sistema, inicialmente equiespacadas em (3. As distribui¢oes de
temperatura dos diferentes tamanhos de sistema convergiram para o mesmo
conjunto de temperaturas.
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Figura 19 — Probabilidade de aceitagdo das trocas de temperatura em fungao da tempe-
ratura para L = 56 e § = 2. Note o acumulo de temperaturas em torno da

regido critica. A probabilidade de aceitagdo média de trocas entre réplicas foi
Pace,med = 0.80 = 0.04.
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Figura 20 — Comparagcao das distribui¢des de temperatura com intervalos constantes em
B =1/T (Bix1 = Bi +9), intervalos constantes em T' (T;11 = T; + ) e pelo
método iterativo de Hukushima e Nemoto [7].



41

4 Resultados

Neste capitulo sao apresentados os principais resultados desta dissertacao, obtidos
através de simulacoes de Monte Carlo do modelo Ising dipolar com o algoritmo de
Parallel Tempering (secao 3.3). Nossos resultados apontam para a presenga de uma
fase nematica intermediaria, apenas com ordem orientacional, entre as fases de faixas
de baixas temperaturas e liquido-tetragonal de altas temperaturas. Esses resultados sao
consistentes com as simulagdes de Monte Carlo de Cannas e coautores (2006) [8], que
foram pioneiros na identificacdo da fase nematica no modelo. Na secao 4.1 introduzimos
os parametros de ordem posicional e orientacional, utilizados para distinguir os diferentes
tipos de ordenamento em cada fase. A secao 4.2.1 apresenta os histogramas de energia
e parametros de ordem para diferentes temperaturas, evidenciando a presenca da fase
nematica intermediaria. Para confirmar o tipo de ordem em cada fase, analisamos as
fungdes de correlacao espaciais e orientacionais na se¢ao 4.2.2. As temperaturas de transicao
sao obtidas através da andlise de escalonamento finito dos momentos da energia e dos
parametros de ordem na secao 4.3.1, aonde também tentamos caracterizar a ordem de cada
transicao. Nossos resultados apontam para a existéncia de uma fase nematica em uma
faixa estreita de temperaturas, que parece ser estavel no limite termodinamico. A presenca
de pares de picos nas distribuigoes de energia e parametros de ordem na vizinhanca
da transigao faixas-nematica, em conjunto com o comportamento de escalonamento de
tamanho finito do calor especifico e do cumulante de 4* ordem da energia sao consistentes
com uma transicao de fase de primeira ordem. A transicdo faixas-neméatica também
apresenta pares de picos nas distribuicoes de energia, mas as distribui¢oes de parametros
de ordem parecem indicar uma transicado continua. A interpretacao desses resultados é
complicada devido aos fortes efeitos de tamanho finito introduzidos pelo carater de longo
alcance da interacao dipolar. A simulacao de sistemas maiores ainda se faz necessaria para

caracterizar adequadamente essas transicoes.

Para evitar introduzir uma frustracao artificial no sistema, os tamanhos de sistema
(L) simulados devem ser comensuraveis com a largura de equilibrio das faixas h(J) para o ¢
correspondente [40]. Nosso trabalho se concentrou principalmente no caso com 0 = 2, que
corresponde a um estado fundamental de faixas de largura h = 2. Este valor foi escolhido a
fim de comparar nossos resultados com algumas das simulagoes de Monte Carlo presentes
na literatura [30, 8, 9, 10]. Em alguns desses trabalhos [30, 8, 9], as condi¢oes de contorno
periodicas foram implementadas através do método de somas de Ewald, enquanto que no
presente trabalho elas foram implementadas através da convencao da minima imagem.
A comparacgao do efeito das somas de Ewald e da convencdo da minima imagem nos

resultados das nossas simulagoes pode ser encontrada no apéndice A.
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O céalculo dos observaveis de interesse foi feito para cada uma das temperaturas
T e tamanhos de sistema L utilizando o método de Parallel Tempering introduzido na
secao 3.3. Essas simulagoes foram realizadas com M = 100 réplicas dos sistemas utilizando
o algoritmo de Metropolis. A distribuicao de temperaturas utilizada foi aquela obtida
pelo método de Hukushima e Nemoto [7] descrito na segao 3.3.1, com temperaturas entre
0.6 < T < 1.6 inicialmente equiespacadas em = 1/kgT. Cada réplica foi simulada por
tmaz = 10* MCS, e em seguida foram realizadas tentativas de trocas de temperaturas
entre as réplicas. Apds as trocas de temperatura, cada réplica é atualizada por mais
tmaz MCS e entao as trocas de temperaturas sao propostas novamente. Esse processo foi
repetido Nyyoeas = 10* vezes, de modo que cada temperatura foi simulada por um total de
Nirocas - tmaz = 108 MCS. As medidas foram realizadas a cada t,,,., MCS, gerando um total
de M - Nipocas = 10° medidas descorrelacionadas' de energia e parAmetros de ordem. Para
efetuar o calculo dos momentos da energia e parametros de ordem, as primeiras 10° trocas
foram descartadas para a termalizacao. Os detalhes técnicos sobre os tempos de simulagao
e os recursos computacionais utilizados para produzir os resultados deste capitulo podem

ser encontrados no apéndice B.

4.1 Momentos da Energia e dos Parametros de Ordem

Um dos principais objetivos do presente trabalho é investigar como se d4 a transicao
entre as fases ordenadas de faixas e a fase liquido-tetragonal. Como vimos no capitulo 2,
algumas teorias [4] apontam para a presenca de uma fase nemadtica intermedidria entre as
fases de faixas e a fase liquido-tetragonal. A fase nematica ja foi detectada em algumas
simulagoes de Monte Carlo presentes na literatura [8, 9, 10|, mas a natureza das transi¢oes

de fase faixas-nematica e nematica-liquido-tetragonal permanece uma questao em aberto.

A fase nematica é caracterizada por apresentar de ordem orientacional de longo
alcance sem apresentar ordem posicional. Para que seja possivel identifica-la, é necessario
introduzir os parametros de ordem adequados para medir esses tipos especificos de ordem.
O parametro de ordem posicional esta relacionado com a existéncia de periodicidade nas
direcoes cartesianas & = 7, e quantifica o quanto um certo estado se assemelha a um
estado de faixas de largura h. Utilizando uma forma analoga aquela introduzida por
Gleiser e coautores (2002) [29], esse pardmetro de ordem pode ser calculado através das

quantidades:
] L=1L-1

My = N Z Z(_l)(xim)/h‘g(x?y)v (4'1)

z=0 y=0

1 L-1L-1

my =+ Z Z(—l)(y_¢y)/h5(x,y), (4.2)

=0 y=0

L Ver funcio de autocorrelacdo de energia na secdo 3.3
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onde S(z,y) é o spin com coordenadas x,y na rede quadrada, e ¢, e ¢, sdo as fases
correspondentes, quantificando onde comeca a oscilacao da modulacao. Para determinar
m, (my), deve-se calcular todos seus valores para as diferentes fases entre 0 e z%h (y%h)
e tomar o maior deles. O parametro de ordem posicional global, também chamado de

magnetizacio staggered é entdao definido como:
(4.3)

Em uma fase de faixas de largura h completamente ordenada, temos my = 1. Nas fases

nematica, liquido-tetragonal e paramagnética, temos mg = 0.

O parametro de ordem orientacional, introduzido por Booth e coautores (1995)

28], é definido como:
Ty — Np,

n=—— (4.4)
Ny + Ny,

onde n, (n;) é o numero de ligagoes verticais (horizontais) entre pares de spins com sinais
opostos. Esse parametro toma valor n = +1 (-1) em um estado de faixas verticais (hori-
zontais) completamente ordenado, e n = 0 nas fases liquido-tetragonal ou paramagnética.
Nas analises que seguem, nao estamos interessados em diferenciar a direcao preferencial
das faixas (vertical ou horizontal), mas apenas em determinar se a ordem orientacional
estd ou nao presente no sistema. Por esse motivo, as médias estatisticas do parametro de

ordem orientacional serdo tomadas com respeito a seu valor absoluto (|n]).
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0.6 F Mg, L=40 O
% In, L=48 e
= | meg, L=48 O
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Figura 21 — Pardmetros de ordem posicional mg e orientacional || em funcao da tempe-
ratura para 0 = 2 e diferentes tamanhos do sistema. A fase nemaética esta
presente na faixa de temperaturas 0.78 < T < 0.82. As barras de erro foram

ocultadas pois seus tamanhos foram inferiores aos dos pontos.

A figura 21 mostra o comportamento dos parametros de ordem posicional mg e

orientacional |n| em funcdo da temperatura para 0 = 2 e diferentes tamanhos de sistema.
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A regido em que mg ~ 1 e |n| &~ 1 corresponde a fase de faixas de largura h = 2. Em
T =~ 0.78, o sistema perde a ordem posicional, mas mantém a ordem orientacional de longo
alcance e se encontra na fase nematica intermediaria. Em T = 0.82 o sistema perde a

ordem orientacional, resultando na fase liquido-tetragonal.

Apesar de ser possivel identificar visualmente a fase nematica na figura 21, a
analise dos parametros de ordem sozinha nao nos fornece informagoes sobre a natureza das
transicoes de fase. Quantidades como o calor especifico, as susceptibilidades e cumulantes

de Binder sao melhores indicadores das transigoes.

A susceptibilidade é uma medida de como um determinado tipo de ordem do

sistema responde a presenca de um campo conjugado H. Ela é definida como

do N
(L, T) = =— = —[(c*) — (0)?], 4.5
Xo(L.T) = o7 = = [(0) — (o) (15)
onde o corresponde ao parametro de ordem posicional (mg) ou orientacional (n). As
susceptibilidades carregam informagoes interessantes sobre as transi¢oes, pois exibem
comportamento nao-analitico na temperatura critica, divergindo em transi¢coes de segunda

ordem e sendo descontinuas em transi¢oes de primeira ordem.
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(a) Susceptibilidade posicional (b) Susceptibilidade orientacional

Figura 22 — Susceptibilidades dos parametros de ordem posicional e orientacional em
funcéo da temperatura para § = 2 e diferentes tamanhos do sistema.

O comportamento das susceptibilidades dos parametros de ordem em funcao da
temperatura para 6 = 2 e diferentes tamanhos de sistema pode ser visto na figura 22. Pelo
fato das simulacées de Monte Carlo serem feitas em sistemas com tamanhos finitos, as
susceptibilidades apresentam picos ao invés de divergéncias. A susceptibilidade posicional
(Fig. 22(a)) apresenta um maximo na chamada pseudo-temperatura critica T7"**(L) e esté
associada a perda da ordem posicional da fase de faixas, resultando na fase nematica.
A susceptibilidade orientacional (Fig. 22(b)) também apresenta um méximo na pseudo-
temperatura critica T (L) e estd associada a perda da ordem orientacional da fase nemaética,

resultando na fase liquido-tetragonal.
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A altura dos maximos das susceptibilidades dos parametros de ordem cresce com o
aumento do tamanho do sistema, indicando uma possivel divergéncia dessas quantidades no
limite termodinamico (L — 0o0). Como essas transigoes ocorrem em temperaturas distintas,
isso indica que ha uma faixa estreita de temperaturas em que a fase nematica é estavel no
limite termodindmico. Assim, as pseudo-temperaturas criticas 77" (L) e T5(L) devem
corresponder as temperaturas de transicao faixas-nematica e nematica-liquido-tetragonal
para o tamanho L, respectivamente. Na secao 4.3.1 essas temperaturas serao extrapoladas

para o limite (L — o0).

O cumulante de Binder [51, 52, 48], definido como

Vo(L,T)=1- g=1n, Mg (4.6)

3< 02>2 !
também auxilia na caracterizacdo da ordem da transicdo. Em uma transicao de segunda
ordem, o cumulante assume o mesmo valor em 7T, para os diferentes tamanhos de sistema e
decresce continuamente com o aumento da temperatura. Em transi¢oes de primeira ordem,
a coexisténcia de fases faz com que o cumulante apresente comportamento ndo-monotonico,
desenvolvendo um minimo que se aproxima de 7T, e se torna mais estreito e profundo com
o aumento do tamanho do sistema. Por conta disso, o cumulante serve como um bom
estimador de T, em transi¢oes de segunda ordem, e um bom indicador de transicoes de

fase de primeira ordem.
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(a) Cumulante posicional (b) Cumulante orientacional

Figura 23 — Cumulantes de Binder dos parametros de ordem posicional e orientacional em
funcao da temperatura para § = 2 e diferentes tamanhos de sistemas.

O comportamento dos cumulantes posicional e orientacional pode ser visto na figura
23. O cumulante posicional (Fig. 23(a)) apresenta um comportamento ndo-monotoénico, o
que indica a presenca de coexisténcia de fases nessa transicao, indicando uma transicao
faixas-nematica de primeira ordem. No entanto, esse minimo nao se torna mais profundo
com o aumento do tamanho do sistema, e esse carater de primeira ordem pode ser
apenas um efeito de tamanho finito. O cumulante orientacional (Fig. 23(b)) apresenta

um comportamento decrescente com o aumento da temperatura, consistente com uma
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transicao nematica-liquido-tetragonal de segunda ordem. O cruzamento dos cumulantes
orientacionais para os diferentes tamanhos de sistema sugere a temperatura de transicao

T ~0.8.

Outras quantidades que também servem como bons indicadores de transicoes de

fase num sistema sao o calor especifico

_ 1 2 2
C(L.T) = w5 ((H) = (H)*). (4.7)
e o cumulante de Binder da energia
o, HY
‘/e(L7T) - 1 3<H2>27 (48)

que podem ser calculados através das medidas de energia (e suas poténcias quadraticas e

quarticas) computadas a partir do Hamiltoniano do modelo Ising dipolar (2.5).
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(a) Calor especifico (b) Cumulante de Binder da energia

Figura 24 — Calor especifico e cumulante de Binder da energia em funcao da temperatura
para 6 = 2 diferentes tamanhos de sistemas.

A figura 24 mostra o comportamento do calor especifico e do cumulante de Binder
da energia em fun¢do da temperatura para diferentes tamanhos do sistema. A presenca de
dois picos no calor especifico (Fig. 24(a)) e de dois minimos no cumulante de Binder (Fig.
24(b)) em temperaturas distintas indica a presenga de duas transi¢oes de fase. Denotamos
as pseudo-temperaturas criticas obtidas através dos maximos do calor especifico por
T{(L), T5(L), e dos minimos do cumulante de Binder por 77 (L), Ty (L). A altura do pico
de menor temperatura nao cresce com o aumento do tamanho do sistema, indicando
uma possivel saturagao do calor especifico nessa transicao, o que seria consistente com
uma transicao KT. Por outro lado, a altura do pico de maior temperatura cresce com o
aumento do tamanho do sistema, indicando uma possivel divergéncia nessa transi¢ao no
limite termodinamico. As pseudo-temperaturas criticas associadas a esses picos sofrem
um deslocamento para temperaturas menores com o aumento do tamanho do sistema. O

comportamento nado-monotonico do cumulante de Binder (Fig. 24(b)) sugere uma transigao
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de fase de primeira ordem. No entanto, esses minimos nao se tornam mais profundos com

o aumento do tamanho do sistema, podendo ser apenas um efeito de tamanho finito.

Como podemos ver, as simulagoes de Monte Carlo do modelo Ising dipolar com o
método de Parallel Tempering foram capazes de detectar a presenca de duas transigoes
de fase em temperaturas distintas a partir do comportamento do calor especifico, das
susceptibilidades e dos cumulantes de Binder. No entanto, devido aos fortes efeitos
de tamanho finito presentes nas simulagoes, ainda nao podemos concluir nada sobre a
natureza das transi¢oes. O fato de o parametro de ordem posicional ir a zero enquanto o
pardmetro de ordem orientacional ainda assume valores nao-nulos (Fig. 21) parece indicar
que entre as fases de faixas e liquido-tetragonal ha uma fase intermediaria apenas com

ordem orientacional - que acreditamos ser a fase nematica.

Nas sec¢Oes que seguem, vamos investigar mais a fundo as fases de equilibrio e as
transigoes de fase analisando as distribuigoes de energia e parametros de ordem (Sec. 4.2.1)
e as fungoes de correlagao (Sec. 4.2.2). Por fim, na se¢ao (Sec. 4.3.1), realizamos uma
analise de escalonamento finito das pseudo-temperaturas criticas T1(L) e T»(L) obtidas
a partir de diferentes quantidades, a fim de determinar as temperaturas das transigoes

faixas-nemdtica T) e nemaética-liquido-tetragonal Ty no limite termodindmico (L — 00).

4.2 Analise das Fases Individuais

Nesta se¢do, investigamos as fases individuais e os tipos de ordem que elas apre-
sentam. Para este fim, vamos analisar as distribui¢oes de energia e parametros de ordem
(Sec. 4.2.1), bem como as fungoes de correlagao (Sec. 4.2.2) em cada uma das fases. Apos
termos uma caracterizacao de cada fase, vamos analisar essas mesmas distribui¢oes nas
transicoes de fase faixas-nematica e nematica tetragonal na secao 4.3, a fim de caracterizar

a natureza dessas transicoes.

4.2.1 Distribuicdes de Energia e Parametros de Ordem

As distribui¢oes de energia de um sistema em equilibrio no ensemble canénico
costumam apresentar um perfil gaussiano em torno do valor da energia de equilibrio. Essa
mesma fenomenologia pode ser observada nas distribui¢bes dos parametros de ordem.
Nesta secao, vamos investigar as distribuig¢oes de equilibrio de energia e parametros de
ordem, a fim de determinar os valores tipicos dessas quantidades em cada uma das fases

de equilibrio.

O comportamento das distribui¢oes de energia por spin e parametros de ordem na
fase de baixas temperaturas em T' = 0.765 pode ser visto na figura 25. A configuragao

tipica mostra que esta é de fato uma fase de faixas de largura h = 2, com parametros
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de ordem posicional mg = 0.983 ~ 1 e orientacional |n| = 0.957 &~ 1, consistente com o

comportamento dos pardmetros de ordem (Fig. 21) nessa regiao de temperaturas.
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Figura 25 — Distribuigoes de (a) energia por spin e parametros de ordem (b) posicional
e (c) orientacional na fase de faixas, para T = 0.765, § = 2 ¢ L = 64. Em
detalhe, a configuracao tipica da fase de faixas. As linhas vermelhas mostram
o valor da energia por spin (E/N = —1.187) e dos parametros de ordem
posicional (mg = 0.983) e orientacional (|n| = 0.957) da configuracao tipica.

As distribuicoes de energia por spin e parametros de ordem na fase intermediaria
em T = 0.790 podem ser vistas na figura 26. O fato de o parametro de ordem posicional
ter caido significativamente (mg = 0.173) enquanto o pardmetro de ordem orientacional
continua a assumir valores significativos (|| = 0.832) confirma que esta fase apresenta
ordem orientacional, mas nao apresenta ordem posicional. A configuracao tipica mostra
que essa fase apresenta defeitos topoldgicos (dislocagoes) na estrutura de faixas subjacente,
que reduzem o valor médio do parametro de ordem orientacional, sendo consistente
com a descrigao da fase nemética introduzida por Abanov e coautores (1995) [4]. Essa
configuragao ¢é similar as configuragoes tipicas da fase nematica observadas nas simulagoes
de Cannas e coautores (2006) [8].

As distribui¢oes de energia por spin e pardmetros de ordem na fase de altas
temperaturas em 7" = 0.820 podem ser vistas na figura 27. Nessa fase, os dois parametros

de ordem sao praticamente nulos mg ~ 0.081, |n| &~ 0.055, 0 que mostra que essa fase nao
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Figura 26 — Distribuigoes de (a) energia por spin e parametros de ordem (b) posicional
e (c¢) orientacional na fase nemética, para T = 0.790, § = 2 e L = 64. Em
detalhe, a configuragao tipica da fase nematica. As linhas vermelhas mostram
o valor da energia por spin (EF/N = —1.137) e dos pardmetros de ordem
posicional (mg = 0.173) e orientacional (|n| = 0.832) da configuracao tipica.

apresenta ordens posicional ou orientacional. A configuracao tipica mostra que o sistema
ainda apresenta dominios bem definidos e predominantemente quadrados, consistente com

a descri¢ao da fase liquido-tetragonal no trabalho de Abanov e coautores (1995) [4].

Essas distribuicoes de equilibrio de energia e parametros de ordem e as configuragoes
tipicas associadas confirmam a existéncia de trés fases termodindmicas distintas com
diferentes tipos de ordem. A fase de baixas temperaturas (Fig. 25) corresponde a fase
de faixas, a fase intermediéria (Fig. 26) corresponde a fase nematica, e a fase de altas
temperaturas (Fig. 27) corresponde a fase liquido-tetragonal. Para confirmar esses
resultados, analisamos também o comportamento das funcoes de correlacao em cada uma

dessas fases na secao 4.2.2.

4.2.2 Funcoes de Correlacao

As fungoes de correlagao fornecem informacgoes sobre a morfologia e os tipos de
ordem nas fases do sistema, auxiliando na sua caracterizagdo. No caso de sistemas

bidimensionais, trés tipos de ordem podem ser distinguidos: ordem de longo alcance,
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Figura 27 — Distribuigoes de (a) energia por spin e pardmetros de ordem (b) posicional e
(c) orientacional na fase liquido-tetragonal, para 7' = 0.820, 6 = 2 e L = 64.
Em detalhe, a configuragao tipica da fase liquido-tetragonal. As linhas azuis
mostram o valor da energia por spin (F/N ~ —1.02) e dos pardmetros de
ordem posicional (mg ~ 0.081) e orientacional (|n| ~ 0.055) da configuragao
tipica.

ordem de quase-longo alcance, e ordem de curto alcance. A ordem de longo alcance é
caracterizada por fungoes de correlagao que decaem a um valor finito nado-nulo para longas
distancias. A ordem de quase-longo alcance (QLRO, do inglés Quasi-Long-Range Order)
é marcada por fungoes de correlagdo com decaimento algébrico (lei de poténcia) com a
distdncia. A ordem de curto alcance (ou desordem) ocorre quando as fungoes de correlagao
decaem a zero para longas distancias. No presente trabalho, estamos interessados em
determinar a presenca ou auséncia das ordens posicional e orientacional nas fases de
equilibrio do modelo. Para este fim, vamos introduzir as fungoes de correlagdo posicionais

e orientacionais.

As fungoes de correlagao espaciais nas direcoes cartesianas sado dadas por

Cultr) = 3 3 S {SunSesra (1.9

Cy(r) = 5 2 S (S Seir) (4.10)
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onde S, , ¢ o spin com coordenadas (z,y), r é a distAncia e N = L? é o nimero total de
spins. No presente trabalho, fixamos a direcao cartesiana x como a direcao perpendicular

as faixas, e a direcao y como paralela as faixas.

Para definir as fungoes de correlagdo orientacionais, introduzimos o campo orienta-
cional local O(z,y) [57]:

1
Osy = O(2,y) = 55y (S(erh)%L,y - Sx,(y+h)%L) : (4.11)

As funcgoes de correlacao orientacionais nas diregdes cartesianas sao entao dadas por:

Cralr) = 15 3 3 (0uy O, (412)

Chy(r) = ]i[ Z Z<Or,yow,y+r>- (4.13)

O campo orientacional O(z,y) serve como um pardmetro de ordem orientacional
local - ao contrario do parametro de ordem orientacional n introduzido na secao 4.1,
que quantifica a ordem orientacional global do sistema. Pela defini¢cao dessa quantidade,
teremos O(x,y) = 1 nas regides em que as faixas estdo ordenadas horizontalmente e
O(z,y) = —1 onde as faixas estdo ordenadas verticalmente. Nas regioes em que as faixas

com diferentes orientagdes se encontram, temos O(x,y) = 0.

Com base nos valores de energia e temperatura das distribui¢oes de energia e
parametros de ordem da secao 4.2.1, nés analisamos o comportamento das func¢oes de
correlacao nas fases de equilibrio do sistema. O calculo das fung¢oes de correlagao foi
realizado simulando uma temperatura por vez apenas com o algoritmo de Metropolis, sem
utilizar o algoritmo de Parallel Tempering. A média térmica das funcoes de correlacao
foi calculada sobre 20 realizagoes independentes, partindo de uma configuracao inicial
paramagnética (desordenada), descartando 10° MCS de regime transiente para termalizacio
e medindo durante 10 MCS por realizacdo, com parametros L = 128, = 2 e diferentes
temperaturas, correspondendo as diferentes fases de equilibrio, nominalmente: a fase de
faixas de largura h = 2 (Fig. 28), a fase nematica (Fig. 29) e a fase liquido-tetragonal
(Fig. 31).

As fungbes correlagdo espaciais e orientacionais na fase de faixas (Figs. 28a,b)
apresentam um decaimento a um valor constante nas duas diregoes principais. Esse
comportamento indica que essa fase possui ordens posicional e orientacional de longo
alcance. A oscilagdo na direcdo perpendicular (Z) as faixas na figura (28a) se deve
a estrutura da fase de faixas, que consiste em faixas de magnetizacao alternada. As
configuragoes dos spins (28c) e do campo orientacional (28d) confirmam que esta ¢ uma

fase de faixas de largura h = 2.
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Figura 28 — Fungoes de correlagao (a) espaciais e (b) orientacionais na fase de faixas de
largura h = 2. Configuragoes finais (c¢) da rede e (d) do campo orientacional,
com parametros L = 128,06 =2 e T = 0.760.

Na fase nematica, as fungoes de correlacao orientacionais (Fig. 29b) apresentam
um decaimento a um valor constante, indicando que essa fase possui ordem orientacional
de longo alcance - como é esperado na fase nematica. Vale ressaltar que esse decaimento é
mais lento na direcao paralela as faixas, o que indica a presenca de dominios anisotropicos,
que sao mais alongados na direcao paralela as faixas. As fungdes de correlacao posicionais
(Fig. 29a) na diregao perpendicular as faixas (x) apresentam um decaimento exponencial
a zero, marcado por uma oscilacao devido a estrutura de faixas de magnetizacao alternada.
Na direcao paralela as faixas (y), as correlagoes espaciais apresentam um decaimento

algébrico (lei de poténcia), que pode ser melhor apreciado na figura 30.

A figura 30 mostra um ajuste para as fungoes de correlacdo espaciais na fase
nematica. A forma do ajuste foi inspirada no trabalho de Cannas e coautores (2006) [8].
A linha continua corresponde a um ajuste para a fungao de correlagao espacial na direcao
perpendicular as faixas utilizando a funcao f(r) = Ae™"/¢ cos(kor + ¢) com pardmetros
ko = 1.47, £ = 51.47 e ¢ = 0.03. Vale notar que ko =~ 7/2 corresponde ao vetor de onda
da fase de faixas com largura h = 2. O parametro & = 51.47 pode ser interpretado como
um comprimento de correlagdo, que caracteriza o tamanho tipico dos dominios dessa

fase na direcdo perpendicular as faixas. Em detalhe, o grafico em escala logaritmica das
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Figura 29 — Fungoes de correlagdo (a) espaciais e (b) orientacionais na fase nematica.
Configuragoes finais (c¢) da rede e (d) do campo orientacional, com pardmetros
L =128, =2 ¢ T =0.790. O decaimento das fung¢des de correlagao espaciais
indica uma ordem posicional de curto alcance. O decaimento das fungoes
de correlagao orientacionais para uma constante nas duas dire¢oes principais
indica a ordem orientacional de longo alcance, que caracteriza a fase nematica.

correlacgoes na direcao paralela as faixas mostra que elas decaem como uma lei de poténcia
r~¢ para distancias longas, com w = 0.116, o que confirma o decaimento algébrico nessa

direcgao.

Na fase liquido-tetragonal, o decaimento das fungoes de correlagao espaciais e
orientacionais a zero nas duas dire¢oes principais (Figs. 3la,b) indica que as ordens
posicional e orientacional sdo de curto alcance. O campo orientaciconal (Figs. 31c)
mostra a existéncia de regides onde as faixas apresentam ordenamento vertical e horizontal,
confirmando que essa fase ainda apresenta diregoes preferenciais para o ordenamento das

faixas.

Como podemos ver, tanto as distribui¢cbes de energia e parametros de ordem
quanto as fungoes de correlacao confirmam que o modelo Ising dipolar apresenta trés fases
termodinamicas distintas com diferentes tipos de ordem, e que essas sao as fases de faixas,
nematica e liquido-tetragonal. Na se¢ao 4.3, vamos investigar mais a fundo as transicoes

entre essas fases.
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Figura 30 — Fungoes de correlacao espaciais na fase nematica nas dire¢oes perpendicular
(x) e paralela (y) as faixas, com 7' = 0.79, 6 =2 e L = 128. A linha continua
mostra um ajuste por uma funcao do tipo f(r) = Ae /¢ cos(kor + ¢). Em
detalhe, o plot log-log de €, mostra um decaimento do tipo lei de poténcia
para longas distancias r~*, com w &~ 0.116. Os detalhes sobre o ajuste sao
discutidos no texto.

4.3 Analise das Transicoes de Fase

A coexisténcia de fases é uma caracteristica particular das transi¢oes de fase de
primeira ordem. Nas simulacoes de Monte Carlo, a coexisténcia se manifesta através
da geracao de configuragoes que correspondem as fases distintas existentes logo acima e
abaixo da temperatura de transicdo. A presenca de multiplos picos nas distribuicoes de
energia e parametros de ordem é uma forte indicacao de uma transicao de primeira ordem.
Assim, para localizar coexisténcias de fases em transigoes aparentemente descontinuas,
construimos as distribuigoes de energia por spin e parametros de ordem posicional || e

orientacional mg; para diferentes temperaturas em torno das regides de transicao.

A dependéncia das distribui¢oes de energia por spin e pardmetros de ordem com a
temperatura pode ser vista na figura 32, para temperaturas na vizinhanca das transi¢oes
faixas-nematica TV = 0.772 e nemética-liquido-tetragonal 7.?) ~ 0.800. Como se pode
ver, em T = 0.773 as distribui¢des de energia (Fig. 32a) e de pardmetro de ordem
orientacional (Fig. 32c) apresentam pares de picos, o que indica a coexisténcia de duas
fases termodinamicas distintas. Essa coexisténcia pode ser melhor apreciada na figura
33. A inspegao das configuracoes tipicas mostra que o pico de menor energia (F/N =
—1.184, |n| =~ 0.96, my ~ 0.98) corresponde a fase de faixas, e o pico de maior energia
(E/N ~ —1.14,|n| = 0.85,mg =~ 0.17) corresponde a fase nemadtica. Isso também é
confirmado pelas distribui¢oes de pardmetro de ordem posicional (Fig. 32e), que mostram
um pico em my = 1 correspondendo a uma fase com ordem posicional, a fase de faixas, e
um pico em mg = 0.2 correspondendo a uma fase sem ordem posicional, mas que ainda

apresenta ordem orientacional (conforme Fig. 32c), consistente com a descri¢do da fase
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Figura 31 — Fungbes de correlagdo (a) espaciais e (b) orientacionais na fase liquido-
tetragonal. Configuragoes finais (c) da rede e (d) do campo orientacional, com
pardmetros L = 128,90 =2 e T = 0.820.

nematica.

Em T = 0.803, a distribuigdo de energia (Fig. 32b) também apresenta dois
picos, o que indica a coexisténcia de fases, podendo ser melhor visualizada na figura
34. A inspegao das configuragoes tipicas mostra que o pico de menor energia (E/N =
—1.122, |n| = 0.81,mg ~ 0.14) corresponde a fase nemaética, e o pico de maior energia
(E/N =~ —1.06,|n| ~ 0.44, mg ~ 0.10) corresponde & fase liquido-tetragonal. As distribui-
¢oes de parametro de ordem posicional (Fig. 32f) confirma que essas fases nao apresentam
ordem posicional, mas as distribuigoes de pardmetro de ordem orientacional (Fig. 32d)

mostram que uma das fases ainda apresenta ordem orientacional - a fase nematica.

Uma discussao pertinente em relagao a metodologia escolhida para o presente
trabalho ¢é sobre a aplicabilidade do método de Parallel Tempering para sistemas com
transi¢oes de fase de primeira ordem [58]. O método depende crucialmente da sobrepo-
sicao das distribuicoes de energia das réplicas com temperaturas vizinhas, e caso essas
distribuigoes apresentem multiplos picos (como é o caso em transi¢oes de fase de primeira
ordem), essa sobreposi¢ao pode nao ocorrer. Para contornar este problema em parte,
tentamos tornar as temperaturas bastante préximas umas das outras, de modo que as

distribuicoes de energia apresentassem sobreposicoes significativas mesmo quando tivessem
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Figura 32 — Distribuigoes de energia por spin (a,b) e pardmetros de ordem orientacional
(c,d) e posicional (e,f) para L = 64, § = 2 e temperaturas na vizinhanga da
transicio faixas-nematica 7! ~ 0.773 e nemética-liquido-tetragonal T\® ~
0.803.

comportamento multimodal. Um exemplo disso pode ser visto nas figuras 32a,b, onde as
temperaturas imediatamente préximas (e.g. T =0.770 e T = 0.773, ou T = 0.801 e T =

0.803) apresentaram sobreposi¢ao nos dois picos das distribuigdes de energia.

A estrutura de dois picos em ambas as transi¢oes indica que essas transicoes de
fase sao de primeira ordem, e esta de acordo com os resultados de simulacoes de Monte
Carlo presentes na literatura [30, 8, 9]. As configuragoes tipicas da fase nematica (Fig. 26)

apresentam uma alta densidade de defeitos topoldgicos (dislocagoes) na estrutura de faixas
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Figura 33 — Coexisténcia na transi¢ao faixas-nematica para T = 0.773 e L = 64. As
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Figura 34 — Coexisténcia na transicao nematica-liquido-tetragonal para T' = 0.803 e
L = 64. As configuragbes tipicas sdo mostradas.

subjacente. Esses defeitos reduzem o valor médio do parametro de ordem orientacional,
e sua presenca esta de acordo com a descricdo da fase Ising nematica introduzida por
Abanov e coautores [4]. Esses tipos de defeitos também foram observados em filmes de

Fe/Cu na vizinhanga da transi¢ao de fase [13].

Na secao que segue 4.3.1, vamos realizar uma analise de escalonamento finito a fim
de determinar as temperaturas de transicao faixas-nematica e nematica-liquido-tetragonal
no limite termodindmico (L — oo) utilizando uma forma de escalonamento esperada para

transicoes de fase de primeira ordem.

4.3.1 Escalonamento de Tamanho Finito

E um fato bem estabelecido na literatura que simulacoes de sistemas com tamanhos
finitos introduzem desvios sistematicos do comportamento macroscopico nas transigoes de
fase [51, 52, 48]. Conhecer esses efeitos de tamanho finito é util pois podemos obter as
quantidades termodinamicas para tamanhos pequenos de sistema e entao extrapolar para

o limite termodinamico (L — o).
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Transicoes de fase de primeira ordem sao caracterizadas por descontinuidades nas
primeiras derivadas da energia livre (e.g. energia interna, magnetizagdo). Isso resulta
em singularidades no calor especifico e nas susceptibilidades na temperatura de transicao.
Nesses casos, o comprimento de correlagdo permanece finito quando nos aproximamos
da transicao. Essas singularidades associadas as transi¢oes de primeira ordem se devem
puramente a coexisténcia de fases, e nao ha regiao critica ou expoentes criticos associados.
Em uma transicdo de primeira ordem, L aparece apenas por conta do volume V = L¢
em d dimensoes; assim, os maximos crescem com L? e o limite da funcdo-d é obtido por
a largura decresce com L~%. Vale ressaltar que essas predicoes sdo atingidas apenas no

limite L — oo.

Por outro lado, as transi¢oes de fase de segunda ordem possuem divergéncias
intimamente ligadas a divergéncia do comprimento de correlacao. Enquanto as suscep-
tibilidades divergem, o calor especifico pode ou nao divergir. Quando trabalhamos com
um sistema de tamanho finito, essas divergéncias nao ocorrem. Em ambos os tipos de
transicao, observamos picos finitos no calor especifico e na susceptibilidade na vizinhanca
do ponto de transi¢ao. Dois efeitos aparecem por conta do tamanho finito da rede: (i) as
alturas dos picos variam com o aumento do tamanho da rede; e (ii) as localizacao das
temperaturas dos maximos também variam com o tamanho do sistema, e essas temperatu-
ras sao chamadas de pseudo-temperaturas criticas. Analisando o comportamento dessas
pseudo-temperaturas criticas com o tamanho do sistema, podemos inferir os valores das

temperaturas de transi¢do no limite termodindmico (L — o0).

Os resultados a seguir foram obtidos com os dados dos maximos do calor especifico
e das susceptibilidades e os minimos dos cumulantes de 4* ordem da energia para tamanhos
de sistema L = 40,48, 56,64, apresentados na secao 4.1. A tabela 1 retne os valores
das pseudo-temperaturas criticas obtidas pelos maximos do calor especifico e minimos
do cumulante de Binder da energia (Fig. 24). A tabela 2 mostra os valores das pseudo-
temperaturas criticas obtidas pelos maximos das susceptibilidades dos parametros de
ordem (Fig. 22).

Em uma transicio de primeira ordem, o calor especifico diverge como L%, e o
deslocamento da pseudo-temperatura critica escala com L~? Em uma transicido de
segunda ordem, o comprimento de correlagao é limitado pelo tamanho da rede L, e a teoria
de escalonamento finito prevé que o méximo do calor especifico diverge segundo L*/¥ [49).
No caso de transi¢oes de primeira ordem fracas, o tamanho minimo de uma fase nucleada

dentro da outra (coexisténcia) costuma ser muito maior que o tamanho do sistema.

Como vimos na se¢ao 4.1, o calor especifico (Fig. 24(a)) apresenta dois maximos
distintos nas pseudo-temperaturas criticas que denotaremos por 77(L) < T5(L). Se a

transicao for de primeira ordem, as pseudo-temperaturas criticas devem escalar da forma
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[51, 52]:

TV (L) ~ T + f;,
B, (4.14)
T5(L) ~ Ty + 72
onde T}, sao as temperaturas criticas no limite termodindmico (L — oo). Propondo
um ajuste da forma (4.14) aos dados do calor especifico, obtemos que a temperatura
de transicao faixas-nematica é T3 = 0.766 + 0.003 com B; = 34 4+ 6, enquanto que a

temperatura de transicao nematica-liquido-tetragonal é T5 = 0.796+0.001 com By = 36+ 3.

O cumulante de Binder da energia (Fig. 24(b)) apresenta dois minimos distintos
nas pseudo-temperaturas criticas denotadas por 77 (L) < Ty (L). Propondo um ajuste do
tipo (4.14) aos dados do cumulante de Binder, obtemos que a temperatura de transicao
faixas-nematica é T; = 0.766 £+ 0.002 com B; = 36 + 6, e a temperatura de transicao
nematica-liquido-tetragonal é T = 0.795 £+ 0.001 e By = 40 + 3.

Tabela 1 — Pseudo-temperaturas criticas T (L) e T5(L) (T7(L), Ty (L)) obtidas através
dos méximos (minimos) de menor e maior temperatura do calor especifico
(cumulante de Binder), respectivamente.

L | Ti(Z) T5(L) TY(L) | T3(L)

40 [ 0.786548 [ 0.817747 [[ 0.787604 [ 0.819998
48 [0.781609 | 0.812113 || 0.782257 [ 0.813413
56 | 0.778172 | 0.807789 || 0.778573 | 0.808445
64 [ 0.772567 | 0.803811 || 0.772939 [ 0.804325
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Figura 35 — Escalonamento de tamanho finito dos méaximos do calor especifico e minimos
do cumulante de Binder. As barras de erro foram obtidas considerando um
ajuste parabdlico em torno dos maximos/minimos.

Como vimos na se¢ao 4.1, a susceptibilidade posicional (Fig. 22(a)) apresenta um

méximo na pseudo-temperatura critica que denotaremos por 77"**(L), enquanto que a
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susceptibilidade orientacional (Fig. 22(b)) apresenta um maximo na pseudo-temperatura
critica denotada por T5(L). A tabela 2 mostra os valores das pseudo-temperaturas criticas
Tt (L) e T5(L) para os diferentes tamanhos de sistema analisados. Propondo um ajuste
da forma (4.14) aos dados, obtemos que a temperatura de transi¢do faixas-nematica se
da em 717 = 0.766 + 0.003 com B; = 33 £ 6, enquanto que a temperatura de transicao
nematica-liquido-tetragonal se d4 em 75, = 0.800 & 0.001 com By = 29 4+ 1. Esse ajuste

para as susceptibilidades pode ser visto na figura 36.

Tabela 2 — Pseudo-temperaturas criticas T7"**(L) e T5(L) obtidas através dos maximos
das susceptibilidades posicional e orientacional, respectivamente.

L7 () | 530

40 | 0.785806 | 0.818216
48 | 0.781045 | 0.813069
56 | 0.777998 | 0.809372
64 | 0.772449 | 0.807423

0.82 T T T T T T T

TlSt(L) ‘}—0—1
0.815 TN L) —e—"r E
0.81 - =
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Figura 36 — Escalonamento de tamanho finito dos maximos das susceptibilidades posicional
e orientacional. As barras de erro foram obtidas considerando um ajuste
parabdlico em torno dos maximos.

A tabela 3 retine os valores das temperaturas de transicao faixas-nematica 77 e
nematica-liquido-tetragonal T5 obtidas pela anélise de escalonamento finito das diferentes
quantidades, bem como aquela obtida pelo cruzamento dos cumulantes orientacionais (Fig.
23(b)). Como podemos ver, a temperatura de transi¢gao obtida através do pico de menor
temperatura do calor especifico concorda com a temperatura obtida através do pico da
susceptibilidade posicional dentro das barras de erro. Essa temperatura 17 =~ 0.766 esta
associada a perda da ordem posicional da fase de faixas, resultando num estado apenas
com ordem orientacional, correspondendo & fase nematica. A temperatura de transicao
obtida através do pico de maior temperatura do calor especifico também concorda com a

temperatura obtida através do pico da susceptibilidade orientacional dentro das barras de
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Tabela 3 — Temperaturas das transigoes faixas-nematica T e nematica-liquido-tetragonal
T, obtidas através das andlises de escalonamento finito do calor especifico
C(L,T), do cumulante de Binder da energia V.(L,T), das susceptibilidades
posicional x,,.,(L,T') e orientacional x,(L,T) e do cruzamento dos cumulantes
orientacionais V;,(L,T).

Quantidade T T,
C(L,T) 0.766 £ 0.003 | 0.796 & 0.001
V(L,T) 0.766 £+ 0.002 | 0.795 £ 0.001

X (L, T) 0.766 £ 0.003 -
Xn(L,T) - 0.800 + 0.001

Cruzamento V, (L, T) - 0.800

erro. Essa temperatura Ty ~ 0.795 esta associada a perda da ordem orientacional da fase
nematica, resultando na fase liquido-tetragonal. O escalonamento finito da susceptibilidade
orientacional leva a um valor de 75 similar aquele obtido através do méximo (minimo)
de maior temperatura do calor especifico (cumulante de Binder). Esse comportamento é

consistente com uma transigao de fase de primeira ordem [52, 8.

Nossos resultados mostram que a fase nematica existe no limite termodinamico
em uma faixa estreita de temperaturas 0.766(3) < 7" < 0.800(1). No entanto, ¢ um fato
conhecido na literatura [51, 52, 48] que a temperatura de transigao obtida pela andlise do
escalonamento finito pode ser sensivel ao menor tamanho do sistema utilizado nos dados
do ajuste. Os valores das temperaturas de transigao obtidas através da nossa anélise de
escalonamento finito do calor especifico, do cumulante de Binder e das susceptibilidades
estao de acordo com aqueles obtidos por Cannas e coautores (2006) [8] na extrapolagao
para L. — oo, nominalmente T} = 0.772 £+ 0.002 e T5 = 0.797 + 0.005. Esses valores
também estao de acordo com as temperaturas de transicao obtidas por Bab e coautores
(2019) [10], nominalmente 77 = 0.774 e T3 = 0.800.

Quanto a natureza das transicoes de fase, nossos resultados apresentam evidéncias
conflitantes. A presenca de pares de picos nas distribuicoes de energia nas transicoes
faixas-nematica (Fig. 34) e neméatica-liquido-tetragonal (Fig. 33) indica a coexisténcia de
fases, sugerindo que ambas transicoes sdo de primeira ordem. As andlises de escalonamento
finito das diferentes quantidades também sao consistentes com transi¢oes de primeira
ordem. O comportamento nao-monoténico dos cumulantes de Binder da energia (Fig.
24(b)) e do parametro de ordem posicional (Fig. 23(a)) também sugerem uma transicao
de primeira ordem. No entanto, o fato de os minimos do cumulante de Binder da energia
(Fig. 24(b)) e do parametro de ordem posicional (Fig. 23(a)) se tornarem mais rasos com
o aumento do tamanho do sistema é uma caracteristica incomum para uma transicao de
primeira ordem, e pode ser devido a efeitos de tamanho finito das simulagoes. A saturacao
do pico de menor temperatura do calor especifico sugere a possibilidade de uma transicao

KT. Além disso, o cruzamento dos cumulantes orientacionais (Fig. 23(b)) sugere que a
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transicao de fase nematica-liquido-tetragonal é de segunda ordem, o que é conflitante com
a coexisténcia observada nessa transi¢ao (Fig. 34). Por conta disso, nossos resultados ainda
nao nos permitem extrair uma conclusao definitiva a respeito da natureza das transicoes,
e a simulacao de sistemas maiores permanece necessaria para produzir uma analise de

escalonamento de tamanho finito confidvel.
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5 Conclusao

Neste trabalho, investigamos um modelo microscopico simples para filmes magné-
ticos ultrafinos com forte anisotropia perpendicular ao plano do filme - o modelo Ising
dipolar. Os filmes magnéticos ultrafinos sao materiais praticamente bidimensionais, e
apresentam uma anisotropia superficial que for¢a os momentos magnéticos do material a se
orientarem perpendicularmente ao plano do filme - o chamado limite ultrafino. Nesse limite,
os momentos magnéticos podem ser tratados como varidveis de Ising, que assumem apenas
duas orientagoes perpendiculares ao plano do filme: +1 (spin up) ou —1 (spin down). Por
conta disso, o modelo Ising dipolar foi sugerido como um modelo minimo que captura
alguns dos fendmenos que esses filmes apresentam, como a competicao de interagoes, a
frustracao e a formacao de padroes. Esse modelo ja foi alvo de longas investigagoes desde
a década de 1990, e apesar disso, algumas questdes a respeito do seu diagrama de fases
permanecem em aberto - em especial, aquelas que se referem a natureza das transigoes de

fase.

Algumas formas de investigar esse modelo sao através da aproximacao de campo
médio [9, 40] e das simulagoes de Monte Carlo [30, 8, 9, 46, 10]. Na aproximagao de campo
médio, as fases de equilibrio sdo as fases de faixas, “faixas hibridas” e paramagnética. No
limite dessa aproximacao, o sistema apresenta uma unica transicao de segunda ordem entre
a fase de faixas e a fase paramagnética. Sistemas bidimensionais apresentam flutuacoes
particularmente fortes, e como a aproximacao de campo médio despreza essas flutuagoes,
isso introduz mudancas qualitativas no comportamento do modelo - por exemplo, essa
aproximagao nao consegue detectar as fases nematica e liquido-tetragonal [9, 40]. Por esse

motivo, escolhemos estudar o modelo Ising dipolar através das simulacoes de Monte Carlo.

As simulacoes de Monte Carlo revelam um diagrama de fases complexo, com estados
fundamentais que apresentam diferentes tipos de ordenamento. Dependendo do valor
da razdo entre as interagdes de troca e dipolar § = J/g, o estado fundamental pode ser
antiferromagnético ou dado por faixas de magnetizacao alternada caracterizadas por uma
largura h(d) que cresce exponencialmente com o parametro ¢ [2]. Em algumas regides onde
a aproximacao de campo médio prevé estados de “faixas hibridas” [9, 40], as simulagoes
de Monte Carlo apresentam fases nematicas [8, 9, 46, 10]. Dependendo do valor de 4,
a passagem entre a fase de faixas e a fase liquido-tetragonal pode apresentar diferentes
comportamentos [8, 46]. Em um deles, observa-se uma tnica transi¢do entre essas fases,
sem a presenca uma fase nematica intermediaria. Para outros valores de ¢, observa-se
outro comportamento, com duas transi¢oes de fase que ocorrem em temperaturas distintas,
com a presenga de uma fase nemética intermedidria [4]. Alguns estudos sugerem que as

transi¢oes de fase faixas-nematica e nematica-liquido-tetragonal podem ser do tipo KT,
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mediadas por defeitos topoldgicos [8, 10]. A natureza das transi¢oes de fase faixas-nematica
e nematica-liquido-tetragonal permanece uma questao em aberto, e um dos objetivos deste

trabalho foi a investigacao e caracterizagao dessas transigoes.

A investigacao do modelo Ising dipolar através de simulagoes de Monte Carlo é
dificultada devido ao carater de longo alcance da interacao dipolar, que envolve o calculo
das interagdes entre todos os pares distintos de spins, atribuindo uma complexidade O(N?)
ao seu calculo, onde N denota o nimero de spins no sistema. Além disso, a presenca da
interacao dipolar torna o sistema inerentemente frustrado, isto é, incapaz de satisfazer
simultaneamente todas as interagoes as quais estd sujeito. Assim, a frustracao, aliada
a presenca de uma grande quantidade de estados metaestaveis, dificulta a relaxacao
do sistema para o estado fundamental, resultando em grandes tempos de equilibracao,
tornando as simulacoes longas e lentas. Essas complicacoes limitam severamente os
tamanhos de sistemas que podem ser investigados na pratica, dificultando as analises de

escalonamento finito para o modelo.

Nosso estudo se ocupou em caracterizar as fases de equilibrio do modelo e as
transicoes entre essas fases. Para este fim, realizamos simulagoes de Monte Carlo do
modelo Ising dipolar utilizando o método de Parallel Tempering. As simulagoes foram
feitas com o algoritmo de Metropolis em redes quadradas de lado L com condi¢oes de
contorno periddicas tratadas através da convencao da minima imagem. Nosso estudo
se concentrou na regiao do diagrama de fases com d = 2, que corresponde a um estado
fundamental de faixas de largura h = 2. Esse valor pequeno de ¢ se encontra longe do
limite experimental (§ >> 1), mas pode dar uma luz sobre o comportamento do modelo

em outras regides do diagrama de fases.

A principal contribuicdo do presente trabalho estd no método utilizado para as
simulagoes do modelo, o Parallel Tempering [7]. Esse método tenta contornar os proble-
mas de termalizacao associados a frustracao e a metaestabilidade através da simulacao
independente e simultdnea de um determinado ntimero de sistemas em diferentes tem-
peraturas, eventualmente propondo trocas de temperaturas entre esses sistemas. Essas
trocas de temperaturas tém como objetivo ajudar na termalizacao dos sistemas em baixas
temperaturas. Esse método foi aplicado com sucesso na simulagao de outros sistemas que
apresentam frustracao ou dindmica lenta, como o modelo J1-J2 e vidros de spin. Até
onde os autores do presente trabalho sabem, o método de Parallel Tempering aplicado ao

estudo do modelo Ising dipolar ainda nao foi reportado na literatura.

Nossos resultados mostram que o modelo Ising dipolar apresenta trés fases de
equilibrio distintas: a fase de faixas, a fase nematica e a fase liquido-tetragonal. Os tipos
de ordenamento em cada fase foram determinados através das distribui¢oes de equilibrio
da energia e dos parametros de ordem posicional e orientacional, bem como das fungoes

de correlacao espaciais e orientacionais em cada fase. Através do comportamento dos
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momentos da energia e dos parametros de ordem, fomos capazes de identificar duas
transicoes de fase em temperaturas distintas. Realizando uma anélise de escalonamento
finito desses momentos, conseguimos determinar as temperaturas das transicoes faixas-
nematica (77 = 0.766(3)) e nematica-liquido-tetragonal (75 = 0.800(1)), confirmando a
estabilidade da fase nematica no limite termodinamico L — oo em uma faixa estreita de
temperaturas 77 < T < T, . Nossos valores para as temperaturas de transicao estao de

acordo com outros valores reportados na literatura [8, 10].

A respeito da natureza das transicoes de fase faixas-nematica e nematica-liquido-
tetragonal, nossos resultados apresentam evidéncias conflitantes. Por um lado, a coexistén-
cia de fases e a forma do escalonamento finito dos momentos da energia e dos parametros
de ordem em ambas as transi¢coes sao consistentes com uma transicao de primeira ordem.
No entanto, o escalonamento finito do cumulante de Binder da energia e do parametro
de ordem posicional apresentaram caracteristicas pouco usuais para uma transicao de
primeira ordem. Em especial, a saturagao do calor especifico na transicao faixas-nematica
sugere a possibilidade dessa transicao ser do tipo KT. Além disso, o cruzamento dos
cumulantes orientacionais na temperatura 75 ~ 0.800 sugere que a transicao nematica-
liquido-tetragonal é de segunda ordem. Uma possivel maneira de investigar se a transigao
faixas-nematica é de primeira ordem ou de primeira ordem fraca é através do método
de Lee-Kosterlitz [52], que se baseia na andlise do escalonamento da barreira de energia
livre entre as duas fases com o tamanho do sistema. Acreditamos que algumas dessas
caracteristicas pouco usuais se devem aos fortes efeitos de tamanho finito nas simulagoes.
Por conta dessas complicac¢oes, ainda ndo podemos concluir que essas transicoes sao de fato
de primeira ordem, e o estudo de sistemas com tamanhos maiores ainda se faz necessario

para determinar a natureza dessas transigoes.

A simulacio de sistemas grandes ¢ dificultada devido a complexidade O(N?) do
calculo da interacao dipolar e os longos tempos de equilibragdo para os sistemas de baixas
temperaturas, devido aos efeitos frustracao e metaestabilidade. Como vimos no presente
trabalho, o método de Parallel Tempering ajudou a contornar, pelo menos em parte,
os problemas de equilibracao desses sistemas. Uma possivel otimizacao para o calculo
da interagdo dipolar é a utilizagdo de métodos hierdarquicos [59, 60, 61|, que podem
reduzir a complexidade para O(N log N). Acreditamos que a otimizagdo do calculo da
interagao dipolar, em conjunto com um método que ajude na termalizacao dos sistemas
de baixas temperaturas, como o Parallel Tempering, podem constituir um caminho para
a investigacao de sistemas com tamanhos ainda maiores, que ajudarao a esclarecer a

natureza das transi¢oes de fase no modelo Ising dipolar.
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APENDICE A - Somas de Ewald e

Convencao da Minima Imagem

Para incluir a interacdo dipolar no modelo, precisamos de um método eficiente
para calcular a energia dipolar para uma dada configuracdo dos spins. O problema é
complicado pela convergéncia lenta das somas dipolares. Essas somas podem ser tratadas

usando uma das variantes do método de somas de Ewald [2].

A base do método de somas de Ewald consiste na separacao da interagao dipolar em
uma parte de curto alcance e uma parte de longo alcance. Podemos tornar a convergéncia da
parte de longo alcance mais rapida transformando a expressao para o espago de momentos.

A técnica restringe a soma sobre os estados apenas a estados que sdo peridédicos.

No decorrer do trabalho, realizamos algumas das simulacoes utilizando o método
de somas de Ewald, a fim de poder comparar o efeito dos diferentes modos de tratar
as condi¢oes de contorno periddicas. A comparacao do comportamento de algumas
quantidades termodinamicas de interesse calculadas utilizando o método de somas de
Ewald ou a convencao da minima imagem (MIC, do inglés Minimum Image Convention)
podem ser vistas na figura A. Essas comparagoes foram feitas utilizando o método de
Parallel Tempering com L = 48, § = 2 e M = 100 temperaturas, determinadas pelo
método iterativo de Hukushima e Nemoto [7], com 0.6 < T < 1.6.

Pelo que podemos observar, a tnica transi¢do que sofreu uma ligeira modificacao
com a variagao dos métodos foi aquela associada a perda da ordem posicional, isto ¢, a
transicao faixas-neméatica. O comportamento na transicdo nematica-liquido-tetragonal

ficou praticamente inalterado.
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Figura 37 — Comparacao do comportamento de quantidades termodinamicas relevantes
utilizando os métodos de Somas de Ewald e Convencao da Minima Imagem
(MIC) para L =48 ¢ § = 2.
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APENDICE B - Informacdes técnicas

As simulagoes do modelo Ising dipolar com o algoritmo de Parallel Tempering
foram realizadas nos clusters de computadores fisica-01, Araponga e Jarvis da Universidade
Federal de Santa Catarina, bem como no computador pessoal do autor dessa dissertacao.
Estes constituem os principais recursos utilizados para a obtencao dos resultados do
presente trabalho. A tabela 4 mostra os tempos de simulagdo de M = 100 sistemas com o

algoritmo de Parallel Tempering para os diferentes tamanhos de sistema.

Tabela 4 — Tempo aproximado das simulagoes do modelo Ising dipolar com o algoritmo
de Parallel Tempering, para § = 2, t;e, = 10* MCS, Ngyeps = 10* MCS e
M = 100 temperaturas (sistemas).

L | Tempo aproximado de simulagio (dias)
32 4
36 6
40 10
48 18
56 33
64 56

No desenvolvimento do presente trabalho, também realizamos simula¢ées do mo-
delo Ising dipolar apenas com o algoritmo de Metropolis, utilizando de protocolos de
aquecimento e resfriamento. Complicagoes relacionadas a frustracao, metaestabilidade e
ao carater de longo alcance da interacao dipolar fazem com que seja necessario descartar
longos regimes transientes para a equilibragdo em cada uma das temperaturas, e periodos
tao ou mais longos para obtencao dos dados de interesse. As simulagoes dos maiores
sistemas (L = 64) apenas com o algoritmo de Metropolis foram tao longas quanto as de
Parallel Tempering para o mesmo tamanho - correndo o risco de apresentar de loops de

histerese e outros efeitos associados a metaestabilidade.

As simulagbes de Monte Carlo do modelo Ising dipolar com o algoritmo de Metro-
polis presentes na literatura costumam ser realizadas com longos periodos de equilibracao
(da ordem de 107 a 108 MCS) e longos perfodos de medigao, também da ordem de 107 a
108 MCS, podendo variar dependendo do tamanho do sistema simulado. Nossos resultados
sugerem que o método de Parallel tempering nos permite obter uma estatistica tao boa
quanto as simulacoes tradicionais de Monte Carlo com o algoritmo de Metropolis ou banho
térmico, mas com tempos de simulagdo menores. Ao invés de realizarmos uma simulagao
longa em uma tnica temperatura, realizamos varias simulacoes curtas, cada uma em sua
devida temperatura, e o processo de trocas de temperaturas ajuda o sistema a equilibrar

adequadamente - nao sendo necessario descartar longos periodos transientes, como nas
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simulagoes tradicionais do modelo.

O método de Parallel Tempering se mostrou bastante eficiente na equilibra-
¢ao/termalizagao dos sistemas de baixas temperaturas. Quando simulamos apenas uma
temperatura por vez, o sistema corre o risco de ficar preso em estados metaestaveis por
longos periodos de tempo, incapaz de superar as barreiras de energia e equilibrar adequa-
damente, pois as flutuagoes térmicas ndo permitem que o sistema explore o espaco de
configuracoes de maneira eficiente. Quando simulamos varios sistemas de maneira inde-
pendente e simultanea, eventualmente propondo trocas de temperatura entre os sistemas,
as trocas de temperaturas permitem que os sistemas de baixas temperaturas, presos em
minimos locais, visitem configuragoes de temperaturas mais altas e consigam superar as

barreiras de energia, equilibrando adequadamente.

A moral da histéria é: nao existe almoco gratis. As simulagoes tradicionais de
Monte Carlo com algoritmos locais de atualizacao s@o menos custosas - no sentido de
que estamos simulando apenas um sistema por vez - mas requerem longos tempos de
equilibragao e medicao. As simulacoes de Parallel Tempering sao mais custosas, pois
necessitam a simulagao de varios sistemas, mas o processo de trocas de temperatura
ajuda na equilibragao de cada sistema, nao sendo necessario descartar longos periodos de

equilibragao.
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