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RESUMO

As razbes de particulas medidas em colisGes centrais de ions de ouro (Au-Au) no RHIC
sao analisados utilizando modelos baseados nas estatisticas que descrevem gases livres de
Fermi e Bose. Esses modelos fornecem uma base tedrica simples para o entendimento do
comportamento das particulas produzidas nessas colisdes. Para uma descricao alternativa dos
dados experimentais, as estatisticas supra-mencionadas foram substituidas pela estatistica
ndo-extensiva. Para realizar os calculos necessarios, foram escolhidos valores do parametro de
Tsallis (g) entre 1,01 e 1,25. Entre esses valores, o parametro g igual a 1,16 mostrou-se o mais
adequado, proporcionando a melhor concordancia com os dados experimentais, de acordo com
uma minimizacio de y2. Este resultado sugere que a estatistica ndo-extensiva pode levar em
conta uma caracteristica subjacente importante em colisdes de ions pesados.

Palavras-chave: Colisao de ions pesados, Colisao Au-Au, Estatistica ndo-extensiva.



ABSTRACT

The particle ratios measured in central collisions of gold ions (Au-Au) at RHIC are analysed
using models based on the statistics describing Fermi and Bose free gases. These models provide
a simple theoretical basis for understanding the behaviour of the particles produced in these
collisions. For an alternative description of the experimental data, the aforementioned statistics
have been replaced by non-extensive statistics. To carry out the the necessary calculations, we
chose values of the Tsallis parameter (q) between 1.01 and 1.25. Among these values, the
parameter g equal to 1.16 proved to be the most appropriate, providing the best agreement
with the experimental data, according to a minimisation of y2. This result suggests that non-
extensive statistics can take into account an important underlying characteristic in heavy ion
collisions.

Keywords: Heavy ion collisions, Au-Au collision, Non-extensive statistics.
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1 INTRODUCAO

Nas dltimas décadas, experimentos de colisdo de ions pesados, como ouro (Au) ou
chumbo (Pb), com velocidades relativisticas em aceleradores de particulas [1, 2, 3], como o
RHIC (Relativistic Heavy lon Collider) e o LHC (Large Hadron Collider), tém desempenhado
um papel fundamental na exploracdo do diagrama de fases da QCD [4, 3]. QCD, do inglés
Quantum Chromodynamics, é a teoria que descreve a forca forte, e o diagrama de fases
contém as diferentes fases da matéria: a matéria hadronica, o plasma de quarks e gltons e,
possivelmente, uma fase supercondutora de cor, além de haver a possibilidade da chamada
fase quarkionica. A transicdo entre as fases da-se em funcao da temperatura e da densidade
baribnica.

Essas colisdes criam condicoes extremas de energia, proporcionando um ambiente Gnico
para a formacdo do plasma de quarks e glions (QGP, do inglés Quark Gluon Plasma) [5,
6]. Esse plasma altamente energético e denso recria, por breves momentos, as condicdes
extremas que se acredita terem prevalecido nos estégios iniciais do Universo [7]. Contudo, a
observacao direta desse plasma ainda n3o é possivel, e sua existéncia ainda é inferida a partir
das propriedades das particulas finais detectadas nesses experimentos. Nesse contexto, no
Capitulo 2 serdo apresentados os fundamentos da fisica de particulas. Também no Capitulo 2,
os constituintes basicos da matéria serdo discutidos. Neste Capitulo sera explorado o Modelo
Padrao de particulas, desenvolvido na década de 70, que descreve trés forcas fundamentais da
natureza (o eletromagnetismo, interacdo fraca e a interacdo forte) e classifica as particulas
elementares conhecidas.

Nas colisdes a altas energias, cria-se um ambiente complexo, especialmente em relacdo
as possiveis configuracdes nas quais essas particulas podem ser formadas. O Modelo Padrao
ajudaré a entender essa constituicdo, e a Cromodindmica Quéantica (QCD) serviré para descrever
um tipo de interacdo importante na formacdo dessas particulas: a interac3do forte. Veremos que o
quarks e os gltions s3o elementares, e como estes se mantém unidos para formacao de particulas.
Esses experimentos acontecem em aceleradores de particulas, que sao os instrumentos que nos
proporcionam a capacidade de explorar a estrutura fundamental do universo, como aquelas que
existiam pouco apés o Big Bang. O Capitulo 2 conclui discutindo as colisGes de ions pesados,
onde esses nlicleos atémicos pesados sdo acelerados a velocidades muito altas e colididos uns
com os outros.

A compreensdo dessas condicOes extremas e a caracterizacdo das particulas funda-
mentais requerem a combinacdo de dados experimentais e modelos tedricos. Uma forma de
avaliar esses resultados é através de Modelos Estatisticos. No Capitulo 3, serdo introduzidos
os Modelos Estatisticos, baseados em conceitos de ensembles. Esses ensembles descrevem
sistemas fisicos sob as mesmas condicdes e incluem: o ensemble micro-candnico, para sistemas
isolados; o ensemble canonico, para sistemas que trocam energia com um reservatério térmico;

e o ensemble grande-canénico, para sistemas que trocam energia e particulas. No Capitulo 3
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também serao abordados os modelos de Gas de Fermi livre e Gas de Bose livre, que obedecem
as estatisticas de Fermi-Dirac e Bose-Einstein, respectivamente. Estes modelos serao construi-
dos a partir do ensemble grande-candnico, adequado para a modelagem de distribuicao de
particulas produzidas em colisoes de altas energias.

Esses modelos consideram o QGP como um sistema altamente aquecido em equilibrio
termodinamico, permitindo uma analise muito simplificada para entender particulas resultan-
tes. Nesse contexto, a estatistica ndo-extensiva surge como uma alternativa aos modelos e
estatisticas convencionais, proporcionando uma vis3o simples do processo de producdo de par-
ticulas. No Capitulo 4 sera introduzida a estatistica ndo-extensiva, suas propriedades e como
ela generaliza a estatistica usual.

A medida que o QGP formado em colisdes ultra-relativisticas entre fons pesados se
expande, ele esfria e quarks e gltons se recombinam em hadrons, processo conhecido como
hadronizac3o [8]. A producdo miltipla de particulas nessas colisGes oferece informaces valiosas
sobre a natureza e composicdo do QGP. Neste trabalho, sera apresentada uma abordagem para
estudar a producao de particulas nesses experimentos, baseada na estatistica ndo-extensiva. No
Capitulo 4, a estatistica ndo-extensiva, uma generalizacdo da mecanica estatistica cléssica [9], é
explorada. Neste capitulo, as funcdes exponenciais e logaritmicas generalizadas, essenciais para
a descricdo dessa estatistica, serdo consideradas. A formulacdo da entropia e suas propriedades
fundamentais, como nao-extensividade e n3o-aditividade, também serao discutidas. Além disso,
no Capitulo 4 sera tratada a estatistica ndo-extensiva como uma generalizacdo das estatisticas
de Fermi-Dirac e Bose-Einstein. Assim, as densidades de particulas serao reformuladas para
considerar os efeitos da nao extensividade.

No Capitulo 5, sdo apresentados as razoes de particulas medidos em experimentos de
colisdo de dois nicleos de ouro, utilizando os conhecimentos dos capitulos anteriores. Sera
investigado o efeito do pardmetro de Tsallis (discutido no Capitulo 4) nas distribuicbes de
particulas e comparadas as previsdes do modelo com os dados experimentais. No Capitulo 6,
sera discutida a adequacdo do modelo baseado na estatistica ndo-extensiva para descrever as

propriedades observadas em colisGes de ions pesados.
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2 FISICA DE PARTICULAS

No ambito da fisica de particulas, o Modelo Padrao é uma teoria fundamental que
descreve as particulas elementares e as interacoes entre elas. Um componente essencial desse
modelo é a QCD (do inglés Quantum Chromodynamics), que é a teoria responséavel por
descrever a interacdo forte. Esta interacdo age entre quarks e glions, os constituintes basicos
dos hadrons, como os prétons e néutrons. A QCD é fundamental para compreender a formacao
e a estabilidade da matéria nuclear. A pesquisa em fisica de altas energias é essencial para testar
e expandir o Modelo Padrao, e pode ser estudada por meio de aceleradores de particulas. Dois
dos mais importantes laboratérios nesse campo s3o: o Laboratério Nacional de Brookhaven,
nos Estados Unidos, onde se localiza o Relativistic Heavy lon Collider (RHIC), e o CERN (do
francés, antigo Conseil Européen pour la Recherche Nucléaire), na fronteira franco-suica, onde
se localiza o Large Hadron Collider (LHC).

O RHIC acelera e colide ions pesados, como ions de ouro (Au), a altas energias. O
CERN, através do LHC, realiza colisdes entre prétons e entre ions pesados, como chumbo (Pb).
Essas colisGes criam condicGes extremas de temperatura e densidade similares as existentes
no Universo logo apds o Big Bang. Tais condicGes sdo propicias para o estudo do plasma
de quarks e glions (QGP, do inglés Quark Gluon Plasma), um estado da matéria em que se
acredita que os quarks e gltons estdo desconfinados, oferecendo perspectivas preciosas sobre
a QCD e a estrutura da matéria. Isso permite ndo apenas testar a QCD em regimes de energia
extremamente altos, mas também investigar fenémenos além do Modelo Padrdo, como busca

por novas particulas e a compreensao da matéria escura.

2.1 MODELO PADRAO

Desde a exploracdo da estrutura da matéria até a crenca inicial de que o 4tomo era a
menor unidade possivel, a busca pela composicao fundamental da matéria tem alimentado a
curiosidade humana ao longo do tempo [10]. O inicio deu-se com Leucipo (480-420 a.C.) e
Demécrito (460-370 a.C.) [11, 12, 13], os quais foram responsaveis por formular a primeira
teoria atomista. Nessa teoria, a matéria, em sua esséncia, era composta por particulas minus-
culas e indivisiveis: o dtomo [12, 14]. Assim, o dtomo era, até entdo, considerado a menor
unidade constituinte da matéria e era indivisivel.

Com a evolucdo do entendimento atémico, John Dalton (1766-1844) trouxe sua concep-
¢do em 1808 da esfera indivisivel e macica [12, 15] e Joseph Thomson (1856-1940) avancou
os estudos descobrindo o elétron em 1897 [16] e propondo em 1987 o famoso “pudim de
passas” [17]. Esta analogia explicaria a distribuicdo das particulas elementares no atomo, que
carregava consigo os elétrons e as cargas positivas, e que estes estavam distribuidos de forma
homogénea dentro de uma esfera. Posteriormente, Ernest Rutherford (1871-1937) observou em
seu experimento de dispersao de particulas alfa que estas sofriam desvios, indicando assim, que

a maior parte da massa do atomo estava concentrada em uma regido central muito menor, que
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ele chamou de niicleo [12]. Sendo assim, em 1911 Rutherford desenvolveu a teoria do modelo
planetério [12, 13] no qual os elétrons orbitavam ao redor de um nicleo central carregado
positivamente, em vez de estarem dispersos junto com os prétons.

Embora revolucionéaria, a teoria de Rutherford ainda n3o explicava completamente a
estabilidade do atomo e a distribuicdo dos seus elétrons, cuja explicacdes vieram com Niels
Bohr (1885-1962). Bohr em 1913 desenvolveu seu modelo tomando como base as ideias de
quantizacdo de energia de Max Planck (1858-1947) [18] e teorias de Albert Einstein (1879-
1955). Sendo assim, propds que os niveis de energia dos elétrons eram quantizados e que os
elétrons se movem em oérbitas estaveis ao redor do niicleo, mas podem saltar de um nivel de
energia (ou 6rbita) para outro.

A fig. 2.1 ilustra a evolucdao dos modelos atémicos citados:
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Figura 2.1 — llustra-se a representacdo dos modelos atémicos, respectivamente: o modelo da esfera indivisivel de Dalton,
o modelo do pudim de Passas de Thomson, o modelo com niicleo de Rutherford e 0 modelo quantizado
de Bohr (retirado e modificado de [19]).

Apds o modelo atomico de Bohr, o descobrimento do néutron em 1932 por James
Chadwick (1891-1974) desempenhou um papel importante na fisica atémica [12, 20, 21].
Embora o modelo de Bohr fosse aplicavel em estruturas simples, como o 4tomo de hidrogénio,
ele apresentava lacunas quando aplicado a estruturas maiores, especialmente em relacao a
estabilidade nuclear e a discrepancia de massa atomica. Essa particula sem carga elétrica [21],
ajudou a explicar algumas dessas questoes, pois contribui para a massa atomica sem influenciar
a carga nuclear. Hideki Yukawa (1907-1981), destacou o papel fundamental do néutron na
estabilidade do nicleo atémico.

No entanto, ainda persistiam questdes a serem resolvidas na area nuclear. Yukawa havia
teorizado sobre a existéncia de uma particula [22], mais tarde identificada como méson pi (ou
pion), que mediaria a interacdo nuclear, fornecendo a forca atrativa necessaria para superar
a repulsdo eletrostatica entre os prétons. Mais tarde, isso se tornou conhecido como pion,
observado em 1947 por Cecil Powell (1903-1969), César Lattes (1924-2005) e colaboradores
[23] por meio do rastro em emulsGes fotograficas obtidas da alta atmosfera.

Pouco tempo depois da descoberta do méson pi (7*/7°), o méson K (ou Kaén -
K*/K") também foi descoberto. A partir de ent3o, uma gama de novas particulas, antiparti-
culas e uma série de particulas exdticas comecaram a emergir, conforme podemos visualizar
na fig. 2.2. E com chegada dos grandes aceleradores de particulas, houve uma profusdo de
novas particulas, sendo necessario estabelecer uma certa ordem e retornar a simplicidade para

encontrar o que hd de mais fundamental na constituicdo destas particulas [24].
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Figura 2.2 — Linha do tempo que mostra a cronologia das primeiras descobertas de particulas (figura elaborada pela
autora, baseada em [24]).

O modelo de Gell-Mann (1929-2019) [25] e Stefan Zweig (1937-Atual) [26], proposto de
maneira independente em 1964, introduziu os quarks como constituintes elementares das parti-
culas, como prétons e néutrons. Essa teoria descreve os quarks agrupados [27] em trios (barions)
ou pares (mésons), oferecendo uma explicacdo para a vasta gama de particulas observadas
em experimentos de altas energias. Além disso, os |éptons s3o apresentados como particulas
elementares sem subestrutura, assim como os quarks, ambos essenciais na composicdo da
matéria.

As descobertas e contribuicdes cientificas no campo da fisica de particulas, revelaram
que ha outras interacdes fundamentais que regem o universo, e com isso foi possivel ter uma
visdo geral de que a fisica atual é capaz de explicar quase todos os fenémenos fisicos conhecidos
por meio de quatro interacoes fundamentais: forca gravitacional, forca eletromagnética, forca
nuclear fraca e forca nuclear forte.

A interacdo gravitacional atua em todas as particulas com massal e a primeira a
ser compreendida fenomenologicamente. Na fisica classica, a teoria da gravitacdo universal de
Newton descreve essa forca, mostrando que todos os objetos com massa sdo afetados por ela. No
entanto, sua descricdo quantica ainda nao é bem definida, e a possivel particula mediadora dessa
forca, chamada de “graviton”, ainda ndo foi detectada. Hoje, a teoria moderna da gravidade
é explicada pela teoria da relatividade geral de Albert Einstein (1879-1955), que descreve
a gravidade como a curvatura do espaco-tempo causada pela presenca de massa/energia.
Quando esses objetos massivos (como planetas, estrelas e buracos negros) sofrem mudancas
significativas em sua distribuicao de massa ou aceleram, produzem ondulacdes na curvatura
do espaco-tempo, conhecidas como ondas gravitacionais, que se propagam pelo universo.
Essas ondas foram detectadas pela primeira vez em 2015 [28] pelo LIGO (do inglés, Laser
Interferometer Gravitational-Wave Observatory), confirmando assim a previsdo de Einstein.

A interacao eletromagnética é responsavel por atuar em particulas com carga elétrica.
Uma descricdo inicial dessa forca classica foi feita por James Clerk Maxwell (1831-1879), cujas
equacoes fundamentais descrevem a natureza do campo eletromagnético. Essa interacdo possui
sua descricdo quantica [29, 30] como uma das teorias mais bem-sucedidas da fisica moderna,
estabelecida por Richard Feynman (1918-1988), Julian Schwinger (1918-1994) e Shin’ichiro
Tomonoga (1906-1979), que é a Eletrodindmica Quantica (QED?, do inglés Quantum Elec-
trodynamics). A QED fornece uma descricdo do comportamento das particulas carregadas sob

a influéncia do campo eletromagnético e em uma ampla gama de fendmenos fisicos, desde a

1
2

Também atua em fétons, uma vez que feixes de luz sdo desviados perto de objetos supermassivos.
A base foi essencial para a construcdo da QCD.
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interacdo entre particulas subatomicas até a descricao do comportamento da luz e da matéria
em niveis fundamentais. O féton é a particula mediadora da forca eletromagnética, nao possui
massa e é responsavel pela mediacao desta forca entre particulas carregadas.

A forca nuclear fraca desempenha um papel fundamental em decaimentos radioativos,
captura de elétrons e a interacdo de neutrinos com a matéria hadrénica [31]. A forca nuclear
fraca possui alcance curto e ela atua sobre os hadrons e os |éptons. As particulas trocadas sao
os bésons Z° e W*. O exemplo mais comum dessa interacdo é o processo conhecido como
decaimento 3, que é um processo fundamental que pode alterar a identidade dos quarks dentro
dos hadrons, onde um tipo de quark pode se transformar em outro tipo de quark, mediado
pela emissdo ou absorcdo de um W ou Z. Essa transformacdo de quarks é fundamental para
entender a variedade de particulas elementares e seus decaimentos. O decaimento 3 também é
responsavel pelo processo de transformar um nicleo instavel em outro nicleo através da emissao
das particulas 3, como os elétrons ou pésitrons. Por completeza, a interac3o eletrofraca (teoria
GWS) unifica a forca nuclear fraca e a eletromagnética, e foi desenvolvida por Sheldon Glashow
(1932-Atual), Abdus Salam (1926-1996) e Steven Winberg (1933-2021). Esta, descreve como
os bosons mediadores da forca fraca interagem com os quarks e Iéptons.

E por fim, a forca nuclear forte, que assegura a estabilidade do ndcleo atomico e
cuja descricao é dada pela QCD, que explica a interacdo entre os quarks e suas particulas
mediadoras, os glidons [32]. O glion deriva do inglés e significa cola, devido a sua acdo para
manter os quarks agrupados. Ela é a interacdo de maior intensidade, atua mantendo os quarks
unidos para formar hadrons.

Um dos comportamentos extremos da QCD ¢é a liberdade assintética [33, 34], que
sugere que quanto mais préximos os quarks estao um dos outros, mais fraca é forca entre eles,
inversamente, quanto mais afastados, mais forte é a forca, e esse comportamento impede que
os quarks sejam observados isoladamente no estado livre, fenomeno este que é conhecido por
confinamento de cor. Em contraste com o féton, os glions se distinguem por suas cargas de
cor, 0 que os capacita a interagir entre si. Na tab. 2.1, contém as principais caracteristicas das

quatro interacoes fundamentais discutidas:

Interacao Teoria Mediador Intensidade Alcance Atua em
Forte QCD Gldon 1 107 ®m carga de cor
Eletromagnética QED Foéton 1/137 00 carga elétrica
Fraca GWS wW*. 7 1020 10~ ¥m Todas
Gravitacional “Graviton” 5.3 x 1073 o0 particulas com massa

Tabela 2.1 — A tabela apresenta as quatro interacdes fundamentais da natureza. Além disso, é evidente que a interacdo
forte é a mais intensa, porém possui um alcance menor comparado as outras intera¢des (tabela retirada
de [31]).

As particulas elementares, de acordo com o Modelo Padrao, podem ser classificadas
em dois grupos: os férmions e os bdsons. Os férmions, que obedecem ao principio de exclusdo

de Pauli, compdem a matéria que encontramos no universo. Por outro lado, os bdsons, que



Capitulo 2. Fisica de Particulas 19

ndo estdo sujeitos a esse principio, sao responsaveis por mediar as interacdes fundamentais.
Sendo assim, o Modelo Padr3o da fisica de particulas além de contemplar as trés forcas
fundamentais da natureza (o eletromagnetismo e as forcas nucleares fraca e forte®) contém os
doze férmions fundamentais que s3ao os quarks e os |éptons, e também os bdsons mediadores,
conforme pode ser notado na fig. 2.3. H4 também o setor de Higgs, onde o bdson de Higgs

interage com as demais particulas.
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Figura 2.3 — Particulas Elementares de acordo com o Modelo Padr3o de Particulas (figura retirada e adaptada de [35]).

Também na fig. 2.3, é possivel observar que existem seis tipos de quarks (ou 'sabores*’)
distintos: up (u), down (d), charm (c), strange (s), bottom (b) e top(t), e para cada quark
(q) existe um antiquark (g, sua antiparticula) que s3o anti-up (), anti-down (d), anti-charm
(¢c), anti-strange (5), anti-bottom (b) e anti-top (). Esses quarks interagem entre si por meio
da forca forte, mediada pelos glions, o que resulta na formacao de particulas hadroénicas.
Ja os léptons incluem o elétron, o mion, o tau e os neutrinos associados a cada um deles.
Além desses férmions, existem seis bésons fundamentais: o féton é responsavel pela interacao
eletromagnética, os bésons W e Z regem a interacdo fraca, o glton é o mediador da interacdo
forte entre os quarks (estes foram apresentados na tab. 2.1) e o bdson de Higgs confere massa
as particulas fundamentais.

A compreens3o da interacao entre essas particulas é crucial para entender a estrutura
basica do universo. Em particular, nos hadrons — como os prétons e os néutrons — a interacao
entre quarks e glions cria um ambiente complexo, onde as leis da fisica de particulas precisam

ser consideradas para entendermos aspectos fundamentais da matéria e da energia no universo.

2.2 CROMODINAMICA QUANTICA

A QCD ¢ a teoria que descreve a interacdo entre quarks por meio da forca forte e é
importante compreender as propriedades quanticas dessas particulas elementares, como a carga

de “cor”, que é uma caracteristica envolvida na interacao forte entre os quarks, e os diversos

A gravitacdo n3o é abordada no modelo padrao.

4 Namero quantico que define o tipo de quark.
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sabores que essas particulas podem apresentar. A carga de cor representa os trés estados
fundamentais da QCD (vermelho, azul e verde) e seus respectivos antielementos (anticores:
antivermelho, antiazul e antiverde) — e os diferentes “sabores” de quarks (v, d, ¢, s, b, t, u,

d, ¢, 5, b, t) representam o tipo de quark.

Quark Sabor Carga Elétrica Spin Massa

(u) up +2/3 +1/2 =4 MeV

(d) down  -1/3 +1/2 ~6 MeV

(c) charm  +2/3 +1/2 = 1,270 MeV
(s) strange -1/3 +1/2 =~ 150 MeV

(b) bottom -1/3 +1/2 =~ 4,180 MeV
(t) top +2/3 +1/2 ~ 173,000 MeV

Tabela 2.2 — Nesta tabela s3o destacadas as propriedades dos seis tipos de quarks. Na tabela, a massa considerada é
dos quarks livres (tabela elaborada pela autora, dados retirados de [27]).

Os quarks, dada a sua complexidade de suas propriedades, participam ativamente em
todas as interacdes conhecidas. Por possuirem massa, sao afetados pela gravidade, com sua
carga elétrica, interagem através da forca eletromagnética, ao carregarem carga de cor, ficam
sujeitos a interacdo forte e s3o capazes de mudar de sabor durante processos de decaimento,
respondendo a forca nuclear fraca. Esses atributos distinguem os quarks dos Iéptons.

Os glions, que s3o mediadores da interacdo forte, possuem carga de cor, o que os faz
interagir entre si. A necessidade de conservar a carga de cor nessas interacdes implica que os
glions transportem uma combinacao de cor e anticor simultaneamente. Assim, diferentemente
da interacao féton-elétron, na qual a carga elétrica é preservada, a interacdo forte envolvendo
quarks e glions é marcada pela troca dinamica de cores.

A introducdo do conceito de carga de cor [36, 37] foi fundamental para resolver uma
aparente violacdo do Principio de Exclusdo de Pauli no modelo dos quarks. Originalmente, este
modelo fornecia uma explicacdo para a diversidade de hadrons observados, mas enfrentava
desafios ao explicar certas configuracdes de particulas, as quais pareciam contrariar o Principio.
O conceito de carga de cor permitiu aos fisicos contornar essas contradicdes, introduzindo um
novo grau de liberdade para os quarks.

Um caso ilustrativo dessa situacdo é observado na familia de barions ¥*, que compreende
particulas como X1, X9, e 37, todas formadas por trés quarks de diferentes sabores. Na tab. 2.3

podemos visualizar a composicdo de quarks dessa familia de barions:

Barion Composicdo de Quarks Spin Total

¥t uus 3/2
30 uds 3/2
> dds 3/2

Tabela 2.3 — Esta tabela destaca a composicdo dos sabores dos barions X e ilustra como a diversidade da carga de
cor permite a existéncia de configuracdes de quarks (tabela elaborada pela autora, dados retirados de

[27]).
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Uma caracteristica notavel desses barions é que eles possuem um spin total de 3/2.
Esse spin elevado, combinado com a composicao de quarks, inicialmente parecia desafiar o
Principio de Exclusiao de Pauli, ja que todos os trés quarks poderiam ocupar estados quanticos
semelhantes em violacdo ao principio. Contudo, a introducdo da carga de cor como um grau
de liberdade adicional oferece uma solucdo, permitindo que trés quarks idénticos (em termos
de sabor) coexistam no mesmo estado quantico sem violar o principio, desde que eles tenham
diferentes cargas de cor.

Essa complexidade destaca uma caracteristica importante da QCD: o confinamento
quéantico [38], que prevalece sob condices de baixa energia e temperatura, onde os quarks se
agregam para formar particulas compostas, um processo conhecido como hadronizacdo.

A teoria prevé a existéncia de uma fase da matéria, o QGP, sob condi¢Ges extremas
de temperatura ou densidade, permitindo que os quarks e glGons circulem livremente fora dos
hadrons. Este fenémeno é contrastante com o principio de confinamento, onde a forca forte,
que mantém os quarks unidos, torna-se cada vez mais intensa a medida que tentam se separar,
efetivamente impedindo sua dispersdao em condicGes normais. No entanto, no regime de altas
energias, a liberdade assintética se manifesta na QCD. A constante de acoplamento () da
QCD diminui, resultando em uma interacdo menos intensa entre quarks e gltons. Isso conduz
ao aumento do livre caminho médio dessas particulas, sugerindo a possibilidade de quarks
existirem de maneira livre, ndo confinados dentro dos hadrons, em contextos especificos que
transcendem as condicdes normais de confinamento.

A constante de acoplamento forte, que regula a forca da interacao forte em diferentes
escalas energéticas, desempenha um papel crucial neste cenario, evidenciando a dindmica com-
plexa e as transicoes de fase que caracterizam o comportamento dos constituintes fundamentais
da matéria sob condicdes extremas. A fig. 2.4, resume as medicoes de g em funcdo da escala

de energia ) [39]. As curvas s3o predicdes da QCD.

0.3 Tuly 2009
o Q)
s a Deep Inelastic Scattering
04| ce c*'C_Annihilutim_l ]
o® Heavy Quarkonia
03¢
0.2+t
0.1
=QCD «as(Mz)=0.1184 +0.0007
1 10 100

Q [GeV] .
Figura 2.4 — A relacdo entre o acoplamento da forca forte «s e a escala de energia @ é representada neste grafico. A
medida que as diminui e Q aumenta, a forca forte se enfraquece (figura retirada de [39]).
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No regime de baixas energias, a forca forte aumenta a medida que a separacao entre dois
quarks aumenta. Ao tentar separar os quarks injetando energia no sistema, chega-se a um ponto
critico onde, antes de se observar quarks livres, essa energia contribui para a criacdo espontanea
de um novo par quark-antiquark (qq). Esse processo transforma o hadron inicial em um par de
novos hadrons. Esse processo da QCD é conhecido como confinamento de cor, que efetivamente
impede a observacdo de quarks isolados na natureza. A alta constante de acoplamento forte
neste regime torna as técnicas perturbativas inadequadas devido a complexidade dos calculos
envolvidos. Tal desafio motiva o desenvolvimento de modelos fenomenolégicos que buscam
compreender a fisica de particulas sob essas condicdes extremas de confinamento.

Uma via para compreender as propriedades da QCD ¢é através da analise de sua densidade
Lagrangiana. Essa expressao contém todas as informacdes fundamentais sobre como os quarks
e glions interagem sob a influéncia da forca forte:

ey a (2.1)

Laco =Y _ [0 (v"0u — ms) ¥ — gvfAn"vf] - SG,

a.f
Na densidade Lagrangiana da QCD, os indices de cor a = r, g, b representam os trés campos
de cores: vermelha, verde e azul, respectivamente. Os sabores dos quarks s3o indicados por f.
Aqui, 1 e 1) denotam campos de quark e o antiquark, respectivamente, my se refere a massa
do quark de sabor f e g a constante de acoplamento forte. As matrizes y* sdo as matrizes de
Dirac, que medeiam a interagdo entre os campos de quarks e o campo de glions, e G7,, é o
tensor do campo de glions, descrevendo a dinamica e auto-interacdo dos gltons.

Os termos cinéticos dos quarks, ﬁ?(iv“@u — mf)wﬁ, descrevem a propagacao livre dos
quarks e sua massa, enquanto o termo cinético dos glions, —%GZVGZ“’, representa a dindmica
dos glions e suas auto-interacdes, essencial para a teoria da QCD. O termo de interacdo,
—gz/?jﬁAMV"w}, ilustra como os quarks interagem com o campo de gliions através da constante
de acoplamento forte g.

A expans3o do campo dos glions A é efetivamente realizada através das matrizes de
Gell-Mann A, que servem como a base da algebra de Lie para os grupos de simetria de cor
SU(3)¢. Os indices da algebra, b e ¢, que variam de 1 a 8, indicam a existéncia de oito glions

distintos na teoria, cada um descrito por um campo vetor A}

8
1 b
A=) S (2.2)
A estrutura completa do campo de gliions € capturada pelo tensor de campo G7,:

8
Go, = AL — 0,AL +g ) [ AL AL (2.3)

b,c=1

onde o primeiro par de termos 0,A; — 0, Aj, representa a derivada do campo de gldons,

. s 8 . ~
correspondendo ao termo cinético, e o termo gzbcfabcAZAf, descreve as auto-interacdes
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entre os gliions, mediadas pelas constantes de estrutura £ do grupo SU(3)¢ e a constante
de acoplamento forte g.

Embora a solucao completa da QCD ainda seja um desafio distante, existe uma abor-
dagem conhecida como QCD na rede (Lattice QCD, LQCD) [32], que permite obter solucdes
numéricas para baixos potenciais quimicos. Essa abordagem tem se tornado mais confiavel,
especialmente com os avancos rapidos na capacidade computacional. Isso nos permite explorar,
por exemplo, o diagrama de fases da QCD, um aspecto fundamental da teoria que descreve
as transicOes de fases da matéria hadronica.

Universo Primordial
Outras colistes Plasma de quarks
LHC, RHIC de ions pesados eglions
Ponto
% | [ _Critico Final
S 100 ¥ T3 O mmm e o m o m ey oo
= LQCD, Fase Quarkidnica?
5 10+ T . TR -
& ; -~
9] Matériade  Ncleos Ko
=3 14 'hadrons “o Supercondutor
= / o) de cores
o / (0)\
L R B BN
’ /kj‘/ IR
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001 4 b néutron
1 ’
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? 0:01 p-L Densidade barionica (fm™>)
Q0
s “u
3 ST -
£ S—
9 b A -
< . Estrelas de néutron W
1¢ e 0

Figura 2.5 — Diagrama de fase da matéria da QCD, que varia de acordo com a temperatura e com a densidade barionica
(figura retirada de [40]).

O diagrama de fases da QCD, ilustrado na fig. 2.5, desempenha um papel importante
na andlise da matéria hadrdnica e suas diferentes fases, e estd descrito em termos da tempera-
tura e da densidade barionica. Contudo, é crucial enfatizar que os potenciais quimicos est3do
intimamente relacionados as densidades, resultando na representacao frequente do diagrama
em termos de ambas as grandezas.

A analise das diferentes regides do diagrama revela caracteristicas distintas das fases
da matéria: em condicGes de alta temperatura e alta densidade barionica, a matéria assume
o estado do QGP, onde ocorre o fenédmeno de desconfinamento, permitindo que quarks e
glions se movam livremente. Em uma regido de alta temperatura e baixa densidade barionica,
observa-se a transicdo para o QGP em torno de 150 MeV, onde a alta temperatura facilita o
estado de desconfinamento mesmo em densidades reduzidas. Por outro lado, em um regime
de baixa temperatura e baixa densidade barionica, a matéria se apresenta no estado hadrénico
confinado, com quarks e glions confinados dentro dos hadrons. Além disso, em condicdes de
baixa temperatura e alta densidade barionica, antecipam-se transicdes de fase para estados
exoticos da matéria, como a matéria de quarks densa, potencialmente presente em estrelas de
néutrons.
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A LQCD oferece resultados que sugerem que em altas temperaturas e baixas densi-
dades, a transicdo de fases é do tipo crossover, caracterizado por uma mudanca suave, sem
alteracdes abruptas na ordem da transicao ou descontinuidades nas derivadas das propriedades
termodindamicas. Por outro lado, em temperaturas baixas e densidades altas, antecipa-se uma
transicao para uma fase desconfinada de primeira ordem, por envolver uma mudanca brusca nas
grandezas termodinamicas e uma descontinuidade na energia livre. No entanto, é importante
notar que em baixas temperaturas e altas densidades, como nas condicoes encontradas no
interior de estrelas de néutrons, teoriza-se a possibilidade de fases exéticas de matéria.

A existéncia da fase desconfinada, como o QGP, apresenta uma série de desafios
tedricos para sua descricao, assim como obstaculos experimentais para sua producdo. No
entanto, acredita-se que essa fase possa existir em condicdes de temperatura ou densidades
extremas. Embora seja uma ocorréncia que se presume existir na natureza, o estudo do QGP
envolve a recriacdo dessas condicGes extremas em laboratério. Isso é possivel por meio de
colisdes em aceleradores de particulas, especialmente colisdes envolvendo ions pesados, criando

ambientes densos de quarks e gliions submetidos a altas energias.

2.3 FISICA DE ALTAS ENERGIAS

Ao longo das lltimas décadas, diversos laboratérios ao redor do mundo tém dedicado
seus esforcos ao estudo meticuloso da matéria, buscando compreender sua composicao por meio
da fragmentacdo controlada. Essa jornada de exploracao tem sido marcada pela aceleracao e
colisdo deliberada de feixes de particulas. Aceleradores de particulas tém desempenhado um
papel fundamental nesse processo, impulsionando particulas carregadas a velocidades préximas
a da luz.

Rutherford foi um dos pioneiros em experimentos que envolviam o choque entre particu-
las [41] ou o direcionamento delas contra um alvo. Este comecou a acelerar particulas alfa para
usa-los como projéteis em suas pesquisas. Seus alunos, John Cockcroft (1897-1967) e Ernest
Walton (1903-1995), receberam a tarefa de construir um dispositivo capaz de gerar um alto
potencial elétrico para acelerar essas particulas. Em 1929, Cockcroft e Walton conseguiram
desenvolver um multiplicador de tensdo composto por capacitores ligados a diodos retificadores
que agiam como interruptores, alcancando 700 keV. Seu principio operacional baseava-se no
uso de um campo elétrico para aumentar a velocidade de particulas carregadas.

Em paralelo a isso, estudos iniciais se concentravam na observacdo e analise das
particulas de alta energia que alcancavam a atmosfera. Com os raios césmicos, vislumbrou-
se o comportamento dessas particulas em condicdes especificas de energia e de velocidade,
provenientes de diversas fontes, desde particulas do Sol até objetos além da nossa galaxia.
Neste cenario em que Powell, Lattes e demais colaboradores consolidaram o método [23, 42].

Os primeiros experimentos relacionados aos raios césmicos remontam ao final do século
XIX e inicio do século XX. Para detectar essas particulas, em 1936, Anderson (1905 - 1991) e
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Neddermeyer (1907 - 1988) utilizaram uma cimara de Wilson® [43]. Esta cdmara era um am-
biente preenchido com vapor, geralmente alcool ou agua, onde particulas carregadas deixavam
rastros visiveis ao interagir com o gas. Eles observaram rastros de particulas que ndo se com-
portavam como elétrons quando expostos a um campo magnético especifico. Essas particulas
possuiam uma massa maior que a do elétron, mas menor que a do préton — posteriormente
foram identificadas como mdons [44].

Entretanto, a ideia de acelerar essas particulas e conduzir analises detalhadas foi o ponto
de partida, e hoje com o advento dos aceleradores e colisores de particulas, h4 a categorizacdo
destes diferentes aceleradores em duas classes: lineares e circulares. Os aceleradores lineares
geralmente s3o mais simples e compactos em comparacdo com seus equivalentes circulares,
além de apresentarem menor energia maxima. Sua estrutura basica envolve a aceleraco de
particulas em linha reta por meio de campos elétricos em tubos de vacuo, resultando em
colisGes com um alvo fixo. Esse acelerador desempenhou um papel significativo na pesquisa
em fisica de particulas, como evidenciado pela deteccdo indireta do quark charm em 1974 no
SLC [45, 46] (do inglés Stanford Linear Collider) nos Estados Unidos, além de contribuir, em
parte, para o processo de identificacdo dos bésons W e Z em 1983,

O Tevatron, construido pelo Fermilab®, representou um marco na fisica de particulas.
Inaugurado em 1987, manteve-se como o maior acelerador por cerca de 25 anos e foi pioneiro
como o primeiro colisor de prétons com antiprétons, alcancando energias de 1 TeV. Localizado
em um tunel de 6,44 km originalmente destinado ao anel principal do Fermilab, foi o primeiro
a empregar imas supercondutores de alta poténcia e operava gerando cerca de 10 milhdes de
colisdes préton-antipréton a cada segundo. Cada uma dessas colisdes produzia centenas de
particulas diferentes. Aproximadamente 200 dessas colisGes por segundo eram cuidadosamente

registradas em cada detector para analises detalhadas em estudos posteriores.
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Figura 2.6 — O principal injetor do Tevatron, o segundo maior acelerador de particulas do mundo, esteve em operagio
de 1983 a 2011 (figura retirada de [47]).

Durante sua operacdo, o Tevatron teve um papel fundamental na fisica de particulas,

Vers3o primitiva dos detectores de particulas.

6 Fermi National Laboratory, Chicago, EUA.
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realizando descobertas notaveis, como o quark bottom [46]. Em 1995, foi crucial na deteccdo
por assinatura do quark top, a ultima particula da familia dos quarks a ser identificada e
reconhecida como o quark mais massivo. Além disso, contribuiu significativamente para a
compreens3o das propriedades dos bésons de mediacao da interacdo fraca, os bdsons W e Z.

O Tevatron perdeu relevancia na pesquisa de colisio em comparacdo com os avancos
europeus, especialmente apds a inauguracdo do CERN em 2008. Em resposta, surgiu a pro-
posta para desenvolver o préximo grande acelerador nos Estados Unidos, o SSC (do inglés,
Superconducting Super Collider). Previsto para ser aproximadamente trés vezes maior que
o CERN atual, o SSC prometia uma capacidade de aceleracdo de prétons até 40 TeV. No
entanto, o custo consideravel do investimento tornou-se um desafio. Infelizmente, devido a
complicacGes financeiras e problemas de gestdo do projeto o projeto do SSC foi cancelado em
1993.

O LHC, ilustrado na fig. 2.7, consiste em um anel de 27 km equipado com imas
supercondutores e varias estruturas para aumentar a energia do feixe ao longo do percurso, que
esta localizado na fronteira franco-suica. Ele é reconhecido como o maior centro de pesquisa

em fisica de particulas e tem o mérito de ter descoberto o Béson de Higgs [48, 49].
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Figura 2.7 — Complexo de aceleradores do CERN, o maior laboratério de fisica de particulas do mundo (figura retirada

de [50]).

Cada maquina no complexo de aceleradores do CERN adiciona velocidade aos feixes
incidentes. Quando os prétons atingem o anel principal do LHC, sua energia chega a aproxi-
madamente 7 TeV. O procedimento empregado nos experimentos do CERN envolve o uso de
um gas de hidrogénio como fonte de prétons. Ao aplicar um campo elétrico sobre esse gas, os
elétrons dos atomos sao removidos. Posteriormente, o hidrogénio é introduzido em uma camara
de alimentacdo, onde prétons e néutrons sdo separados. Apenas os prétons sao conduzidos e
acelerados em quatro estagios distintos por meio de aceleradores, conforme podemos visualizar

a ilustracdo do LHC de forma reduzida na fig. 2.8:
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ALICE LHCb

LINAC4

Figura 2.8 — g\ fl[%l]l-ﬁ) ilustra os diferentes aceleradores e detectores que compdes o LHC (figura retirada e modificada
e .

O primeiro deles é o LINAC 47, destinado a fornecer aos prétons uma energia de 160
MeV. O segundo é o Booster, encarregado de atingir uma velocidade préxima a 91% da
velocidade da luz. Em seguida, o feixe acelerado alcanca o PS, que eleva sua energia para 25
GeV. O quarto acelerador, o SPS, opera com uma energia de 450 GeV. Nesse ponto, o feixe
esta proximo da velocidade da luz, e somente entdo é direcionado para sua fase final no LHC.
Cada préton adquire uma energia de 7 TeV, resultando em uma colisdo esperada de 14 TeV.

O LHC é equipado com quatro detectores principais, nos quais as colisdes de particulas
sdo meticulosamente investigadas. Um deles é o ATLAS (do inglés, A Toroidal LHC Appara-
tus)[52], um detector cilindrico que ganhou destaque ao contribuir para a notavel descoberta
do Béson de Higgs. Este detector é utilizado para a anélise de uma ampla gama de particulas e
fendmenos, abrangendo desde a busca por super-simetria até a investigacao de matéria escura e
novos aspectos da fisica do Modelo Padrdo. O CMS (do inglés, Compact Muon Selenoid)[53], é
semelhante ao ATLAS, especializado na deteccdo de muons, particulas subatémicas carregadas
geradas em colisOes de alta energia. Além de sua contribuicdo significativa para a descoberta
do Bdson de Higgs, o CMS desempenha um papel crucial na pesquisa dessas particulas. Outro
detector de importancia é o ALICE (do inglés, A Large lon Collider Experiment)[54], empregado
para investigacdes em colisdes de fons pesados. Seu propdsito é examinar a matéria nuclear
em condicOes extremas, reminiscentes das que existiam nos estagios iniciais do universo. Adi-
cionalmente, o LHCb (do inglés, Large Hadron Collider beauty)[55], configurado em formato
de “L", é especializado na deteccdo de quarks bottom. Este detector também desempenha
um papel crucial no estudo da quebra de simetria CP®, um fendmeno fundamental que pode
fornecer perspectivas na compreensao da existéncia de matéria e antimatéria.

O concorrente direto do CERN, o RHIC, localizado no Brookhaven National Laboratory
em Upton, Nova York, é um complexo de aceleradores especializados na colisdo de ions pesados
[56], notadamente niicleos de ouro que foram despojados de seus elétrons. Isso possibilita

estudos sobre a matéria densa e quente que existia nos estagios iniciais do universo.

Até 2018, era o LINAC 2, com 50 MeV.
Simetria de Carga e Simetria de Paridade, a quebra dessa simetria é uma violac3o da simetria entre particulas
e antiparticulas.
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A histéria do RHIC remonta a década de 80, quando surgiu a necessidade premente de
desenvolver um novo tipo de acelerador de particulas dedicado ao estudo da matéria nuclear em
condicdes extremas de temperatura e de densidade. Em 2000, o RHIC iniciou suas operacées
e, desde entdo, tem desempenhado um papel fundamental em descobertas importantes para
a fisica. Estas incluem as avancos nos estudos para producdo de QGP, a exploraciao das
propriedades de prétons e de néutrons, a andlise da estrutura do nicleo atomico e a pesquisa
sobre a origem dos elementos pesados no universo.

O RHIC é reconhecidamente um dos maiores e mais poderosos aceleradores de particulas
do mundo, com um diametro de 3,9 km, realiza colisdes de ions pesados a 200 GeV por
nucleon. Essas colisGes permitem a formacao de um plasma formado nessas colisdes e facilitam
a investigacao das propriedades da matéria em condicdes extremas. Além disso, através de
colisdes de prétons, o RHIC investiga o spin e a estrutura interna dos prétons, explorando

diversos aspectos da dindmica das particulas e da interac3do forte.
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Figura 2.9 — Complexo de aceleradores do RHIC, o maior colisor de fons pesados do mundo (figura retirada de [57]).

Similar ao LHC, o RHIC também é equipado com uma série de pré-aceleradores de
particulas, conforme notamos na fig. 2.9, incluindo o Tandem Van der Graaff, o Booster
Synchrotron e o AGS (do inglés, Alternating Gradient), juntamente com dois anéis de imas
supercondutores. Esses componentes permitem a aceleracdo de feixes de nicleos diversos a
energias relativisticas.

Cada um dos trés primeiros aceleradores desempenha funcdes distintas. O Tandem Van
der Graaff utiliza eletricidade estatica para acelerar atomos, removendo alguns de seus elétrons.
Os ions resultantes sdo ent3o direcionados para o Booster, que amplifica a energia do feixe e
gera aglomerados de nicleos, organizando o feixe em seis blocos. Por fim, esses blocos sdo
encaminhados para o AGS, onde os ions sdo pré-acelerados e, em seguida, lancados no RHIC.
Dentro do RHIC, os ions s3o acelerados através das voltas no anel até alcancarem a energia

final desejada.
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O RHIC conta com dois detectores de grande porte e mais dois detectores de menor
escala, dentre os principais. O STAR (do inglés, Solenoidal Tracker at RHIC)[58], representa
um detector solenoidal de dimensdes consideraveis. Este detector inclui outros detectores
especializados na rastreabilidade de particulas carregadas, identificacdo de diversos tipos de
particulas, além de mensuracdo da energia e do momento das particulas. Ele desempenha um
papel importante no estudo da matéria quark-glion. O segundo detector de grande porte era o
PHENIX, (do inglés, Pioneering High Energy Nuclear Interaction eXperiment)[59], um detector
de bracos miltiplos, operando de forma semelhante ao STAR, porém com uma énfase maior
no estudo da fisica de colisdes de ions pesados. Suas funcionalidades incluiam a investigacdo
da producdo de novas particulas, a identificacdo de particulas e a anélise das propriedades
do ndcleo atémico. Apds uma reformulacdo, o PHENIX foi substituido pelo sSPHENIX[60],
projetado para estudar o QGP com maior precisdo e taxa de coleta de dados. O BRAHMS
(do inglés, Broad Range Hadron Magnetic Spectrometer)[61] foi utilizado para investigar a
producdo de particulas em colisGes de ions pesados. O PHOBOS (do inglés, Pioneering High
Energy Observation of Back-to-Back Hadron Spectroscopes)[61] tinha como objetivo estudar
a multiplicidade de particulas e a estrutura espacial em colisGes de ions pesados. Atualmente,

apenas o STAR e o sPHENIX estdo em funcionamento.

2.4 COLISAO DE IONS PESADOS

A notavel quantidade de energia envolvida nas colisdes de ions pesados relativisticos
constitui a base para a pesquisa dentro dos aceleradores, como o RHIC e o LHC. Essas
instalacdes, por meio de colisdes de ions de ouro no RHIC e ions de chumbo no LHC (por
exemplo) proporcionaram evidéncias consistentes da formacdo do QGP [7]. Esses resultados
foram corroborados pelos dois laboratérios, solidificando o papel desses centros como lideres
na exploracdo e estudo das propriedades do QGP e demais fases de colisao.

O plasma gerado nessas colisdes, com dimensdes extraordinariamente pequenas na
ordem de 10~* metros e uma existéncia efémera da ordem de 10723 segundos, destaca-se como
um fluido singular. Reconhecido como o mais “perfeito” da natureza, exibindo uma viscosidade
de n/s ~ 0.08 — 0.20 [62], pode ser obtida a partir de modelos holograficos e simulacdes.Esse
estado da matéria desafia as capacidades de observacdo direta devido a sua rapida dissolucao.
Assim, as investigacoes nessas condicOes extremas permanecem predominantemente indiretas,
limitando, até o momento, o acesso a medidas diretas do QGP. Essas complexas caracteristicas
do plasma formado em colisGes de ions pesados relativisticos continuam a oferecer compreensdes
valiosas sobre o comportamento da matéria nuclear em regimes especificos.

A observacdo direta do QGP é desafiadora experimentalmente, pois o sistema gerado
permanece por um intervalo temporal notavelmente curto, da ordem de 1 femtossegundo, e
essa etapa do processo de colisdo pode ser considerada utilizando-se dois cenarios distintos:
o cenario a esquerda do eixo vertical da fig. 2.10, observa-se a producdo de hadrons sem a

existéncia da formac3o desse estado de QGP, enquanto que o cenério a direta da mesma figura,
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assume a presenca desse estado intermediario entre a colisao e a hadronizacdo. Neste dltimo
cenario, inicialmente se forma um plasma equilibrado que, ao esfriar, da lugar a uma transicao
onde coexistem tanto os hadrons quanto os componentes fundamentais do plasma, os quarks

e os glions.

Evolugio

Hidrodmnanica Fase de

pré-equilibno (< ©,)

4) Sem QGP /[\ b) Com QGP 2

Figura 2.10 — Evolucdo hidrodindmica de uma colisdo de ions pesados, ilustrando os cenéarios possiveis de como o
estado da matéria muda a medida que o sistema se expande e esfria (figura retirada de [63]).

Embora nao haja uma observacdo direta que comprove a existéncia do QGP, sua
formacdo em colisdes de ions pesados pode ser inferida por algumas assinaturas, como pela
observacao de anisotropias na distribuicio de momento das particulas produzidas, resultantes
do comportamento hidrodindmico do plasma em uma regido de pressdo assimétrica [64]. Dentro
desse contexto, considerando que o sistema evoluird de acordo com o cenério que inclui a
existéncia de um estado com plasma equilibrado, compreender as fases de evolucdo do sistema
em uma colisdo de particulas e os estagios envolvidos nesses laboratérios torna-se importante.

Na fig. 2.11, é apresentada uma representacdo simplificada do processo de colisao
de ions pesados, especificamente considerando nicleos de atomos pesados, como o par de
ions ouro-ouro, que sdo estudadas a partir de modelagens computacionais. O processo tem
inicio com a aceleracao dos ions pesados a velocidades préximas a da luz antes de colidirem,
ocasionando uma contracdo de Lorentz na direcdo do movimento. A consequente colisdo
desencadeia a producdo de uma diversidade de particulas, tais como prétons, néutrons, pions

e kaons.

QGP e expansiio Fase hadronica e freeze-out
Nucleos incidentes hidrodinamica

s

Pre-equilibrio

Hadronizaciio
Figura 2.11 — Evoluc3o temporal de uma colisdo de ions pesados. A figura ilustra como a temperatura e a densidade
variam com o tempo durante a colisdo (figura retirada de [65]).

A sequéncia de eventos é delineada da seguinte maneira: a medida que os nicleos se
aproximam, as forcas nucleares fortes entre os nicleos atdmicos se manifestam. A intensidade

da colisdo é tal que ocasiona a ruptura dos prétons e néutrons, liberando quarks e gliions. Nesta
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etapa de alta energia, acredita-se que a temperatura atinge aproximadamente 150-170 MeV
[66], formando o QGP. Esta fase se comporta como um fluido devido a alta agitacdo térmica,
comecando a expandir e resfriar-se. Neste momento, ocorre a fase chamada de hadronizacdo,
onde essas particulas se recombinam para formar novos hadrons, e até mesmo particulas mais
exoticas.

Entdo, antes de qualquer recombinacdo, a interpretacdo dos resultados experimentais
é que a quebra do nicleo libera quarks e glions em estados desconfinados. Nas primeiras
fracdes de segundo apds a formacdo do QGP, a matéria comeca a expandir, 0 que como
consequéncia abaixa a temperatura e, consequentemente, inicia-se a fase de hadronizacdo da
matéria, e a temperatura estimada pelos modelos existentes estd entre 50 e 100 MeV. lIsso
se deve a natureza diminuta e instavel dos quarks e dos glGions, que ndo podem subsistir
por periodos prolongados como particulas livres. Para alcancar a estabilidade, essas particulas
recombinam-se, formando particulas hadroénicas.

A LQCD indica a temperatura do QGP a 150 MeV para potencial quimico 0 (u = 0)
[67]. Os resultados obtidos a partir de dados coletados no LHC e no RHIC indicam concordéncia
quanto a formacdo do QGP a temperaturas em torno de 150 a 170 MeV. Esses experimentos
também evidenciam que a temperatura inicial do QGP depende principalmente da energia de
colisao. Nos experimentos realizados no RHIC com ions de ouro, observou-se que a temperatura
do QGP atingia cerca de 150 MeV em colisGes com energia 200 Gev por par de nicleons do
centro de massa [68, 69, 70]. Em contrapartida, os experimentos no LHC com ions de chumbo
revelaram que a temperatura do QGP alcancava aproximadamente 170 MeV em colisdes com
energia de 2,76 TeV por niicleo [68, 69, 71].

Além disso, nota-se que a temperatura do QGP varia ao longo do tempo. No estagio
inicial da formacao do QGP, a temperatura é mais elevada, mas a medida que o QGP se
expande e resfria, ocorre uma diminuicao gradual da temperatura. Os experimentos também
destacam que a temperatura do QGP é mais elevada no centro do colisor, uma vez que é nessa
regidao que a energia da colisdo é mais intensa. Em termos gerais, tanto os experimentos do
LHC quanto do RHIC oferecem evidéncias convincentes sobre a formacdo do QGP em colisdes
de ions pesados, fornecendo informacdes valiosas sobre as propriedades do QGP, incluindo sua
temperatura, densidade e tempo de vida.

Para explorar o processo de resfriamento do gas na fase hadrbnica e producdo de
particulas, foi utilizado a descricao estatistica de gases quanticos. No Capitulo 3, é examinado
com detalhes o comportamento de gases de férmions e bdsons, que sdo fundamentais para
entender as condicoes pds-colisdo. Ja no Capitulo 4, a abordagem serd ampliada para incluir
a estatistica nao-extensiva, que oferece uma ferramenta adicional para analisar a taxa de

formacdo de particulas resultante desses eventos.
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3 MODELQOS ESTATISTICOS

Um ensemble representa um conjunto de todos os estados microscopicos possiveis
que um dado sistema fisico pode assumir. Esses conjuntos sdo utilizados para descrever o
comportamento de sistemas macroscépicos, baseando-se na distribuicao de diversas configura-
cSes microscdpicas possiveis. Existem muitos tipos de ensembles, e cada um é adequado para
analisar sistemas sob certas condicdes sobre as varidveis termodindmicas, como o volume (1),
entropia (5), energia (E), nimero de particulas (N), potencial quimico (u) e temperatura
(7).

Os principais ensembles usados na mecénica estatistica sdo: 1) Micro-candnico: ade-
quado para descrever sistemas isolados com energia total e niimero de particulas fixos, isto
é, cada um dos possiveis estados que o sistema pode assumir tem energia total e nimero
de particulas constantes; 2) Candnico: adequado para descrever um sistema fechado e em
equilibrio com um reservatério térmico a temperatura constante, trocando energia e mantendo
fixo o nimero de particulas; e 3) Grande-Candnico: adequado para descrever um sistema aberto
em equilibrio com um reservatério térmico e de particulas, trocando energia e particulas com
ele, enquanto mantém constante a temperatura e o potencial quimico.

Em sequéncia, serao abordadas a estatistica de Fermi-Dirac, que descreve as particulas
fermionicas, e a estatistica de Bose-Einstein, que descreve as particulas bosonicas. Essas estatis-
ticas sao essenciais para explorar os modelos de gas de Fermi e de Bose livres, respectivamente.
No caso dos férmions, a estatistica de Fermi-Dirac leva em conta o principio de exclusido de
Pauli, que impede que duas particulas ocupem o mesmo estado quantico simultaneamente. Por
outro lado, a estatistica de Bose-Einstein, aplicavel a bésons, permite que miultiplas particulas
ocupem o mesmo estado quantico. Estes modelos serdo utilizados para analisar as distribuices
de particulas em sistemas de alta densidade de energia, como nas colisdes de ions pesados.
A aplicacdo destes modelos é particularmente relevante para descrever a fase hadronica que
ocorre ap6s a formacao do QGP, onde os quarks comecam a se recombinar em hadrons como

prétons, néutrons, hiperons, pions, kaons, etc.

3.1 ENSEMBLE MICRO-CANONICO

Em um sistema isolado, ou seja, num sistema que ndo troca energia € nem particu-
las com o ambiente, torna-se viavel a utilizacdo do ensemble micro-canonico. As principais
caracteristicas de um sistema descrito pelo ensemble micro-candnico incluem as variaveis ter-
modinadmicas: energia (E), nimero de particulas (/V) e volume (V') constantes. Nesse caso,
todas as configuracdes microscépicas possiveis do sistema sdo igualmente provaveis. Assim, a
probabilidade de o sistema ser encontrado em qualquer um desses microestados é a mesma
para todos eles. O niimero de microestados para o ensemble micro-candnico é denotado por
Q(E,V,N).

Sendo assim, para o ensemble micro-candnico [72], a entropia (.S) é relacionada ao
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logaritmo natural do niimero de microestados (£2):
S(E,V,N) = kglnQ(E,V,N), (3.1)

em que kp € a constante de Boltzmann e possui o valor de kp = 8, 6173336262 - 10~ eV/K.

Mesmo em um sistema isolado, as particulas podem rearranjar-se de muitas maneiras.
No equilibrio termodinamico, o macroestado mais provavel é aquele que estad relacionando
ao maior niumero de microestados correspondentes, ou seja, o macroestado de um sistema
termodindmico em equilibrio estad relacionado a 2 = €., € d€2 = 0. Assim, a entropia
tende a aumentar até alcancar um maximo no equilibrio termodindmico, e com isso o sistema
explora todas as configuracdes possiveis até que encontre o estado com o maior nimero de
microestados, que define o estado de maxima entropia. Consequentemente, quando S = Sy,

isto é, temos a entropia maxima, vale que:
dS =0 para S = SMéX. (32)

A equacdo (3.1) é de fundamental importancia, pois a partir dela é possivel calcular
propriedades termodinamicas de um sistema. A equacdo da entropia serve como base para o
calculo de propriedades relevantes e através das derivadas parciais da entropia em relacdo a

energia (E), o volume (V') e o nimero de particulas (/V), obtém-se as seguintes relacdes [73]:

os\| 1 oS\l _P )
OFE) |yny T’ V) lgy T ON

em que 1/T é essencialmente a definicio da inversa da temperatura, P/T é a press3o dividida

(3.3)

H

Y
EV T
pela temperatura (indicando as mudancas no volume do sistema) e, por fim, —u /T é menos o
potencial quimico dividido pela temperatura, mostrando que ao retirar ou adicionar particulas,
pode aumentar ou diminuir a entropia. Em geral, calcular o nimero de microestados disponiveis

para um sistema n3o é uma tarefa simples, porém, é possivel descrever completamente o

comportamento termodindmico de um dado sistema a partir da funcdo S(E,V, N).

3.2 ENSEMBLE CANONICO

Por outro lado, em sistemas que podem trocar energia com um determinado reservatorio,
mas ainda mantém seu nimero de particulas fixo, é valido utilizar o ensemble canénico. Como,
por exemplo, sistemas em contato com grandes reservatérios térmicos® em que ha variacdo de
energia do sistema enquanto o grande reservatério mantém a temperatura (77) constante, o

que permite que a energia flutue enquanto busca o equilibrio térmico.

9 O grande reservatério térmico é um sistema termodinadmico que troca energia com outros sistemas sem

que a sua propria energia mude. A energia do reservatério Er térmico é muito maior que a energia do
sistema Eg. A energia total do sistema é £ = Er + Eg, dessa forma, % =1- % < 1, assegura que o
reservatorio pode ser considerado um banho térmico com temperatura constante, uma vez que Eg é muito

menor que F.
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No ensemble canonico, todos os microestados com a mesma energia F; tém a mesma
probabilidade p;. Aqui, o indice / identifica os diferentes microestados do sistema. A probabili-
dade p; diminui exponencialmente com o aumento da energia E; do microestado i, conforme:

Z )

em que [ = 1/kgT e Z é a funcdo de particdo candnica, pois é uma soma que se estende

sobre todos os microestados:
Z=Y el (3.5)

A func3o de particao Z assegura que a soma das probabilidades de todos os microestados é
igual a 1, garantindo assim a normaliza¢do de p;, na forma de ). p;, = 1.

A nocao de probabilidade e de funcdo de particao fornecem ferramentas importantes
dentro do ensemble canbnico e permitem a manipulacao das propriedades de sistemas em
contato com um reservatério térmico. Anteriormente, foi visto que a entropia (3.1) é a funcdo
que contém toda a informacdo termodinamica do sistema. Para o ensemble canénico, a entropia
é uma medida da incertezal® ou desordem associada as distribuicdes de probabilidades dos
estados micro-candnico [72].

Para um sistema em contato com um reservatério térmico, a entropia é dada pela
média (ou valor esperado)!! do logaritmo da probabilidade p; dos estados micro-candnicos,

multiplicada pela constante de Boltzmann kg,
S = {(—kpglnp,), (3.6)

em que p; é a probabilidade do sistema estar no estado ¢, e o simbolo () representa o valor

esperado ou média sobre todos os estados possiveis do sistema:

S = —kp <ln (6_;E)> . (3.7)

Para resolver o logaritmo natural da fracio e #£/Z, é preciso lembrar das proprie-

dades de logaritmo natural do numerador e denominadore usar o logaritmo natural de uma

exponencial:
S =—kp(—pE —1nZ). (3.8)

Como o logaritmo natural da funcdo de particdo candnica ndo depende dos estados e

é constante em relacdo a média do ensemble, a expressdo (3.8) pode ainda ser simplificada:

S =kpB(E)+kplnZ. (3.9)

10 Nesse contexto, refere-se 3 quantidade de desordem ou imprevisibilidade na distribuicio de probabilidades
dos microestados do sistema.

L (Inp;) = >, pilnp;.



Capitulo 3. Modelos Estatisticos 35

Além disso, como a energia interna do sistema é definida como (E) = U, tal quantidade pode

ser substituida a seguir:

Relembrando ainda que 5 = 1/kgT, podemos utilizar e ssa notacdo para eliminar a constante

de Boltzmann kg do primeiro termo em (3.9)

1

tornando-se ent3o:
U
S = T‘f‘kBan- (3.12)

Ainda é possivel isolar o termo que contém o logaritmo natural e dessa forma obter a

relacao:
U-TS=—-kglnZ, (3.13)
fornecendo uma informac&o importante que é a energia livre de Helmholtz [72], dada por:
F(T,2V,N)=U-TS. (3.14)

Dessa forma, a energia livre de Helmholtz é diretamente relacionada a funcdo de particao

canonica.
F=—kgTInZ(T,V,N). (3.15)

Anteriormente, a entropia, que é o potencial termodinamico do sistema fechado, pode
ser calculada a partir da quantidade €2, agora, a energia livre deve ser calculada a partir da

func3o de particdo Z [72].

3.3 ENSEMBLE GRANDE-CANONICO

Quando o sistema é capaz de trocar ndo apenas energia, mas também o nimero de
particulas, é utilizado o ensemble grande-canonico para descrevé-lo. Em colisGes de alta energia,
por exemplo, particulas sdo frequentemente criadas e destruidas, e esse tipo de ensemble é (til
para descrever esses sistemas, onde o niimero de barions, [éptons ou mésons flutua devido a
criacao e aniquilacdo de particulas. Para este trabalho, o interesse é obter as distribuicoes de
particulas; portanto, prosseguiremos com uma anélise mais detalhada desse ensemble.

Nesse regime, as variaveis termodinamicas fixas sdo o volume (1), a temperatura (1) e
o potencial quimico (). Este ensemble permite a troca de energia e particulas entre o sistema
e um reservatorio, resultando em flutuacGes dessas quantidades. Portanto, é mais pratico

trabalhar com os valores médios de energia (E) e do niimero de particulas (N). Esses valores
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médios representam o comportamento esperado do sistema. Em contextos macroscépicos, as
flutuacoes em torno desses valores sdo pequenas, o que simplifica a analise e proporciona uma
descricdo mais estavel e previsivel do comportamento termodinamico.

No ensemble grande-candnico, a probabilidade de um sistema estar em um determinado
microestado pode ser definida com base na energia e no nimero de particulas. Assim a
probabilidade é escrita como [72]:

B mi(en—n)

P} = = : (3.16)

em que pyy,) € a probabilidade do sistema estar em um determinado microestado com ndmero
de ocupacdo {n}, energia ¢ e potencial quimico u. Neste contexto, Z é a grande funcio
de particao, que atua como o termo de normalizacdo, semelhante ao que ocorre no ensemble
candnico. Notadamente, além do fator e=#2k=1™¢ tem-se a presenca do fator e# k=17
Este segundo termo ajusta a probabilidade com base no nimero de particulas, enquanto o
primeiro termo, que ja esta presente no ensemble canonico, depende da energia do microestado.
Dessa forma, a probabilidade em um ensemble grande-candnico considera tanto a energia
quanto o nimero de particulas do sistema, refletindo a influéncia do reservatério em ambos os

aspectos. A grande func3o de partico [72] é:

z=> NZ(T,V,N),

=0

o
:§ ZNE 6—522021”kﬁk7

N=0 {nr}

_ i 3 PN e (3.17)

N=0 {ng}
em que Z(T,V, N) é a funco de particio candnica para N particulas, z = ¢’ é a fugacidade
e N =577, néasoma dos nimeros de ocupagdo sobre todos os estados possiveis, o que,
na pratica, resulta no nimero total de particulas N no sistema. Também, n3o ha restricdo na
soma sobre todos os nimeros de ocupacao.
Com a funcao de particao do ensemble grande-canonico, é possivel extrair informacdes

termodinamicas a partir da entropia,

Da mesma forma que foi feito no ensemble canénico, a distribuicao de probabilidade

pn sera substituida diretamente

5t (T 19

indicando a média ao longo de todos os possiveis estados do sistema. Usando novamente as

propriedades do logaritmo natural, podemos reescrever a expressdo da entropia como:

S = —kp((— B(E — uN) —n 2)), (3.20)
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e, como In Z é uma constante e nao depende do estado particular do sistema sobre o qual a
média do ensemble esta sendo tomada, podemos simplificar ainda mais a equac3o anterior na

forma de:

Assim como foi possivel recuperar a informac3o que 5 = 1/kgT no ensemble candnico,

aqui também se torna necessario a substituicdo na equacgdo (3.21),

1
S =kf——(E—uN)+kgln Z, (3.22)
aT

logo, kp se cancela.

Apresentada em (3.9), a definicdo da energia interna é (E) = U, portanto:

U uN

Ainda é possivel isolar o termo que contém o logaritmo natural,
U—-TS—uN =—kgTh Z, (3.24)
e observar que a expressdo a esquerda é o grande potencial termodinamico [72]:
O(T,V,u) =U —TS — uN, (3.25)
ou, em termos da grande funcao de particdo,
O(T,V,u) = —kgTIn Z(T,V, ). (3.26)

O grande potencial ® é uma medida conveniente da energia livre do sistema, quando o
ndmero de particulas pode variar. Assim, a equag3o (3.26) surge naturalmente como a forma

de relacionar a grande funcdo de particao com o grande potencial.

3.4 ESTATISTICAS QUANTICAS E CLASSICA

As principais estatisticas que descrevem particulas em sistemas fisicos sdo: a de Maxwell-

Boltzmann, Bose-Einstein e Fermi-Dirac. Cada uma dessas tem caracteristicas distintas:
= Estatistica de Maxwell-Boltzmann (EMB) — descreve particulas distinguiveis e classicas;

= Estatistica de Bose-Einstein (E£BE) — descreve os bésons, tém estados simétricos e n3o

ha restricoes quanto ao niimero de particulas no mesmo estado quantico;

= Estatistica de Fermi-Dirac (EFD) — descreve os férmions, tém estados anti-simétricos,
duas particulas ndo podem ocupar o mesmo estado quantico devido ao Principio de

Exclusdo de Pauli.
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Na abordagem de sistemas quanticos, como sera o caso das estatisticas de Fermi-Dirac
e Bose-Einstein, que regem o comportamento de sistemas constituidos por particulas quanticas
de spin semi-inteiro e inteiro, a descricao dos estados quanticos é fundamental. Na mecanica
quantica, a hamiltoniana de sistemas n3o interagentes pode ser expressa em uma soma de
operadores hamiltonianos H correspondentes a cada particula que constitui o sistema. O

problema de autovalores representado pela equacdo a seguir
HIK) = 3 eelk), (3:27)
k

onde |k) é um autoestado quéntico e ¢ é o correspondente autovalor de energia, permite
calcular a funcao de onda do sistema a partir da funcao de onda de uma Unica particula.
Enumerando o estado quantico de particula Gnica |k) pelo indice k, e conhecendo o niimero
de ocupacdo de cada estado quéantico {nj,no, ...}, é possivel determinar o estado quéntico
do sistema de N particulas. Para bosons, esses valores podem assumir n, = 0,1,..., N,
possibilitando multiplas ocupacGes, enquanto que para os férmions, esses valores sao n; = 0, 1,
indicando a ocupacdo ou n3o do estado. A ocupacao total do sistema é definida pela soma de

todos os nimeros de ocupacdes possiveis:

N=> n (3.28)
k=1

no qual N representa o nimero total de particulas no sistema e n; € o nimero de ocupacao
para o estado quantico k,
A energia total do sistema é expressa como a soma dos produtos dos ndmeros de

ocupacao pelos respectivos autovalores de energia:
oo
E=) e (3.29)
k=1

Nessa formulacdo, o indice k percorre todos os estados de uma particula.
A utilizacdo dos elementos da matriz densidade (p) ajuda a entender sistemas em
equilibrio no ensemble grande-canonico.
e~ B(H=uN)
P=""z

A grande funcdo de particao Z nesse contexto é a soma sobre todos os estados quanticos

(3.30)

possiveis do sistema, considerando todas as possiveis quantidades de particulas e energias

associadas, assim:
Z = Tr[e PN (3.31)

em que Tr denota o traco, que é a soma dos elementos da diagonal principal de uma ma-
triz. A grande funcao de particdo normaliza a matriz densidade, garantindo que a soma das

probabilidades seja igual a 1.
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Os elementos da diagonal principal da matriz densidade p correspondem as probabili-
dades dos estados. Para encontrar a probabilidade de o sistema estar em um estado especifico
|n1,na,...), podemos calcular o valor esperado usando a matriz densidade p na base dos

nimeros de ocupacao:

1 _B(H-
(n),nb, ...|pln1, na, ..y = = (), 0k, ...|e PH=Nny ny ), (3.32)

Z

Para simplificar a expressdo acima, consideramos a ortogonalidade dos estados de nimero de

ocupacao:
(n,nh, ..[n1, N2, ) = Optn Ongng - (3.33)

em que o simbolo § representa a delta de Kronecker, que resulta em 1 quando os niimeros
de ocupacdes correspondentes nos dois estados s3o iguais e 0 quando s3o estados diferentes.
Assim, a expressao simplificada dos elementos matriciais da matriz densidade, devido ao fato

de que apenas os elementos da diagonal principal nao sao nulos por conta dos deltas, é:

1 o
(ny,ny, ...|pln1,ng, ...y = ze_BZkzl”’“(E’“_”)(Snllmén/?m... (3.34)

Substituindo o autovalor de energia (3.29) e (3.33), obtemos:

1

_ —522021”16(516_:“)5 b Ot 3.35
p{nk} Z(T, V, :U“)e nyn1Tngn2 ( )

e Pin,} € a probabilidade de encontrar o sistema no conjunto de niimeros de ocupagdo {n}

dentro desse ensemble:

R
Piny = g7 BT, (3.36)

Existem particulas distinguiveis e indistinguiveis, e essa diferenca afeta a distribuicao
de particulas nas diferentes estatisticas que serdo discutidas. O fator de correcdo 1/N! é
geralmente utilizado para sistemas de particulas classicas e distinguiveis, como na estatistica

de Maxwell-Boltzmann:

11 e B
Piny}y = Eﬁ@ B2 k=1 nk(ek N)’ (337)
no entanto, para particulas indistinguiveis, como em estatisticas de Fermi-Dirac e Bose-Einstein,
esse fator é substituido por um termo e degenerescéncia g{n;} que contabiliza a simetria ou

anti-simetria dos estados ocupados:
1 Y k()
Py = Zginufe™ " = T, (3.38)
Assim a grande funcdo de particao para os trés casos pode ser reescrita como:

Z(T,V,p) = Z g{nk}e*ﬁ kzr mk(Er—p) (3.39)
{nr}
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A tab. 3.1 apresenta os termos de degenerescéncia g{ny}, que definem as funcdes de

particao para cada tipo de estatistica:

Estatistica Configuracao {n;} Descricao
Maxwell- GME{n,} = L — 1 Para particulas distinguiveis, consi-
Boltzmann NI milnglnglnglngl... dera todas as permutacdes.
Permite no maximo uma particula
Fermi-Dirac FD )1 parang=0oul; por estado, seguindo o Principio de
g {n} = . = .
0 caso contrario, Exclusao de Pauli.

Permite miltiplas ocupacdes do

Bose-Einstein BEfme) =1
g~ A} mesmo estado por bosons.

Tabela 3.1 — Estatisticas e configuracBes possiveis das ocupacdes nos estados (tabela elaborada pela autora, dados
retirados de [72]).

A seguir, analisaremos como g™®{n;.} é aplicado na estatistica de Fermi-Dirac e como

g®E{n;} é utilizado na estatistica de Bose-Einstein.

3.4.1 Estatistica de Fermi-Dirac

Na estatistica de Fermi-Dirac, com a degenerescéncia g"°{n;} dada na tab. 3.1, a

grande funcao de particdo é escrita como:

Z(T, V) = g0y e Xnm e, (3.40)
{nr}

onde o limite superior do somatério sera 1 devido ao Principio de exclusdo de Pauli. A fig. 3.1
ilustra a distribuicdo de particulas nos niveis de energia. As particulas sdo representadas pelas
esferas coloridas, sendo as vermelhas férmions com spin para baixo e as azuis com spin para
cima. Cada linha corresponde a um nivel de energia, ilustrando apenas um tipo de férmion por
nivel.

|

[
Q — E

o

Fermi

@spind
@spint
Figura 3.1 — llustrac3o de particulas fermidnicas distribuidas em niveis de energia, mostrando que dois férmions idénticos
n3o podem ocupar o mesmo estado quéntico simultaneamente (figura adaptada de [74]).

A expressdo da grande funcao de particdo para a estatistica de Fermi-Dirac, de maneira

geral, pode ser escrita como:

1
ZRT V= Y (PO (e ) (3.41)
0

ni,ng..=
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em que a soma é tomada sobre todos os estados de ocupacao possiveis, que pode ser 0 ou 1.

Dessa maneira,

o) 1
2PV =13 (),
= [+ ze 7). (3.42)
k=1

Assim, encontrada a grande funcdo de particdo de um sistema fermionico, tem-se a informacao
para achar o grande potencial termodinamico, necessario para estudar o gas livre de Fermi,

que sera discutido mais a frente. O grande potencial é entdo dado por:

O(T,V, u) = —kpTIn <ﬁ(1 + zeﬁs’“)) : (3.43)

k=1

Usando a propriedade do logaritmo natural,

o0
(T, V, ) = —kpT » In(1+ e o), (3.44)
k=1
resulta no grande potencial termodindmico da estatistica de Fermi-Dirac.
A distribuicdo de particulas é determinada pela ocupacao média de um estado com
energia ;. Esta ocupacdo média é obtida pela derivada logaritmica da funcdo de particao em

relacdo a energia ao estado:

l(?an
B ey .

Assim, para obter a distribuicdo de particulas que s3o férmions,

(ng)™P = —Ea—%(iln 1+ ze ﬁfk)) (3.46)

(ng) = — (3.45)

Calculando a derivada e simplificando os termos,

1 e Perp
FD
= 3.47
() [ 1+ ze=Ber’ (347)
temos que a distribuicdo de particulas da estatistica de Fermi-Dirac é dada por:
) = o (3.49)
"/ (+) = eBler—n) 417 ’

Na equacdo (3.48) foi indicado um sub-indice (+) para diferenciar que essa distribuicdo é para
particulas. Assim, a funcdo para o nimero médio de antiparticulas (ou distribuicdo), indicada
pelo sub-indice (—) é dada por:

D 1

FD __
)& = a1 (3.49)

em que essa diferenciacdo é feita pelo potencial quimico.



Capitulo 3. Modelos Estatisticos 42

3.4.2 Estatistica de Bose-Einstein

No caso da estatistica de Bose-Einstein, a grande funcao de particdo é dada por:

ZBE(T, Vip) = Z gBE{nk}e% Eio:ﬂbk(elr#)7 (3.50)
{nx}

com g{nk}BE = 1, conforme tab. 3.1. A fig. 3.2 ilustra que os bdsons, ao contrério dos
férmions, ndo obedecem ao principio de exclusdo de Pauli, e podem ocupar o mesmo estado

quantico simultaneamente.

Figura 3.2 — llustrac3o de particulas bosénicas ocupando um dnico nivel de energia (figura adaptado de [74]).

As linhas da fig. 3.2 indicam os niveis de energia que as particulas podem ocupar e a

soma sobre todas as possiveis ocupacdes dos bésons pode ser realizada da seguinte forma:

e}

ZET V)= Y (e e (3.51)
ni,nz...=0

_ H Z e BlEr—mnk (3.52)
k=1 ng=0

Cada termo na somatéria é uma soma sobre os possiveis nimeros de ocupacdo ny de
cada estado de energia k, que, para os bésons, ndo ha limites no niimero de particulas que
podem ocupar o mesmo estado de energia, entdo pode ser simplificado também por uma série

geométrica:

ZBN(T, V. p) = H(l — ze PRy
k=1
el 1
— H pp—— (3.53)
k=1

a equacdo acima é a grande funcdo de particao da estatistica de Bose-Einstein que permite
achar o grande potencial termodindmico desse sistema.
Novamente, usando (3.26) e substituindo (3.53):

(T, V, p) = —kpT [ [ In(1 — ze %), (3.54)
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em que z mantém o mesmo significado da fugacidade = e’#. Para simplificar, usa-se a

propriedade do logaritmo natural que diz que In(z)™! = —In(z), assim
XD,V p) = kpT [ [ In(1 — ze 7). (3.55)
k=1

Agora, usando propriedade de logaritmo natural, temos o grande potencial termodina-

mico da estatistica de Bose-Einstein:

OPX(T,V,p) = kpT Y In(1 — e PEe71)), (3.56)
k=1

A distribuicdo de particulas bosdnicas pode ser calculada a partir da equacdo (3.45),
(n)BE = 19 (i —1In(1 - ze‘ﬂa’“)). (3.57)
B oer \ i

Calculando a derivada e simplificando a equacao,

\BE 1 ze Pp

<nk; = —Bm (3.58)
Com isso, a expressao final para particulas bosonicas é:
(i) () = S (3.59)
k (+) eﬁ(fk_ﬂ) — 1, ’
enquanto que para antiparticulas é:
)5 = (360)
RIG) ™ eBlentm) — 1° '

Essas distribuicdes sdo fundamentais para descrever o comportamento das particulas,
sobretudo as distribuicdes vindas da Estatistica de Fermi-Dirac e de Bose-Einstein que descre-
vem as particulas quanticas. Para modelar a producdo e o comportamento de particulas em

colisbes de altas energias, torna-se essencial saber essas funcdes.

3.5 GAS DE FERMI LIVRE

Conforme discutido no Capitulo anterior, acredita-se que o QGP seja formado apés
uma colisdo de fons pesados, devido as altas energias e densidades envolvidas. A medida
que o sistema se expande e a temperatura diminui, os quarks, que sao férmions, comecam
a se recombinar em hadrons, como prétons, néutrons, além de particulas como X0 e =0,
Esse processo, discutido no subtépico (2.4), é conhecido como hadronizacdo. A utilizacdo de
um modelo de gas de férmions livres oferece uma boa aproximacdo inicial para entender o
comportamento estatistico e estudar a distribuicdo das particulas formadas na fase hadronica,

tipicas de colisdes de ions pesados.
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O termo “gas” é utilizado porque, nesta fase, o sistema quantico encontra-se em um
estado de agitacao térmica, com as particulas movendo-se livremente, semelhante as moléculas
de um gas classico. Assim, o gas de Fermi livre, sendo um sistema extenso que troca energia
e particulas com o ambiente, é comumente descrito utilizando o ensemble grande canonico.
Este modelo é descrito pela estatistica de Fermi-Dirac, uma vez que os férmions obedecem a
essa estatistica. Diferentemente da abordagem estatistica anteriormente descrita, que utilizava
um tratamento discreto, o modelo do gas de Fermi livre adota um tratamento continuo devido

ao grande nimero de particulas e as altas densidades de energia envolvidas:

Z—w / dg) (3.61)

em que essa integral é sobre o espaco de momento (d®p) das particulas. O termo V' é o volume
do sistema. O termo 7 = (2J + 1) é a degenerescéncia do estado. Essa transicdo da soma
para a integral é importante quando lidamos com o limite termodinamico em que o nimero
de particulas (N) e o volume (V') tendem ao infinito.

O momento linear (p) esta relacionado a energia de uma particula relativistica através
de:

E, = \/p*c? + m2c, (3.62)

em que c¢ ¢ a velocidade da luz no vacuo, cujo valor é ¢ =~ 3,00 - 108m/s, e m é a massa de
repouso da particula e £, é a energia total da particula.
A grande funcdo de particdo (Z£) no meio discreto considerando particulas (+) e

antiparticulas (—) é
ZT Vo) = [1+e P [ [+ e P, (3.63)
k=1 7=1

em que ¢ é a energia dos estados do sistema e p o potencial quimico, que regula a troca de
particulas e antiparticulas do sistema. Os indices k e j distinguem os conjuntos de particulas e
antiparticulas, respectivamente. Essa grande funcdo de particdo esta dividida em dois produtos:
o primeiro representa a contribuicdo de cada estado possivel para a funcao de particao de
particulas, enquanto o segundo termo reflete a contribuicdo das antiparticulas.

Portanto, utilizando (3.61) e (3.62) e ja considerando os possiveis valores para o niimero
de ocupacdo dos férmions, o grande potencial, anteriormente definido em (3.44), passa a ser

eXpresso por:

(T, V, p) = —kgTV / [In (14 e PF=m) 4 In (1 + e PEt)] . (3.64)

d3p
(2m)?

O nidmero de particulas em funcdo do potencial quimico pode ser derivado do grande

potencial termodinamico:

(3.65)
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mantendo 1" e V constantes. Assim,

d’p 1 1
FD _ B
T WV/ (2m)3 [@B(E”_“) +1 efEtn) 41| (3.66)

As distribuicdes de particulas, ja conhecidas e referenciadas nas equacdes (3.48) e (3.49),

podem ser renomeadas como funcées de distribuicdes para particulas f(FJrD) e antiparticulas f(FfD),

respectivamente

1 1
f('er) = m € f(liD) = 66(%+—f")—|—]_. (367)
Simplesmente substituindo a nova notacdo (3.67), temos:
FD p o FD
N :W/W (fio—15)- (3.68)

Ao dividir a expressdo (3.68) pelo volume, elimina-se a dependéncia do volume do
sistema, convertendo uma contagem absoluta de particulas em uma medida de densidade, que

é o nimero de particulas por unidade de volume,

NFD d3
= ’y/ # (fFB — 1f2). (3.69)
Dessa forma,
d3
7= [ G UE8 - 7E3) (370)

tém-se a densidade de particulas representado por p.

3.6 GAS DE BOSE LIVRE

Para bésons formados apés uma colisdo, como 750 e K+° K° o modelo de gas de
Bose livre pode ser aplicado sob certas condicdes. Diferentemente dos férmions, os bdsons
podem ocupar o mesmo estado quantico simultaneamente. Em situacoes de alta energia, como
em colisdes de ions pesados, este modelo é util para entender a distribuicdo de energia e a
geracao de particulas.

A grande funcdo de particdo para gases de bésons, considerando tanto particulas (+)

quanto antiparticulas (—), é dada por:

[o.¢] o0 1
BE
ZB8(T,V, ) ;—[ e H1 — o (3.71)
=1 7

Da mesma forma que para o gas de Fermi, usando (3.61) e (3.62) e considerando os
valores possiveis para o nimero de ocupacdo de bdsons, o grande potencial, conforme definido

m (3.56), é expresso por:

SFETV ) = —enov [P [ ! Y
( ) 7M> = —Rkpl? (271')3 n 1 — e—B(Ep—n) +n 1 — e B(Eptn)

3
= ]{;BT7V/ (;ZW];?) In (1 - e_B(Ep_“)) +In (1 - e_B(E”Jr“))] . (3.72)
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Para o niimero de particulas IV desse sistema, conforme revisado na equacdo (3.65),

teremos:

d3p 1
BE __
N ._ﬂ//kmﬂng%ﬂu_l}, (3.73)

onde a distribuicdo de Bose-Einstein para particulas é:
fBE = . (3.74)
() ™ eB(Ey—n) — 1" '
Ao dividir a expressdo (3.73) pelo volume, obtém-se a densidade de particulas p,
d3p
BE BE
P+) = V/Wf(ﬂ' (3.75)
Da mesma forma, para o N de antiparticulas desse sistema, é dado por:

d3p 1
BE __
N _Vv/k%ﬁ{wﬁwﬁ—J’ (3.76)

onde a distribuicdo de Bose-Einstein para antiparticulas é:

1
BE __
f(_) o e/B(Ep+M) — 1 (377)

Analogamente, para as antiparticulas, a densidade de antiparticulas p é:
BE _ d’p fBE (3.78)
PO =T | @npE! o :

Os conceitos discutidos neste capitulo sdo fundamentais para trabalhar com o modelo
de gases livres na descricdo e formacdo de hadrons em colisdes de altas energias. No pré-
ximo capitulo, discutiremos a estatistica ndo-extensiva, que ampliara o conhecimento sobre a

formacdo de particulas apds eventos de colisoes.
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4 ESTATISTICA NAO-EXTENSIVA

Neste Capitulo exploraremos a estatistica ndo-extensiva, uma generalizacdo da mecanica
estatistica classica. A extensividade é um conceito relacionado as quantidades termodinamicas
de um sistema, como a entropia. Portanto, o Capitulo inicia com uma formulacdo da entropia
e suas propriedades de extensividade e aditividade. Prosseguird para a entropia de Tsallis,
discutindo suas propriedades fundamentais, como a generalizacdo das funcoes exponenciais
e logaritmicas, essenciais para a definicio da entropia ndo-extensiva. Essas funcGes alteram
propriedades classicas da entropia, demonstrando como a entropia de Tsallis se reduz a entropia
de Boltzmann-Gibbs quando o parametro ¢ aproxima-se de 1.

O objetivo final deste trabalho é a obtencdo da razdo entre particulas resultantes apds
uma colisdo de ions pesados, portanto, o Capitulo abordard a aplicacdo da estatistica ndo-
extensiva nas descricOes estatisticas de particulas quanticas, os férmions e bdsons. A teoria
modifica as expressoes tradicionais para a funcao de particao e as distribuicGes de particulas,
utilizando as funcdes g-exponenciais e g-logaritmicas para adaptar as equacdes ao contexto
de nao-extensividade.

S3o analisadas as formulas para a densidade de particulas e antiparticulas, destacando
as diferencas introduzidas pela estatistica de Tsallis em relacdo ao que se obtém com as

estatisticas tradicionais.

4.1 PROPRIEDADES DA ESTATISTICA NAO-EXTENSIVA

A estatistica ndo-extensiva (ou estatistica de Tsallis) é uma generalizac3o da estatistica
usual de Boltzmann-Gibbs [9], proposta por Constantino Tsallis em 1988, que se aplica a vérios
sistemas, como sistemas complexos com interacSes de longo alcance [75], correlacdes de longo
alcance ou estrutura fractal [76].

Na estatistica classica, a entropia é uma quantidade extensiva, ou seja, é uma variavel
que varia proporcionalmente ao tamanho ou a quantidade de matéria do sistema. Demonstrar
que a entropia possui essa propriedade significa mostrar que ela é proporcional as variaveis
extensivas do sistema, como energia (E), volume (V') e nimero de particulas (/). Considere
uma transformac3o do sistema por um fator A, onde A é uma constante arbitraria representando
a escala de mudanca do sistema. Sendo a entropia uma variavel extensiva, deve obedecer a

relagdo [73]:
S(AU, AV, AN) = AS(U, V, N). (4.1)

Além disso, a entropia na estatistica classica é aditiva, pois a entropia total de sistemas
inicialmente independentes que sdo combinados é a soma das entropias individuais desses

sistemas. Dessa forma [73]:

S(A+ B)=S(A)+ S(B), (4.2)
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ou mais precisamente, se dois sistemas inicialmente separados, A e B, sao combinados, a
entropia total S(A + B) do sistema combinado é a soma da entropia do sistema A e do
sistema B. Essa propriedade de aditividade vale para qualquer quantidade de sistemas. Se
tivermos N sistemas, a entropia total serd a soma das entropias individuais desses N sistemas,
confirmando que a entropia é uma quantidade aditiva.

Diferentemente, a estatistica ndo-extensiva, proposta por Tsallis, trata a entropia como
uma quantidade n3o-extensiva, ou seja, suas propriedades termodinamicas ndo escalam de
forma linear com o tamanho do sistema, conforme serd visto a seguir. Primeiramente serdo
definidas a exponencial e sua inversa, pois sao fundamentais para a formulacao da entropia
dentro da estatistica ndo-extensiva. No formalismo da estatistica ndo-extensiva, a generalizacdo
da funcdo exponencial natural e” para a g-exponencial e, pode ser entendida a partir da solucdo
de uma equacdo diferencial n3o linear dy/dx = y? cuja solucdo é y = [1 + (1 — q)x]ﬁ =ep
[77], assim, a funcdo g-exponencial generalizada é [9]:

e (@) =1+ (¢ — V)a]™7, x>0, (4.3)
e(@) =1+ (1 —g)a]™, =<0, (4.9)
em que g é um parametro real também conhecido como indice entrépico ou parametro de Tsallis
e vai caracterizar o grau de n3o-extensividade do sistema. Os indices (+) e (—) diferenciam
os intervalos do dominio de x. Para g = 1, a entropia de Tsallis se reduz a entropia de

Boltzmann-Gibbs. Valores de g significativamente diferentes de 1 sugerem que o sistema n3o

estd em completo equilibrio termodinamico.

A inversa é y = xl:q_l = In,  [77], assim, a funcdo inversa de €] é In,(7):
-1 _ 1
ln((;“)@) = x—l, x>0, (4.5)
q R
1—q __ 1
ln((]_) (ZE) == %7 < O, (46)

em que In,(x) é conhecido como g-logaritmo. A generalizacdo da entropia (3.6), conhecida
como entropia de Tsallis, pode ser escrita em termos de valor esperado, utilizando as generali-
zacBes das funcBes acima generalizadas, como [78]:
q
S, = kB%. (4.7)
Para mostrar que a entropia de Tsallis se reduz a entropia de Boltzmann-Gibbs quando
q — 1, consideramos o limite:

lim S, = lim kp
q—1 q—1

1= 2up _Zi-p?' (4.8)

Lembrando que kg é a constante de Boltzmann e p; é a probabilidade associada ao microestado
1. Como kp é uma constante, podemos reescrever a equacdo anterior na forma:

1-5".p?
lim S, = kplim A

q—1 =1 g—1

(4.9)
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E necessério fazer uma expansio em série de Taylor'? de p! e substituir no termo >, p!.

Considerando essa expansao:

1= (pi+(qg—1)p;Inp;)

(lll_rg Sq = k?B q— 1 R (410)
como » .p; = 1, entdo:
1-—1|1 —1 .p; Inp,
hm Sq —_ ij [ + (q )Z'Lpl npl]’
g—1 q—1
o (g-1 o Inns
A St Sl U )12”’1 = (4.11)
q_

Assim, o fator (¢ — 1) no numerador e no denominador se cancelam.
-  pilnp;
lim S, = k4 2 Pilnp: (4.12)
q—1 M

Portanto, a entropia de Tsallis, recupera a forma de Boltzmann-Gibbs no limite ¢ — 1,

confirmando que para este valor de g, a entropia de Tsallis coincide com a entropia convencional:
Sy — —kp Zpi In p;. (4.13)
i

Além disso, a entropia de Tsallis é n3ao aditiva. Para dois sistemas independentes,

Sq(A+ B), a entropia de Tsallis é expressa como:

1- Zk p?é\B,k

4.14
q—l ) ( )

Sq(A+ B) =kp

aqui, pap representa a probabilidade do estado k no sistema combinado A + B. Para

sistemas independentes, a probabilidade conjunta é o produto das probabilidades individuais

PABk = PAiPB,j, onde k = (i, 7):
1 - Zz Zj pgl,ip%,j

Sq(A+ B) =kp —1
1= p% S pf .
_ gyt A"’lzﬂ Phs (4.15)
q_

Pode-se ainda fazer a expansdo dos termos de S;:

1- (Zz p?zx,z‘ + Zj qu,j - Zz pi]&z‘ Zj quJ))

Sy(A+ B) = kB(

qg—1
_ g 1- Zip?él,i 1- ij%,j B (1— Zz‘pgl,j)(l - ij%,j)
= kp + . (4.16)
q—1 q—1 q—1

Separando dessa forma os termos, podemos visualizar as definicdes de entropia (4.7)

para cada sistema:

1 - Zz P?cl,i

1_ij%7j
q—1 o

Sy(A) = kg =

e S,(B) =k : (4.17)

2 pl = pi+(¢—1)pilnp;.
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assim, substituindo (4.17) devidamente na equagdo (4.16), temos ent&o:

Sy(A+ B) = Sy(A) + 8,(B) — by o 2P ?“;)_(11_ 2 Pss) (4.18)

Essa equac3o satisfaz a propriedade pseudo-aditiva'® [77] do g-logaritmo, resultando em:
Se(A+ B) = 54(A) + 54(B) + (1 — q)S4(A)Se(B). (4.19)

Essa expressdo final (4.19) demonstra que a entropia de Tsallis ndo é aditiva como a entropia
de Boltzmann-Gibbs. O termo (1—¢)S,(A)S,(B) reflete a ndo-extensividade e ndo-aditividade
da entropia de Tsallis. Nota-se também que, no limite ¢ — 1, a entropia de Tsallis se reduz a

forma aditiva da entropia de Boltzmann-Gibbs, recuperando a aditividade.

4.2 DISTRIBUICAO DE PARTICULAS COM A ESTATISTICA NAO-EXTENSIVA

Com base no tépico anterior e levando em consideracdo a estatistica nao-extensiva,
serdo utilizadas as funcdes ja vistas em (4.3), (4.4), (4.5) e (4.6) para generalizar o ensemble
grande-candnico. Com essas relacdes, a probabilidade (3.16), a grande funcdo de particdo
(3.17) e o grande potencial termodindmico (3.26) do sistema podem ser generalizados a partir
dessas funcbes g-exponenciais e g-logaritmicas. Assim, para a estatistica ndo-extensiva, a

grande funcdo de particdo pode ser reescrita como:

2" = f: ST+ (g-D(~a) 2 >0, (4.20)

N=0 {n}

AR f: ST (g— Dzl z<o. (4.21)

N=0{ny.}

em que x = B(E,FuN). A grande funcdo de particdo completa, considerando ambos regimes,

é a soma das duas partes:

Z,=2"+ 2z (4.22)

Substituindo as definicdes:
Z,=2 Y [O@ = (g-DaliT +6(-2)[1 - (1-qa]77],  (4.23)

N=0 {ny}

em que O(z) é a funcdo de Heaviside, que é 1 para x > 0 e 0 para x < 0. A soma desses
estados Z{nk} pode ser aproximada por uma integral no espaco de momentos V' [ %, entao

essa funcdo de particdo torna-se densidade de estados integrada sobre o espaco de momentos:

2=V [ s [0 - 0=t v ot - (- gu™] 20

B Ing(zazp) =Ingza+Ingzp + (1 —¢)(Ingza)(In, zp).
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Para simplificar a notacdo anterior, os termos podem ser combinados usando a funcao de

Heaviside (O(z)) e somando sobre 1 = +:

d3p 1
Z,=V / P ;@(rx) [1+47r(qg—1)z]@D . (4.25)
Assim, os dois regimes de x ficam em uma Unica expressdo usando r = + e a funcdo

de Heaviside ©(rx). Para obter o logaritmo da grande funcdo de particdo, utilizam-se as
propriedades das funcdes g-exponenciais e g-logaritmicas. Usando estas relacdes, obtemos a

expressao final para o logaritmo da grande funcdo de particdo:

dp ey (x) = &
log Z, — —€V / P S ) log ) [ T =8 (4.26)
q 2 2 BN
no qual £ é o fator que diferencia os tipos de particulas, £ = +1 para bdsons e £ = —1 para
férmions. Como descrito anteriormente no Capitulo 3, a funcao de particdo é fundamental para

a obtenc3o de informacdes sobre o sistema. Para as distribuicGes de Fermi-Dirac e Bose-Einstein,

essa funcdo possibilita o célculo da probabilidade de ocupacdo dos estados de energia.

4.2.1 Distribuicao de Férmions no sistema
Considerando o formalismo apresentado no subtépico anterior, a distribuicdo de parti-

culas (3.45) generalizada é:

10n Z,
<nk>q——g 9o,

(4.27)

Para férmions, o valor que £ assume é —1. Para o primeiro caso, em que o regime da
funcdo para particulas e antiparticulas é dado por r = +, utiliza-se as funcdes (4.3 e 4.6), e

temos que a funcdo de particdo (4.26) torna-se:
d*p el () + 1
log ZFP = V/ O(z)logt) | L —— . (4.28)
! (2m)? ! e((;r)(x)

Escrevendo explicitamente as funcdes, onde o indice £ indica, respectivamente, particulas e

antiparticulas, temos:

e 1+ (¢ —1)B(E T4l
l0g 25001 = v [ AL 0(3(, 7 ) togf ) (I EII L) g )
(2m) 1+ (g — DB(E, F p))o
Com a funcdo definida, podemos resolver a distribuicdo de particulas nEDH) e antipar-
, FD(-) . - _
ticulas ng generalizada e temos ent3do o resultado:
1 1
D) — e nfP) _—

(1+@-npE+m)e+1)"
(4.30)

(I1+ (g = DBE - w7 + 1)’
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Para o segundo caso, em que o regime da funcdo para particulas e antiparticulas é

r = —, aplica-se as funcdes (4.4 e 4.5), assim a funcdo de particdo (4.26) é:
d®p el () +1
log ZFP :V/—@(—x) logtt) | L2 — |, (4.31)
! (2m)? ! eg_)(x)

Explicitamente escrita:

oo ZFOE) _ dp o) 1+ (1—q)B(E, F u) ™ +1
log Z; V/(%)g@( B(E, F 1)) log, ( T4 (= 08B, 7 W ) (4.32)

e antiparticulas ngD(_)

FD(+)

A distribuicao de particulas n, neste sistema é:

nfoH) = 1 — e PO = 1 —
([1+(1—q)5(E—u)]th+1> <[1—|—(1—q)6(E—|—,u)]1%‘1+1>
(4.33)

Com essas novas definicdes, a densidade de particulas passa a considerar as distribuicdes

de particulas generalizadas, entdo substituimos (3.70) por:

FD _ d°p (nFD(—i—) _ nFD(—)) (4.34)
pq v (271')3 q q : ’

Essa equacdo entdo é a densidade de particulas na estatistica ndo-extensiva.

4.2.2 Distribuicao de Bésons no sistema

Para bésons, o valor de £ é +1. Para o primeiro caso, considerando as particulas e

antiparticulas, o regime é r = +, usa-se as funcdes (4.3 e 4.6), entdo a funcdo de particdo

3 ) () —
logZ(;3E = —V/ @p O(x) 1og((1_) (M> : (4.35)

(2m)? e((;r)(x)
De forma explicita, substituindo diretamente a funcdo g-exponencial:
&3 1+ (¢—1)B(E =1
(2r) [1+ (g = VBB, F )]

e antiparticulas n?EH

torna-se:

A distribuicao de particulas nEE(H é:

BE(4+) _ 1 BE(—) 1

T (e vsE— ) T (M- vaE e —1)
(4.37)

Para o segundo caso, em que r = —, emprega-se as funcdes (4.4 e 4.5), a funcdo de

particao passa a ser:

og ZBE = — d’p —2) log™) M
log Z, V/(Qw)3®( ) log, < eé_)(x) ) (4.38)
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Explicitamente:

&’ 1+ (1—¢q)B(E 1
l0g 285 = v [ S 0(=(E, 7 ) togy ) (L= 0AB T 2 1),
(2r) 1+ (1 - q)B(E, F p)] ™
(4.39)
A distribuicdo para particulas n?E(Jr) e antiparticulas nE’E(*) é:
BE(+) _ 1 BE() 1

" (nra-gsE-pt 1)

(4.40)
A densidade de particulas (3.75) generalizada é
d3p
50 = [ ), (441)
enquanto que para antiparticulas, a densidade de particulas (3.78) generalizada é:
_ d*p _
pBEC) = 7/ (Qﬂ):a(”EE( ). (4.42)

Este capitulo introduz uma metodologia baseada na estatistica ndo extensiva para
analisar a producdo de particulas em experimentos de colisGes, diferenciando-se das abordagens
convencionais que se apoiam na estatistica de Boltzmann-Gibbs. A aplicacdo das estatisticas
ndo-extensivas é uma estratégia consolidade para a descricido da formacdo de hadrons em
colisGes de ions pesados Au-Au [79, 80, 81, 82]. O préximo capitulo empregaré essa descricdo
na analise de uma colisdo de ions pesados, com foco nas distribuicGes de férmions e bésons

em sistemas de colisdo ouro-ouro (Au-Au).
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5 RESULTADOS

Conforme mencionado anteriormente, ndo ha observacao direta do QGP, e sua existéncia
é inferida a partir das propriedades das particulas finais detectadas nos experimentos que
ocorrem dentro dos aceleradores de particulas. Essa limitacdo demanda a combinacdo de
dados experimentais e modelos tedricos para uma compreensdo mais aprofundada dessas
colisdes. O QGP pode ser considerado um sistema altamente aquecido em um equilibrio
termodinamico local aproximado, permitindo uma anélise retrospectiva fundamental para
entender n3o apenas a formacdo do plasma e suas propriedades, mas também a geracdo das
particulas resultantes. A medida que o QGP formado nessas colisdes se expande, ele esfria, e
eventualmente, quarks e glions se recombinam em uma variedade de hadrons. Neste contexto,
utilizamos os conhecimentos sobre a fisica de particulas vistos no Capitulo 2 e as descricoes
dos modelos de gases livres vistas no Capitulo 3, que nos ajudam a descrever essa fase de gas
de hadrons. Usaremos a estatistica nao-extensiva vista no Capitulo 4 como uma alternativa aos
demais modelos e estatisticas convencionais, oferecendo uma visao simplificada do processo

de producao de particulas.

5.1 FORMALISMO

Inicialmente, investigamos as distribuicdes de férmions e bésons em sistemas de colisao
ouro-ouro (Au-Au), usando o modelo de gas de Fermi livre para férmions e o modelo de
Bose livre para bdsons. Para o proposito deste trabalho, particulas e antiparticulas devem ser

tratadas separadamente [83] e suas densidades (3.70) sdo dadas respectivamente por:

d3
i = @1+ 1) [ S, (51)
. FD ’p o
Py = (2J + 1)/ (27r)3f(’)' (5.2)

Nas equacdes (5.1) e (5.2), o fator (2J + 1) indica a degenerescéncia dos estados, onde
J =1/2 e 3/2 representam férmions com spin 1/2 e spin 3/2, respectivamente. A expressdo
i (gjr’)’g integra sobre todos os momentos possiveis, normalizada por (27)3. As funcdes f(FJrD) e
f(FP) sdo as distribuicdes de Fermi-Dirac (3.67) para particulas e antiparticulas, que podem ser

EXpressas como:
1

B = FET T (5.3)
onde £ é o potencial quimico para particulas e antiparticulas, £, é a energia e § = 1/kgT
é o inverso da temperatura.

Agora passamos para o modelo de gas de Bose livre, que, ao contrario dos férmions,
ndo obedece ao principio de exclusdo de Pauli. As densidades (3.75) e (3.78) de particulas

e antiparticulas bosonicas é entao definida, com J = 0 ou 1. As densidades de particulas e
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antiparticulas pf’f, sdo dadas por:

25— s+ [ L. (5.4)

O termo f 3 é a integral sobre o espaco de momento tridimensional, normalizada pela
constante (27r) As fungdes de distribuicdo f'iE) de Bose-Einstein (3.74) e (3.77), sdo expressas

como:
1

= BEFN) _ 1

&5

que diferem das distribuicdes de Fermi-Dirac (5.3) pelo sinal do termo constante no denomi-

(5.5)

nador.
Para este trabalho, analisamos a possibilidade de estudar colisdes de particulas em altas

energias utilizando a termodindmica ndo-extensiva. Estendemos a exponencial padréo por [9]:
P 5 14 (¢ — 1)Ba] 7, (5.6)

onde ¢ é um parametro livre.

Como ja discutido no Capitulo 4, a estatistica n3o-extensiva pode ser usada para
ajustar os valores dos parametros termodinamicos no congelamento quimico, servindo como
uma ferramenta analitica que facilita a descricao de sistemas fora do equilibrio tradicional.

Para a substituicao das estatisticas de Fermi e Bose pela estatistica ndo-extensiva, a

nova funcdo de particdo Z(V, T, i) é definida como [84]:

(")
log Z(V, T, ) = —¢V [ S 0(rz)log{ ™" (6 ()_5), (5.7)

vt e ()
em que V' é o volume, a integral percorre o momento, £ = 41 representa bésons e férmions,
respectivamente, x = B(E, F 1), © € a fungdo degrau e r = + caracteriza os dois regimes
das funcdes g-exponenciais e g-logaritmicas: (x > 0) e (z < 0). Na equacdo (5.7), a funcdo

g-logaritmica é definida por:

-1
(+) . z? —1
log,” (v) = 1 x>0, (5.8)
_ rl=1—1
logg Nz) = T x < 0. (5.9)
Enquanto a funcdo g-exponencial é dada por:
e (@) =[1+ (¢ — Da]7T, >0, (5.10)
e (@) =[1+(1-q)a]™, z<0, (5.11)
As fungdes de distribuicdo sdo [85]:
1
) = >0 5.12
g () 7 >0, (5.12)
(67 @) —¢)
1
ng_)(x) = x <0 (5.13)
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5.2 ANALISE DA FRACAO DE PARTICULAS NA COLISAO AU-AU

Aplicando o formalismo discutido nas seces anteriores com o propésito de descrever
a producdo de hadrons em colisdes Au-Au, os resultados obtidos no processo de minimizacao
serdo, a seguir, comparados aos dados experimentais.
As restricoes de conservacao impostas ao nimero de barions, estranheza e carga elétrica
sdo, respectivamente [36]:
V> niBi=Qp=Z+N, (5.14)
i

em que V' é o volume do gas no qual as particulas estao confinadas, n; € o nimero de particulas
para a espécie i-hadron, B; é o nimero baridnico e ()5 é a carga barionica do gas. Por fim, Z

é o nimero total de prétons e N é o niimero total de néutrons no sistema,

VY S =Qs =0, (5.15)
com S; a estranheza das particulas do gas e a estranheza total ()5 é zero;
Z —N
VZnng == Q[S = 9 y (516)

onde I3; é a terceira componente do isospin associada a cada particula, ()7, é o isospin total.
O valor do nimero baridnico é calculado considerando o nimero de nicleos envolvidos
na colisdo e o nimero de bérions em cada ndcleo. A andlise desta colisdo envolve dois nicleos de
Au. O is6topo mais comum utilizado em colisdes é o ouro-197, que tem niimero de massa (A)
igual a 197. Assim, cada ndcleo de Au tem 79 prétons (Z) e 118 néutrons (N)*, totalizando
394 bérions no sistema.
O isospin total (Qy,) do nicleo é calculado em 5.16, considerando as contribuicdes dos
isospins de todos os prétons e néutrons:
_Z—N 79-118
=== 5 =

o ~19,5. (5.17)

Dessa forma, o isospin total é )7, = —19, 5 para cada nicleo de ouro (ou —39 para o sistema
inteiro).

O x? sera usado como uma medida de ajuste entre as previsdes tedricas e os dados expe-
rimentais, indicando o quao bem as previsdes do modelo estdao em acordo com as observacdes,
e pode ser calculado a partir de [83]:

R?XP _ R’lgheo 2
XQZZ( ) S ) ’ (518)

g;

i
onde RSP e R"®° s3o as razbes experimentais e tedricas da i-ésima particula, enquanto o;

representa o erro nos pontos de dados experimentais. Um valor menor de x? indica um melhor

ajuste do modelo aos dados experimentais.

14 N =A—Z, o nimero de massa menos o nimero atémico.
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As razdes experimentais R s3o obtidas diretamente dos resultados das medicdes
experimentais. Essas razoes sdo calculadas como a proporcao entre as contagens de diferentes
tipos de particulas produzidas, assim, R®P = % em que N; é o nimero de particulas do tipo ¢
produzidas e ]\7; € o nimero de antiparticulas. As razoes tedricas R}he", sdo calculadas usando
densidades de particulas e antiparticulas.

As razdes de particulas calculadas com nosso modelo para o valor convencional (¢ = 1,0)
e estatisticas ndo-extensivas sdo mostradas na tab. 5.1, juntamente com dados experimentais
obtidos no RHIC das Colabora¢des STAR, PHENIX, PHOBOS e BRAHMS a /s = 130 GeV
[87] [86]. Além da comparacdo dos resultados do modelo com os dados experimentais, na
tab. 5.1 também apresentamos previsdes do modelo para diferentes razGes de particulas que
ainda n3o foram observadas experimentalmente. Vale ressaltar que A~ é a notacdo para a
densidade de particulas hadronicas carregadas negativamente. O intervalo para minimizar q foi
definido entre 1,01 e 1,25, ajustado para estar proximo ao valor de 1 que leva as estatisticas
usuais. Esta escolha particular nos levou a constatacao de que ¢ = 1, 16 é o valor que minimiza
a funcdo para T' = 58,2 MeV e up = 51,5 MeV, como mostrado na fig. 5.1, enquanto o
intervalo correspondente a x?/dof ~ 1 é 1,11 < ¢ < 1,22. As razdes de particulas obtidas

com este valor também s3o exibidas na tab. 5.1.
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Figura 5.1 — Resultados obtidos de x?/dof como func3o de ¢ no intervalo 1,01 < ¢ < 1,25, para T = 58,2 MeV e
up = 51,5 MeV, obtidos por minimizac3o (azul). O valor de dof é 14, pois hd 16 dados experimentais e
2 parametros no ajuste (vermelho). O valor minimo de x?/dof é obtido para ¢ = 1,16. A linha horizontal
indica o valor de x?/dof = 1.
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Figura 5.2 — Gréfico de up como funcdo de g. Os resultados foram obtidos a partir do processo de minimiza¢do (azul)

juntamente com os respectivos ajustes (vermelho).
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Figura 5.3 — Gréfico de 7' como func¢&o de ¢. Os resultados foram obtidos a partir do processo de minimizagdo (azul)

juntamente com os respectivos ajustes (vermelho).



Capitulo 5. Resultados 59

Os melhores ajustes (fit) correspondentes aos dados obtidos sdo dados pelas seguintes

equacoes:
x?/dof = 3,03253 —27,4348(q — 1) + 82,0251(q — 1), (5.19)
pp = [33,2202 4 114,829(q — 1)] MeV, (5.20)
T = [145,52 — 537,165(¢ — 1)] MeV, (5.21)

onde dof = 14 (graus de liberdade) é obtido a partir dos 16 dados experimentais e 2 pardmetros
de ajuste (7" e pup). Quando sdo usadas as estatisticas de Fermi e Bose, a temperatura
T = 148,8 MeV e o potencial quimico ug = 32,5 MeV associados ao valor minimo de
x?/dof = 2,97387 sio obtidos. Para o melhor valor das estatisticas n3o-extensivas, T' = 58, 2
MeV, up = 51,5 MeV e x?/dof = 0, 75926 s3o obtidos.

Raz3o g=1.01 qg=1.16 Dados /s = 130 GeV Exp. Ref.
b/p 0.648694  0.656767 0.65 £ 0.07 STAR  [88]
0.64 + 0.07 PHENIX  [89]

0.60 = 0.07 PHOBOS  [90]

0.64 =+ 0.07 BRAHMS  [91]

p/m 0.041363  0.064067 0.08 + 0.01 STAR [92]
n /7t 1.008493 1.019848 1.00 + 0.02 PHOBOS [90]
0.95 + 0.06 BRAHMS  [93]

K~ /K™ 0.940661 0.829491 0.88 £ 0.05 STAR [94]
0.78 + 0.13 PHENIX  [95]

0.91 + 0.09 PHOBOS  [90]

0.89 + 0.07 BRAHMS  [93]

K= /m~ 0.235757 0.169266 0.149 £+ 0.02 STAR [94]
AO/A®  0.689054  0.770251 0.77 + 0.07 STAR  [96]
= /= 0.732019 0.875823 0.82 £ 0.08 STAR [97]

Q-/Q-  0.783607  0.976638

Q- /7~  0.001389  0.025813

K%/h~  0.061003  0.071760 0.06 + 0.017 STAR [96]

K%/h~=  0.056983  0.062544 0.058 + 0.017 STAR [96]
h=/p  14.194047  7.903081

A°/h=  0.013941  0.026713

Q- /=~  0.250425  0.871511

AO/K% 0228535  0.372255

Z-/A°  0.222069  0.487735

Z-/A°  0.322280  0.633215

=-/K-  0.021990  0.156920

Tabela 5.1 — Razdes de particulas em colisGes Au-Au, considerando ¢ = 1.01 e ¢ = 1.16, juntamente com dados
experimentais a /s = 130 GeV, analisados com pardmetros definidos em T" = 58.2 MeV e up = 51.5
MeV.

Como visto na tab. 5.1, o valor minimo de x?/dof = 0,75926 fornece uma melhor
descricdo das razoes de particulas produzidas em colisdes Au-Au do que as estatisticas usuais.
Os resultados apresentados estdo publicados no artigo “Non-extensive statistics in Au-Au

collisions" [98], cujo anexo encontra-se no final dessa dissertacdo.
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6 CONCLUSAO

Neste trabalho, discutiu-se a aplicacdo da estatistica nao-extensiva para descrever a
producdo de particulas em colisGes de ions pesados Au-Au. A estatistica nao-extensiva difere
da estatistica tradicional de Boltzmann-Gibbs pela introducdo de um parametro real n3o-
extensivo (g), que controla o grau de n3o-extensividade e incorpora efeitos de correlagdo
em sistemas complexos. Desde 2000, estudos tém demonstrado a relevancia da estatistica
ndo-extensiva na descricdo da producdo de multiparticulas em colisGes de alta energia [80,
99]. Os mecanismos responsaveis pela emergéncia do cardter ndo-extensivo da producdo de
multiparticulas foram ligados a flutuacdes na temperatura do sistema [100, 101, 102] e a
efeitos relacionados a sistemas pequenos, correlacdes de longo alcance [103, 104] e invariancia
de escala [76, 105]. No presente trabalho, ndo estamos preocupados com os mecanismos
subjacentes a geracdo de entropia ndo-aditiva e a0 comportamento ndo-extensivo resultante
das propriedades termodindmicas.

Investigamos as distribuicoes de férmions e bdsons em sistemas de colisdo Au-Au,
usando o modelo de gas de Fermi livre para férmions e o modelo de Bose livre para bdsons.
Esses modelos sao particularmente valiosos, pois o gas livre oferece uma base sélida para avaliar
como as particulas se comportariam na auséncia de interacdes A estatistica ndo-extensiva foi
usada para descrever a producao de hadrons, utilizando uma estratégia baseada em estudos
anteriores [106, 84, 81, 86]. A aplicacdo dessas estatisticas visa obter um ajuste bom entre
os modelos tedricos e os dados experimentais, minimizando o valor de X2/dof. Ao considerar
o parametro g, que governa o grau de ndo-extensividade do sistema, buscamos descrever
efetivamente as interacoes e transicdes que levam a formacdo de hadrons.

O objetivo central foi alcancar uma descricdo mais precisa das particulas sob condicoes
extremas, ajustando modelos tedricos aos dados experimentais. Para as anélises, foi utilizado
um banco de dados experimental abrangente de colisGes Au-Au realizadas no RHIC a /s =
130 GeV, incluindo resultados do STAR [88, 92, 94, 96, 97], PHENIX [95, 89], PHOBOS [90]
e BRAHMS [93, 91]. O objetivo principal foi determinar o melhor valor de g que fornecia a
descricao mais precisa dos dados experimentais.

A minimizacdo mostrou que o melhor valor de ¢ é 1,16. Comparando os resultados
obtidos com ¢ = 1, 16 e o valor convencional de ¢ = 1,0 relacionado as estatisticas de Fermi
e Bose, mostrou-se que a estatistica ndo-extensiva fornece uma descricao mais precisa das
proporcdes de particulas produzidas em colisdes Au-Au. Com o uso da estatistica ndo extensiva,
conseguimos uma descricdo mais acurada das razbes de algumas particulas resultantes de
colisdes Au-Au em colisoes de ions pesados. Tal resultado sugere que o parametro de Tsallis

pode simular possiveis interacoes ndo descritas por sistemas de gases livres.
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Particle production yields measured in central Au-Au collision at RHIC are obtained with free Fermi and Bose
gases and also with a replacement of these statistics by non-extensive statistics. For the latter calculation, a set
of different parameters was used with values of the Tsallis parameter ¢ chosen between 1.01 and 1.25, with 1.16
generating the best agreement with experimental data, an indication that non-extensive statistics may be one of
the underlying features in heavy ion-collisions.

1. Introduction

In the past decades, heavy-ion collision experiments between ions,
such as gold (Au) or lead (Pb), at relativistic speeds in particle acceler-
ators [1,3,22], such as RHIC (Relativistic Heavy Ion Collider) and the
LHC (Large Hadron Collider), have played a fundamental role in the
exploration of the QCD [11,22] phase diagram. These collisions create
extreme energy conditions, providing a unique environment for the for-
mation of the quark-gluon plasma (QGP) [21,17]. This highly energetic
and dense plasma recreates, for brief moments, the extreme conditions
believed to have prevailed in the Universe’s early stages [29].

However, there is no direct observation of this plasma, and its ex-
istence is inferred from the properties of the final particles that are
detected in the experiments. This limitation demands the combination
of experimental data and theoretical models, with thermal models play-
ing an important role in understanding heavy-ion collisions [18,23].
These models consider the QGP as a highly heated system in thermody-
namic equilibrium and enable a fundamental retrospective analysis to
understand not only the formation of the plasma and its properties but
also the generation of the resulting particles. Within this context, the
use of non-extensive statistics (NES) stands out as an alternative to con-
ventional models and statistics, offering a simple view of the particle
production process.

As the QGP formed in ultra-relativistic collisions between heavy ions
expands, it cools down. Eventually, quarks and gluons will recombine

* Corresponding author.
E-mail address: juoliveiracostal7@gmail.com (J.O. Costa).
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into a variety of hadrons, a process known as hadronization [31]. As the
system reaches the gaseous regime, collision times become remarkably
short relative to relaxation times, resulting in chemical equilibrium. The
multiple hadron productions in these collisions offer valuable informa-
tion about their nature and composition.

We present an approach to study particle production in these exper-
iments, based on NES, contrasting with traditional approaches based
on Boltzmann-Gibbs statistics. The NES statistics [32] introduces a real
non-extensive parameter (q) that plays a crucial role in describing the
degree of non-extensiveness of the system, incorporating correlation ef-
fects in complex systems. This theory offers a more complete framework
for understanding emergent interactions and behaviors in these highly
energetic environments.

We investigate the distributions of fermions and bosons in gold-gold
(Au-Au) collision systems, using the Fermi gas model for fermions and
the free Bose model for bosons. These models are particularly valuable
since the free gas offers a solid basis for evaluating how particles would
behave in the absence of significant interactions. NES is used to describe
hadron production, using a strategy based on previous studies [26,24,
14,4]. The application of these statistics aims to obtain an optimal fit
between theoretical models and experimental data, by minimizing the
value of y2/dof. By considering the parameter q, which governs the
degree of non-extensivity of the system, we seek to effectively describe
the interactions and transitions that lead to the formation of hadrons,
enriching the understanding of the physical processes involved.
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This approach, based on the previous application of non-extensive
statistics, represents a consolidated strategy for describing hadron for-
mation in Au-Au heavy ion collisions [10,8,14,12]. The central aim is
to achieve a more accurate description of the particle dynamics under
these extreme conditions by fitting theoretical models to the experimen-
tal data.

Since 2000, studies have demonstrated the relevance of the NES
in describing multiparticle production in high-energy collisions [8,7].
The mechanisms responsible for the emergence of the nonextensive
character of multiparticle production have been linked to fluctuations
in the system temperature [34-36] and effects related to small sizes,
long-range correlations [38,37], and scaling invariance [15,16]. In the
present work, we are not concerned with the mechanisms underlying
the generation of non-additive entropy and the resulting nonextensive
behavior of thermodynamic properties. Instead, we employ it to un-
cover the physical properties of the system formed during high-energy
collisions.

The analyses performed in this study are based on the comprehen-
sive experimental database from the Au-Au heavy-ion collisions per-
formed at RHIC at 4/s = 130 GeV. We have used results from STAR
[2,20,30,39,19], PHENIX [28,27], PHOBOS [5] and BRAHMS [33,6].
The main objective is to determine the optimal value of the parameter
q that provides the most accurate description of the experimental data.
To achieve this goal, three separate and complementary analyses were
carried out. The first analysis focused on finding the lowest possible
value of y? for different variations of the q parameter. This meticulous
process allowed an exploration of how different values of q affect the
agreement between theoretical models based on non-extensive statis-
tics and experimental data. In this way, the optimal value of q that
minimizes y2, which represents the best fit between the model and the
observed data, was identified. The second analysis focused on study-
ing the effect of the chemical potential on the statistics of the system,
considering different variations of the parameter q. This approach pro-
vided valuable insights into how the chemical potential varies with the
non-extensive statistics parameter.

By studying variations in q it was possible to better understand how
the system responds to changes in the chemical potential. Finally, the
third analysis was devoted to investigating the deviations from thermo-
dynamic equilibrium resulting from variations in the parameter q.

The minimization shows that the optimal value of ¢ is 1.16. By com-
paring the results obtained with ¢ = 1.16 and the conventional value of
g = 1.0 related to the Fermi and Bose statistics, it is shown that the non-
extensive statistic provides a more accurate description of the particle
ratios produced in Au-Au collisions. By exploring how the introduction
of the NES statistics affects the thermodynamic equilibrium properties
in heavy ion collision systems, and by taking this integrative approach,
we aim at shedding light on the underlying complexities of heavy ion
collisions, bringing together the insights of non-extensive statistics and
the wealth of information provided by high-energy nuclear collisions.

2. Formalism

In this section, we present the main equations to describe the free
Fermi and Bose gases and to review the formalism underlying the use
of non-extensive thermodynamics. In what follows, we will use natural
units, Ai=c=kg=1.

2.1. Free gases: Fermi and Bose

The free Fermi gas is a simple model that describes particles that
obey the Pauli exclusion principle and in which interactions can be
neglected. Its Lagrangian density reads

£l =y(ir'o, - my, €D

where E(()F) is the Lagrangian density of a free fermion, the index 0
indicates the absence of interactions. The terms { and y represent the
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Dirac fields. The first term carries the kinetic part, while the second
term represents the mass.

For the purpose of the present work, particles (pr, ) and antiparticles
(pr ) must be treated separately [25] and their particle densities are
given respectively by

d3p
pr, =Q2J + 1)/ mfﬂ, 2)
and,
d3p
=2 1 —_— .
pr. =Q2J + )/(2”)3fp_ 3

In equations (2) and (3), the factor (2J + 1) indicates the degeneracy
of the states, where J = 1/2 and 3/2 represent fermions with spin—1/2
d3
(27r1)D3
possible momenta, normalized by (27)°. The functions f F, and f are
the Fermi-Dirac distributions for particles and antiparticles that can be
expressed as

1
T eBETH 417

and spin—3/2 respectively. The expression f

integrates over all

fF, 4

where +4 is the chemical potential for particles and antiparticles, E is
the energy, and f = 1/T is the inverse of the temperature.

We now turn to the bosonic gas model, which, unlike fermions, do
not obey the Pauli exclusion principle. The Lagrangian density of the
free Bose gas is given by

£ = (0"$)0,4) — m*¢”, )

where EéB) represents the Lagrangian density of the free bosonic field,
the index O the absence of interactions, and ¢ the scalar field. The first
term of this Lagrangian density is the kinetic term and the second one is
the mass term. The bosonic particle density is then defined below, with
J =0 or 1. The particle densities (pp ) are given by

d3p
=Q2J+1 . (6)
PB, ( )/ (27[3)fo
3
The term f (:ﬂf} is the integral over the three-dimensional momentum

space, normalized by the constant (27)3. The Bose-Einstein distribution
functions, f B, > are expressed as

e — @

T eBETH 1

which differ from the Fermi-Dirac distributions (4) by the sign of the
constant term in the denominator.

2.2. Non-extensive statistics

In the present work, we analyze the possibility of studying particle
collisions at high energies by using non-extensive statistics. We extend
the standard exponential by [32]

exp(—fx) —> [1+ (g — D)px] 77 | ®)

where q is a free parameter.

NES can be used to adjust the values of thermodynamic parameters
at the chemical freeze-out, serving as an analytical tool that facilitates
the description of systems outside the traditional equilibrium.

The basis of NES is the generalization of the Boltzmann-Gibbs en-
tropy (), in such a way such it depends on a real parameter ¢ that
determines the degree of non-additivity of the system, i.e.

w
1= p
g-1

The non-extensive entropy for two independent systems A and B is
given by

S, =k

)
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S,(A+ B)=5S,(A)+S,(B)+ (1 - q)S,(A)S,(B). (10)

In this expression, ¢ modulates the interaction between the entropies of
the two systems. In the limit ¢ - 1, S, reduces to S.

For the replacement of the Fermi and Bose statistics by the NES, the
new partition function E(V, T, u) is defined as [24]

e(x)—¢ )

an
e (x)

ogE(V, T, u) = —EV / Y 0(rx) log;—”(
p T

where V is the volume, the integral runs over the momentum, & = +1
stands for bosons and fermions respectively, x = f(E F u), © is the step
function, and r = + characterizes the two regimes of the g-exponential
and g-logarithmic functions: (x > 0) and (x < 0). In Eq. (11) the g¢-
logarithmic function reads

X471

H(x) = >
10gz_)(X) o , x>0,  (a) 12
logq (x)= et x<0, (b)
while the g-exponential function is given by
P =[1+(q- l)x]‘ll_l x>0, (a)
q n > = 13)
e =[+1-gx]™, x<0. (b
The distribution functions read [13]
(+) 1
n, (x)= s x>0, a
q ) < (+)(X)_f)q () ”
) (x) = L, x<0. (b
(e7-¢)
3. Results

Applying the formalism discussed in the previous sections with the
purpose of describing hadron production in Au-Au collisions, the results
obtained in the minimization process are then compared to experimen-
tal data.

The conservation constraints imposed on the number of baryons, the
strangeness, and the electric charge are respectively [4]:

VY nB=0z=Z+N, (15)
i

with V' being the volume of the gas in which the particles are confined,
n; is the number of particles for the i-hadron species, B, is the baryon
number, and Qjp is the baryon charge of the gas. Finally, Z is the total
number of protons and N is the total number of neutrons in the system,

VY nS=05=0, (16)

with S; the strangeness of the gas particles and the total strangeness
Qg is zero;
Z-N
Vlzni13i=Q13=T, 17
with I5; as the third component of the isospin associated with each
particle, Qy, as the total isospin.
The )(2 can be computed from [25]

(R?XP _ R’t‘hSO)Z

Py, (18)

1 o—,

where R and R are the i-th particle experimental and theoretical
ratios, while o; represents the error in the experimental data points.
The particle ratios calculated with our model for the conventional
value (¢ = 1.0) and non-extensive statistics are shown in Table 1 along
with experimental data obtained at RHIC from STAR, PHENIX, PHOBOS
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Table 1

Particle ratios of Au-Au collisions, considering ¢ = 1.01 and ¢ = 1.16
along with experimental data at \/E =130 GeV, are analyzed with param-
eters set to 7' =58.2 MeV and yp =51.5 MeV.

Ratio q=1.01 qg=1.16 Exp. data Exp. Ref.
/s =130 GeV
B/p 0.648694 0.656767  0.65 + 0.07 STAR [2]
0.64 + 0.07 PHENIX [271
0.60 + 0.07 PHOBOS  [5]
0.64 * 0.07 BRAHMS  [6]
/™ 0.041363 0.064067  0.08 + 0.01 STAR [20]
eyl 1.008493 1.019848  1.00 + 0.02 PHOBOS  [5]
0.95 + 0.06 BRAHMS  [33]
K~/K*  0.940661 0.829491  0.88 * 0.05 STAR [30]
0.78 * 0.13 PHENIX [28]
0.91 + 0.09 PHOBOS  [5]
0.89 + 0.07 BRAHMS  [33]
K~ /=~  0.235757 0.169266  0.149 + 0.02 STAR [30]
NN 0.689054 0.770251  0.77 + 0.07 STAR [39]
5 /=" 0.732019 0.875823  0.82 * 0.08 STAR [19]
Q-/Q"  0.783607 0.976638
Q /7 0.001389 0.025813
K%/h~  0.061003 0.071760  0.06 + 0.017 STAR [39]
K% /h~  0.056983 0.062544  0.058 + 0.017  STAR [39]
h/p 14.194047  7.903081
A/~ 0.013941 0.026713
Q /2 0.250425 0.871511
A°/K%  0.228535 0.372255
0.222069 0.487735
0.322280 0.633215
0.021990 0.156920
3.50 - - . -
0.81 T T T T T
0.80 N
3.00 w\ D - ]
..‘ 0.78 |- 4
250 F 077 |- . X 1 1
1 % 0.76 | @l R
. 0.75 |- 4
2.00 N 0.74 - - - - . ]
“5 0.“ 114 115 1.16 1.17 1.18
=z
. 150 | g
1.00 LA
®.o.000 .l-""-
0.50 | R
000 1 1 1 1
1.00 1.05 1.10 1.15 1.20 1.25

q

Fig. 1. Results obtained from y2/dof as a function of ¢ in the range 1.01 < ¢ <
1.25, for T =58.2 MeV and uz = 51.5 MeV, obtained by minimization (blue).
The value of dof is 14, as there are 16 experimental data and 2 parameters
in the fit (red). The minimum value of y2/dof is obtained for ¢ = 1.16. The
horizontal line indicates the value of y2/dof = 1.

and BRAHMS Collaborations at \/E = 130 GeV [9] [4]. The interval for
minimizing ¢ was set between 1.01 and 1.25, adjusted to be close to
the value of 1 that leads to the usual statistics. This particular choice
led us to the finding that g = 1.16 (as shown in Fig. 1) is the value that
minimizes the function for 7' = 58.2 MeV (see Fig. 3) and uz = 51.5 MeV
(see Fig. 2), while the range corresponding to y2/dof ~ 1 is 1.11 < g <
1.22. The particle ratios obtained with this value are also displayed in
Table 1.

The best fits corresponding to the obtained data are given by the
following equations
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Fig. 2. Plot of up as a function of ¢. The results were obtained from the mini-
mization process (blue) together with the respective fits (red).
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Fig. 3. Plot of T as a function of g. The results were obtained from the mini-
mization process (blue) together with the respective fits (red).

22/dof = 3.03253 — 27.4348(q — 1) + 82.0251(q — 1)2, (19)
pp =[33.2202 + 114.829(q — 1)] MeV, (20)
T =[145.52 — 537.165(q — 1)] MeV, (21)

where dof = 14 (degrees of freedom) is obtained from the 16 experi-
mental data and 2 fitting parameters (7" and pp).

When the Fermi and Bose statistics are used, the temperature 7' =
148.8 MeV and chemical potential yg = 32.5 MeV associated with the
minimum value of y2/dof =2.97387 are obtained. For the best value
of the non-extensive statistics, 7' = 58.2 MeV, up = 51.5 MeV and
x%/dof =0.75926 are obtained.
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As seen in Table 1, the minimum value of y2/dof = 0.75926 provides
a better description of particle ratios produced in Au-Au collisions than
the usual statistics.

4. Conclusions

In this paper, we discuss the application of non-extensive statistics
to describe particle production in Au-Au heavy ion collisions. This ap-
proach differs from traditional Boltzmann-Gibbs statistics by the intro-
duction of a real non-extensive parameter g, which controls the degree
of non-extensivity and incorporates correlation effects in complex sys-
tems.

Through the analysis of particle distributions in collision systems,
we explore the effects of the introduction of the non-extensive param-
eter q on the properties of thermodynamic equilibrium, with the aim
of understanding the implications of this alternative statistic in extreme
conditions.

We investigate the impact of the q parameter on particle distribu-
tions, explore the influence of baryonic density on system statistics, and
analyze the variations in thermodynamic equilibrium resulting from
different values of q. By comparing the model’s predictions with exper-
imental data, we assess the suitability of the NES statistic in describing
the properties observed in heavy ion collisions. Another way of corrob-
orating this theory is by obtaining the fractions of missing particles.

As a result, although we have made progress in understanding heavy
ion collisions from an NES perspective, it is clear that the field is still
evolving. Future studies can focus on more refined approaches, con-
sidering a variety of additional factors that can influence particle dis-
tributions in complex collision systems. In doing so, we can continue
to expand our knowledge of the properties of matter under extreme
conditions and enhance our understanding of heavy ion collisions as a
window into fundamental phenomena of high-energy physics.
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