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RESUMO

Os contetdos relacionados as Equagoes Diferenciais Ordinéarias (EDOs) estao presentes
em quatro dos seis cursos superiores do Instituto Federal Catarinense — Campus Rio do
Sul (IFC — Rio do Sul), onde desenvolveu-se esta investigacdo e que é onde o pesquisador
responsavel por este trabalho leciona. Por conta de inquietac¢oes, no que se refere ao ensino
de Equagdes Diferenciais Ordinérias, mais especificamente ao uso de modelos matematicos
nas aulas, este trabalho pretende responder ao seguinte problema de pesquisa: Quais
modelos matematicos envolvendo equacgoes diferenciais ordinarias podem ser pensados
para aplicacao nos cursos superiores oferecidos pelo IFC — Rio do Sul? Para tanto, propos-
se entrevistar docentes vinculados aos cursos superiores oferecidos pelo IFC — Rio do Sul;
mapear, por meio de pesquisa na literatura e de entrevistas, as dificuldades que marcam
o ensino e aplicacoes de EDOs; identificar os modelos matematicos, envolvendo EDOs,
demandados pelos cursos superiores oferecidos pelo IFC — Rio do Sul e, apresentar e
discutir os modelos identificados. Realiza-se, entao, uma pesquisa qualitativa e descritiva,
que propods discutir trés modelos matematicos sugeridos por docentes do IFC — Rio do
Sul, que lecionam nos cursos de Agronomia, Engenharia Mecatronica e Licenciatura
em Fisica, sendo realizadas trés entrevistas com os professores desta instituicao. Para
analise dos resultados utiliza-se Analise Textual Discursiva. Diante disso, verifica-se que
os modelos matematicos propostos podem contribuir para os professores apresentarem aos
estudantes aplicagoes envolvendo as EDOs que sejam relacionadas ao curso, e os docentes
entrevistados destacam que as dificuldades que marcam o ensino e aplica¢oes de EDOs sao:
entender a motivacao das equagoes diferenciais, nao entender o significado das mesmas e
nao conseguir dar sentido a elas. Isso conduz a constatagao de que os questionamentos
nas aulas de matematica sobre o uso das EDOs possam ser minimizados, de modo que os
estudantes possam perceber a aplicagao desta ferramenta matematica em diversas areas
do conhecimento.

Palavras-chave: Equacoes diferenciais ordinarias. Modelos matematicos. Ensino superior.
Dificuldades no ensino.



ABSTRACT

The contents related to Ordinary Differential Equations (ODESs) are in the syllabus of four
from six of the higher education courses at Instituto Federal Catarinense — Campus Rio do
Sul (IFC — Rio do Sul), where this investigation took place and is the researcher’s workplace.
Due to concerns on teaching ODEs, more specifically on mathematical modeling, this work
has the objective of answering the question: Which mathematical modeling using ODEs can
be used as applications in the higher education courses at I[FC — Rio do Sul? It was proposed
to interview teachers who give classes to the higher education courses at IFC — Rio do Sul;
map, by literature’s researchs and interviews, the difficulties on teaching ODEs, identify
the mathematical modelings using ODEs, present and discuss the proposed models. It
was made a qualitative and descriptive research where were available three mathematical
models suggested by teachers that work on Agronomy, Mechatronics Engineering and
Physics. The interviews were analyzed throw Discursive Text Analysis. The mathematical
models proposed can contribute to teachers present to students applications ODEs related
to the course. In the interviews we got the difficulties that are around teaching ODEs:
students don’t understand the reason to use ODEs, their meaning and they can’t see
the sense of them. This can allow us to conclude that students don’t feel comfortable
with ODEs, losing the sight of this powerful mathematical tool in several areas of the
knowledge.

Keywords: Ordinary Differential Equations. Mathematical models. Higher Education.
Difficulties on teaching.
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1 INTRODUCAO

Em Matemadtica, uma Equagao Diferencial Ordinaria (EDO) é uma equagao que
envolve as derivadas ordindrias de uma funcao (de uma variavel) desconhecida. Segundo
Zill (2011), um dos principais problemas no estudo de uma dada EDO esta relacionado a
determinacao da respectiva solucao, isto é, determinar uma fungao que satisfaga a equagao.

O surgimento das EDOs esta intimamente relacionado ao surgimento do Calculo
Diferencial e Integral (CDI), ainda no Século XVII, motivados por problemas fisicos
(Figueiredo; Neves, 2012). Desde entao, as EDOs tém sido um campo ativo de pesquisa em
Matematica e uma importante ferramenta para a formulacdo de problemas oriundos da
Fisica, Astronomia, entre outras areas do conhecimento, estabelecendo profundas conexdes
entre a Matematica Pura e Aplicada.

A existéncia de tais conexoOes oferece uma primeira resposta ao seguinte ques-
tionamento: “Por que estudar EDOs nos cursos superiores em que sejam demandados
conhecimentos matematicos?”. Perguntas desta natureza apontam para a preocupag¢ao
docente com o ensino de matematica em cursos que nao se propoem a formagao de ma-
tematicos. Ao fixar a atencao aos cursos de Engenharia, por exemplo, no contexto das

disciplinas de CDI, Pinto e Lima destacam que

Possibilitar ao futuro engenheiro as interpretacoes das solugoes de EDO e a
aplicagdo de modelos matematicos em suas areas especificas de conhecimento
sdo acoes tdo importantes quanto muni-los de técnicas de resolucao desse tipo
de equacgbes, uma vez que tais agdoes podem favorecer o desenvolvimento de
habilidades de andlise e interpretacdo que sdo inegavelmente essenciais aos
engenheiros (2017, p. 22).

E, além disso, Pinto e Lima (2017) observam que a desconexao entre os conceitos
relacionados ao CDI e as aplicagoes na Engenharia e a falta de esclarecimento dos objetivos
destes estudos na formacao do Engenheiro conduzem a um conflito diario e contribuem para
o fracasso dos estudantes nestas disciplinas. Entende-se que as observagoes de Pinto e Lima
(2017) ficam ainda mais evidentes no contexto do estudo de EDOs e, consequentemente,
trabalhos de pesquisa que tenham por objetivo demonstrar estas conexoes, relacionadas
ao estudo de EDOs, facilitando o acesso as linguagens, tanto da Matematica quanto das
areas especificas, tornam-se naturalmente relevantes.

Esta demanda por esclarecimentos dos objetivos e conexbes pode aparecer em
cursos de graduagao em areas profissionais, cientificas e tecnoldgicas. Particularmente, tais
cursos sao o foco de atuacao dos Institutos Federais. De acordo com a LEI N° 11.892,
de 29 de dezembro de 2008, que institui, no ambito do sistema federal de ensino, a Rede
Federal de Educacao Profissional, Cientifica e Tecnolégica, vinculada ao Ministério da
Educacao,

Os Institutos Federais sao institui¢cbes de educacao superior, basica e profis-
sional, pluricurriculares e multicampi, especializados na oferta de educacao



Capitulo 1. Introdugdo 19

profissional e tecnoldgica nas diferentes modalidades de ensino, com base na
conjugacao de conhecimentos técnicos e tecnoldgicos com as suas praticas pe-
dagdgicas, nos termos desta Lei (Brasil, 2008).

No caso do Instituto Federal Catarinense (IFC), sdo oferecidos 43 cursos de gra-
duacdo em 15 campi. Em particular, o Instituto Federal Catarinense — Campus Rio do
Sul (IFC — Rio do Sul), campus de atuacao do pesquisador responsavel por este trabalho,
oferta seis cursos de graduagao: Agronomia (Bacharelado), Ciéncias da Computacao (Ba-
charelado), Fisica (Licenciatura), Matematica (Licenciatura), Pedagogia (Licenciatura) e
Engenharia Mecatrénica (Bacharelado). Nota-se, de acordo com os respectivos Projetos
Pedagogicos, que cinco destes cursos possuem disciplinas obrigatorias relacionadas ao CDI
cuja ementa indica o estudo de EDOs ou, embora nao abordado nas disciplinas de Calculo,
o conhecimento de EDOs é demandado nas disciplinas de formacgao especifica.

A partir da experiéncia pessoal de atuacao docente e das demandas cotidianas no
exercicio da docéncia nos cursos superiores do IFC — Rio do Sul, verifica-se a necessidade
do estudo, discussao e exposicao de modelos matematicos, envolvendo EDOs, que permi-
tam estabelecer conexdes com as aplicagoes especificas de cada curso do IFC — Rio do
Sul. Como o Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional (PROFMAT) tem
como objetivo qualificar o exercicio da docéncia visando o aprofundamento da formagao
Matematica do egresso (PROFMAT, 2020), a partir deste contexto, esta investigacao
pretende responder ao seguinte problema de pesquisa: Quais modelos matematicos en-
volvendo equagoes diferenciais ordindrias podem ser pensados para aplicagdo nos cursos
superiores oferecidos pelo IFC — Rio do Sul?

Com base nisso, o objetivo geral deste estudo é propor modelos matematicos
envolvendo equacoes diferenciais ordindrias que podem ser pensados para aplicacdo nos
cursos superiores oferecidos pelo IFC — Rio do Sul. O estudo estabeleceu quatro objetivos
especificos: entrevistar docentes vinculados aos cursos superiores oferecidos pelo IFC — Rio
do Sul; mapear, por meio de pesquisa na literatura e de entrevistas, as dificuldades que
marcam o ensino e aplicagoes de EDOs; identificar os modelos matematicos, envolvendo
EDOs, demandados pelos cursos superiores oferecidos pelo IFC — Rio do Sul e, apresentar
e discutir os modelos identificados.

Esta investigacao torna-se relevante, uma vez que apresenta uma alternativa peda-
gbgica, por meio de modelos matematicos, que possibilite ao professor de matematica atuar
de modo a mostrar para os estudantes como as ferramentas matematicas, em particular,
as EDOs, relacionam-se com areas especificas dos cursos superiores do IFC — Rio do Sul.

Este trabalho esta estruturado em seis capitulos. O Capitulo 1, trata-se da In-
troducao. No Capitulo 2, abordam-se os temas que dao suporte ao estudo realizado por
meio de uma abordagem bibliografica. Faz-se uma breve revisao dos conceitos dos estudos
sobre as Equagoes Diferenciais Ordinérias de ordem arbitraria. Ainda, expoem-se algumas

aplicagoes; define-se e mostra-se a resolucao de EDOs do tipo: Separavel e Linear de 1#
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ordem. Finalizando com uma introducao a Transformada de Laplace. Esta revisao serve
de base para o leitor compreender as resolugoes dos modelos matematicos propostos nas
Secoes 5.3.1, 5.3.2 e 5.3.3.

No Capitulo 3, discorre-se, brevemente, sobre ensino e aprendizagem de EDO. Em
seguida, apresenta-se uma caracterizagao e uma sintese do IFC e de seus cursos. Na parte
final do capitulo, contextualiza-se a presenca das EDOs nos cursos superiores.

No Capitulo 4, apresenta-se o caminho metodolégico realizado ao longo da investi-
gacao, por meio das seguintes etapas: delineamento do trabalho, participantes, coleta de
dados e analise de dados. Desenvolve-se a investigagao, a partir da pesquisa qualitativa
e descritiva, fazendo uso do estudo bibliografico e documental. E; tendo os dados cole-
tados, por meio de entrevistas, realizadas com trés professores. Finalmente, discorre-se,
brevemente, sobre a Andlise Textual Discursiva, com base em Moraes e Galiazzi (2011).

No Capitulo 5, faz-se a andlise das entrevistas, com base nos principios da Anélise
Textual Discursiva, considerando a perspectiva fenomenolégica-hermenéutica, discutindo
os resultados obtidos. Por fim, apresentam-se as propostas de modelos matematicos fazendo
a resolucao e discussao dos mesmos.

No Capitulo 6, apresentam-se as contribuigoes tedricas e praticas atingidas pela
investigacao e as limitagoes identificadas. Ademais, apontam-se sugestoes de futuras pes-
quisas.

Neste trabalho, adota-se o texto em modo italico na escrita das resolucoes dos exem-
plos e das aplicagoes propostas para diferenciar do restante do texto, assim, destacando

as resolugoes.



21

2 TOPICOS DE EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS

A Histéria da Matematica mostra que por, aproximadamente, trés séculos (XVII a
XIX), o estudo das equagoes diferenciais instigou a curiosidade dos maiores matematicos
do mundo. A partir da descoberta do CDI, devido a Newton e Leibniz, percebeu-se que
muitas das leis da Fisica (leis que descrevem o mundo & nossa volta) podem ser escritas
como relagoes entre uma funcgao e as suas derivadas.

Essas equagoes sao usadas para investigar uma grande variedade de problemas na
Engenharia, Quimica, Biologia, Agronomia, Economia e tem aplica¢oes diretas na Fisica.
Além disso, elas também fazem parte do curriculo educacional dessas e de muitas outras
areas.

Neste capitulo, abordaremos a teoria das equacoes diferenciais, em especial, os
conceitos fundamentais, a classificacdo das Equagoes Diferenciais (ED), o Teorema da
Existéncia e Unicidade, o Problema de Valor Inicial, alguns exemplos, métodos de re-
solucao e a Transformada de Laplace. Como referéncias para a escrita deste capitulo,
utilizamos os livros “Equacoes diferenciais com aplicacoes em modelagem, por Dennis G.
Zill”, “Equacoes diferenciais aplicadas, por Djairo Guedes de Figueiredo e Aloisio Frei-
ria Neves” e “Equacoes diferenciais, por R. Kent Nagle, Edward B. Saff e Arthur David

Snider”. Estes livros constam nas referéncias bibliograficas desta dissertacao.

2.1 EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS DE ORDEM ARBITRARIA

Uma equagao que relaciona uma funcao desconhecida a uma ou mais de suas

derivadas é chamada de uma equacgao diferencial.

Definicao 2.1.1. Uma equagao diferencial ordinaria de ordem n é uma igualdade
em que as funcgoes incégnitas sao fungoes de somente uma varidavel e ha presenca das
derivadas de até n-ésima ordem. Assim, uma forma geral para a equacao de ordem m, com

x como variavel independente e y como variavel dependente, pode ser escrita na forma

F(Xayaylayﬂa---’y(n)):O) (21)

em que F é uma funcao' de valores reais de n + 2 variaveis, x,y,y’,y”,...,y™ e sendo
y™ a n-ésima derivada de y em relacdo & x. Em muitos casos, é conveniente escrever a

equagao (2.1) isolando o termo de mais alta ordem y™, como

()

Yy :f(xal.%ylayﬂ)'--)y(ni”)» (2'2)

que normalmente é preferivel & equagao (2.1) para fins tedricos e computacionais. A

equagao (2.2) é denominada de forma normal da EDO.

1 Na Secdo 2.1.4, vamos especificar o dominio de definicio das varidveis x,y,y’,y”,...,y™.
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Por exemplo, a equacao
dy
ax g(x)

pode ser escrita na forma da equagdo (2.1) tomando

d d
F (x,y,(i) =g(x) — d—z =0.

~ 3 N . 43
E na equacdo y’ + 3x*y = e ™ tem-se a correspondéncia com F (x,y,y’) = e ¥ —

y' —3x*y =0.

A fim de exemplificar o uso das EDOs, apresentamos quatro aplica¢oes que descre-
vem fendmenos naturais e fisicos: decaimento radioativo, circuito RC, queda livre de um

corpo considerando a resisténcia do ar e movimento de um péndulo simples.

Exemplo 2.1 (Decaimento radioativo). Os cientistas sabem que elementos radioativos
emitem espontaneamente particulas ou ondas, assim é possivel modelar a velocidade em
que os dtomos decaem. A equacdo que modela? este fendmeno de como uma determinada
massa M de um determinado material radioativo evolui com o tempo t, em que A > 0 é

uma constante de proporcionalidade®, é

dM

—=-AM. 2.3

T (2.3)
Note que (2.3) possui um sinal negativo a frente da constante de proporcionalidade A e
que esta, por sua vez, deve ser considerada positiva para garantir que o modelo represente
o decaimento da massa M ao longo do tempo. Este modelo é semelhante ao modelo que

descreve o crescimento populacional humano?.

Ainda, com este mesmo modelo (equagao), diversos cientistas realizam medidas de
idade de objetos, através da chamada datacao por carbono 14. Isso pode ser usado para

determinar a idade de fésseis encontrados por arquedlogos.

Exemplo 2.2 (Circuito RC). Seja a equacao de um circuito elétrico RC?, ilustrado na
Figura 1,

dg ¢
R—+—==E 2.4

em que R é a resisténcia, q ¢ a carga, C é a capacitancia e E é a fonte de tensao do circuito.

2 Este fenomeno foi observado pela primeira vez em 1896 pelo fisico francés Henri Becquerel. Por esta

observacao e por sua explicacdo fisica e matematica do problema, Becquerel e o casal Marie e Pierre
Curie foram agraciados com o prémio Nobel de fisica do ano de 1903.

Se duas quantidades u e v forem proporcionais, isto significa que uma quantidade é um multiplo escalar
da outra, isto é, u = kv para algum k € R.

Este modelo foi criado por Thomas Malthus, em 1798, dado por % = kP, sendo P a populacgao.
Esta equacao é deduzida a partir das leis de Kirchhoff, que permitem que um circuito elétrico seja
modelado por EDO.



Capitulo 2. Topicos de Equagoes Diferenciais Ordindrias 23

Figura 1 — Circuito RC.

~
Fonte: O autor (2023).

Exemplo 2.3 (Queda livre de um corpo considerando a resisténcia do ar). Consideremos

a equacao de um corpo em queda livre, tomando a dire¢ao positiva como orientada para

baixo, conforme ilustrado na Figura 2. A atuacao das forcas sobre o corpo é dada por
d’h dh

M—— =Mg—k-—
g dt)

e k >0, (2.5)

em que M é a massa do corpo, h é a altura (distdncia) do corpo ao chdo, g é a aceleragao
gravitacional e k é uma constante (da forca de resisténcia do ar) que depende da geometria
do corpo e das propriedades do ar. Esta constante especifica a intensidade da forca de

retardo F.q, em que F.q age na direcao oposta ao movimento.

Figura 2 — Corpo em queda livre com massa M.

tv:()

%
Q)

el

I

<
Q|

<l

Fonte: O autor (2023).

Exemplo 2.4 (Movimento de um péndulo simples). A equagao que representa o movi-
mento de péndulo, conforme ilustrado na Figura 3, é

d’0 g

— + = senb = 0. 2.6

dtz ¢ (2:6)
Temos um objeto de massa desprezivel M na ponta de uma haste de comprimento £ e g é a
aceleragao gravitacional. O movimento do péndulo descreve um arco de uma circunferéncia
de comprimento £ e a posicao do péndulo é representada pelo angulo 0 que a haste faz

com o eixo vertical.
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Figura 3 — Movimento de um péndulo simples.

P=Mg
Fonte: O autor (2023).

As equagoes diferenciais sao classificadas quanto ao tipo, a ordem e a linearidade

CO1mMo veremos a seguir.

2.1.1 Classificacao por tipo

Uma equacao diferencial pode ser classificada como ordinaria ou parcial®. Se a
func¢ao envolvida for uma funcao de somente uma variavel independente, dizemos que a
equagao é ordinaria (EDO). De acordo com os exemplos acima, temos que as equagoes
(2.3), (2.4), (2.5) e (2.6) sao EDOs. Note que estas equagoes dependem uma tnica variavel

independente.

2.1.2 Classificacao por ordem

Quanto a ordem, uma equacao diferencial ordinaria pode ser de 1%, 22, ..., n-ésima
ordem, dependendo da derivada de maior ordem presente na equacao. Retomando as
quatro aplicagbes acima, as equagoes (2.3) e (2.4) sdo de primeira ordem, ja as equagoes

(2.5) e (2.6) sao equagoes de segunda ordem.

2.1.3 Classificacdo por linearidade

De modo mais formal, uma EDO ¢ linear se ela tiver o formato

dny dn—ly dly dy
an(X)=—+an g (X)=— + -+ ©(X)=—— + a1(x)=—— + ap(x)y = g(x
0T a0 (05 + a0 + by = g(x),
Se uma equagao diferencial contém, pelo menos, uma derivada parcial é denominada de Equacao
2 2
Diferencial Parcial (EDP). A equagao %t‘; = gX‘Z*, em que u = u(x,t), é¢ uma EDP que representa o
movimento de uma corda vibrante.

6
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em que an(x), an_1(x), ..., ax(x), a;(x), ap(x) e g(x) dependem apenas da variavel inde-
pendente x. Caso contrario, dizemos que é uma EDO nao linear.

De forma mais simplificada, podemos dizer que uma EDO é linear quando nela nao
aparecem produtos entre a varidavel y e suas derivadas, nem produtos entre suas derivadas
e nem mesmo fungdes nao lineares em que Yy seja a variavel.

Nas quatro aplicagbes acima, as equagoes (2.3), (2.4) e (2.5) sdo equagoes diferen-
ciais lineares, ja a equagao (2.6) é uma equagao diferencial nao linear.

Vejamos mais alguns exemplos de equagoes estudando as classificagoes:

iy +6xy = 4e* EDO, 1% ordem, linear
X
d*y 2 EDO, 2 ordem, nio i
o + seny = 5t , 2% ordem, nao linear
&y Yy 2 EDO, 3* ordem,
o w+11y=3X+e , ordem, linear
4 2
Lg — .1+ (dy) EDO, 4® ordem, nao linear
dt dt

2.1.4 Solucdes e problema de valor inicial

A partir deste ponto, vamos estudar apenas as equagoes diferenciais ordinarias que
fazem parte do nosso objeto de pesquisa.

Dada uma funcdo continua f : D — R, definida em um conjunto aberto
D C R x R* = R" a equacio (2.2) é denominada equacdo diferencial ordindria de
ordem n, em que x € R, y € R, y’ €R, ..., y™ € R. As versdes da equacdo (2.2) para

representar equagoes diferenciais de primeira e segunda ordem, sao descritas como:

y' =flx,y) e y’" =1f(x,y,y"),

respectivamente.

Uma funcgao @(x) é solugdo de uma equacao diferencial ordinaria em um dado
intervalo aberto A, se a equagdo (2.1) ou (2.2) for satisfeita para todo x € A, ou seja, se
@(x) e suas derivadas satisfizerem a equacao diferencial neste intervalo, para todo x € A,

lembrando que @ : A — R.
Exemplo 2.5. A funcao @(x) = % + % e & solucio da equacio y' + 2xy = x.

Resolugao. De fato, as funcoes @(x) = % +3e @'(x) = —3xe ™ sdio definidas para

3
2
x € R. Assim, as substituicoes de y por @(x) e dey’ por @’(x) na equacio y’ + 2xy = x

geram
—3xe © +x+3xe " =x,
uma identidade que é vdlida para qualquer x real. Entdo, a funcdo @(x) = 1 + %e_"z

2
satisfaz a equagdo diferencial, portanto @(x) € solugio da equagao y' + 2xy = x.



Capitulo 2. Topicos de Equagoes Diferenciais Ordindrias 26

O grafico de uma solugao @(x) de uma equacgao diferencial ordinaria é denominado
de curva integral.

Considerando o que foi abordado no inicio deste capitulo, em que as ED sao
aplicacoes de modelos matematicos que regem o mundo a nossa volta, observamos que os
modelos matematicos sdo construidos através de um ponto de partida, o que nos leva a

utilizar equacgoes diferenciais com estas condi¢oes que chamaremos de valor inicial.

Defini¢ao 2.1.2 (Problema de Valor Inicial (PVI)). O problema de valor inicial de uma

equacao diferencial ordinaria de ordem n é dado por:

;

y™ =f0y,y5y" .y ),
y(xo) = Yo,
y'(x0) =y,
y”(xo) =y,
\y““”(m) = Yn-1,
em que xp € A,A C R é um intervalo e yo,Y1,Yz2,--.,Yn_1 sd0 constantes dadas.

Cabe destacar que o propédsito desta pesquisa é estudar as aplicagoes de EDOs de
primeira e segunda ordem. Assim, por consequéncia, trataremos apenas com PVI para

EDO de primeira ordem da forma

y/ - f(x,y),
y(xo) = Yo,

e com PVI para EDO de segunda ordem da forma,

y,/ :f(xayay/)>
y(xo0) = Yo,
y'(x0) =y1.

Exemplo 2.6. A funcdo @(x) apresentada no Exemplo 2.5, é solucao do PVI:

y' +2xy=x
y(0) =2.

XZ, dada no Exemplo 2.5, calculamos

Resolugao. Considerando a fungio @(x) = % + % e
©'(x) = —3xe ™. E, note que, a fungao @(x) satisfaz a condi¢io y(0) = 2.

De fato, @(0) = % + % e =2.

Grande parte das equagoes diferenciais que surgem nas aplicagoes tém uma proprie-
dade de existéncia e unicidade. A seguir, apresentamos o teorema que afirma existir, para o
problema de valor inicial, uma tnica solugao, sob certas condigoes. Tal teorema ¢ chamado

de Teorema de Existéncia e Unicidade.
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Teorema 2.1 (Teorema de Existéncia e Unicidade). Seja f: Q — R num fung¢do continua
definida num aberto Q do plano (x,y). Suponhamos que a derivada parcial com relagdo
a segunda varidvel, fy : QO — R, seja continua também. Entdo, para cada (xo,Yo) € Q,
existem um intervalo aberto 1 contendo xo e uma unica funcao diferencidvel ¢ : 1 — R

com (x, d(x)) € Q, para todo x € 1, que € solugao do problema de valor inicial

/

Yy = f(XﬂJ),

(2.7)
y(xo0) = yo.

A demonstracao do teorema nao serd apresentada, pois nao faz parte do escopo
deste trabalho, mas ela pode ser encontrada no livro de Figueiredo e Neves (2012), na
Secao 3.2 Existéncia, Unicidade e Dependéncia Continua, p. 51, citado nas referéncias.
Porém, a demonstracdo do Teorema da Existéncia e Unicidade de uma EDO utiliza o
Método das Aproximacoes Sucessivas de Picard”. Contudo, a seguir, resolveremos um PVI
(Exemplo 2.7) aplicando o Método das Aproximagoes Sucessivas de Picard para obter
a solugao da EDO que passa pelo ponto dado e ilustraremos a estratégia proposta por

Picard. Antes, apresentamos um teorema que mostra a equivaléncia entre duas equagoes.

Teorema 2.2. Seja f: Q — R uma fungdo continua num aberto Q do plano (x,y). Entao,
uma fungao diferencidvel d : 1 — R é uma solugio do problema de valor inicial (2.7) se e
somente se for uma solucao da equacao integral

X

y(x)=y0+J f(s, y(s))ds, xel. (2.8)

X0

Logo, o Teorema 2.2 diz que solucionar o PVI (2.7) é equivalente a resolver (2.8).

Exemplo 2.7. O PVI
U, =1 +y,
U(O) = O)

é solucionado pelo Método das Aproximacoes Sucessivas de Picard.

Resolucao. Primeiramente, aplicaremos o Teorema 2.2 no PVI dado

X

Y(x) = yo + J f(t, y(t)) dt. (2.9)

X0

Entao, para resolver (2.9), aplicaremos o Método das Aprozimagoes Sucessivas de Picard.

Assim, dado yo(x) = 0, consideramos como ponto de partida uma fung¢do continua que

7 Segundo Simmons, Emile Picard (1856-1941), um dos mais eminentes matematicos franceses do século
passado, fez duas contribui¢oes notéveis para a andlise: seu método de aproximagdes sucessivas, o que
lhe permitiu aperfeicoar a teoria das equacgoes diferenciais que Cauchy havia iniciado na década de
1820; e seu famoso teorema (chamado Grande Teorema de Picard) sobre os valores assumidos por uma
funcdo analitica complexa proxima de uma singularidade essencial, que estimulou muito pesquisas
importantes até os dias atuais (2017, p. 623).
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corresponde a uma aprorimagdo inicial d solucio de (2.9). Considere a sequéncia
X
yalx) = o+ | fltyna(t) dt (2.10)

0

Neste caso, f(t, yn_1(t)) = 1+ yn_1(t). Agora, partimos da aproximagao yo(x) = 0 no

lado direito de (2.10) para obter uma nova e, talvez, melhorar a aprozimagdao yi(x) como

seque:

X

Yn(x) = L 14 yos (t) dt,

Yn(x) =x+ L Yn_1(t) dt.

Iniciando o processo de iteracdo, para n =1, temos:

yild) = x+ [ wolt)a,
0
Yyi(x) =x+0=x.

Seque a iteragdo para n = 2:

Segue a iteracao para n = 3:

2732
XX x*
R T Y R3S

Com isso, inferimos que

2 XS X4

B X
yn(x)—x+f+f+4f!+...+a.

20 3!
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Note que yn(t) € um somatorio associado a n parcelas. Assim, inferimos novamente que

ok
. . X
i yn(x) = lim ; R

Recordando as aproximagoes em série de Taylor, tem-se ngrf yYn(x) =" —1=y(x).

Portanto, y(x) = e* —1 € solugio do PVI, para 1 =TR.

Finalizando esta se¢ao sobre solucoes de EDOs, podemos afirmar, baseado nos
autores da drea de Equagoes Diferenciais, como em Figueiredo e Neves (2012) e Zill
(2011), as EDOs possuem solugdo, desde que cumpram as exigéncias do Teorema da
Existéncia e Unicidade. A maioria das equagoes diferenciais encontradas nas aplicagoes nao
possuem solugao analitica, porém, podem ser encontradas solugoes numeéricas, recorrendo
a métodos de aproximacao numérica para equacoes diferenciais. Na Secao 5.3.3, fazemos

uma discussao envolvendo esta tematica.

2.2 EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS SEPARAVEIS

Definigao 2.2.1. A equagao y’ = f(x,y) sera separavel se f puder ser expressa como
um produto de uma funcao dependente de x e uma outra fungao dependente de y. Assim,

a equacao diferencial tera a forma

dy

ax — P -aly), ou (2.11)
L

Yy =px,

q(y)

em que p(x) e q(y) sdo fungdes continuas em seus dominios para y tal que q(y) # 0.

Observagcao. Em vista da notacao de Leibniz, é comum escrevermos uma equagao de

variaveis separaveis na forma
M(x) dx + N(y) dy =0, (2.12)

uma vez que Yy’ é visto como a razao das diferenciais dy e dx. A equagdo (2.12) é
denominada de forma diferencial da EDO.
2.2.1 Método de resolucao da equacao diferencial

Consideramos (2.11), dividindo-a pela funcao q(y) quando q(y) # 0. Temos as

funcoes em y e em x, uma de cada lado da igualdade (separadas),
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Integrando em relagao a x ambos os membros, tem-se

quy) j?c dx:Jp(x) dx.

Formalmente, temos % dx = dy. Segue que a igualdade acima pode ser reescrita como

qum dy = Jp(x) dx.

Note que as varidveis y e x estao separadas, ou seja, uma de cada lado da igualdade. Logo,
chega-se ao método de resolucao. Supondo que p e q sao fungoes continuas, as integrais
existem. Calculando as integrais de ambos os lados, obtém-se a solugdo geral da equacao.

E, sempre que for possivel, escreve-se a fungao (solu¢ao geral da EDO) na forma explicita.

Veremos a seguir um exemplo mostrando a utilizagdo desse método de resolucao.

X
Exemplo 2.8. Resolveremos a equagao diferencial 4y _ — utilizando o método de
X Yy
EDO separavel.

d
Resolugao. Dada a equagdio diferencial 4 _ note que ela jd estd na forma de

dx ~ y?’

(2.11). Conforme o método de resolugao, devemos separar as fungoes, uma em cada lado

da igualdade:
dy
2 _— =
Y dx
Agora, vamos integrar em relacao a x ambos os lados da igualdade:

d
Jyzd?c dx = Jx dx,

Jyz dy = Jx dx,

X.

y—s +cC = X—z +c
3 T2 T
Entao, temos que isolar a varidvel y.
3 2
y X
=~ =—+4c—c
3 ] +C2 1y
2
X
y3 = 7 +3(C2—C1).
Para deixar uma tunica constante na funcdo, fazemos ¢ =3(c; —c¢q):
;3
e
3 3X2 TIPS
y - 2 .

| 3x?
Portanto, y = y > +c € a solugao geral da equagdo diferencial dada.
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Observagao. Nao ha necessidade de usar duas constantes na integracao de uma equacao
separavel, pois escrevendo Q(y)+cy; = P(x)4c;, a diferenga c;—cy poderd ser substituida
por uma tUnica constante ¢, de modo que Q(y) = P(x) + ¢. Em outras ocasioes, ao longo
deste trabalho, renomearemos constantes de forma conveniente para uma equagado. Por
exemplo, multiplos de constantes ou combinagoes de constantes podem, algumas vezes,

ser substituidos por uma tunica constante.

2.3 EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS LINEARES DE 12 ORDEM
Definicao 2.3.1. Uma equagao diferencial ordinaria de primeira ordem da forma

y' +p(x)-y=q(x), ou

dy B

é chamada de equagao diferencial linear de primeira ordem. Assume-se que, p(x)
e q(x) sejam fungoes continuas em algum intervalo aberto. A equagao (2.13) estd escrita
na forma padrao.
d

Teorema 2.3. A solucao da equacao diferencial d—)y( +p(x)-y=4q(x) € dada por

Y= a0 gl ar

= — u .
R(x) ’

em que n(x) = el PM & F(x) é chamado fator integrante.

Demonstragao. A ideia que apresentaremos agora foi desenvolvida por Leibniz. Consi-
derando (2.13) que esta na forma padrao, queremos encontrar uma fun¢do p conveniente,
de modo que, ao multiplicarmos em (2.13), a transformaremos numa equacao diferen-

cial separavel. Assim, multiplicando ambos os membros de (2.13) por uma fungao p(x),

encontramos: d
RO 22+ RO P(X) Y = kX q(x). (2.14)
Admitindo que o lado direito da igualdade seja a derivada do produto p(x) -y, segue que:
2000 y) = ) g%, (215)
Entéo, igualando (2.14) e (2.15), temos:
d dy
3 (K y) = ulx) =+ ux) p(x)y.
d _ dy du(x) |
Como dx(u(x) y) = I ux)+y i , obtemos:
dy dp(x) _W
M%—y o b H Py,
du(x
L) ) pl). (2.16)
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Isso exige que u satisfaga (2.16). Para encontrar a funcao p, observemos que (2.16) é uma
equacao diferencial separavel e, portanto,

1 du)

m dx = p(x).

Integrando os dois lados da ultima igualdade, temos:

J 1 .du(x)

u(x)  dx

dx = Jp(x) dx,

In Ju(x)] = jp(x) ax,

H(X) — ejp(x) dx

Com essa escolha para p(x), (2.14) torna-se (2.15), que integrando-se os dois lados de
(2.15), obtém-se:

n(x)y = J u(x) - qx) dx,
y=—— Ju(x) - q(x) dx. (2.17)

Com isso, conclui-se a demostragdo obtendo a solugdo dada por (2.17), tendo a fungao

n(x) = e/ P¥d como fator integrante.

2.3.1 Método de resolucao da equacao diferencial linear de 12 ordem

A seguir, vamos descrever os passos para resolver uma equacao diferencial linear

de primeira ordem, a qual utilizaremos o fator integrante.
L < : . dy
o Primeiramente, escreva a equacao diferencial na forma padrao ™ +p(x) -y =q(x).
X

« Determine o fator integrante p(x) = e/ P dx,

o Multiplique ambos os lados da equacgao diferencial na forma padrao pelo fator inte-

grante p(x) = el P dx,
 Identifique do lado esquerdo da igualdade a derivada do produto.

« Para finalizar, integre a ultima equacao e, se possivel, resolva para y, e dé a solugao

na forma explicita.

Veremos a seguir um exemplo mostrando a utilizacao desse método de resolucao

com o fator integrante.

d
Exemplo 2.9. Encontraremos a solucao geral da equacao diferencial d—y +4x3y = 20%°
X

por meio do fator integrante.
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Resolucao. Observamos que a equagdo diferencial dada jd estd na forma padrdo
% +p(x)y = q(x). De acordo com o método de resolu¢ao, o prozimo passo é calcular o

fator integrante, p(x) = e/ PX & Segye,
u(x) = el & — j(x) = e

Multiplicamos a equacao diferencial dada pelo fator integrante:

jli e +4x3 e y = 20x° e

Note que o lado esquerdo deve ser identificado com a derivada do produto. Assim, perceba

que,
dy 4 3 x4 d 4
I X 4 X — (¥ .
dxe +4x’ e y dx(e y)
Entao,
d
a(eX“ y) = 20x . (2.18)

Desse modo, (2.18) é uma equagao diferencial separdvel. Logo, integrando ambos os lados
da equacdo, temos:

ey = J20x3 e dx.
A integral f20x3 e dx ¢ resolvida pelo método da substituicao, donde:
e’ y= 5¢* +c.

Isolamos a varidvel y, multiplicando ambos os lados da igualdade por e’x4, Seque:

y=>5+ce ™. (2.19)

Portanto, a fung¢do obtida em (2.19) € a solugao geral da EDO.

2.4 TRANSFORMADA DE LAPLACE

Esta secao é dedicada ao estudo de uma operacao matematica chamada de Trans-
formada de Laplace. Trata-se de um método para a resolucao de problemas de valor inicial,
que, por sua vez, envolvem EDO e condigoes iniciais.

Inicialmente, vamos ver a Transformada de Laplace® como um operador que mo-
difica o dominio da funcao f(t), como ilustrado na Figura 4. Assim, quando fazemos a
Transformada de uma funcao f(t), estamos saindo do dominio do tempo (t) para repre-
sentar a funcdo F(s) num outro dominio, neste caso, a frequéncia (s). A varidvel s é uma
variavel complexa em que s = o+ Pi, «, 3 € R, utilizada nos estudos de Engenharia,

porém, neste trabalho, consideramos apenas com a parte real de s.

8 Pierre Simon de Laplace (1749-1872), matemético francés com grandes contribui¢des & Matematica, a

Mecénica Celeste e a Teoria das Probabilidades.
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Figura 4 — Bloco da Transformada de Laplace.

f(t) ———f L —— F(s)

Fonte: O autor (2023).

A Transformada de Laplace é definida a partir de uma integral impropria, como

sera visto a seguir.

Definigao 2.4.1. Seja f uma fungao definida para t > 0. A integral

b
L{f(t)} = lim J e SHf(t) dt,

b—+oc0 0

+00

L{f(t)} = L e SHf(t) dt, (2.20)

¢é chamada de Transformada de Laplace de f, desde que a integral convirja.

Representaremos a funcao original (de entrada) por uma letra mindscula e a sua
varidvel por t, e a sua Transformada de Laplace? por uma letra maitscula ou pela letra
L e a sua variavel por s. Por exemplo, as Transformadas de Laplace das fungoes f(t) e
g(t) serao representadas por F(s) e G(s), respectivamente. Ou ainda, podemos escrever

L{f(t)} = F(s) e L{g(t)} = G(s).

Exemplo 2.10. Seja f(t) = 1, para todo t > 0. Determinaremos a Transformada de

Laplace da funcao f, ou seja, determinaremos £{1}.

Resolugao. Para resolver esta Transformada de Laplace, utilizaremos (2.20). Seque que

+o00 b
E{]}zJ e st (1)dt = lim J e stdt,

0 b— +oo 0
b
st
= lim ,
b— +oo S
0
—sb
. e P41
= lim =—, Vs >0.
b— 400 S S

Exemplo 2.11. Seja f(t) = e, para todo t > 0. Encontraremos a Transformada de

Laplace da funcao f, ou seja, encontraremos L{e®}.

9 Para entender melhor o que é a Transformada de Laplace, ela representa a funcdo f(t) por suas
exponenciais na forma e !, ou seja, a Transformada de Laplace soma infinitas exponenciais para
obter uma nova fungio, a F(s).
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Resolucao. Novamente, para resolver esta Transformada de Laplace, utilizaremos (2.20).

Seque que
+o00 +00
L{e"} = J e et dt = J e STt gt
0 0
b _ef(sfa)t
= lim J et Vdt = lim ——|
b— 400 0 b— 400 S—a
__p—(s—a)b
) e +1 1
= lim = , Vs> a.
botoo  S—a s—a

A Tabela 3'° lista as transformadas de Laplace de algumas funcdes bésicas, sendo
a,beR.

f(t) F(s) = L{f(t)}
1
1 - s>0
S
at 1
e , S>a
s—a
|
t, n=1,2,3,... l],s>a
b
Sen(bt) m, S > O
S
cos(bt) T s >0
n!
et", n=1,2,3,... (S_a)n+1,s>a
senh(bt) b s>Db
S
COSh(bt) m, S > b

Tabela 3 — Tabela de algumas Transformadas de fun¢des basicas.

Vamos discutir, brevemente, condi¢oes suficientes para a existéncia da Transfor-
mada de Laplace. Para a existéncia da Transformada é preciso que a integral convirja,
conforme a Definicdo 2.4.1. Se a funcao f(t) crescer muito rapido, ela pode nao ter a

Transformada de Laplace F(s), para s > 0.

Definigao 2.4.2 (Ordem exponencial). Dizemos que f é de ordem exponencial em ¢ se

existirem constantes ¢,N >0 e T > 0 tal que
[f(t)] < Net, Vt>T

Seguem alguns exemplos de fungoes de ordem exponencial: f(t) = N, f(t) = t",
f(t) = e, f(t) = sen(bt) e f(t) = e cos(bt).
10 Extraida do livro Nagle, Saff e Snider (2012, p. 281).
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Teorema 2.4 (Condigoes suficientes para a existéncia de £). Se f for continua por partes'*

no intervalo [0, +00) e de ordem exponencial ¢, entao Lf(t) existe para s > c.
Demonstragio. Veja a demonstracao do Teorema 2.4, em Zill (2011). [

Proposigao 2.4.1 (Linearidade). Se as transformadas de f e g existirem para s > c,

entdo, para quaisquer escalares x e f3,
Lo £(t) + B g(t)} = o LIF(L)} + B L{g(t)}, s > c.

A discussao e o contexto da Proposicao 2.4.1 podem ser encontrados na Secao 7.1
em Zill (2011).
Esta propriedade da Transformada de Laplace, decorre da linearidade da integral.

E, consequentemente, a Transformada de Laplace é um operador linear.

Teorema 2.5 (1° Teorema de deslocamento). Se a Transformada de Laplace

L{f(t)} = F(s) e a for um nimero real qualquer, entdo
L{e* f(t)} = F(s — a).
Demonstragio. Veja a demonstracao do Teorema 2.5, em Zill (2011). O]

Exemplo 2.12. Segundo o Teorema 2.5, a Transformada de Laplace de f : [0, +00) — R,
dada por f(t) = et cos(5t), é

s—3

==

, 8> 3.

Teorema 2.6 (Transformada de Laplace da derivada de primeira ordem). Seja f continua
em [0, +00) tal que f' existe e é continua por partes em [0, +00), com ambas de ordem

exponencial c. Entao, para s > a,
L{f'(t)} = sF(s) — £(0). (2.21)
Demonstragio. Veja a demonstracao do Teorema 2.6, em Nagle, Saff e Snider (2012). O

Exemplo 2.13. Usando o Teorema 2.6 ¢ o fato de que L{cosh(4t)} =
naremos L{senh(4t)}.

, determi-

_ s
s2—16

eoct + e—oct
2
ot — e_“t e4t _|_ e—4t N
— Desse modo, temos que f(t) = cosh(4t) = — Entao,

' Uma funcéo é continua por partes em [0, +00) se em qualquer intervalo 0 < a < t < b h4 no méaximo
um ndmero finito de pontos tx, k =1,2,...,n (tx_1 < tx) nos quais f é descontinua e é continua em
cada intervalo aberto ti_1 <t < ty.

Resolugao. Lembre que cosseno hiperbolico: cosh(at) := e seno hiperbo-

lico: senh (at) :=
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f(0) =1 e f'(t) = 4senh(4t). Substituindo em (2.21), temos:

L{t'(t)} = s L{f(1)} — £(0),
L{4senh(4t)} = s L{cosh(4t)} — 1,

1
4£{ Senh(4t)} = 32—616’

L{senh(4t)} = SaTL

Teorema 2.7 (Transformada de Laplace da derivada de segunda ordem). Sejam f e f’
continuas em [0, +00) tais que " existe e é continua por partes em [0, +00), tais que

f, f's £ sejam de ordem exponencial c. Entao, para s > a,
L{f"(t)} = s*F(s) — s £(0) — '(0).

A discussao e o contexto do Teorema 2.7 podem ser encontrados na Se¢ao 7.2.2 em
Zill (2011).
Note que os Teoremas 2.6 e 2.7 esclarecem o motivo pelo qual a Transformada de

Laplace é uma ferramenta 1til na resolucao dos problemas de valores iniciais.

Observagao. Quando aplicamos a Transformada de Laplace em uma EDO, ela é uma
operacao que faz a mudanca da funcao e suas derivadas no dominio da variavel tempo t,

para outra funcao no dominio da varidvel frequéncia s'2.

Agora, podemos generalizar a Transformada de Laplace da derivada de ordem m.

Teorema 2.8 (Transformada de Laplace da derivada de ordem n). Sejam

£, £, f", ..., f* U continuas em [0, +oo0) tais que ™ existe e € continua por
partes em [0, +00), em que f, f', ", ..., f™ sdo de ordem exponencial c. Entdo, para
s> a,

LY ()} = s"F(s) — s™7£(0) — sV 2 /(0) — ... — s FH(0) — £ (0).

Demonstragio. Veja a demonstragdo do Teorema 2.8, em Nagle, Saff e Snider (2012). [

Definicao 2.4.3. Dada uma funcao F(s), se houver uma func¢ao f(t) que seja continua
em [0, +00) e satisfaca L{f(t)} = F(s), dizemos que f(t) é a Transformada Inversa de
Laplace de F(s) e denotamos por f(t) = L7{F(s)} ou y(t) = L7{Y(s)}.

A Tabela 4'3 lista as transformadas inversas de Laplace de algumas funcoes béasicas,

sendo a,b € R.

12 Em geral, nos estudos em matemética, é de interesse trabalhar apenas com a parte real de s.
13 Extraida do livro Zill (2011, p. 273).
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F(s) L{F(s)} = f(t)
- s>0 1
31(1, s>a e
%,s>a t'y n=1,2,3,...
Z—Ebz’ s >0 sen(bt)

5 j 52 S >0 cos(bt)

b
sz) s>b Senh(bt)

s >b cosh(bt)

Tabela 4 — Tabela de algumas Transformadas inversas de func¢oes basicas.

Proposi¢ido 2.4.2 (Linearidade da Transformada Inversa). Se £ '{F(s)} e £ {G(s)}

existirem e forem continuas em [0, +00), entdo, para quaisquer escalares « e 3,
L YHaF(s)+PBG(s))=a LYF(s)}+B LTG(s)}, s > a.

A discussao e o contexto da Proposigao 2.4.2 podem ser encontrados na Sec¢ao 7.2
em Zill (2011).

-3
Exemplo 2.14. Se a Transformada de Laplace de uma funcao f(t) for F(s) = 57,
s?+4s+4

é possivel encontrar a funcao f(t) tal que f(t) = £L7{F(s)}.

Resolugao. Para encontrar f(t), vamos aplicar a Transformada Inversa de Laplace, po-
rém, antes é necessdrio decompor F(s) em fragoes parciais'*. E facil verificar que o deno-
minador de F(s) tem apenas uma raiz real de multiplicidade dois, sendo s = —2. Desse
modo, escrevemos:

~ s—3  s—3

Cs2+4s+4 (s+2)F

F(s)

Pelo Método das Fragoes Parciais, temos:

s—3 Ay n Az
s2+4s+4  s+2  (s+2)%

(2.22)

em que A1 e A, sio constantes a determinar. Multiplicando (2.22) por (s + 2)?, obtemos:

s—3=A(s+2)+A,. (2.23)

14O Método das Fracoes Parciais é estudado em CDI. Para revisar a teoria, sugerimos consultar o livro:
FLEMMING, Diva Marilia; GONCALVES, Mirian Buss. Calculo A: fung¢des, limite, derivagao,
integracao. 5. ed. Sdo Paulo: Makron, 1992. p. 425-443.
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Tomando s = —2 e substituindo em (2.23), temos: Ay, = —5. Comparando os coeficientes
de s na equacao (2.23), obtemos: Ay = 1.
Logo,

1 5

o) =2 oo

(2.24)

Agora, aplica-se a Transformada Inversa de Laplace em (2.24) para obter a fungao f(t).

Conforme a Tabela 4 e de forma conjunta, usa-se a Proposicao 2.4.2, donde:

. e S I G 1
L) = £ {s+2} 52 {(s+z)2}’
f(t) = e 2t —5e%.

A Transformada Inversa de Laplace é a ultima etapa do processo de resolucao de
uma EDO aplicando o método da Transformada de Laplace. Aplicaremos este método
oportunamente ao longo desta se¢ao.

A partir deste ponto, dispomos de todos os conceitos e ferramentas necessarias
para a aplicacao da Transformada de Laplace na solucao de algumas equagoes diferenciais

ordindrias lineares.

Exemplo 2.15. Utilizando a Transformada de Laplace, vamos resolver o seguinte PVT:
y" =5y’ +4y=e*
y(0) =1, y/(0) = 1.

Resolugao. A titulo de esclarecimento, para ser coerente com a escrita do enunciado do
problema, escrevemos Y(s) como a Transformada de Laplace da fungdo y(t). Aplicando a

Transformada de Laplace na equagdio diferencial dada, temos:

Ly =5 L{y" + 4 L{y} = L{e™}, pela linearidade da L,
Y(s) — 5y(0) —y/(0) —5 (s Y(s) —y'(0)) +4Y(s) = 1,
s2Y(s) —5sY(s)+4Y(s) —s—4 = 812,
(s*—5s+4)Y(s) = 12 +s+4,
1 s+4

Y(s) =

. 2.25
(s—Z)-(sz—53+4)+sz—55+4 (2.25)

Para poder aplicar a Transformada Inversa de Laplace na ultima equacdo, € necessdario
escrever as fracoes de forma conveniente. Desse modo, faremos a decomposicao dessas
fragoes, em (2.25), aplicando o Método das Fragoes Parciais. Primeiramente, calculamos

as raizes dos polinomios dos denominadores das fracoes. Assim,

s—2=0&s=2,
s?—5s+4=0&s=1ous=4.
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Aplicando o Método das Fragoes Parciais na primeira fragio de (2.25), temos:

1 1
(s—2)-(s2=55+4) (s—1)-(s=2)-(s—4)’
1 A4 Az As
= 2.26
(s—2)-(s2—5s+4) s—1+s—2+s—4’ (2.26)
1=A1(s—2)- (s—4)+A(s—1)-(s—4)+A3(s—1)-(s—2).
Para calcular os coeficientes Ay, Ay e Az, utilizaremos o sequinte procedimento:
— tomando s =1, temos 1 =Aq-(—1)-(-3) = A, = 3
1
— tomando s =2, temos 1 =A,-1-(=2) = A, = —7
1
~ tomando s =4, temos 1 :A3-3'2:>A3:g.
Substituindo estes coeficientes em (2.26), seque que:
1 1 1 1
= — . 2.27
(5-2) (s 55+4) 3(s-1) 2(s—2) 6(s—4) (2.27)
Na segunda fragao, de (2.25), fazemos de forma andloga. Assim,
s+4  s—4-2 1 2
s2—5s+4 (s—1)-(s—4) s—1 (s—=1)-(s—4)’
—2 B, B,
= 2.28
(s—1)-(s—4) s—1 s—4 (2.28)
—2=B1(s—4)+B(s—1).
Para calcular os coeficientes By e By, utilizaremos o sequinte procedimento:
- tomando s =1, temos —2 =B - (—3) = By = 3
2
- tomando s =4, temos —2=B,-3 — B, = —=
Substituindo estes coeficientes em (2.28), seque que:
—2 B 2 _ 2
(s—1)-(s—4) 3(s—1) 3(s—4)’
s—6 1 2 2
= — . 2.29
S 5514 51 3(-1) 3(s_4) (2:29)
Substituindo (2.27) e (2.29) em (2.25), temos:
1 1 1 1 2 2
Y(s) = — —
) =361 " 25=2) T6s=4) Ts—1 3(s—1) 3(s—4)’
2 1 1
Y(s) = — — .
&) =922 " 26-4
Dat,
1 1 1 1 1
-1 -1 -1 —1
Y =2 — 0 — = — =
s =2£ {3—1} 2 £ {5—2} £ {5—4} ’
1 1
y(t) =2e' — = e — e, (2.30)

2 2
Portanto, a fun¢io dada em (2.30) € a solugio do PVI proposto no Exemplo 2.15.
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Em muitos problemas de engenharia, modelados por equacoes diferenciais como,

por exemplo, em um PVI de segunda ordem com coeficientes constantes,

ey’ + ay’ + a3y = f(t)
y(0) =vyo, Y'(0) =yy,

para aj, dz, az € R, em que f(t), o termo nao homogéneo é uma funcao descontinua, uma
funcao impulso ou uma funcao peridédica. Pois, encontramos com frequéncia func¢oes que
podem estar “ligadas” ou “desligadas”, como em circuitos elétricos, sistemas mecanicos
e sistemas de controle. Entdo, para estudar sistemas em que uma fung¢ao age como um
impulso ou comeca a agir como um impulso a partir de um instante de tempo, é preciso
obter a Transformada de Laplace de fungoes impulsos e de fungoes descontinuas em geral.
Nessas situagoes, podemos fazer uso de uma funcao particular, chamada Fungdo Degrau

Unitario.
Definigao 2.4.4. A Funcao Degrau Unitario (ou Fungao Heaviside) é definida por

0, 0<t<a
H(t—a) =
1, t > a, sendo a > 0.

A Transformada de Laplace da Funcao Degrau Unitario, H(t — a), é dada por

+o0

F(s) = L{H(t—a)} = J e ' H(t—a) dt,

a
+o0
=J e st dt,

a

b
= lim | e dt,
b—+o0 a

Teorema 2.9 (2° Teorema de deslocamento). Considere que a Transformada de Laplace

L{f(t)} = F(s) exista, para s > c > 0. Se a for uma constante positiva, entao
LIft—a)H(t—a)}=e “®F(s), s>c.

Demonstragio. Veja a demonstragdo do Teorema 2.9, em Nagle, Saff e Snider (2012). O
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Exemplo 2.16. Calcularemos a Transformada de Laplace para a funcao f(t) dada por

0, t<0
flt)=4¢2,0<t<4
5.t > 4.

Resolugao. Para facilitar o cdlculo da Transformada de Laplace, vamos, primeiramente,

escrever a funcao f(t) com o auzilio da Funcao Degrau. Assim, escreve-se
f(t) =2H(t) +3H(t—4).

Em sequida, calcula-se a Transformada de Laplace de f(t), usando o Teorema 2.9, temos:

—0-s —4s —4s
F(S):Ze +3€ :2—|—3e .

S S S

Finalizando esta secao, apresentamos a definicdo de convolucao e Funcao de Trans-
feréncia que sao conceitos bastante utilizados nas engenharias, isto é, nas aplicagoes

envolvendo a Transformada de Laplace.

Definigao 2.4.5. Considere que as fungoes f e g sejam continuas por partes em [0, +00).
Define-se a operagao de convolugao entre f e g, denotada por f* g, calculada pela seguinte

integral

fig =Lf(n)g(t—n)dn.

A convolucao f*g é uma fungao de t. E, ainda, tem-se que por fxg = g*f. Algumas
vezes é possivel identificar uma Transformada de Laplace como o produto de duas outras

transformadas F(s) e G(s), correspondendo a fungdes conhecidas f e g, respectivamente.

Teorema 2.10 (Teorema da convolugao). Se f e g forem continuas por partes em um

intervalo [0, +00) e de ordem exponencial, entao

L{f(t) x g(t)} = L{f(1)} - L{g(t)} = F(s) - G(s).

Demonstragio. Veja a demonstragao do Teorema 2.10, em Zill (2011). O

Vamos apresentar uma relagdo interessante entre as fungoes x(t) e y(t), e entre as
fungdes X(s) e Y(s), com base nas notas de aula de Camino (2023) e no livro de Ogata

(1998). Para ilustrar a situacao, consideramos a EDO dada por

Note que temos duas fungoes nessa EDO, x(t) e y(t), que podem, nas aplicagoes, serem
consideradas sinal de entrada e sinal de saida, respectivamente, e isso define um sistema

de primeira ordem. Neste caso, considerando que o sinal de saida y(t) é uma convolucao
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do sinal de entrada x(t) com a resposta de uma excitagao qualquer g(t), desse modo,
y(t) = x(t) * g(t), e assim, temos um sistema de primeira ordem.
Entao, aplicando a Transformada de Laplace na integral de convolucao, pelo Teo-

rema 2.10, temos:
L{y(t)} = L{x(t) = g(t)} = L{x(t)}- L{g(t)} = Y(s) = X(s) - G(s) .

Logo, isso nos mostra que, no dominio s temos o sinal de saida como o produto do sinal de
entrada pela funcao G(s), a qual é denominada de funcao transferéncia. Ou seja, a Fungao
de Transferéncia é a Transformada de Laplace da fun¢ao de resposta ao impulso. Por outro
lado, a funcao G(s) = % relaciona a Transformada de Laplace do sinal de saida y(t)
com a Transformada de Laplace do sinal de entrada x(t). A Funcao de Transferéncia é

util para a obtengao da resposta ao estado nulo (considerando as condigoes iniciais nulas).

Exemplo 2.17. Determine a Funcdo de Transferéncia G(s) para o seguinte PVI:

dy B
E +y(t) —3X(t)
y(0) =0.

Resolucao. Para escrever a EDO no dominio s, aplicamos a Transforma de Laplace:

r {d”} Ly} = 3Lx(0)

dt
sY(s) —y(0) + Y(s) =3X(s), y(0) =0,
Y(s)(s+ 1) =3X(s),
_Y(s) 3
Gls) = X(s) s+1
N N 3
Portanto, a Funcao de Transferéncia é G(s) = 1

Alguns dos conceitos apresentados nesta secdo, por serem objeto de estudo de
diversas disciplinas de cursos de engenharia, serao imprescindiveis na Secao 5.3.2 desse
trabalho.
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3 SOBRE O ENSINO DE EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS

Neste capitulo discorremos de forma breve sobre ensino e aprendizagem de EDOs
em cursos superiores baseado em algumas pesquisas de autores como Dullius, Veit e
Araujo (2013), Macédo e Gregor (2020), Pinto e Lima (2017) e Oliveira e Igliori (2013).
Em seguida, apresentamos uma caracterizacao e uma sintese do IFC e seus cursos. Na

parte final do capitulo, contextualizamos a presenca das EDOs nos cursos superiores do

IFC — Rio do Sul.

3.1 ENSINO E APRENDIZAGEM DE EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS EM CUR-
SOS SUPERIORES

O estudo das Equagoes Diferenciais Ordinarias esta diretamente relacionado com
o estudo do Calculo Diferencial e Integral e este, por sua vez, faz parte de um ramo
da Matematica. Nao é de hoje, que o ensino e a aprendizagem da Matematica tém
mostrado caréncia, haja vista os baixos desempenhos nas avaliacbes. O Ministério da
Educagao (MEC), em seu portal, apresenta os dados e a andlise do desempenho dos
estudantes brasileiros no maior estudo sobre educacao do mundo, o Programa Internacional
de Avaliagao de Estudantes (PISA). Foi feita uma comparac¢ao do desempenho do Brasil
com os paises membros da Organizacao para a Cooperacao e Desenvolvimento Econémico
(OCDE), “Em termos de escolarizagio, os estudantes brasileiros estdo trés anos e meio
atras dos paises da OCDE quando o assunto é proficiéncia em Matematica”.

Posto isso, diversos estudos sobre ensino de CDI e EDO, como Dullius, Veit e Araujo
(2013), Macédo e Gregor (2020) e Domingos e Bordeira (2001) sinalizam para o mesmo
cenario, estudantes ingressando no ensino superior com defasagem no conhecimento de
matematica da Educacao Basica. Segundo Macédo e Gregor, “de uma forma geral, os alunos
apresentam dificuldades nos contetidos de Matematica Basica, mostrando a realidade do
ensino publico atual” (2020, p. 21).

Como professor atuante no ensino superior, lecionando a disciplina de EDO e outras
disciplinas que se relacionam com as EDOs, em minha pratica pedagégica, observo de
forma empirica dificuldades relacionadas a aprendizagem e aplicacdo das EDOs. Ademais,
por meio de leituras (de teses, dissertagoes, artigos), cursos e palestras, pode-se constatar
que o ensino e a aprendizagem de equacoes diferenciais tém sido objeto de preocupacao
de varios pesquisadores no Brasil.

Mesmo que a disciplina de EDO ou disciplinas que fazem uso das ED estejam em
fases mais avancadas dos cursos, os estudantes ainda apresentam algumas dificuldades
de conhecimento matemaético (operacional, conceitual, de interpretagao e aplica¢oes em
problemas contextualizados). Existem algumas pesquisas sobre dificuldades no ensino e
aprendizagem de EDOs que apontam para esta dire¢ao, tais como: Dullius, Veit e Araujo
(2013), Lopes (2021), Oliveira e Igliori (2013) e Pinto e Lima (2017).
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Na pesquisa realizada por Dullius, Veit e Araujo (2013), sao apresentados os re-
sultados de uma investigacao sobre as dificuldades dos estudantes na aprendizagem de
EDO, em que na revisao da literatura é feito um levantamento de onze artigos cientificos
sobre esta temaética, além de entrevistas com estudantes e professores. Como consequéncia,

destacam-se alguns indicativos obtidos nesta pesquisa:

Os alunos ndo sabem os contetidos de matematica bésica, como por exemplo,
trigonometria, fracoes, sistemas lineares, fracoes algébricas, nimeros complexos,
derivadas e integrais, entre outros [...] Os alunos possuem problemas conceituais,
principalmente no que se refere a interpretacao da derivada, que é a base das
ED (p. 223 — 224).

Noutro estudo, as autoras Oliveira e Iliori apresentam um levantamento bibliogra-
fico realizado acerca de pesquisas sobre ensino e aprendizagem de equagoes diferenciais.
Apontaram as dificuldades dos estudantes na aprendizagem de EDO e o que elas sugerem

como alternativas para esse ensino para amenizar tais dificuldades.

De modo geral, as pesquisas levantadas relataram que o ensino das Equacoes
Diferenciais vem acontecendo de modo a concentrar uma maior atencdo nas
solugoes analiticas a partir de manipulacdes algébricas de resolugdo e, nesse
processo, relataram dificuldades de aprendizagem dos alunos referentes & mate-
matica bésica, a aplicagdo dos conceitos de derivada e integral e a interpretagao
de taxas de variagao instantanea. [...] Para amenizar essas dificuldades, a maio-
ria dos autores consultados apontou como possibilidade para o ensino de Equa-
¢oes Diferenciais o enfoque qualitativo do assunto, de forma contextualizada,
a partir de situagoes-problema e favorecendo o equilibrio entre a abordagem
analitica, numérica e grafica, por meio da utilizacdo de recursos computacionais
que auxiliem e agilizem o processo (2013, p. 21).

Nas tultimas décadas, o ensino de EDO esta passando por algumas modifica¢oes
no que diz respeito as estratégias de ensino, afirmam Pinto e Lima (2017). Assim, esses
pesquisadores investigaram, recentemente, o seguinte problema de pesquisa: “Quais as
contribuigoes trazidas para a aprendizagem de graduandos em Engenharia Mecéanica por
uma sequéncia de ensino constituida por atividades que contextualizam as EDO nessa
modalidade de Engenharia?” (Pinto; Lima, 2017, p. 23). Os autores discutem o ensino e
aprendizagem de EDOs lineares de 1% e 2% ordens em um curso de Engenharia Mecanica,
sob a otica da Matematica no Contexto das Ciéncias.

Atualmente, em artigos cientificos, dissertacoes e teses abordando o ensino ou a
aprendizagem de EDO, nota-se uma tendéncia em apresentarem o uso de novas estratégias
e metodologias de ensino, como por exemplo, o uso de modelagem matematica, sequéncias
didaticas, mapa conceitual e ferramentas tecnoldgicas, com propoésito de oferecer novas
abordagens ao ensino de EDO. Conforme mostram Pinto e Lima (2019), em sua pesquisa
em que verificaram o uso de teorias e metodologias diversas nos estudos levantados,
¢ buscada a contextualizacao do ensino e a valorizacao das interagoes entre enfoques

algébricos, graficos e analiticos.
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3.2 OS CURSOS DE ENSINO SUPERIOR DO INSTITUTO FEDERAL CATARINENSE

Os Institutos Federais de Educacao, Ciéncia e Tecnologia, criados por meio da
Lei n® 11.892, de 29 de dezembro de 2008, constituem um novo modelo de instituicao
de educagao profissional e tecnoldgica que visa responder de forma eficaz, as demandas
crescentes por formagao profissional, por difusao de conhecimentos cientificos e tecnologicos
e de suporte aos arranjos produtivos locais.

Presentes em todos os estados, os Institutos Federais contém a reorganizacao da rede
federal de educagao profissional, oferecendo formagcao inicial e continuada, ensino médio
integrado, cursos superiores de tecnologia, bacharelado em engenharias, licenciaturas e
pos-graduacao — lato e stricto sensu.

O Instituto Federal Catarinense é uma instituicdo de ensino publico federal com
sede na cidade de Blumenau, em Santa Catarina, que possui uma ampla rede de campi
em todo o estado. Atualmente, no IFC sao oferecidos 43 cursos de graduacao em 15
campi distribuidos em diferentes municipios de Santa Catarina. Sao eles: Abelardo Luz,
Araquari, Blumenau, Brusque, Camborit, Concérdia, Fraiburgo, Ibirama, Luzerna, Rio
do Sul, Santa Rosa do Sul, Sao Bento do Sul, Sao Francisco do Sul, Sombrio e Videira.

Os cursos oferecidos pelo IFC sao bastante diversificados, atendendo as necessida-
des de diferentes perfis de estudantes. Oferece cursos técnicos nas areas de Administracao,
Agropecuaria, Alimentos, Edificagoes, Eletromecanica, Informéatica, Meio Ambiente, Qui-
mica, entre outras. Também sao oferecidos cursos de formagcao inicial e continuada, com
curta duracdo, para capacitar profissionais em areas especificas, como Eletricista Industrial,
Desenho Técnico, Cervejeiro Artesanal, entre outros.

Além disso, o IFC também oferece cursos de ensino superior como Agronomia,
Ciéncia da Computagao, Engenharia de Alimentos, Engenharia de Controle e Automagao,
Engenharia Elétrica, Engenharia Mecanica, Engenharia Mecatronica, Licenciatura em
Fisica, Licenciatura em Matematica, Licenciatura em Quimica, Pedagogia, Tecnologia em
Redes de Computadores, entre outros. No Campus Rio do Sul sao oferecidos os cursos de
graduagao em Agronomia, Ciéncia da Computacao, Engenharia Mecatronica, Licenciatura
em Fisica, Licenciatura em Matematica e Pedagogia.

Verifica-se no Quadro 1 uma apresentacao de todos os cursos de ensino superior

oferecidos em cada um dos 15 campi do IFC.
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Quadro 1 — Cursos de graduacao oferecidos pelo TFC.

Campus Cursos de Graduagao Grau de Formacao
Abelardo Luz Pedagogia Licenciatura
Agronomia *
Medicina Veterinaria Bacharelado
. Sistemas de Informacao
Araquari — -
Ciéncias Agricolas * ) )
o Licenciatura
Quimica *
Redes de Computadores Tecnologo
Ciéncia da C taca
rencia a. om,pu' 26ao Bacharelado
Engenharia Elétrica *
Blumenau ; - -
Pedagogia Licenciatura
Anélise e Desenvolvimento de Sistemas Tecndlogo
Quimica * Licenciatura
Brusque Z
Redes de Computadores Tecnologo
A ia *
) gronomia . Bacharelado
Sistemas de Informacao
Matemaética *
Camborit Quimica * Licenciatura
Pedagogia
Negbécios Imobiliarios .
) Tecnologo
Sistemas para Internet
Agronomia *
Medicina Veterinaria Bacharelado
Concoérdia Engenharia de Alimentos *
Fisica Licenciatura
Matemética *
Fraiburgo Anélise e Desenvolvimento de Sistemas Tecnoélogo
E haria de Controle e Aut ao *
Luzerna ngenharia ¢e o.n rote ? . Htomagao Bacharelado
Engenharia Mecanica *
Agronomia, *
Ciéncia da Computagao * Bacharelado
Rio do Sul Engenharia/ Mecatrénica *
Fisica *
Matemaética * Licenciatura
Pedagogia
A ia *
Santa Rosa do Sul grononn.a Bacharelado
Zootecnia
E haria de C tagao *
Sao Bento do Sul nge.n ara de LOMpUtacao . Bacharelado
Engenharia de Controle e Automagao *
Engenharia Elétrica * Bacharelado
Sao Francisco do Sul Logistica Teendlogo
Redes de Computadores &
Matemética * Licenciatura
Sombrio Gestao de Turismo Teendlogo
Redes de Computadores &
Agronomia, *
Videira Ciéncia da.Com/pu.tagéo Bacharelado
Engenharia Elétrica *
Pedagogia Licenciatura

Nota: * Cursos que demandam de Célculo Diferencial e Integral e possuem aplicagoes em EDOs.

Fonte: Construido pelo autor (2023).
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3.3 AS EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS NOS CURSOS DE ENSINO SUPERIOR
DO INSTITUTO FEDERAL CATARINENSE — CAMPUS RIO DO SUL

O Instituto Federal de Educagao, Ciéncia e Tecnologia Catarinense, Campus Rio
do Sul, como é constituido atualmente, por trés unidades, na cidade de Rio do Sul, é
originario da Escola Agrotécnica Federal de Rio do Sul (EAFRS), criada pela Lei n° 8.670
de 30 de junho de 1993. A EAFRS foi construida na Estrada do Redentor, na Serra Canoas,
e iniciou suas atividades de ensino com o curso de Técnico em Agropecuéria, com duracao
de trés anos, no sistema de Escola-Fazenda.

Em dezembro de 2008, com o advento da Lei n® 11.892/2008, a EAFRS transformou-
se em Instituto Federal de Educagao, Ciéncia e Tecnologia, pertencendo ao Instituto Fede-
ral Catarinense, Campus Rio do Sul, sendo denominada de Unidade Sede, a area localizada
na Estrada do Redentor. Atualmente, esta unidade oferta os cursos Técnicos Integrados
ao Ensino Médio em Agropecuaria e Agroecologia, o curso Superior de Agronomia e o
curso de Pés-graduagao de Sistemas Agricolas Regionais.

No ano de 2010 ocorreu uma expansao, sendo instalada a Unidade Urbana, loca-
lizada no Bairro Jardim América. A Unidade Urbana iniciou a oferta de curso superior
com a graduagao em Licenciatura em Matematica. Atualmente, esta unidade oferta os
cursos superiores de Licenciatura em Matematica, Fisica e Pedagogia, o Bacharelado em
Ciéncia da Computagao, o curso Técnico Integrado ao Ensino Médio de Informatica e o
curso Técnico em Agrimensura subsequente ao Ensino Médio.

No ano de 2015, o IFC — Rio do Sul teve mais uma expensao, quando firmou uma
parceria com o Centro de Educagao Profissional do Estado de Santa Catarina (CEDUP),
transformando este espaco na denominada Unidade Tecnoldgica. Na unidade em questao
atualmente, é ofertado o curso de Engenharia Mecatronica.

Para desenvolver esta se¢ao, optamos por uma metodologia de pesquisa com viés
qualitativo na modalidade documental, ou seja, trata-se de uma pesquisa aberta a andlises
subjetivas, a partir de uma amostra de documentos utilizados como suporte. Os documen-
tos analisados foram os Projetos Pedagdgicos de Cursos de ensino superior do IFC — Rio
do Sul nos seis cursos ofertados por esta instituicao.

Iniciamos o levantamento dos dados a partir do Projeto Pedagodgico de Curso
(PPC) mais recente de cada curso e foram feitas leituras investigando aqueles cursos que
sinalizavam algo ao ensino e/ou aplicacao das equagoes diferenciais ordinarias. Em seguida,
observamos a relagdo das EDOs com os respectivos cursos.

O PPC do curso de Pedagogia nao apresentou nenhuma mengao ou relagdo com as
EDOs. Tal afirmacao é feita analisando as ementas das duas disciplinas de matematica,
nomeadas como: Fundamentos em Matemética [Ementa: conceitos bésicos da matemética
para Anos Iniciais e nogoes para Educacao Infantil: sistematizacdo dos conhecimentos
matematicos relacionados a aritmética, dlgebra, geometria, medidas e de tratamento de

informacao| e Fundamentos Metodolégicos da Matematica (estudo de documentos norte-
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adores para ao curriculo e ensino de mateméatica nos Anos Iniciais e Educagao Infantil;
concepgoes de conhecimento matematico; nogoes das tendéncias fundamentais em Edu-
cagao Matematica; processo de Ensino e de aprendizagem de matematica: pressupostos
tedrico-metodologicos e possibilidades educativas para o ensino de matematica; planeja-
mento e processos avaliativos em matematica).

Por outro lado, nao foi constatado nenhuma mencao ou relagdo com as EDOs no
PPC do curso de Bacharelado em Ciéncia da Computacgao, apesar de o curso dispor, em
sua matriz curricular, de duas disciplinas afins com as EDOs, a saber: Calculo Diferencial
e Integral I, Calculo Diferencial e Integral IT e Métodos Numéricos [Ementa: aritmética de
ponto flutuante; zeros de funcoes reais; sistemas lineares; métodos de fatoragao de matrizes;
métodos de interpolag¢ao numérica; interpolacao polinomial; ajuste de curvas; diferenciacao
e integragao numérical. As demais da drea da matematica sdo: Pré-Calculo; Fundamentos
Mateméticos da Computacio; Matemética Discreta; Algebra Linear; Probabilidade e
Estatistica. Posto isso, nao fica perceptivel aplica¢bes com EDOs neste curso.

Na leitura do PPC do curso de Agronomia também nao foi encontrada nenhuma
mencao direta as EDOs. No curso sao oferecidas trés disciplinas na area de matematica,
dentre elas, a disciplina de Calculo Diferencial e Integral, no 2° semestre. No item 6 —
Principios filoséficos e pedagogicos do curso, no PPC, aparece a expressao ‘resolucao
e discussao de problemas’, que é bastante comum nos textos que relacionam o uso da
matematica, ou seja, aplicacdo da matemaéatica. Contudo, na ementa da disciplina de
Drenagem e Irrigacao, do 7° semestre, [Ementa: introducao a irrigacao e drenagem; usos e
qualidade da dgua para irrigagao; sistema agua-solo-planta-atmosfera; dindmica da agua
no solo e necessidade de adgua das culturas; métodos, avaliagdo e manejo de sistemas
de irrigagao; projetos de irrigagao; sistemas e manejo da drenagem dos solos|, no tépico
‘projetos de irrigacao’ é factivel explorar aplicagoes com as EDOs.

Na analise do PPC do curso de Engenharia Mecatronica nao foi encontrada qualquer
mencao direta as EDOs. Porém, o curso tem em sua matriz curricular trés disciplinas de
Calculo Diferencial e Integral — Célculo I (2° semestre), Céalculo II (3° semestre), Célculo
IIT (4° semestre) e a disciplina de Controle de Processos, no 7° semestre, que tem um
topico na ementa — modelo matematico dos sistemas fisicos, em que abarca aplicagoes de
EDOs. Além disso, na Resolugdo CNE/CES n° 11, de 11 de margo de 2002, de acordo com
Diretrizes Curriculares Nacionais (DCN) do curso de graduacao em Engenharia, lista-se as
habilidades e competéncias na formacao do engenheiro que destaca: aplicar conhecimentos
matematicos, cientificos, tecnolégicos e instrumentais a engenharia. Os pontos acima
levantados, em conjunto, sugerem que pode ser utilizada a modelagem matematica com
aplicacoes das equagoes diferenciais ordindrias no curso de Engenharia Mecatronica.

Através da leitura do PPC do curso de Licenciatura em Fisica, observa-se que sao
oferecidas quatro disciplinas de Calculo Diferencial e Integral — Céalculo I (2° semestre),

Célculo II (32 semestre), Célculo III (4° semestre) e Célculo IV (5° semestre). No Célculo
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IV, boa parte da ementa é sobre equagoes diferenciais ordinarias. Sabe-se que diversos
fendmenos da fisica sao modelados matematicamente, em particular, por EDOs. A disci-
plina de Mecénica Cléassica, no 52 semestre, [Ementa: mecénica Newtoniana; trabalho e
energia; oscilagoes; célculo das variagoes; mecanica Lagrangeana; mecanica Hamiltoniana]
estuda o ‘calculo de variagoes’ em que os estudantes abordam modelos fisicos através da
modelagem matematica de EDO.

Além disso, o PPC traz no perfil do egresso do curso de Fisica, habilidades que
devem ser desenvolvidas que remetem o uso da matematica como uma linguagem para
a expressao dos fendmenos naturais. Também foi identificada, no Parecer CNE/CES
n® 1304, de 06 de novembro de 2001, e nas DCN para os cursos de Fisica, a exigéncia
do estudo de Equagoes Diferenciais. Portanto, pelo conjunto de pontos levantados, fica
caraterizado nesse curso a necessidade do ensino das equagoes diferenciais ordinarias, assim
como, das aplicagoes envolvendo as EDOs.

Atualmente, no PPC do curso de Licenciatura em Matematica, sao oferecidas
trés disciplinas de Calculo Diferencial e Integral — Calculo I (4° semestre), Calculo II
(52 semestre), Célculo IIT (62 semestre) e a disciplina de Equagoes Diferenciais Ordindrias
(7° semestre). Estando presente o ensino e aplicagoes de EDOs. Nao serd analisado como
as aplicacoes com EDOs ocorrem no curso, uma vez que, o foco deste trabalho é olhar
para os cursos que nao atuam com a formacgao de professores de matematica.

Diante deste levantamento, percebe-se a presenca do ensino (enquanto disciplina)
de EDO nos cursos de Licenciatura em Fisica e Matematica e, também, constata-se o
uso de EDO em aplicagoes nos cursos de Agronomia, Engenharia Mecatronica, Fisica e
Matemaética. Por conseguinte, optou-se por investigar os docentes que atuam nos cursos

de Agronomia, Engenharia Mecatronica e Licenciatura em Fisica.
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4 PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

Neste capitulo, descrevemos a metodologia empregada na investigacao sobre apli-
cagoes propostas por professores do IFC — Rio do Sul, com foco nas equagoes diferenciais
ordinarias. Apresentamos o caminho metodologico escolhido com todas as suas etapas:

delineamento do trabalho, participantes, coleta de dados e analise de dados.

4.1 DELINEAMENTO DO TRABALHO

De acordo com os objetivos desta investigacao, este trabalho caracteriza-se por ser
uma pesquisa do tipo descritiva, em que buscou-se conhecer alguns modelos matematicos
e entender suas aplica¢oes nos cursos superiores do Instituto Federal Catarinense, Campus
Rio do Sul. Como também, apresentar e estabelecer relagoes entre as demandas percebidas
pelos docentes e as dificuldades dos estudantes quanto as aplicagoes dos conhecimentos
referentes as equagoes diferenciais ordinarias. Assim, de acordo com Prodanov e Freitas
(2013), a pesquisa descritiva tem como caracteristicas o registro, a descrigao e a interpreta-
¢ao de fatos ou fendmenos observados. E, na coleta de dados, utiliza-se com mais destaque,
a entrevista, o formulario, o questionario, o teste e a observacao.

Utilizamos da pesquisa bibliografica para fazer o embasamento do Capitulo 2.
Assim, foi realizada a consulta bibliografica em trés livros didaticos (dados secundarios)
de Equagoes Diferenciais Ordinarias, utilizados como livros-texto para a escrita da revisao
bibliografica, sendo os livros: Equagoes diferenciais com aplicacoes em modelagem, por
Dennis G. Zill; Equagoes diferenciais aplicadas, por Djairo Guedes de Figueiredo e Aloisio
Freiria Neves; Equacgoes diferenciais, por R. Kent Nagle, Edward B. Saff e Arthur David
Snider.

E ainda, foi feito um levantamento em onze livros (dados secundérios), entre eles,
livros didéaticos de Equacoes Diferenciais Ordinérias, de Célculo Diferencial e Integral e de
Modelagem Matematica com aplica¢oes de EDOs, com o objetivo de identificar os modelos
matematicos presentes nas obras: Fquacoes diferenciais, por R. Kent Nagle, Edward B.
Saff e Arthur David Snider; Equacoes diferenciais com aplicagoes em modelagem, por
Dennis G. Zill; Cdlculo. v. 2, por Jon Rogawski; Cdlculo: um novo horizonte. v. 1 e 2, por
Howard Anton; Cdlculo. v. 1, por James Stewart; O cdlculo com geometria analitica. v. 1,
por Louis Leithold.

As pesquisas cientificas fazem uso, como procedimento, segundo Prodanov e Freitas,
do “estudo bibliografico, pois todas as pesquisas necessitam de um referencial tedrico”
(2013, p. 55). Sendo que a pesquisa bibliografica é baseada em material ja publicado
como, por exemplo: revistas, livros, artigos, dissertagoes, teses, e outros. Para mapear as
dificuldades que marcam o ensino e aplicagoes de EDOs foi feita pesquisa bibliografica em
artigos cientificos (dados secundarios): Dullius, Veit e Araujo (2013), Macédo e Gregor
(2020), Pinto e Lima (2017) e Oliveira e Igliori (2013).
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Além do carater bibliografico, a investigagdo conta com procedimento da pesquisa
documental que tem como fonte documentos institucionais do IFC (dados secundérios),
como: DCN e PPCs dos cursos superiores do IFC — Rio do Sul, consulta essa que se fez
necessaria para apontar os cursos aos quais deveriamos direcionar as atengoes e auxiliar no
selecionamento dos docentes a entrevistar. Liidke e André (2018) dizem que a pesquisa do-
cumental pode ser empregada como um procedimento de dados qualitativos complementar
a outros procedimentos metodologicos.

De acordo com as autoras Lidke e André (2018) e Prodanov e Freitas (2013), na
abordagem qualitativa, os dados sdo obtidos no ambiente natural em que sdo coletados
de forma descritiva, oriundos do contato direto do pesquisador com o problema estudado,
dando mais énfase ao processo do que ao produto, e ocupa-se em retratar a visao dos
participantes. Como o problema deste trabalho é encontrar modelos matematicos que
envolvam EDOs aplicadas nos cursos superiores oferecidos pelo IFC — Rio do Sul, tivemos
que ir ao ambiente natural, neste caso, a instituicao e conversar com os professores, para
buscar estes dados. A escolha do ambiente foi motivada por ser a instituicao na qual o
pesquisador leciona como professor de disciplinas cujos tépicos incluem o estudo de EDOs,
bem como, a prépria disciplina de EDO, dentre outras disciplinas.

Esta pesquisa também busca examinar evidéncias das dificuldades dos estudantes
apontadas pelos docentes nas entrevistas, o que justifica dizer que a investigagao tem
abordagem qualitativa. Esse tipo de abordagem prioriza o processo que envolve os atores
e variados fatores considerados na pesquisa. Permite contato direto do pesquisador com
a situagao investigada e o aprofundamento das informagoes coletadas. Segundo Liidke e

André, sao caracteristicas basicas da pesquisa qualitativa:

1. A pesquisa qualitativa tem o ambiente natural como sua fonte direta de
dados e o pesquisador como seu principal instrumento.

2. Os dados coletados sdo predominantemente descritivos.

3. A preocupacgdo com o processo é muito maior do que com o produto.

4. O “significado” que as pessoas ddo as coisas e a sua vida sdo focos de atengao
especial pelo pesquisador.

5. A anélise dos dados tende a seguir um processo indutivo. (2018, p. 12-14).

Entendemos ser suficiente, conforme o propodsito desta pesquisa, entrevistar trés
professores vinculados, respectivamente, aos trés cursos de graduacao considerados no
Capitulo 3, para ter diversidade nos modelos matematicos envolvendo as equagoes dife-
renciais ordindrias. Para a escolha dos entrevistados, levou-se em conta: o curso em que
leciona e a experiéncia na docéncia das disciplinas que possuem alguma relacdo com as
EDOs.

Dessa forma, a abordagem qualitativa com esses procedimentos permite aprofundar
as informagoes coletadas, por meio de descri¢ao, analise e reflexdes, configurando-se como

um caminho por onde buscamos atingir os objetivos da pesquisa.
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4.2 PARTICIPANTES

O presente trabalho tem um olhar voltado para cursos que nao se propdem a
formagdo de matematicos, conforme exposto no Capitulo 3, nos trés cursos superiores do
[FC - Rio do Sul - Agronomia, Engenharia Mecatronica e Licenciatura em Fisica, discutem-
se aplicagoes envolvendo equacoes diferenciais ordinarias. Dessa forma, escolhemos trés
professores experientes em suas disciplinas ministradas, nos respectivos cursos. Esta escolha
também ¢é justificada pela relagao existente entre o pesquisador com a instituicao.

Comecamos pelo professor do curso de Agronomia, identificando-o como Professor
1. Em ordem cronoldgica, sua formacao é: graduagao em Engenharia Agronémica, especiali-
zagao em Irrigacao e Drenagem, mestrado em Maquinas Agricolas, doutorado em Irrigacao
e Drenagem, especializacao em Educacao Profissional e Tecnolégica e também possui Li-
cenciatura em Matematica, tendo vinte e trés anos de docéncia. Como professor do IFC —
Rio do Sul ingressou em 2008 (sdo quinze anos no campus) sendo em regime de dedicagao
exclusiva, atuando nos cursos técnicos de: Agropecuaria, Agroecologia, Agrimensura e no
curso de graduacao em Agronomia. No curso de Agronomia, leciona duas disciplinas que
tém relacao com EDO: AGDO0541 Hidraulica e AGD0550 Irrigagao e Drenagem.

O segundo professor é do curso de Engenharia Mecatronica, identificado como
Professor 2. Sua formacgao, em ordem cronolédgica, é: graduacdo em Engenharia de
Controle e Automagao, mestrado em Engenharia de Automacao e Sistemas, doutorando
em Engenharia de Automacao e Sistemas, tendo cinco anos de docéncia. Como docente
do IFC — Rio do Sul, ingressou em 2023 e estd trabalhando na condi¢ao de professor
substituto em regime de 40 horas, atuando somente no curso de graduacao em Engenharia
Mecatronica, em que leciona trés disciplinas que tém relagdo com EDO: EMB0528 Analise
de Circuitos Elétricos, EMB0541 Controle de Processos e EMB0549 Robética Industrial.

O terceiro professor é do curso de Licenciatura em Fisica, identificado como Pro-
fessor 3. Em ordem cronoldgica, sua formacao é: graduagao em Licenciatura em Fisica
e Licenciatura em Matematica, mestrado em Fisica em Sistemas Dindmicos e Dindmica
Nao-Linear, tendo dezenove anos de docéncia. Como professor do IFC, sdo nove anos de
trabalho em regime de dedicagao exclusiva. Leciona em diversos cursos, entre eles, no
curso técnico de Agropecudria e nos cursos de graduagao em: Agronomia, Ciéncia da Com-
putagao, Engenharia Mecatronica, Licenciatura em Fisica e Licenciatura em Matematica.
No curso de Licenciatura em Fisica leciona duas disciplinas que tém relacao com EDO:
LFG0631 Mecanica Classica e LFG0662 Sistemas Dinamicos na Fisica.

A partir deste ponto do trabalho, chamaremos, respectivamente, de Professor
1, Professor 2 e Professor 3 os professores que foram entrevistados e sugeriram as

propostas de modelos matematicos.
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4.3 COLETA DE DADOS

Por se tratar de uma pesquisa que, também, busca apresentar vivéncias de como o
professor utiliza aplicagoes relacionadas ao curso que leciona e como percebe as dificuldades
dos estudantes no ensino envolvendo as EDOs, adotou-se a perspectiva fenomenoldgica-
hermenéutica nesta pesquisa. Na abordagem fenomenologica-hermenéutica, segundo Fio-
rentini e Lorenzato (2012), o sujeito ocupa lugar de destaque nessa abordagem que objetiva
interpretar fenomenos e discursos através do uso de técnicas qualitativas de pesquisa, a
saber, entrevistas, observagoes, analise de discurso, entre outras.

A fim de perceber como o fendmeno acontece para cada docente, quer dizer, a
vivéncia é singular e subjetiva, Fiorentini e Lorenzato (2012) consideram que a solugao
dos problemas da educacao passa inicialmente pela busca de interpretacao e entendimento
dos significados atribuidos pelos envolvidos. Assim, fazemos uso de entrevista (dados
primérios), para obter informacoes da esséncia de cada docente que, também reflita
aspectos, do meio no qual ele estd inserido. Uma vez que, de acordo com Liidke e André,

nas entrevistas

De inicio, é importante atentar para o carater de interacdo que permeia a
entrevista. [...] A grande vantagem da entrevista sobre outras técnicas é que ela
permite a captagdo imediata e corrente da informacao desejada, praticamente
com qualquer tipo de informante e sobre os mais variados tépicos. [...] pode
permitir o tratamento de assuntos de natureza estritamente pessoal e intima,
assim como temas de natureza complexa e de escolhas nitidamente individuais

(2018, p. 39).

Como instrumento de coleta de dados, utilizamos a entrevista com docentes do IFC
— Rio do Sul. Por se tratar de uma pesquisa envolvendo seres humanos, foi elaborado projeto
de pesquisa, submetido ao Comité de Etica em Pesquisa com Seres Humanos (CEPSH),
da Universidade Federal de Santa Catarina (UFSC), através da Plataforma Brasil, pro-
tocolado com CAAE 66934323.0.0000.0121 e aprovado. Também foi elaborado o Termo
de Consentimento Livre e Esclarecido (TCLE), disponivel no Apéndice A, instrumento
necessario para realizacdo das entrevistas, no qual os participantes comprometem-se com
a pesquisa e autorizam o procedimento da entrevista.

Ademais, optou-se por aplicar entrevista do tipo semiestruturada, com perguntas
elaboradas a partir de um roteiro de entrevista, disponivel no Apéndice B. Quando ne-
cessario, foram incluidas novas perguntas no decorrer do processo. Fiorentini e Lorenzato

apontam para alguns aspectos positivos da entrevista semiestruturada.

Essa modalidade é muito utilizada nas pesquisas educacionais, pois o pesqui-
sador, pretendendo aprofundar-se sobre um fenémeno ou questao especifica,
organiza um roteiro de pontos a serem contemplados durante a entrevista, po-
dendo, de acordo com o desenvolvimento da entrevista, alterar a ordem deles
e, até mesmo, formular questoes ndo previstas inicialmente (2012, p. 121).
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O roteiro de entrevista estd organizado em dois blocos. O primeiro bloco refere-
se a formacao académica e o relacionamento (vinculo) profissional com o IFC — Rio do
Sul, de acordo com os objetivos desta pesquisa. O segundo bloco contém duas perguntas
relacionadas as demandas e as dificuldades percebidas pelos docentes dos estudantes no
processo de ensino e aprendizagem e aplicagdes de EDOs, e as outras duas perguntas estao
relacionadas aos modelos matematicos de EDOs.

As entrevistas foram realizadas individualmente em um tnico encontro, no local
e horario agendado com cada um dos participantes, durante o més de marco de 2023.
Cada entrevista com duracao média de 35 minutos. Uma delas foi feita de modo remoto,
na plataforma Google Meet. Mediante leitura e assinatura do TCLE, as conversas foram
gravadas em audio e salvas em arquivos digitais. Posteriormente, o contetido das entrevistas
foi transcrito e armazenado em arquivos digitais para garantir uma maior fidelidade em
seu registro.

O material estd armazenado em local seguro, a saber, em pasta restrita hospedada
no servico de armazenamento e sincronizacao de arquivos Google Drive vinculado a conta
do pesquisador, priorizando a preservacao da identidade dos entrevistados. Cabe destacar
que apos as entrevistas foram feitos, pelo menos, mais dois contatos entre o pesquisador
e cada um dos entrevistados para receber as propostas de aplicagoes e discutir suas

resolugoes.

4.4 ANALISE DE DADOS

Com relacao a andlise dos dados, este estudo fez uso dos principios da Analise
Textual Discursiva (ATD) para anélise das entrevistas, haja visto que a pesquisa teve
uma perspectiva fenomenolégica-hermenéutica. Segundo Moraes e Galiazzi (2011), a ATD
busca compreender o fend6meno, sem julgamentos de querer saber o que é certo ou errado.
Esse processo exige do pesquisador envolvimento intenso e rigoroso na analise dos textos
do corpus e da construcao do metatexto.

Acrescentando-se que, para os autores Moraes e Galiazzi (2011), as pesquisas de
abordagem qualitativas tém, cada vez mais, feito uso da Andlise Textual Discursiva, em
que os pesquisadores sao chamados a desconstruirem e reconstruirem conceitos e/ou textos.
Segundo Moraes e Galiazzi, o processo da ATD é constituido de quatro etapas principais:
“1 — Desmontagem dos textos; 2 — Estabelecimento de relac¢oes; 3 — Captando o novo
emergente; 4 — Um processo auto-organizado” (2011, p. 11-12). Em outras palavras, as
quatro etapas da ATD sao: unitarizagao, categorizagao, metatexto e auto-organizacao.

Desse modo, seguindo estas etapas, iniciou-se pela desmontagem dos textos corpus
de forma artesanal e levou-se em consideracao a profundidade dos discursos para melhor
compreensao do fenéomeno. Entao, foram feitas as andlises das entrevistas, realizando uma
leitura minuciosa e interpretativa das transcrigoes para extrair os excertos e palavras

relevantes, que constituiram as unidades de significado. Por conseguinte, cada uma das
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unidades de significado recebeu um titulo, o qual representa sua ideia central, conforme
pode ser verificado no Quadro 2.

Em seguida, fez-se a segunda etapa, a categorizacao das unidades de significado.
Aqui foi feita uma andlise, reunindo as unidades de significado semelhantes com a com-
paracao de uma com a outra, buscando o agrupamento em conjuntos que possuem ca-
racteristicas proprias. De acordo com Moraes e Galiazzi, “este é um processo indutivo,
de caminhar do particular para o geral, resultando no que se denomina de categorias
emergentes.” (2011, p. 24).

Ainda na etapa de categorizacao, define-se cada categoria. Apresentamos as cate-
gorias relacionadas com o ensino das EDOs, a partir do olhar dos trés professores entre-
vistados. A seguir, apresentamos o Quadro 2 em que consta as unidades de significado e

as categorias quanto aos conhecimentos em EDOs demandados pelos cursos.

Quadro 2 — Distribuicao das unidades de significado e categorias, quanto aos conhecimen-
tos em EDOs demandados pelos cursos.

Unidades de significado Categorias

Saber o que é a EDO

Saber de onde vem as equagdes diferenciais. Qual que é a origem delas?

~ . conceitual
Discussao de como a equacgao é construida, o que representa cada termo? A
ordem?
Saber aplicar as EDOs aplicacao
Identificar a linearidade de uma EDO
Identificar como s@o os pardmetros (constantes ou varidveis) da EDO classificacao

Classificar o tipo de EDO

Entendimento do significado da EDO em termos da representacio matematica | significado

Para diferentes tipos de entrada de sinal que sdo aplicados no sistema, como
que é seu comportamento?

Saber analisar intuitivamente a solu¢do da EDO, da relagao fisica e das gran- interpretacio
dezas envolvidas

i X
Se a gente troca um sinal, ou se acrescenta um termo, um expoente, alguma
grandeza. O que isso pode afetar?

EDO separaveis
EDO por fator integrante resolucao analitica

Resolucao de EDO com técnicas basicas

Resolu¢ao numérica de EDO por um método numérico mais simples, por exem-

. resolugdo numérica
plo, o método de Euler ¢

Linearizagao - aproximacao linear por série de Taylor truncada de primeira
ordem

Quais sdo os pontos de equilibrio que existem, onde as derivadas sao iguais a | contetido de CDI
zero?

Determinar as curvas estaticas que sado geradas por esses diversos pontos de
equilibrio

Simular numericamente no computador o comportamento da EDO conteido de Cal-
culo Numérico

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).
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Terminado o processo de categorizagao, seguimos para a terceira etapa da ATD que
compreende a construgao do metatexto e a sua estruturacao textual, por meio da descri¢ao
e interpretacao buscando relagoes entre as categorias, quando possivel e a argumentagao.
Para Liidke e André, nessa etapa, o pesquisador “[...] terd que fazer um esforco de abstra-
¢ao, ultrapassando os dados, tentando estabelecer conexoes e relagoes que possibilitem a
proposigao de novas explicagoes e interpretagoes” (2018, p. 58). O metatexto é, portanto,
formado de novas estruturas de entendimento dos fenomenos investigados, sob o modo de
producao escrita, resultado de processos intuitivos e auto-organizados.

No final deste processo, para os autores Moraes e Galiazzi, “[...] a andlise textual
discursiva pode ser compreendida como um processo auto-organizado de construgao de
novos significados em relacao a determinados objetos de estudo, a partir de materiais
textuais referentes a esses fenomenos” (2011, p. 45). Assim sendo, como resultado deste
processo de analise, apresentamos no Capitulo 5 as seguintes Secoes 5.1 e 5.2. Fazendo a
analise das entrevistas, com base nos principios da Analise Textual Discursiva, conside-
rando a perspectiva fenomenoldgica-hermenéutica, discutindo os resultados obtidos das

demandas para o ensino de EDOs e as dificuldades que marcam o ensino de EDOs.



o8

5 RESULTADOS E DISCUSSOES

5.1 DEMANDAS PARA O ENSINO DE EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS MANI-
FESTADAS PELAS ENTREVISTAS

Como professor que leciona a disciplina de Equagoes Diferenciais Ordinarias, em
minha pratica pedagbgica, observo de forma empirica dificuldades relacionadas a aprendi-
zagem e a aplicacao das EDOs. Inclusive, eu mesmo sinto um pouco de dificuldades em
trabalhar com as aplicagoes na aulas. Diante desse cenario, um ponto de investigacao que
elencamos para esta pesquisa foi levantar com os professores entrevistados de trés cursos
(Agronomia, Engenharia Mecatronica e Licenciatura em Fisica) do Instituto Federal Cata-
rinense Campus Rio do Sul o seguinte questionamento: No seu entendimento, quais sao os
conhecimentos referentes as equagoes diferenciais ordindrias demandados pelo seu curso

de atuacao?

Habre (2000) faz uma apreciacio inicial sobre os cursos introdutérios de Equa-
¢oes Diferenciais Ordinédrias (EDO), afirmando que consistem, principalmente,
de uma sequéncia de técnicas para encontrar férmulas para as solugdes, sendo
muitos exercicios adaptados para que solugoes possam ser encontradas com
algumas das formas de solucdo ensinadas, e para que a varidavel dependente
possa ser expressa explicita ou implicitamente em termos da variavel indepen-
dente. Os alunos finalizam os cursos classicos de EDO com pouca compreensao
sobre o que representam as solu¢ées de EDO numa situagao aplicada. Segundo
o autor, muitos educadores estdo acreditando que um curso de EDO, para
ser util, precisa ter uma abordagem qualitativa do assunto (Habre, 2000 apud
Dullius; Veit; Araujo, 2013, p. 210-211).

Um ponto de convergéncia entre os trés docentes sobre os conhecimentos referentes

as EDOs é o entendimento do significado delas. Como relatou o Professor 1

Acho que os conhecimentos sdo fundamentais, porque a gente [professores da
drea de Agronomia] s6 trabalha com férmulas prontas e as equagoes diferenciais
te mostram a dindmica dos fendmenos que estdo acontecendo em relacdo as
variaveis e explicam, ajudam a entender essa dindmica. Entdo, eu acho que
seria muito pertinente se realmente pudesse ser visualizado pelos estudantes
essa aplicagdao (2023, entrevista).

O Professor 2, na sua fala, complementa:

[...] o entendimento do significado da equagao diferencial. Eu digo isso tanto
matematicamente, em termos da representacdo matematica, quanto da questao
do significado dela. Conceitual no sentido do que ela significa. Outra coisa que
é extremamente importante dos cursos é de onde vém as equacoes diferenciais.
Qual que é (sic) a origem delas? Como surge a representagdo da equagio
diferencial? Vamos 14, vem das leis da fisica e que a gente tem da representagao
do somatoério de forga, (sic) da Lei de Newton, todas essas leis basicas em termos,
quando vocé aplica essas leis no sistema, vocé consegue obter as equacoes
diferenciais. Entao, ai é um dos pontos (2023, entrevista).

Quanto aos métodos de resolugao das EDOs, a analise dos entrevistados Professor

2 e Professor 3 coloca como essencial o dominio dos métodos mais basicos, tais como:
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separacao de variaveis, fator integrante e EDO linear de primeira ordem e alguns métodos
para as EDOs de segunda ordem. E ainda que o estudante seja capaz de fazer uma
discussao intuitiva de resolucdo de EDOs. Na visao do Professor 2, é necessario que
o académico saiba identificar se é uma equagao diferencial ordinaria, se é uma equacao
diferencial ordindria linear, nao linear, com parametros constantes, parametros variaveis,
isto é, saber, classificar o tipo da equacao diferencial.

Um apontamento interessante destacado abarca as relagoes (ou talvez melhor, as
transposigoes) conceituais das areas afins com a matematica, como: vazao, cota, diferenga
de altura, sinal de entrada e ponto de equilibrio. No caso da disciplina de Controle e
Sistemas, do curso de Engenharia Mecatronica, é saber aplicar a linearizacao, quando se
tem uma equagao diferencial ordinaria nao linear, dito de outra forma, é preciso fazer
uma aproximacao linear, aplicar uma Série de Taylor apropriada e trunca-la de forma a
linearizar o termo.

Finalizando as demandas apontadas pelos docentes entrevistados Professor 2 e
Professor 3, é sugerida a necessidade de trabalhar com os estudantes uma resolucao
numérica de equagoes diferenciais, um método numérico mais simples, por exemplo, o

método de Euler. Sugere o Professor 3, seria bom fazer uma

[...] discussdo de como a equagio é construida, do que representa cada termo,
a ordem. Se a gente troca um sinal. Ou se acrescenta um termo, um expoente,
alguma grandeza. O que isso pode afetar? Nao digo na solucdo. Porque nao
necessariamente pode ter uma solugdo em fungoes conhecidas, mas que a gente
pudesse fazer numericamente isso e analisar o que acontece com essas alteragdes.
Isso ja deixaria mais rico o conhecimento para as equagoes diferenciais, para o
uso das equagoes diferenciais (2023, entrevista).

Portanto, os professores entrevistados apontam como demandas para o ensino de
equacoes diferenciais ordinarias que os estudantes sejam capazes de saber e entender o
significado e as interpretacdes das equacoes diferenciais e, também saber aplica-las para,
no passo seguinte, interpretar os resultados. Além de conseguir aplicar alguns contetdos

de Calculo Diferencial e Integral nas resolucoes das EDOs.

5.2 DIFICULDADES QUE MARCAM O ENSINO DE EQUACOES DIFERENCIAIS ORDI-
NARIAS MANIFESTADAS PELAS ENTREVISTAS

O estudo das Equagoes Diferenciais Ordinarias esta intrinsecamente relacionado
com o estudo do Calculo Diferencial e Integral, sendo a base para as EDOs. Na pesquisa
realizada por Macédo e Gregor, no Instituto Federal de Educacao Ciéncia e Tecnologia
do Norte de Minas Gerais (IFNMG), Campus Janudria, é relatada uma realidade que

infelizmente também ocorre no IFC — Rio do Sul,

Os alunos chegam ao Ensino Superior com um conhecimento superficial dos
contetidos matematicos, o que dificulta a compreensao e absorcao dos teoremas,
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conceitos e calculos desta disciplina. Portanto, faz-se necessario dar mais aten-
¢ao as dificuldades dos alunos na disciplina de Calculo Diferencial e Integral e
buscar meios de resolver esta questdao (2020, p. 6).

Mesmo que a disciplina de EDO ou disciplinas relacionadas a ela estejam em fases mais
avancadas dos cursos, os estudantes ainda apresentam algumas dificuldades de conheci-
mento matemaético (operacional, conceitual, de interpretagdo e aplicagdes em problemas
contextualizados). Existem algumas pesquisas sobre dificuldades no ensino e aprendizagem
de EDOs que apontam para esta dire¢ao, tais como: Dullius, Veit e Araujo (2013), Pinto
e Lima (2017) e Lopes (2021).

Nesta secao, apresentamos alguns apontamentos feitos pelos professores nas suas
entrevistas e algumas citagoes deles. Entao, fizemos o seguinte questionamento: Quanto
as aplicagoes dos conhecimentos referentes as equacoes diferenciais ordindrias, quais $ao
as dificuldades manifestadas pelos estudantes? Em relacao as principais dificuldades dos
estudantes na aprendizagem das EDOs, os professores entrevistados foram unénimes
em dizer que boa parte dos estudantes possuem problemas conceituais, principalmente
no que se refere a interpretacao da derivada, que é a base das equagdes diferenciais, e
consequentemente, impactam na falta de significado das EDOs.

Os professores Professor 2 e Professor 3 destacam mais incisivamente que os
académicos tém dificuldades em entender de onde vém as equacoes diferenciais, nao
entendem o significado das equagoes diferenciais e nao conseguem dar sentido a elas. Sobre
isso, enfatizamos a seguinte fala:

De onde vem a equacéo diferencial? E o significado da equagao diferencial? Esses
sao os dois grandes pontos, que eu diria que sao mais importantes. Porque esses
nao sao pontos matematicos, sdo pontos conceituais, e para mim esses S0 mais
problemaéticos do que os matematicos, porque a mateméatica vocé passa de novo
e ensina novamente, mas esses conceitos que falham, é muito problemético, (sic)

porque sem conceito ndo adianta se fazer conta porque nao sabe o que estd
fazendo (PROFESSOR 2, 2023, entrevista).

Ja para o Professor 1, as dificuldades percebidas por ele, sao mais de carater
operacionais, como se diz de ‘matematica basica’ Inclusive relata que “Sao todas, eu diria,
porque os estudantes, eles ja trabalham com essas disciplinas, da area da matematica ...
fisica, matematica. Eles ji chegam com uma aversao gratuita” (2023, entrevista). Talvez
essa situacao seja acentuada pelo perfil dos académicos do curso de Agronomia, e cultu-
ralmente é reforcada no ambito escolar como afirma Macédo e Gregor, “A Matemética é
vista, e muitas vezes repassada, como sendo uma disciplina de alto nivel de dificuldade,
em que poucos conseguem aprendé-la” (2020, p. 5). Ademais, relata que muitos estudantes
nao conseguem enxergar a aplicacao, nao conseguem entender o que é uma aplicagao e
nao vinculam a matematica nas aplicacoes.

Por fim, o Professor 3 sente dificuldades dos estudantes em fazer analises mais
aprofundadas das aplicagoes na Fisica, e outro ponto de dificuldade é em fazer uma

discussao sobre resolu¢ao numérica. Relata o Professor 3
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[...] falta é uma andlise intuitiva de resolucao de equagoes diferenciais, o en-
tendimento da equacgado, da relacao fisica e das grandezas envolvidas nao ne-
cessariamente fisica, pode ser de economia ou outra coisa, mas como é que
os termos das equagdes diferenciais se relacionam. [...] Por isso, eu comentei
antes da resolucao numérica. Porque a gente consegue ter uma visualizacao
do que aquilo representa [...] equagdes diferenciais acopladas ou conjuntos de
equacoes diferenciais que fica (sic) um pouco mais dificil a gente visualizar, mas
graficamente a gente consegue analisar bem mais facilmente e objetivamente
(2023, entrevista).

Das entrevistas, podemos perceber claramente que muitos estudantes tém dificul-
dades sobre o aspecto conceitual das equagoes diferenciais, assim como, de interpreta-las,
isso porque nao entendem o significado da derivada como uma taxa de variacao. Inclusive,
estas dificuldades foram apontadas nas pesquisas realizadas pelos autores citados anteri-
ormente. Ainda, acrescenta-se a identificacao de um outro grupo de estudantes apontados
com dificuldades nas opera¢des matematicas, o que acarreta problemas na montagem e

resolucao das EDOs.

53 PROPOSTAS DE MODELOS MATEMATICOS PARA O ENSINO DE EQUACOES
DIFERENCIAIS ORDINARIAS MANIFESTADAS PELAS ENTREVISTAS

Foi feito um levantamento bibliografico em onze livros, entre eles, livros didaticos
de Equacoes Diferenciais Ordinérias, de Célculo Diferencial e Integral, e de Modelagem
Matematica com aplicagoes de EDOs para identificar as aplicagoes abordadas. Ressalta-se
que parte desses livros consta nas referéncias bibliograficas de disciplinas oferecidas pelo
IFC — Rio do Sul.

Os modelos que serao apresentados sao resultantes das entrevistas e do levanta-
mento feito junto aos livros supracitados, com o propésito de trazer aplicagdes que sao
trabalhadas em disciplinas do IFC — Rio do Sul, e que, preferencialmente, nao constam
nos livros pesquisados. Ademais, a nossa intengao é apresentar as propostas de aplicagoes
sugeridas pelos professores entrevistados, com um olhar e uma linguagem matematica
objetivando o uso destas aplicagoes nas aulas de EDO. Com isso, fizemos adequacoes dida-
ticas nas propostas do esvaziamento de um reservatorio, do controle de pH da fertirrigagao

da cultura da mangueira e do langcamento obliquo de um objeto.

5.3.1 Proposta 1 — Esvaziamento de um reservatério

Durante a entrevista realizada com o Professor 1, houve a troca de ideias sobre
os problemas reais apresentados aos académicos do curso de Agronomia do IFC — Rio do
Sul, e que tém relacao com as EDOs. Sao problemas que aparecem em duas disciplinas:
Hidraulica e Irrigagdo e Drenagem. Na irrigacao e, até mesmo, na mecanizagao, ¢ comum
que a agua seja armazenada em algum recipiente, por exemplo, uma caixa d’agua ou

pulverizador. Se pensarmos em um processo de fertirrigacao, em que os fertilizantes sao
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aplicados junto com a agua de irrigagao, um dos procedimentos que podem ser realizados
seria diluir o fertilizante, conforme o volume do reservatério, muitas vezes sem a utilizacao
de uma bomba centrifuga, apenas utilizando a energia gravitacional para gerar a pressao
necessaria no sistema. Com isso, uma situacao que é estudada na sala de aula é o calculo
do tempo de esvaziamento de um reservatério com uma determinada quantidade de dgua.

Assim, foi esta a aplicacao escolhida para o estudo e sera apresentada a seguir.

Aplicagao genérica: Pensando em um sistema de irrigagao por gotejamento com uma
caixa d’agua cheia e que nao apresenta alimentacao durante o esvaziamento, percebe-se
que o esvaziamento tem vazao variavel devido a carga hidraulica (altura de 4gua ou coluna
de 4gua) sobre a area de saida. Assim, para o problema proposto, consideremos uma caixa
d’agua cilindrica com raio R e uma torneira de saida do raio r, no fundo da caixa d’agua.
Considere que o reservatério tem um volume de liquido para irrigacao que atinge uma

altura hy. Modele matematicamente e calcule o tempo de esvaziamento do reservatoério.

Resolugao. Temos um reservatério cilindrico que possui um orificio no fundo (uma
torneira), tendo este orificio uma abertura bem pequena' comparada da abertura do reserva-
torio, conforme pode ser verificado na Figura 5(a). Inicialmente, resolveremos o problema
genérico, e em sequida, calcularemos o tempo de esvaziamento do reservatorio cilindrico

de acordo com os dados fornecidos pelo Professor 1.

Figura 5 — Esvaziamento de um reservatorio cilindrico.

(a) Reservatério cilindrico. (b) Cilindro — corte transversal.

/\ h(t)

h ‘ h,
o - 0

Fonte: O autor (2023).

Como o reservatorio é cilindrico e desejamos calcular o tempo de esvaziamento,

partiremos da ideia do volume do cilindro (V), sabemos que:

V = Apgse - N, (5.1)

L Estamos considerando que este orificio é pequeno. De acordo com Porto (2006), um orificio é classificado

pequeno se d (didmetro do orificio) é menor que um terco de hy (distancia vertical entre o fundo do
reservatério e o nivel do liquido).
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derivando a igualdade em relacao ao tempo t, temos:

dv dh
E — Abase ) E . (52)

Vamos recorrer ao conceito de vazao, estudado na hidrodinamica. Sequndo Porto (2006), em
problemas envolvendo esvaziamento de reservatorios, em que a taxa de variacao da vazao é
pequena e praticamente constante com o tempo, dizemos que o escoamento é estaciondrio.
Com estas condigoes, é possivel aplicar da Equacdo de Bernoulli® para determinar a
velocidade tedrica no orificio de saida do reservatorio®, modelado como um tubo curto,
donde chega-se no Teorema de Torricelli*. Considerando que o liquido flua continuamente
entre os pontos A (topo — superficie do liquido do reservatorio) e B (orificio no fundo
do reservatorio), podemos empregar a Equagdo de Bernoulli para escoamentos, situagdo
representada na Figura 5(b). Seque do Teorema de Torricelli que a velocidade (v) do fluido

no orificio no fundo do reservatério é dado por®

v=,4/2gh. (5.5)

Ainda, na hidrodindmica, temos o conceito de vazao (b ), em que a vazao é calculada como

o produto da drea pela velocidade, neste caso, a drea do orificio e a velocidade de saida

2 A obra mais marcante de Daniel Bernoulli (1700 - 1782) foi HidrodinAmica — importante estudo em

dindmica dos fluidos. A Equacao de Bernoulli descreve o comportamento de um fluido que se move ao
longo de um tubo ou conduto.

Na hidrodindmica, temos a Equagdo de Bernoulli que compara as grandezas pressao, velocidade e
altura em dois pontos distintos numa tubulacao podendo ter didmetros diferentes nos dois pontos:

PA VZA PB V123
pg 29 V' Tpg 2g YV >
em que
PA: pressio no ponto A (N/m?);
Pg: pressdo no ponto B (N/m?);
va: velocidade no ponto A (velocidade de aproximacao) (m/s);
vg: velocidade no ponto B (velocidade de saida) (m/s);
y; : distdncia do ponto A até o referencial (chdo) (m);
Y2 : distncia do ponto B até o referencial (chao) (m);
g : aceleracio da gravidade (m/s?);
p : massa especifica do fluido (kg/m3).
Reescrevendo a equagdo (5.3) e isolando vg, obtemos:

2 PaA—P
VB—%g(m;’; T ‘3), (54)

sendo h a diferenga entre yj e ys.

Este teorema é uma das mais antigas leis da Hidraulica, estabelecida no século XVII por Evangelista
Torricelli (1608 - 1647), fisico e matematico italiano.

Note que o raio do orificio de saida é muito pequeno comparado ao raio do reservatorio, de modo
que a velocidade do liquido que passa pelo orificio no fundo do reservatério é alta, uma vez que a
area da secao é bem pequena se comparada a area da se¢ao do nivel do liquido no reservatério onde a
velocidade neste ponto é muito pequena, como representado na Figura 5(b). Assim, pode-se desprezar
a velocidade no ponto A, va = 0. Outro fato a considerar, é que a pressdo exercida sobre o liquido
no reservatério nos pontos A e B é a pressdo atmosférica, Pa = Pg. Logo, a equagdo (5.4) pode ser
reescrita como vg = v/2gh.
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que consideraremos negativa. Assim,
¢=Ap-v. (5.6)

Por outro lado, como a vazio é também a taza de varia¢io do volume (V) em rela¢io ao

tempo (t), temos:
dv
(1) — E . (5-7)

Como estd ocorrendo o esvaziamento do reservatorio, ou seja, o seu volume estd diminuindo

ao longo do tempo, adotaremos o sinal negativo para a velocidade, e igualando (5.6) e

(5.7), temos:
dv
L — _An V. D.
dt BV (5:8)
Agora, igualando (5.2) derivada do volume do cilindro, ponto A, com (5.8) a derivada do

volume da saida do orificio, ponto B, obtemos:

dh
AA . E — —AB . \),
dh Asg

A equagio (5.9) é uma EDO que modela matematicamente® a variagio da altura do fluido
em relagio ao tempo. Sabemos que a drea do circulo de raio R é A = mR%. Assim, como

temos duas dreas circulares, vamos identificd-las como:

Ax =TR?, sendo R o raio do reservatdrio,

Ag = nr?, sendo T o raio do orificio no fundo do reservatorio.

Seque que:
h 2
it = _% v, substituindo (5.5),
dh 2
at - RVEIM 10

Agora, integra-se (5.10) e determinamos os limites de integragio, conforme o problema
foi proposto com as condigoes iniciais, enquanto o tempo varia de 0 a t. (tempo de

esvaziamento do reservatorio), a altura do liquido varia de hy a 0. Entao:

te dh 2 te
L adt:—%- ZghL dt,
0 2 t
dh T e
@ T~ dt
Jhoﬁ RZ QL ’

6 A equacdo (5.9) permanece valida mesmo em reservatérios onde a area da superficie superior do fluido

nao é constante, ou seja, onde o formato do reservatério nao seja um cilindro, como neste problema.
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te

)

o V2gt
0
2(\/6—\/5):_%'\/5“(3_0)»

T
-2 :_@.1/29.1:6,
. _ R 2V
e Tz\/z_g)

R 2
Jce - TT : T (511)

Aplicagdo numérica: Um sistema de irrigagdo por gotejamento ¢ alimentado por uma

caixa d’agua cheia que nao ¢é alimentada. Considerando que o esvaziamento tem vazao
variavel devido a carga hidrdulica (altura de dgua ou coluna de dgua) sobre a area de
saida. Consideremos uma caixa d’agua cilindrica com 6,4 cm de didmetro e uma torneira
de saida no fundo do reservatério com diametro de 0,5 c¢m, sendo que o volume de liquido
para irrigacao atinge 0,2 m de altura no reservatério. Modele matematicamente e calcule

o tempo de esvaziamento do reservatoério.

Resolugao. Conforme foi proposto pelo Professor 1, o reservatorio é uma caixa d’dgua
cilindrica de diametro D = 6,4 cm, uma torneira que possui um diametro de d = 0,5 cm,
a altura do liquido para a irrigagio é de hy = 0,2 m e adotaremos g = 9,81 m/s*. Aqui
devemos ter cuidado com as unidades de medidas, uma vez que a pressdao, velocidade, forca
gravitacional, distancia e massa especifica tém a unidade de medida metro relacionada.
Assim, temos que converter os diametros para metro, sendo D = 0,064 m e d = 0,005 m.

Desta forma, vamos calcular o tempo substituindo estes dados em (5.11):

0,064 20,2
~0,0052 9,81

= t=33,101 ~ 33 s.

Portanto, o tempo de esvaziamento da caiza d’dgua é de 33 sequndos.

Em resumo, no problema do esvaziamento de um reservatério, destacam-se os se-
guintes topicos.
Dados: O problema envolve conceitos de hidrodinamica no qual desejou-se obter um mo-
delo matematico para o tempo de esvaziamento de um reservatorio cilindrico. Sabendo que
o liquido encontrava-se a uma altura hy, do volume V do cilindro, com raio R e que possui
uma torneira de raio r no fundo do reservatério. Com os dados numéricos: D = 6,4 cm,
d =0,5cm e hy =0,2 m, deseja-se calcular o tempo de esvaziamento t. do reservatorio.
Consideragoes: Optamos em fazer a resolucao da aplicagdo proposta por meio de uma
estratégia que partisse do conceito de volume de cilindro e, no decorrer, usassemos os
conceitos de hidrodindmica no intuito de produzir uma resolucao mais didatica para a

compreensao do leitor.
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Leis e principios da hidrodindmica e da matematica: Volume do cilindro; Regras
de derivacao; Equacao de Bernoulli e Teorema de Torricelli — dinamica dos fluidos; vazao;
integragao; EDO separéavel.

Resultados: Modelo matematico t, = E—j . \/% ete~33s.

Discussao: E possivel explorar outros calculos neste problema como, por exemplo, de-
terminar o nivel de liquido no reservatoério no instante t. Outra questao interessante que
surge é aplicar um sistema de controle (parecido com o que sera explorado na proposta 2)

para manter o nivel do liquido na caixa d’agua para a irrigacao.

5.3.2 Proposta 2 — Controle de pH da fertirrigacdao da cultura da mangueira

A partir da entrevista realizada com o Professor 2, surgiram algumas sugestoes
de aplicagoes das EDOs na area de controle da Engenharia de Controle de Automa-
¢ao/Mecatronica. Uma delas é apresentada na disciplina de Controle de Processos, em que
se realiza a modelagem de um sistema de controle de potencial hidrogeniénico (pH)” em
uma industria. Contudo, no Campus Rio do Sul, os cursos de Engenharia Mecatronica e de
Agronomia desenvolvem alguns projetos em parceria. Diante desta situacao, a modelagem
citada foi adaptada para o problema de um sistema de controle de pH da fertirrigacao®

da cultura da mangueira, como veremos a seguir.

Aplicagcdo numérica: Um dos principais fatores na horticultura é a disponibilidade de
macro e micronutrientes que estao diretamente relacionados tanto aos valores de pH da
dgua de irrigagdo quanto ao pH do solo. Por exemplo, o nitrogénio (N) é o nutriente mais
aplicado via dgua de irrigacao, pois apresenta alta mobilidade no solo, principalmente na
forma de nitrato (NO3). Também, elementos como Zinco, Boro e Ferro dependem muito
do valor ideal do pH para sua aplicacao. O controle do pH é um aliado para que haja um
equilibrio entre as quantidades dos macro e micronutrientes garantindo que a mangueira
possa absorver os nutrientes necessarios para seu melhor desenvolvimento. No processo de
fertirrigacdo da cultura da mangueira, deseja-se controlar o pH da agua de fertirrigagao,
que é constituido a partir de uma mistura de nitrogénio, fésforo e potassio (NPK) com um
acido. O sistema de controle é projetado para regular a vazao do acido que é adicionado
na mistura de NPK e, assim regular o pH e a vazao da mistura de NPK resultante. A
vazao da mistura de NPK pode variar. Apds observacao da planta, coleta dos dados e

analise da sua dindmica, a planta para controle de pH foi modelada matematicamente por

7 Em quimica, pH é uma escala numérica adimensional utilizada para especificar a acidez ou basicidade

de uma solucdo aquosa. A rigor, o pH é definido como o cologaritmo da atividade de fons hidronio.
Podemos aproximar o cdlculo do pH usando a concentragao molar o fon hidrénio ao invés da atividade
hidrogenionica.

Conforme Pinto et al., “Fertirrigacao é a aplicacao de fertilizantes via agua de irrigacao. Essa pratica
se constitui numa técnica de aplicacdo simultédnea de fertilizantes e dgua, por meio de um sistema de
irrigacao” (2002, p. 225).
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meio da seguinte equagao diferencial ordinaria:

2B ) = —0.au) 41,240, (5.12)

em que y(t) € [0, 14] representa o pH da dgua de fertirrigacao (variavel de processo),
u(t) € [0, 2] m?/min é a vazdo de dcido usada para controlar o pH (varidvel manipulada)
e q(t) é a vazao da mistura de NPK (perturbagao) que pode variar dentro do intervalo
[5, 7] m?/min. Para este modelo, a varidvel t é real e denota o tempo medido em minutos.

De posse dessas informacoes, deseja-se:

a) Encontrar as caracteristicas estaticas do sistema, considerando todas as relagoes

entre as variaveis que sao julgadas importantes.

b) Encontrar um modelo linearizado para o sistema operando nas vizinhangas do ponto

de equilibrio dado por ug =1, qg = 6.

c) Para a fertirrigacdo, o pardmetro na medi¢ao do pH gira em torno de 6, podendo ficar
entre 5,5 e 6,5, que sao os indices toleraveis numa escala que possui valor maximo
de 14. Abaixo de 5,5, é preciso agir para buscar o equilibrio; o mesmo se o pH for
superior a 6,5. Diante disso, deseja-se encontrar a funcao variacao do pH da agua
de fertirrigacdo de um modelo linear que aproxima o comportamento dinamico do

processo regulatorio do pH da agua de fertirrigagao.

Resolucgao. Antes de iniciarmos a resolugao propriamente dita, vamos analisar a equacao
(5.12) a partir da situagdo apresentada no item (a) sobre modelo linearizado. De acordo
com a Teoria de Sistemas de Controle, o conceito de linearidade® é bastante util nesta

darea. Sobre isso, Normey-Rico e Morato escrevem:

Este conceito nos permite, com uma aprorimacdo suficientemente realista, des-
crever muitos comportamentos [...]. Ademais, as solugdes matemdticas associa-
das aos sistemas lineares sdo bem mais simples que as solugoes obtidas para
sistemas ndo lineares (2021, p. 112).

Dito isso, passamos a resolucao:

a) Para iniciar a resolugio desse problema, vamos encontrar o modelo estatico do

sistema considerando % = 0, pois estamos preocupados apenas com a resposta

forcada, ou seja, a resposta causada pelo sinal de entrada. FE, assim, analisar as
relagoes entre as varidveis do processo (Wg com Yg) e (qe com Yg) em pontos de

equilibrio. Entdo, obtemos a equacao estatica do sistema:

Yg = —0,4(UE)3 + 1,2 de, (513)

Conceito apresentado Normey-Rico e Morato, no livro sobre controle de processos, “Um sistema ¢é dito
linear se uma combinacdo linear de entradas u = au; +buy (a, b constantes) gera uma saida y que é
descrita como uma combinacao linear das saidas y; e y, obtidas pela aplicacao das entradas u; e u,
de forma independente, isto é, y = ay; + by,” (2021, p. 113).

9
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em que Yg, Ug € qg sGo os valores das varidveis no ponto de equilibrio. Vamos

calcular o ponto de equilibrio do sistema, sabendo que ug =1 e qg = 6:
yp=-0,4-(1P%+1,2.-6=56,8.

Logo, Pe = (ug; qe; ye) = (15 6, 6,8).

Para encontrar a caracteristica estdtica do sistema, faremos uma andlise de (5.13)
nos intervalos definidos considerando as duas relacoes entre as varidveis, encontrando
assim o ponto de operacao do sistema.

Relagcdo entre as varidveis ug e yg: Vamos considerar as relacoes entre as

varidveis Ug e Ye. Admitindo qg com um parametro fixo, temos:

ye = —0,4(ug)* +1,2-5=—-0,4(ue)* +6  (qe =5),
ye = —0,4(ug)*+1,2-6 = —0,4(ug)*+7,2  (qe =6), (5.14)
ye = —0,4(ug)*+1,2-7=—-0,4(ueg)’ + 8,4  (qe =7).

Comoy = f(u, q) € uma fungao de duas varidveis, de (5.13), derivando parcialmente

f em relacdo a varidavel w e calculando em ug = 1, obtemos:

of
S(ue) = =120
u

ﬁ(1) =—1,2(1)*=-1,2.
ou

Entao, podemos encontrar a equagio da reta tangente d curva dada por (5.14) no
ponto P = (1, 6,8), fazendo:

(Y~ 4) = o (ue) (),
(y—6,8)=(~1,2)(u1)
y=-—1,2u+8. (5.15)

A Figura 6 apresenta a caracteristica estdtica do sistema de controle de pH do
processo de fertirrigagcao da mangueira, através de (5.14) para os pontos (ug;Ye),
considerando qg como um parametro fixo, conforme mostrado nos cdalculos acima.
Observe que ys (curva em verde) corresponde d substituicio em que qg =5, 0 Ys
(curva em azul) corresponde a qg = 6 € 0 Y7 (curva em vermelho) corresponde a

qe = 7. Como também destaca-se a reta tangente dada em (5.15) no ponto Pg =
(1;6,8).
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Figura 6 — Caracteristica estatica do sistema de controle de pH — relagao entre as variaveis
Ur € Ye.

12 ! I —@

06 04 02 0 02 0.4 08 0.8 1 12 14 16 18 2 2.2

Fonte: Elaborado pelo autor com uso do software Geogebra (2023).

Relacdo entre as varidveis qer e yg: Vamos considerar as relacoes entre as

varidveis qe e Ye. Admitindo ug com um parametro fizo, temos:

UE:—O,4'O3+])2qE:])2qE (uE:O))
Yyp=-0,4-14+1,2qe =—0,4+1,2q¢ (ug = 1), (5.16)
yp=—0,4-2+1,2qe =-3,2+1,2qr  (up =2).

Como y = f(u,q) € uma fungao de duas varidveis, de (5.13), derivando f parcial-

mente em relagcao a varidvel q e calculando em qg = 6, obtemos:

of of
(qe) =1,2= a

% (6).

Entao, podemos encontrar a equagio da reta tangente a curva dada em (5.16) no
ponto Pg = (6; 6,8), fazendo:

0
(y—ye) = ag(qE)(q —qo),

y=-04+1,24.

Note que, neste caso, a reta tangente coincide com a equagdo da caracteristica estdtica
do sistema de controle de pH com ug = 1. A Figura 7 apresenta a caracteristica
estatica do sistema de controle de pH do processo de fertirrigacao da mangueira,
encontrada através de (5.16), para os pontos (qe;ye), considerando ug como um
pardmetro fizo, conforme mostrado nos cdlculos acima. Observe que Yo (reta em
verde) corresponde d substituicio em que ug =0, o Yy (reta em azul) corresponde a
ug =1 e oy, (reta em vermelho) corresponde a qg = 2. Ainda, destaca-se o ponto

Pe = (6; 6,8) pelo qual passa a fungio (5.16).



Capitulo 5. Resultados e discussdes 70

Figura 7 — Caracteristica estatica do sistema de controle de pH — relagao entre as variaveis
qde € Ye.

ro—y
H 4 ] 3 0 ca

Fonte: Elaborado pelo autor com uso do software Geogebra (2023).

b) Vamos linearizar o modelo nas vizinhangas do ponto de equilibrio Pg = (1; 6; 6,8).
Para isso, reescrevemos as varidveis do processo com novas varidveis incrementais

Au, Aq, Ay como:
u=ue+Au,  q=dqe+Aq, y=ye+Ay,

com o objetivo de escrever o modelo linearizado neste novo sistema de coordenadas
que estd centrado em Pg = (Ug; qg; Ye), admitindo que este processo opera, em grande
parte do tempo, com walores das varidveis nas vizinhangas do ponto de operagao.
No novo referencial, a reta que passa pela origem do movo sistema de coordenadas
¢ linear, do tipo Ay = k. Au+ kq Aq, sendo, neste caso, ke = g—i(ug) o coeficiente
angular da reta tangente a Pg no plano uxy e kq = g—;(qg) o coeficiente angular da
reta tangente a Py no plano q xy. Agora, encontraremos o modelo linear incremental
substituindo as relagoes entre as varidveis absolutas e incrementais no modelo da

equagao (5.12), fazendo:

5 d(ye + Ay(t))

+ye + Ay(t) = —0,4 (ue + Au(t))® + 1,2 (qe + Aq(t)),

dt
d dAy(t
2 ;tE ) ;Jt( ) = —yr — Ay(t) — 0,4 (ue + Au(t))® +1,2qe + 1,2Aq(1).
Como ye € constante, entdo e = 0. E, dado que no ponto de equilibrio Pe,

temos a relagio entre as varidveis no modelo estdtico dada em (5.13), ou seja,

1,2qe —ye = 0,4(ug)?, entdo:

dAy(t)
dt

2 + Ay(t) = 0,4(ug)® — 0,4 (ug + Au(t))® + 1,2 Aq(t). (5.17)
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Note que a equagdo acima possui um termo nao linear, entao aplicamos a aproxi-
magao de uma funcdo ndo linear através de uma Ezpansao de Taylor'® de primeira
ordem, assim vamos obter um modelo linear aproximado do termo ndo linear para a
fungdo —0,4(ug + Au(t))?.

Escrevemos o termo ndo linear como f(u(t)) = —0,4(u(t))? = —0,4 (ug + Au(t))?.

Aplicando a FExpansao de Taylor, temos:

Substituindo em (5.17), obtemos:

2 dA;Jt(t) + Ay(t) = O,4(uE)3 —0,4 (uE)3 _ 1,2(uE)2Au(t) 4 1,2Aq(t),
2 dA(;Jt(t) + Ay(t) = —1,2(up)*Au(t) + 1,2 Aq(t). (5.18)

Portanto, esta é a EDO linearizada em fungdo das varidveis incrementais. Esta EDO
estd escrita em termos das varidveis incrementais (variagoes de \w e variagoes de ()
e que apresenta o modelo linearizado, a partir do estado estaciondrio, que aproxrima

o comportamento dinamico do processo requlatorio do pH gerando as variagcoes em
y.
Note que, conforme Normey-Rico e Morato (2021), a equagio (5.18) se apresenta

no mesmo formato do modelo linearizado:

T dg‘t” + Ay(t) = ke Au(t) + kq Aq(t), (5.19)

sendo T a constante de tempo do sistema que indica o tempo que o sistema leva para
atingir 63,2% da resposta final, y, na equagdo (5.19). Logo, a constante de tempo
do nosso sistema de controle de pH € de 2 minutos, sinalizando a “velocidade”, ou

seja, que neste tempo o sistema atinge 63,2% da resposta final.

Aproveitamos para mostrar de onde vem o valor 63,2%.
Vamos considerar o sistema de 19 ordem e com condig¢oes iniciais nulas y(0) = 0,
ou seja, um PVI. Assim,

Ty'(t) +y(t) =u(t), (5.20)

10" Anton (2000b) apresenta a definicio do polinémio de Taylor: Se f puder ser diferenciada n vezes em
X0, entdo definimos o n-ésimo polinédmio de Taylor para f em torno de x = xo como sendo

M (%)
n!

" (xo0)
2!

f///(xo)
(3)!

Pn(x) = f(x0) + f'(x0)(x —x0) + (x —x0)% + (x —%0)+ -+ (x —x0)™.
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sendo que Y € a fungdo de saida e w a fungdo de entrada do sistema. A ideia é obter
um modelo matemdtico que relacione de forma unica a entrada com a saida. Para

isso, aplicamos a Transformada de Laplace na equagao (5.20), temos:

LY (1)} + Ly} = L{ult)}
(s Y(s) —y(0)) + Y(s) = U(s), y(0) =0,
(ts+1)Y(s) = Us),
1
Y(s) = P -U(s), (5.21)
Y(s) 1
Us) tst1 G(s). (5.22)

Note que (5.22) é a Fungao de Transferéncia G(s) do sistema que representa a relagao
entre a saida e a entrada do sistema. Desse modo, podemos analisar a resposta do
sistema, mediante a entrada a que serd submetido. Neste caso, utilizaremos a Func¢ao
Degrau Unitdriot na fungio de entrada. Entdo, vamos obter a resposta ao degrau

unitario. Em (5.21), consideramos U(s) um degrau unitdrio, H(s), entdo

1 1 1

Y(s) = S —
(s) Ts+1 s s-(ts+1)

Aplicando o Método das Fracoes Parciais em Y(s), obtém-se:

1 1 T 1 1
Y(s)= — ——+_ L
(s) s-(ts+1) s Ts+1 s s+!

Aplicando a Transformada Inversa de Laplace na fungao Y(s), tem-se:

1 1
LTY(s)) = £ {S}—ﬁ {S+]}:>y(t):1—e_ .

T

Al

Analisando a funcao y(t), nota-se que inicialmente, no tempo t =0, ela tem valor

zero e no fim (t — 400) torna-se unitdria. Logo, quando t =T, obtém-se:
y(t)=1—¢'=0,632.

Portanto, no tempo t = T a resposta atinge o valor de 0,632 para uma entrada

degrau unitdrio, ou seja, 63,2% da resposta final de y(t).

c) Antes de iniciar a resolugio do modelo linearizado, cabe um questionamento: Por
que linearizar modelos ndo lineares? Conforme Normey-Rico e Morato (2021), Nise
(2016), apontamos trés justificativas, a saber:

(i) Sistemas nao lineares geralmente ndo possuem solugoes analiticas. Pois, para

analisar o comportamento dinamico do sistema € preciso resolver o modelo desse

0, t<0

A funcdo degrau unitério ou funcio Heaviside é definida por H(t) = {] £>0
, t>0.
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sistema. Tendo uma solucdo analitica, a resolucdo do sistema é mais simples haja
vista que, neste caso, temos ferramentas matemdticas conhecidas aplicdveis aos mo-
delos lineares.

(i) Ademais, grande parte das teorias de projeto de sistemas de controle sao efici-
entes para modelos de sistemas lineares.

(7ii) Além disso, o esfor¢o computacional para resolver um sistema linear é signifi-
cativamente menor do que a resolucao de um sistema ndo linear. Complementando,
a linearizagdo de um modelo nao linear na vizinhanga de um ponto de operacao é
factivel. Uma possibilidade € a condicao de linearizacao ser um ponto de equilibrio do
sistema. Logo, o sistema linear é vdlido para operacao na vizinhanca da condicao de
linearizagao. Como no item (b) ja linearizamos o modelo, agora é possivel resolver
a EDO encontrando Ay(t), usando a Transformada de Laplace (L) que foi apre-

sentada no Capitulo 2, na Segdo 2.4. Para isso, consideramos o sistema em estado

dAy(0) _
a0 v

Para resolver a EDO dada pela equagdo (5.18), separamos em dois casos: primeiro
fazendo Au(t) =0 e depois fazendo Aq(t) = 0.
Caso 1: Considerando Au(t) =0 e Aq(t) = H(t), em que H(t) é a Fung¢io Degrau

Unitdrio. Seque que:

estaciondrio, ou seja, com condi¢oes iniciais nulas, ou seja, Ay(0) =0 e

2 dAC?‘t(t) + Ay (t) = _1»2(uE)2Au(t) + ],ZAQ(t),
2 dA(?t(t) + Ay(t) = 5 H(t), com as condigoes acima,
L [2 dA:;t(t) + Ay(t)] =L lg H(t)] , pela linearidade da L,
dAy(t 6
zc[ yl )] FLIAy() = LM, MU =1, >0,
1
2(s AY(s) — Ay(0)) + AY(s) = g e Ay(0) =0,
AY(s)(2s+1) = 6 . 1,
5 s
6 1
AY(S) = ———— - —
(s) 52s+1) s’
6
AY(S) = ———. 2
(8) = Ssizs + 19 (5.23)
Em (5.23), aplicando o Método das Fragoes Parciais, temos:
6 A A,
55(2s+1)  b5s +Zs+1’ (5.24)
6 _ Ai(2s+T1)+A;-5s
55(2s+1) 5s5(2s + 1) ’

6 =A(2s+1)+ A, -5s.
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Para calcular os coeficientes Ay e Ay, utilizaremos o sequinte procedimento:
~ tomando s =0, temos 6 =A;(2-04+1)+A,-5-0= A; =6,

2
— tomando s = —1 temos 6 = A, lZ- (—1> + 1] +A;-5- (—1> = A; = —L.

2’ > 5 =
Substituindo estes coeficientes em (5.24), seque que:
6 6 12 o o
5s(2s + 1) ~5s 525+ 1) dividindo o ltimo termo por 2,
6 6
AY(s)= > >
(s) 55  5(s+ %)

Para finalizar, aplicamos a Transformada Inversa de Laplace (L~') para encontrar

Ay(t) sob a variagdo de q. Assim, obtemos:

L 6 6
LAY = £ lSs 5(s+;)])
1 6|16y 1
LAY = o r M °r l(sﬂ)]’
Ay(t) :?H(t)_ge—}t) como H(t) =1,
6 6 _1
Ay(t) = 5 ge_ft

Portanto, Ayq(t) = gﬂ — e_%t) e Au=0.

Caso 2: Considerando Aq(t) =0 e Au(t) = H(t), de forma andloga, seque que:

2 dA(?t(t) + Ay(t) = —1,2(ug)*Au(t) + 1,2 Aq(t),
2 dA;t(t) + Ay(t) = —1,2(ug )2 H(t), com as condigoes acima,
L lZ dA;t(t) + Ay(t)] =L [—g(ug)zﬂ(t)l , pela linearidade da L,
dAy(t 6
20 [ ul )] F LAY (0] = —g () £ () MO =1, >0,
2(s AY(s) — Ay(0)) + AY(s) = —g . l, Ay(0) =0 e tomando ug = 1
AY(s)(2s+1) = —2 - 1,
5 s
6 1
AYS)=—55:77) 5
6
AY(s) = ————. 2
8) = ~5szs + 1) (5.25)
Em (5.25), aplicando o Método das Fragoes Parciais, temos:
6 B, B,
_ e 2
5s(2s+1) 55 2541’ (5.26)
B 6 _ Bi(2s+1)+By-5s
55(2s +1) 55(2s + 1) ’

—6281(2S+])+825S
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Para calcular os coeficientes By e By faremos o sequinte procedimento:
~ tomando s =0, temos —6 =B;(2-04+1)+B,-5-0= By = —6,

2
— tomando s = —1, temos —6 = By [2- <—;> + 1] +B,-5- (—]> = B, = L

2 5 5
Substituindo estes coeficientes em (5.26), seque que:
6 6 12 o .
“5s(2s+1)  5s + 52s+1) dividindo o dltimo termo por 2,
6 6
AY(s) =—— + ———.
(8) =5+ 3 G0

Para finalizar, aplicamos a Transformada Inversa de Laplace (L~") para encontrar

Ay(t) sob a variagio de w. Assim, obtemos:

. .| 6 6
L[AY(s)] =L [53+5(s+;)]’

- L R O
oo ——£e0 [+ 82 [ L.

Portanto, Ayy(t) = —2(1 — e 7t e Aq = 0.
Logo, a solug¢ao do modelo linearizado dado pela equagio (5.18) é dada pelas duas
fungdes Ay, (t) = —&(1 — e 2t) e Ayq(t) = &(1 - e~2%) em vista das imposicoes

feitas previamente.

Em resumo, no problema de um sistema de controle de pH da fertirrigacao da
cultura da mangueira destacam-se os tépicos abaixo.

Dados: Modelo do sistema de controle de pH por meio da EDO:

zd?i(tt) +y(t) = —0,4u(t)® +1,2q(1),

em que y(t) € [0, 14] representa o pH da agua de fertirrigacao (varidvel de processo),
u(t) € [0, 2] m?®/min é a vazao de 4cido usada para controlar o pH (varidvel manipulada) e
q(t) é a vazao da mistura de NPK (perturbagao) que pode variar dentro do intervalo [5, 7]
m? /min. Desejou-se encontrar: (a) as caracteristicas estaticas do sistema, considerando
todas as relagoes entre as varidveis; (b) um modelo linearizado para o sistema operando
nas vizinhangas do ponto de equilibrio dado; (c) a funcdo variagdo do pH da dgua de
fertirrigacdo de um modelo linear.

Consideracgoes: Escolhemos a resolugao dessa forma, pois hd muitos conceitos da area
de sistemas de controle, além de ter sido sugerido pelo Professor 2 por ficar préximo da
abordagem feita na sala de aula. Para mais detalhes, veja Normey-Rico e Morato (2021,

p. 203-210), onde encontra-se o problema original no qual fizemos adaptagao para esta
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aplicacgao.

Leis e principios de sistemas de controle e matematica: Linearidade de fungoes;
modelo estatico do sistema; derivada parcial; Expansao de Taylor; constante de tempo
(1); Fungao Degrau Unitério; resolugao de EDO por Transformada de Laplace; Método
das Fracoes Parciais.

Resultados: Este problema apresenta uma modelagem em EDO para controlar
o pH da agua de fertirrigacdo que é produzida a partir da mistura de NPK com
um acido, encontramos: (a) a caracteristica estatica do sistema de controle de pH
e = —0,4ue) + 1,2 -6 = —0,4u)’ + 7,2 (g = 6) e, também
ye = —0,4-1¥+1,2q¢ = —0,4+1,2qc (ug = 1), na vizinhanca do ponto de
equilibrio; (b) 2 %t(t) + Ay(t) = —1,2(ug)*Au + 1,2 Aq(t) é o modelo linearizado na
vizinhanga de Pg; (c) solu¢do do modelo linearizado condicionado a certas/determinadas
exigéncias ¢ dada pelas duas fungdes Ay, (t) = —2(1 — e 7t e Ayq(t) = 2(1 - e 7t).
Discussao: Do ponto de vista da matemaética, cabe destacar que o pH utiliza escala
logaritmica, que é nao linear. Isso significa dizer que quando o pH aumenta de 5 para 6
isso ¢ equivalente a um aumento de 10 vezes e, nao de apenas 1 ponto. Como consequéncia,
isso refor¢a o quanto o pH influencia no processo de absorcao de nutrientes e o cuidado
que se deve ter no controle da fertirrigacdo. Esse modelo de controle pode ser aplicado

em outros processos, como em lavanderias industriais para jeans.

5.3.3 Proposta 3 — Lancamento obliquo de um objeto

Vamos contextualizar a escolha por essa aplicacao e parte do caminho percorrido
até chegar neste ponto da apresentacao. No inicio desta secao foi comentado acerca
dos levantamentos junto as aplicagoes observadas nos onze livros e, partir da entrevista
realizada com o Professor 3, nos foram sugeridas trés aplicagoes que sdo interessantes
para o objetivo deste trabalho. Direcionamos as buscas em alguns livros de fisica e artigos
cientificos sobre tais aplica¢oes, donde despertou o interesse no estudo do langamento
obliquo de um objeto com resisténcia do ar. Aliado ao comentario do Professor 3, que
disse:

“no desenvolvimento das equagoes que caracterizam este movimento, chega-se
em algumas equagoes que ndo possuem solugdes algébricas. Sendo necessario
utilizar métodos numéricos ou partindo para func¢des mais complicadas. E,
possivelmente, por isso que muitos livros nao fazem essa abordagem, uma
vez que necessitaria uma discussao, limitando-se apenas na apresentacdo do
contetido” (Professor 3, 2023, entrevista).

Ainda que, em materiais, a saber, nos livros: Thornton e Marion (2014), Tipler e Mosca
(2006), Neto (2004)'? e nos artigos: Freire et al. (2016), Maceti, Levada e Lautenschleguer

12 NETO, Jodo Barcelos. Mecinica Newtoniana, Lgrangiana e Hamiltoniana. Sio Paulo: Editora
Livraria da Fisica, 2004.
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(2012)'3, Silva et al. [s.d.]!*, apresentem o lancamento obliquo com abordagem através
de EDO, nosso objetivo ¢é fazer o estudo da modelagem e discussao sobre o lancamento
obliquo de um objeto sem e com resisténcia do ar, sob o ponto de visto de um professor

de matematica enfatizando o conhecimento de matematica aplicada.

Aplicacao genérica: No futebol, o tiro de meta é um langamento obliquo. Sabe-se da
fisica basica que a trajetéria da bola pode ser representada por uma parabola, pois nao se
considera a resisténcia do ar. Entretanto, em qualquer partida de futebol, se observarmos
da lateral do campo, é facil perceber que esta trajetéria feita pela bola numa cobranca de
tiro de meta nao é uma parabola. Consideremos que o jogador de futebol chuta a bola
de massa M lancada obliquamente com velocidade vy onde forma um angulo 8 com a
horizontal, sendo 6 € (0°, 90°). Neste contexto, propomos fazer uma discussao sobre este
movimento, o lancamento obliquo de uma bola, para obter as equagoes de movimento,
encontrar uma aproximacao da trajetéria descrita pela bola num tiro de meta num jogo

de futebol e a analise discutindo sobre o alcance da bola.

Resolucao. Faremos as dedugoes das equagoes de movimento do lancamento obliquo de
uma bola e algumas discussoes em duas partes, a saber: primeiro desprezando a resisténcia
do ar e, em sequida, considerando o efeito da resisténcia do ar. Para isso, convencionare-
mos que o fenomeno discutido ocorra mo primeiro quadrante do plano cartesiano, sequindo
as orientagoes dos eixos coordenados (o eixo das abscissas é positivo para a direita e possui
versor 1 nesse sentido, e o das ordenadas é positivo para cima € pPoSsui versor/]'\ nesse
sentido) e os vetores em mddulo.

Sem resisténcia do ar: Primeiramente, faremos a discussao do movimento (trajetdria
da bola) desprezando a resisténcia do ar e, para isso, faremos algumas consideragoes.
Do enunciado do problema, temos que um objeto é lancado obliguamente, ou seja, uma
bola € chutada com uma determinada forca que consequentemente imprime uma velocidade
inicial (Vo) d bola, e que esta faz um determinado angulo () em relagio ao chao, conforme
estd ilustrado na Figura 8. Desejamos encontrar as equacoes que descrevem o movimento,
uma aprorimagdao da trajetoria da bola e a expressao que representa o alcance da bola.
Analisando o movimento a partir das leis da fisica, a saber, se um objeto possui um
movimento composto, cada um deles se realiza como se o outro ndo existisse - principio da
independéncia dos movimentos simultineos, sequndo Thornton e Marion (2014). Ainda, a
grandeza velocidade (V) é um vetor e este possui duas componentes (vy) e (vy). E sabemos
que este movimento sofre acao da aceleragao gravitacional (G) que estd atuando apenas

na diregao vertical.

13 MACETI, Huemerson; LEVADA, Celso Luis; LAUTENSCHLEGUER, Ivan José. Consideracdes sobre
o alcance no lancamento obliquo. Caderno de Fisica da UEFS, v.10, p.7-17, 2012.

14 SILVA, M.B. da et al. Modelagem matemética: movimento com resisténcia do ar proporcional &
velocidade. Semana Académica UTFPR,[s.d.].
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Figura 8 — Chute na bola sem resisténcia do ar.

Y
. g
VOy A Vo . ] X .
/e \\\
) Vo, X

Fonte: O autor (2023).

Mais uma consideragao que devemos avaliar € que a altura (deslocamento vertical) inicial
e final é a mesma, pois o campo de futebol ¢ um terreno plano e estamos tomando como
referencial o sistema de coordenadas cartesianas, onde a bola estd posicionada na origem,
sendo que para t =0, temos x =0 ey = 0.

Neste movimento da bola é possivel analisarmos dois deslocamentos (vetores), um na
horizontal (para frente — direcao do eixo x) e outro na vertical (para cima — dire¢io do
eizo y). Assim, vamos analisar cada um desses movimentos separadamente. Decompondo

o vetor Vo, por meio da trigonometria, temos:

Figura 9 — Decomposi¢ao do vetor vy.

Fonte: O autor (2023).

Movimento horizontal (eixo x) desprezando a resisténcia do ar: Note que neste
movimento, na dire¢io horizontal, nao temos aceleragdo (@), uma vez que ndo hd nenhuma
for¢a atuando sobre a bola nesta direcao, isto é, a, =0, entdo a velocidade horizontal (vy)
¢ constante, vy = vy . Desta forma, temos um Movimento Retilineo Uniforme (M.R.U.) e
sabemos que vy, = %7

Aplicando o limite, temos:

em que Ax é o deslocamento horizontal e At € a variacao do tempo.
. Ax dx
A0 At dt

Integrando em relagcdao a t em ambos os lados da ultima igualdade acima, com a condigdo

Vo,

inicial t =0 e tomando T como tempo final, seque que:

T T
J dxdt:J vo. dt,
o dt 0
T

:V0X~t

.
x(t)

b

0 0
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x(T) —x(0) = vy, - (T—0), tomando x(0) = xo,
x(T) =xo+wvo, T. (5.29)

Sendo (5.29) conhecida como fung¢io hordria da posicao horizontal.

Logo, considerando que xo = 0, temos:

x(t) = vox t, substituindo por (5.27)
x(t) = vy cos(0) t. (5.30)

Movimento vertical (eixo y) desprezando a resisténcia do ar: Agora neste
movimento temos aceleragcao (d) que corresponde a acelerag¢io gravitacional (g). Hd ace-
leragao vertical apontando para baizo e adotamos o referencial onde o eixo y cresce para
cima. Assim, ay € constante sendo a, = —g. Por conta disto, a velocidade vertical (vy)
varia. Desta forma, temos um Movimento Retilineo Uniformemente Variado (M.R.U.V.)

e sabemos que a, = %. Aplicando o limite (At — 0), tem-se que:

Avy  dvy
Ao At T at W
Integrando em relagdo a t em ambos os lados da ultima igualdade, com a condigdo inicial

t =0 e tomando T como tempo final, seque:

T T
J dvydtzj ay dt,

o dt 0
T T
w(t)| =ay-t],
0 0
"y(T) —vy(O) =qy- (T—0), tomando v(0) = Vo,
v (T) =vo, +a,T. (5.31)

Obtendo (5.31) que é conhecida como fun¢ao hordria da velocidade.

Por hipdtese ay, = —g, decorrendo que:
vy(t) =voy — gt substituindo por (5.28)
Vy(t) =vo sen(0) —gt, (5.32)

donde (5.32) é a fungcao hordria da velocidade na diregio vertical.

dy

B, substituindo em (5.31), temos:

Seguindo o raciocinio de trabalhar com a derivada, vy =

d
%ZV% +ayt.
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Integra-se ambos os lados da igualdade em relacao a t. Daf,

T T
dy
L I dt = L (vo, + ayt) dt,

T T T
y(t) :J Vo, dt+J ayt dt,
0 0 0
T 2T
a, -t
Y1) —y(0) =vo,t| + =1,
0 0
a, -T2 q,-0?
y(T):y(owvoy-(T—ow(Hz - ) tomando y(0) = v,
a, T?
y(T) =yo+vo, T+ yz (5.33)

A posigao vertical (y) é o correspondente a altura que a bola atinge ao longo do movimento.
Logo, (5.33) é conhecida como fungio hordria da altura.

Aplicando a condigao inicial, yo = 0 em (5.28), seque:

2

gt
y(t) :VOyt_ 7
gt
y(t) =wvo sen(0) t — 5 (5.34)

A funcao (5.34) tém caracteristicas de wuma curva parabolica. De fato, fazendo:
oo = vy sen(0) e B = 3, seque-se Yy = xt— Bt? = t(x — Bt), sendo uma pardbola de
concavidade voltada para baizo (—B < 0), uma raiz em t =0 e a outra em t = %
Ainda € possivel fazermos outra andlise: o campo de futebol é plano, logo, quando o jogador
chuta a bola, ela subird até uma determinada altura e, em sequida, descerd, atingindo o
chao. E, neste caso, o tempo de subida serda o mesmo que o de descida, pois ndo estamos
considerando a resisténcia do ar. Consequentemente, a trajetoria descrita pela bola serd
simétrica na subida e na descida, descrevendo uma parabola, conforme Figura 10, que
deduziremos a sequir. Também ¢é interessante observarmos que as fungoes (5.29), (5.31) e
(5.33) sdo as mesmas fungoes ja conhecidas nos estudos do M.R.U. e M.R.U.V. no ensino
médio.

Note que as fungoes (5.29) e (5.33) sdo fungées parametrizadas em t, no referencial
adotado. Entao, podemos encontrar a funcio que descreve a trajetoria do movimento em
termos de x ey, sem evidenciar o parametro tempo t. Para atingirmos este objetivo,
faremos manipulagoes algébricas com as equagoes (5.30) e (5.34). Isolando o pardmetro t

na primeira equacao, temos:
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e substituimos t, em sequida, na sequnda equacao:

2
- ox N _9( x
Yy = yg sen(0) (yg cos(e)> 2 (VO cos(9)> |

[ sen(0) g
vy= <cos(9) ) b 2V} cos?(0) <

9 2
=tan(0)x — ————— .
y = tan(0) x 29 cosl (0) X%, (5.35)

assim deduzimos a alturay em termos do deslocamento horizontal x.
Como jd era esperado, esta fungdo que representa a trajetoria do langamento obliquo

corresponde graficamente a curva parabolica. Assim, fazendo: x = tan(0) e p = m,
0

seque-se Yy = ax — Bx* = x(a— B x), sendo uma pardbola, semelhante a que deduzimos

anteriormente. O grdfico da trajetoria esta mostrado na Figura 10.

Figura 10 — Lancamento obliquo sem resisténcia do ar.
y -
5 E
Vo : hmax \_;2
0 !

0| X X

Fonte: O autor (2023).

Agora vamos obter a expressio do alcance horizontal da bola. Alcance este considerando
desde o momento que o jogador chuta a bola até ela cair no campo, sendoy = 0. Desse
modo, chamamos de alcance (L) a distancia entre x(0) = xo = 0 e o ponto de queda da
bola em x(T), tal que y(x(T)) =0. A partir de (5.35), igualamos y a zero:

9 2
tan(@)x — ——————x"=0
an(6) x 2v3 cos?(0) x ’

X - <tan(6) _2\;20cgoszw)x> =0.

Uma solugao imediata para a equagdo é x =0, que na nossa problemdtica corresponde ao
ponto onde o jogador chuta a bola, porém queremos determinar o ponto onde a bola caird
no campo apos o chute. Entao, este valor é determinado tomando a expressao que estd
entre parénteses e igualando a zero:

g
tan(0) — ——————x =0.
an(0) 2V} cos?(0) x
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Apds algumas manipulagoes algébricas, encontramos:

23 3] 3]
X = Yo COS(g ) sen( ), 2 sen(0) cos(0) = sen(20),

B v sen(20)

g

X =L (5.36)

Logo, a equagao (5.36) permite calcular o alcance no langamento da bola, dados vy e 0. Ora,
para esta situagao o alcance mdzximo (Lyax) ocorre para © = 45°, dado que 0° < 0 < 90°,
dai, 0 < sen(20) < 1. Dessa forma:

vo® sen(2-45°)  vo?

Lmax - -

9 g9

2

Portanto, o alcance mdximo ocorre em x = Liax = %.

Podemos destacar mais algumas propriedades da pardabola nesse fenomeno. Uma vez que
2
L v§ sen(20)

a pardbola € simétrica ao seu eiro de simelria que passa por Xc, assim X = 5 = B raa
Além disso, o tempo de subida € igual ao tempo de descida.

Com resisténcia do ar: A sequir, vamos analisar este movimento considerando a
resisténcia do ar, separando no movimento horizontal e no vertical, e faremos uma apro-
ximagdo da trajetoria nestas condicoes. Neste fenomeno com resisténcia do ar, temos a
forca da resisténcia do ar'® (ﬁmr) que € proporcional d velocidade (V), sendo a constante
de resisténcia do ar (b) uma constante de proporcionalidade: ﬁar = —bV. F ainda, a forca
da resisténcia do ar (ou forca de arrasto) caracteriza-se por ser na mesma dire¢io € no

sentido oposto ao da velocidade.

Figura 11 — Lancamento obliquo considerando a resisténcia do ar.

Y

y —

‘ VVOX X

Fonte: O autor (2023).

15 Em alguns livros de fisica, como em Thornton e Marion (2014), a forca da resisténcia do ar ¢ denominada
arrasto e é oposta & velocidade do objeto (particula).
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Figura 12 — Diagrama de forgas atuando sobre uma bola em movimento.

(a) Bola subindo. (b) Bola descendo.
Frazs Frar, 1707
]5' li Frary ]_D. i

Fonte: O autor (2023).

Movimento horizontal (eixo x) considerando a resisténcia do ar: Neste langa-
mento com resisténcia do ar (b) atuando na dire¢ao x, teremos a variagiao de velocidade,
logo teremos aceleragdo contraria ao movimento do corpo, conforme ilustrado na Figura 11.
A resisténcia do ar € uma forca (I?rmx) contrdria ao deslocamento horizontal da bola, con-
forme pode ser observado na Figura 12(a) e na Figura 12(b). Como Frar que € proporcional
a velocidade V, neste caso, temos que: Frar, = —bVvy. Entdo, pela sequnda lei de Newton,

temos:

iﬁ — Fres = Mq,
i=1

Max — Frarx>
d?x

M . ﬁ — —bVX
dv,

M. =—bv,

at v

l dv, _E

v, dt @M’

integra-se em relacao a t ambos os lados da ultima igualdade, com as mesmas condigoes

T] . b T
J LI dt:—J dt,

micials:

0o Vx dt M J,
T T
b
Infu ()| =—5;t
0 M 0,
b
In ox (T)] = I [, (0)] = ==+ (T —0),
b
In |VX(T)| =In |v0x| - M T.

Aplica-se a fungdo exponencial em ambos os lados da tultima igualdade, tem-se:

b
eI — glnivoxl—35 T,

v (T) = el e i T,
Ve(T) = vox - € M.
Substituindo com (5.27) na regra imediatamente acima e fazendo k = %, seque:

Vi (T) =vg cos(0) - e T, (5.37)
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com k sendo a constante da for¢a de retardo. Logo, (5.37) é a fungio hordria da velocidade
na diregao horizontal.
Vamos discutir o que ocorre na func¢io hordria da velocidade (5.37), quando fazemos T

crescer indefinidamente:

0
lim v (T) = lim vy cos(0) -;7”’2 0.

T— +o0 T— +o0

Consequentemente, a velocidade na diregdo horizontal vai para zero devido a agdo da forca
da resisténcia do ar, Frqr, isso dd um indicio que existird uma distancia mdxima que a bola
vai atingir, chamada de alcance mdzimo Lyox. A frente retomaremos a essa discussao.

Pelo cilculo diferencial, sabemos que % = Vy. Substituindo em (5.37), temos:

dx _
T v cos(0) - e

integra-se ambos os lados da ultima igualdade em relacao a t:

T T
d
L d—: dt = v COS(G)J e <t dt,

T 1 T
(t)] = (6) - (—) Bl I
X O Vo COS X O
x(T) —x(0) = vy cos(0) - (—L) (e kT —e k0, tomando x(0) = 0,
x(T) = vy cos(0) - (—l) (e T —1),
x(1) = eSO g ), (5.38)

Assim, em (5.38) deduzimos a fung¢io hordria da posicao horizontal ou do alcance.
Vamos discutir o que ocorre na fungao hordria da posi¢io horizontal em (5.38), quando

fazemos T crescer indefinidamente:

lim x(T) = _lim M (1 —VM/S?

T— +o0 T— +oo k

=202 . (5.39)

Consequentemente, a bola tende a cair no campo na posicio (, que chamaremos de valor
limitante para o alcance. Isso significa que existird um alcance mdximo para o lancamento.

A frente, também retomaremos a essa discussao.

Movimento vertical (eixo y) considerando a resisténcia do ar: Note que ao
consideramos a resisténcia do ar, o movimento tem aceleracao, logo a velocidade varia,
como ilustrado na Figura 11. Agora, a forca da resisténcia do ar (Frar,) atua na direcio y,
com a constante de resisténcia do ar (b) onde consideraremos o vetor forca da resisténcia

do ar contrdrio ao vetor velocidade, conforme pode ser observado na Figura 12(a) e na
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Figura 12(b). Neste caso, temos que: Fror, = —bvy. Utilizamos a sequnda lei de Newton:
i Fi = Fres = M a. Em notagao do cdalculo diferencial, escrevemos a, = “11% = dde:
i=1
M ay = Fres, s
M-‘:t‘j = —Frar, + P,
Mi\:*’ =—-bvy—Myg,
?ﬁfz—(ﬁlmy—kg), fazendok:%,
Cllvt“ =—(kvy+9J,
1 dv
v+ g . dity =—1. (5.40)

Vamos fazer uma mudanca de varidvel para integracio em (5.40). Seja P = kvy + g.

Derivando, temos Y- =k, apds algumas manipulagoes algébricas dvy = % d. Entao:

dvy
Toid
v oodat
T 1 dl.l) T
— T dt=—k| d
Jo P dt ¢ Jo b
T T
1n|ll)(t)| =—k-t|,
0 0
InP(T)| —In p(0)] = —k - (T —0),
In[{P(T)[ =Inp(0)[ = kT,

aplica-se a fungdo exponencial em ambos os lados da ultima igualdade, e tem-se:
el (T — g 0]}k T

ll)(T) — elnll])(o)\ . e—kT)
Y(T) =(0) - e, retornando para v,

k
vy (T) = (voy + ]g<> ce kT — %,

— g _ 9
vy (T) = vy - € kTJrEwa kT—E,
vy (T) = voy e kT — % (1—e kN
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Pelas condigoes iniciais, temos que para t =0, voy = v sen(0), entdo:

vy(T) = vo sen(0) - e ™7 — T (1 —e™7). (5.41)

Entdo, (5.41) € a fungao hordria da velocidade na diregao vertical.
Vamos discutir o que ocorre na fungdo hordria da velocidade em (5.41), quando fazemos

T crescer indefinidamente:

0 0
lim vy(T) = lim lvo sen(0) 9 (1 _;7‘”3 ,
T— +oco TS foo K
:—% = V7.

Consequentemente, a velocidade na direcao vertical vai para vr, que chamaremos de velo-
cidade terminal. Quando vt € atingida, a aceleracdo passa a ser zero, o que ocorre quando
a forca peso e a forca de resisténcia do ar se igualam. No entanto, muito provavelmente,
a bola tocard o campo com uma velocidade menor que vr. Note ainda que vy tem sinal
negativo que € correto, pois, conforme o referencial adotado, nessa situacao, a bola estd
orientada no sentido negativo do eiro Y.

Como vy € a velocidade, podemos escrever a velocidade em termos da derivada do desloca-

W e substituimos em (5.41), sequindo:

mentoy em relagio ao tempo t, vy = T

dy = v, sen(0) - et — 9. (1

dt k

Agora, integramos em relacao a t ambos os lados da tultima igualdade imediatamente

o efkt).

acima:
dy = ! —kt g —kt
J at 3= L {VO sen(0) - e L —e )} dt,

T T Ty

y(t) =J vo sen(0) - e dt—J Z.(1—e™Y at,
0 0 0 k

T g T
y(T) —y(0) = vy sen(0 )J —kt gt — kJ (1—e™*Y dt, 4(0) =0,
0

y(T) = vo sen(

y(T) = vp sen( ( L) e kT —e™0) — % .
( T

y(T) = vo sen( L) kT)—i~< +;ekT—;>,
y(T) = vo sen( L) 7kT)+%~ <]]<> (1 —e’kT)—%T,
YT = - (vosen@)+ 2} 1— 7 - S, (5.42)

Portanto, em (5.42) obtemos a fungao hordria da altura com resisténcia do ar.

Vamos discutir o que ocorre na fung¢do hordria da altura em (5.42), quando fazemos T
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crescer indefinidamente. A fim de facilitar a discussao, vamos separar a funcao em duas

partes (conforme seus termos) fazendo: y(T) = . — 3, em que

1
=1 (Vo sen(0) + ]9<> (1—e™ e
g
==T
b k
Dai, calcula-se os limites,
. L 1 g _ ] g
im0 = TBTOO [k | (”O sen(0) + ) - ( —MO] = (vosent@+ 3),
i _ 9

Dessa forma, nao temos um valor de convergéncia para a altura quando T cresce indefini-
damente.

Podemos discutir mais sobre este problema encontrando a funcdo que representa a trajeto-
ria do movimento da bola com resisténcia do ar, por meio de (5.38) e (5.42). Para isolar

o parametro t na primeira equacao, fazemos:

_ okt
x:vocos(9)~<] ¢ >,

k
k
ekt X° 5.43
¢ vy cos(0)’ ( )
k
—kt — -I o X
¢ vy cos(0)’

aplica-se a fungao logaritmica natural em ambos os lados da ultima igualdade, tem-se:

kit xk
e ) =t 1S
xk

1 xk
() o

Dai, basta substituir (5.44) na sequnda equagdo.

y= ]l (vo sen(0) + i) (1—e*y -2 t substituindo por (5.43)
]1 (VO n®) + i) [1 - 111 % L‘okg(eu)] - (g—k) n <1 - 3;:(9)))
]]( (vo sen(0) + i) l1 Yo C“(e))] + % -In (1 — VO(]:S((@J,

]]( (vo sen( +]9<> (1 ” cos(9)>+kgz' n<1_vo:o:(9)>’
y:L (vo sen( 9) (Vo cos| ) ]fz -In (1 _W(];:(e)>, k=%,
v= (tan(e bvo cos( > (1 N vaeis(@)) (5.45)
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Logo, em (5.45) deduzimos a altura y em termos da posi¢io horizontal x.

Ora, devido a agao da resisténcia do ar, esta func¢do que representa a trajetoria do lanca-
mento obliqguo ndo corresponde graficamente a curva de uma pardbola. Este seria o grifico
mostrado com detalhes na Figura 13.

Para finalizar esta modelagem, vamos discutir sobre o alcance que a bola pode atingir.
De (5.45) que descreve a trajetéria da bola, em quey estd em fungio de x, temos quatro
parametros que influenciam na trajetoria, a saber: vo, 8, M e b que sdo constantes. Assim,
esta discussao ndo se torna nada simples de ser feita, pois envolve uma equag¢do trans-
cendental e, portanto, nao podemos encontrar uma expressao analitica para T, exigindo
uso de outros métodos'® (como método da perturbagio ou método numérico, que ndo é
o objetivo neste trabalho). Entdo, direcionaremos a discussio para o estudo de um valor
limitante para o alcance. Chamaremos este valor limitante de (, onde Lyax € (X, C), Xc
sendo o ponto critico'” da trajetéria, ou seja, o valor de x em que a bola atinge a altura
mdzxima. Pelas ferramentas do cdlculo diferencial, de (5.37) pode-se notar que a posi¢io
horizontal x(t) dada em (5.38) é uma fungdao estritamente crescente, pois,

dx(t b
d(t ) =V (t) = vy cos(0) - e ™m"

> 0.

Ademais, do cdlculo do limite de x(t) para t tendendo a +o00, em que obtivemos (5.39) e

b

substituindo M

k, temos que
M, cos(0)
— by

Seque que os valores da coordenada x estao no intervalo 0 < x < (. Além disso, a condigdo

M 0 . . - A ,
X< (= %OS() ¢ necessdria para a condi¢io de existéncia do logaritmo'® em (5.45).

(=

Para completar esse raciocinio, verificaremos que { é uma assintota vertical®® para a

trajetoria da bola. De fato:

2
lim y(x) = lim (tan(@) + ng) X + Mg -In (1 — bx) = —00.

X O X— (- b vy cos(0) b? My cos(0)

A funcao trajetoria possui uma assintota vertical dada por x = (, sendo este o valor
limitante para o alcance, como apresentado na Figura 13. Sendo o grdfico construido com
valores arbitrdrios para melhor visualizac¢do.

Portanto, apos o tiro de meta, a bola atinge o campo em L onde x. < L < . Com isso,

16
17

Para ver o uso destes métodos pode ser consultado o livro Thornton e Marion (2014, p. 59).
O ponto critico x. é obtido calculando a derivada da fungao dada por (5.45) e igualando-a a zero, onde
localiza-se altura maxima da trajetéria da bola (ou quando (5.41)).
Para que o logaritmo exista a sua base tem que ser um nimero maior do que zero e diferente de um, e
outra condigdo é para o logaritmando, que deve ser maior do que zero. No caso do logaritmo natural,
basta verificar a condi¢ao de existéncia para o logaritmando, uma vez que a base ja atende a condicao.
Em notacgao, In(a) existe, se e somente se, a > 0.
A reta x = a é uma assintota vertical do grafico de y = f(x), se pelo menos uma das seguintes
afirmacoes for verdadeira: (i) lim f(x) = +oo; (ii) lim f(x) = 4o0; (iii) lim f(x) = —oo; (iv)
x—at Xx— a— x— at

lim f(x) = —oo (FLEMMING; GONCALVES, 1992, p. 282).

.

X—

18

19
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vimos que ndo temos uma erpressao em termos de funcoes conhecidas que nos dé o

alcance L, e menos ainda o alcance mazrimo Ly .. O que podemos dizer é que o alcance

;. , ;. . ~ My cos(0)
mdximo € préximo a C, ou seja, Lo & —5——.

Figura 13 — Trajetéria da bola, conforme (5.45).
Y

- — — — — - — — — — — —— — — —

x
[e)

L|.¢X

- - - - = - - — - - - - - - -

Fonte: O autor (2023).

Entretanto, note que a curva que representa a trajetoria da bola no inicio do langcamento,
y(0) assemelha-se a uma pardbola, como é possivel observar na Figura 13. Entdo, vamos

explicar porqué isso acontece retornando a fungao da trajetoria da bola, y(x). Assim, vamos

bx
Mg cos(0)

natural In(1 — z), por meio de uma Expansio em Série de Taylor na vizinhanca de zero.

chamar a expressao = z. Dai, faremos uma aprorimacdao para a fungdo logaritmo

Como x € pequeno, entao z também é pequeno, proximo de zero. Sabemos que a Expansao

em Série de Taylor para o In(1 —z) é dada por:

2 2 zZ"
111(1—2)_—2—?—?— ;,
n(1— bx _ bx B b% x? B
Mvg cos(0) )] Mg cos(8) 2 M2vy2 cos?(0)
1 bx "
S A 4
n (Mvo COS(G)) (5.46)

Dai, substituimos (5.46) em (5.45):

= [ tan(0) + M X+ Mg — bx — b x* —
v= bvg cos(0) b2 Mcos(@) 2 M2 vy? cos?(0)
v (b Y
3 M3v3 cos3(0) n \ Mv, cos(0) ’
g 2 bg 3 b g n
— tan(@)x — =~ x> - .
y =tan(6)x 2vp? cos?(0) 73 M3 cos?(0) x nMn—2yym cos™(0) x

(5.47)

Podemos notar que, se x for suficientemente pequeno em (5.47), o termo com x3 torna-se

desprezivel em relagcdo aos dois termos que o antecedem, o mesmo ocorre com oS termos
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de grau maior do que 3. Dessa forma temos uma aprorimagdo para a fun¢do y:

9 2
~tan(0)x — ————— 4
y an( )X 2\}02 COSZ(G) X ) (5 8)

comportando-se como uma fungdo quadrdtica, cujo grifico resulta numa curva parabolica
para valores proximos de zero. Por consequinte, mostramos que a trajetoria da bola, no
inicio do lancamento, assemelha-se a uma parabola para valores de x prorimos a zero, por
meto de uma aproximagdao em Taylor.

Ja discutimos anteriormente que nao € possivel encontrar uma expressao para o alcance,
mas com o mesmo raciocinio anterior, ou seja, utilizando a Expansao em Série de Taylor
nao seria possivel obter uma expressao que forneca uma aprorimacao para o alcance?
Vamos verificar que isso é possivel tomando (5.48) e olhando para esta expansao de primeira

ordem em b, escrevendo com a varidvel x em evidéncia:

g 5 bg 3
~tan(0)x — o ———— X" —
y ~ tan(0) x 2v2cos2(0) . 3Mvgdcos(0)
g bg 2
o B 5.49
y=x ( (o) 2vlcos2(0) © 3Mwvgd cos’(0) X) ) o)

para determinar o alcance L, devemos igualar (5.49) a zero,

. _ 9 _ bg 2\ _
X (tan(e) 2\)026032(9)X 3Mvo3cos3(9)x> =0.

Uma solucio imediata para a equagdo é x =0, que na nossa problemdtica corresponde ao
ponto onde o jogador chuta a bola. Mas queremos determinar o ponto em que a bola cai no
campo apos o chute. Entao, este valor é determinado tomando a expressdo que estd dentro
dos parénteses e igualando a zero novamente. Note que temos uma equagdo de sequndo

grau. Assim podemos resolver utilizando a formula de Bhaskara:

g bg 2
t — _ —
an(0) 2vo? cos?(0) x 3Mvy3 cos?(0) =0,

_ Ttel®) T \/(Zvoozm) 4 et - tan(0)
—2- WQT '
Vo3 cos3(0)

Apos algumas manipulagoes algébricas, encontramos:

X_3Mv0 cos(0) \/1+16va sen(
= 4b + 3Mg
N ~ 3Myq cos(0) _\/1+16bvo sen (

' 41

Xy =

3 My cos(0) \/ 16 b vy sen(0)
T ( "+ =30, 1 . (5.50)
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Note que x;1 resulta num valor negativo, o que ndo faz sentido para o problema. Entretanto,
16 kv sen(0)
39
mos uma aprorimacdo para a fungdo em w dada por \/1+w por meio de uma Expansdo

(5.50) pode ser melhor apresentada: vamos chamar a expressio =w. Dai, fare-

em Série de Taylor na vizinhanca de zero, para obter um polinomio:

2 n
\/1+w:1+&_l+...+(_1)n+1“’7

2 8 m+1)°
16 b vy sen(0) 162 b2 vy2 sen?(0) 16bvy sen(0) \™
\/1+]6bvosen(e):1+ Mg _ g +~~+(—1)“”( )
3Mg 2 8 m+1)
94 8bv, sen(0) B 32 b% vy sen?(0) FERITe (W)
B 3Myg 32 M2 g? m+1)
(5.51)

Para utilizar essa expansdo, devemos observar a ordem da expansao dey em b, que foi

. . 16b 0 ~
de primeira ordem, mantendo a mesma ordem na expansao de \/1 + ;"Tszn(). Entao,

usamos os trés primeiros termos de (5.51) para termos x; em primeira ordem de b. Dai,
substituimos (5.51) em (5.50):

[~ 3 My cos(0) 1 8b vy sen(0) B 32b%vy?sen?(0) _q
- 4b 3Mg 32 M2 g2 ’
3 Mg cos(0) 8By sen(0) 4bvy sen(0)
L~ . — 2 = 2
73N IMg 3Mg , sen(0) cos(0) = sen(20),
2
Vo~ sen(20) 4bv, sen(0)
N—— [T ——]. .52
t g ( 3Mg (5:52)

Portanto, com (5.52), determinamos uma expressio que fornece um valor aproximado para
o alcance.

Perceba que se fizermos b = 0 a expressao resultard em (5.36), que € o alcance sem
resisténcia do ar. Logo, a aprorimacao encontrada para o alcance, com resisténcia do ar,
faz sentido. Ademais, comparando-se as duas expressoes obtidas para o alcance, (5.36) e
4bvp sen

0
©)  tornando esse alcance
3Mg ?

menor que o alcance sem resisténcia do ar. Com isso se conclui a resolucdo dessa aplicacdao.

(5.52), note que a sequnda diferencia-se pelo fator 1 —

Analise dimensional: Mediante as conversas com o Professor 3 no decorrer da re-
solucao desta aplicagao, percebemos a necessidade de acrescentar uma breve discussao
sobre a andlise dimensional e pontuar uma diferenca dos pontos de vista entre a Fisica
e a Matematica. Na Fisica trabalha-se com as medidas (os nimeros e as suas unidades),
enquanto que na Matematica trabalha-se, em geral, com os ntimeros, sem levar em consi-
deragao as unidades envolvidas nos céalculos, colocando as unidades apenas no resultado
final. Faremos a analise dimensional de alguns termos e equacoes, conforme o Sistema
Internacional de Unidades (SI). A notagao adotada para indicar a unidade de medida
de uma grandeza ou equacao sao os colchetes. Por exemplo, para indicar a unidade de

medida da aceleracao, faz-se: [a] = m/ .
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i) Anélise dimensional da constante de resisténcia do ar b: Sabemos que Fqr = —bV,

donde:
kg~ rn/s2

m/s

com a andlise dimensional dessa equagao, conclui-se que [b] = kg/s.

b k
Consequentemente, conclui-se que [k] = s~'. Pois, k = M © k] = E/ i
g

i1) Anélise dimensional da fungao horéria da posi¢do na diregdo horizontal: Dada

[b] = kg/s,

a funcao

vy cos(0)
t) = ——
x(t) = "

vamos analisar a dimensao, termo a termo:

[vo cos(G)] m/s

' (1 o eikt))

= =m, sendo que cos(0) é adimensional,

k 1/s
(1 — e *') é adimensional, pois [k -t] = — - s.
S
Portanto, concluimos que [x(t)] = m, uma vez que ambos os termos possuem unidades

consistentes dimensionalmente.

bx )): Neste caso, basta analisar a

i17) Andlise dimensional do termo In (1 — Mo ees®)

dimensao de

)

[ bx ] _ kg/s-m
Mwvg cos(0)|  kg-m/s

bx

— ———>——) é adimensional, como deve ser um logaritmando.
Mvg cos(0) )

é adimensional. Logo, In (1

Acreditamos que, para os leitores que nao sao da area de Fisica, com essas ex-

plicagoes e andlises, ja seja possivel uma melhor compreensao deste tipo de discussao.

Aplicagcao numérica: Considere uma partida de futebol, onde o goleiro vai cobrar um
tiro de meta. A bola estd em repouso no campo de futebol a 5,5 m da linha de fundo, e o
goleiro faz um chute em dire¢do ao campo adversario. O chute do goleiro tem velocidade
de 32 m/s que faz um angulo de 40° com o solo. Determine a posi¢do que a bola cai
no campo considerando o movimento com resisténcia do ar e também o alcance da bola.
Admita a constante de resisténcia do ar b = 0,2158 kg/s, sendo que 0 < b < 1 e a massa
da bola de 430 g.

Resolugao. Para resolver este problema, precisamos fazer algumas consideracoes. Con-
sidere os dados a sequir: a massa da bola de 430 g e que o campo de futebol tem 110 m
de comprimento, vamos admitir a aceleragio da gravidade g = 9,81 m/s* e a constante
de resisténcia do ar b = 0,2158 kg/s que foi dada. Devemos ter atengio ds unidades de

medida, € necessario que todos os valores estejam com as unidades de medida do SI.
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) b 0,2158kg/s B
Assim, M = 0,43 kg*° ek:ﬂ :’0)43@/ =0,502s57".

Para determinar o ponto onde a bola cai no campo apos o chute do goleiro, devemos

calcular o alcance com resisténcia do ar.

[ — osen(26) (1_4kwsenw)>
g 39
2- . o M 7] ‘ : °
[ — (32m/s) Sen(22 40°) (1 40,502 32m/s2 sen 40 ) 1,47 m.
9,81 m/s 3-9,81m/s

Como o goleiro chutou a bola a 5,5 m da linha de fundo e a bola teve um alcance (apro-
zimado) de 41,47 m, entdo a bola caiu no campo a 46,97 m da linha de fundo de onde
o goleiro bateu o tiro de meta, pois 5,5 m~+ 41,47 m = 46,97 m. Também, podemos dizer
que a bola caiu 8,03 m antes do meio do campo, pois 55 m— (5,5m+41,47 m) = 8,03 m.
Portanto, a bola cai no campo a 46,97 m da linha de fundo de onde o goleiro bateu o tiro

de meta, tendo um alcance de 41,47 m.

A Figura 14 mostra graficamente a comparagao entre as duas trajetérias e os

respectivos alcances.
Figura 14 — Comparacao entre as trajetorias dos dois tipos de langamentos obliquos (com
e sem resisténcia do ar) e da trajetéria coma aproximagao linear.

25

—@— Trajetoria sem resist. do ar

20 == Trajetorio com resist. do ar

—%— Trajetoria - aprox. linear

15

10

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120

Fonte: Construido pelo autor, com uso no software Excel (2023).

Pode-se verificar, com os dados numéricos substituidos em (5.35), que a trajetéria
descrita pela bola sem resisténcia do ar corresponde a uma parabola, curva na cor azul.
Enquanto, a curva na cor vermelha, representa a trajetoria da bola sofrida a ac¢do da
resisténcia do ar, ficando evidente que esta trajetoria nao corresponde graficamente a
curva de uma parabola. Os célculos para gerar a curva foram feitos utilizando (5.45). A

curva na cor verde, foi gerada utilizando (5.49), correspondente a aproximagao linear.

20 Cabe uma explicacdo sobre as unidades de medida de massa: 430 g ¢ diferente de 0,43 kg porque sdo
medidas obtidas de instrumentos diferentes. Essa probleméatica vém da teoria de erros: toda a medida
obtida tem uma incerteza envolvida chamada erro. Para uma leitura um pouco mais aprofundada,
sugerimos o livco TAYLOR, John R. Introdugao a analise de erros: o estudo de incertezas em
medigoes fisicas. 2. ed. Porto Alegre: Bookman, 2012.
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Em resumo, destaca-se no problema da cobranca de tiro de meta numa partida de
futebol os seguintes elementos.
Dados: O problema trata do langamento obliquo de um objeto com massa M, velocidade
inicial vy, angulo de langamento 8¢ (0°, 90°), aceleragao gravitacional g e constante de
resisténcia do ar b conhecidos. Foi proposto obter as equac¢oes de movimento e fazer uma
discussao junto da trajetoria e do alcance da bola.
Consideragoes: Apods pesquisar em alguns livros de fisica e artigos cientificos com a
finalidade de entender como esses materiais abordam o problema, procuramos explorar os
conceitos e teoremas do Céalculo Diferencial e Integral, sem deixar de lado os conceitos da
Fisica.
Leis e principios da fisica e da matematica: Utilizamos: o principio da independéncia
dos movimentos simultaneos; plano cartesiano com referencial do movimento; decomposi-
cao de vetores; velocidade média no M.R.U.; derivacao pelo limite; integracao em t; EDO
separavel; aceleracao média no M.R.U.V.; equagodes paramétricas; segunda Lei de Newton;
forca da resisténcia do ar; otimizacao de funcao; calculo de limite e aproximacao de funcao
por Expansao em Série de Taylor.
Resultados: Equagoes de movimento sem e com resisténcia do ar: func¢ao horaria do
deslocamento horizontal; funcao horaria da velocidade; fungao horaria da altura; funcao
da altura em relagdo ao deslocamento horizontal. As trajetorias diferem-se nas duas si-
tuagoes estudas: sem resisténcia do ar, a trajetoria é parabdlica e com resisténcia do ar,
a curva sobre uma ‘deformacado’ possuindo uma assintota vertical em x = (. Sobre o
alcance, no lancamento obliquo sem a resisténcia do ar, deduzimos uma expressao para
o alcance e também para o alcance maximo, que ocorre para 0 = 45°. Por outro lado,
no lancamento obliquo com resisténcia do ar, discutimos que nao é possivel obter uma
expressao para o alcance, devido a equagao da trajetoria ser transcendental (ndo possui
solugdo analitica) e, do mesmo modo, para o alcance méximo. Dessa forma, o caminho
adotado nesta aplicagao, foi de fazer uma discussao baseada nas ferramentas do CDI a
partir da equacao da trajetoria y(x). Como elementos analisados destacam-se: crescimento
da funcao, ponto critico e assintota vertical.
Discussao: Um outro procedimento que poderia ter sido feito é, a partir das equacoes
de movimento com resisténcia do ar deduzidas, calcular o limite das func¢oes fazendo b se
aproximar de zero (b — 0). Dessa forma encontrariamos as mesmas equacoes deduzidas
em (5.29), (5.33), (5.31) e (5.45). Também, no ANEXO A, é apresentada outra abordagem
para um problema parecido que evidencia a resolugao por equagoes diferenciais ordinarias
lineares. O estudo do lancamento obliquo tem importancia em engenharia, por exemplo,

em lancamento de foguetes, em balistica e até no atletismo no lancamento de dardo.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

A presente investigacao almejou, por meio de uma pesquisa qualitativa e descritiva,
e via entrevistas realizadas com trés professores que lecionam em cursos superiores do
Instituto Federal Catarinense, Campus Rio do Sul, descrever e propor modelos matematicos
envolvendo equagoes diferenciais ordinarias que podem ser pensados para a aplicacao
nos cursos superiores oferecidos pelo IFC — Rio do Sul. Com este trabalho, procurou-
se apresentar propostas didaticas auxiliares de aplicacoes, ilustrando como conceitos e
teoremas matematicos podem ser utilizados para deduzir fenémenos relacionados aos
cursos dos estudantes.

Em relagao aos principais resultados sobre a proposi¢ao de modelos matematicos,
tendo a contribuicao dos trés docentes entrevistados, destacam-se as resolucoes e discus-
soes, a partir do olhar de um professor de matematica, dos seguintes modelos matematicos:
esvaziamento de um reservatorio — baseado na dinamica de fluidos usando a Equagao de
Bernoulli e Teorema de Torricelli, além da EDO separavel; controle de pH da fertirri-
gacao da cultura da mangueira — baseado na area de sistemas de controle, utilizando a
Transformada de Laplace e outras ferramentas do CDI; lancamento obliquo de um objeto
— baseado na segunda Lei de Newton e na EDO separavel.

Ademais, foram realizadas discussoes, com certa profundidade, como podemos en-
fatizar, na proposta do controle de pH da fertirrigacdo da cultura da mangueira acerca
da aplicagao das Transformadas de Laplace para resolver EDO e da necessidade de line-
arizagao de fungoes. Cabe também destacar as discussoes realizadas sobre o movimento
do lancamento obliquo de um objeto, principalmente, considerando a resisténcia do ar,
num ponto em que alguns livros da area da Fisica nao discutem: a auséncia de uma
‘férmula’ que permita encontrar o alcance maximo do objeto. E, ainda, fizemos as anélises
dimensionais de trés expressoes que, em geral, os livros de Matematica nao fazem.

Em relagdo ao mapeamento das dificuldades que marcam o ensino e aplicagoes de
EDOs nos cursos superiores oferecidos pelo IFC — Rio do Sul, os professores entrevistados
foram unanimes em dizer que boa parte dos estudantes possuem problemas conceituais,
principalmente, no que se refere a interpretagao da derivada, que é a base das equagoes
diferenciais, e consequentemente, na falta de significado das mesmas. E, tendo um outro
grupo de estudantes apontado com dificuldades nas operagoes matematicas.

O presente estudo apresenta contribuigoes tedricas e praticas. Quanto as contribui-
¢oes teoricas, destaca-se sobre os estudos de ensino de EDO, que trazem apontamentos
das dificuldades que os estudantes continuam demonstrando em sala de aula, indicando
um olhar mais atento sobre o ensino de matematica. Outra contribuicao tedrica levantada
neste estudo foi a discussao da equacao da trajetoria da bola com resisténcia do ar, equa-
¢ao (5.45), que nao possui solugao algébrica. Desta forma foi necessério utilizar métodos

numéricos ou trabalhar com fun¢des mais complexas.
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Referente a contribuicao pratica, a investigacdo propos modelos matematicos que
podem servir de inspiragao para uso na sala de aula aos professores que lecionam disciplinas
que abordam conceitos de EDO. Desse modo, estao evidenciadas as rela¢goes da matematica
com outras areas do conhecimento, conforme apresentado no segundo pardgrafo desta
secao.

Acerca das limitacoes presentes neste estudo, é importante ressaltar que foi restrita
aos cursos superiores do IFC — Rio do Sul. Assim, talvez, os dados obtidos em outras
institui¢dbes de ensino superior poderiam produzir resultados diferentes destes. Outra
limitagao constada foi que poderiamos ter explorado outros elementos em cada uma das
propostas. Como, no esvaziamento de um reservatorio, poderiamos determinar o nivel de
liquido no reservatorio no instante t. Por outro lado, na proposta do lancamento obliquo,
poderiamos explorar: a altura maxima atingida pela bola e o tempo total do movimento.
Pois, o objetivo dado nesta proposta foi, principalmente, de analisar a trajetoria e encontrar
uma aproximacgao para ela e ficamos restrito a essa situacao.

Posto isso, em relacao as futuras investigagoes, recomenda-se a exploracao de outros
elementos e andlises no langamento obliquo de um objeto com resisténcia do ar. Sugere-
se, portanto, que seja analisado a altura maxima atingida pela bola, o tempo total do
movimento e, também, a comparacao da trajetéria da bola com outros valores para a
constante de resisténcia do ar (b). Suspeitamos que pode ser possivel fazer investigagdes
usando, por exemplo, Equagoes de Diferencas Finitas relacionadas ao ensino médio.

Espera-se que as informagoes coletadas nas entrevistas possam auxiliar os docentes
na reflexdo das estratégias e planejamento nas aulas sobre os estudos de EDO, e princi-
palmente, de apresentar e discutir aplicagoes envolvendo equagoes diferenciais ordinarias
em cursos como Agronomia, FEngenharia Mecatronica e Fisica. Além disso, do ponto de
vista pedagogico, as discussdes expostas nas propostas de modelos mateméaticos apontam
para alguns t6picos matematicos que algumas vezes sao deixadas de lado (ou nao é dada

a devida importancia e significado) em aulas.
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APENDICE A - TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO
(TCLE)

Vocé estd sendo convidado a participar da pesquisa “Nocgoes de Equagoes Diferenciais
Ordinarias: algumas aplicagoes propostas por professores do Instituto Federal Catari-
nense — Campus Rio do Sul”, desenvolvida por Ruy Piehowiak, discente do Mestrado
Profissional em Matematica em Rede Nacional (PROFMAT) da Universidade Federal
de Santa Catarina, Campus Blumenau (UFSC), sob orienta¢ao do Professor Dr. André
Vanderlinde da Silva.

Mais especificamente, vocé estd sendo convidado a participar de uma entrevista que
versara sobre sua experiéncia em sala de aula com as aplicacoes de Equagoes Diferenciais
Ordinarias. Este convite também se deve a pesquisa estar voltada aos cursos superiores
do Instituto Federal Catarinense, Campus Rio do Sul (IFC - Rio do Sul), a qual vocé esta
vinculado como docente, que possuem disciplinas que fazem uso de Equacgoes Diferenciais

Ordinérias.

Este documento se chama Termo de Consentimento Livre e Esclarecido (TCLE). Nele
estao contidas as principais informagoes sobre o estudo, objetivos, metodologias, riscos e
beneficios, dentre outras informacoes. Este TCLE se refere ao projeto de pesquisa acima
mencionado, cujo objetivo é propor modelos matematicos envolvendo Equacoes Diferencias
Ordinarias que podem ser pensados para aplicagao nos cursos superiores oferecidos pelo
IFC - Rio do Sul. A pesquisa atende todas as especifica¢oes da Resolugao CNS n® 510/16.

Esta pesquisa caracteriza-se por uma pesquisa qualitativa, em que a coleta de dados sera
feita por meio de entrevistas. A entrevista serd do tipo semiestruturada, com perguntas
elaboradas a partir de um roteiro de entrevista. Se necessario, serao incluidas novas
perguntas no decorrer da entrevista. Estima-se que vocé precisard de aproximadamente
30 minutos para responder as perguntas. A entrevista somente serda gravada (registro
audiovisual) se houver autorizacdo do entrevistado. A entrevista serd realizada em um
unico encontro, no local e horario que vocé determinar, durante o més de margo ou abril
de 2023. A propésito, tem uma pergunta da entrevista que pode nao ter resposta imediata.

Neste caso, serd dado um prazo de 20 dias para sua formulacao e devolutiva ao pesquisador.

Os riscos envolvidos nesta pesquisa sao de constrangimento durante a entrevista e de sigilo
de dados. Pode haver algum desconforto durante a entrevista, constrangimento perante o
pesquisador e ocorre, involuntariamente, a violacao do sigilo de seus dados e informagdes.
No entanto, o entrevistador (pesquisador) teve todo o cuidado na elaboragao do roteiro de
entrevista que passou por aprovagao prévia do orientador, evitando eventuais desconfortos
ao participante. E garantido que o seu nome nao sera divulgado, sendo mantido o mais
rigoroso sigilo mediante a omissao de informagodes que permitam identifica-lo. Os dados

da entrevista serao transcritos e armazenados em arquivos digitais, para garantir uma
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maior fidelidade em seu registro, e o material serd armazenado em local seguro, a saber,
em pasta restrita hospedada no servico de armazenamento e sincronizacao de arquivos
“Google Drive” vinculado a conta do pesquisador. Da mesma forma, o tratamento dos
dados coletados seguira as determinagoes da Lei Geral de Prote¢ao de Dados (LGPD —
Lei 13.709/18) e o uso destes dados sera unica e exclusivamente para a pesquisa. Ao final
da pesquisa, todo material serda mantido em arquivo, por pelo menos 5 anos, conforme
Resolugao CNS n° 510/16. Vocé podera receber esclarecimentos antes, durante e apés a

finalizacao do processo.

Ao participar desta pesquisa, vocé nao tera nenhum beneficio direto. Entretanto, esperamos
que este estudo traga informagdes importantes das aplicagoes das Equagoes Diferenciais
Orinarias, de forma que o conhecimento que sera construido a partir desta pesquisa possa
contribuir com os professores e os estudantes no frequente uso de equagoes diferenciais
nos cursos diretamente envolvidos nesta pesquisa. Desta forma, ha beneficio indireto

relacionado com a sua colaboragao nesta pesquisa.

Sua participacao ¢ voluntaria e livre de qualquer beneficio financeiro. Vocé tem plena
autonomia para decidir se quer ou nao participar, bem como retirar sua participacao
a qualquer momento. Vocé nao sera penalizado de nenhuma maneira caso decida nao
consentir sua participagao, ou desistir da mesma. Contudo, ela é muito importante para
a execucao da pesquisa. Para confirmar sua participacao, vocé precisara ler todo este

documento e depois assinar no final dele.

Os resultados da pesquisa serao divulgados em palestras dirigidas ao publico participante,

relatérios individuais para os entrevistados, artigos cientificos e na dissertacao.

O Comité de Etica em Pesquisa com Seres Humanos (CEPSH) da Universidade Federal
de Santa Catarina (UFSC) é um 6rgao colegiado interdisciplinar, deliberativo, consultivo
e educativo, vinculado a UFSC, mas independente na tomada de decisoes, criado para
defender os interesses dos participantes da pesquisa em sua integridade e dignidade e para

contribuir no desenvolvimento da pesquisa dentro de padroes éticos.

Esta pesquisa foi aprovada pelo Comité de Etica em Pesquisa com Seres Humanos (CEPSH)
da Universidade Federal de Santa Catarina (UFSC). Caso persistam dividas sobre o
estudo, ou em caso de denuncias e/ou sugestoes, o Comité de Etica em Pesquisa com
Seres Humanos estd disponivel para atender vocé no Prédio Reitoria II, 7°andar, sala
701, localizado na Rua Desembargador Vitor Lima, n® 222, CEP: 88040-400, Trindade,
Florian6polis-SC. Telefone para contato: (48)3721-6094, no horario das 08h as 12h e das
14h as 18h, de segunda a sexta-feira. Vocé poderd também encaminhar um e-mail para:

cep.propesq@contato.ufsc.br.

Para contatar um dos pesquisadores da pesquisa, vocé podera encaminhar um e-mail, ligar

ou mandar mensagem pelo WhatsApp, a qualquer momento: Ruy Piehowiak, (47)98818-
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1733 e ruy.piehowiak@posgrad.ufsc.br.

Esse Termo foi elaborado em duas vias, que devem ser rubricadas em todas as suas paginas

e assinadas ao seu término.

Eu, concordo em participar voluntariamente da presente pesquisa como participante. O
pesquisador me informou sobre tudo o que vai acontecer na pesquisa, o que terei que
fazer, inclusive sobre os possiveis riscos e beneficios envolvidos na minha participagao.
O pesquisador me garantiu que eu poderei sair da pesquisa a qualquer momento, sem
dar nenhuma explicacao, e que esta decisao nao me trara nenhum tipo de penalidade ou
interrupgao de meu tratamento.

() Autorizo a gravagao da entrevista.

() Nao autorizo a gravagao da entrevista.

Nome do participante

Assinatura do participante

Local e data

Eu, Ruy Piehowiak, declaro cumprir as exigéncias contida no Art. 17, da Resolucao CNS

n° 510,/16.

Assinatura do pesquisador Assinatura do orientador

Local e data
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APENDICE B - ROTEIRO PARA ENTREVISTA

Metadados e orientacoes ]

Nome do entrevistado:

Nome do pesquisador presente:

Data: ) Local da entrevista:

Contato inicial:

[J Agradecer pela disponibilidade em receber o pesquisador.

(1 Apresentar, de forma breve, os objetivos da pesquisa.

(] Explicar as informacoes contidas no termo de consentimento de entrevista.
[] Solicitar a assinatura do termo de consentimento de entrevista.

[] Entregar uma via assinada pelo pesquisador para o entrevistado.

Procedimentos iniciais:

L] Preparar o gravador.

[J Iniciar a gravagao.

Caracteristicas socioeconomicas dos entrevistados:

o Idade:

 Descrigao da formacgao docente (Titulagoes e as respectivas areas):

o Tempo de servigo de docéncia:

o Tempo de servigo no Instituto Federal Catarinense:

o Regime de trabalho no Instituto Federal Catarinense:

« Curso(s) em que atua no Instituto Federal Catarinense:
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o Curso considerado para esta entrevista:

« (Quais sao as disciplinas que leciona no curso considerado para esta entrevista:

Questoes para entrevista ]

Observagao: Apos fazer cada pergunta explicar rapidamente quais sdo os objetivos desta

pergunta.

1. No seu entendimento, quais sdo os conhecimentos referentes as equagoes diferenciais

ordinarias demandados pelo seu curso de atuacao?

2. Quanto as aplicagoes dos conhecimentos referentes as equacoes diferenciais ordina-

rias, quais sao as dificuldades manifestadas pelos estudantes?

3. Quanto as aplicagdes dos conhecimentos referentes as equagoes diferenciais ordina-
rias, apresente/proponha um modelo matematico envolvendo EDOs com aplicagao

no seu curso de atuacao.

4. Na sua percepcao, a compreensao do modelo citado acima ¢ fundamental para a

formacao profissional do egresso? Justifique.

Consideracoes finais:
[ Perguntar ao entrevistado se ha alguma informacao adicional que gostaria de acrescentar
em relacao aos assuntos abordados durante a entrevista.

[] Perguntar se o entrevistado ficou com alguma duvida.

Finalizacao e agradecimento:
[0 Agradecer a disponibilidade do entrevistado em fornecer as informacoes.
[] Salientar que os resultados da pesquisa estarao a disposicao dele e, se tiver interesse,

devera entrar em contato com o pesquisador.
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ANEXO A - LANCAMENTO VERTICAL DE UM OBIJETO

Aula 15 — Complemento

Lista de Exercicios Resolvidos

Exercicio 15.1!

(7) Determine a equac¢ao de movimento para uma massa M que é atirada verticalmente
para cima a partir de um ponto do solo, sabendo que a resisténcia do ar é proporcional a
sua velocidade. (ii) Resolva a equagdo diferencial obtida no item anterior, sabendo que a
massa foi langada com velocidade inicial vy. (i) Encontre a altura maxima atingida pela

massa.

Solugdo:

(7) Consideremos o ponto de langamento, no solo, como a origem de nosso sistema de
coordenadas. Orientemos para cima a trajetoria e consideremos a ordenada x(t) como
sendo a distancia entre a massa e o ponto de origem, num tempo t. A massa M sofre
a agdo de duas forcas, a saber: a forca gravitacional de magnitude —M g, onde g ¢é a
aceleracao da gravidade, e a resisténcia do ar, de magnitude —xv onde v é a velocidade
da massa na direcao x e « é uma constante de proporcionalidade. Como o corpo é lancado
de baixo para cima, ambas as forcas estao dirigidas para baixo.

Utilizando a segunda lei de Newton, temos que massa X aceleragdo = resultante das forcas.

Entao,

dZ

M @X(t) =—Mg—av
d
=—-Mg—oa—x(t).
g— o x(t)

Dividindo os membros da equacgao acima por M, obtém-se

d? d

@X(t) + kax(t) =0,

onde definimos k = o/M; esta é a equacao desejada.

(i7) Esta é uma equagao diferencial ordindria de segunda ordem, linear e ndo-homogénea,
com coeficientes constantes. Para resolvé-la podemos utilizar o método de variagao dos pa-
rametros, mas como os coeficientes sao constantes empregaremos o método dos coeficientes

a determinar.

1 Este exercicio resolvido foi retirado do material didtico de Equacdes Diferenciais (Médulo 2 — Aula 15

— Complemento), do Centro de Educagio Superior a Distancia do Estado do Rio de Janeiro (CEDERJ).
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Primeiramente, resolvemos a equacgao diferencial homogénea a ela associada, ou
seja
d? d
—x(t) + k —x(t) =0.
<t k()

dx
Entao, sendo pr = v(t) temos

d
av(t) +kv(t) =0,

que ¢é separavel, com solucao

v(t) =cj e,

onde ¢y é uma constante de integracao. Integrando novamente temos
¢

x(t) = — e ' +ca,

onde c; é uma outra constante de integragao. Esta é a solucao geral da equacao homogénea,
uma vez que contém duas constantes arbitrarias.

Passemos agora a obter a solucao particular da equagao nao-homogénea utilizando
o método de coeficientes a determinar. O termo nao-homogéneo é a funcao constante
f(x) = g, que é um polindmio de grau zero em x. Por isso, procuramos uma solugao

particular na forma de um polinémio de primeiro grau,
Xp(t) = d] t+ dz,

onde d; e d; devem ser determinados. Substituindo a equagao acima na equacao diferencial
obtemos
kd =—g = d :—%,

o que quer dizer que uma solugao particular é

xp(t) :_%t+d2)

onde d; é uma constante. Finalmente, a solugao geral da equacao nao-homogénea ¢é obtida

somando a solucao da equacao homogénea com a solugao particular,

_ % e 9
x(t) = € kt+d3,

onde d; = ¢, + d; é uma constante.

Passemos agora a determinar as constantes ¢; e d3 por meio das condi¢oes dadas.
Sabemos que x(0) = 0, uma vez que escolhemos a origem dos espacos no ponto de
lancamento, a velocidade inicial é v(0) = vy. Introduzindo estas condiges na solucao geral
obtemos

x(0) = —! +d3 = 0;

\)(O):C1—%:\)o.
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Resolvendo este sistema para c; e d3 e substituindo o resultado na solugao geral encon-

tramos finalmente

uu:—_wg+kw)p—e*q—%t,

que é a solugao procurada.
(#i7) Para determinar a altura méxima devemos, primeiramente, obter o tempo de subida,

ou seja, o0 tempo que o corpo leva até atingir a velocidade zero (quando ocorre a inversao do

sentido do movimento). Derivando a solugdo encontramos a expressao para a velocidade:

| g

v(t) = - (g+kwvy) et — 2,

(t) X (g 0) X

Logo, devemos encontrar o valor de t que satisfaz a seguinte equacao:

1
—(g+kvy) et —

k
t=1ln<g+kv0>.
k g

Substituindo este valor de t na equacgao para x(t) encontramos o valor da altura méaxima,

1 g g 1 g+ kv
x=——(g+kv) [1——2—) 2. _p (2220
Xm kz (g+ VO) ( 9+kvo> Kk k Il( g >’

B 1 g g+ kv
_ k[wkm(g )]

=0,

~la

que é dado por

a saber
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