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INTRODUCAO

As discussdes de Raymond Duval sobre a aprendizagem matematica
nos remetem a dois aspectos fundamentais relacionados as atividades
docentes e discentes: um aspecto diz respeito as condi¢bes semiocognitivas
para que a aprendizagem possa ocorrer; 0 outro, que é decorrente dessas
condic¢es, também semiocognitivo, nos remete a uma analise das atividades
didaticas que possam ser desenvolvidas e andlise da producdo discente em
relacdo a essas atividades. No que segue, procurou-se dar elementos tedricos
em relacdo ao segundo aspecto, da andlise de atividades didaticas e da
producdo discente em atividades propostas.

Duval (1995, 2004A)! consubstancia no primeiro capitulo do livro a
sua ideia de aprendizagem matematica de cunho cognitivo e semiético. Para
tanto, ele criou uma nocao de representagdo semidtica que denominou de
registro para diferenciar de diversos autores que tém como base também a
representacdo semidtica. Para entender a proposta de aprendizagem
matematica desse autor sera necessario entender o que significa registro e
outros elementos que acompanham essa no¢do. Esse serd o primeiro ponto
que analisaremos a seguir.

Em um segundo ponto trataremos das funcgdes discursivas que
decorrem do uso da lingua natural na aprendizagem matematica.

Outro momento serd dedicado a aprendizagem da geometria que
guarda uma série de operagdes semiocognitivas especificas.

Cada capitulo contard com algumas referéncias para complementar e
aprofundar os assuntos discutidos.

Finalmente, analisaremos 0s elementos apresentados nos itens
anteriores e proporemos uma forma de refletir a preparacéo de aulas e analisar
a producdo discente como em uma analise a priori e a posteriori nos termos
da engenharia didatica de Douady (1986).

1 Anotaremos dessa forma o livro de Duval publicado em 1995 em sua versdo
original em francés e a versdo em espanhol de 2004A.
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CAPITULO 1

REGISTRO E HIPOTESE FUNDAMENTAL DE
APRENDIZAGEMM MATEMATICA

O registro de representacdo semidtica, ou simplesmente, registro,
segundo Duval (1995, p. 21; 2004A, p. 30) é um conjunto de representacdes
que apresentam trés atividades fundamentais: formacéao e duas operagoes
semiocognitivas que denominou tratamento e conversdo. O que significa
dizer que o registro ndo € um conjunto qualquer de representagdes, deve
apresentar essas trés atividades. Para Duval (1995, p. 21; 2004A, p. 30),

A questdo da relacdo entre semiose e noesis diz
respeito apenas aos sistemas que permitem essas trés
atividades de representacao, e ndo a todos os sistemas
semioticos.

Duval refere-se a semiose como a “apreensao ou produgdo de uma
representacdo semidtica; e noesis aos atos cognitivos como a apreensdo
conceitual de um objeto...” (1995, p. 2-3; 2004A, p. 14-15). Com isso ele
enfatiza a importancia da nogdo de registros. Veremos mais adiante o porqué
disso.

A formacéo de um registro diz respeito & maneira como esse conjunto
de representacdes semiéticas é constituido. Por exemplo, o conjunto dos
nimeros racionais Q ¢ bem formado: Q = {p/q, sendo p inteiro e q # 0 inteiro}.
Por essa definicdo, os racionais contemplam a atividade de formacao.

O tratamento refere-se a uma operagdo semiocognitiva no interior do
conjunto Q. E bem facil de ver que se pode operar com as quatro operacdes
basicas dois elementos quaisquer de Q. Além disso, 0 resultado dessa
operacao € outro elemento desse mesmo conjunto Q.

A conversdo diz respeito a possibilidade de um registro relacionar-se
com outro registro. No caso dos racionais ha muitas possibilidades: citemos
por exemplo a relacdo dos racionais com areas em figuras geometricas.



Um outro registro, o mais importante de todos, é o registro da
linguagem natural: contempla essas trés atividades, sendo a atividade de
formacdo uma constante aprendizagem. A parafrase é uma das operacdes
internas a esse registro, € um tratamento, mas existem outros tipos
tratamentos. A conversdo pode ser dar, por exemplo, entre o enunciado de um
problema e a equacdo ou expressdo matematica equivalente ao enunciado.

Alguns registros exigem muito da aprendizagem da sua formacéo
como é o caso, por exemplo, do sistema de numeracdo decimal posicional: os
problemas de “empresta um” ou “vai um” sdo bastante problematicos em
operacdes basicas com esse sistema e para supera-los sera também necessério
a aprendizagem da formacéo do registro e ndo s6 do tratamento em si mesmao.

O tratamento estd intimamente ligado a atividade cognitiva de
formagdo, como consequéncia disso, a conversdo também tem forte
dependéncia da formacéo do registro.

Alguns conjuntos semidticos ndo chegam a ser um registro, e podem
ser classificados em sistematico ou assistematico. Em Moretti (a ser
publicado) ha um estudo sobre esses tipos de conjuntos e mostra que
reconhecé-los tém implicacGes didaticas importantes.

O Quadro 1 apresenta uma pluralidade de registros, ndo sdo apenas
quatro, outros podem ser pensados no interior de cada um deles.

A partir desse quadro, fazemos as seguintes observacoes:

- 0s elementos dos registros sdo representacdes que podem ser classificadas
como discursivos ou ndo discursivos, € algoritmizaveis ou ndo: “os registros
discursivos permitem descrever, inferir, raciocinar, calcular, enquanto os
registros ndo discursivos permitem visualizar o que ndo é dado de maneira
visivel (Duval, 2004B, p. 51);

- 0s registros multifuncionais (tratamentos ndo algoritmizaveis) tém uma
larga utilizacdo até na vida cultural e social, prestam-se a uma gama muito
grande de operacGes de tratamento que, em geral ndo se prestam a
transformacdo em algoritmo. Ja os registros monofuncionais (tratamentos
algoritmizaveis) sdo especializados em algum tipo de tratamento — possuem
um carater iminentemente técnico.



Quadro 1: classificacdo de diferentes tipos de registros

utilizados em

matematica.
Caracteristica | Caracteristicas
Registros Tipos de tratamentos dos das
tratamentos | representacdes
Associacgdes verbais
(conceituais)
Descricao, definicéo,
expllcgg_aq X x Discursiva.
Raciocinio: - Nao sao

Lingua natural

argumentacdo a partir de
observag0es, de crengas...
- deducdo valida a partir
de definicdo ou de
teoremas.

algoritmizaveis.

Multifuncional.

Figuras
geométricas
planas ou em

perspectivas de
formas em 0D,
1D, 2D, 3D

Apreensdo operatéria e
ndo somente perceptiva.
Construcdo com
instrumento.
Modelizacdo de estruturas
fisica: (exemplo: cristais,
moléculas...)

N&o sdo

algoritmizaveis.

Discursiva.

Multifuncional.

Sistema
algébrico.
Sistemas de
escrita:
numeéricas
(binéria, decimal,
fracionaria);
algébricas,
simbolicas
(linguas formais)

Célculo literal, algébrico,
formal...

Séo
principalmente

algoritmizaveis.

Nao discursiva.

Monofuncional.

Gréficos
cartesianos
(visualizagéo de
variacoes)

Mudanga de sistema de
coordenadas.
Interpolacdo,
extrapolacao.

Séo
principalmente

algoritmizaveis.

Fonte: do autor a partir de Duval (2004B, p. 52).

Néo discursiva

Monofuncional.



1.1 Por que o uso de representacdo em matematica? A hipotese
fundamental de aprendizagem.

O uso de representagdes semidticas em matematica € obrigatério, por
uma razdo bastante simples, 0s objetos matematicos sdo ideais. Diferente de
outras disciplinas em que a criagdo de instrumentos, que permitem ter acesso
aos objetos real de estudo, como foi o caso, por exemplo, do microscépio na
biologia que deu o acesso aos elementos de uma célula, e a luneta na
astronomia inventada por Galileu Galilei que lhe permitiu ver com
proximidade os objetos celestes e estudar seus movimentos. Ja a matematica
cria 0s seus proprios registros como foi 0 caso do sistema cartesiano de
Descartes.

No entanto, ndo podemos nos esquecer, conforme afirma Granger, que
.. muitas vezes os conceitos matematicos foram forjados a proposito de
questdes colocadas pela observacdo empirica;” (1994, p. 59).

O esquema da figura abaixo retrata a proposta de aprendizagem

matematica sequndo Duval.

(13

Figura 1: Modelo de representacdo centrado na funcéo de objetivacéo.

Conceito, objeto cognitivo

representado
Tratamento Tratamento
Conversio coordenada
de A para B
Registro A o > Registro B
f Conversio coordenada \
N de B para A
Formaciao Formacio

Fonte: do autor a partir de Duval (1995, p. 67; 2004A, p. 68).
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A Figura 1 apresenta dois registros, e por serem registros possuem as
atividades de formacdo, tratamento e conversdo. Ndo é uma relacdo de
conversdo simples entre esses dois registros para que a aprendizagem possa
ocorrer, essa relagdo deve ser coordenada, e para isso, é preciso reconhecer
os elementos significantes em cada registros (formacéo), como operam
(tratamento) e como essa operagdo em um dos registros se relaciona com os
elementos e operagcdo no outro registro (conversdo). Veremos, a seguir, um
exemplo dessa situagéo.

Exemplo 1. Equacdo e gréfico da reta.

Consideremos as retas de equacdo y = ax + b, sendo a e b nimeros
reais. Esse conjunto de representacfes € um registro? Vejamos:

- formacdo. Esse conjunto é bem formado exatamente pela apresentacdo das
retas de equacdo y = ax + b, a e b nimeros reais;

- tratamento. As retas y = ax + b que estdo na forma reduzida, podem ser
transformadas em outras formas como a equacao geral, equacdo segmentaria
etc. Com a equacdo da reta é possivel, por exemplo, determinar algum ponto,
0 ponto de interseccdo entre duas retas etc.

- conversao. As retas y = ax + b podem serem relacionadas com retas no plano
cartesiano. De fato, a gente pode pensar uma reta no plano cartesiano ou a
equacdo dela.

Consideremos as retas y = ax + b, sendo a e b nlimeros reais,
posicionadas no plano cartesiano. Esse conjunto das retas no plano cartesiano
€ um registro? Vejamos:

- formacdo. Esse conjunto é bem formado com as retas posicionadas no plano
cartesiano;

- tratamento. Com uma reta no plano cartesiano é possivel determinar a
interseccdo dela com o eixo das abscissas; pode sofrer uma mudanca de
posicdo como em uma translacgdo etc.;

- conversdo. As retas no plano cartesiano podem estar relacionadas com as
retas de equacdo y = ax + b do sistema algébrico.
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Além das operacdes que cada um desses registros pode efetuar, uma
vez que o conjunto das retas de equacdo y = ax + b € um sub-registro do
“Sistema algébrico” e o conjunto das retas no plano cartesiano ¢ também um
sub-registro dos “Graficos cartesianos” (ver Quadro 1), destacaremos a
operacgédo de translagdo. Consideremos a reta na forma y — b = ax obtida a
partir da reta na forma reduzida y = ax + b, teremos no plano cartesiano:

- translacéo vertical de y = ax para cima em b unidades, caso b > 0;
- translacéo vertical de y = ax para baixo em b unidades, caso b < 0.
- no caso em que b = 0, a reta se mantém na origem do sistema.

Além das possibilidades que essas retas podem operar no interior de
cada registro, algébrico ou geométrico-cartesiano, ha uma operacao que guia
esses dois sub-registros que é a translacdo vertical. Observemos o exemplo a
sequir:

Figura 2: esboco do grafico de y = -3x + 5 a partir de y = -3x

Translacio vertical
algébrica y-5=-3x
y = -3X

)
- y =-3x \“
A A

—IT N

Translagao vertical
cartesiana

Fonte: do autor.

No sistema algébrico, a equacéo reta y = -3x + 5 é transformada em y
—5=-3x. Aretay = -3x é posicionada no plano cartesiano e sofre translacéo
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vertical em 5 unidades que transforma y = - 3x em y - 5 = -3x no sistema
algébrico, e no plano cartesiano, o deslocamento para cima em 5 unidades.
Essa ideia de esboco de curvas baseia-se essencialmente na operagédo
de translagdo. Diferentemente de Duval (2011A)? que tratou do esboco de
retas analisando as variagdes dos coeficientes a e b da equagdoy = ax + b
concomitante a variagcdo posicional da reta no plano cartesiano. Sé&o
perspectivas diferentes para 0 mesmo problema:
- 0 uso da translacdo pode ser facilmente estendido para outras fungdes ou
equacdes. Equacdes com mais de dois coeficientes, como é o caso por
exemplo das func¢des quadraticas, o estudo das variacdes dos coeficientes
pode se tornar muito confuso: para o caso de dois coeficientes da reta, Duval
(2011A) estudou 18 posicdes qualitativas diferentes o que tornaria essa
andlise impraticavel para um estudo com trés ou mais coeficientes. No
entanto, a partir desse estudo, ele estabeleceu uma possibilidade de esboco de
curvas que valoriza as variacdes dos elementos significantes em cada registro
e a caracterizou como sendo “interpretagdo global de propriedades figurais”,
mais adiante em Duval (2004B, p. 66) passou a denominar simplesmente de
“apreensdo global qualitativa”;
- 0 uso da translagdo como se pode observar no exemplo da Figura 2, valoriza
o coeficiente angular a, que nada mais é do que a taxa de variacdo (derivada
de primeira ordem) de y = ax + b, coeficiente muito importante na
interpretacdo de muitos problemas praticos. Sobre o uso da translacéo e outros
elementos no eshbogo de curvas, consultar o e-book Moretti e Sabel (2023).

1.2 A nocéo de congruéncia semantica e equivaléncia referencial

Na transformagdo de uma representacdo a outra pode surgir um
fenbmeno semiocognitivo que Duval denominou congruéncia semantica.
Este fendmeno pode ser ainda mais sensivel em transformacdes de
representacdes do tipo conversao, ou seja, transformacdes que ocorrem entre
dois sistemas semioticos distintos:

2 Este artigo € uma tradugdo do artigo denominado “Graphiques et équations:
L’articulation de deux registres” publicado por Duval em 1988.
13



A passagem de uma representacdo a outra se faz de
forma espontanea quando as trés condi¢cGes seguintes
sdo preenchidas: (1) correspondéncia semantica entre
as unidades significantes que as constituem; (2) a
mesma ordem possivel de apreensdo dessas unidades
nas duas representacOes; (3) e para converter uma
unidade significante da representagdo de partida em
uma s6 unidade significante na representacdo de
chegada (DUVAL, 1995, p. 5-6; 1004A, p. 17).

Duas representacdes podem ser congruentes, mas podem nédo possuir
a mesma referéncia, ou seja, o objeto a que elas se referem ndo sdo os
mesmos. E bom destacar também que duas representacbes podem ser
congruentes quando da passagem em um sentido e ndo serem congruentes no
sentido inverso.

Exemplo 2. Problema das bolinhas de gude
Consideremos o seguinte enunciado de um problema:
Francisco tem 20 bolinhas de gude a mais do que Mariana. Francisco e
Mariana tém juntos 230 bolinhas. Determine a quantidade de bolinhas que

cada um deles tem.

Se designarmos F a quantidade de bolinhas de Francisco e M a de
Mariana,

F+20=M,

¢ congruente com a frase “Francisco tem 20 bolinhas de gude a mais do que
Mariana”, mas o valor verdade mudou, ou seja, ndo ha equivaléncia
referencial. J& a expressao matematica,

F-20=M

14



ndo é congruente, mas mantém a equivaléncia referencial, ou seja, o valor
verdade, em ambos 0s casos, mantém-se 0 mesmo.

A expressao algébrica
F+ M =230,

¢ congruente e mantém a equivaléncia referencialmente com a frase
“Francisco e Mariana tém juntos 230 bolinhas.”.

A nocdo de congruéncia semantica é parte de um estudo maior, esta
inserida no estudo da compreenséo de texto (ver capitulo VI em Duval (1995;
2004A) e Moretti (2022B)):

- diz respeito & organizacao redacional do texto. Esse aspecto esta relacionado
aos trés critérios da congruéncia semantica ja mencionados anteriormente;

- relativo ao conteudo cognitivo que o texto pretende expressar. A issO
relaciona-se, nos critérios de congruéncia semantica, as unidades
significantes em cada registro (MORETTI; BRANDT; ALMOULOUD,
2022A). No entanto essas unidades podem ndo ser suficientes para espelhar
0 conteudo cognitivo como um todo. No caso das bolinhas de gude de
Francisco e Mariana, consideramos “F + M = 230 congruente com a frase
“Francisco ¢ Mariana tém juntos 230 bolinhas.” mesmo que o critério de
ordem de aparigdo das unidades significantes ndo é mantido. A razéo disso é
que a frase em lingua natural é bastante comum e ndo acarretaria algum
problema na conversédo para a equacao algébrica.

Os critéerios de nocdo congruéncia elaborados por Duval (1995,
2004A) pressupde dois registros, um de partida e outro de chegada. Em geral,
se sabe 0 que se quer e a avaliagdo do resultado fica mais evidente, basta
verificar se a mudanga de representacdo foi feita a contento. No caso do
problema do Francisco e da Mariana, o registro de partida é a lingua natural,
e o de chegada € o algébrico, e quando o aluno chega as formulacdes corretas
das equacdes, supbe-se que ele tenha compreendido o enunciado. Mas, a
situacdo ndo € a mesma quando ndo se pode usar esses critérios e, neste caso,
precisamos ir além e consultar a ideia de compreensao de texto.
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1.3 Resumo do capitulo 1
Conceitos basicos da teoria semiocognitiva

Nessa primeira parte, temos algumas palavras-chave importantes na
analise da producéo dos alunos e na preparacdo de atividades de ensino:

- registro; as atividades de formacgdo, tratamento, conversédo coordenada;
unidades significantes; congruéncia semantica e equivaléncia referencial.

Ainda no Exemplo 2 aparecem dois tipos de designacdo: F para
Francisco, M para Mariana; F—20 =M e F + M + 230 que sdo operacdes da
funcéo referencial, e que trataremos a seguir com mais profundidade no
estudo das funcdes discursivas da lingua.

1.4 leituras complementares
(A ordem de apresentagdo dos onze primeiros textos cientificos & uma
sugestdo de leitura).
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CAPITULO 2
AS FUNCOES DISCURSIVAS DE UMA LINGUA

O Capitulo Il em Duval (1995; 2004A) é dedicado as fungbes
discursivas de uma lingua. Fixaremos o nosso olhar nas fung@es discursivas
relacionadas principalmente a aprendizagem matematica. Duval (1995, p. 91;
2004B, p. 88-89) elenca quatro fungdes discursivas que resumidamente séo:
- a funcgao referencial que permite a designacédo de objetos;

- a funcéo apofantica que permite, sob a forma de uma proposicdo dizer
alguma coisa dos objetos que sao designados;

- a funcéo de expansdo discursiva que permite a ligacdo de uma proposicao
com outras proposicoes;

- a funcéo de reflexividade que permite, por aquele que enuncia, estabelecer
0 valor, 0 modo ou estatuto de uma expressao.

Neste trabalho iremos tratar das funcbes apofantica, referencial e
expansdo discursiva.

2.1 A funcao apofantica (enunciados completos)

Uma expressao que preenche a funcdo apofantica deve proporcionar
sentido completo em que “a expressao produzida toma um valor determinado
no universo cognitivo, representacional ou relacional dos interlocutores
(DUVAL, 1995, p. 111-112; 2004A, p. 105). Este valor pode ser légico (falso,
verdade), epistémico (certeza, possibilidade, absurdidade etc.) e social que
obriga a uma resposta, uma ordem a ser executada etc.

Figura 3: a funcdo apofantica e operacoes.

Operacdes Valores

Predicacio Légic? )
Ilocucao Epistémico
Predic. e ilocuciio Social

Funcio apofantica

Fonte: o autor a partir de Duval (1995, p. 111-120; 2004A, p. 104-113).



Uma das operagOes dessa funcdo é a predicacdo que permite ligar
uma propriedade, de uma relacdo a designacdo de algum objeto. A segunda
operacédo refere-se ao ato ilocutdrio que “por meio da produgdo de um
enunciado confere a este enunciado um valor social de algum ato que engaja
0 locutor ou o destinatario (DUVAL, 1995, p. 113; 2004A, p. 107). Sao
exemplos de ato ilocutério, solicitar, ordenar, aconselhar, questionar,
prometer etc.

Em relacdo as operacdes de predicacdo e ilocucdo, Duval (1995,
2004A) apresenta diversas formas de expressdes em lingua natural associadas
a estas duas operagoes:

- para a predicacdo a forma associada é a proposicao;

- para a ilocucéo, podem ser frases verbais ou nominais, uma so palavra, que
tomam um valor social de ordem, interpelagéo etc.;

- para a predicacgéo e ilocucdo, frase simples ou composta que prendem um
valor social de ordem, interpelacéo etc.

2.2 A funcéo referencial - designacéo de objetos

Duval (1995; 2004A), a partir dos trabalhos de Frege (1892) e Russel
(1905), nomeia quatro tipos de operacdes da funcéo referencial e trés Iéxicos
dessas operac@es, conforme apresentamos na Figura 4 a seguir.

- As operac0es de designacao

A designagdo pura é um ato de identificagdo de um objeto. Quando eu
designo M como sendo a quantidade de bolinhas de gude que Mariana possui,
estou atribuindo a letra M uma identificacdo que a letra escolhida ndo possui
nenhuma significacdo, apenas, nesse caso, tem uma caracteristica mnemaénica
por ser a letra inicial do nome Mariana.
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Figura 4: a funcdo discursiva referencial, operacdes e 1éxicos.

Operacoes

Léxicos

Sistematico
Associativo
De extensio semantica

Designacio pura
Categorizacao simples
Determinacao
Descricao

Funcio Referencial

Fonte: o autor a partir de Duval (1995, p. 98-105, 2004A, p. 94-104) e Duval
(2020, p. 40-41).

Em algumas situacGes se pode recorrer a diversas nomeagfes em uma
mesma expressdo, como por exemplo, “seja h a altura relativa ao lado AB do
tridangulo ABC”: o tridngulo possui trés alturas, essa designagdo identifica
uma delas. Essa mesma frase pode ser enquadrada também como uma
operacdo de categorizacdo simples uma vez que identifica o objeto por uma
de suas qualidades que € o fato de ser uma das alturas, aquela relativa ao lado
AB.

A operacao de determinacdo é um tipo de designacdo em que o objeto
é precisamente identificado pela operacdo de categorizacdo, como por
exemplo, “seja p um ntimero par”. Ja a operacdo de descricéo, identifica um
objeto por meio de diversas categorizagcdes como por exemplo “seja P o ponto
de intersec¢ao das medianas de tridngulo™. NO caso, esse ponto tem um nome
que é baricentro. No entanto, uma lingua nem sempre tem nome para todos
0s seus objetos, por essa razdo é importante recorrer a operacao de descricao
para designar um objeto. Isso ocorre também na vida social em que alguém
nédo lembra o nome do objeto, mas o identifica por uma série de caracteristicas
funcionais ou propriedades desse objeto: “eu ndo me lembro do nome, mas
fala que serve para apertar parafusos” por esquecer do nome “chave-de-
fenda”.

Além dessas quatro operacdes de designacdo que muitas vezes se
confundem, Duval (2020) acrescenta uma outra, a operacdo de designacao
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funcional. para equacionar um problema, muitas vezes sera necessario saber
apresentar duas expressdes simbdlicas com sentidos distintos:

... uma letra sendo escolhida para designar um dos
dados do problema, a segunda, um sintagma
operatdrio® construido com essa letra para designar
funcionalmente o outro dado do problema.
Equacionar os dados de um problema consiste em
alterar o registro de representacdo, no qual os dados
sdo apresentados (DUVAL, 2020, p. 40-41).

No Exemplo 2, tratado anteriormente, designamos por F a quantidade
de bolinhas que Francisco tem, M a quantidade de Mariana e a designacao
funcional F - 20 =M ou (F = M + 20) para a frase “Francisco tem 20 bolinhas
de gude a mais do que Mariana.”.

- Os léxicos das operacdes de designacao

Os léxicos referem-se as palavras, simbolos ou signos utilizados para
permitir que uma das operacdes de designacdo possa ser efetivada. Para a
operacéo de designacédo pura basta uma um signo (uma letra, uma palavra), a
Unica restricdo é de que ndo se pode usar 0 mesmo signo para mais de uma
designacdo. Ja os Iéxicos sistematicos sdo constituidos da seguinte maneira:
“considera-se um conjunto de objetos elementares e suas designacdes a partir
de simbolos arbitrarios, os objetos complexos séo entdo designados a partir
desses ultimos” (GRANGER (1979, p. 24)* citado por DUVAL (1995, p. 101;
2004A, p. 97)). A escrita de um nimero na base decimal é um exemplo,
qualquer um desses nimeros comporta apenas signos de 0 a 9 da base
decimal. Para indicar outro nimero que ndo seja natural, serd preciso
adicionar outros signos como um traco horizontal, por exemplo, para o caso
de um numero negativo. O que mostra que para 0S racionais sera preciso

$ DUVAL (2020, p. 26) chama de sintagmas operatérios os escritos simbdlicos
(expressBes numéricas ou algébricas).
4 GRANGER, G-G. Langages et épistémologie. Paris: Klinksiek, 1979.
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acrescentar outros objetos elementares de base: traco horizontal para o caso
dos racionais negativos, barra de fracdo ou outro signo para representar a
divisdo, virgula para indicar um nimero decimal e algum signo para indicar
um racional na forma de uma dizima periddica ou em notacéo cientifica.

2.3 A funcao de expanséo discursiva de um enunciado completo

Sdo duas as operacOes da expansdo discursiva e diversas formas,
conforme apresentamos na Figura 5. O célculo, a argumentacdo e a deducao
sdo decorréncias do papel dessa funcdo: na resolucdo de problemas, as
funcbes discursivas referencial e apoféantica desempenham um papel
semiocognitivo; a ponte com os elementos puramente matematicos de
resolugédo so virda com a funcao de expansdo discursiva. No Exemplo 2, das
bolinhas de gude da Mariana e do Francisco, a resolucéo do sistema formado
é papel da expansdo discursiva: veremos mais a diante como classificar esse
tipo de expansao.

A Figura 5 a seguir apresenta as operacfes e formas da funcdo
discursiva que € completada pelo Quadro 2 mostrada mais adiante.

Figura 5: Operac6es e formas da funcdo de expansao discursiva

Formas

Similitude Similitude
interne externa

Operacoes

Similitude | Expansio Expansio
semiotica lexical formal

Substituicio
Acumulacio

Similitude | Expansdo | Expansio
seméntica | natural cognitiva

Expansio discursiva

Fonte: do autor a partir de Duval (1995, p. 129; 2004A, p. 117).

A operacao de substituicdo funciona como no calculo, por exemplo,
na resolucdo de uma equacdo: o0 passo seguinte se faz em funcdo do passo
anterior e assim sucessivamente.
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Ja na operacdo discursiva de expansdo por acumulag¢do, como o
proprio nome diz, tomando por base o discurso, “requer uma compreensao
sindptica de todas as frases assim como todas as relagdes existentes entre elas
(Duval, 1995, p. 354-355; 2004A, p. 303). E por essa raz&o que muitas vezes
um grafico, uma tabela que sintetiza todos os elementos presentes em um

discurso permite com mais facilidade a sua compreensao.

O quadro a seguir sintetiza grande parte dos mecanismos da funcédo de

expansao:

Quadro 2: mecanismos de expanséo.

Similitude Similitude
o ; Algumas N
semiotica ou interna ou P Situagdes encontradas
A caracteristicas
semantica? externa?
Retomada de
s uma mesma N .
Semiotica: Interna: - . Associacdes verbais,
x - unidade lexical .
Expansédo certos continuidade sob a forma gracejo,
lexical significantes sem enunciado fonética linguagem do
sdo retomados alvo iy inconsciente
auditiva ou
gréfico visual.
o Externa: Recurso
Semidtica: L . L .
x continuidade exclusivo aos Raciocinio dedutivo,
Expansao certos com simbolos: calculo proposicional
formal significantes . N - . proposic '
x enunciado notacdes, escrita | Calculo de predicados
sdo retomados o
alvo algébrica etc.
Descricdo, narragdo,
argumentacao retorica
Semantica: Interna: Séo (silogismo aristotélico).
Expanséo significantes continuidade conhecimento (Proposicéo de
natural | diferentes, mas | sem enunciado da lingua é estrutura rematica
0 mesmo objeto alvo suficiente. predicativa).
Raciocinio por
absurdo.
Exige Explicacdo
A i L Externa: 19 . ,p_ G0
Semantica: . conhecimentos Raciocinio dedutivo
x e continuidade L -
Expansdo | significantes com de definicoes, (Proposicéo de
cognitiva | diferentes, mas . regras para um estrutura rematica
. enunciado S g
0 mesmo objeto alvo dominio de condicional).

Fonte: a partir de Duval (1995, p. 129, 2004A, p. 117).

conhecimento.

Raciocinio por absurdo
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Em uma sequéncia de frases, as formas associadas a funcdo de

expansdo discursiva sao aquelas que permitem que se reconheca uma unidade
de propoésito. “O principio de uma relagdo de continuidade entre duas
unidades apofanticas [unidades de frases completas] é simples, repousa sobre
a existéncia de uma similitude entre as duas frases.” (Duval, 1995, p. 126;
2004A, p. 125):
- similitude semiotica quando ha uma repeticdo de palavras, simbolos etc.,
repeticdo dos mesmos significantes. No caso do problema das bolinhas de
gude, 0 nome das criancas “Francisco” e “Mariana” desempenha esse papel;
- similitude semantica quando frases, expressfes matematicas que possuem
sentidos diferentes, mas que remetem a um referencial equivalente. Por
exemplo, 1, 10° 6/6, 5 — 4.

Em geral, essas duas similitudes (semidtica e semantica) ndo sao
suficientes para garantir a continuidade do discurso, pode ser que essa
continuidade exija um enunciado alvo. A isso, Duval (1995, p. 128-129,
2004A, p. 116-117) se refere a similitude externa, que ocorre quando a
passagem de uma frase a outra é feita de forma indireta, é preciso um
enunciado alvo. S&o desse tipo as expansdes na aplicagdo de teoremas,
definicGes, regras de substituicdo etc.

A similitude interna, é o caso mais simples em que uma frase passa
para outra sem a necessidade de uma frase alvo, isso ocorre na situacdo em
que sao suficientes conhecimentos da lingua para que essa passagem possa
ser efetuada. E o caso, por exemplo, das frases:

Choveu hoje. Varios carros derraparam.

O termo chuva, que deixa a pista molhada, causa a derrapagem dos
carros, € um exemplo de expansao natural: similitude seméantica, por conta
dos termos “chuva” e “pista molhada”, associada a similitude interna uma vez
que é suficiente conhecer a lingua corrente, ou seja, ndo ha exigéncia de
conhecimentos especializados.

Na expansdo formal o recurso se d& exclusivamente por meio de
simbolos como no célculo proposicional e célculo de predicados. Ja& na
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expansao cognitiva, ha exigéncia de conhecimentos, definicdes e regras de
um dominio em particular de conhecimento.

Uma diferenca radical entre a expansdo natural e a cognitiva: € que a
expansdo natural se caracteriza pelo emprego comum da lingua enquanto a
cognitiva exige conhecimentos especializados da lingua.

A expanséo lexical ocorre por similitude interna, ou seja, ndo envolve
enunciado alvo e acontece com a retomado de um mesmo Iéxico
fonético/auditivo ou grafico/visual.

A diferenca crucial entre a similitude semi6tica e similitude seméntica
é que na similitude semiotica ha a presenca de significantes enquanto na
semantica sdo os sentidos diferentes para o mesmo objeto que tomam
importancia. Ja as similitudes interna e externa diferenciam-se pela presenca
ou auséncia de um enunciado alvo.

Sobre essas formas da expansdo discursiva, Duval (1995, p. 129;
2004A, p. 117) ressalta que ha uma forte oposicéo, duas a duas entre as formas
mostradas nas diagonais do quadro apresentada na Figura 5, ou seja, lexical
versus cognitiva e formal versus natural, ndo havendo ponto em comum entre
elas: esse tipo de oposi¢do acontece por conta da similitude interna ou externa,
ou seja, se ha ou ndo um enunciado alvo. No entanto, se olharmos em coluna,
essas formas podem ocorrer também de forma combinada.

2.4 As funcgbes discursivas e 0 raciocinio

O raciocinio, na atividade em matematica, faz uso decisivo da
linguagem. Para Duval (1995, 2004A) o raciocinio diz respeito ao caminho
que, a partir de uma ou mais proposi¢des, chega-se a uma outra
proposi¢éo como conclusédo (p. 211; p. 187).

A demonstragdo em matematica ¢ o raciocinio por exceléncia, ‘e
somente os raciocinios validos ¢ que tem for¢ca de demonstragao” (DUVAL,
1995, p. 212; 2004A, p. 188). Ja argumentacdo nao obedece, necessariamente,
aos critérios de validade, mas aos critérios de pertinéncia uma vez que a
argumentacdo tem como objetivo convencer alguém de alguma coisa.
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A Figura 6 mostra claramente que o raciocinio segue dois caminhos,
0 da expanséo discursiva por acumulacdo (ou composicao) e da expansao por
substituicdo que é caracteristica do calculo. J& a deducédo pode ocorrer tanto
por substituicdo quanto por acumulagdo. A argumentagdo quando obedece
aos critérios de validade, se torna dedugéo.

A figura a seguir, Duval apresenta o raciocinio em funcéo da expanséao
discursiva:

Figura 6: raciocinio e expansdo discursiva.

Relato :

Expansdo discursiva

\

Raciocinio

: Descrigdo :

Exp]icaqﬁo?

Expansao por
acumulacio =
(ou composi¢ao)

Expansao por
substituicao

—
; —t l
m
A H

de proposicao,

Inferéncia de predicados,

S diferencial.
REGISTRO DA LINGUANATURAL i REGISTROde
: ESCRITAS SIMBOLICAS
J \ : (escrita de nimeros,
i escrita de literais,
MODO ORAL MODO VISUAL linguas formais...)
de expressdo de expressao

Fonte: Duval (2004B, p. 106).

Segundo Duval “O raciocinio pode ser definido como a forma de
expansao discursiva orientada para um enunciado alvo...” (1995, p. 233;
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2004A; p. 204-205), que € o caso da demonstragdo em matematica em que o
enunciado estd sempre explicito, enquanto no caso da argumentacdo pode
estar implicito.

2.5 Resumo do capitulo 2

As funcbes discursivas fornecem elementos importantes no
detalnamento da analise a priori e a posteriori. Sintetizamos no quadro
abaixo esses elementos-chave:

Quadro 3: palavras-chave relacionadas as funcdes discursivas

Operacoes Valores Operagoes
et Léxicos
Predicacio Logico . —
Tlocucio Epistémico Designacdo pura Slsten_mt.nco
Predic. e elocugio Social Categorizago simples Associativo
Determinacio De extensdo semantica

Funcio apofantica Descrigdo

Des‘ig. funvcional“
Funciio Referencial

Formas

Similitude Similitude
interne externa

Operacdes

Similitude | Expansao Expansio
semiotica lexical formal

Substituiciao
Acumulacio

Similitude | Expansido | Expansio
semantica | natural cognitiva

Expansio discursiva

Fonte: a partir de Duval (1995, p. 88-132, 2004A, p. 86-121).

No caso ainda da expansdo discursiva, considerar o Quadro 2. Sobre
o raciocinio, a Figura 6 sintetiza os elementos-chave relacionados a expansao
discursiva no raciocinio.
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CAPITULO 3
APRENDIZAGEM DA GEOMETRIA

A aprendizagem da geometria é pautada, segundo a teoria de Duval
(1995; 2004A), em diversas operacGes semiocognitivas. Aqui, iremos nos
referir ao caso dos problemas de geometria que envolvem enunciado com
figuras. Séo trés os conjuntos de operagdes: - as apreensdes em geometria; -
os tipos de olhares; - a desconstru¢do geométrica — mudanca de dimensao. Ha
ainda a apreensdo sequencial que é requerida na construgdo geométrica que
ndo vamos nos referir aqui. uma vez que 0s estudos sobre essa apreensdo
ainda s&o muitos timidos.

3.1 As apreensdes em geometria

A apreensdo perceptiva é a mais importante das apreensdes uma vez
que todas as outras dela dependem. Ha duas delas, conforme destaque de
Duval (2012B), uma que é imediata que depende com bastante exclusividade
da organizacédo dos elementos visuais e outra controlada que leva em conta o
gue consta no enunciado, ou seja, ela se junta a apreensao discursiva:

Estas duas atitudes encontram-se geralmente em
conflito porque a figura mostra objetos que se
destacam independentemente do enunciado e que 0s
objetos nomeados no enunciado das hipdteses nao sdo
necessariamente aqueles que aparecem
espontaneamente (DUVAL, 2012B, p. 120, 121).

Em muitas situacGes, uma figura ainda ndo estd pronta para que a
resolucdo possa ser implementada. Nesse caso, entra em jogo a apreensao
operatoria que permite diversos tipos modificacbes imaginadas na figura
como mostra 0 Quadro 4 a seguir. Entre essas modificacbes em uma figura, a
mais comum é a reconfiguragdo intermediaria.



Quadro 4: tipos de modificacdes em uma figura geométrica.

Fatores que
interferem na
visibilidade

Tipo de modificacéo Operacdes que constituem
figural a produtividade heuristica

MODIFICACAO - Reconfiquracio - Caracteristica
MEREOLOGICA gurag convexa ou n&o

e . intermediaria
(decomposicao da figura « convexa das partes
- Imersdo

em subfiguras) elementares
MODIFICACAO - Superposibilidade j ;gﬁ:;bnmento
OTICA - Anamorfose parct x
- Orientacéo
_ - Estabilidade das
MODIFICACAO DE - Rotacéo referéncias do campo
POSICAO - Translagéo perceptivo para o

suporte das figuras
Fonte: Duval (2012B, p. 127).

Moretti e Cans (2024) propdem uma releitura de algumas operacdes
semiocognitivas desenvolvidas por Duval (1995, 2004A) para a
aprendizagem da geometria conforme mostra a figura a seguir:

Figura 7: as apreensdes em geometria

A. perceptiva A. perceptiva  A.discursiva  A. operatéria
imediata | |

v

A. perceptiva
atentiva

v

A. heuristica

Fonte: Moretti e Cans (2023, p. 309).
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Dividimos a apreensao perceptiva em duas: uma que segue as leis da
psicologia da forma, apreensdo perceptiva imediata, algumas vezes
mencionada por Duval (1995, 2004A). Outra que denominamos de
perceptiva atentiva que se organiza de forma simultanea em volta da figura
e do enunciado do problema e ainda tem o papel fundamental de identificacao
(veremos mais adiante exemplos dessa situacdo). Finalmente, a apreensao
heuristica que surge da sinergia entre apreensao atentiva e a apreensao
operatéria.

3.2 Principios gestaltico na organizacao de figuras

Gomes Filho (2004) aponta diversos elementos de uma figura que
podem ser determinantes na organizacao quando a apreensdo se da de forma
espontanea, como € o caso da apreensdo perceptiva imediata: Segregacao e
unificagéo séo forcas mais simples que regem o processo de percepcéo da
forma visual (GOMES FILHO, 2004, p. 20); Descontinuidade na formacao
de unidades figurais é necessario que haja descontinuidade de estimulacédo
(ou contraste); Fechamento em que “As for¢as de organizagdo dirigem-Se,
espontaneamente, para uma ordem espacial que tende para a unidade em
todos fechados, segregando uma superficie, tdo completamente, quanto
possivel do resto do campo” (GOMES FILHO, 2004, p. 21); Boa
continuacgdo “...¢ a impressao visual de como as partes se sucedem através
da organizacéo perceptiva de forma coerente, sem quebras ou interrupc¢des na
sua trajetoria ou na sua fluidez visual (GOMES FILHO, 2004, p. 33);
Proximidade que “Em condigdes iguais, os estimulos mais proximos entre
si, seja de forma, cor, tamanho, textura, brilho, peso, direcdo, e outros, terdo
maior tendéncia a serem agrupados e a constituirem unidades (GOMES
FILHO, 2004, p. 34); Semelhanca em que “A igualdade de forma ¢ de cor
desperta também a tendéncia de se construir unidades, isto é, de estabelecer
agrupamentos de partes semelhantes (GOMES FILHO, 2004, p. 35). Em uma
figura, a proximidade e semelhanca concorrem para formacéo de subunidades
figurais; Pregnancia de forma ou forca estrutural é uma lei basica da
Gestalt, tendéncia de uma estrutura resultante tdo simples quanto as condi¢6es
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permitirem, no sentido da harmonia e do equilibrio visual.

Outros elementos gestalticos podem influir na organizacéo de figuras
ou imagens, como as cores, simetrias, perspectiva geomeétrica, ilusdo oética,
harmonia etc. Maiores aprofundamentos podem ser encontrados no livro
classico de Koffka (1936), em Guillaume (1979) e Gomes Filho (2004).

3.3 Desconstrucdo geométrica e mudanca de dimensao

As mudancas de dimensédo sdo possibilidades bastante comuns na
resolugédo de problemas em geometria com figuras:

Figura 8: Unidades significantes figurais

Objeto visivel

/\

Dimensio 0 Dimensao 1 Dimensao 2
Forma Forma
retilinea curva
Forma Forma Aberta Fechada Aberta Fechada

! retilinea curva D ‘/\— O
. —Lx O Q O

Ponto Reta ou parte Arco, Angulo, Triangulo, Curvacom  Oval,
de uma reta curva cruz quadrado, ponto duplo, redondo
retangulo  cuaspide

Fonte: Duval (1995, p. 177; 2004A, p. 159).

E interessante pensar na heterogeneidade dessas unidades figurais,
por exemplo, um ponto (0D) pode aparecer, por exemplo, em um triangulo
(2D) no encontro de duas de suas alturas (1D). Para Duval:

A percepgdo visual impde sistematicamente o
reconhecimento de unidades figurais 2D contra todo
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reconhecimento de unidades figurais 1D,
independentemente de pertencerem as unidades
figurais 2D reconhecidas. E essa desconstrucdo
dimensional que é requerida pelo discurso
matematico nas definicdes, por exemplo, assim como
naquelas unidades figurais 1D em conjuntos de
unidades 0D (DUVAL, 2011B, p. 94, grifos do
autor).

3.4 Tipos de olhares em geometria

Duval (2022) classifica quatro tipos de olhares que vao desde o olhar
iconico ao nao icénico, conforme tabela a seguir:

Quadro 5: tipos de olhares em geometria

VISUALIZACAO ICONICA
Botanista — aquele que permite reconhecer o contorno de formas, diferenciar por
semelhanca um triangulo de um quadrilatero ou um circulo de uma figura oval. E
um “olhar qualitativo”.
Agrimensor — aquele que faz medidas no terreno e consegue passar essas medidas
para o papel ou para 0 monitor. As atividades que exigem este tipo de olhar sdo
aquelas que passam de uma escala de grandeza a outra.

VISUALIZACAO NAO ICONICA

Construtor — aquele que se forma no uso de instrumentos de desenho.
Verdadeiramente o aluno pode tomar consciéncia que uma operacdo geométrica
nado é apenas uma caracteristica perceptiva, mais uma verdade justificada na teoria
da geometria.

Inventor — aquele que, para resolver um problema, adiciona tragos na figura dada,
opera sobre a figura e a modifica para descobrir um procedimento que resolva o
problema.

Fonte: a partir de Duval (2022)
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O que se pode perceber nessa classificacdo dos tipos de olhares, ha
dois olhares que sdo mais facilmente caracterizados que sdo os olhares
iconicos em contraposicao aos olhares nao icénicos:

Quadro 6: olhares iconicos versus olhares ndo icénicos

VISUALIZACAO ICONICA | VISUALIZACAO NAO ICONICA

ISSO SE PARECE ao perfil de um | E uma SEQUENCIA DE OPERACOES
objeto real ou se parece com um | que permite que se reconheca as

conjunto de itinerarios ou um | propriedades geométricas pela
deslocamento sobre um terreno ou | impossibilidade  de  obter  certas
um modelo tipico (padréo). configuragdes ou pela invaridncia das

configuragdes obtidas.
A figura mantém-se um objeto | A figura €é uma configuracédo
independente das operagdes que | contextualmente destacada de uma

se pode efetuar sobre ela. rede de uma organizacdo mais
complexa.
Olhar Olhar Olhar Olhar
botanista agrimensor construtor inventor

Fonte: Duval (2022, p. 12)
3.5 Congruéncia semantica e geometria

Sobre a congruéncia semantica em problemas de geometria que
envolvem figuras, sdo a0 menos dois momentos que Sdo necessarios avaliar,
conforme mostra a figura a seguir:

Figura 9: congruéncia semantica em problemas de geometria com figura.

Enunciado do problema <) Figura do problema

Congruéncia semantica /¢

Procedimentos matematicos
de resolucio

Fonte: do autor.
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O primeiro momento para olhar a congruéncia semantica é a passagem
do enunciado para a figura, e outro momento € se a combinacdo
enunciado/figura favorece ou ndo algum procedimento matematico de
resolucéo.

EXEMPLO 3. Problemas LIV OU e CHAP.

Dois problemas propostos por Dupuis; Pluvinage Duval (1978) em
uma pesquisa envolvendo 116 alunos de 15 a 16 anos.

Versdo LIV OU Versdo CHAP
ABED e BCED séo paralelogramos. | A"C” e AC sdo paralelos e
A'B’ e AB sdo paralelos e
Provar que B é meio de AC. B"C” e BC sdo paralelos.
Provar que A é 0 meio
de B'C".

A versdo LIV OU, que fala em “paralelogramos”, palavra importante
por conta do procedimento matematico que deve usar propriedades do
paralelogramo para deslanchar o processo de resolugdo. Ja a versdo CHAP
ndo fala em “paralelogramos”, mas da todas as condi¢Oes para que na figura
sejam localizados os paralelogramos que sdo essenciais para a resolugdo do
problema como na versao L1V OU. Por conta dessa diferenca, em que um fala
explicitamente de “paralelogramos” enquanto a outra versdo deixa implicito,
h& uma diferenca significativa de aproveitamento na versdo LIV OU com
34% de acerto enquanto na versdo CHAP o aproveitamento cai para 11%. Por
conta dessa diferenca de aproveitamento, podemos afirmar que a versao LIV
OU do problema é mais congruente do que a versao CHAP.
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Pensamos que h& um terceiro ponto a ser considerado na questédo da
congruéncia semantica em um problema, é a natureza semiocognitiva do
procedimento a ser implementado na resolucao desses dois problemas: em
ambos os casos, temos demonstracdes matematicas que se revelam complexas
uma vez que precisam utilizar elementos semiocognitivas e diversas
passagens nos registros em lingua natural, geométrico e algébrico. E bem
possivel que isso explique também o baixo nivel de acerto de 34% na versédo
mais congruente.

3.6 Resumo do capitulo 3
A aprendizagem da geometria

As apreensbes em geometria (Figura 7); mudancas de dimenséo
(figura 8); tipos de olhares (Quadros 5 e 6).

3.7 Leituras complementares
(A ordem de apresentacdo dos textos cientificos é uma sugestdo de leitura).

1 - Capitulo IV em DUVAL (1995, 2004A).

2 - DUVAL, R. As condic¢des cognitivas da aprendizagem da geometria:
desenvolvimento da visualizagcdo, diferenciacdo dos raciocinios e
coordenacdo de seus funcionamentos. (Trad. C. R. M. ARINQOS, J. L. M.
FREITAS, Méricles T. MORETTI). REVEMAT, v. 17, 2022.

3 - DUVAL, R. Abordagem cognitiva de problemas de geometria em termos
de congruéncia. (Trad. Méricles T. Moretti). REVEMAT, v. 7, n. 1, 2012.

4 - MORETTI, Méricles T. Semiosfera do olhar: um espaco possivel para a
aprendizagem da geometria. Revista Acta Scientiae, v. 15, 2013.

5 - MORETTI, Méricles T.; BRANDT, Celia F. Construcdo de um desenho
metodoldgico de anélise semidtica e cognitiva de problemas de geometria que
envolvem figuras. Educacdo Matematica Pesquisa (Online). v. 17, 2015.

6 - MORETTI, Meéricles T.; CANS, A. Releitura das apreensdes em
geometria e a ideia de expansao figural a partir dos estudos de Raymond
Duval. Jornal internacional de estudos em educacdo matematica (JIEEM), v.
16, 2024.
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CAPITULO 4

ANALISE DE ALGUMAS SITUACOES ENCONTRADAS NA
APRENDIZAGEM DA MATEMATICA

A seguir faremos analise de algumas situagcBes encontradas na
aprendizagem matematica. As questdes foram analisadas de forma isolada,
mas em contexto de uma atividade de aprendizagem matematica é
fundamental também reconhecer ser as conversdes entre 0s sistemas
semioticos sao tratados de modo que haja coordenacéo entre eles. Portanto, a
analise semiocognitiva precisa se dar ndo s nas atividades de forma isolada,
mas de forma global para reconhecer os elementos significantes nos sistemas
utilizados e verificar a coordenagao nas operagdes de conversoes.

4.1 - Atividade 1: problema das bolinhas de gude de Francisco e Mariana

Francisco tem 20 bolinhas de gude a mais do que Mariana. Francisco e
Mariana tém juntos 230 bolinhas. Determine a quantidade de bolinhas que
cada um deles tem.

Retomemos o caso das bolinhas de gude de Francisco e Mariana. A
analise se dara retomando 0s aspectos que consideramos mais importante nos
Resumos dos capitulos 1 e 2 ja estabelecidos anteriormente.

4.1.1 Analise semiocognitiva da atividade 1
- Conceitos basicos da teoria semiocognitiva (capitulo 1):

- que ha dois registros envolvidos nesse problema, lingua natural e algébrico;
- que a conversdo exigida se da apenas no sentido do enunciado do problema

ao da escrita algébrica;

- as unidades significantes no enunciado do problema estdo assinaladas a
sequir:
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Francisco tem 20 bolinhas de gude a mais do que Mariana. Francisco e
Mariana tém juntos 230 bolinhas. Determine a quantidade de bolinhas que
cada um deles tem.

O problema contém 3 frases:

Frase 1: Francisco tem 20 bolinhas de gude a mais do que Mariana.

Frase 2: Francisco e Mariana tém juntos 230 bolinhas.
Frase 3: Determine a quantidade de bolinhas que cada um deles tem.

- ha congruéncia semantica entre a frase “Francisco tem 20 bolinhas de gude
a mais do que Mariana.” e a expressao matematica “F + 20 = M”, sendo F a
quantidade de bolinhas de Francisco e M a quantidade de Mariana. No
entanto, ndo ha equivaléncia referencial.

- Diferentemente da equagdo F — 20 = M que ndo mantém a congruéncia
semantica com a frase, mas a frase e equacdo sdo referencialmente
equivalentes;

- a frase “Francisco e Mariana tém juntos 230 bolinhas.” com a expressdo F
+ M = 230, séo congruentes e referencialmente equivalentes. Pensamos que
esta frase € bastante comum e supera 0 segundo critério de congruéncia que
exige a mesma sequéncia dos elementos significantes. Como falamos
anteriormente, a no¢do de congruéncia semantica esta inserida em um estudo
mais amplo que € a compreensdo de texto, e 0 aspecto cognitivo pode superar
a questdo da organizacédo do texto (sequéncia de elementos significantes) e se
tornar determinante na sua compreenséo.

- As funcdes discursivas (capitulo 2):

- ha duas designacdes puras, F para a quantidade de bolinhas de Francisco e
M para Mariana e duas designacges funcionaisque sio F—20=MeF + M
= 230;

- as trés frases do problema sdo apofanticas, ou seja, sdo completas pois
possuem sentido, o que é de se esperar na formulacdo de um problema pelo
docente;

38



- a frase “Determine a quantidade de bolinhas que cada um deles tem.” ¢é
apofantica predicativa e ilocutdria, pois remete a uma ordem direcionada aos
alunos quando pede para determinar a quantidade de bolinhas que cada um
tem;

- 0 problema exige a expansdo discursiva por acumulagdo para que as duas
frases apofénticas sejam consideradas: a segunda frase “Francisco e Mariana
tém juntos 230 bolinhas.” acrescenta novas informagdes ao problema sem a
qual ficaria incompleto.

A Frase 1 ja inicia o tema do problema que se completa com as outras
duas frases. As frases 1 e 2 possuem uma estrutura rematica predicativa, 0s
remas acrescentam informacdes aos sujeitos: na frase 1, o sujeito é
“Francisco” e na frase 2 o sujeito composto ¢ “Francisco e Mariana”. Por
conta da presenca dos termos “Francisco” e “Mariana” nas frases, a expansao,
que € o que liga as duas frases, se da principalmente por similitude semidtica
na forma lexical (ver Quadro 2).

No entanto, também poderiamos pensar em uma expansdo natural
uma vez que bastariam conhecimentos da lingua natural para estabelecer a
relacdo entre as duas frases que se referem globalmente ao mesmo objeto
algébrico. O que pesou para a classificacdo das duas primeiras frases € o fato
de que elas ndo tém um enunciado alvo, o que vai acontecer somente com a
terceira frase que é bem diferente, ela possui uma estrutura rematica
condicional uma vez que estdo colocadas condi¢bes implicitas para o célculo
das quantidades de bolinhas de gude do Francisco e da Mariana. A frase
condicional poderia ser a seguinte:

“Uma vez que Francisco tem 20 bolinhas de gude a mais do que
Mariana, e que Francisco e Mariana tém juntos 230 bolinhas,
determine, entdo, a quantidade de bolinhas que cada um deles
tem.”

Portanto, a segunda frase tem estrutura rematica, mas ela ¢
condicional, uma vez que o calculo se da levando em conta as condigdes
colocadas nas duas frases anteriores. Por esta razdo, a expansao € cognitiva,
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é ela que faz a ligacdo com os elementos algébricos, no caso em tela, com o
sistema de equacdo F — 20 = M e F + M = 230 tendo em vista o enunciado
alvo que é a determinacao da quantidade de bolinhas que cada um deles possui
(ver Quadro 2). Ja a solucdo desse sistema F = 125 e M = 105, € papel da
expansdo discursiva por substituicdo (Ver Figura 6).

4.2 - Situacéo 2: O problema do triangulo “retangulo”.

Calcule os valores possiveis de x na figura, dados os comprimentos na
mesma unidade de medida.

Fonte: Mello (1999, p. 65).
4.2.1 Andlise semiocognitiva da atividade 2
- Conceitos basicos da teoria semiocognitiva (capitulo 1):

- hé& dois registros envolvidos nesse problema, lingua natural e geométrico;

- a unidade significante no enunciado do problema “valores possiveis de x”
ndo encontra na figura o significante equivalente. Assim, enunciado e figura
ndo sdo congruentes, os “valores possiveis de x” ndo aparecem de forma
explicita na figura que € estéatica.

- Operac06es semiocognitivas na aprendizagem da geometria (capitulo 2):

- 0 principio gestéaltico do fechamento contribui para que a figura seja vista
como um tridngulo, mas ela serd percebida como um triangulo retangulo
devido ao mau habito didatico de privilegiar as posi¢coes vertical e horizontal.
Assim, a apreenséo perceptiva imediata leva o aluno a considerar a figura de
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um triangulo retangulo, negligenciando o enunciado do problema, e tentar
calcular um Unico valor para X;

- a conversao exigida se da considerando o enunciado do problema e
a figura, que é o papel da apreensdo perceptiva atentiva obedecer a essa
exigéncia. Uma vez reconhecido que o triangulo é um triangulo qualquer -
papel da apreenséo discursiva atentiva, a busca por elementos para resolver o
problema ¢ papel da funcdo de expanséo discursiva.

- As funcdes discursivas:

- uma vez reconhecido que o triangulo é um triangulo qualquer - papel da
apreensao discursiva atentiva, a busca por elementos tedricos para resolver o
problema ¢ papel da funcdo expansao discursiva por expansao cognitiva uma
vez que regras proprias de um dominio de objetos sdo exigidas. Moretti e
Cans (2023) observaram esse tipo de expansdo em problemas de geometria e
que foi denominado de expansao figural cognitiva,

- no caso, essas regras sdo as desigualdades triangular que podem ser
resumidas para um triangulo de lados a, b, ¢ da seguinte forma |[b —c| <a <
b+ c;

- uma vez chegado a desigualdade triangular como dominio do objeto a ser
aplicado, a solucdo se dara por conta da expansao por substituicdo cognitiva,
0 que vai resultar 1 < x < 9. Notemos que a solu¢do x = 3 acorre apenas
quando o tridngulo se torna um triangulo retangulo.

Esta questdo aplicada a 169 alunos da 8a série em duas escolas (uma

publica e outra particular), produziu o seguinte resultado: nenhum aluno
acertou a questdo e 40 alunos, todos eles da escola publica, ndo fizeram a
questdo (Mello, 1999). Esta autora observa ainda:
- que 2 alunos reconheceram que o triangulo ndo é retangulo e que 87 alunos
(67% daqueles que responderam, todos da escola particular) tentaram resolver
usando o teorema de Pitagoras. Isso sé reforca o que foi comentado
anteriormente na analise, a ndo congruéncia entre enunciado e figura e, mais
ainda, na identificacdo, por boa parte dos alunos, do triangulo como sendo um
triangulo retangulo.
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4.3 - Atividade 3: O problema da folha de papel dobrada.

Uma folha de papel quadrada de area 16 cm?, branca de um lado e cinza
de outro, foi dobrada como indicado na figura abaixo. O ponto O é o
centro do quadrado (ponto de encontro das diagonais) e M é o ponto
médio do segmento AB .

o )

a) Qual é a area da regido branca na figura 1?
b) Qual é a area da regido branca na figura 11?

Fonte: Campos e Moretti (2022, p. 43).
4.3.1 Analise semiocognitiva da atividade 3

- Conceitos basicos da teoria semiocognitiva (capitulo 1), as funcGes
discursivas (capitulo 2) e operac@es semiocognitivas na aprendizagem da
geometria (capitulo 3):

- Trata-se de um problema que envolve os registros geométrico e algébrico;
- ha congruéncia semantica entre o enunciado e a figura - os elementos
significantes em ambos os registros sdo facilmente identificaveis;

- A apreensdo heuristica entra em jogo para efetuar modificacGes possiveis
sobre a figura;

- a questdo exige o olhar inventor;

- hé& possibilidade de diversas mudancas de dimensédo: 2D (dimenséo 2 - area)
para 1D (dimensdo 1 - segmento de reta) e vice-versa - segmento AB

42



(dimensdo 1D) e dois pontos (dimensao 0D) que sdo os pontos O e M em um
ambiente 2D;

- 0 enunciado contempla diversos tipos de designacdes de categorizacdo
simples;

- as frases do problema proposto tém a propriedade de serem apofanticas, ou
seja, sdo completas, algumas delas sdo apofanticas e referenciais como, por
exemplo, as frases “O ponto O ¢ o centro do quadrado” e “M € 0 ponto médio
do segmento AB”’;

- as perguntas propostas a) e b) sdo apofanticas predicativas e ilocutorias, pois
remetem ordens direcionadas aos alunos. Poderiamos também pensar que
cada questdo tem estrutura rematica condicional, uma vez que para atender o
que esté sendo pedido, serd necessario considerar as condi¢des colocadas no
problema (enunciado e figura). Por esta razdo, a expansdo pode ser
considerada também como cognitiva (ver Quadro 2);

- 0 problema exige a expansdo discursiva por acumulagao para que as varias
frases apofanticas do enunciado sejam consideradas.

- Resposta de Gustavo a atividade proposta

Essa questdo faz parte de um estudo empreendido por Campos e
Moretti (2022) que envolveu dois alunos medalhistas das séries finais do
ensino fundamental que participaram de um curso de extensao de inicia¢do
cientifica preparatorio para a olimpiada da OBMEP.

Gustavo (nome ficticio de um dos alunos participantes) segue um
caminho mais geométrico de resolucdo ao item | da questdo e produz a
seguinte modificacdo no primeiro quadrilatero da figura fornecida:
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- tal modificacdo mereoldgica por reconfiguracdo intermediaria vai repercutir
na solucdo do item | da questéo;

- essa modificacdo € papel da apreensdo heuristica (apreensdo atentiva em
sinergia com a apreensao operatoria);

- para efetuar as modificacdes ha varias mudangas de dimensdo, a figura do
quadrado (2D) exige que Gustavo tome os pontos médios de cada lado do
quadrilatero (OD) para tragar os dois segmentos de reta (1D).

Sobre a solugdo que empreendeu, Gustavo escreve:
“Dividimos a folha em quatro quadrados iguais como na figura
[mostrada anteriormente]. Entdo percebemos que a area da regido
branca corresponde a 3/4 da area do quadrado original, ou seja,
16 x 3/4 =12 cm?”.

Gustavo apresenta vérias frases apofantica que justificam a solucéo
apresentada em um processo de expansdo por acumulacdo pois cada frase
acrescenta novas informacdes que objetivam descrever a solucéo utilizada.
Finalmente quando ele percebe (papel da apreensao atentiva) que a area que
procura corresponde a uma parte da area da folha, ele reconhece por um
processo de expansao cognitiva que a area vale 16 x 3/4, e por um processo
de expansdo por substituicdo, que é caracteristica do célculo, produz a
resposta 16 x 3/4 = 12 cm? (observamos que ele coloca a unidade de medida
em apenas um dos lados da igualdade).

Para a resolucgéo do item Il da questdo, Gustavo ndo segue a mesma
linha apresentada no item I, mas constrdi uma solucdo por um processo
fortemente argumentativo baseada na figura que ele trabalha acrescentando
letras para algumas designagdes. Na figura original s6 constavam as
designacOes por categorizagdes simples pelas letras A, B, O (centro do
quadrado) e M (ponto médio do segmento AB.
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“Como a 4rea do quadrado ¢ 16 cm?, um lado mede V16 = 4.
Como A é ponto médio de PO", PA mede 4 x%= 2cm?. Do
mesmo modo BN mede 2cm? também.

Agora vamos ver onde foi feita a segunda dobra.

Chamamos o ponto médio de AB de G. A segunda dobra deve ser
perpendicular a GQ e deve passar pelo ponto médio de GQ. Logo
a dobra esta no segmento CD. E MC é perpendicular a PC, assim
como MD ¢ perpendicular a ND. (E e F sdo pontos médios dos
segmentos PQ e NQ, respectivamente). C e D sdo pontos médios
de PE e NF, respectivamente.

Como PC e ND medem 2 x%z lcm temos dois retangulos

brancos de area 1 x 2 na figura Il. Portanto, a area da regido
branca na figura Il é (2 x 1) x 2 =4 cm?.”

- Analise semiocogntiva da resposta de Gustavo:

- a apreensdo heuristica é visivel nessa solu¢cdo em varios momentos;

- a questdo exibe o olhar inventor que acrescenta tracos (CD) e reconhece
elementos da figura;

- hé& vérias mudangas de dimenséo entre 2D, 1D e 0D;

- as figuras funcionam como suporte heuristico - representacao auxiliar, seja
por decisdes que possam ser tomadas ou por modificacdes a serem
acrescentadas;

- a argumentacdo apresentada por Gustavo inclui diversas frases apofanticas,
alguma delas também referenciais, como por exemplo “Chamamos o ponto
meédio de AB de G”, que caracteriza designag@o por categoriza¢do simples;

- a argumentacao se da por expansdo discursiva cumulativa (ver Figura xx);
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- finalmente, a solugdo 4 cm? se da por expansédo cognitiva por substituicéo
(ver Figura 6).

Observagao: a demonstracdo de Gustavo néo justifica plenamente algumas
afirmagdes, como por exemplo, que “E e F sdo pontos médios dos segmentos
PQ e NQ, respectivamente”.

4.4 - Atividade 4: O problema da determinagdo de um angulo.

Calcule o valor de x, sendo r // s.

0

40 r

Fonte: Dolce e Pompeu (1993, p. 73).

4.4.1 Andlise semiocognitiva da atividade 3

- Conceitos basicos da teoria semiocognitiva (capitulo 1), as funcdes
discursivas (capitulo 2) e operagdes semiocognitivas na aprendizagem da
geometria (capitulo 3):

- 0 enunciado e figura sdo congruentes, as informagdes trazidas pelo
enunciado sdo bastante visiveis na figura. Além disso, a figura é bastante
autbnoma, até o fato de que as retas r e s se parecem paralelas sdo bastante
visiveis;

- 0 problema é apresentado em uma Unica frase composta que é apofantica de
natureza predicativa e ilocutdria, também referencial ao mesmo tempo;

- a compreensdao do problema ndo traz dificuldades, a dificuldade podera
residir nos procedimentos matematicos de resolucdo que vao exigir
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modificacbes na figura como por exemplo a modificacdo apresentada na
figura que segue.

Para o caso da solucédo que apresenta essa reconfiguracdo na figura:

- ha uma mudanca de dimensdao importante em um ambiente 2D —
prolongamento apresentado pela linha pontilhada (1D) e descoberta do
angulo y, com retorno ao 2D;

- 0 olhar do inventor ¢ requerido na solugdo desse problema;

- a letra y ¢ designada para o angulo obtido apds o prolongamento do
segmento de reta;

- a expressdo x =y, ¢ uma designagdo funcional (angulos alternos internos)
fruto da expansdo discursiva cognitiva;

- a expressao 112° =40° +y, ¢ designacao funcional (112° ¢ angulo externo
do triangulo formado pelo prolongamento do segmento de reta) também fruto
da expansao discursiva cognitiva;

- com as equagdes x =y e [12° = 40°+ y a solucdo do sistema se concretiza
no valor x = 72° por meio da operacao de substituicdo da expansao discursiva.

A Figura 9 a seguir reflete um quadro sinoptico de varios elementos
ja apontados nessa discussao.

Os procedimentos matematicos s6 se tornaram aparentes apds o
prolongamento ser apresentado na figura (linha pontilhada): a apreensédo
perceptiva atentiva (seta 1) em conjunto com a apreensao operatéria (seta 2)
propicia o prolongamento do segmento de reta e a identificacdo do angulo
designado por y, e de 112° como sendo angulo externo ao triangulo assim
formado. A seta 3 mostra a expanséo figural cognitiva para a formagédo do
sistema de equac0es, e a seta 4 a expansao discursiva por substitui¢do para a
solugéo x = 72° desse sistema.

47



Figura 9: Apreenséo e expansdo para a solugdo apresentada

Apreensio heuristica

} . Figura 2A
. Apreensio perceptiva <€ Apreensio operatéria X=v
Enunciado atentiva ¥
, 112=y+40
/ 5 Expansio figural
cognitiva 3 4| Expansio discursiva
por substitui¢cio

Figura Segmento de reta Identificacdo do 0
prolongado angulo denominado y, x=T72

.n 0 A
do triangulo e 112" angulo
externo a esse triangulo

Fonte: MORETTI; SCAN (2023, p. 306).
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CONCLUSOES

Os elementos da teoria semiocognitiva desenvolvidos por Duval
(1995, 2004A) sdo suficientes para uma analise de atividades didaticas em
matematica. As varias situacdes apresentadas no capitulo IV confirmam isso.
O Capitulo 1 (Registro e hipdtese fundamental de aprendizagem matematica)
e o Capitulo 2 (As funcGes discursivas de uma lingua), que trataram dessa
teoria sem especificar um campo especifico da matematica, permite que se
possa analisar as mais diversas situacOes de ensino e aprendizagem
encontradas em matematica. E fato que os assuntos desenvolvidos em
matematica possuem uma certa organizacdo hierarquica, mas 0 mesmo nao
ocorre com as operagdes semiocognitivas desenvolvidas por Raymond Duval.
Isto quer dizer que um tema que se desenvolve, por exemplo, na geometria
encontra elementos de aprendizagem mais especificos a geometria (Capitulo
3) e outros elementos semiocognitivos desenvolvidos também nos Capitulos
1 e 2. No caso da aprendizagem da algebra, ndo ha elementos semiocognitivos
tdo especificos como na geometria, mas se serve de forma bastante
fundamental dos elementos semiocognitivos desenvolvidos no Capitulo 1, e
no Capitulo 2, em particular, do caso da funcéo referencial.

Sempre é bom lembrar que a teoria de aprendizagem matematica
desenvolvida por Duval (1995, 2004A) tem como base, principalmente, o
nivel de ensino fundamental. Isto ndo quer dizer que ndo se possa ir além
desse nivel, mas é importante ter isso em mente. Uma razdo para esse cuidado
é que o trabalho desenvolvido por Duval ndo possui pré-requisitos, mas uma
certa ordem no desenvolvimento semiocognitivo: veja por exemplo, a
desenvolvimento do olhar em geometria que passa de um olhar botanista para
o olhar inventor, o que leva a uma certa organizacdo nas atividades para
promover esse desenvolvimento.

Enfim, os textos trabalhados nos quatro capitulos e as leituras
complementares apresentadas fornecem elementos para as analises a priori e
a posteriori nos termos da nocdo de engenharia didatica desenvolvida por

Douady (1986).
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ANEXO

A NOCAO DE REGISTRO EM RAYMOND DUVALS®

INTRODUCAO

A ideia de registro é chave na proposta semiocognitiva de
aprendizagem intelectual de Duval (1995) que compreende trés polos
constitutivos (ver Figura 1C): significante, significado, objeto (referéncia).
Tal construgdo mostra a influéncia direta de trés autores que abordaremos a
seguir. Também traremos para discussdo até que ponto um conjunto de
elementos semidticos pode ser considerado como sendo um registro no

sentido em que Duval (1995) define.

1 ASINFLUENCIAS
1.1 — Ferdinand de Saussure
Saussure, em seu curso de linguistica, afirma que:

Chamamos de signo a combinagdo do conceito e da
imagem acustica: mas no uso corrente, esse termo
designa geralmente a imagem acustica apenas, por
exemplo uma palavra (arbor etc.). Esquece-se que se
chamarmos a arbor signo, € somente porque exprime
o conceito “arvore”, de tal maneira que a ideia da
parte sensorial implica a do total (SAUSSURE, 2008,
p. 81)

> Publicado em MORETT]I, Méricles T. A Nocédo de Registro em Raymond Duval
In: Moretti, Florilégio de pesquisas que envolvem a teoria semiocognitiva de
aprendizagem matematica de Raymond Duval - parte 2. (Orgs. Méricles T. Moretti;
E. Sabel). Florianopolis: GPEEM/UFSC, 2023.



A partir dessa ideia de signo, a influéncia de Saussure (2008) na
elaboracéo por Duval (1995) do termo registro provém de outras afirmacoes
tais como:

(1) o contetdo da representacdo depende da forma, ou seja, muda a forma
muda o contetido. Assim, 1, 3 — 2, 10° representam a mesma coisa, mas
possuem contetdos (sentidos) diferentes;

(2) uma representagdo s6 € importante no seio de um sistema de
representacao.

A forma e conteldo da forma sdo inseparaveis como diz Saussure na
citacdo seguinte em seu curso de linguistica.

A lingua é também comparavel a uma folha de papel:
0 pensamento é 0 anverso e 0 Som € 0 Verso; nao se
pode cortar um sem cortar, a0 mesmo tempo, 0 outro;
... (SAUSSURE, 2008, p. 132)

Saussure (2008, p. 34) afirma que “A lingua e escrita sdo dois sistemas
diferentes de signo”, e ainda para mostrar a importancia de um signo no seio
de um sistema de signo afirma que

é uma grande ilusdo considerar um termo
simplesmente com a unido de certo som com um certo
conceito. Defini-lo assim seria isola-lo do sistema do
qual faz parte; seria acreditar que é possivel comecar
pelos termos e construir o sistema fazendo a soma
deles, quando pelo contrario, cumpre partir da
totalidade solidaria para obter, por andlise, 0s
elementos que encerra (além SAUSSURE, 2008, p.
132)

Saussure sobre o significado de um signo, avanca o conceito de valor

do signo: os valores dos signos sdo constituidos: “1.° por uma coisa
g
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dessemelhante, suscetivel de ser trocada por outra cujo valor resta
determinar; 2.° por coisas semelhantes que se podem comparar com aquela
cujo valor estd em causa.” (SAUSSURE, 2008, p. 134).

O conceito de valor do signo reforca a ideia de sistema de
representacdo, uma vez que o valor s6 é comparavel aos valores de outros
signos no interior do mesmo sistema, no caso em tela, da lingua: “[a palavra]
fazendo parte de um sistema, esté revestida ndo s6 de uma significagdo, como
também, e sobretudo, de um valor, e isso é coisa muito diferente.”
(SAUSSURE, 2008, p. 134). Para Duval, em concordancia com Saussure,
afirma que:

O significante e o significado sdo, cada um deles,
valores no seio de uma rede de oposicéo, estas redes
constituindo sistemas semidticos. Isto quer dizer que
um significante é um significante ndo em razéo das
caracteristicas perceptiveis, de sua forma material,
mas em razdo do valor que toma em oposicdo a
entidades com as quais forma um conjunto (DUVAL,
1999, p. 21)

Esta citacdo de Duval frisa bem, tendo em vista a utilizacdo do signo,
a diferenca entre 0 modo fenomenoldgico de producdo (caracteristicas
perceptiveis) e o seu aspecto estrutural (valor que toma em oposi¢do a
entidades com as quais forma um conjunto).

“O “famoso” Curso [de Linguistica geral] acabou por guardar a
perspectiva de linguagem saussuriana, que ficou conhecida como
estruturalismo (apesar de Saussure nunca ter usado tal termo, mas ter falado
de um sistema de signos linguisticos)” (EL-JAIK, 2016, p. 205).
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1.2 - Charles Sanders Peirce
Para Peirce o0 signo é composto de trés polos: o signo (ou

representamen), o interpretante e o objeto:

[228] Um signo, ou representamen, é aquilo que, sob
certo aspecto ou modo, representa algo para alguém.
Dirige-se aalguém, isto é, cria na mente dessa pessoa,
um signo equivalente, ou talvez um signo mais
desenvolvido. Ao signo assim criado denomino
interpretante do primeiro signo. O signo representa
alguma coisa, seu objeto (PEIRCE, 2000, p. 46)

Este autor destaca, ainda, que o signo “Representa esse objeto nao em
todos os seus aspectos, mas com referéncia a um tipo de ideia que eu, por
vezes, denominei fundamento do representamen” (PEIRCE, 2000, p. 46).

Essa Ultima observacdo de Peirce (2000) em sua definicdo de signo
mostra o papel do objeto e ainda mais qualifica que o objeto representado
pode ndo ser um objeto em toda a sua totalidade, forma essa como Duval
utiliza em sua nocao de registro:

... a natureza do registro semidtico que € escolhido
para representar um contetdo (objeto, conceito ou
situacdo) impbe uma selecdo de elementos
significativos ou informacionais do conteido que
representa. Esta escolha é feita em funcdo das
possibilidades e dos inconvenientes semiéticos do
registro escolhido. Uma linguagem ndo oferece as
mesmas possibilidades de representacdo que uma
figura ou um diagrama. Isto quer dizer que toda
representacdo € cognitivamente parcial em
relacdo ao que ela representa, e que de um registro
a outro ndo estdo os mesmos aspectos do conteudo de
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uma situacdo que estdo representados (DUVAL,
2012, p. 280)

Para Peirce (2000) além do signo nédo representar um objeto em sua
totalidade, “Um signo pode ter mais de um objeto.” (p. 47). Isso € bastante
patente em matematica, um mesmo signo pode pertencer a objetos e no¢des
distintas, como por exemplo, 6/4 é um numero racional que pode pertencer
tanto a nogdo de divisdo quanto a nogdo de proporcéo.

Para Duval (1995, p. 64) a estrutura diddica do signo linguistico como
Saussure (2008) descreve é ambiguo uma vez que apresenta duas limitacoes:
(1) ndo considera a existéncia de diversos sistemas semioticos e nem a
coordenacdo entre eles; (2) tal definicdo do signo linguistico ndo considera o0s
tratamentos ou conversdes que mostram a poténcia e interesses cognitivos.

De forma breve, uma tal definicdo significa
considerar as representacGes unicamente em relacéo
auma Unica funcao, a fungéo de expressao, e a ignorar
que as representacbes preenchem igualmente as
funcOes de objetivacdo e de tratamento, que sédo
essenciais a atividade cognitiva (DUVAL, 1995, p.
64)

Os tratamentos de que fala Duval nessa citacdo, sdo as operacdes
internas que podem ser efetuadas em um sistema semiético (um registro) e a
funcdo de objetivacdo refere-se a tomada de consciéncia pelo sujeito de algo
que descobre e ndo suspeitava, mesmo que ja haviam explicado; algumas
vezes sdo externalizadas por expressdes do tipo “Ah! agora entendi”.

A Figura 1 a seguir apresenta o signo em duas estruturas, diadica e

triadica.

56



Figura 1A, 1B e 1C: o signo em sua estrutura diadica ou triadica.
Representacdo diadica do signo
A B

(Objeto, conceito)
Significado Representado

Representante

Representacao triadica do signo

C
S
Significado g
T — 5 Objeto
anté 1 Referéncia

' D

(0]
REGISTRO

Fonte: a partir de Saussure (2008, p. 79 — 84) e Duval (1995, p. 62 — 63).

A Figura 1A apresenta o signo linguistico de estrutura diddica em
Saussure (2008, p. 81) que preferiu usar os termos “Significado” e
“Significante” no lugar dos termos que usava até entdo: “conceito” e “imagem
acustica”.

Na Figura 1B, também de estrutura diadica, o representado retrata um
objeto, ocupa o seu lugar. Esse tipo de representacdo também ocorre em

matematica, caracterizada pelos simbolos e nota¢es, como por exemplo, a

57



representacdo do vetor % que tem uma referéncia instituida. Em geral podem
ser enquadrados como diadico elementos do ensino do tipo declarativo, como
por exemplo, 8 x 7 é igual ao nUmero de casas de uma grade quadrangular
com 8 linhas e 7 colunas, ou simplesmente, 8 x 7 = 56.

A Figura 1C é uma relacdo triadica, € como Duval (1995) retrata o
registro semidtico que utiliza em sua teoria, e que afirma que na estrutura
triddica a relagdo de referéncia ¢ subordinada “ao sentido que ¢ dado entre
significante e significado.” (p. 63). Notemos que 0 significante e significado
estdo assinaladas sobre uma folha de papel, da forma como Saussure cita (ver

a segunda citacdo de Saussure acima).

1.3 - Gottlob Frege

Esse elemento na estrutura chamado referéncia foi uma contribuicao
de Frege (1978, p. 61-86) e desempenha um papel fundamental na teoria
semiocogntiva de Duval (1995).

Um exemplo tratado por Frege (1978) mostra bem a importancia dessa
noc¢do: consideremos um triangulo em que linhas a, b e ¢ ligam os Vvértices
aos pontos medios dos lados opostos, conforme mostra a figura a seguir.

Figura 2: o exemplo de Frege para a ideia de sentido.

a

>y

Fonte: a partir de Frege (1978, p. 62)

C
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Observando a figura, podemos dizer que:

Temos, assim, diferentes designacGes para 0 mesmo
ponto, e estes nomes (“o ponto de interseccao de a
com b” e “o ponto de intersec¢do de b com c”)
indicam, simultaneamente, um modo de apresentacao
e, em consequéncia, a sentenca contém um
conhecimento real (FREGE, 1978, p. 62).

Concluiu, ainda, que a referéncia a essas diferentes designacgdes para
0 mesmo ponto € a mesma, mas ndo os seus sentidos (p. 62).

Pensemos um outro exemplo! Com o nimero 6/4 podemos imaginar:

- um numero racional como em um problema do tipo “dividir 6 laranjas para
4 individuos, o que d4, 1,5 laranja para cada um”. A referéncia do assunto em
matematica ¢ NUMERO RACIONAL;
- uma divisao euclidiana como em um problema do tipo “distribuir 6 laranjas
para 4 individuos, o que da, uma para cada pessoa uma laranja e ainda sobram
duas”. A referéncia do assunto em matematica é a DIVISAO EUCLIDIANA;
- uma propor¢dao como em um problema do tipo “a produgdo de maca na
regido A, em relagdo a producdo na regido B, estd na propor¢ao de 6 para 4”.
A referéncia do assunto em matematica ¢ RAZAO E PROPORCAO.

Assim, dependendo do sentido que damos ao significante/significado,
podemos apontar para referéncias diferentes, objetos diferentes em
matematica, e que cada um deles pode ter o seu proprio sistema semi6tico.
Afirmacdo essa que, em alguns casos, sdo cercadas de controversias: em que
condi¢bes um conjunto de elementos pode formar um sistema semiético?
Mais adiante discutiremos essa questdo e descobriremos consequéncias

didaticas importantes.
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2 O REGISTRO EM DUVAL

O registro em Duval (1995) tem trés polos (Figura 1C), o significante
(forma), significado e objeto (referéncia). O significante/significado possui
contetido que pode ndo retratar o objeto em sua totalidade. Esse fato, esta na
origem da recomendagdo diddtica de Duval (2023/2012, p. 13): “A que
corresponde a existéncia de muitos registros de representacdo e qual é o
interesse de sua coordenagdo para o funcionamento do pensamento
humano?”. Ao que responde:

... a natureza do registro semiético que € escolhido
para representar um contetdo (objeto, conceito ou
situacdo) impbe uma selecdo de elementos
significativos ou informacionais do contetdo que
representa (DUVAL, 2023/2012, p. 13)
Ainda, sobre isso, Duval (2023/2012) comenta que “toda
representacao é cognitivamente parcial em relacdo ao que ela representa,
e gque de um registro a outro ndo estdo 0s mesmos aspectos do contetido de

uma situacdo que estdo representados.” (p. 13).

2.1 - Objeto e conteudo da representacéo
Das trés tricotomias do signo em Peirce (2000, p. 51), uma refere-se a
relacdo do signo com o seu objeto e que gerou trés signos que ele denominou

icone, indice e simbolo:

Um Icone é um signo que se refere ao Objeto que
denota apenas em virtude de seus caracteres proprios,
caracteres que ele igualmente possui quer um tal
Objeto exista ou néo.

60



Um indice é um signo que se refere ao objeto que
denota em virtude de ser realmente afetado por ele.
Na medida em que o indice é afetado pelo Objeto, tem
ele necessariamente alguma qualidade em comum
com o Objeto, e é com respeito a estas qualidades que
ele se refere ao Objeto.

Um Simbolo é um signo que se refere ao objeto que
denota em virtude de uma lei, normalmente uma
associacdo de ideias gerais que opera no sentido de
fazer com que o Simbolo seja interpretado como
sendo aquele Objeto (PEIRCE, 2000, p. 51)

No icone ha uma semelhanca material com o objeto. Assim, quando
levantamos pela manha e vemos que a rua estd molhada, logo pensamos que
choveu a noite. J4 o Indice sugere uma relacéo indicativa com o objeto tal
qual, como por exemplo, certos sintomas apontam para uma doenca. O
simbolo é bem diferente desses dois signos, a relacdo que tem com o objeto é
uma relacdo puramente convencional (BENVENISTE, 2014, p. 96).

Sobre essa classificacdo dos signos de Peirce, Benveniste comenta:

N&o se vé, de modo algum, o0 que une umas as outras,
essas classes de signos, nem os principios nos quais
estaria fundamentada a classificacédo
(BENVENISTE, 2014, p. 98)

A classificacdo de Peirce baseia-se no fato de que a representacéo se
assemelha ou ndo com o objeto representado. No entanto, as relacdes séo
muito mais complexas se se levar em conta o fato de que h& muitos objetos
que s6 sdo acessiveis a partir de uma representacdo semiética (DUVAL,
2004, p. 36), conforme podemos constatar na figura a seguir.
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Figura 3: Relacdes cognitivas possiveis entre um conteddo de uma
representacédo e o objeto.

Alguma coisa que esta no lugar de Alguma outrd coisa

chresentacao Objeto
Acessn el Nao acessivel
Sensorialmente ou Sensorialmente ou
instrumentalmente instrumentalmente
7 ;
Ja Ainda nao

encontrado encontrado

O conteudo que representa ‘

1
Evoca o que esta ausente

2
Sugere de forma incompleta por analogia
3

Refere-se ou “define (axiomaticamente)”?

Este contetdo depende do
sistema organico ou
semiodtico que permite
a producio da representacao

Fonte: Duval (2004, p. 36).

- arelacdo 1, € uma relacdo de méo dupla, os objetos podem ser diretamente
percebidos ou percebidos por meio de instrumentos, como por exemplo, o
microscopio na biologia. Ndo ha como confundir objeto e representacéo.

Duval (2004) comenta que € nessa relagdo que Piaget baseou 0s seus
trabalhos “com objetos ja vistos, familiares, mas momentaneamente ausentes,
uma vez que se encontram distantes...” (p. 37);
- a relacdo 2, € uma relacdo com um Unico sentido que vai da representacao
ao objeto, “O conteudo da representagdo, antes que tenha descoberto o objeto,
¢ interpretado por meio de analogias com objetos ja conhecidos pelo sujeito”

(DUVAL, 2004, p. 37). Marca aqui os tipos de conhecimentos a partir de
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documentos como, por exemplo, em geografia e botanica. No momento que
0 sujeito tem acesso ao objeto, ele se encontra na relacdo 1;

- a relacdo 3 indica que o0 sujeito ndo tem acesso ao objeto em si mesmo, a
ndo ser por meio das representacdes que a ele se referem. E a situagio dos
objetos ideais que encontramos em matematica. O ponto geométrico é um
desses objetos, ndo tem dimensdo. Entdo como ter acesso a um objeto desse

tipo a ndo ser por meio de uma representagdo?

2.2 - Emile Benveniste
Emile Benveniste foi também um dos influenciadores da obra de

Duval, em suas “Ultimas aulas no Collége de France” afirma:

1) Que ha, no mundo, na natureza, no comportamento
humano, nas obras do homem, uma quantidade de
signos de espécie muito diversas (vocais, gestuais,
naturais), coisas que significam, que tém sentido;

2) por consequéncia, que ha lugar para pensar que
esses signos se assemelham de alguma maneira, que
constituem conjuntos;

3) que é possivel estabelecer relagdes entre esses
conjuntos de signos;

4) que o estudo dos signos resulta em uma disciplina
particular: a semiologia (BENVENISTE, 2014, p. 92)

A observacdo 2 reforca a ideia de sistema semiotico e a observacao
3 alimenta a ideia de que se pode estabelecer uma operagédo que pode marcar
a relacdo entre sistemas diferentes, que Duval (1995) estabeleceu para 0s

registros e denominou de conversdo. De forma mais extensiva, Benveniste
aponta para essa possiblidade no Capitulo 4 de PROBLEMAS DE
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LINGUISTICA GERAL | (BENVENISTE, 2005, p. 53 — 67). Na observacéo

4, de fato criou-se uma disciplina que foi denominada “semiética”.

2.3 - Representacdo semidtica e registro
Um registro é um sistema estruturado, e como tal, possui elementos
como em um conjunto matematico. Para Duval,

...0s sistemas semidticos devem cumprir trés
atividades  cognitivas  fundamentais.  Primeiro
[formacao], constituir um trago ou uma combinagéo
de tracos perceptiveis que sejam identificados como
uma representacdo de alguma coisa em um sistema
determinado. Em seguida [tratamento], transformar
as representacdes pelas regras proprias ao sistema de
modo a obter outras representagcfes podendo
constituir um aporte de conhecimento em relacao as
representagOes iniciais. Finalmente [conversao],
converter as representacdes produzidas em um
sistema em representagdes de um outro sistema de tal
modo que estas Ultimas possam explicitar outras
significagbes relativas ao que & representado
(DUVAL, 1995, p. 20-21)

Como se pode observar nessa citacdo, sao trés as caracteristicas para
gue um conjunto de elementos possa formar um registro. O tratamento e a
conversdo sdo duas operacdes semiocognitivas ndo sO para formar um
registro, mas como integrantes da hip6tese fundamental de aprendizagem de
Duval (ver Figura 5).

O tratamento é um tipo de operacdo especifica de um registro
realizada internamente a ele. J& a conversdo é uma operagao que envolve dois

registros por vez, ela € muito mais complexa, uma vez que o transito se da em
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conformidade com as caracteristicas de cada registro envolvido. Essa
complexidade possibilita o surgimento de um fendmeno denominado por
Duval (1995) de congruéncia semantica® que exibe, segundo alguns critérios,
0 grau de transparéncia entre duas representacfes de um mesmo objeto. Ha
muitas situagOes que caracterizam a opera¢do de conversdo, veremos mais
adiante algumas delas. Sdo exemplos, a traducédo, a transcri¢do para o braile,
0 equacionamento de um problema em lingua natural etc.

A variedade de registros é enorme, o quadro da Figura 4 a seguir é
uma sintese dessa variedade para o caso da matematica. Mostra um quadro
com quatro células de grandes tipos de registros. No interior de cada uma
dessas celulas, outros sistemas podem se formar uma vez que conforme
aponta Benveniste (2014) “Um sistema semiologico é sempre, em principio,
capaz de gerar um ou varios outros sistemas semioldgicos.” (p. 108). Os
sistemas da célula 1 estdo presentes em toda a atividade matematica, seja no
papel de funcdo meta discursiva (comunicacao, tratamento e objetivacao) ou
de funcdo discursiva (referencial, apofantica, expansdo discursiva e

reflexividade)?.

1 Sobre esse assunto, consultar: DUVAL, R. Abordagem cognitiva de problemas de
geometria em termos de congruéncia. Trad. Méricles T. Moretti. REVEMAT, v. 7, n. 1,
p.118-138, 2012; MORETTI, Méricles T; BRANDT, C. F.; ALMOULOUD, S. A.
Congruéncia semantica: um fendmeno semi6tico e cognitivo a ser levado em conta na
aprendizagem matemética. Quadrante v. 31.1, Lisboa: 2022. p. 92-112.
2 Sobre esse assunto, consultar:
Capitulo 1l de DUVAL, R. Semiosis y pensamiento humano: registros semioticos y
aprendizajes intelectuales. Traducdo de Myriam Vega Restrepo. Universidad del Valle,
Instituto de Educacion y Pedagogia, Santiago de Cali, 2004. 328 p.;
DIONIZIO, Fatima Q.; BRANDT, Celia F. MORETTI, Méricles T. Emprego das funcfes
discursivas da linguagem na compreenséo de erros de alunos em uma atividade que envolve
noc¢des de trigonometria. Perspectiva da Educacdo Matemaética. v. 7, 2014;
SABEL, E. O papel das fung¢des discursivas na analise da producéo de alunos na resolucéo
de problemas. (Dissertacdo de Mestrado). Floriandpolis: UFSC/PPGECT, 2021.
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Figura 4: classificacdo dos diferentes registros mobilizados em matematica.

REPRESENTACAO
DISCURSIVA

REPRESENTACAO
NAO DISCURSIVA

REGISTROS
MULTIFUNCIONAIS
Os tratamentos nao sao

algoritmizaveis

(1) Lingua natural

Operacoes
associais verbais (conceituais),
descricdo, definicéo,
explicacéo;

raciocinio:

- argumentacao a partir de
observacdes, de crengas;

- deducdo valida a partir de
definicdo ou de teoremas

(2) Figuras geométricas
planas ou em perspectiva
(configuragdo de formas
0D, 1D, 2D, 3D)

Operac0es
- apreensdo operatéria e
n&o somente perceptiva;
- Construgdo com
instrumentos;
- modelizacéo de
estruturas fisicas
(exemplos: cristas,
moléculas)

REGISTROS
MONOFUNCIONAIS
Os tratamentos sdo
principalmente
algoritmizaveis

(3) Sistemas de escrita:
numeéricas (binaria, decimal,
fracionaria); algébricas;
simbdlicas;

(Linguas formais)

Operacoes
calculo literal, formal, ...

(4) Graficos cartesianos
(visualizacdo de variacGes)

Operagoes
- mudanca de sistema de
coordenadas;
- interpolacéo,
extrapolacao

Fonte: elaborado a partir de Duval (2004, p. 52).

A célula 4 mostra registros que estdo muitas vezes relacionados aos

registros da célula 3 como ocorre, por exemplo, no esboco de curvas®,

3 Sobre esse assunto, consultar:
DUVAL, R. Gréficos e equacdes: a articulacdo de dois registros. Trad. Méricles T. Moretti.
Revemat, v. 6, n. 2, p. 96-112, 2011;
MORETTI, Méricles T. A translagdo como recurso no esboco de curvas através da
interpretacdo global de propriedades figurais. In MACHADO, Silvia D. A. de (org.).
Aprendizagem em matematica: Registros de representacdo semidtica. Campinas: Papirus,
2003, 160p;
MORETTI, Méricles T. SABEL, E. Graficos e equagdes: abordagem global qualitativa
segundo Raymond Duval. Floriandpolis; GPEEM/UFSC, 2022, 202p. Disponivel em:
https://repositorio.ufsc.br/handle/123456789/203982
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comporta registros tdo complexos que Duval (1995) os caracteriza como um
de hiper registro. As células 3 e 4 apresentam registros em que as operacoes
de tratamento podem ser efetuadas por meio de algum algoritmo. Por
exemplo, é possivel dada uma equacdo de primeiro grau, obter a solucéo por
um processo automatizado. De forma diferente, isso ndo é possivel com os
registros da célula 1, veja por exemplo, a tentativa frustrada de traducdes
automatizadas.

Discutiremos, a seguir, um exemplo de cria¢ao de registros no interior

da célula 3.

2.4 - Registros algébricos.

Apresentaremos dois exemplos de registros algébricas (Célula 3) que
suscitam discussdes acaloradas se de fato constituem registros distintos. Cada
um decida por si!

Consideremos Q o conjunto dos numeros racionas. Do conjunto dos
racionais, pensemos dois conjuntos com 0s mesmos elementos, mas com
formas distintas:

- Qf o conjunto dos numeros racionais na forma fracionaria. Sdo exemplos

desse conjunto os numeros 9/4, 0/5, 1/3,;

- Qv o conjunto dos nameros racionais na forma decimal com virgula. Esses

exemplos apresentados de numeros que pertencem ao conjunto Qf, podem ser

escritos também como nimeros que pertencem a Qv, como, 2,25; 0,0; 0,333.
Algumas questdes devemos impor para que consideremos

separadamente dois registros.
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(1) as quatro operacdes elementares se ddo do mesmo modo em Qf e em Qv?
A resposta a esta questdo € ndo, basta ver um exemplo da soma de dois

elementos em cada conjunto:

: 31 15 4 19
-nosistemaQf, -+ - = —+ — = —;
4 5 20 20 20

- no sistema Qv, 0,75 + 0,2 = 0,95.

A soma de dois elementos em cada conjunto, mostra processos
completamente diferentes;

(2) E possivel transitar de Qf para Qv e vice-versa?

S&0 0s mesmos tipos de processos envolvidos? Novamente, a resposta
é ndo. As transicOes entre eles sdo bem diferentes.

Cada um dos significantes em Qf e Qv de um mesmo numero,
possuem significados operatdrios distintos, apesar de que representam o
mesmo namero o0 que poderia nos levar a considerar um Unico sistema
semiotico Q (dos numeros racionais)?

Mais especificamente, o problema é saber se a
aprendizagem visando a aquisi¢do das atividades de
conversdo tem a mesma natureza que uma
aprendizagem que visa a aquisicdo das atividades de
tratamento (DUVAL, 1995, p. 42)

Portanto, a resposta proposta por Duval é uma resposta didatica, uma
vez que € parte da formacdo dos alunos a aprendizagem dos tratamentos em
cada um dos conjuntos Qf e Qv, tanto quanto a conversao entre eles. Fazer
essa escolha, significa dar importancia aos tratamentos que também fazem

parte da hipotese de aprendizagem de Duval:
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Figura 5: Hipotese fundamental de aprendizagem centrado na funcdo de

objetivacgéo.

(Conceitualizacao
nos racionais)

x 4 \ g
o‘ .0

Registro Qf > Registro Qv

<%
3
1 2
Tratamento em Tratamento em

Fonte: a partir de Duval (1995, p. 67).

O que podemos observar nesse esquema de aprendizagem matemaética
proposto por Duval, tanto os tratamentos (setas 1 e 2), assim como as
conversdes (setas 3 e 4) estdo na base da hipotese fundamental de
aprendizagem de Duval. Para o caso de Qf e Qv, se quisermos reforcar
também aos tratamentos (operacGes com numeros decimais na forma
fracionaria e com nimeros decimais com virgula), é importante, do ponto de
vista didatico, que se considere sistemas semioticos distintos. No entanto,

precisamos nos atentar para o seguinte fato:

Para ndo confundir um objeto e sua representacéo,
quando a intuicdo direta do objeto em si mesma néo é
possivel, €& necessario dispor de diversas
representacdes semioticas heterogéneas deste objeto
e coordena-las (DUVAL, 1995, p. 69)
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Representacdes heterogéneas nessa citacdo, leia-se, sistemas
semioticos distintos.

A aprendizagem em Qf e Qv ndo esgota a aprendizagem em Q, outros
conjuntos podem ser considerados (como por exemplo, 0 conjunto das
dizimas periddicas? Os racionais em notacdo cientifica?). Essa analise passa
pela ideia de Frege (1978) quando destacou a importancia do sentido que €
dado ao significante/significado no interior de um mesmao sistema semiotico,
de onde surge a questdo fundamental: esses diferentes sentidos sdo suficientes
para que se considere, atendendo ao menos a um ponto de vista didatico,

sistemas semiéticos distintos?

3 CONCLUSOES

O que se pode perceber, neste texto bastante resumido da trajetoria de
Duval na construcdo de uma ideia de aprendizagem intelectual, é que ele
imprimiu um lado cognitivista, que ndo havia, nos estudos de diferentes
semiologos, entre eles, Saussure, Peirce, Benveniste e Frege. Portanto, ler e
compreender Duval, sera preciso ter em mente sempre esses dois aspectos, 0
semiotico e o cognitivo. Foi principalmente o aspecto cognitivo que nos levou
a considerar Qf e Qv sistemas semioticos distintos (dar importancia também
aos tratamentos em cada um desses sistemas) sustentados na no¢éo de sentido

e referéncia em Frege.
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