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RESUMO

Neste trabalho, inspirados pela literatura sobre perturbacoes de semigrupos gradientes,
introduzimos as nogoes de semigrupos impulsivos gradientes e semigrupos impulsivos di-
namicamente gradientes. Para este fim, tivemos que realizar uma pequena alteracao na
defini¢ao previamente existente de atrator global para semigrupos impulsivos, a fim de que
os resultados envolvendo tais semigrupos para o caso sem impulsos se mantivessem no ce-
nario com impulsos. Mostramos que estes conceitos, sob certas condigoes, sao equivalentes
e, com resultados de robusteza de perturbagoes de semigrupos dinamicamente gradientes,
mostramos a permanéncia da estrutura gradiente para semigrupos impulsivos gradientes.
Além disso, apresentamos um capitulo sobre superficies impulsivas em dimensao finita,
que ¢é particularmente importante para a obtencao de exemplos concretos de semigrupos
impulsivos.

Palavras-chave: Semigrupos impulsivos. Atratores globais. Semigrupos impulsivos gradi-
entes. Semigrupos impulsivos dinamicamente gradientes. Fun¢ao de Lyapunov. Superficies
impulsivas.



ABSTRACT

In this work, inspired by the literature on perturbations of gradient semigroups, we
introduce the notions of impulsive gradient semigroups and dynamically impulsive gradient
semagroups. To this end, we had to make a small modification to the previously existing
definition of global attractor for impulsive semigroups, in order to ensure that the results
involving such semigroups in the case without impulses remained valid in the scenario
with impulses. We show that these concepts, under certain conditions, are equivalent, and
with results on the robustness of perturbations of dynamically gradient semigroups, we
demonstrate the persistence of the gradient structure for impulsive gradient semigroups.
In addition, we present a chapter on impulsive surfaces in finite dimensions, which is
particularly important for obtaining concrete examples of impulsive semigroups.

Keywords: impulsive semigroups. Global attractors. Impulsive gradient semigroups. Dy-
namically impulsive gradient semigroups. Lyapunov function. Impulsive surfaces.
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1 INTRODUCAO

Sabemos que nas aplicagoes reais, ao modelarmos matematicamente um problema,
introduzimos simplificacoes, uma vez que nosso mundo é bastante complicado para le-
varmos todas as possiveis variaveis em consideracao. Seja pelo uso de leis empiricas, por
termos dados escassos, ou pelo descarte de algumas interagoes fisicas e/ou bioldgicas muito
dificeis de modelar, o modelo matemético de um problema presente no mundo real é, quase
sempre, uma aproximacao (ou o que chamamos de uma perturbacio). A pergunta que
aparece €: se trabalharmos com um modelo perturbado, como garantir que as propriedades
quantitativas obtidas podem ser transportadas ao modelo real? Dito de outra maneira,
quao fiel o nosso modelo aproximado é em relagao ao problema real?

Dentro da matematica, costumamos chamar essa propriedade de robusteza da
estrutura sob perturbagoes. Isto é, ao perturbarmos um modelo, que seria a modelagem
“fiel” do problema (obtida se tivéssemos levado em conta todas as possiveis variaveis), e
obtermos o modelo aproximado, como podemos garantir que as estruturas presentes no
aproximado representam, a menos de um erro muito pequeno, as estruturas do modelo
nao-perturbado?

Tal pergunta, abordada em muitos trabalhos da literatura (vide, por exemplo,
(BORTOLAN; CARVALHO, Alexandre N.; LANGA, 2020) e as referéncias nele contidas)
é complexa e pode ser estudada em varios niveis de profundidade. O primeiro deles, a
semicontinuidade superior de atratores, estudado por exemplo em (BORTOLAN; CAR-
VALHO, Alexandre N.; LANGA, 2020) para o caso sem impulso e em (BONOTTO, E. M.
et al., 2016b; BORTOLAN; UZAL, José Manuel, 2021) para o caso impulsivo, diz respeito
a nao-explosao das solugoes globais limitadas. Falando informalmente, isto quer dizer que
as solugoes globais limitadas do problema perturbado ficam proximas das solugoes globais
limitadas do problema limite (isto ¢, o problema real sem perturbagao).

O segundo nivel de dificuldade, a semicontinuidade inferior de atratores, diz res-
peito a nao-implosao das solucoes globais limitadas. Isso quer dizer que, grosseiramente
falando, as solucoes globais limitadas do problema perturbado tém, pelo menos, a mesma
complexidade das solugos globais do problema limite. Esses dois niveis, quando ocorrem
simultaneamente, nos dao a continuitdade dos atratores. Nesse ponto, as solucoes globais
limitadas do problema aproximado estao proximas das do problema limite, e sao pelo
menos tao complexas quanto.

Neste trabalho abordaremos nao s esses dois primeiros niveis, como focaremos
principalmente no terceiro nivel: a estabilidade estrutural topoldgica. Aqui esta a maior
contribuicao do nosso trabalho: o Teorema 4.28. De maneira simplificada, provamos que
ao perturbarmos adequadamente um modelo com impulsos, o problema resultante tem
um atrator com “a mesma dindmica” que o atrator do problema limite. Para dar um

melhor sentido a esses termos, vamos explicar mais detalhadamente, e matematicamente,
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o problema com o qual lidamos neste trabalho.

SEMIGRUPOS IMPULSIVOS E ATRATORES GLOBAIS

Seja X um espago métrico, com métrica d. Um semigrupo em X é uma familia
m={m(t): t > 0}, de aplicagoes 7(t): X — X para cada t > 0, satisfazendo:
o 7(0)z = x para todo x € X

(e]

n(t+ s) = w(t)w(s) para todos t,s > 0;

e}

a aplicagao [0,00) X X 3 (t,z) — 7(t)x € X é continua.
Um conjunto nao vazio e compacto A C X é dito um atrator global para 7 se:

o A & m-invariante, isto é, m(t)A = A para todo t > 0;

o}

A m-atrai limitados de X, isto é, se B C X é um limitado de X entao

tliglo dy(m(t)B, A) =0, (1.1)
sendo dy a semidistancia de Hausdorff, isto €,
duy(C, D) = Sup inf d(z,y),

para C', D C X nao vazios.

Observagao. Note que podemos escrever (1.1) da seguinte maneira: para cada B C X

limitado, dado € > 0 existe to = to(€) = 0 tal que
7(t)B C O(A) :={x € X:d(z,A) <e} parat>t. (1.2)

Nao ¢ dificil ver que, um atrator global, quando existe, ¢ tnico, e define o compor-
tamento assintotico do semigrupo 7w, uma vez que atrai todas as trajetorias [0, 00) 2 ¢ —
7(t)z € X. Mais ainda, o atrator global é constituido por todas as trajetorias globalmente
definidas (isto é, definidas para todo t € R) e limitadas. Formalmente, dizemos que uma
funcao £: R — X ¢ uma solugao global de wse m(t)€(s) = &(t+s) paratodost > 0e s € R.
Dizemos que uma solugao global ¢ de 7 é limitada se {(R) é um subconjunto limitado de
X. Vé-se que, quando 7 possui um atrator global A, o que descrevemos acima se escreve

matematicamente como
A ={£(0): £ ¢ uma solugao global limitada de 7}.

A grosso modo, isto significa que o atrator global é formado por todas as trajetorias rele-
vantes do ponto de vista pratico. Portanto, tal objeto desempenha um papel fundamental
na compreensao da dindmica do semigrupo m. Para um estudo mais detalhado sobre atra-
tores globais para semigrupos o leitor interessado pode consultar (LADYZHENSKAYA,
2022; CARVALHO, Alexandre N.; LANGA; ROBINSON, 2013; BORTOLAN; CARVA-
LHO, Alexandre N.; LANGA, 2020; HALE, 1988; TEMAM, 1997; ARAGAO-COSTA;
CARVALHO, A. N, 2012) e suas referéncias.
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Com isso em mente, varios autores nas ultimas duas décadas tém tentado replicar
essa nogao para semigrupos impulsivos. Combinando os trabalhos de (BONOTTO, Eve-
raldo M. et al., 2017; BONOTTO, Everaldo Mello; KALITA, 2020; BONOTTO, E. M.
et al., 2015; BORTOLAN; UZAL, José Manuel, 2020), apresentaremos abaixo a nossa

versao das nocoes de semigrupos impulsivos e seus atratores globais.

Definigao. Um sistema dindmico impulsivo (ou sistema dindmico auténomo
impulsivo), consiste de uma tripla (7, M, I), sendo:

o 7 um semigrupo em um espago métrico (X, d);

o M um subconjunto fechado de X, chamado de conjunto impulsivo, que devera

satisfazer uma certa condigao (veja Definigao 2.1);

o [: M — X\ M uma fungao continua, chamada fungao impulso, e o seu papel sera

apresentado mais adiante (ver Defini¢ao 2.5).

Observagao. Nos trabalhos anteriores, como por exemplo em (BONOTTO, Everaldo
M. et al., 2017; BONOTTO, Everaldo Mello; KALITA, 2020; BORTOLAN; UZAL, José
Manuel, 2020), ainda se pedia que para cada x € M existisse € = ¢(x) > 0 tal que

{z€ X:7m(t)z=x paraalgum t € (0,¢)} N M = @. (1.3)

Isto quer dizer que era necessaria também a hipotese de que, dado x € M, para chegar em
x por um ponto de M, precisariamos andar pelo menos um intervalo de tempo maior do
que €(z). A condicao (1.3), apesar de ter apresentagao simples, nao é facilmente verificada
em aplicagoes e, portanto, o desenvolvimento da teoria dos semigrupos impulsivos sem
essa condicao representa um avancgo significativo que ja foi observado nos trabalhos de
(BONOTTO, Everaldo M et al., 2021; DASHKOVSKIY et al., 2021; CARABALLO; UZAL,
José M., 2023), e também nesta tese nao necessitamos dessa condigao e conseguimos com
isso introduzir uma nog¢ao melhor de atratores globais para semigrupos impulsivos.

Com as condigbes necessérias (veja o Capitulo 2 para a construgao detalhada),
usando o sistema dindmico (7, M, I), podemos definir uma familia 7 = {7(t): t > 0} de
aplicagoes m: 2 — Q, onde  := X \ M, satisfazendo:

o 7(0)z = x para todo x €
o 7(t+s)=7(t)7(s) para todos t,s > 0;
que é chamada de semigrupo impulsivo.

O proximo passo ¢é introduzir uma nogao apropriada de atrator global para o
semigrupo impulsivo 7. Poderiamos trabalhar com a mesma noc¢ao de atrator global de
(BONOTTO, E. M. et al., 2015), porém por motivos que detalharemos abaixo, ela (por
muito pouco) nao se encaixa em nossos propositos. Assim, a defini¢do que utilizamos para

este trabalho ¢ a seguinte:

Definicao. Um conjunto nao vazio A C (2 é um atrator global para 7 se:

o A é precompacto em X e A= AN (aqui o fecho ¢ tomado em X);
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o A é m-invariante, isto ¢, 7(t).A = A para todo t > 0;
o A 7-atrai todos os subconjuntos limitados de €2; isto ¢, dados B C 2 um limitado e

U uma vizinhanga aberta de A em €2, existe to = to(U) = 0 tal que

7(t)B CU para todo t > to. (1.4)

Observagao. Como dissemos acima, essa defini¢ao é inspirada e muito parecida com a
presente em (BONOTTO, E. M. et al., 2015). A diferenca é no conceito de atra¢ao. Em
(BONOTTO, E. M. et al., 2015) os autores usam a semidistincia de Hausdorff (em (1.2)),
considerando apenas e-vizinhangas de A, ao invés de vizinhangas arbitrarias de A em (2,
como em (1.4). Apesar de ser uma boa definicao, ela faz com que os resultados apresentados
no Capitulo 3 sejam falsos. Por essa razao, optamos por introduzir e trabalhar com a
nogao de (1.4).

Como no caso sem impulsos, quando um atrator global de 7 existe, ele é tinico e
pode ser caracterizado como a uniao das solugoes globais limitadas de 7 (que tém definigao
analoga ao caso sem impulso). Como nada é tao simples assim, essa mudanga na definigao
veio com um prego. A fim de obter os mesmos resultados de (BONOTTO, E. M. et al.,
2015), inspirados em (BONOTTO, Everaldo Mello; KALITA, 2020; BORTOLAN; UZAL,
José Manuel, 2020), precisamos introduzir uma condigao adicional que nos trabalhos
anteriores nao era necessaria, a qual nomeamos de condi¢ao (7). Quando nos restringimos
ao cenario presente em (BONOTTO, E. M. et al., 2015), a condigao (Z) é trivialmente
satisfeita. No Capitulo 2, a teoria de semigrupos impulsivos e seus atratores globais, usando
as defini¢des acima apresentadas, é descrita em detalhes.

Um dos grandes desafios da teoria de semigrupos impulsivos é encontrar exemplos
concretos nao-triviais, principalmente os aplicados a equacgoes diferenciais parciais, isto é,
semigrupos impulsivos e seus respectivos atratores globais em espagos infinito-dimensionais.
Mesmo em dimensao finita, encontrar tais exemplos nao é simples, quanto mais verificar
todas as condigoes necessarias para que os resultados sejam aplicados. Pensando nisso,
apresentamos alguns exemplos mais simples para ilustrar a teoria apresentada neste tra-
balho e, adicionalmente, apresentamos o Capitulo 5. Os resultados de tal capitulo nao
compoe o cerne principal desta tese, porém apresentam uma grande classe de exemplos de
conjuntos impulsivos para semigrupos em espacos de dimensao finita satisfazendo algumas
(nao todas) das condigoes necessérias para a aplicagao de nossos resultados, e sdo uma
generalizac¢ao dos resultados de (BONOTTO, E. M. et al., 2016a).

SEMIGRUPOS GRADIENTES, DINAMICAMENTE GRADIENTES E A ESTABILI-
DADE ESTRUTURAL TOPOLOGICA

Gostariamos agora de olhar dentro do atrator, isto é, queremos analisar suas es-

truturas internas, para tentar descrevé-lo de maneira mais simples. Mais especificamente,
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queremos descrever o atrator global de um sistema dinamico impulsivo como a uniao dos
conjuntos instéveis de seus invariantes isolados. Motivados pelos resultados de (ARAGAO—
COSTA et al., 2011), para o caso nao-impulsivo, as estruturas principais que nos dao
essa caracterizagao sao os semigrupos gradientes. Porém, mostrar que os semigrupos gra-
dientes sao estaveis quando perturbados nao é uma tarefa simples. Em (CARVALHO,
Alexandre N.; LANGA, 2009), os autores trabalham com a classe auxiliar dos semigrupos
gradient-like que posteriormente recebeu o nome de semigrupos dinamicamente gradientes,
que sao os semigrupos cujas propriedades dindmicas dentro do atrator se assemelham
aquelas dos semigrupos gradientes, e provam que:

o a classe dos semigrupos dinamicamente gradientes ¢ estavel por perturbacoes.

Em seguida em (ARAGAO-COSTA et al., 2011), os autores utilizam a classe dos semigru-
pos dinamicamente gradientes, e provam que:

o um semigrupo é dinamicamente gradiente se, e somente se, é gradiente.

Isto mostra, de maneira incrivelmente elegante, que os semigrupos gradientes sao estaveis
quando perturbados de maneira adequada.

O nosso objetivo no Capitulo 3 é definir as classes dos semigrupos impulsivos gradi-
entes e semigrupos impulsivos dinamicamente gradientes, e mostrar que, sob determinadas
condigoes, um semigrupo impulsivo é gradiente se, e somente se, ele é dinamicamente gra-
diente. As demonstracdes seguem as ideias do caso nao-impulsivo presentes em (ARAGAO-
COSTA et al., 2011), porém os impulsos apresentam uma dificuldade técnica consideravel
(ver, por exemplo, os resultados da Subsegao 3.2.2: Proposigoes 3.28, 3.31, 3.32, Lema
3.27, Teorema 3.37. Subsegao 3.2.3: Lema 3.40. Subsecao 3.2.4: Lemas 3.51, 3.54), que

foram contornadas pedindo as hipoteses corretas.

Observagao. E nesse ponto da teoria que a nossa definicdo modificada para o atrator
global entra em cena. Um dos principais objetos na demonstragao de que um semigrupo
impulsivo dinamicamente gradiente é gradiente é o conceito de atrator local, e o fato de
que um conjunto com conjunto instavel trivial é um atrator local. Para definir o atrator
local, usamos o mesmo conceito de atracao usado para o atrator global. Com a defini¢ao
de (BONOTTO, E. M. et al., 2015), um conjunto poderia ter conjunto instéavel trivial e

nao ser um atrator local, veja o Exemplo 3.3.1 e o conjunto (1, 2].

Com essa equivaléncia, mostramos, no Capitulo 4, os trés niveis de robusteza sob
perturbacoes discutidos anteriormente: a semicontinuidade superior, a semicontinuidade
inferior e a estabilidade estrutural topolégica. A presenca de impulsos dificulta os proces-
sos de passagem ao limite, que precisam ser cuidadosamente detalhados, para garantir
que as convergéncias necessarias sao mantidas. Como mencionamos anteriormente, todo
o trabalho culmina no Teorema 4.28, que garante que perturbacoes adequadas de um
semigrupo impulsivo dinamicamente gradiente dao origem a semigrupos impulsivos que

também sao dinamicamente gradientes.
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PRINCIPAIS CONTRIBUICOES DO TRABALHO

As principais contribuic¢oes sao:

o provar, de maneira sistemética, a existéncia de atrator global, com essa nova defi-
nigao, para um semigrupo impulsivo, estendendo a teoria ja desenvolvida em (BONOTTO,
E. M. et al., 2015; BORTOLAN; UZAL, José Manuel, 2020; BONOTTO, Everaldo Mello;
KALITA, 2020), dentre outros;

o definir os semigrupos impulsivos gradientes e dinamicamente gradientes, e provar
a equivaléncia entre esses dois conceitos, estendendo os resultados de (ARAGAO-COSTA

et al., 2011) para o caso impulsivo;

o provar a estabilidade estrutural topologica de semigrupos impulsivos dinamica-
mente gradientes, estendendo o Teorema de Carvalho e Langa encontrado em (CARVA-
LHO, Alexandre N.; LANGA, 2009, Theorem 1.5) para o caso impulsivo;

o estender os resultados de (BONOTTO, E. M. et al., 2016a) para obter exemplos

de conjuntos impulsivos de semigrupos em espacos de dimensao finita.
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2 TEORIA DE SEMIGRUPOS IMPULSIVOS E SEUS ATRA-
TORES

Como vimos na introdugao, sabemos a defini¢gdo de um semigrupo 7 num espago
métrico (X, d) e, agora, definimos formalmente o conceito de sistema dindmico impulsivo

que usaremos no restante do trabalho.

Defini¢ao 2.1 (Sistema dindmico impulsivo). Um sistema dindmico impulsivo (ou
sistema dindmico auténomo impulsivo), consiste de uma tripla (7, M, I), sendo

o 7 um semigrupo em um espago métrico (X, d);

o M um subconjunto fechado de X, chamado de conjunto impulsivo, com a propri-

edade de que para cada x € M existe € = ¢(z) > 0 tal que

w(t)r ¢ M paratodo 0<t<e¢ (2.1)

o I: M — X\ M uma fun¢ao continua, chamada fungao impulso, e o seu papel sera

apresentado mais adiante (ver Definigao 2.5).

Observagao 2.2. A condic¢ao (2.1) nos diz que trajetorias que comegam em M devem
sair imediatamente de M e permanecer um pequeno intervalo de tempo fora de M, antes
de possivelmente retornar a M. Note que, além disso, juntamente com a continuidade do

semigrupo m, (2.1) implica que M deve ter interior vazio.

Para continuarmos, definimos
Q:=X\M,
que é um aberto de X, ja que M é fechado.

Proposicao 2.3. Seja (m, M, I) um sistema dindmico impulsivo. Para cada x € X, uma
e somente uma das sequintes afirmagoes € verdadeira:

o w(t)x ¢ M para todot > 0 e, neste caso, definimos ¢(z) = 0o;

e cxiste um unico s > 0 tal que w(s)x € M e n(t)x ¢ M para 0 <t < s e, neste caso,

definimos ¢(x) = s.

Demonstragao. Assumimos que 7(t)xz € M para algum ¢ > 0. Quando x € €, existe r > 0
tal que
By (z)={ze X:d(z,z) <r} CQ

e, usando a continuidade do semigrupo 7, existe € > 0 tal que m(¢t)z € B,.(z) para 0 < t <€,
implicando, em particular, que 7(t)z ¢ M para 0 < t < e. Se x € M, a condi¢ao (2.1)
implica na existéncia de um € > 0 tal que w(¢t)z ¢ M para todo 0 < t < e.

Em qualquer caso podemos definir s = inf{t > 0: 7n(t)x € M}. E simples ver que
sze>0emn(t)r ¢ M para 0 <t < s. Além disso, note que m(s)x € M. De fato, seja
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{tn}nen C (0,00) tal que t,, — s e w(t,)z € M para todo n € N. Sendo M fechado e

usando a continuidade do semigrupo m temos M > 7 (t,)z — 7w(s)z € M. O

Definigao 2.4 (Fungao tempo de impacto). A fungao ¢: X — (0, 0c], definida na Propo-
si¢ao 2.3, é chamada de funcao tempo de impacto e, para cada x € X, ¢(x) é chamado

de tempo de impacto de x.

Uma propriedade simples, porém importante, da func¢ao tempo de impacto ¢ é a
seguinte:
set>0em(t)r € M entdo ¢(x) < t. (2.2)

Podemos agora definir a trajetoria impulsiva e o papel da funcao impulso [ ficara

claro.

Definigao 2.5. A trajetéria impulsiva de z € X pelo sistema dindmico impulsivo
(m, M, I), denotada por 7(-)x e definida em um intervalo [0, ¢(x)), é dada indutivamente
pela seguinte regra:
Passo 1: Se ¢(x) = oo definimos £(x) = oo e 7(t)x = 7(t)x para todo t € [0,00). Neste
caso 0 processo termina aqui.

Contudo, se s; = ¢(z) < oo, tomamos sy := Ay := 0, \; 1= 8¢ + 51, 2§ = =,
1y = 7(s1)xg, i := I(x;) e definimos 7(-)z em [\g, \;] por

(1) = { WJ(rt)xE{ se Ao <t < Ag,
] se t= A

Neste caso, passamos para o Passo 2.
Passo 2: Se ¢(x]) = oo definimos ((x) = oo e 7(t)x = m(t — \;)z] para t > ). Neste
caso o processo termina aqui.

Contudo, se sy := ¢(z]) < 0o, tomamos Ay := A\; + So, Tg := 7(s9)x], x4 = [(x2)
e definimos 7(-)x em [A;, A2] por

(1) = { 7t —A)rf  se A\ <t < Ao,
Ty se t= M\

Neste caso, passamos para 0 proximo passo.

Passo Indutivo: Assuma que 7(-)z esta definida no intervalo [A,_1, \,].

Se ¢(z;}) = 0o definimos ¢(x) = 0o e T(t)x = w(t — \,)z; para todo t > \,. Neste
caso, 0 processo termina aqui.

Contudo, se ¢(x;}) < oo, tomamos s,.1 := ¢(x,}), Ax1 = Ay + (), Tpyq =

T(Sp1)zt, o4 = I(xp41) e definimos 7(-)z em [A,, Apta] por

- t— Mot se A\, <t < A,
W(t)&? — 7T( )‘rn +1
A se t= Api1.

Passo de Conclusdo: O processo descrito acima pode:
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e terminar ap6s um namero finito de passos, a saber se ¢(z;") = oo para algum n € N

e neste caso a trajetoria impulsiva 7(-)x esta definida no intervalo [0, c0);

e ou continuar indefinidamente se ¢(x;) < oo para todo n € N e, neste caso 7(-)x esta
definida no intervalo [0, ¢(x)), sendo ¢(x) = lim \,, que pode ser finito ou infinito.

n—o0
Os ntimeros positivos finitos da cole¢do estritamente crescente {\,}, sdo chamados de

tempos de salto de z. A Figura 1 abaixo ilustra a trajetéria impulsiva de um ponto
re X.

(M) M
' . \ xl
ZE;\ x2
x;\%
i s

Figura 1 — Exemplo de trajetoria impulsiva 7(-)z.

Observagao 2.6. Note que a cole¢ao {\,},, dada acima, depende de cada ponto z € X,

isto é, A\, = A\,(z), sendo

Usaremos A, ou \,(x) indistintamente durante o texto.

Diretamente da definigdo de trajetéria impulsiva, temos 7(0)z = x para todo
x € X, e também obtemos a seguinte propriedade: para cada x € X e t € (0,4(x)), como
I(M) C Q, temos
T(t)x € Q,

isto é, temos o seguinte resultado:

Proposigao 2.7. Seja (w, M, I) um sistema dindmico impulsivo. Entao para cada x € X
et e (0,0(x)) temos T(t)x € Q.
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A prova da proxima proposi¢ao é uma adaptagao de (BONOTTO, E. M., 2007,
Proposition 2.1).

Proposigao 2.8. Se (w, M,I) é um sistema dindmico impulsivo, entio
T(t+ s)x =7(t)7(s)x  para todos t,s € [0,0(x)) tal que t + s € [0,4(x)).

Demonstragao. Fixados x € X e t,s € [0,{(x)) com t + s € [0,4(x)). Considere {\,},
os tempos de salto de = (incluindo Ay = 0 e, no caso da sequéncia ser finita {A;,..., A\, }
incluimos A,4; = 00). Claramente A\, < t < A,y para algum n, e vamos analisar os

seguintes casos:

CASO1.0< s < A\py1 — L.

Neste caso, note que ¢(m(t — \,)x) = A1 — t, pois

T A1 — Tt = Nzl = 7M1 — M)zt = 2001 € M,

n

e,para0 < B < \,p 1 —t, temos A\, < S+t < A\q1 €
m(B)m(t — M\)a) =7(B+t— Nz & M.

Logo, m(s)m(t — \,)x;!

T =n(s)m(t — A\,)z e, portanto,

()Tt = 7(s)m(t — M)t = w(s)m(t — \)at = 7wt + s — \)w, = 7(t + s)x,

n

sendo que a ultima igualdade segue do fato de que t + s — A\, < A,11 — A, (lembrando que
Ant1 — A = &(x))), e da definigao de 7(+)x.
CASO 2. s > A\ — T

Neste caso, temos \,,1x —t < 5 < A\pikr1 — t para algum inteiro positivo k, isto €,
Aak St+ 5 < A\pygy1- Entdo, 7(t 4+ s)r =n(t + s — )\n+k)m:+k.
Defina y := 7(t — A\, )z;". Tomando y§ := y, segue que ¢(y) = A\py1 —t €

yi = 1(m(o)y) = H{ma(Ansr = )m(t = A)ay) = H(m(Anir — Aa)ay) = I(7(d(zy))xy)
= I(Tns1) = 741
Indutivamente obtemos yj = xzﬂ- para j = 2,..., k. Tomando m; := ¢(y) = A1 — t e
k—1
mg = >, gb(yj), temos
§=0
M1 — My = qb(y;“) = Antj+1 — Angj  para j=1,..., k-1
Além disso,
k k

Ay — = Z()‘n-i-j —Anjo1) F A —t = Z(mj —mj_1) +my = my

Jj=2 Jj=2
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¢ k+1 k+1
)\n+k+1 —t = Z(/\n+j — )\n—i-j—l) -+ >\n+1 —t= Z(mj — mj_1> -+ my = Mgyq.
=2 j=2

Como A\ip < t+ 5 < A\pygy1, Obtemos my < s < myyq e, portanto, 7(s)y =

7(s —my)y,r. Também, uma vez que

s—mp=35—(mp—mq) —my =35— Nyt — A\py1) — M

=S5 )\n—l-k + >\n+1 - (/\n+1 - t) =t+s— )\n—l—ka
temos (s — myg)y," = m(t + s — Ayyr)z,, .. Portanto,

A7)z = T(s)m(t — An)zy, = F(s)y = 7(s — mw)yy

Tt 45— M)z, = T(t + 5)2,
e a prova esta completa. O
A seguinte proposicao sera util mais adiante.

Proposigao 2.9. Seja (w, M, I) um sistema dindmico impulsivo. Entao para cada x € X
et €10,l(x)), o conjunto {m(t)x: t € [0, 7]} € limitado.
Demonstracao. Dividimos a demonstracao em trés casos.

CAso 1. 0 < 7 < ¢(x).

Neste caso, temos 7(t)z = 7(t)x para todo ¢t € [0, 7], e a continuidade do semigrupo

7 garante que {7 (t): t € [0, 7]} é compacto e, portanto, limitado.
CASO 2. 7 = ¢(x).

Neste caso,
{7(t)x: t €[0,7]} C{x(t)x: t € [0, 7]} U{I(n(T))z},

e o segundo conjunto, novamente pela continuidade de 7w é compacto e, portanto, limitado.

CASO GERAL. Considerando os tempos de salto {\,}, de = (incluindo A\g = 0 e, no caso
da colecao ser finita {Aq, -+, A, } incluimos A\, 11 = 00), temos 7 € [\, A1) para algum

n=0,...,p. Assim

{m(t)x:t€]0,7]} C <O{%(t — Nyt € [0, A — )\j]}> U{T(t)z): t €]0,7 — \,]}.

Segue dos CASOS 1 e 2 que cada um dos conjuntos do termo da direita é limitado e,

portanto, o resultado estd demonstrado. O
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Uma vez que nosso objetivo é estudar o comportamento das solucoes para tempo
suficientemente grande, vamos assumir que todas as trajetorias impulsivas estao definidas

em [0, 00), isto é, vamos assumir que
¢(x) =00 paratodo z € X. (2.3)

Observagao 2.10. Uma condi¢ao suficiente para garantir que um sistema dinamico

impulsivo satisfaga (2.3) é assumir que
existe § > 0 tal que ¢(x) > 20 para todo x € I(M). (H)

Essa condigao seré crucial para alguns resultados. Note que, quando I(M) é compacto
obtemos (H), (ver Observagao 2.19).

Definigao 2.11. Um semigrupo impulsivo é um sistema dinamico impulsivo (m, M, I)
satisfazendo (2.3). Para um semigrupo impulsivo (7, M, I'), quando nao houver confusao

de quem sao M e I, denotamos somente por {m(¢): ¢t > 0}, ou simplesmente por 7.

Sabemos que 7(t)Q C Q para todo ¢t > 0, e assim podemos considerar T como

um semigrupo impulsivo em €2, e é precisamente isso que faremos daqui por diante.

Para 7 um semigrupo impulsivo em 2, dizemos que um conjunto A C 2 é 7-
invariante se 7(t) A = A para todo t > 0. Além disso, dados A, B C  néo vazios, dizemos
que A 7-atrai B se para cada vizinhanga aberta U de A em  existe tog = to(B,U) > 0
tal que

7(t)B CU para todo t > to.

Dizemos também que A m-absorve B se existe tg = to(B) = 0 tal que
7(t)B C A para todo t > t.

Agora relembramos a nossa defini¢ao de atrator global para um semigrupo impulsivo

.

Definigao 2.12. Um conjunto nao vazio A C €2 é um atrator global para 7 se:
o A é precompacto em X e A = AN (aqui o fecho é tomado em X);
o A é T-invariante;

o A m-atrai todos os subconjuntos limitados de €.

Observagao 2.13. A definigao acima é inspirada em (BONOTTO, E. M. et al., 2015),
com a diferenca no conceito de atragdo. Em (BONOTTO, E. M. et al., 2015) os autores
usam a semidistdncia de Hausdorff e, apesar de ser uma boa definicao, quando usada
ela introduz dificuldades adicionais nos resultados do Capitulo 3. Mais especificamente
no Lema 3.51 precisamos que um conjunto que tenha conjunto instavel trivial seja um
atrator local, porém se usassemos a definicdo de (BONOTTO, E. M. et al., 2015) isso nao

aconteceria, veja o Exemplo 3.3.1 e o conjunto (1, 2].
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Como no caso continuo, obtemos a unicidade do atrator global.

Lema 2.14. Se 7 ¢ um semigrupo impulsivo com atrator global A e B C Q) € limitado e

T-invariante entao B C A.

Demonstracao. Seja U uma vizinhanga aberta de A em 2. Como B é invariante e A
m-atrai B, existe to > 0 tal que
B=m(ty)B CU.

Com isso, mostramos que B C U para toda vizinhanca aberta U de A. Afirmamos que
B C A. De fato, se esse nao é o caso, existe x € B com z ¢ A. Note que z ¢ A, pois do
contrario, x € ANQ = A. Como = ¢ M, M & fechado, e A é compacto em X podemos
escolher vizinhancas abertas V de z em © e W de A em X tais que VN W = @. Mas
assim, definindo U = W N Q, temos U uma vizinhanga aberta de A em Q2 com = ¢ U, o

que nos d4a uma contradi¢ao e completa a prova. O
Diretamente do Lema 2.14 temos o seguinte resultado:

Proposicao 2.15. Seja m um semigrupo impulsivo em €. Se Ay e Ay sao atratores globais

para 7 entdo Ay = As.

Antes de continuarmos, faremos a definicao de solugoes globais para um semigrupo

impulsivo.

Definigao 2.16. Uma fungao £: R — €2 é uma solugao global de 7 se

T(t)E(s) = &(t + ),

para todos s € R e t > 0. Além disso, se z = £(0) diremos que £ é uma solugao global

de 7 por z. Observe que £ nao é necessariamente continua (veja o Exemplo 3.3.1).

Na teoria de semigrupos continuos sabemos que o atrator global é formado pelo
conjunto dos pontos pelos quais passa uma solugao global limitada, ver (CARVALHO,
Alexandre N.; LANGA:; ROBINSON, 2013; ARAGAO-COSTA; CARVALHO, A. N, 2012).
No caso impulsivo temos a mesma caracterizagao, que é dada pela préoxima proposicao e sua
prova é semelhante ao caso continuo, pois s6 precisamos das propriedades de invariancia

e limitagao do atrator global.

Proposigao 2.17. Seja m um semigrupo impulsivo com atrator global A. Entao
A ={£(0): € € uma solugao global limitada de 7}.

Demonstracao. Se £ é uma solugao global limitada de 7 por x, entdo o conjunto B =
¢(R) C Q ¢ limitado e 7-invariante, e segue do Lema 2.14 que B C A. Em particular,
£(0)e BC A.
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Reciprocamente, seja = € A. Sendo A 7-invariante, sabemos que
A=7(1)A,

logo existe x_; € A tal que + = 7(1)x_;. Como z_; € A existe x_» € A tal que
x_1 = 7(1)z_. Indutivamente construimos uma sequéncia {z_,},en C A, com z¢ = z,
satisfazendo

7()x_, =v_ny1 paratodon € N.

Defina &: R — €2 por

7(t)zo se t >0
§(t) =9 ~
T(t+n)z_, se te[-n,—n+1).
Mostremos que £ é uma solugao global de 7. Para t,s > 0 temos £(t + s) = 7(t + s)xg =
T(t)m(s)zg = 7(t)E(s). Agora, se t = 0 e s € [-n,—n + 1), tomamos m € N tal que

m <t <m+1. Quando m > n temos t + s > 0, e assim

7()E(s) =7(t)7(s +n)r_p, =7(t —n)T(n)7(s +n)z_y
=7t —n)7(s+n)T(n)x_, =7(t + s)xo = &(t + 5).

Quando 0 <m <ntemos —-n+m<t+s<-—-n+m+1le

T(t)é(s) =7(t)7(s +n)r_p =7t —m)T(m)7(s +n)x_,
=7t —m)T(s+n)T(m)z_, =7t +s+n—m)x_, =E(t+s),

o que mostra que £ é solucao global de 7 por x. Além disso, segue da T-invariancia de A

que £(t) € A para todo t € R. Em particular, £ é limitada, o que conclui a prova. ]

2.1 PROPRIEDADES DE CONTINUIDADE DE ¢ E RESULTADOS DE CONVER-
GENCIA

Para estudar o comportamento assintético de um semigrupo impulsivo, precisa-
remos de algumas propriedades da funcao tempo de impacto e de alguns resultados de

convergéncia que apresentaremos a seguir.

Lema 2.18. Seja ™ um semigrupo impulsivo, e consideremos x, — x € §). Entdo:

(a) iminf ¢(z,) = ¢(x), isto €, ¢ é semicontinua inferiormente em €2;
n—oo

(b) se[0,00) 3 €, — 0 entdo 7(e,)T, — .

Demonstragao. (a) Seja s := liﬂg}f o(z,). Se s = 00, nada temos a fazer. Suponha entéao
que s < 0o. A menos de subsequéncias, podemos assumir que ¢(z,) — s. Da defini¢ao
de ¢ temos w(¢(x,))x, € M para todo n € N. Da continuidade do semigrupo 7 temos
w(p(xy,))x, — 7(s)z, e como M é fechado obtemos m(s)x € M. Se s = 0 teriamos z € M,

o que é uma contradi¢do. Portanto, s > 0 e de (2.2), segue que ¢(z) < s.
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(b) Usando o item (a), para n suficientemente grande obtemos 0 < ¢, < 2% <

2
¢(z,,). Portanto, w(e,)x, = m(en)x, — 7(0)x = x. O

Observagao 2.19. Usando a semicontinuidade inferior da funcao tempo de impacto é
simples verificar que, quando I(M) é compacto obtemos (H). De fato, suponha que néao
vale (H) entdo para cada n € N existe z, € I(M) tal que ¢(z,) < . Como I(M) ¢
compacto, existe um ponto x € I(M) e uma subsequéncia {z,, }ren tal que z,,, — z, e do

Lema 2.18 obtemos ¢(z) < 0 o que é uma contradigao.

O primeiro passo é provar a semicontinuidade superior de ¢ em X. Para isso,
introduziremos uma condi¢ao de bom comportamento do semigrupo m perto de M. Tal

condicao é a seguinte:

(dado t > 0, 2 € M, e uma sequéncia convergente {2z, }nen em X
tal que 7(t)z, — x, existe uma sequéncia {a, },eny C R

com o, — 0 et+ a, >0 para todo n € N tal que, a menos de

| subsequéncias, temos 7(t + ay)z, € M.

Lema 2.20. Suponha que T seja um semigrupo impulsivo satisfazendo a condi¢ao (T).

Consideremos x,, — x € X. Entdo limsup ¢(z,,) < ¢(x), isto €, ¢ € semicontinua superi-

n—oo
ormente em X.
Demonstragao. Se s := ¢(xr) = oo nao ha nada a provar. Agora, se s < oo temos
7(s)x € M. Definindo f := limsup ¢(z,), podemos supor, a menos de subsequéncias,

n—oo

que ¢(z,) — B. Da continuidade do semigrupo 7 obtemos 7(s)x, — m(s)z. Usando (T)
existe a,, — 0 com s+, > 0 tal que 7(s+a,)x, € M, a menos de subsequéncias. Usando
(2.2) temos

d(z,) < s+ ay, = () + ay,

e fazendo n — oo obtemos § < ¢(z), o que conclui a prova. O
Combinando os Lemas 2.18 e 2.20 obtemos o seguinte resultado:

Teorema 2.21. Se T é um semigrupo impulsivo satisfazendo a condi¢ao (T), entao a

s
fungao X o x+— ¢(x) € semicontinua superiormente em X e continua em ).

Usando o Teorema 2.21 obtemos o seguinte resultado de convergéncia para o

semigrupo impulsivo 7.

Proposigao 2.22. Seja ™ um semigrupo impulsivo satisfazendo (T). Entao dadost > 0

e x, = x € Q, existe uma sequéncia [0,00) 3 €, — 0 tal que

T(t+ €y)x, — 7(t)x.
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Demonstracao. Do Teorema 2.21 sabemos que lim ¢(z,) = ¢(z). Com isso, se s =
n—oo

¢(x) = oo, temos ¢(z,,) >t para todo n suficientemente grande, e assim

Tz, = 7(t)x, = 7(t)z = 7(t)z,

e o resultado segue tomando ¢, = 0 para todo n € N. Nos resta entao provar o resultado

para s < co. Para isso, analisaremos trés casos distintos.

Caso 1.0t <s.
Neste caso, segue da continuidade de ¢ em €2, para n suficientemente grande temos

t < ¢(x,). Tomando €, = 0 para n € N obtemos

Tt +en)xn, =7(t)x, = 7(t)2, = 7(t)r =7(t)x,
e este caso esta provado.
Para os dois casos restantes vamos provar, primeiramente, que existe R 3 «,, — 0
tal que (¢t + ay,)x, — 7(t)x.

CASO 2. t = s.
Tomando t,, = ¢(z,) temos t, — s = t, e da continuidade do semigrupo 7 obtemos

7(tn) T, — m(t)z. Assim,

T(tn)x, = I(n(ty)x,) — I(7(t)z) = 7(t)x.
Definindo o, := ¢(x,) — s =t, — t para n € N, este caso esta provado.
CASO 3.t > s.

Neste caso, lembrando da defini¢ao de trajetoria impulsiva, existe m € N tal que

m—1
t= > ¢((wo)]) +t com 0 <t < ¢((x0);), onde ()¢ := z. Como no CASO 2, obtemos
i=0

(xn)1 = I(m(d(an)2n)) = I(m(s)2) = (z0)7 -

Sabemos que (7o) € Q e, do Teorema 2.21, segue que ¢((z,)7) — ¢((xo)]). Aplicando

novamente os mesmos argumentos do CASO 2, obtemos

(zn)3 = I(m(¢((xa)]))(@n)T) = I(m($((20)1))(x0)T) = (0)5 € Q.

Continuando com esse processo obtemos ¢((z,)F) — ¢((xo);) e

(@n)i” = 1(m(¢(xn)i 1) (2n)i"1) = 1(7(d((20),21))(20),21) = (w0)]” € O,

m=1 m—1

parai=1,...,m — 1. Tomando t, = Y ¢((z,)]), entdao t, — >_ ¢o((x)f) =t -1t e
i=0 i=0

assim definimos «, := t,, +t' —t para cada n € N. Claramente o,, — 0 e t+a,, = t,+t' > 0.

Como para n suficientemente grande temos ¢’ < ¢((z,);}), entao

Tt + o)z =7 (t' + tp)w, = T )T (tn) 2, = T() (20)

=m(t')(x,)} — 7(t)(x0)) = 7(t)x,

m
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e este caso esta provado.

Para os CASOS 2 e 3, provamos que existe uma sequéncia R > «, — 0 com
Yn = T(t + ap)z, = T(t)x := y. Temos y € Q e, definindo €, := a,, + |a,| para cada
n € N temos €, > 0 para todo n € N e, pelo Lema 2.18, temos

T(t+ ey)rn = 7(len])yn — vy = 7(H)x,
e o resultado esta provado. O

Precisaremos de resultados de convergéncia um pouco mais precisos do que somente
o dado na Proposi¢ao 2.22. Tais resultados, adaptados de (BONOTTO, Everaldo M.;
GIMENES; SOUTO, 2017, Lemma 2.4), sao apresentados a seguir. O primeiro deles nos
diz que nao precisamos de nenhuma corre¢ao quando fazemos a convergéncia para um

tempo que nao é um tempo de salto do ponto = € Q.

Proposigao 2.23. Seja ™ um semigrupo impulsivo satisfazendo (T). Sejam também z € Q
et >0 tal que t # A\y(x) para todo k. Se t, — t, com t, = 0 para todon € N, e x,, — x
entao

7(tn)x, — 7(t)z.

Demonstracao. O caso t = 0 é o resultado do Lema 2.18 (b). Assuma entdo ¢ > 0 e
escolha k tal que \y(z) <t < Aep1(x). Como ¢((z,)]) — ¢(z]) para cada j, e t, — t,

podemos assumir que Ag(x,) < t, < A\gt1(x,) para todo n € N. Entao

n—oo

T(tn)Tn = T(tn — MNe(20)) (@) — 7t — M\e(2))2zf =7 (),
e o resultado esta completo. O

Definimos a semiorbita impulsiva de x como o conjunto

T (@) = (Ft)e: t € 0, (x))}.

O préximo resultado, que sera extremamente ttil mais adiante, lida com o caso quando ¢

é exatamente um ponto de salto de x € Q.

Proposigao 2.24. Seja ™ um semigrupo impulsivo satisfazendo (T). Sejam também x € Q
et = \(x) para algum k > 0. Se t, — t, com t, > 0 para todon € N, e x,, — x entdo

{7 (tn)xn tnen possui uma subsequéncia convergente para algum ponto ou em Y (x) ou em

Ft(z) N M.
Demonstracao. Separamos a demonstragao em dois casos.
CASO 1. A menos de subsequéncias, t, < t para n € N.

Como A\;_1(x) < Ag(x) = ¢, t, < t para todo n € N e t, — t entdo para n

suficientemente grande, temos A\x_1(x,) < t,. Dividimos essa prova em dois subcasos.
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Subcaso 1.1. A menos de subsequéncias, t,, < \g(z,) para n € N.

Neste subcaso, podemos definir s,, :=t, — Ap_1(z,). Note que 0 < s, < A\p(x,) —
MNec1(2) = ((zn)i_y) € Meoi(zn) =3 Noi1(z) e, portanto, s, — Ae(x) — \p_1(z) =
é(x ). Logo,

T(tn)zn = T(80)T (A1 (@0)) T = %(Sn)(xn)z_—l
r(5u) (@) "2 m((t ety = 2 € THE) N M.

Subcaso 1.2. A menos de subsequéncias, t, > \g(z,) para n € N.
Aqui, como t, — t = \(z) e M) =3 \o(z), para n suficientemente grande,
temos t, < A\py1(xy,). Assim, definimos r, 1=, — A\p(x,,) e vemos que 0 < 7, < A\py1(2y)

er, — 0. Além disso,

T(tn)T, = %(Tnxxn)lj = 71-(Tn)(xn)l-c"_ = xz— S A7/+(-T)

CASO 2. A menos de subsequéncias, t,, > t paran € N.
Como t, > t para todo n € N, definimos s, := t, —t, e com isso s, > 0 e
S$p — 0. Como Ai(x,) — Me(z), definindo T,, := M\g(z,) — A\i(z) para n € N temos

tn = Me(xy) + 85, — T, € separamos nos seguintes subcasos:

Subcaso 2.1. A menos de subsequéncias, s, — T,, > 0 para todo n € N.
Como (z,){ =3 2 e s, — T, — 0, usando o Lema 2.18 (b), obtemos

T(tn)rn = T(sp — T)T(Ae(20)) 20 = T80 — Tp)(T0)7 sy €7 (z).

Subcaso 2.2. A menos de subsequéncias, s, — T,, < 0 para todo n € N.

Como Ag_1(z,) = Me—1(z) < t, entdo para n suficientemente grande \y_q(z,) < t,
e assim ¢((z,){ ;) > T, e, consequentemente, ¢((z,);{ ) — Tn + s, > 0. Escrevendo
tn = Me—1(zn) +0((x)f ) =T +s, para cadan € N, e notando que ¢((z,,);_ ) —Tn+5, <
&((zn)y_ ) € sn — T, — 0, temos

T(tn)Tn = %<¢(($n);¢tl) =T+ 80)T (M1 (20)) 20 = T(O((20 >+ ) =T+ Sn)(xn);:fl
= m($((@n)i 1) = T + s0) ()i = w(P(ai ,))ay =z € T (x) N M,

o que completa a demonstracao. O
O seguinte resultado, é original de nossa autoria e serd necessario mais a frente.

Proposigao 2.25. Seja 7 um semigrupo impulsivo satisfazendo (H) e (T). Dados ty > 0,
x€Q ex, —>x, se \(x) € o ultimo tempo de salto de x no intervalo [0,ty] entdo existe
n > 0 tal que para n suficientemente grande \i(x,) € o ltimo tempo de salto de x,, no

intervalo [0,ty + n]. Além disso, (x,)} — x e ¢((x,)]) = o(x]) parai=0,... k.



Capitulo 2. Teoria de semigrupos impulsivos e seus atratores 28

Demonstracao. Sabemos do Teorema 2.21 que ¢(x,) — ¢(z) e, se ¢p(x) < oo temos

(@n)) = I(m($(zn)wn) = I(7((x))7) = 27 .

Disso ¢ claro que ¢((z,)7) — ¢(z;) e, enquanto ¢(z;) < oo, temos (z,)f,, — = ;.

Como Ag(z) € o ultimo tempo de salto de = em [0, to] entdao A\g41(z) > to e podemos
escolher 1 > 0 suficientemente pequeno tal que Agyq(z) > to + 7.

Assim, para n suficientemente grande temos pelo menos k£ tempos de salto de z,
em [0, + 7] e, além disso, (z,)} — = e ¢((x,)]) = ¢(z]) parai=0,... k.

Assim, da convergéncia que provamos acima, para n suficientemente grande temos

Ait1(xn) > to+n, mostrando que Ag(x,,) ¢ o tlimo tempo de salto de z, em [0,y +7n]. O
Para darmos continuidade, precisaremos das seguintes definigoes:

Definigao 2.26. Seja ™ um semigrupo impulsivo. Diremos que 7 é:
(a) assintoticamente compacto se dadas sequéncias {2, }neny C 2 limitada e ¢,, — oo
tais que a sequéncia {7 (t, )z, tnen € limitada, entao {7 (t, )z, }neny possui subsequén-

cia convergente em X;

(b) dissipativo se existe um subconjunto nao vazio, limitado e fechado By de © que
m-absorve todos os conjuntos limitados de 2. Neste caso, o conjunto By é chamado

de conjunto absorvente para 7.

Note que se 7 é dissipativo, a compacidade assintotica pode ser escrita como: dadas
sequéncias {z,}neny C Q limitada e ¢, — oo entao {7(t,)T, }nen possui subsequéncia
convergente em X.

O proximo resultado nos dé a convergéncia da fungao ¢ em situagdes nas quais o
limite estd em M, e sua prova é uma adaptacao de (BORTOLAN; UZAL, José Manuel,
2021, Lemma 4.3).

Proposigao 2.27. Seja © um semigrupo impulsivo assintoticamente compacto e dissi-
pativo, satisfazendo (H) e (T). Se {z,}nen € uma sequéncia limitada em X, t, — oo e

x € M sao tais que w(t,)x, — x, entdo ¢(7(t,)x,) — 0.

Demonstragao. Para cada n € N, denotamos por 7, o tiltimo tempo de salto de z, no
intervalo [0,¢, + 2], onde § > 0 vem da condigao (H). Se ndo existe nenhum tempo de

salto nesse intervalo, tomamos 7, = 0. Temos os seguintes casos:

CAsO 1. Existe 0 < € < % tal que, a menos de subsequéncias, 7, < t, — €.

€

Neste caso, temos 7, < t, — § e como 7, ¢ o ultimo tempo de salto de z;,, no

intervalo [0, ¢, + 2], obtemos

T(tn)Tn = %(g)%(tn —5)Ty = 7(%)%“

N

_ £

2
a menos de subsequéncias.

sendo y,, := 7(t, — £)x,. Da compacidade assintotica de 7, existe y € X tal que y,, — v,
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Como 7(5)yn = T(tp)xn — = € M, da condigao (T) existe a,, — 0 com § + a,, > 0

tal que 7(§ + )y, € M, a menos de subsequéncias. Para n suficientemente grande temos

)

a, < § e assim

%(tn + an)xn = %(5 + an)yn = 77'(% + an)yna

o que nos da 7(t, + a,)x, € M, o que é uma contradigdo. Portanto, este caso nao pode

ocorrer.

CASO 2. Existe 0 < € < % tal que, a menos de subsequéncias, 7,, > t,, + €.

Neste caso, temos t,,+¢e¢ < 7, < tn—i-% e podemos assumir, sem perda de generalidade,
que T, — t, = s € [¢, 3]. Considere y, := 7(t, — §)z,, e da compacidade assintética de
T segue que ¥y, — Yy, a menos de subsequéncia. Como (¢, + %) —(t, —90) = 335 < 20, a
condi¢do (H) implica que 7, é o Gnico tempo de salto de z,, no intervalo [t,, — d,t, + 3].

Note que ¢(y,) = 7o — tn + 9, entao
M>n(r, =ty +0)y, > m(s+0)y € M.

Vamos mostrar agora que w(t)y ¢ M parat € (0,s+9). De fato, se para algum ¢ € (0, s+9)
isso nao ocorresse, como y, — y e w(t)y, — 7w(t)y € M, a condigao (T) implica na
existéncia de uma sequéncia o, — 0 com t + a,, > 0 tal que 7(t + ay,)y, € M, a menos
de subsequéncias. Tomando § > 0 de modo que t 4+ § < s + d, e para n suficientemente
grande obtemos que t 4+, < t+ 8 < 7, —t,, + 6, 0 que contraria o fato de que 7, —t,, + ¢
é tempo de impacto de y,, e assim segue que 7(t)y ¢ M para t € (0,s + ¢). Isso prova

que ¢(y) = s+ 0.
Agora, como

T(tn)x, = T(0)T(t, — 6)xy = T(6)yn = 7()Yn,

e fazendo n — oo, obtemos M > z = 7(d)y, o que é uma contradigao, pois ¢(y) = s+ 0 e
0 < s+ 0. Portanto, este caso nao pode ocorrer.
Caso 3. t, — 7, = 0.

Subcaso 3.1. 7, < t,,, a menos de subsequéncias.

Definindo as sequéncias z,, 1= 7(7,)z, € I(M) ey, := 7(t,, —0)x,, da compacidade
assintotica podemos assumir que, a menos de subsequéncias, 2z, — z e y, — y. Paran

suficientemente grande temos 7, — t, + ¢ > 0 e, da condi¢ao (H), 7,, é o tnico tempo de

salto de x,, em [t,, — 0, t, + g] Isso nos da que ¢(y,) = 7, — t, + J, e assim
2 =TTy =t + 0)T(tn — 8)wn = (70 — by + 8)yn = I(7 (70 — tn + 8)yn) — I(7(d)y).

Entao z = I(m(d)y) € .

Por outro lado, da condi¢ao (H) temos

7(t)z, = 7(t)z,, para todo t € [0,20).
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Para n suficientemente grande temos t,, — 7,, < 20 e assim

T(tn) Ty = T(ty — )T (1) 20 = Tty — Tn)2n = Tty — Tn)2n — 2,

logo M > x = 2z e temos uma contradi¢ao. Portanto este subcaso nao pode ocorrer.
Subcaso 3.2. T, > t,, a menos de subsequéncias.

Seja T,—1 o penultimo tempo de salto de z, no intervalo [0, ¢, + g] Se nao existe
tal tempo de salto nesse intervalo, tomamos 7,_1 = 0. Da condigao (H) podemos assumir

que 7,1 < t,, e usando a definigao de trajetoria impulsiva para t € [1,_1,7,) temos
Tz, = 7(t — Tuo1)2T,

com z; € (M) e 1, =T,_1 + ¢(z)).
Em particular,

T(tn)Tn = m(ty — Tno1)z .

Para s € (0,7, —t,) temos 0 < s+ t, — 7,1 < Ty — Tn1 = @(2;7) e assim

()T (tn)Tn = T(s+ bty — Tn1)2 ¢ M

(T — ta)T(tn)Tn = T(T0 — Tuo1) 2 = w(o(2))2F € M.
Concluimos entao que ¢(7(t,)x,) = 7, — t, — 0, e o resultado esté provado. O

A seguir apresentamos uma proposi¢ao que serd tutil em aplicagoes, e é uma adap-
tagdo de (BONOTTO, Everaldo Mello; KALITA, 2020, Lemma 6.3)

Proposicao 2.28. Seja 7 um semigrupo impulsivo dissipativo com um conjunto absorvente
By, satisfazendo (H). Assuma que w(t): X — X € um operador compacto para cada t > 0.

Entao m € assintoticamente compacto.

Demonstracgao. Sejam t,, — oo e {x,}neny C X uma sequéncia limitada e, para cadan € N,
denotamos por 7, o ultimo tempo de salto de x,, no intervalo [0, t, + g], onde ¢ > 0 vem
da condigao (H). Se néo existe nenhum tempo de salto nesse intervalo, tomamos 7,, = 0.
Temos os seguintes casos:

CAso 1. Existe 0 < € < % tal que, a menos de subsequéncias, 7, < t,, — €.

€

Neste caso, temos 7, < t, — 5 e como 7, ¢ o ultimo tempo de salto de x, no

intervalo [0, ¢, + 2], obtemos

T(tn)Tn = %<§)%<tn — 5T, = ﬂ-(%)yna

N

sendo y,, := 7(t, — 5)Tn. Uma vez que 7 ¢é dissipativo, existe ny € N tal que {y, }nen C By

para todo n > ng, ou seja, {Yn}fnen ¢ limitada e como 7(§): X — X & um operador

compacto, existe y € X tal que 7(5)y, — ¥, a menos de subsequéncias.
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CASO 2. Existe 0 < € < % tal que, a menos de subsequéncias, 7,, > t, + €.

Considere y,, := 7(t, — 0)x,, e da dissipatividade segue que {y, }nen € limitada.
Note que 7, —t, + 6 = 6 +¢€ > 0 e como (t, +3) — (t, — ) = £ < 26, a condigao (H)
implica que 7, é o tnico tempo de salto de z,, no intervalo [t, — 0, ¢, + %], 0 que nos da

O(Yn) = T — tn + 0.
Assim,
T(tn) T, = T(0)T(t, — 6)xy = T(6)Yn = 7()Yn,
e uma vez que 7(d): X — X é um operador compacto, existe y € X tal que 7(d)y, — v,
a menos de subsequéncias.
Caso 3.t, — 7, — 0.

Subcaso 3.1. 1, < t,,, a menos de subsequéncias.

Definindo as sequéncias z, := 7(1,)x, € (M) e y, = 7(t, — §)z,, da dissipati-
vidade {y,}nen € limitada e como W(g) : X — X é compacto, existe y € X tal que, a
menos de subsequéncias, W(g)yn — y. Para n suficientemente grande temos 7,, — ¢, +g >0
e, da condigao (H), 7, é o tnico tempo de salto de z, em [t, — J,t, + %] Isso nos da

&(Yn) = Tn — tn + 9, € assim
2p = T(Tn — tn + 0)T(ty — 8)xn = T(T0 — ty + )y = I(m(70 — tn + D)7 (L)yn) = I(m(2)y).
Por outro lado, da condi¢ao (H) temos
7(t)z, = 7(t)z,, para todo t € [0,20).

Para n suficientemente grande, temos t, — 7,, < 20 e assim

T(tn)xy, =Tty — To)T(T0) X = Tty — Tn)zn = Tty — Tn)2n — ](W(g)y).

Subcaso 3.2. T, > t,, a menos de subsequéncias.

Considere y,, := 7(t,, — 0)x,, novamente da dissipatividade obtemos que {y, }nen
é limitada. Sabemos que t, — 0 < 7, < t, + g e como (t, + g) — (t, — 9) = % < 20, a
condigdo (H) nos diz que 7, ¢ o tnico tempo de salto de z, no intervalo [t, — d,t, + 3.

Isso nos da ¢(y,) = 7, — t, + 0, logo
T(tn)xn = 7T(0)yn = m(0)Yn,
e sendo m(d): X — X compacto, existe y € X tal que 7(d)y, — y, a menos de subsequén-

cias, e o resultado esta provado. n

2.2 EXISTENCIA DO ATRATOR GLOBAL

Como sabemos, na teoria de atratores globais para semigrupos, o conjunto w-limite
tem um papel fundamental. Aqui, nao esperariamos que as coisas fossem diferentes e,

assim, definimos a nocao de conjunto w-limite impulsivo.
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Definigao 2.29. Seja 7 um semigrupo impulsivo. Para B C 2 e t > 0 definimos
¥ (B) ={7(s)x: s > tex € B},
e o conjunto w-limite impulsivo de B como
5(B) = (N ®B) no
>0
Analogamente ao caso de semigrupos, obtemos o seguinte resultado de caracteriza-
¢ao para conjunto w-limite impulsivo.
Lema 2.30. Temos

w(B) ={x € Q: existem {z,}neny C B €et, — 00 com 7(t,)x, — x}.

Demonstragao. Se v € w(B) entdo x € Qe x € W para cada n € N, e assim existem
T, € Bet, > n tais que d(z,7(t,)x,) < % Portanto, t, — oo e 7(t,)r, — .
Reciprocamente, se z € Q) é tal que 7(t,)x, — x, onde {z,}nen C B e t,, — 0,
entao dado t > 0 existe ng € N tal que ¢, > t para todo n > ng e, portanto, 7(t,)z, €
37 (B) para todo n = ny. Como 7 (t,)z, — & temos z € 7, (B). Uma vez que ¢ > 0 é

arbitrario, obtemos = € W(B). O
Um resultado ttil que usaremos mais adiante é o seguinte:
Proposigao 2.31. Se BC Q2 et >0 temos w(7(t)B) = w(B).

Demonstracao. Seja v € w(B) com t, — o0 e {Tp}neny C B tais que 7(t,)zx, — .

Podemos assumir que t,, > t para todo n € N e, portanto,

7(t, — )7 (t)x, = 7(ty)x, — 7,

o que nos da x € W(7(t)B), uma vez que {7 (t)x, }nen C T(t)B e t,, — t — 0.

Reciprocamente, se « € w(7(t)B) existem t,, — 00 e {z, }neny C B tais que

7ty +t)x, = 7(t,)7T(t)z, — .
Como t,, +t — 00, obtemos = € w(B). O

Iremos agora procurar condicoes sob as quais o semigrupo impulsivo 7T possui um

atrator global. Para esse propoésito, apresentaremos alguns resultados auxiliares.

Lema 2.32. Seja ™ um semigrupo assintoticamente compacto, satisfazendo (H) e (T). Se
B C Q € nao vazio e limitado e x € M € tal que existem t,, — oo e {x, }tnen C B tal que

7(tn)T, — x, entao I(x) € W(B).
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o(T(tn)xn) — 0eassim z, := 7(s,)7 ()T, € M
(zn) — I(x). Por outro lado, zI = 7(t, + sn)x,

e como t,, + s, — 00, segue que I(z) € w(B). O

Demonstracao. Da Proposicao 2.27, s,, =

étal que z, — x, e 2 == T(s,)7(tp)xn =1

Proposigao 2.33. Seja m um semigrupo impulsivo assintoticamente compacto e dissipa-
tivo, satisfazendo (H) e (T). Se B C 2 € limitado e nao vazio entdo w(B) € ndo vazio e

relativamente compacto em X.

Demonstracao.
* W(B) é nao vazio.

Sejam t,, — 00 e {x, tnen C B sequéncias quaisquer. Como 7 é assintoticamente
compacto, a sequéncia {7(t,)x, fnen € relativamente compacta em X e, portanto, existe
x € X tal que, a menos de subsequéncias, 7(t, )z, — x. Se x € Q entdo x € W(B). Se

x € M, segue do Lema 2.32 que I(z) € w(B). Em qualquer cenario, w(B) # @.

* W(B) é relativamente compacto em X.

Considere {y,}nen C @(B), logo existem sequéncias t¥ — oo quando k — oo e
{x"}ren C B tais que 7 (tF)2* — y, quando k — oo, assim para cada k € N existe ny € N
tal que tf > ke d(w(th )zl ,yn) < 1/k para todo k € N. Tomando s, =t} e z, = a}
obtemos sp — 00 e {zx}ren C B. Da compacidade assintotica, a sequéncia {7(sg)zk }ren
possui subsequéncia convergente, que denotamos igual, para um ponto z € X, isso implica

que y, — x e mostra que w(B) é relativamente compacto. ]

Proposigao 2.34. Seja ™ um semigrupo impulsivo assintoticamente compacto, satisfa-
zendo (H) e (T). Se B C Q € nao vazio, limitado e x € M € tal que existem t, — oo e
{Zn}nen C B tal que 7(t,)x, — x, entio v € W(B).

Demonstragao. Usando a Proposigao 2.27 segue que s, := ¢(7(t,)x,) — 0, e podemos
assumir sem perda de generalidade que 0 < s, < g para cada n € N.

Tomando mg € N tal que mio < g e fixando m > my, definimos w;, ,, 1= 7(t,,— %)xn
Da compacidade assintotica de 7 existem uma subsequéncia de {wy, m }nen, que denotamos
a mesma, e um ponto w,, tal que wy, ,, 2% wom, para cada m > mo.

Afirmamos que para cada m > my existe ny = ny(m) € N tal que ¢p(wy, ) > % para
todo n > ny. De fato, se isso nao for verdade, para algum m > mg existe uma subsequéncia
de {wym}nen, que denotamos igual, tal que ¢(w, ) < % para cada n € N. Portanto,
a menos de subsequéncia, podemos assumir que ¢(wy, ) = a e |0, %] e definindo
Znm = T(A(Wnm) ) Whm € M temos 2z, m, iy m(Q)wy, == 2z, € M. Considerando vy, , :=
T((Wnmm))Wnm = 1(Znm), ODtEMOS Uy —3 I(2m) := Uy Da condigio (H), ¢(vy,) = 20

e, do Teorema 2.21, para n suficientemente grande temos

1

O(vm) =0 > —.

Ovnm) > —

(NN
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Logo,

m(sn + % — A(Wn,m))Vnm = W(Sn)ﬂ(# — A(Wn,m))Vnm

—~
N

;W(Sn)%(% — (W) ) Vnn = T(80) T (2 )Wh = T(80) T (En) 0 € M,

L — G(wpm) < = <8 e vy € I(M). Isso implica que
1 1 6 & 3

nom) < Sn — nm) < Sn — <7 _:_<5’

HUnm) S snt 0= O(Wnim) < s+ 0 < 745 =7

onde em (x) usamos o fato de que

o que contraria ¢(v,,,) = 29, e a afirmagao esta provada.

Da afirmacao, para n > n; temos

W(%)Mmm = %(%)wn,m = %(%)%(tn — %)xn = T(ty)xn,
e fazendo n — oo temos
7(+£)wy, = x, para m = my.

Se tivéssemos w,, € M, como wy, , = 7(t, — %)xn iy Wy, seguiria da Proposigao 2.27
que ¢(Wpm) %0, o que contradiz a afirmacdo de que d(Wpm) > W% para todo n > nj.
Portanto, w,, € w(B) para todo m > my.

Da Proposicao 2.33, segue que w(B) é relativamente compacto em X e, portanto,

podemos supor que, a menos de subsequéncias, w,, — w. Logo w € wW(B) e

= lim m(X)w, =w,
m—r0o0

o que nos da = € w(B) e completa a prova. H

Corolario 2.35. Seja m um semigrupo impulsivo assintoticamente compacto, satisfazendo
(H) e (T). Se B C Q € nao vazio e limitado entao

w(B) ={x € X: existem {x,}nen C B e t,, — 00 com 7(t,)x, — v}

Em particular, w(B) = w(B) N .

Demonstracao. Usando a Proposicao 2.34 vemos facilmente que

{r € X: existem {x,},en C B e t, = oo com 7(t,)x, — x} C @(B).

Reciprocamente, se x € Ww(B) e w(B) 3 y, — x entdo existem ¢} — oo quando k — oo e

{z}}ren C B tais que 7(t})z} — y, quando k — oo. Para cada n € N existe k, > n tal

n

que d(7 (7 )a ,yn) < +. Tomando s, := ] e 2z, := x! , temos s, — 00, {zy}nen C B e

7(Sn)2zn — x. A ultima afirmagao ¢é trivial e, assim, a prova esta completa. O

Proposicao 2.36. Seja ™ um semigrupo impulsivo dissipativo com um conjunto absorvente

By. Entao para cada B C X temos

5(B) € 3(By) C By,
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Demonstracao. Se x € w(By), existem sequéncias t,, — 00 e {z, }neny C By com 7(t,,)z, —
x. Sendo 7 dissipativo e By limitado, existe ng € N tal que 7(t,,)z,, € By para todo n > ny.
Como By é fechado em Q e x € Q, obtemos = € By. Assim w(By) C By.

Agora, se x € W(B) entao existem sequéncias t, — 00 e {Z,}neny C B com
7(t,)x, — x quando n — oo. Da dissipatividade, existe o > 0 tal que 7(ty)B C By,
implicando que y,, = 7(ty)z, € By para cada n € N. Como t,, — oo existe ng € N tal que

t, = tg para todo n > ng e, portanto,
Tty — to)yn = Tty — to)7(to)zn = 7(tn) T, — .

Uma vez que t, —ty — 00 € {Yn}tnen C Bp, obtemos z € wW(By) e o resultado esta

completo. O

Proposicao 2.37. Seja ™ um semigrupo assintoticamente compacto e dissipativo, satisfa-

zendo (H) e (T). Se B C Q ¢é nao vazio e limitado, entao w(B) € T-invariante.

Demonstracao. Seja x € w(B), entao existem {x, },en C B, t, — oo tal que 7(t,)x, — .

Da Proposicao 2.22, dado t > 0 existe ¢, > 0 com ¢, — 0 de modo que
T(t + e,)7(tn) T, — (),

e como t,, +t + €, — 00, entdo 7(t)r € w(B) e obtemos a invariancia positiva.

Para a invariancia negativa tome z € w(B), entao 7(t,)r, — z. Sejat > 0
fixo, e uma vez que 7 é assintoticamente compacto podemos assumir, passando a uma
subsequéncia se necessario, que {7(t, — t)x, fnen € convergente para algum ponto y € X,

isto é, y,, := 7(t, — t)x, — y e temos os seguintes casos:

CAso 1.y € Q.

Neste caso, y € w(B). Além disso, da Proposigao 2.22; existe €, > 0 com €, — 0
tal que T(t + €,)y, — 7(t)y. Por outro lado, 7(t + €,)yn = T(€n + tn) Ty = T(€n)T(tn) T, €
do Lema 2.18 (b), segue que

7(en)T(tn) T, — ,
e assim z = 7(t)y com y € W(B).

CAsSO 2. ye M.

Neste caso, y € m N M. Como vy, — vy, usando a Proposicao 2.27 temos
Sp = &(yn) — 0 e, do Lema 2.32, segue que I(y) € w(B). Assim, z, = 7(s,)y, € M
é tal que z, > y ezt =7(s,)yn = I(2,) — I(y) := 2. Da Proposigao 2.22 existe €, > 0

com ¢, — 0 tal que
T(t+ e,z — 7(t)z,

e, por outro lado,

Tt +en)zt =T+ €)T(80)Un = T (5 + )T (En) T,
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e uma vez que S, + €, — 0, do Lema 2.18 (b) segue que 7 (s, + €,)7(t,)x, — x e assim

x =m(t)z com z € W(B), e o resultado segue. O

Neste ponto, alguns resultados se tornam diferentes. Uma vez que estamos usando
uma nocao diferente de atracao para definir o atrator global, os resultados que envolvem
essa propriedade precisam ser provados de maneira cuidadosa novamente, pois nao sao
analogos aos existéntes na literatura. Para esse proposito, introduzimos a seguinte condicao

técnica:

dados B C €2 nao vazio e limitado, {t, }ren C (0,00) com liminf¢, > 0,
n—oo

{2 }nen C Q limitada, com 7 (t,)z, — « € (B) N M, e U uma vizinhanca (%)

aberta de W(B) entdo m(t,,)x,, € U para algum ny € N.

Observagao 2.38. Dado C' C €2, se nos restringissemos as vizinhangas abertas da forma
OXC) ={zr € Q:d(z,C) <1}
para r > 0, a condicao (Z) estaria satisfeita. De fato, se r > 0 entao

3(B) c OX@(B)) == {y € X: d(y,5(B)) < r},

ecomoz € Ww(B)NM C w(B)emn(t,)r, — x, entdo para n suficientemente grande terfamos
7(tn)r, € OX(@(B)). Portanto, como 7 (t,)x, € Q obtemos 7(t,)r, € O (@(B)).
Entretanto, ndao queremos nos restringir a esse cenério, uma vez que ele nao é o

mais adequado para desenvolver a teoria do Capitulo 3.

Proposicao 2.39. Seja ™ um semigrupo impulsivo assintoticamente compacto e dissipa-
tivo, satisfazendo as condigoes (H), (T) e (Z). Se B C Q € nao vazio e limitado entdo
w(B) T-atrai B.

Demonstragao. Se isto ndo ocorre, existem uma vizinhanca aberta Uy de w(B) em Q e

sequéncias t, — 00 e {x, fneny C B tal que

7(ty)x, ¢ Up.

Usando a compacidade assintoética, a menos de subsequéncias, existe z € X tal que
7(ty,)x, — x. Como U, é aberto em 2, existe um aberto Vy em X tal que Uy = Vi N Q.
Agora, uma vez que 7(t,)x, ¢ Uy e T(t,)x, € Q, obtemos 7(t,,)x, ¢ Vy. Portanto, x ¢ Vj.
Se x € ), entdo teriamos = € wW(B) C Vy, o que é uma contradigao. Assim z € m N M.
Dessa forma, segue de (Z) que existe ny € N tal que 7(ty, )z, € Uy, 0 que nos da uma

contradi¢ao e conclui a prova. O]

Com isso podemos enunciar e provar o principal resultado desta secao.
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Teorema 2.40 (Existéncia do atrator global). Seja ™ um semigrupo impulsivo assintoti-
camente compacto e dissipativo com conjunto absorvente By, satisfazendo (H), (T) e (7).
Entao A = w(By) € o atrator global de 7.

Demonstragao. Ja sabemos que A = W(By) é nao vazio, relativamente compacto em X e,
do Corolario 2.35, segue que A = ANQ. Da Proposicao 2.37, sabemos que A é 7-invariante.
Agora, dados B C Q2 limitado e U vizinhanga aberta de A em €, como A = 0(B,) T-atrai
By, existe t; > 0 tal que 7(t)By C U para todo t > t;. Além disso, existe to > 0 tal que
7(t)B C By para todo t > to. Parat > tg:=t) + 1ty temos t —ty >t ¢

T(t)B =7(t — to)7(ta) B C 7(t — t2) By C U,
o que mostra que A m-atrai B. Portanto, A é o atrator global de 7. H

Observagao 2.41. Faremos frequentemente o uso da Proposi¢ao 2.27 no seguinte cenério:
se T € um semigrupo impulsivo, assintoticamente compacto e dissipativo, satisfazendo (H),
(T) e (Z), com atrator global A, entao se A > x, — x € M temos ¢(x,) — 0. Isso segue
diretamente do fato de que existe {y, }nen C A tal que 7(n)y, = z,, e a Proposigao 2.27

se aplica.

No que segue, para encerrar este capitulo, apresentaremos um exemplo de um

semigrupo impulsivo com atrator global, em dimensao finita.

Exemplo 2.42 (Adaptado de (BONOTTO, E. M. et al., 2015)). Considere a equagao

{ &= f(x), t>0, (2.4)
z(0) = z9 € R™,

onde f € C(R") é localmente Lipschitz continua. Supondo que todas as solugoes de (2.4)
estao definidas para t > 0 e que dependam continuamente de (¢, zg), esse problema define
um semigrupo m = {7 (t): t = 0} em R", onde [0,00) x R" 5 (t,z) — 7(t)xy € R™ denota
a unica solugao de (2.4) no tempo ¢ > 0.

Sejam M C R™ um conjunto impulsivo compacto e I: M — R™\ M uma fungao
impulso (assim, (H) esta satisfeita e o sistema dinamico impulsivo (7, M, I) define um
semigrupo impulsivo 7 = {7(t): ¢ > 0} em Q = R™\ M). Assuma ainda que (T) e (%)
estejam satisfeitas' e consideremos g € C*(R™,R) uma funcao que satisfaz as seguintes
condigoes:

(i) Vg(x)- f(x) < a; — azg(x), para todo x € R™;
(i) g(I(x)) < p, para todo x € M,

L' No Capitulo 5 veremos condigdes que garantem que M satisfaz (T). Infelizmente, no momento, ainda

nao conseguimos obter condigdes que garantam que 7 satisfaca (Z) e, portanto, assumimos que ela é
valida. Porém, tendo em vista a Observagao 2.38, poderiamos omitir a condigao (Z) e obteriamos um
atrator global cuja propriedade de atragdo se restringe & vizinhangas da forma O$}(C).
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(iii) ¢~ ((—oo, [+ 3—;]) ¢ limitado;
onde aq, ag, > 0 sao constantes positivas.

E simples ver que, em dimensao finita, a existéncia de um conjunto absorvente para
7 implica na compacidade assintotica de 7, ja que limitados sdo relativamente compactos.
Assim, tendo em vista o Teorema 2.40, para mostrar que 7 tem um atrator global, basta

provar a existéncia de um conjunto absorvente By para 7.
Lema 2.43. Se z € I(M) entdo g(7(t)2) < pu+ 5% para todo t > 0.
Demonstragao. Sejam z € I(M) e 0 < t < ¢(2) (se ¢(z) = oo tomamos 0 < ¢t < ¢(z2)).

Entao, por (i) temos

% (m(t)z) = Vg(a(t) - &(t) = Vg(n(t)2) - f(m(t)2) < ar — azg(n(t)2).

Logo, se y(t) = g(n(t)z) temos

. d « « —a a
gt) +azy(t) San & (e 2y(t) < are™ & y(t) < e y(0) + a—;

e por (ii) temos g(m(t)z) < p+ & para todo 0 < ¢ < @(z), o que nos dé

g(m(t)z) < p+ il para todo 0 <t < ¢(2).

(%)
Se ¢(z) = 0o, a prova acaba aqui. Caso contrario, como z" = 7(¢(2)z) € I(M), podemos
repetir o processo acima iniciando em z;” e indutivamente obtemos o resultado. O]

Teorema 2.44. O semigrupo impulsivo 7 € dissipativo e, portanto, possui um atrator

global A.

Demonstragao. Seja By = g~ ! ((—oo, ©+ z—;]> \ M. De (iii), By C Q é limitado e, como
By = By N, entdo By é fechado em €. Nos resta mostrar que B, 7-absorve todos os
conjuntos limitados de {2 e, para isso, é suficiente provar que para cada x € €) existem

d, > 0 ety =to(x, ;) > 0 tais que
7(t)y € By, para todo y € By, (x) e t > to.

Temos dois casos para analisar.

CAso 1. ¢(z) < oo.

Pelo Teorema 2.21 sabemos que ¢ é continua em ) e, portanto, para x € () existe
d: > 0 tal que |¢(y) —o(z)] < 1sey € Bs,(x), entdo ¢(y) < 14 ¢(x) para todo y € By, ().
Tomando tg = sup{o(y): y € Bs,(x)} < 14 ¢(x) < oo, segue que para todo t > ty e
y € Bs, () temos 7(t)y = 7(t—o(y))7(¢(y)y) = 7(t — ¢(y))z, sendo z = w(d(y)y) € 1(M).
Logo, pelo Lema 2.43, obtemos

g(m(t)y) < p+ e para todo t > to.
(&%)
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CASO 2. ¢(z) = oc.

Considere B C (2, uma bola centrada em z. Da continuidade de g, existe g =
max, 5 g(y). Seja k > max{(), —a; ' In (ﬁlﬁl)} e, pela continuidade de ¢ em z € Q,
existe & = 0(x, k) > 0 tal que ¢(y) > k para todo y € Bs(x) C B. Agora, podemos separar
Bs(z) = B1U By sendo By = {y € Bs(x): ¢(y) = 00} e By ={y € Bs(x): k < ¢(y) < oo}.

Seja y € B e, usando argumentos anélogos aos da prova do Lema 2.43 temos

(e} o
g(m(t)y) < e *gly) + — < Be ' 4 .
(6) (6%)

Seja ty := max {O, —a; ' n (ﬁ) } Se ty = 0, entao In <%|m> > 00 que nos da %IBI > 1,

ou seja, = 1+ 8] > |8 e, assim para todo t >ty e y € B; temos

(07 « (67
g(m(t)y) < Be™ ' + — < |Ble™™ + — < p+ —.
[6%) (6] [6%)

Se tg = —a; ' In (ﬁ), entao para todo t >ty e y € By temos

- Qg - a1 18] a1 aj
T(t <56a2t+_< 5ea2to+_: b <4
9(r(t)y) o S 1P o ey Lt
Como 7(t)y = m(t)y para todo y € By e t > 0 temos
~ (03]
9(F7(O)y) < p+—, (2.5)

%)

para todo t >ty e y € By.

Agora, considere y € B,. Por célculos analogos, para todo k <t < ¢(y) e y € By
temos (2.5). Caso t > ¢(y), entdo t — ¢p(y) = 0 e o Lema 2.43 nos da (2.5) para todo
t > ¢(y) e y € By. Portanto, obtemos (2.5) para todo t > ¢(y) e y € Bs(z). O
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3 SEMIGRUPOS IMPULSIVOS GRADIENTES E DINAMI-
CAMENTE GRADIENTES

3.1 SEMIGRUPOS IMPULSIVOS GRADIENTES
Nesta secdo, inspirados por (ARAGAO-COSTA; CARVALHO, A. N, 2012), vamos

definir a nogao de semigrupos impulsivos gradientes, introduzida por nés nesta tese. Para

tanto, no que segue, a menos que dito explicitamente o contrario, assumiremos que:

7 é um semigrupo impulsivo assintoticamente compacto, dissipativo, satisfazendo
(H), (T) e (Z), e com atrator global A.

Definicao 3.1. Um conjunto 7-invariante £ C A é um invariante isolado se £ = ENS)
e existe uma vizinhanga aberta U de E em ) tal que se F' é um conjunto 7-invariante
com EFEC FFCU,entao F' = E.

A cole¢ao E = {E, ..., E,} ¢ uma familia separada de invariantes isolados
se F; ¢ um invariante isolado para cada i = 1,...,p e existe ¢y > 0 tal que
Of(E)NOg(E;) =2 paral<i<j<p. (3.1)

No caso continuo o termo utilizado é o de familia disjunta. Nesse caso os invariantes
j4 sao compactos e, sendo disjuntos, estao separados por uma distancia positiva. No
caso impulsivo, como os invariantes nao sao necessariamente fechados eles poderiam ser
disjuntos sem estarem separados por uma distancia positiva. Por esse motivo utilizamos o

termo familia separada ao considerarmos a condigao (3.1).
Lema 3.2. Se E C Q ¢ um conjunto T-invariante com E = E NS, entio E = &(E).

Demonstracao. Como E C ) é m-invariante, dado z € F existe {z,}neny C E tal que
7(n)x, = x e, trivialmente, temos « € w(FE). Reciprocamente, se x € w(F) entdo = € )
e existem t, — 00 e {x,}neny C F com 7(t,)z, — . Da 7-invariancia de E, sabemos
que 7(t,)z, € E para todo n € N, o que implica * € ENQ = E, e o resultado est4
provado. O

Lema 3.3. Seja E um conjunto limitado e T-invariante com E = E N Q. Dadas solucio
global limitada & de 7, s, — —00 com &(sp) — 2 € ENM, e U vizinhanga aberta de E
em €, existe ng € N tal que &(sp,) € U.

Demonstracao. Defina n; = 1. Existe ny > 1 tal que s,, + 2 < s,,. Indutivamente,
escolhemos ny, tal que s,, +k < sp,_,. Assim &(sp,_,) = T(Sn,_, — Sn,)&(Sn, ) Para cada
ke N, com s,, , — s, > k. A conclusao segue diretamente do Lema 3.2 e da condigao
(7). O
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Definicao 3.4 (Semigrupo impulsivo gradiente). Dizemos que 7 ¢ um semigrupo
impulsivo gradiente com respeito a uma familia separada de invariantes isolados
E = {F,,...,E,} se existe uma funcdo continua V': Q — R, tal que:

(i) [0,00) >t — V(7(t)x) € R é decrescente, para cada x € €;

(ii) V é constante em cada E;, i =1,...,p;

(iii) Se z € Q ¢é tal que V(7 (t)z) = V(z) para todo t > 0, entdo = € E; para algum
1=1,...,p.
Tal funcao é chamada de fungao de Lyapunov para 7 relativa a E.

Definicao 3.5 (a-limite impulsivo). Se £ é uma solugao global de 7 por = € X, definimos
a orbita global de x relativa a £ por v¢(z) = {£(¢): t € R}. Neste caso, para t € R
escrevemos (7Ve); () = {&(s): s € (—o0,1]} e definimos o conjunto a-limite de z relativo
a ¢ por

de(z) = (0o (2)) N

t<0

Daqui por diante assumiremos que 7 é um semigrupo impulsivo gradiente com
respeito & E = {Fy,..., E,}, com fungdo de Lyapunov V.

Como no caso continuo, temos a seguinte caracterizagao do conjunto a-limite:

Proposicao 3.6. Se £ € uma solucao global limitada de T por x, entdao

ag(z) ={y € Q: existe t, — oo com {(—t,) = y}.

Demonstragao. Se y € ag(x) entdo y € Q ey € {£(s): s € (—oo,t]} para todo ¢t < 0.
Assim, para cada n € N, existe ¢, > n tal que d(y,£(—t,)) < % e, portanto, {(—t,) — y.

Reciprocamente, sejam y € Q, ¢, — oo com &(—t,) — y e t < 0. Existe ny € N tal
que —t, < t para todo n > ng. Portanto, {(—t,) € {£(s): s € (—o0,t]}, e como £(s,,) =
&(—t,) — y, entdo y € m Da arbitrariedade de ¢t < 0 obtemos y € a¢(z). O

Lema 3.7. Se & € uma solugao global limitada de 7™ por x ey € M € tal que existe t,, — 0o
com &(—t,) — y, entdo I(y) € ag(x).

Demonstracao. Da Observagao 2.41 s, = ¢(§(—t,)) — 0 e assim z, := 7(s,)E{(—t,) € M
é tal que z, = y, e 2 :=7(s,)&(—tn) = I(z,) — I(y). Por outro lado, z/ = {(—t, + sp)
e como —t, + s, — 00, segue que I(y) € ag(z). O

Proposicao 3.8. Se & € uma solugdo global limitada de T por x entio ag(z) C A, ae(z)

€ nao vazio e relativamente compacto em X.

Demonstragao. Sejam y € ag(x) e t,, — oo com &(—t,,) — y. Sabemos que £(R) C A, logo
y € ANQ = A. Disso segue que ag(z) C A e, diretamente, obtemos &g (z) relativamente

compacto em X, ja que A o é.
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Como {£{(—n)}nen C A, existe y € X tal que, a menos de subsequéncias, £(—n) — .
Se y € Q entao y € ag(z). Se y € M, do Lema 3.7 obtemos I(y) € ag¢(x). Em qualquer

cenario, mostramos que g (x) # @. O

Proposigao 3.9. Se £ € uma solugao global limitada de 7 por x e y € M € tal que existe

t, = 00 com &(—t,) = y entdo y € ag(x).

Demonstragao. Usando a Observagao 2.41 segue que s, := ¢(£(—t,)) — 0 e podemos
assumir, sem perda de generalidade, que 0 < s, < % para cada n € N.

Tomando mg € N tal que m%) < % e fixando m > my, definimos wy, ,,, := &{(—t, — %)
Da compacidade assintética de 7 existem uma subsequéncia de {w;, , }nen, que denotamos
a mesma, e um ponto wy, tal que wy, ,, 2% wom, para cada m > my.

Afirmamos que para cada m > my existe ny = ny(m) € N tal que ¢p(wy, ) > % para
todo n > ny. De fato, se isso nao for verdade, para algum m > mg existe uma subsequéncia
de {wpm tnen, que denotamos igual, tal que ¢(wy,m) < % para cada n € N. Portanto,
a menos de subsequéncias, podemos assumir que ¢(wy ) X o e o, %] e definindo
Znm = T(A(Wnm) ) Whm € M temos 2z, m, iy m(Q)wy, == 2z, € M. Considerando vy, , 1=
T((Wnn))Wnam = I (Zpm), Obtemos vy == I(2y) := V. Da condigio (H), ¢(v,,) = 28

e, do Teorema 2.21, para n suficientemente grande temos

1

O(vm) =0 > —.

¢(Un,m) 2 m

DN | —

Logo,

7T(Sn + % - ¢(wn,m))yn,m = 7T(Sn)ﬂ-(% - QS(wn,m))vmm

;W(Sn)%(% - Qb(wn,m))vn,m = W(Sn>%(%)wn,m = W(Sn)g(_tn) € M,

—
N

onde em (k) usamos o fato de que = — G(wpm) < = < & € VUpy, € I(M). Isso implica que

1 1 6 & 30
< S . — - = —
A(Vnm) < Sp + - O(Wnm) < Sp + — < 1 + 5 1 <9,

o que contraria ¢(v,,) = 29, e a afirmagao esta provada.

Da afirmacao, para n > n; temos
W(%)’wn,m = %(%ﬁﬂn,m = %(%)5(_% - %) = {(~tn),

e fazendo n — oo temos

(2w, =y, para m > my.

m
Se tivéssemos w,, € M, como wy, , = 7(t, — %)xn iy w,,, seguiria da Proposicao 2.27
que ¢(wnm) == 0, o que contradiz a afirmacao de que d(Wpm) > % para todo n > nj.

Portanto w,, € ag(x) para todo m > my.
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Da Proposigao 3.8, segue que ag(x) é relativamente compacto em X e assim pode-

mos supor, a menos de subsequéncias, que w,, — w. Logo w € ag(z) e

o= Jm (G =

o que mostra que y € ag(x) e completa a prova. ]

Corolario 3.10. Se £ € uma solugao global limitada de 7 por x entdo

ag(r) ={y € X: existe t, = oo com &{(—t,) — y}.

Em particular, ae(x) = ag(x) N QL

Demonstracao. Usando a Proposicao 3.9 vemos facilmente que

{y € X: existe t, — 0o com &£(—t,) — y} C ag(x).

Reciprocamente, se € ag(z) e ag(r) 3 y, — z entdo existem ¢} — oo quando k — oo
tais que &{(—t)z} — y, quando k — oo. Para cada n € N existe k, > n tal que
d(&(—t7 ), yn) < +. Tomando s, := t} temos s, — o0 e {(—s,) — y. A tltima afirmagao

é trivial e, assim, a prova esta completa. O
Como no caso continuo, obtemos o seguinte resultado:

Proposicao 3.11. As sequintes afirmacoes sao vdlidas:
t—00

(a) se& € uma solugcdao global limitada de T por x e y € ag(x) entao V({(—t)) — V(y);
(b) sex €Q eyeci(x) entio V(F(t)zr) =3 V(y).

Demonstragio. (a) E simples verificar que a aplicacdo R > ¢ — V(£(t)) é decrescente. Se
y € ag(z) existe t, — oo tal que {(—t,,) — y e, como V é continua temos V ({(—t,)) —
V(y). Agora, se s, — oo for uma sequéncia qualquer, podemos construir subsequéncias

{Snk }kEN de {Sn}neN € {tnk}keN de {tn}neN tal que

by < Sp, <t para todo k € N.

Nk+1

Assim,
V(E(=tn,)) S V(E(=5n,)) < VI(E(—tny)),

e, portanto, V(£(—sy,,)) = V(y), o que conclui a demonstragao desse item.

(b) Sabemos que existe t, — oo tal que 7(t,)z — y. Da continuidade de V'
obtemos V(7 (t,)x) — V(y). Como acima, é possivel mostrar que para qualquer sequéncia
sp — 00 existe uma subsequéncia {s,, tren tal que V(7 (s,, )x) = V(y), o que conclui a

demonstracao. O

Proposicao 3.12. Valem as sequintes afirmagoes:



Capitulo 3. Semigrupos impulsivos gradientes e dinamicamente gradientes 44

(a) se & € uma solugao global limitada de T por x entio ag(x) C UL E;;

(b) sex € Q entao W(x) C U_ | E;.

Demonstragao. (a) Sejam y € ag(z) e t, — oo tal que {(—t,) — y. Dado ¢ > 0, da

Proposicao 2.22 existe €, > 0 com ¢, — 0 tal que
Tt + )& (—tn) = T(t)y,
ou seja, {(—(t, —t —€,)) = 7(t)y. Como t,, —t — €, — 0o, da Proposigao 3.11 (a), temos

Viy) = lim V({(—=(t, —t —€,))) = lim V(&(—t, +t+€,))

= lim V(7(t + €n)S(—1n))
) <T}Lr£10%(t + en)f(—tn)> =V(7(t)y),

onde em (x) utilizamos a continuidade de V. Assim, mostramos que V(7 (t)y) = V (y) para

todo t > 0, mostrando que y € E; para algum i € {1,...,p}, e o resultado segue.
(b) Se y € W(x) e t, — oo é tal que 7(t,)xr — y, entdo para t > 0 existe €, — 0
tal que 7(t + €, + t,)x — 7(t)y. Assim, da continuidade de V', obtemos

Vi) = lm VFEE+ 6+ t)a) =V (lim F(t+ e + 1)) = V(F()Y),

n—o0 n—oo

e o resultado segue como no caso acima. O

Antes de nés apresentarmos o principal resultado desta secao precisaremos da
defini¢cdo de conjunto instavel. Aqui, se seguissemos como em (BONOTTO, E. M. et
al., 2016b) e usassemos a distancia para definir a convergéncia nos conjuntos instéveis,
terfamos um problema mais adiante (invariantes com conjuntos instaveis triviais nao
seriam necessariamente atratores locais). Por essa razao, escolhemos trabalhar com a

convergéncia dada por vizinhancas abertas quaisquer em ).

Definicao 3.13 (Conjuntos instaveis). Seja £ um conjunto m-invariante. O conjunto

instavel de FE é definido por
W*(E) = {£(0): £ é¢ uma solucao global de 7 e {(s) — F quando s — —oo},

onde a convergéncia (s) — E quando s — —oo deve ser entendida como: dada vizinhanga
aberta U de E em ) existe so < 0 tal que £(s) € U para todo s < sp.

Como no caso continuo, obtemos o seguinte resultado:

Proposigao 3.14. Se E é um cojunto T-invariante e limitado entao W*(E) é T-invariante
e ECW*E)CA.
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Demonstracao.
« WU (FE) é 7-invariante.

Se x € W"(E), entao existe uma solucao global de 7 com £(0) = z tal que {(s) — E
quando s — —oo. Fixado t > 0, defina 7(s) = (s + ). Entao n é uma solugao global de
7 com n(0) = 7(t)x e n(s) - E quando s — —oo, mostrando assim que 7(t)x € W*(E).
Para a 7-invariancia negativa, fixado ¢ > 0, definimos &(—t) = y e, portanto, = = 7(t)y.
Definindo ¢(s) = £(s—t), segue que 1 é uma solugao global de 7 com ¥(0) =y e ¢(s) = F

quando s — —oo 0 que nos da y € W*(FE) e o resultado esta completo.

x B C W"(FE) C A.

Seja x € E. Como E é m-invariante, seguindo os argumentos da demonstragao
da Proposigao 2.17, podemos construir uma solugao global £ por z tal que £(t) € FE
para todo t € R, o que nos da £ C W*(FE). Agora, seja £ uma solugao global de 7
com £(s) — E quando s — —oo. Como E ¢ limitado, podemos considerar U uma
vizinhanca aberta e limitada de E em () e, para tal vizinhanca, existe so < 0 tal que
&(s) € U para todo s < sg. Como A ¢é a atrator global de 7, podemos escolher uma
vizinhanga aberta e limitada V' de A em 2 e t; > 0 tal que £(t) € V para todo t > t,.
Como {{(t): t € [so,to]} = {7 (t)&(s0): t € [0,tg — So]}, segue da Proposigao 2.9 que
{&(t): t € [so,to]} € limitado. Com isso segue que £ é uma solugao global limitada de 7 e,

da Proposigao 2.17, obtemos £(t) € A para todo ¢t € R e o resultado esta provado. O

No caso continuo sabemos que o atrator global de um semigrupo gradiente é a
uniao dos conjuntos instaveis de cada invariante. No caso impulsivo obtemos a mesma
caracterizagao para A em termos dos conjuntos instéveis dos invariantes isolados, porém

com prova diferente.

Teorema 3.15. Se 7 é um semigrupo impulsivo gradiente relativo o E = {Ey, ..., E,},
entao
p
A= Jw(E)

Demonstrag¢ao. Da Proposicao 3.14 segue que | J_, W*(E;) C A. Agora, se © € A e
z ¢ JI_, W*(E;) entdo existem uma solugao global limitada £ de T por x, uma vizinhanga
Ude U_ E;, e s, — —oo tal que £(s,,) € Q\ U. Como {£(s,,) }nen C A podemos assumir,

a menos de subsequéncias, que existe y tal que £(s,) — .

CAso 1.y € Q.

Como Q\ U & fechado e {£(sn) tnen C Q\ U, temos y € Q\ U. Também, neste caso,
temos y € ag(z) e, da Proposicao 3.12 (a), segue que y € E; para algum ¢ € {1,...,p}.
Assim y € U, o que nos da uma contradi¢ao.
CAsSO 2. y e M.

Neste caso, segue do Corolario 3.10 que y € ag(z). Assim, dado k € N existe
yi € ae(z) tal que d(yy,y) < +. Da Proposicao 3.12 (a), segue que y;, € E;, para algum
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ir, € {1,...,p}. Como temos uma quantidade finita de indices, um deles deve se repetir
infinitas vezes e podemos assumir que, a menos de subsequéncias, 7, = ¢ para todo k € N.
Portanto, y € F; N M. Como U é uma vizinhanca aberta de E; em Q, segue de (Z) que

deve existir ng € N tal que £(s,,) € U e obtemos uma contradigao. O

3.2 SEMIGRUPOS IMPULSIVOS DINAMICAMENTE GRADIENTES

No caso sem impulso surge a seguinte questao: quais sao as propriedades dindmicas
de um semigrupo que o tornam um semigrupo gradiente? Inspirados por (CARVALHO,
Alexandre N.; LANGA, 2009; ARAGAO-COSTA et al., 2011), noés fazemos a mesma
pergunta para semigrupos impulsivos. Para responder a essa questao vamos agora intro-
duzir a nocao de semigrupos impulsivos dinamicamente gradientes, definida por noés neste
trabalho, a fim de provar a estabilidade estrutural topolégica para semigrupos impulsivos.

No que segue, como antes, assumimos que:

7 ¢ um semigrupo impulsivo assintoticamente compacto, dissipativo, satisfazendo
(H), (T) e (Z), e com atrator global A.

Defini¢ao 3.16 (Estrutura homoclinica). Considere uma familia separada de invarian-
tes isolados E = {E, ..., E,}. Uma estrutura homoclinica em A é um subconjunto
{E¢,...,Ep} de E, com 1 < k < p, e um conjunto de solugoes globais {y,...,&} de 7

em A tais que, definindo Fy, , := Ey,, temos
Ey, = &(t) 2oy Ey,., para 1<i<k,
e também para cada ¢ = 1,...,k existe {p; € R tal que
&itoq) & Ui, Ei.

Defini¢ao 3.17 (Semigrupo impulsivo dinamicamente gradiente). Diremos que 7 é um
semigrupo impulsivo dinamicamente gradiente com respeito a E = {E;,..., E,}
se:

(G1) dada uma solugao global £ de ™ em A existem i, € {1,...,p} tais que

t——o0 t—o00

E, +— &(t) — E;.
(G2) A nao possui estruturas homoclinicas.

3.2.1 Semigrupos impulsivos gradientes sao dinamicamente gradientes

Seja ™ um semigrupo impulsivo gradiente com respeito & uma familia separada de

invariantes isolados E = {Fy, ..., E,}, e com fungao de Lyapunov V': Q@ — R.
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Lema 3.18. Se ¢ € uma solugdao global de ™ em A satisfazendo (G1) entdo uma, e somente
uma, das hipoteses abaixo ocorre:
(i) i =7 e&(t) € E; para todo t € R;

(ii) i 4 e V(E,) < V(E).

Demonstracao. Antes de provarmos o resultado, considere {7, }nen C [0, 00) com 7, — 0.
Da compacidade assintotica de T sabemos que, a menos de subsequéncias, £(r,) — z e

temos os seguintes casos:

CAaso 1. z € Q.

Neste caso, observando que £(r,) = 7(r,)£(0), obtemos z € @w(£(0)). Assim, da
Proposicio 3.12, sabemos que z € | J)_, . Mas, de (G1), segue que z € E; e, portanto,
z € Ej.

CASO 2. z € M.
Neste caso, do Lema 2.32; sabemos que I(z) € w(£(0)). Além disso, da Proposi¢ao
2.34 sabemos que s, := ¢(£(r,)) = 0 e

§(tn) = &(sn +71n) = T(sn)€(rn) = I(m(sn)E(rn)) = 1(2). (3-2)

Como acima, da Proposicao 3.12, sabemos que I(z) € | J;_; E,. Mas, de (G1) e (3.2), segue
que I(z) € Ej; e, portanto, I(z) € Ej;.

Em qualquer caso, provamos que existe y € E; e t,, — oo tal que &(t,) — v.
Analogamente, provamos que existe w € E; e uma sequéncia s, — —oo tal que £(s,) — w.
Procedemos agora com a prova do resultado que é semelhante a prova do caso continuo.

(i) Assuma i = j e seja a o valor constante de V' em E;. Com as sequéncias
definidas anteriormente e lembrando que a fungao R 3 t — V(£(¢)) é decrescente, a menos

de subsequéncias, obtemos

V(E(ta)) < V(E®R) < V(E(sn))-

Fazendo n — oo, segue da continuidade de V' que V({(t)) = « para cada t € R. Assim,
para r = 0 temos

a=V(E(t+r)) = V@),
logo V' (£(t)) = V(7(r)&(t)) para todo r > 0, e das propriedades de V' segue que £(t) € Ej
para algum 1 < k < p. Da m-invariancia de Ej, segue que £(t) € Ej, para todo t € R. De
(G1) obtemos k = i e, portanto, £(t) € E; para todo t € R.

(ii) Suponha agora i # j. Novamente, usando as sequéncias construidas acima

obtemos

V(E;) < V(E@R) < V(E)
e, portanto, V(E;) < V(E;). Se V(E;) = V(E;) entao V(£(t)) = V(E;), e como feito no
caso anterior segue que £(t) € Ej, para algum 1 < k < p e para todo ¢t € R, o que nos d4
uma contradicao. Portanto, V(E;) < V(E;). O
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Teorema 3.19. Se ™ é um semigrupo impulsivo gradiente entdo T € um semigrupo im-

pulsivo dinamicamente gradiente.

Demonstragao. Vamos mostrar que valem (G1) e (G2).

(G1) Seja & : R — X uma solugao global limitada de 7 por x = £(0). Vamos mostrar
primeiramente que £(t) — E; quando ¢t — oo, para algum j € {1,...,p}. De fato, se isso

nao ocorre, existem uma vizinhanga aberta U de U!_, E; e t,, — oo tal que
&(t,) € Q\ U, para todon € N.

Da compacidade asintotica de m, a menos de subsequéncias, podemos assumir que

&(t,) — y. Note que &(t,) = 7(t,)€(0) = 7(t,)z. Consideramos os seguintes casos:

CAso 1.y € .

Como 2\ U é fechado em €2, temos y € 2\ U. Neste caso, da Proposi¢ao 3.12 (b),
segue que y € F; para algum j = 1,...,p, o que nos da y € U, e temos uma contradigao.
CASO 2.y e M.

Neste caso, da Proposigao 2.34 temos y € w(z). Assim para cada k € N existe
yr € w(z) tal que d(y,y) < % Da Proposigao 3.12 (b) segue que y, € E;, para algum
Jr € {1,...,n}. Como temos uma quantidade finita de indices, um deles deve se repetir
infinitas vezes, isto é, jr = 7 ao longo de uma subsequéncia. Fazendo k — oo ao longo
dessa subsequéncia obtemos y € E;. Assim y € E; N M e, da condigao (Z), existe ng € N
tal que £(t,,) € U, e também obtemos uma contradigao.

A prova de que £(t) — E; quado t — —oo, para algum ¢ = 1,...,p é anéloga e,
portanto, vale (G1).

(G2) Primeiramente note que nao existe estrutura homoclinica com um tnico E;,
pois do Lema 3.18 (i) segue que £(t) € E; para todo t € R.
Suponha que existem {L,,...,Ey,, Ey,  } com E; = E; e um conjunto de

solugoes globais limitadas {1, ..., &} de 7 em A com
E,, T a0 =S Ey,, paral<i<k.
Obtemos assim
V(Ey) =V(Ey,,) < V(Ey) < V(E,_,) <...<V(Ey,) < V(E).

Nessa cadeia, existe ¢; # (;;1 para algum i = 1,...,k, e do Lema 3.18 (ii) segue que
algumas dessas desigualdades ¢ estrita, o que nos da uma contradicao, logo vale (G2) e o

resultado esta provado. O

3.2.2 Semigrupos impulsivos dinamicamente gradientes sao gradientes

Seguindo as ideias da teoria para o caso continuo conforme (ARAGAO-COSTA
et al., 2011; ARAGAO-COSTA; CARVALHO, A. N, 2012), para provar que um semigrupo
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impulsivo dinamicamente gradiente é gradiente, comecaremos com o estudo dos pares

atratores-repulsores. No que segue, a menos que dito o contrario, assumimos que:

7 é um semigrupo impulsivo assintoticamente compacto e dissipativo, satisfazendo

(H), (T) e (2).

Definicao 3.20 (Atrator Local, Repulsor e Par Atrator-Repulsor). Um conjunto limitado
nao vazio E de §2 é chamado de atrator local para 7 se existe uma vizinhanca aberta e
limitada U de E em (2 tal que

E=0().

Para um atrator local E, seu repulsor E* é o conjunto definido por
Er={rec A:w(x)NE =0}
O par (F, E*) é chamado de par atrator-repulsor para 7.

Temos a seguinte caracterizacao para um atrator local.

Proposicao 3.21. Um conjunto nao vazio e limitado E de € é um atrator local para 7
se, e somente se, E € T-invariante, ENQ = E e existe uma vizinhanca aberta e limitada
U de E em Q2 tal que E m-atrai U.

Demonstracao. Assuma que F é um atrator local para 7. Como U ¢ limitada, segue da

Proposigao 2.37 que E = 0(U) é m-invariante. Além disso, segue da Proposigao 2.34 que
EnQ=c0)nQ=a(U)=E.
Por fim, da Proposigao 2.39 sabemos que £ = w(U) 7-atrai U.

Agora, para a reciproca, mostraremos que F = w(U). Se z € w(U) existem
{Zp}nen € U e t, — oo tais que 7(t,)x, — x. Como E m-atrai U, afirmamos que
r € E. De fato, se r ¢ E entfo existem vizinhancas abertas V de x em Q e W de E em X
tais que VNW = @. Deste modo W; = W N é uma vizinhanca aberta de £ = EN em
Q2. Como 7(t,,)x, — x, existe ngy tal que para n > ng temos 7(t,)z, € V. Como E T-atrai
U, deve existir n; tal que para n > n; temos 7(t, )z, € Wi, o que nos da uma contradigao.
Assim 2 € ENQ = E, isto é, @(U) C E. Por outro lado, como E é T-invariante e £ C U
temos F = w(E) C w(U), e o resultado esta provado. O

Observagao 3.22. Note que o atrator global A de 7 é também um atrator local para 7.
Antes de mais nada, faremos alguns resultados gerais que nos ajudarao mais adiante.

Lema 3.23. Sejam X um espaco métrico, W um aberto e V. um subconjunto qualquer de
X. Entio VNW # @ se, e somente se, VW # @.
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Demonstragao. De fato, seja z € VN W. Como z € W e W é aberto, existe r > 0 tal
que B,(z) C W. Como x € V, existe y € V tal que y € B,(z). Portanto, y € V. N W
mostrando que VNW # @.

A outra implicagao é trivial, e o resultado esta provado. [

Proposicao 3.24. Se B C Q € T-invariante e relativamente compacto em X entio BN

é T-1nvariante.

Demonstragio. Sejam x € BN Q et > 0. Existe {z,}neny C B tal que z, — z e, da
Proposi¢ao 2.22, existe €, := €, > 0 com ¢, — 0 tal que 7(t + €,)z, — 7(t)x. Da
T-invariancia de B segue que 7(t +€,)z, € B para todo n € N e, portanto, 7(t)z € BNQ.

Nos resta mostrar a invariancia negativa. Sabemos que B C A. Como acima, fixados
r € BNNet>0, existe {zp}neny € B com x, — x. Da 7-invariancia de B, para cada
n € N existe y,, € B tal que x,, = 7(t)y,. Da compacidade de B podemos supor, a menos

de subsequéncias, que y, — y € B. Separamos a prova em dois casos.

CAso 1.y € Q.

Neste caso, y € BNQ ey, — y. Da Proposicdo 2.22, existe €, := ¢/, > 0 com ¢, — 0
tal que 7(t + €,)yn, — 7(t)y. Por outro lado, 7(t + €,)y, = T(€,)xn, € como x,, — z € Qe
€n — 0, segue do Lema 2.18 (b) que 7(e,)z, — , e assim x = 7(t)y com y € BN .

CASO 2. y e M.
Neste caso, y, € BC Ae vy, —y € M. A Proposigao 2.27 nos da s, = ¢(yn) — 0

e, assim, z, := 7($,)yn € M e 2} :=7(s,)yn = I(2,) sdo tais que
Zn—y e 2zt = I(y) =z

Sendo B um conjunto 7-invariante, segue que 2 € B. Logo z € B e, assim, z € BN .

Uma vez que z — z € ), da Proposi¢ao 2.22, existe ¢, := ¢, > 0 com ¢, — 0 tal que
Tt +en)zt — T(t)z.

Por outro lado, 7(t + €,)z = 7(s, + €,) 2, € Visto que z,, > x € Q e s, + €, — 0 entdo
do Lema 2.18 (b) obtemos 7(s,, + €,)x, — « e, portanto, x = 7(t)z, e o resultado esta

completo. n
Com isso, temos as seguintes propriedades:

Proposigao 3.25. Sejam (E, E*) um par atrator-repulsor para 7 e U uma vizinhanga
aberta e limitada de E em Q) tal que E = w(U). Entdo:

(a) E C A ¢ém-invariante isolado;
(b)) UNE* =g;
(c) E* é m-invariante;

(d) ExNQ = E~.
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Demonstragao. (a) Ja sabemos que F é m-invariante e £ C A. Para mostrar que E é
m-invariante isolado vamos considerar F' um conjunto m-invariante com £ C F' C U. Assim
F' é limitado e, portanto, F C A. Agora, se x € F' C A, novamente da w-invariancia de

F, para cada n € N existe z,, € F' com x = 7(n)z,. Assim
rew(F)CcwlU)=E.

Logo F' C E, o que mostra que F' = F.

(b) Se z € U entao w(z) C w(U) = E, e assim x ¢ E*. Isso mostra que UNE* = &,
ou equivalentemente, E* C Q\ U. Como U é aberto em € e Q é aberto em X, temos
U aberto em X. Logo E* C X \ U e X \ U ¢ fechado, portanto, E* C X \ U, ou seja,
UNE*=a.

(c) Para ver que E* é T-invariante, observemos que w(x) = w(7(t)z) para cada
t>0ex e X. Assim, se x € E* entdo w(7(t)z) N E = w(x) N E = &. Reciprocamente,
sex € E* et > 0, uma vez que E* C A, existe y € A tal que x = 7(t)y. Mas
Wy NE=0(Tty) NE=w(z)NE =0, eassimy € E* oque conclui a 7-invariancia
de ™.

(d) Note que E* C E* N Q. Agora, da Proposicio 3.24, sabemos que E* N é
T-invariante, assim dado € E* N Q temos @(x) C E*NQ, o que nos da @(z) N E = &
pelo item (b). Portanto, x € E*. O

Lema 3.26. Se E é um atrator local para 7 entao W*(E) = E.

Demonstra¢ao. Da Proposigao 3.14 temos £ C W*(FE). Seja U uma vizinhanga aberta e
limitada de E em € com F = &(U). Com isso, dado z € W*(E) existe £ solugao global de
7 por x com &(s) — E quando s — —oo. Assim, existe so < 0 tal que £(s) € U para todo
s < sp. Afirmamos que £(sp) € E. De fato, veja que para t > 0 temos £(so) = 7(t)€(so —t).
Como E 7-atrai U e £(so —t) € U para todo t > 0, temos £(sg) € ENQ = E. Assim, da

m-invariancia de E, obtemos

z =£(0) =7(—s0)&(s0) € E.
Portanto, W*(E) C E e a prova esta completa. O

Para obter mais algumas propriedades dos pares atratores-repulsores, precisamos

de mais alguns resultados técnicos.

Lema 3.27. Se x € AN M entdo existe z € A com ¢(2) = 6§, 7(§)z =z e n(t)z — x
quando t — 0~ (consequentemente, T(t)z — = quando t — 0~), onde § > 0 é dado pela
condi¢ao (H).

Demonstragio. Considere § > 0 da condicdo (H). Como z € A, existe {2, }nen C A com

x, — x. Segue da Proposigao 2.27 que s, = ¢(x,) — 0 e podemos assumir, sem perda,
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de generalidade, que 0 < s,, < g para todo n € N. Como z,, € A, da 7-invariancia de A,

para cada n € N, existe z, € A com 7(0)z, = z,.

AFIRMAGAO. ¢(z,) = d + s, para cada n € N.

De fato, assuma que m(r)z, € M para algum r € (0,9 + s,,). Assim ry := inf{r €
(0,04s,): m(r)zn € M} > 0em(s)z, = 7(s)z, para 0 < s < 1g. Definimos y,, := 7(ro)z, €
M eyt = I(y,) = m(ro)z, € I(M). Da condigao (H), obtemos ¢(y,}) > 20 e, portanto,

Tty = 7(t)y! para 0 <t < 26.

Temos dois casos para analisar.
CASO 1.0 <rg<d+ s,
Neste caso, x,, = 7(d)z, = 7(d)z, €
7(rg — 8)xn = 7(rg — 8)m(0)2, = 7(ro)z, € M,
e de (2.2) obtemos s, = ¢(x,) < 19 — 0 < Sy, 0 que nos da uma contradigao.

CASO 2. 0 < rg < 0.

Neste caso, 6 —rg < J e assim
Tp =7(0)z, = T(0 — 10)T(ro)2zn = 7 (6 — ro)y = 7(6 — o)y,
Como 0 < s, < g, temos s, +0 — g < g+5:9§5 < 26, logo
M > m(sn)xy = m(80)7(0 — 10y = 7(sn + 6 —10)y, & M,

obtendo uma contradigdo e, portanto, m(t)z, ¢ M para todo 0 <t < § + s,,.

Uma vez que 0 < 0 + S, entdo 7(d)z, = 7(J)z, ¢ assim obtemos

(0 + sp)zn = T(80)7(0) 20, = T(5p)T(0) 2, = W(Sp) 20 € M,

o que nos da ¢(z,) = J + s, e a prova da afirmagao esta completa.

Com isso obtemos
7(t)zn = 7(t)z, para t € [0,0+ s,),

e da condicao (H) sabemos que § + s,, ¢ o tnico tempo de salto de z, no intervalo [0, %].

Como z, € A para todo n € N, podemos assumir, passando para subsequéncias se
necessario, que z, — z € A. Note que z € €, pois se z € M seguiria da Proposicao 2.27
que ¢(z,) — 0, mas ¢(z,) — d > 0 e terfamos uma contradigao. Portanto, z € A. Assim,
o Teorema 2.21 nos da ¢(z) = 0 e, assim, 7(t)z ¢ M para t € [0,0). Dado que

(0 + $p)2n = T(80)7(0) 20 = 7(80)T(0) 20, = T(Sp) T,

fazendo n — oo obtemos w(8)z = x € M e, portanto, 7(6)z = I(7(0)z) = I(z).
Veja que 7(t)z — 7(0)z = x quando t — §~, e como 7(t)z = 7(t)z para t € [0,0),
segue que 7(t)z — m(d)z = x quando t — 0. O
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Proposigao 3.28. Se (E,E*) ¢ um par atrator-repulsor para @ e v € AN M entio
x € E*N M se, e somente se, I(z) € E*.

Demonstracdo. Se x € E* N M, existe x,, € E* tal que z,, — x. Segue da Proposicao 2.27

que s, = ¢(x,) — 0 e, assim,
T(sp)xn = I(7(sp)zy) — I(x).

Como E* é T-invariante, segue que (s, )z, € E* para todon € N, o que nos da I(x) € E*.
Portanto, I(z) € E*NQ = E*.

Para a reciproca, veja que do lema acima existe z € A tal que ¢(z) =9, 7(d)z =z
e m(t)z — x quando t — 6~. Para concluir a prova do resultado basta apenas notar que
7(t)z € E* para t € [0,0), pois ©(7(t)z) = O(I(x)) e I(z) € E*. Logo x € E* e a prova

esta completa. O

Observagao 3.29. Veja que, da demonstracio do resultado acima segue que se x € ANM
temos I(z) € A.

Um resultado que nos sera util mais adiante, e esta relacionado com a proposi¢ao

acima, € o seguinte:
Proposicao 3.30. Assuma que E satisfaz a sequinte condi¢do:
se z€ A en(t)z € E para algum t > 0 entdo z € E. (3.3)

Sex € ANM entiox € ENM se, e somente se, I(z) € E.
Demonstracao. Analoga a da Proposicao 3.28. O]

Com a Proposicao 3.28, somos capazes de provar mais uma propriedade dos pares

atratores-repulsores.

Proposigao 3.31. Se (E, E*) ¢ um par atrator-repulsor para 7@ entdo E N E* = &. Mais

ainda, E* € um invariante isolado para 7.

Demonstracdo. Primeiramente, notemos que se © € E N E* entdo z € M. De fato, se
reENErexcQentior c ENQ=Fex e E*NQ =FE*, oquenosdaz € ENE* = @,
e temos uma contradicao.

Agora, se t € ENE* e x € M, temos © € EN M. Segue do Lema 2.32 que
I(r) € ENQ = E. Também z € E*N M, e a Proposicio 3.28 nos da I(z) € E*. Portanto,
I(x) € ENE* C UNE* =@, e obtemos também uma contradicio. Assim, ENE* = @

Uma vez que E e E* sdio compactos em X e E N E* = &, existem abertos V; e
Vo de X com Vi NVy = @ tais que E C V; e E* C Vi. Defina W = V5, N, que é uma
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vizinhanca aberta de E* em 2. Seja F' um conjunto 7-invariante tal que £ C F C W.
Dado x € F temos w(r) C F C W C V. Assim,

w)NECV,NV; =g,

onde a ultima igualdade segue do Lema 3.23. Logo x € E*. Portanto, F' = E* e E* é um

m-invariante isolado. O

Também com a Proposicao 3.28 obtemos o préximo resultado, que é uma adaptagao
de (RYBAKOWSKI, 1987, Proposition 1.3).

Proposigao 3.32. Sejam (E, E*) um par atrator-repulsor para T e U uma vizinhanga
aberta e limitada de E em Q) tal que E = 0(U).
(a) Se V € uma vizinhanga aberta de E em ), entdao existe ty = to(V) = 0 tal que
7(t)x € V para todo x € U et > t.

(b) Se K C Aétal que KNE =2 e K=KNQ entdo para toda vizinhanca aberta W
de E* em Q existe to = to(W) > 0 tal que para todo x € A et > tg com 7w(t)r € K
temos x € W.

Demonstrag¢ao. (a) Suponha, por absurdo, que essa propriedade nao é valida. Entao
existem uma vizinhanga V' de E em (2, uma sequéncia {z,},ey C U e uma sequéncia
t, — oo com 7(t,)x, ¢ V paratodon € N. Da compacidade assintotica de 7, existe x € X
tal que 7(t,)z, — x. Como V é aberto também em X, = ¢ V. Além disso, claramente
temos r € m =F.Sexz € Qentdor € ENQ=FE, o que nos da uma contradicdo. Se
x € EN M entdo, por (Z), existe ng € N tal que 7(t,,)z,, € V, € também obtemos uma
contradicao.

(b) Suponha que essa propriedade nao é valida. Entao existem K C A com
KNE =g e K =KNQ, vizinhanca aberta W de E* em Q, uma sequéncia {x, }nen C A,
e uma sequéncia t, — oo tal que 7(t,)z, € K e x, ¢ W para todo n € N. Como
A é relativamente compacto em X, podemos assumir, sem perda de generalidade, que
r, — 2z € A. Como W é também aberto em X obtemos z ¢ W e, em particular, v ¢ E*.

Analisamos os seguintes casos:

Caso 1. z € Q.

Neste caso, x € A ez ¢ E*, logo w(x)NE # & e, portanto, 7(s)z € U para algum
s > 0. Da Proposigao 2.22 existe €, := € > 0 com ¢, — 0 tal que 7(s + €,)z, — 7(s)x,
logo (s + €,)z, € U para n suficientemente grande. Como K NE = @ e K = K N,
entdo tomando V = (X \ K) N segue que V é uma vizinhanca de E em (2, e do item
(a), existe tg = to(V) > 0 tal que 7(t)z € V para todo t >ty e z € U e, em particular,
T(t+s+e€,)x, ¢ K para todo t > ¢, e n suficientemente grande. Se n é grande o suficiente

de modo que t, — s — €, = to temos 7(t,)z, ¢ K, o que nos da uma contradigao.

CASO 2. x € M.
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Se x € E*, como A 3>z, — x € E*N M, segue de (Z) que existe ng € N tal que
T, € W, 0 que nos da uma contradicdo. Portanto, z ¢ E* e, da Proposicdo 3.28, devemos
ter I(x) ¢ E*. Além disso, da Observagao 3.29 sabemos que I(z) € A. Com isso, temos
y:=I(zr) € Aey ¢ E*. Procedendo como no CASO 1 obtemos uma contradicdo, e o

resultado esta provado. O

O proximo resultado nos da as ferramentas necessérias para afirmar que se (E, E*)
é um par atrator-repulsor para 7, entdo T é um semigrupo impulsivo dinamicamente

gradiente com respeito a familia E = {E£, E*}.

Proposigao 3.33. Seja (E, E*) um par atrator-repulsor para 7. Se x € A\ (EU E*) e ¢

€ uma solugao global limitada de ™ por x entdo
B et) I E.

Demonstra¢ao. Primeiramente notemos que w(z) N E # &, pois caso contrario teriamos
x € E*. Seja U uma vizinhanga aberta e limitada de £ em §2 tal que 0(U) = E. Afirmamos
que existe to > 0 tal que w(tg)z € U. De fato, sejam t, — 0o e y € w(z) N E tal que
£(t,) — y. Como U ¢é aberto em Q e {(t,) — y existe ng tal que &(t,,) € U, isto &,
T (tn, )z € U. Disso obtemos w(z) = &(7(tg)xr) C 0(U) = E.

Assumindo entao que a primeira afirmacao nao é valida, existem t, — oo e uma
vizinhanga aberta e limitada V' C U de E em € tal que 7(t,)z = £(t,) ¢ V. Da compaci-
dade assintética de 7, podemos assumir que 7 (t,)r — z. Temos z € Ee z¢ V. Se z € Q
obtemos z € ENQ = E, o que nos da uma contradicdo. Se z € M entdo z € ENM e por
(Z) existe ng € N tal que £(t,,) € V, e obtemos uma contradigao.

Para a segunda afirmagao, procedemos da seguinte maneira: tomando K = {x}

temos KNE =0 e K =KNQ, uma vez que x ¢ E e x € Q. Da Proposicao 3.32 (b),

dada vizinhanga aberta W de E* em () existe tg = to(W) > 0 tal que se z € A et >t

sao tais que 7(t)z = x, entao z € W. Notando que &(—t) € A e 7(t)¢(—t) = x, obtemos
&(—t) € W para todo t > tg, o que completa a prova.

L]

Observagao 3.34. Segue diretamente da Proposigao 3.33, sob suas condicoes, que para
r € A\ (FUE*) temos
wx)CE e oagx)CE”

Corolario 3.35. Seja (E, E*) um par atrator-repulsor para 7. Entdo T € um semigrupo
impulsivo dinamicamente gradiente com respeito a familia separada de invariantes isolados

E={E E*}.

Demonstracao. Das Proposigoes 3.25 e 3.31, segue que E é uma familia separada de

invariantes isolados. Para mostrar que vale (G1), considere £ uma solugao global de 7 em
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A por x =£(0). Se x € F ou x € E*, o resultado segue da 7-invariancia dos conjuntos F
e E*. Agora, se x ¢ E U E* o resultado segue da Proposigao 3.33.

Vamos mostrar (G2), isto é, mostraremos que A nao possui estruturas homoclinicas
relativamente & familia separada de invariantes isolados E = {E, E*}. Primeiramente

suponha, por absurdo, que exista uma solucao global £ de m em A tal que
£(t) = E quando t — +o0,

e que existe tg € R tal que £(ty) ¢ E. Definimos n(t) = £(t + ty) para t € R. Claramente
n ¢ uma solucao global de 7 por 7(0) = &(ty) ¢ E em A satisfazendo n(t) — E quando
t — +o0. Note que 1(0) ¢ E*, ja que w(n(0)) € E. Logo n(0) ¢ EU E* e, da Proposicao
3.33, temos

n(t) — E* quando t — —oo,

e obtemos uma contradicao.

Analogamente, provamos que nao existe uma solugao global £ de ™ em A tal que
£(t) = E* quando t — 400

e que existe ¢y € R tal que £(to) ¢ E*.
Finalmente suponha, por absurdo, que exista uma solucao global £ de ™ em A tal
que
BT e =S B
e {(to) ¢ FUE* para algum t; € R. Definindo 7(t) = £(t + to) para t € R, entdo n ¢ uma
solugdo global de 7 por n(0) = £(ty) ¢ EU E* em A com

B () B3 B
Mas, da Proposicao 3.33, temos
Bt 23 B,

o que nos da uma contradi¢ao. Essas trés afirmacoes mostram que nao pode haver uma

estrutura homoclinica em A, e a demonstracao esta completa. O

Lema 3.36. Sejam (E, E*) um par atrator-repulsor para @ e U uma vizinhanc¢a aberta e
limitada de E em 2 tal que E T-atrai U. Se x € Q\ A ey (z) NU # & entao

7t =3 E.

Demonstracao. Tomemos ty > 0 tal que 7(tp)r € U. Assim, dada uma vizinhanga aberta
V de E em (, existe t; > 0 tal que 7(t + to)x € V para todo t > t1, ou seja, m(t)x €
V para todo t > ty + t1, e a prova esta completa. O
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O proximo teorema é fundamental para estudar a equivaléncia entre os semigrupos

impulsivos gradientes e os semigrupos impulsivos dinamicamente gradientes.

Teorema 3.37. Assuma que t, — o0 e que {z, tnen € uma sequéncia limitada em X tal
que T(ty)z, — xo para algum xo € A.
(a) Assuma que xy € Q. Para cada n € N defina &,: [—t,,00) — X por

En(t) =Tt +tn)zn  parat > —t,.

Entao eziste uma solugao global limitada § de T por xy e uma subsequéncia {&,, }ken

de {&n}nen tal que para cada s € R existe [0,00) 3 €5 — 0 de modo que
Enn (s +ep) = E(s).
(b) Assuma que xo € M. Para cada n € N defina &,: [—t,,00) — X por

En(t) =Tt +tn + o(T(tn)2n))2n  parat > —t, — &(T(t,)zn).

Entao existe uma solug¢ao global limitada & de T por I(xg) e uma subsequéncia

{&n, Fren de {&n}nen tal que para cada s € R existe [0,00) 3 €; — 0 de modo que
& (5 + ;) = &(s).

Demonstragao. (a) Temos &,(0) = 7(t,)z, e, da hipotese, &,(0) — zo. Claramente x, €
ANQ = A. Podemos ainda, sem perda de generalidade, assumir que t,, > 1 para todo
n € N.

Assim &, esté definida em t = —1 para todo n € N. Da compacidade assintotica de
7, existe 7_; € A e uma subsequéncia {nj }ren de N tal que ni (—1) — 2. Claramente
{n}c(()) — z9. Além disso, sem perda de generalidade, podemos escolher ni tal que ¢, > 2
para n > ni.

Com esse procedimento, conseguimos definir uma subsequéncia {ny}ren € uma

sequéncia de pontos {r_,,}>°_, C A tal que para cada m > 0 temos
&n,(—m) — x_,, quando k — oo.

Note que para cada m > 0 existe ko = ko(m) € N tal que t,, > m para todo k > k.

Assim, para k > kg e s > 0, obtemos
F()6ny () = F()F(— + by )om, = F(—m+ 5+ 1) 20, = En(—m+5). (34)

Para simplificar a notagdo, renomeamos a sequéncia {n;};ecn, se necessario, e assu-

mimos que para cada m € N temos

(Un)—m =& (—m) — z_,, quando n — oo. (3.5)
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Definimos Ny = NU {0} e separamos a prova em dois casos.

CAso 1. Existe uma sequéncia estritamente crescente {m;};en, de inteiros nao negativos,

com mg = 0, tal que x_,,; € §) para todo j € Ny.

Fixemos j € Ny. Usando (3.5) e o fato de que x_,,; € 2, segue da Proposicao 2.22

que existe uma sequéncia [0,00) 3 €/, — 0 tal que
%(m]”rl —mj+ 6%)(Un)fmj+1 — %<mj+l - mj)‘l.*ijrl'

Por outro lado, de (3.4) sabemos que 7(m;j+1 — m;)(uy) = (Un)—m;, e do Lema 2.18,

—Mjit1
obtemos

%<mj+l —m;+ 6?1)(““)*771341 = %(631)(un)*m3 — Tmy,
e concluimos que 7 (141 — Mj)T ;| = T,

Deste modo definimos £: R — €2 por

£(t) = { 7(t)zo se t >0

B %(t + ijrl)iB,ijrl se t € [—ij, —mj), ] € NO.

A verificacao de que £ é uma solugao global de 7™ por xy é analoga ao que foi feito na
Proposi¢ao 2.17. Para s > 0, da Proposi¢ao 2.22, existe uma sequéncia [0,00) 3 € — 0
tal que

Cn(ste)=T(s+e +ty)z, =T(s+ €)(un)o — T(s)xo = &(5).

Agora, se s € [—=mj 1, —m;] para algum j € Ny, entao £(s) = 7(s + myjp1)T_p,,,, € da
Proposigao 2.22; existe uma sequéncia [0,00) 3 €/ — 0 tal que

§n<8 + E.ZL) = %(8 + Mjt1 + EgL)(un>—mj+1 - %(S + mj—l—l)x—mj_;,_l = 5(8)
Finalmente, como x_,,, € A para todo j € Ny, segue da 7-invariancia de A que (t) € A
para todo t € R.
CASO 2. Existe um inteiro positivo m; tal que x_,, € M para todo m > m;.

n—oo

Segue da Proposicao 2.27, que para m > my temos S, = ¢((Un)-m) — 0.
Definindo wy, 1= 7(Spm)(Un)—m € M, segue da continuidade de m que wy, , — Ty, € M

e, usando a continuidade da funcao I obtemos

Hwpm) = I(z_m) € Q.

n—o0

Assim, do Teorema 2.21 obtemos ¢(I(wnm)) — ¢(I(x_,,)), para cada m > my. Seja
d > 0 da condigao (H), e tomando § € (0, min{24, 1}), como ¢(I(z_,,)) = 26 > 3, obtemos

o(I(wpm)) > B > Sum  para n suficientemente grande.

Renomeando os indices, assumimos que a desigualdade acima vale para todo n € N.



Capitulo 3. Semigrupos impulsivos gradientes e dinamicamente gradientes 59

Para cada m > my; e n € N (usando o procedimento analogo ao do inicio da

demonstracao) definimos

(yn)—m = 571(6 - m) € Y-m = %(ﬁ)](l’_m>

Como B — spm < ¢(I(Wn,m)) obtemos

N

(Yn)—m = &u(B —m) = T(B)sn(—m) = T(B) () —m = T(B = Snm)T(Snm)(Tn) —m
= 7(B = Snm) L(T(8n,m)(Tn)—m) = T(B — Spm) I (Wnm),

o que nos da
(Yn)—m == T(B)(2-n) = R () = Y-m € .

Fixado m > my, veja que 7(1)(Yn)—m = (Yn)—m+1 para cada n € N e, portanto,
n—oo ~

segue da Proposi¢ao 2.22 que existe [0,00) 3 €, — 0 tal que 7(1+€,)(Yn)—m — T(1)y_m.

Por outro lado, se usarmos o Lema 2.18, obtemos

%(1 + En)(yn)—m = %(en)’ﬁ(l)(yn)—m = %(En)(yn)—m—‘rl 7H_0>0 Y—m+1,
e, assim, 7(1)y_,, = y_m11 para cada m > my.

Como f < 1 < my, segue da Proposigao 2.22 que existe [0,00) 3 ¢, — 0 tal que

n—oo ~

%<m1 - 5 + €n>(?/n)*m1 — 7T<m1 - B)yfml-

Por outro lado, usando o Lema 2.18, obtemos

%(ml - B+ En)(yn)—ml = %(ml - B+ En)gn(ﬁ - ml)
= &nlen) = T(€n)En(0) — o,

ou seja, T(myq — B)Y_m, = To. Com essas consideragoes, podemos definir £: R — X por

7(t)xo se t >0,
E@)=4q T(t+my—B)y_m, se te][f—m,0),
T(t+m—B)y_m se te[f—m,B—m+1), m>m;.

A prova de que £ é uma solucao global limitada de 7 por zy para a qual vale a
convergéncia afirmada é analoga ao caso anterior.

Nos resta provar que ¢ ¢ limitada. Veja que {z_., b msm, € AN M. Como AN M é
compacto, da continuidade de I e 7(f3) segue que 7w(8)I1(AN M) é compacto. Assim K :=
{(y—m)}m=m, € compacto, e a continuidade de 7 nos da que ([0, so]) K é compacto, onde
sp = max{1,m; — }. Como &((—o0,0]) C 7([0, so])K temos, em particular, ((—o0, 0])
limitado. Da Proposicao 2.9 e do fato de que 7 possui um atrator global segue que £(]0, 00))
¢ limitado, o que nos da & limitada.

A prova do item (b) é analoga, trocando t,, por t, + ¢(7(t,)z,) (lembrando que,
da Proposigao 2.27, temos ¢(7(t,)z,) — 0) e z por I(xg) (que estéa em ). O
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Proposicao 3.38. Sejam (E, E*) um par atrator-repulsor para 7 e x € Q\ A. Entdo

Tz =S E  ou 7tz =N E*

Demonstragao. Considere z € Q\A. Se 7T (z)NU # &, o Lema 3.36 nos diz que 7(t)x — F
quando t — oc.

Por outro lado, se 7 (x) N U = @ afirmamos que 7(t)xz — E* quando t — oo.
Se a afirmacao ¢é falsa, existem vizinhanca V' de E* em () e sequéncia ¢, — oo tal que
7i(t,)x ¢ V para todo n € N. Da compacidade assintética de 7 existe 2o € A tal que, a
menos de subsequéncias, 7(t,)z — xo. Note que xg € X \ V. Separamos o restante da

prova em dois casos.

CAsoO 1. xg € QL.

Considerando &,,: [—t,,00) — X definida por &, (s) = 7(s+1t,)x, segue do Teorema
3.37 que existe uma solugao global limitada £ de T por zp e uma subsequéncia {&,, }ren
tal que para cada s € R existe [0,00) 3 €, — 0 de modo que &,, (s + €;) — &(s).

Como zp = £(0) € A\ V, sabemos que £(0) ¢ E*. Note que para todo s > 0 e
k € N temos &,, (s +€;) € 77(x), o que nos da &, (s +€) € Q\ U e fazendo k — oo
obtemos £(s) € Q\ U para todo s > 0. Com isso obtemos w(zg) C 2\ U o que nos da

w(zg) N E = @, e mostra que xy € E* e temos uma contradigao.

CASO 2. xgp € M.

Neste caso, da Proposicao 2.27 segue que s,, = ¢(7(t,)x) — 0. Tomando r,, = t,,+5,,
temos r, — oo e w(ry,)r — I(zg) € . Considerando ,,: [—r,,00) — X definida por
Un(s) = (s + ry)x, do Teorema 3.37 existe uma solugao global limitada ¢ de 7 por I(xg)
e uma subsequéncia {1y, }ren tal que para cada s € R existe [0,00) 3 7 — 0 de modo
que Yy, (s + B5) = ¥(s).

Afirmamos que existem uma vizinhanca W de E* em €2 e ky € N tal que 7(r,, +
BNz ¢ W para todo k > kq. De fato, se isso ndo ocorresse, a menos de subsequéncias,

como

T, + BT =Y, (04 B) — 1(0) = I(x0),

terfamos I(x) € E*NQ = E*. Assim, da Proposicao 3.28, obtemos 7o € E*N M. Portanto
da condi¢ao (Z), existe ny € N tal que 7(t,,)r € V, o que é uma contradigdo e prova
a afirmagao. Com isso, em particular, obtemos I(zq) ¢ W. Note que para todo s > 0 e
k € N temos ¢, (s) € 7 (x), e assim ¢y, (s + f;) € Q\ U e, fazendo k — oo, obtemos
P(s) € Q\ U para todo s > 0 e, como no CASO 1, w(I(xp)) N E = &, ou seja, I(xg) € E*,

e chegamos a uma contradigao. O]

3.2.3 Construcao da fungao de Lyapunov para um par atrator-repulsor

Nesta subsecao o nosso objetivo é a construgao de uma funcao de Lyapunov com

respeito a um par atrator-repulsor (F, E*) de 7.
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Observacao 3.39. Para esse proposito no caso continuo em (ARAGAO-COSTA et al.,
2011), os autores utilizam o Lema 2.11. Porém no caso impulsivo se usassemos vizinhangas
da forma O,(E) em  para definir o atrator local, entdo o Lema 2.11 de (ARAGAO-COSTA

et al., 2011) nao seria verdadeiro conforme observado no Exemplo 3.3.1 e o conjunto (1, 2].

Para comegar, apresentamos alguns resultados técnicos que visam contornar esse

problema.

Lema 3.40. Se E ¢ um atrator local para 7, dadas vizinhanc¢a aberta V de E em €) e

x € E existen =n,v >0 tal que 7(t)y € V para todot >0 ey € X com d(z,y) <.

Demonstragao. Seja U uma vizinhanga aberta e limitada de £ em (Q tal que E = @w(U)
e suponha que a propriedade nao é valida. Entao existem x € E, x, — z,t, > 0 e
V' vizinhanga aberta de E em 2 tal que 7(t,)x, ¢ V para todo n € N. Uma vez que
T, — = podemos supor que, para n suficientemente grande, x, € VN U. Se t,, = oo, da

compacidade assintotica de 7, existe z € A de modo que
7(ty)x, — 2.

Note que z ¢ V e, portanto, z ¢ E. Se z € Q entao z € w(U) = FE, e obtemos uma,
contradi¢do. Se z € M entdo z € EN M e a condicio (Z) nos da 7(ty,)r,, € V para
algum ny € N, e obtemos também uma contradicgao.

Se a sequéncia {t,}nen € limitada, a menos de subsequéncias, podemos assumir
que t, — s > 0. Se s nao é tempo de salto de z, isto é, s # A\y(z), do Lema 2.23 e da
m-invariancia de £ temos

7(ty)x, — 7(s)xr € F,
e obtemos uma contradi¢ao. Agora, se s € um tempo de salto de x, isto é, se s = A\g(x),
segue do Lema 2.24 que a sequéncia {7 (t,)Z, }nen possui uma subsequéncia que converge

para um ponto z € ¥+(x) C E. Como z ¢ E, devemos ter z € EN M, e a contradico

novamente vem da condi¢ao (Z) (note que 0 nunca é um tempo de salto, assim s > 0). [

Corolario 3.41. Se E é um atrator local para 7™ entao dada vizinhanca aberta V de E

em Q existe uma vizinhanga aberta W de E em  tal que (W) C V.

Demonstragao. Basta tomar W := U By, . (7). O
zeE

Lema 3.42. Defina h: X — R por

h(z) = supd(7(t)x,.A) para cada x € X.

t=>0

Entao
(i) h estd bem definida;

(i) A C h™1(0) C A;
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(iit) a aplicagcao [0,00) >t — h(7(t)z) € R € nao crescente para cada x € X;

(iv) h é continua em €.

Demonstragao. (i) Seja x € X. Como 7(t)xr — A quando t — oo, existe ty > 0 tal que
7(t)z € O1(A) paratodo t > 0. Além disso, segue da Proposigao 2.9 que {7 (t)z: t € [0, o]}
é limitado e, portanto, existe R > 0 tal que 7(t)x € Ogr(A) para todo t € [0, ¢]. Logo

d(7(t)x,A) < R+1 paratodot >0,

e mostra que h(z) < oo para cada x € X.

(ii) Se = € A, da 7-invariancia de A temos 7(t)x € A para todo t > 0, logo
d(7(t)x, A) = 0 para todo t > 0 o que nos da h(z) = 0 e, portanto, z € h~1(0).

Agora, se x € h™(0) temos h(x) = 0, isto &, sup d(7(t)x, A) = 0, o que nos da

d(7(t)r, A) = 0 para todo t > 0 e, em particular, d(z, A) = 0 e assim x € A.

(iii) Sejam tq,t5 € [0,00) com ty > t;. Temos

W (1)) = sup d(F(t)r, A) < sup d(F(t)z, A) = h(F(t2)z).
t>to t>t1

(iv) Sejam = € Q e z,, — x. Como €2 é aberto em X, podemos assumir que x,, € )
para todo n € N.

Se z € A (logo h(z) = 0) entdo do Lema 3.40, dado p > 0 existe n > 0 tal que
7(t)y € O,(A) paratodot > 0ey € X com d(y,x) < n. Seja ng € N tal que d(z,,x) <n

para n > ng. Assim, para todo t > 0 e n > ng temos
d(7(t)zn, A) < p,

o que mostra que h(z,) < p para n > ng, e a continuidade de h em = € A esta provada.

Se x € 2\ A, como A ¢ precompacto e A = ANQ, entdo h(z) > d(z, A) >0 e
podemos escolher 1 > 0 tal que 0 < p < d(z,.A). Logo, podemos escolher uma vizinhanga,
aberta e limitada U de x em (Q tal que d(y,.A) > p para todo y € U. Para essa vizinhanga,
sendo A o atrator global, existe ¢y > 0 tal que 7(¢)U C O,(A) para todo t > ¢, e, portanto,

h(y) = sup d(7(t)y,. A) paracaday e U. (3.6)
te[0,to]
De fato, claramente h(y) > sup d(7(s)y,.A). Agora, se 0 < t < ty entdo d(7(t)y, A) <
s€[0,to]
sup d(7(s)y,.A), e se t >ty temos

s€[0,t0]

d(7(t)y, A) < p <d(y, A) = d(@(0)y, A) < sup d(w(s)y, A),
s€[0,to
o que completa a prova de (3.6).
Para completar a prova da continuidade em 2 \ A, separaremos a demonstragao

em dois casos.
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CASO 1. ¢(x) > ty.
Neste caso, do Lema 2.18, podemos assumir que ¢(zx,) > to para todo n € N. Para

n suficientemente grande, temos x,, € U e, portanto,

h(z,) = sup d(m(t)x,, A) e h(z)= sup d(w(t)x,A).

te[0,to] te[0,to]

Da continuidade do semigrupo 7 sabemos que dado € > 0 existe ng tal que para n > ng

temos sup d(m(t)x,,m(t)x) < €. Assim, para qualquer ¢ € [0,to] e n = ny temos
te[0,to]

d(n(t)xn, A) < d(m(t)z,, m(t)x) + d(r(t)z, A) < €+ h(x),
e, portanto, h(z,) < € + h(z). Analogamente mostramos que h(z) < € + h(z,), o que nos
déa |h(z,) — h(x)| < € se n > ng, e a continuidade neste caso esta provada.
CASO 2. ¢(x) < to.

Do que ja vimos, é simples ver que para n suficientemente grande temos

h(z,)= sup d(7(t)zn, A) e h(x)= sup d(7(t)x,A),

te[0,t0+4] te[0,t0+4]
onde § > 0 vem da condigao (H). Da continuidade de ¢, podemos assumir que ¢(x,,) < to+0

para todo n € N. Denotando

g(z) == sup d(n(t)z, A) paraze X,
t€[0,¢(2))

afirmamos que g(z,,) — g(x). De fato, se isso ndo ocorre, existe ¢, > 0 tal que |g(z,) —
g(x)| > € para todo n € N. Assumimos primeiro que, a menos de subsequéncias, tenhamos

g(x,) — g(x) > €. Da definigao de g(z,) existe s, € [0, ¢(z,)) tal que
d(m(Sn)2n, A) > € + g(z) para todo n € N.
Se, a menos de subsequéncias, s, — s € [0, ¢(x)), temos
d(m(s)z, A) = € + g(z),

e, da defini¢ao de g(x), obtemos uma contradigdo. Agora se, a menos de subsequéncias,
Sp — ¢(x), temos

d(m(¢(x))z, A) > € + g(z).
Mas, como d(7(t)x, A) < g(x) para todo t € [0,¢(z)), fazendo t — ¢(x)~, obtemos
d(n(é(x))z, A) < g(x), o que também nos da uma contradigao.

Se, a menos de subsequéncias, tivermos g(x) — g(z,) > €, obtemos

g(x) > ey +d(n(s)x,, A) paratodosn € Nesel0,o(x,)).
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Assim, se t € [0,¢(x)) existe ng € N tal que t € [0,¢(z,)) para todo n > ng, pois
¢(z,) = ¢(x). Obtemos, portanto,

g9(x) = e +d(n(t)z, A)  parat € [0,(x)),

e tomando o supremo para t € [0,¢(z)) obtemos g(z) > €y + g(x), o que nos da uma
contradigao e prova a afirmacao de que g(x,) — g(z).

Seja Ag(x) o ultimo tempo de salto de x no intervalo [0,to]. Assim existe n > 0 tal
que para n suficientemente grande A\gx(z,) é o ultimo tempo de salto de z,, em [0,y + 7],

pela Proposicao 2.25. Assim, da afirmagao acima e da Proposigao 2.25, segue que

g(za)f) = sup  d(n(s)(zn)S, A) = g(a) = sup d(r(s)z], A) = g(z]),
s€[0,6((zn)]") se(0,¢(]))

para cada =0, ...,k — 1. Analogamente ao CASO 1, podemos mostrar também que
A(wn)f) == sup d(m(s)(2n)y, A)

s€[0,to+n—Ak (zn)]

— sup d(m(s)z, A) =: A(xy),
s€[0,to+n—Ar (2)]

o que nos da h(z,) — h(x), uma vez que

h(wn) = max {g((z.)5), -, g((zn)i_y), All@a)i)}

h(z) = max {g(zq), ..., g(zi_y), Ay},

e a demonstragao esta completa.

Queremos provar o seguinte resultado:

Proposigao 3.43. Se (E, E*) é um par atrator-repulsor para 7, entdo eziste uma fungdao

f:Q — R satisfazendo as sequintes propriedades:

(i) [0,00) >t — f(7(t)x) € R € nao crescente, para cada x € Q);

(i) f710)=FEefY(1)NnA=FE*;
(iit) dado x € Q, se f(7(t)x) = f(x) para todo t > 0, entio v € EU E*;
(iv) f € continua em €.

Tal fungao é chamada de fung¢ao de Lyapunov do par atrator-repulsor (E, E*).

Antes de provarmos essa proposi¢ao faremos alguns resultados preliminares que

nos ajudarao na demonstragao.
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Lema 3.44. Seja (E, E*) um par atrator-repulsor para w. Com a conven¢ao de que
d(z,2) =1 para cada x € X, consideramos a funcao de Urysohn candénica u: X — [0,1]

associada ao par de fechados disjuntos (E, E*) de X, dada por

d(x, E) B d(z, E)
d(z,E) +d(z,E*)  d(z,E)+d(z, E*)

u(z) =

Entao
(i) u estd bem definida;

(i) w € Lipschitz continua em X e, portanto, € uniformemente continua em X ;
(iii) v 1(0)=FE eu (1) = E*.

Demonstragio. (i) Como E e E* sdo fechados e, E N E* = @, a funcdo u estd bem
definida.
(ii) Considere dy = d(F, E*) > 0. Entdo

U(a}) — u( ) — d(y7 E*)[d(x7 E) - d(y, E)} + d(y, E) [d(% E*) _ d(l‘, E*)]
. [d(z, E) + d(x, E*)][d(y, E + d(y, £¥))] )

e lembrando que d(z, F) — d(y, F) < d(z,y) e dy < d(x, F) + d(x, E*) temos

1
u(z) - uly) < —-d(z,y)
0
Analogamente obtemos
1
uy) —ulz) < o-d(z,y),
0

logo |u(z) —u(y)| < %d(m,y), e o resultado segue.
(iii) 1 € E < d(z,E) =0 < u(r) =0 < x € u(0) e, assim, u(0) = E.
Agora, se E* # & temos

reEbrsdr,E)=0culr)=1<zcu (1),

e nesse caso temos u~'(1) = E*. Por outro lado, se E* = @ temos

d(z, E
u(z) = d(xfmT’)—i)—l < 1 para cada = € X,
logo u~Y(1) = @ = E*, e o resultado segue. ]

Com a ajuda da funcao u, podemos construir outra funcao.

Lema 3.45. Assuma que (E, E*) é um par atrator-repulsor para 7T e u a fun¢do definida
no Lema 3.44. Defina k: Q — [0,1] por

k(x) =supu(m(t)x) para todo x € ).

t20

Temos



Capitulo 3. Semigrupos impulsivos gradientes e dinamicamente gradientes 66

(i) [0,00) >t k(7(t)x) é nao crescente para cada x € €;
(i) k(E) = {0} e k(E*) = k(F") = {1};
(iii) £~ 1(0)=F ek (1)NA= E*;
(iv) se x € Ae k(7w(t)x) = k(x) para todo t > 0, entao x € E'U E*;

(v) k é continua em €.

Demonstragao. (i) Sejam tq,ts € [0,00) com ¢y > t;. Temos

E(F(t2)z) = sup u(F(t)z) < supu(F(t)e) = k(F(tr)z).
t>ts t>t
(ii) Sex € E, entdo 71(t)r € E C E = u~1(0) para todo t > 0, ou seja, u(7(t)x) = 0

para todo t > 0, que nos leva a k(x) = sup u(7(t)x) = 0. Agora, se v+ € E* = u~!(1) temos
t>0

o que nos da k(z) = 1.

(iii) Para a primeira parte notamos que £ C k~'(0), uma vez que k(E) = {0}.
Agora, se x € k71(0) entao k(z) = 0 e, assim, u(7(t)z) = 0 para todo ¢ > 0. Em particular,
u(z) =0, o que nos da x € u~1(0) = E e, portanto, r € ENQ = E.

Para a segunda parte, claramente E* C k~'(1) NA uma vez que k(E*) = 1. Agora,
se z € k(1) N A entdo x ¢ E, pois k(z) = 1. Suponha, por absurdo, que = ¢ E*, com

isso a Proposicao 3.33 nos da 7(t)z — E quando t — oo e, em particular, obtemos
w(z) C E. (3.7)

Segue da continuidade de u que u(7(t)z) == 0. Assim, dado > 0 existe to > 0 tal que
u(m(t)x) < p para todo t > t5. Note que 0 < u(x) < 1 (pois x ¢ E U E*) e, portanto,

tomando p < u(x) afirmamos que

k(x) = tes[lélt) | u(m(t)x).

De fato, claramente temos k(x) > sup u(w(s)z). Agora, se 0 < ¢ < ty entao u(mw(t)z) <
s€[0,to]
sup u(m(s)z), e se t >ty temos
s€[0,t0]
u(F (b)) < o < u(x) = u(FO0)) < sup u(F(s)a),
s€[0,to]

o que mostra que k(x) < sup u(w(t)z) e completa a prova da afirmagao.
te[0,to]
Separamos o restante da prova em dois casos.

CASO 1. ¢(x) > to.
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Neste caso, temos

1 =k(z)= sup u(n(t)x),
tel0,to]

e da continuidade de u e 7 existe t; € [0, o] tal que u(7(t1)x) = u(n(t1)x) = 1, com isso
7(t)r € u=t(1) = E* e, portanto, 7(t;)x € E* NQ = E* o que nos da

5(z) = B(F(t)z) C B,

e contradiz (3.7).

CAs0 2. ¢(z) < .
Seja Ak(x) o ultimo tempo de salto de x no intervalo [0,to]. Existe r > 0 tal que

Ak(z) € o dltimo tempo de salto de = no intervalo [0,ty + 7] com A\g(z) < to + r (de fato
r =0 se \y(z) < toer =24, da condigao (H), se Ap(z) = to). Do que vimos acima, temos

k(x) = sup u(mw(t)x).

te[0,to+r]

Se sup;e (g g+ w(m(t)z]) = 1 para algum i = 0,...,k — 1, entdo ou existe s € [0, ¢(z]"))
tal que u(m(s)z;) = 1 ou u(n(p(z})x})) = 1. Se u(w(s)x]) = 1 entdo 7(s)z; = n(s)z) €
u~1(1) = E* e, portanto,

T(s)zt € BxNQ = E*,

o que nos da W(z) = @(7(s)x]") C E*, o que contradiz (3.7). Agora, se u(m(¢(x)z])) =1

entdo m(¢(z;)z]) € u}(1) = E* e, portanto,

m(¢(x)xf) € Exn M.

Da Proposigio 3.28, temos 7(¢(x] )x]) = I(m(é(x])z])) € E*, o que nos da w(z) =
o(7(p(z)zl)) C E*, o que também contradiz (3.7).
Por fim, se sup u(m(t)z;) = 1, da continuidade de u e 7 existe s €
te[0,to+r—Ag(z)]

0,20 + 7 — M\i()] tal que u(7(s)x}) = u(n(s)x}) = 1. Analogamente ao CASO 1 obtemos
uma contradi¢ao, e a prova deste item esta completa.

(iv) Suponha, por contradi¢ao, que essa propriedade nao é valida, ou seja, existe
x € A\ (FUE*) com k(7(t)x) = k(z) para todo t > 0. Entdo, novamente pela Proposi¢ao

3.33 e da continuidade de u, obtemos (7 (¢)x) == 0. Com isso, segue que

k(x) = lim k(7(t)z) = lim supu(m(s)x) = 0,

t—o00 t—o00 s>t

o que mostra que z € k~1(0) = F, o que é uma contradigao.

(v) Para mostrar a continuidade da fungao k separamos a prova em trés casos:

CAsO 1. Continuidade de k em E*.
Note que para todo z € X temos

0 <u(x) =u(m(0)x) < supu(m(t)z) = k(z) < 1.



Capitulo 3. Semigrupos impulsivos gradientes e dinamicamente gradientes 68

Assim, dados xp € E* e z € X temos
k() = k(zo)| = [k(z) = 1] =1 = k(z) < 1 —u(z),

e, portanto, a continuidade de k em xy segue diretamente da continuidade de v em x.

CAso0 2. Continuidade de k em E.

Sejam z € X e xp € E. Como u é uniformemente continua, dado € > 0 existe n > 0
tal que se d(z, E) < d(x,x¢) < nentao u(x) < €, pois u(zy) = 0, ou seja, u(O,(E)) C [0, ¢).
Para este 1, do Lema 3.40 existe ' = n'(xg,n) > 0 tal que se d(x,z9) < 7' temos
7(t)x € O,(F) para todo t > 0. Assim, se d(x,z9) < 1’ temos u(7(t)x) < e para todo
t >0, o que nos da k(z) < e. Uma vez que k(zo) = 0, isso prova a continuidade de k em

cada x¢ € F.

CAs0 3. Continuidade de k em Q\ (EU E*).
Dado zy € Q\ (E U E*), das Proposigoes 3.33 e 3.38 obtemos

T(t)zg - F ou 7(t)zg — E* quando t — oo.

Com isso, separamos a demonstracao em dois subcasos:

Subcaso 3.1. 7(t)xg — E* quando t — oo.
Neste subcaso, note primeiramente que k(zy) = 1, pois m(t)xy — E* e sendo u

continua temos u(7(t)xg) — 1 quando t — oo, e uma vez que
w(m(t)zo) < k(x) < 1,

obtemos k(zg) = 1.

Da continuidade de u em E*, dado € > 0 existe uma vizinhanga aberta V' de E*
em X tal que u(V) C (1 —¢,1]. Como 7(t)xy — E* quando t — oo, existe tg > 0 tal que
7(t)zg € V para todo t > to. Tomando t; > ty tal que t; # A\y(xo) para todo k, temos
7(t1)xg € V. Agora, seja {z, }nen C 2 uma sequéncia tal que z,, — xy € 2, com isso da
Proposicao 2.23, obtemos

%(tl):cn — %<t1>$,

e assim existe ng € N tal que 7(¢1)x,, € V para todo n > ng, e da continuidade de u temos

u(7(t1)x,) — u(w(ty)x) e, portanto, para n = ng obtemos
u(m(t)x,) C (1 — €, 1],
e como u(7(t1)z,) < k(x,) < 1, obtemos
l—e<k(z,) <1l<l+e

Portanto |k(z,) — k(zo)| < € para todo n > ng, e temos a continuidade de k em z.

Subcaso 3.2. 7(t)xog — E quando t — oo.
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Como zp € Q\ (E U E*) entdo zy ¢ E*, pois E* \ E* C M, e com isso u(z) > 0.

Uma vez que u é continua existe 4 > 0 tal que se x € O,(E) entao u(O,(E)) C [0, “(;O))

e, do Corolario 3.41, existe uma vizinhanga aberta V' de E em Q tal que 7 (V) C O, (F).

Como 7(t)xy — E quando t — oo, existe ty > 0 tal que 7(tg)zo € V e podemos supor,
sem perda de generalidade, que ty # Ap(zo) para todo k. Com isso a Proposi¢ao 2.23,
nos diz que m(tg) é continua em uma vizinhanga de xy em (2 e, portanto, existe uma
vizinhanga aberta U; de zp em € tal que 7(to)U; C V. Entao, para todo z € Uy e t > tg
temos 7(to)z € V o que nos da 7(t)r € O,(E) para todo t > t; e, assim, u(7(t)z) < @
para todo t > ty. Novamente, da continuidade de u existe uma vizinhanga aberta U, de x
em € tal que u(7(0)z) = u(z) > @ para todo z € Uy. Com todas essas consideragoes,
tomando U = U; N Us,, obtemos para todo x € U,

k(x) = tes[léqt) | u(m(t)x).

Argumentando como no Lema 3.42 (iv), apenas trocando a fungao distancia d(-,.A) pela
fungao u (que também é continua), obtemos a continuidade de k em xy, o que completa a

demonstracao da continuidade de k em €. O]
Com isso, apresentamos a demonstragao da Proposicao 3.43.
Demonstracao da Proposicao 3.43. Definimos f: Q — R por
f(z) =h(z)+k(x) paracadaz €,

onde h ¢ dada no Lema 3.42 e k é dada no Lema 3.45.
(i) Segue diretamente dos Lemas 3.42 (iii) e 3.45 (i).
(ii) Claramente f(E) = {0}, logo E C f~*(0). Por outro lado, se z € f~*(0) entao
h(z) = k(z) = 0. Logo, z € k~*(0) = F e, portanto, f~!(0) C E. Assim f~'(0) = E.
Como h|4 = 0, temos f|4 = k|4, e assim

T nA=k"1)NnA=FE"
(iii) Se x € Q é tal que f(7(t)z) = f(z) para todo t > 0, utilizando os Lemas 3.42
(iii) e 3.45 (i) temos
0 < h(z) — h(w(t)x) = k(7(t)x) — k(x) <0 para todo t > 0.
Entao h(7(t)x) = h(x) e k(7(t)x) = k(z) para todo t > 0. Sabemos que w(z) C A e

também, do Lema 2.32, que existe y € w(x). Assim, seja t,, — oo tal que 7(t,)x — y. Da

continuidade de h em {2 obtemos
h(z) = h(7(t,)z) — h(y) = 0 quando n — oo.

Portanto h(x) = 0, o que nos da = € A. Uma vez que x € A e k(7(t)x) = k(x), obtemos
do Lema 3.45 (iv) que z € E'U E*.

(iv) Claramente f é continua em €2, pois h e k 0 sdo, o que completa a prova. [
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3.2.4 Decomposicao de Morse

Para mostrarmos que um semigrupo impulsivo dinamicamente gradiente ¢ gradiente,
o conceito fundamental é o de decomposicao de Morse. Tal conceito, como no caso sem
impulso, nos ajudara a construir uma sequéncia adequada de pares atratores-repulsores e,
com isso, exibir uma funcao de Lyapunov para um semigrupo impulsivo dinamicamente
gradiente.

Notemos que se A; e Ay sao atratores locais para m, com A; C As, entao utilizando

a definicao de repulsor obtemos A5 C Aj.
Definicao 3.46. Dada uma familia crescente
@=1A)CA C...CA,=A, (3.8)
de p + 1 atratores locais com respectivos repulsores
G=ACA | C...CAICA=A,

defina Fj = A; N A}, para cada j = 1,...,p. A familia ordenada E = {Ey,..., E,} é

chamada de uma decomposigao de Morse de A.

No que segue, mostraremos que dado um semigrupo impulsivo dinamicamente gra-
diente 7 com respeito & E = {Ey,..., E,} e com atrator global A, existe uma reordenacao
de E que a torna uma decomposi¢ao de Morse de A. Para isso, precisaremos de varios

resultados, e comegaremos com um lema.

Lema 3.47. Seja E C A wm conjunto m-invariante, com E = E N Q. Dadas vizinhanga
aberta V de E em Q,t >0 e x € E, existe p > 0 tal que 7(s)y € V' para todo s € [0,1] e

y € B,(x).

Demonstracao. Se o resultado é falso, existem x,, — z € E, to = 0, {t,}nen C [0,%0] €
uma vizinhanga aberta V' de E em € tais que 7(t,)x, ¢ V. Como {t, }nen € limitada, a
menos de subsequéncias, podemos assumir que ¢, — s € [0,ty]. Se s ndo é tempo de salto

de z, isto é, s # \g(z), usando a Proposi¢ao 2.23 e a m-invariancia de E temos
T(tn)r, = 7(s)xr € E.

Como V' é aberto, temos 7(s)x ¢ V, e obtemos uma contradi¢do. Agora, se s ¢ um tempo
de salto de z, isto é, se s = A\g(x), segue da Proposigao 2.24 que a sequéncia {7 (,)x, tnen
possui uma subsequéncia que converge para um ponto z € 3+(z) C E. Se z € , temos
z€ ENQ = FE e, como z ¢ V, obtemos uma contradicdo. Se z € M, a condigdo (Z) nos

d& uma contradicao e a prova do resultado esta completa. O

Lema 3.48. Seja E C A um conjunto T-invariante, com E = ENQ e satisfazendo (3.3).
Entao dados p > 0,1t >0 e x € E, existe n > 0 tal que para todo y € By(x) C Q com
y € A e solucao global limitada & de T pory, temos d(&(s), E) < u para todo s € [—t,0].



Capitulo 3. Semigrupos impulsivos gradientes e dinamicamente gradientes 71

Demonstracao. Se o resultado ¢ falso, existem {z,}ney C A com z, - x € E, tg > 0,
{=tn}nen C [—to,0], solugbes globais &, por z,, e u > 0 tal que d(§,(—t,), E) > p para
todo n € N. Como {—t, },en € limitada, a menos de subsequéncias, podemos assumir que
—t, = —s € [—ty,0]. Também, como {{(—t,)}nen C A podemos assumir, a menos de

subsequéncias, que z, := &,(—t,) — z € A. Note que d(z, E) > p.

CASO 1. z € Q2 e s nao é tempo de salto de z.

Neste caso, da Proposicao 2.24, temos
Ty = T(tn) 20 — T(8)2,

o que nos da 7(s)z = = € E. Portanto, de (3.3), obtemos z € E, o que nos da uma

contradicao.

CASO 2. z € ) e s é tempo de salto de z.

Neste caso, da Proposigao 2.24, temos z,, = 7(t,)z, — w para algum w que esta
ou em 77 (2) ou que esta em W N M. Uma vez que x, — x € E C (), devemos ter
xr=w €7 (z), isto é, 7(r)z = z para algum r > 0. Novamente, de (3.3), obtemos z € E

e temos uma contradicao.

CAs0 3. z € M.

Neste caso, da Observagao 2.41, r, := ¢(z,) — 0. Afirmamos que existe 0 < puy < p
tal que d(7(r,)zn, EY) > p1 para todo n suficientemente grande. Se esse nao fosse o caso,
como 7(r,)z, — I(2), terfamos I(z) € ENQ = E. Da Proposicio 3.30, temos z € E, o
que nos dé uma contradigao. Note entdo que d(I(2), E) > u1. Defina w,, := 7(r,)z, e veja
que
T(rp) Ty = T(ty)wy.

Como z € Q temos 7(ry,)T, — .

Subcaso 3.1. s ndao ¢ tempo de salto de I(z).
Neste subcaso, temos 7(t,)w, — 7(s)I(z), assim 7(s)I(z) = x € E e, da Proposi-

¢ao 3.30, obtemos I(z) € E, o que é uma contradigao.

Subcaso 3.2. s & tempo de salto de I(z).
Neste subcaso, como no CASO 2 acima, mostramos que x estd em 1 (I(2)) e,

novamente obtemos I(z) € E, o que ¢ uma contradicao.

Com isso, a prova esta completa. O

Corolario 3.49. Seja E C A um conjunto T-invariante, com E = ENQ e satisfazendo
(3.3). Entao dados p > 0 et > 0, existe uma vizinhanga U de E em Q) tal que para
todo y € UN A e solugio global limitada & de T por y temos d(&(s), E) < u para todo
s € [—t,0].

Demonstragao. Basta tomar U := U B, (x) onde n = n(x) > 0 é dado no lema acima. O
el
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Lema 3.50. Seja ™ um semigrupo impulsivo com atrator global A e uma familia separada
de invariantes isolados E = {Ey, ..., E,} em A. Se (G1) estd satisfeita entao

p

i=1
Demonstragao. A Proposigao 3.14 nos da | J;_, W*(E;) C A. Agora, se x € A entdo existe
uma solugao global limitada ¢ de 7 por x e, como vale (G1), existem 7,5 € {1,...,p} tal
que

E 2 ¢(t) B3 B,

o que nos da, em particular, x € W"(E;) e o resultado esta provado. O
Para continuar a decomposicao de Morse precisamos do seguinte resultado:

Lema 3.51. Seja m um semigrupo impulsivo dinamicamente gradiente com respeito a
uma familia separada de invariantes isolados E = {Fy, ..., E,}. Assuma ainda que cada
E; € E satisfaz (3.3) parai=1,...,p.

(a) Parai=1,...,p, se W“(E;) = E; entao E; é um atrator local.

(b) Eziste k € {1,...,p} tal que Ey é um atrator local para 7.

Demonstracao. (a) Considere ¢ > 0 como em (3.1) e escolha 0 < &y < €. Para i €

{1,...,p} fixado, escolha uma vizinhanga aberta U; de E; em Q com U; C Oy, (E;).

AFIRMAGAO. Dado = € E;, existe n > 0 tal que 7+ (y) C U; para todo y € B,(z).

De fato, se a afirmagao é falsa existe x, — = com 7(t,)x, € Q\ U; para todo
n € N. Como z € E; e x, — x podemos assumir, sem perda de generalidade, que
x, € U; para todo n € N. Assim, existe s,, € (0,t,] tal que 7(s)z,, € U; para s € [0, s,)

e 7(sy)x, € 2\ U;. Afirmamos que s, — oo. Caso contrario, se ty > sup s,, segue do
neN
Lema 3.47 que 7(s)x,, € U; para todo s € [0,to] e n suficientemente grande. Como s,, < tg

teriamos 7(s, )z, € U; para n grande, o que é uma contradi¢ao. Além disso, a menos de

subsequéncias, 7(s,)x, — Ty para algum z, € A. Claramente zy ¢ Uj.

CASO 1. xg € Q.

Neste caso, considerando &,(t) = 7(t + s,)x, para t > —s,, segue do Teorema
3.37, a menos de subsequéncias, que existe uma solucao global limitada £ de 7 por x( tal
que para cada s € R existe [0,00) 5 € — 0 de modo que &,(s + €) — &(s). Note que
xo = £(0) ¢ E;. Além disso, para s < 0 e n € N suficientemente grande, temos s + €5 < 0
e s+e, + s, >0 e, portanto,

En(s+e€)=T(s+ € +s,)z, €U,

Logo &£(s) € U; C O, (E;) e, de (G1), obtemos &(s) — E; quando s — —oc0, e mostramos
que xg € W*(E;) \ E;, o que é uma contradigao.
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CASO 2. xg € M.

Considerando &,(t) = 7(t + sp, + O(T(sn)xn)) T, parat = —s, — ¢(7(s,)T,), segue
do Teorema 3.37, a menos de subsequéncias, que existe uma solucao global limitada & de 7
por I(xzg) tal que para cada s € R existe [0,00) 3 €, — 0 de modo que &,(s + €}) — £(s).

Afirmamos que £(0) = I(zg) ¢ E;, pois se I(xg) € E; segue da Proposicao 3.30 que
xo € E; N M, e a condicdo (Z) d4 uma contradicio com o fato de que 7(s, )z, € Q\ U;
para todo n € N.

Além disso, se s < 0, para n suficientemente grande temos s + € + ¢(7(s,)x,) < 0,
e assim &, (s + €) € U;. Como fizemos acima, isso prova que £(s) — E; quando s — —o0,
o que nos da I(zg) € W"(E;) \ E;. Essa contradigdo conclui a prova da nossa afirmagao.

Agora, defina U = |J,cp, By(z). Do que provamos acima, temos 7 (U) C Uj.
Mostremos que w(U) = E;. Claramente, uma vez que E; C U e F; é m-invariante, temos
E; C Ww(E;) C w(U) e, portanto, E; C w(U). Para a reciproca, seja xy € w(U) \ E; e
considere t,, — 00 e {x,}nen C U tal que 7(t,)x, — 9. Como 77 (U) C Uj;, temos
7(s)x, € U; para todon € N e s > 0. Do Teorema 3.37, considerando &, (t) = 7(t + t,,)x,
para t > —t,, a menos de subsequéncias, existe uma solucao global limitada £ de 7 por

xo tal que para cada s € R existe [0,00) 3 € — 0 com &, (s + €;) — &(s). Assim,
0 =¢E0)¢ E; e &(s)€eU; C O,(E;) para todo s € R.

De (G1) obtemos £(s) — E; para s — £00, o que contradiz (G2) e completa a demons-
tracao.

(b) Assuma que nenhum elemento de E é um atrator local, isto é, E; C W*(E;)
para cadai=1,...,p. Se x; € W¥(E}) \ F; entao existe uma solugao global &; de 7 por
x1 tal que & (t) — E; quando t — —oo. De (G1) e (G2), £(t) — E; quando t — oo para,
algum i # 1. Para esse i, existem x; € W¥(E;) \ E; e uma solugdo global & de 7 por x;
com £(t) — E; quando t — —oo. De (G1) e (G2) existe j # 1 e j # i tal que &(t) — E;
quando ¢ — co. Em um ntmero finito de passos, chegaremos a uma contradi¢ao com (G2),

e a prova esta completa. O

Os proximos resultados nos garantem, no caso de um semigrupo impulsivo dinami-
camente gradiente 7, que se um conjunto E é um atrator local para a restricao de ™ em
A, entao E também é um atrator local para . Aqui vale relembrar a Observacao 3.39,
pois no caso continuo o Lema 2.11 de (ARAGAO-COSTA et al., 2011) ¢ utilizado para o

proposito citado acima.

Lema 3.52. Seja ™ um semigrupo impulsivo dinamicamente gradiente com respeito a
uma familia separada de invariantes isolados E = {E\, ..., E,} e com atrator global A.
Suponha que para cada i € {1,...,p} existe uma vizinhanca aberta e limitada U de E;
em ) tal que E; m-atrai U N A. Assuma ainda que cada E; satisfaz (3.3). Entdao dada
uma vizinhanga aberta V de E; em 2 com' V C U ex € E, existe n = n,y > 0 tal que
¥ (y) C V para todo y € B,(x).
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Demonstracao. Considere €y > 0 como em (3.1) e escolha 0 < dy < €. Com isso, podemos
supor, sem perda de generalidade, que U C Oy, (E;). Se o resultado é falso, existem = € F
e x, = x com 7(t,)x, € Q\V para todo n € N. Podemos assumir também, sem perda de
generalidade, que z,, € V para todo n € N. Assim, existe s, € (0,t,] tal que 7(s)z, € V
para s € [0,,) e T(s,)x, € 2\ V. Segue do Lema 3.47 que s,, — oo e, da compacidade

assintotica de T podemos assumir, a menos de subsequéncias, que 7(s,)z, — g € A.

CASO 1. xg € Q.

Considerando &, (t) = 7(t + s, )x, para t > —s,, segue do Teorema 3.37, a menos
de subsequéncias, que existe uma solugao global limitada & de 7 por zy tal que para cada
s € R existe [0,00) 3 € — 0 de modo que &,(s + €) — £(s). Nesse caso, sabemos que
xo =£(0) ¢ V. Além disso, para s < 0 e n € N suficientemente grande, temos s + €5 < 0

es+e +s, >0 e, assim,
Enl(s +€) =m(s+ e, +sn)on eV CU,

o que nos da &£(s) € U C O, (E;). Segue de (G1) que &(s) — E; quando s — —o0. Logo,
existe so < 0 tal que £(s) € UNA para todo s < so. Como E; m-atrai U N A, existe tg > 0
tal que m(t)€(s) € V para todo t > ty e s < sg. Assim, para n suficientemente grande,

temos m(n)é(—n) € V o que nos da

Vo m(n)é(—n) =£(0) =z ¢V,
e temos uma contradicao.

CASO 2. xg € M.

Considerando &,(t) = 7(t + s, + ¢(7(sn)x,)) para t = —s, — ¢(7(sp)x,), segue do
Teorema 3.37, a menos de subsequéncias, que existe uma solucao global limitada de 7 por
I(xg) tal que para cada s € R, existe [0,00) 3 € — 0 de modo que &,(s+€) — £(s).

Afirmamos que existem uma vizinhanca aberta Vi de E; em Q e ng € N; tal que
(8 + O(T(8p)Tn) + €2)x, ¢ Vi para todo n > ny. De fato, se isso nao ocorresse, a menos

de subsequéncias, como
(50 + (T (sn)wn) + €)1 = &u(0 + €3) = £(0) = I(x0),

terfamos I(ro) € E;, ou seja, I(xg) € E; N = E;. Da Proposi¢ao 3.30, terfamos zy €
E;N M e, de (7), existe n; € N tal que 7(sy,,)zn, € V, 0 que nos da uma contradicio.
Para a vizinhanca Vi, temos I(xy) = £(0) ¢ V;. Além disso, para s < 0en € N
suficientemente grande, temos s+ ¢(7(s,)z,) + €5, < 0 e, assim, {(s+¢€)) € V C U. Como
fizemos acima, temos &(s) € UN.A para todo s < s¢ e uma vez que E m-atrai U N A existe
to = 0 tal que 7(t)&(s) € V) para todo t > tg e s < sg. Assim, para n suficientemente

grande, temos 7(n){(—n) € Vi o que nos da

Vi 3 w(n)é(=n) = £(0) = I(xo) ¢ Vi,
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e temos uma contradicao.
Como z € EE C Qe (2 éaberto em X, diminuindo n > 0, se necessario, podemos

supor que B, (x) C Q. O

Corolario 3.53. Nas hipdteses do lema anterior, dada uma vizinhanc¢a aberta V de E;

em Q existe uma vizinhanga aberta W de E; em § tal que ¥+ (W) C V.

Demonstragao. Basta tomar W := U B, (x). [
z€E;

Lema 3.54. Seja ™ um semigrupo impulsivo dinamicamente gradiente com respeito a

uma familia separada de invariantes isolados E = {E,, ..., E,} e com atrator global A.

Considere T a restricao de 7 a A, isto é, T (t) = 7(t)| 4 para cada t > 0. Assuma que E;

¢ um atrator local de 7 em A e K C A satisfaz as sequintes condigoes: K ¢ compacto,

K=KnNQ, KNE =3 esexy € K entio I(xy) € K. Entio E; 7-atrai K e, além disso,

E; € um atrator local de 7.

Demonstracao. Como E; é um atrator local de m; em A, existe uma vizinhanca aberta e
limitada U de E; em (Q tal que E; 7-atrai U N A. Suponha, por absurdo, que E; ndo atrai
K, entao existem uma vizinhanga aberta V de E; em €, t;, — 00 e {x}ren C K tais
que 7(tg)zr ¢ V para todo k € N. Podemos supor que z, — 19 € K e como E; T-atrai
U N A, segue do Corolario 3.53 que existe uma vizinhanga aberta W de E; em Q) tal que
At (W) C V. Uma vez que 7(ty)xy ¢ V entdo 7(t)zy, ¢ W para todo t € [0, t,]. Separamos

o restante da demonstragao em dois casos.

CASO 1. xg € Q.

Dado t > 0, da Proposigao 2.22, existe [0,00) 3 €t — 0 tal que T(t+€k)zr — 7(t)o.
Para k suficientemente grande, temos ¢ + €;. < t; o que nos da 7(t + €}, )xr ¢ W. Logo
7(t)ro ¢ W para todo t > 0 e, com isso, @(zo) N E; = @. Uma vez que 7o € KN =K e
K C A entao zy € A e, portanto, xy € E}. Isso contradiz a hipdtese de que K N Ef = @

CASO 2. xg € M.

Da Observagao 2.41 segue que s, = ¢(xg) — 0. Assim 7(sg)zr — I(xg) € Q.
Novamente, para ¢t > 0 segue da Proposi¢ao 2.22 que existe [0,00) 3 e — 0 tal que
T(t+ e )T (sk)xr — 7(t)I(xg). Para k suficientemente grande, temos t + €; + s5, < tx, 0 que
nos da 7(t)I(z¢) ¢ W para todo t > 0 e, com isso, @(I(z¢)) N E = @. Como xy € K N M,
segue da hipotese que I(zg) € K e, como anteriormente, obtemos I(zg) € Ef N K, o que
¢ uma contradigao. Com isso concluimos a prova de que E; m-atrai K.

Nos resta mostrar que E; é um atrator local de 7. Como E; é um atrator local de
7, existe uma vizinhanca aberta U de E; em € tal que E; 7-atrai U N . A. Tomando uma
vizinhanca aberta V de E; em 2 com V' C U, do Corolério 3.53 existe uma vizinhanga
aberta W de E; em Q tal que y7 (W) C V. Afirmamos que F m-atrai W. De fato, definindo
K, := &(W) entdo K; C A é tal que K; é compacto, K; N2 = K e, do Lema 2.32, se
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xo € K1 N'M entéo I(xg) € K;. Portanto, do que provamos acima, E; m-atrai K;. Note
que K, é T-invariante, e como E; 7-atrai K, obtemos K, C E; e, assim, K1 C E;,NQ = E;.
Agora, uma vez que K, m-atrai W e K; C E;, segue que FE; m-atrai W, o que completa a

prova deste lema. O

Construcao de uma sequéncia crescente de atratores locais

Seguindo as ideias de (ARAGAO—COSTA et al., 2011, 2013) para o caso continuo,
apresentaremos um método para reordenar E = {E;,..., E,} e construir uma sequéncia
de atratores locais como em (3.8) de modo que E seja uma decomposigao de Morse de \A.
Isso sera feito em alguns passos que resultarao no Teorema 3.60.

Seja ™ um semigrupo impulsivo dinamicamente gradiente com respeito a uma
familia separada de invariantes isolados E = {E4, ..., E,} e com atrator global A. Usando
o Lema 3.51, podemos reordenar os indices, se necessario, para que F; seja um atrator

local para 7, com repulsor associado Ef = {z € A: w(x) N E, = @}.

AFIRMAGAO 1. E; C Ef para j =2,...,p.
De fato, fixado j = 2,...,p, considere x € E;. Como cada E; é m-invariante temos

7(t)x € Ej para todo t > 0. Isso nos da w(z) C E; e, portanto,
@(:U)ﬁEl C Eijl :@7

ou seja, x € Ef e a afirmagao esté provada.

Denotemos por 7 a restricao de 7 ao conjunto 7-invariante E7Y, isto é,

m(t) =m(t)

ET: Eik — Eik,
para cada t > 0.

AFIRMAGAO 2. m; é um semigrupo impulsivo dinamicamente gradiente em E com respeito
a familia separada de invariantes isolados Es = {E», ..., E,}, com atrator global Ej.

Com efeito, seja £ uma solucao global de 7, em E. Entao £ é uma solugao global de
mem A, e da AFIRMAGAO 1 temos E; C E} para j =2,...,p, e sendo 7 dinamicamente
gradiente existem i,k € {2,...,p} tais que

E; "= ¢(t) X Ey,

e, portanto, (G1) esté satisfeita. Agora, se existisse uma estrutura homoclinica em Ef
para os conjuntos {Es,..., E,}, entdo terfamos uma estrutura homoclinica em A, mas
isso nao é possivel, pois 7 é dinamicamente gradiente e, portanto, (G2) esta satisfeita e a

afirmagao esta provada.

i N9 7~T1 AT 1
Aplicando o Lema 3.51 para 7, e reordenando se necessario, podemos assumir que
E, & um atrator local para 7 em E}. Definindo Ej , := Ej, e consideramos 3 ; o repulsor

associado & Ej, para o semigrupo impulsivo 7, em EY , isto é,

By ={x € Efy: W(z)N Ey = T}
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Como na AFTRMAGAO 1, E; C Ej, para j = 3,...,p, e como na AFIRMAGAO 2, a
restricdo my de 7 ao conjunto invariante E3, € um semigrupo impulsivo dinamicamente
gradiente com respeito a familia separada de invariantes isolados E3 = {Es5,..., E,}, ¢
algum deles é um atrator local para m,. Reordenando, podemos supor que E3 é um atrator
local para 7y, com repulsor associado B3, = {x € EJ,: w(z) N E3 = J}.

Continuando com esse procedimento até que se esgotem todos os elementos de E,
obtemos uma reordenacao de E = {F,..., E,} tal que E; é um atrator local para 7;_1,

= LI ag -~ 3 3 * _ . = * P—
sendo 7; a restrigao de m;_; ao invariante £}, | com mo =7 e Ej_, = A

AFIRMACAO 3. Com essa construcao, se £: R — A é uma solucgao global de 7 que satisfaz

E 2 e(t) B3 By, (3.9)

entao 1 > k.

De fato, note primeiramente que se (E, E*) é um par atrator-repulsor para 7, entao
para toda solucao global ¢: R — A com 9(0) € E*, tem-se 9(t) € E* para todo t € R,
pois para todo ¢ € R vale w(¥(0)) = w(t(t)). Veremos agora que §(0) € E;_,,_, para
k=1,...,p. Se k = 1, entao claramente {(0) € Ej | = Aesek # 1, como {(t) — Ej
quando ¢t — oo entdao w(£(0)) C Ej, o que nos da

w0)NEy; =92 para j=1,....k—1. (3.10)

Uma vez que £(0) € A e w(£(0)) N By = @, temos £(0) € E7,. Analogamente, usando
(3.10) e o fato de que £(0) € Ef,, obtemos £{(0) € E3,. Podemos continuar com esse
processo até j = 1 e, usando (3.10) e os passos anteriores, obtemos £(0) € Ej_ ;.

Issonos da(t) € B, o paratodot € R. Da AFIRMAGAO 1, temos E; C B},
para i =k,...,p e uma vez que {(t) — E; quando t — —oo e {(t) € E;_;, _, para todo
t € R, entdo E; = E; para algum j = k,...,p, o que nos da ¢ > k e a AFIRMAGAO 3 estd
provada.

Podemos agora, depois dessa reordenacao, construir uma sequéncia de p+1 atratores
locais para 7 como em (3.8) da seguinte maneira: defina Ay = &, A; = E; e para

7 =2,...,p, definimos
J
i=1
Segue do Lema 3.50 que

P
i=1
Temos como objetivo mostrar que esses conjuntos sao atratores locais para 7 e que
eles realmente constituem uma decomposicao de Morse de A. No que segue, a menos que

dito o contrario, assumimos que:
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7 é um semigrupo impulsivo dinamicamente gradiente com respeito a familia
separada de invariantes isolados E = {E}, ..., E,}, reordenados como acima de

modo a satisfazer (3.9), com atrator global A e tal que cada E; € E satisfaz (3.3).

Lema 3.55. Assuma que x;, — x em A, e que existem solugoes globais &, de T por xj em

A para cada k € N, e 1 < j <1< p, tais que

t——o0 t—o00

E; «— &(t) — E;  para todo k € N.

cE
= Ej, l; > sy para cada i = 1,...,po, tais que (;,(0) = x para

Entao existem 1 < py < p, solugoes globais Cy,...,(p, dem em A, e Ey,, ..., Ey
com By, = E;, Ey, |,

algum 1 < ig < pg e

po+1

E,, Py G (1) t_>—O>OE'gT+1 parar =1,...,po.

Demonstracao. Para k € N et > —k, temos & (t) = 7(t + k)&(—k). Como z € 2, segue
do Teorema 3.37, que existem uma solucao global n; de ™ em A por x e uma subsequéncia
de {&k}ren (que denotamos a mesma, por simplicidade) tal que para cada s € R existe
[0,00) 2 € — 0 de modo que & (s +¢€;) — n1(s). Como 7 é dinamicamente gradiente com

respeito a E, existem a,b € {1,...,p} tais que

E, & n(t) Z3 B,
De (3.9), temos a > b. Assuma que a # i e fixemos &y < €, sendo ¢y dado em (3.1).
Como m(t) 27 E,e E, ¢é compacto em X, existem x( € E, e uma sequéncia
estritamente crescente {t,, }men com t,, — 00 € t,, 41 — t,, > m, para cada m € N, tal que
m(—tm) — zo. Como & (t+€.) — 01 (t) para cada t € R, podemos obter para cada m € N
um namero natural k,, € N tal que ¢, :== e,;im < % e &, (—tm + €m) = Xo.
Por hipotese, a # i e &, (t) oy /) Assim, para cada m € N, existe 7, > 0 tal

que
d(&k,, (—tm + €m — Tm), Eu) = 60 € d(&,, (—tm + €m — 1), Ey) < do para todo t € [0, 7,,).

Afirmamos que 7, — 00. Se esse nao fosse o caso, do Corolario 3.49, para 6y > 0 e

tg > sup 7y, existiria uma vizinhanca aberta U de E, em (Q tal que para todo z € U N A,
meN
s € [—to, 0] e solugao global limitada n de 7 por z teriamos d(1(s), E,) < dy. Separamos a,

prova dessa afirmacgao em dois casos.

CASO 1. zg € Q.

Neste caso, como zy € E, N = E,, U é uma vizinhanca aberta de E, em ) e
&k, (=t + €m) — x0, terfamos &, (—t,, + €,,) € U para m suficientemente grande. Assim,
do que vimos acima, deveriamos ter &, (—t, + €m — T) € Os,(E,), 0 que nos da uma

contradicao.
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CASO 2. xg € M.

Neste caso, como xg € E,NM e &, (—tm+em) — 2o, do Lema 3.3, existe mo € N tal
que &k, (—tme +€my) € U. Assim, do que vimos acima, terfamos &, (—tmg + €me = Timy) €
Os,(E,), o que também nos da uma contradigao. Com isso, completamos a prova de que

Ty — 00.

Como {&,, (—tm + €m — Tm) }men C A podemos supor, a menos de subsequéncias,
que &, (—tm + € — ) — w € A. Note que w ¢ E,. Separamos o restante da prova nos

seguintes casos:

CASO w € (.

Neste caso, para s > —t,, — €,,, definimos

77Z)m(8) = é.km(s - tm + €m — Tm) = %<S + tm + Em)gkzm<_2tm - Tm)'

Do Teorema 3.37, existem 1), solugao global de 7 por w e uma subsequéncia de {9, }men
(que denotamos a mesma) tal que para cada s € R existe [0,00) 3 85, — 0 de modo que
Um(s + Br) = m(s).
Agora, para t > 0 temos 0 < 7,, — t — 8!, < 7, para m suficientemente grande.
Logo,
d(¢m(t + /B:n)’ Ea) = d(fkm(_tm +€m — (Tm —t— B:n))v Ea) < 507

e, assim, d(nq(t), E,) < do para todo t > 0. Portanto, ny(t) — E, quando t — oo e, de
(G1), (G2) e (3.9) existe a; > a tal que ny(t) — E,, quando t — —oo. Portanto,

B, = m(t) X B, =01 (t) =3 B, (3.12)

com a; > a > b.

Casow e M.
Neste caso, definindo r,, := ¢(&k,, (—tm + €m — 7)), sabemos da Proposigao 2.27

que r,, — 0 quando m — oo. Para s > —t,, — €,,, — r,,,, definimos
U (8) = &k (S — tim + €k, — Ton +7m) = T(S 4+t + €m + T &k, (=2t — Tin).-

Do Teorema 3.37, existem 7, solugao global de 7 por I(w) e subsequéncia de {¥,, }men
(que denotamos a mesma) tal que para cada s € R existe [0,00) 3 %, — 0 de modo que
Um(s + 52) — m2(s). Afirmamos que existe p > 0 tal que para m suficientemente grande,

temos
d(m (B, Ea) = .

Se isso nao ocorresse, a menos de subsequéncias, terfamos 1,,(8%) — z para algum z € E,,.

Veja, pelo Lema 2.18, que

Ui (Bn) = T (B )T (i) &k (i + €m — ) = I(w),
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uma vez que 7 (7 )&, (tm+em—Tm) — I(w) € Qe % — 0. Assim, obtemos I (w) = z € E,,
o que nos da, por hipétese, w € E,. Obtemos assim uma contradicdo e a existéncia de
p > 0 esta provada. Portanto, 1,(0) ¢ E,. Com o mesmo raciocinio do caso anterior,

obtemos d(nx(t), E,) < d para todo ¢t > 0 e, assim, existe a; > a > b tal que vale (3.12).

Com estes casos provados, segue a existéncia de uma solucao global 7y de ™ em A
(por w ou I(w), dependendo do caso) que satisfaz (3.12). Se a; # ¢, podemos continuar o
processo até chegarmos em i (pois, do contrario, teriamos uma contradi¢ao). O processo

andlogo pode ser feito se b # j, e a prova estd completa. O
Lema 3.56. Os conjuntos A; definidos em (3.11) satisfazem A; N Q) = A;.

Demonstracao. Para j = 0 ou j = 1 o resultado ¢é claro, entao vamos considerar j > 2.
Precisamos apenas mostrar que A_J NQ C A; e para isso considere z € XJ N Q. Assim,
existe {xy }ren C A; com x, — .

Da definicao de A;, existe 1 < i < j tal que x, € W*(E;), a menos de subsequéncias.
Com o mesmo raciocicio, podemos assumir que existem b < i e solugoes globais limitadas

&, de T por x tais que

t— t—o00

B 6(t) =3 By, para todo k € N.

Do Lema 3.55, existem 1 < py < p, solucoes globais (1, ...,(,, de 7 em A, e conjuntos
Egl,...,Eg GECOInEgl: iy Fy

€

= F, tal que (;,(0) = z para algum 1 < iy < po

po+1 po+1

E, P Q(t)t_)—o?Eng parar=1,...,pg.

T

Em particular, z € W*(Ey, ) e, de (3.9), temos £;, < i < j, o que nos da z € A; e conclui

o resultado. O

Lema 3.57. Ewziste d > 0 tal que O4(A;) N (Uj_;,, Bi) = @.
Demonstragao. AFIRMAGAO 1. A;NE; =@ paratodoi=j+1,...,p.

De fato, considere z € A; N E; com j+ 1 < i < p. Como z € A; = Ul_ W*(Ey),
existe uma solucao global limitada £ de ™ com £(0) = x e {(s) — Ejy quando s — —o0
para algum 1 < k < j. Dado que x € E;, e sendo E; m-invariante, temos 7(s)x = £(s) € E;

para todo s > 0, o que nos da &(s) — E; quando s — co. Portanto,
B, T ¢(s) =X B

De (3.9), temos k > i > j + 1, o que nos da uma contradigao, e a afirmacdo esta provada.

AFIRMAGAO 2. A;NE; = @ paratodoi=j+1,...,p.

Se x € A; N E; entdo x € M, pois caso contrério terfamos © € A; NQ = A; e
reENQ=E,o0 que é uma contradi¢ao. Com isso temos x € A_jﬂ Mex e E;N M, logo
existem {x, }neny C Aj e {2n}nen C E; tais que z,, = = e 2, — x. Da Observacao 2.41,
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temos s, 1= ¢(x,) = 0er, := ¢(z,) — 0 e, uma vez que 7(s,)x, — I(x), T(ry)z, — 1(x)
e A;, E; sdo T-invariantes, obtemos I(z) € A;NQ = A;j e I(x) € E;NQ = E; o que é uma

contradicao, e a afirmacao esté provada.

Como A_] & compacto, E; é compacto e A_] NE;, =@ parai=j+1,...,p, entdo

existe d > 0 tal que O4(4;) N (Uj_;,, Ei) = @ e o resultado esta provado. O

Observagao 3.58. Para os proximos resultados serd necessaria a hipotese de que A,
satisfaz (3.3), para cada j = 1,...,p. Quando E; € E satisfaz (3.3) paracadai=1,...,p
e W*(E;))NW*(E;) = @ para 1l < i < j < pentdo afirmamos que cada A; satisfaz (3.3). De
fato, seja z € A tal que 7(tp)z € A; para algum ¢, > 0. Como z € A, existe uma solucao
global limitada & de 7 por z. De (G1) sabemos que £(s) — Ej quando s — —oo para algum
k=1,....p. Mas ¢(t) := £(t + t¢) ¢ uma solucdo global limitada de 7 por 7(ty)z € A; e
Y (s) = Ex quando s — —o00, o0 que nos da 7(tp)z € W"(E}). Como 7(tp)z € Aj, devemos
ter 7(tg)z € W*(E,) para algum 1 < £ < j. Assim, 7(tg)z € W*(Ey) N W*(Ey), o que

pela hipotese nos da k = ¢ e mostra que z € A;.

Lema 3.59. Dado 0 < 0y < d, existe uma vizinhanca aberta V de A; em § tal que
YTV NA) COs(A)NA.

Demonstra¢ao. Provemos primeiro o seguinte:

AFIRMAGAO. Dados 0 < 0 < d e x € A;, existe u > 0 tal que 7 (y) C Os,(A;) N.A para
todo y € B,(z) N A.

De fato, se o resultado é falso existem z,, = x e t,, > 0 com 7(t,)x, € Q\ Os,(4;)
para todon € N. Como z € A; e x,, = x podemos assumir, sem perda de generalidade, que
z, € Os(A;) para todo n € N. Assim, existe s,, € (0,t,] tal que 7(s)z, € Os,(A;) para
s €10,8,) e m(sp)xn € 2\ Os,(A;). Segue do Lema 3.47, que s,, — oo e da compacidade
assintotica de 7 podemos assumir, a menos de subsequéncias, que 7(s,)r, — 7o € A.
Note que d(xg, A;) = do.

CASO 1. xg € Q.

Neste caso, considere &, (t) = 7(t + s,)z, para t > —s,. Pelo Teorema 3.37, existe
uma solucao global limitada & de 7™ por zy tal que, a menos de subsequéncias, para
cada s € R existe [0,00) 3 € — 0 de modo que &,(s + €) — £(s). Sabemos que
xo = £(0) ¢ Os,(A;). Além disso, para s < 0 e n € N suficientemente grande, temos
s+e <0es+e + s, >0, assim

En(s+e)=T(s+ €+ sn)xn € O (4A)).

Logo, &(s) € Os,(Aj) C Ou(A;) para todo s < 0. Segue de (G1) que &(s) — E; quando
s — —o0 para algum 1 < i < p, e como O4(A;) N (U, F;) = F, obtemos i < j. Uma
vez que £(0) = xo, entao xg € W*(E;) para algum 1 < ¢ < j, ou seja, g € Aj C O, (4;)

e temos uma contradicao.
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CASO 2. xg € M.

Neste caso, considere &, (t) = w(t + s, + O(7(Sp)xn))xy, para t > —s, — O(7(s,)xy).
Pelo Teorema 3.37, existe uma solugao global limitada £ de T por I(xg) tal que, a menos
de subsequéncias, para cada s € R existe [0,00) 3 € — 0 de modo que &,(s + €) — &(s).

Afirmamos que existe A > 0 tal que para n suficientemente grande, temos
d(&nlen), Aj) = X

De fato, se esse ndo fosse o caso, como &,(€%) — I(z¢) terfamos I(zy) € A;NQ = A; e, uma
vez que A; satisfaz (3.3), segue da Proposigao 3.30 que g € A; e, portanto, d(xg, A;) =0
o que é uma contradigdo. Com a existéncia deste A > 0, obtemos I(zg) ¢ Ox(A;).

Para s < 0 e n suficientemente grande, temos s + € + ¢(7(s,)x,) < 0, e assim
€n(s+¢€) € Os(A;). Como no CASO 1 acima, isso prova que £(s) — E; quando s — —oo
para algum 1 < i < j, o que nos da I(xg) € W¥(E;) para algum 1 < i < j e, portanto,
I(zo) € A; C O\(A;) o que é uma contradigao. Essa contradi¢ao conclui a prova da nossa

afirmagao.

Para concluir a prova do lema basta definir V' =, 4, Bu(). O

O proximo teorema nos garante que E é uma decomposicao de Morse de A.

Teorema 3.60. Seja T um semigrupo impulsivo dinamicamente gradiente com respeito
a uma familia separada de invariantes isolados E = {Ey, ..., E,} reordenada de maneira
que Ej; € um atrator local para a restrigao de @ a B ;_5. Assuma que cada E; € E e cada
A; definido em (3.11) satisfazem (3.3) para cada i,j =1,...,p. Entdo A; € um atrator
local para T e

Ej=A;NA;_, paratodo j=1,...,p.

Assim, E € uma decomposicao de Morse de A.

Demonstragao. Sabemos que A; = E; e A, = A sao atratores locais para 7. Para j =
2,...,p—1, o Lema 3.54 nos garante que ¢ suficiente provar que A; ¢ um atrator local
para a restricao de m ao atrator global A.

Seja V' a vizinhanga de A; dada no Lema 3.59, e afirmamos que A; = w(V N A).
De fato, como A; C V e A; é T-invariante, temos A; C W(A;) C w(V N.A). Por outro
lado, se zy € W(V N A) existem ¢, — 00 e {Z,}neny C V N A, tal que 7(t,)z, = o € Q.
Do Lema 3.59, temos 7(s)z, € Os,(A;) N A para todon € Ne s > 0. Do Teorema 3.37,
com &,(t) = 7(t + t,)z, definida para todo t > —t,, existe uma solugao global limitada £
de T por z( tal que, a menos de subsequéncias, para cada s € R existe [0,00) 3 € — 0
de modo que &, (s + €}) — &(s). Assim,

£(s) € Os,(A;) C O4(A;) para todo s € R.

De (G1), obtemos £(s) — E; quando s — —oo para algum 1 < i < p e, uma vez que
Oa(A;) N (Ui, Bi) = @ temos i < j. Logo, zp € W(E;) para algum 1 < i < j, ou seja,



Capitulo 3. Semigrupos impulsivos gradientes e dinamicamente gradientes 83

xo € Aj e o resultado esta provado. Essa afirmacao nos diz que A; ¢ um atrator local para
7 em A, e a primeira parte do teorema esté provada.
Nos resta provar que F; = A; N Aj_; para cada j = 1,...,n. Por defini¢ao, temos
B CAjelU B C A ={2€ A 0(2)NA;j =3}, logo E; C A;N A, Por
outro lado, seja x € A; N A7 ;. Como x € Aj, existe {: R — A solugdo global de 7 por
x tal que &(s) — Ey quando s — —oo, disso temos ¢ < j. Por (G1), £(s) — Ej quando
s — oo para algum 1 < k < p, e de (3.9) obtemos ¢ > k. Dado que = € Az, temos
w(r)NA;_; = @ e, também visto que £(s) — Ej, quando s — 0o, entdo w(z) C Ej e, como
E;, C Aj_yparat=1,...,j—1temos k > j, pois caso contrario teriamos w(z) C A;_4
o que é uma contradi¢ao. Portanto, k = ¢ = j e {(s) — E; quando s — *o00. De (G2),

obtemos &(t) € E; para todo t € R e, em particular, z € E; e a prova estd completa. [

Corolario 3.61. Sob as hipoteses do Teorema 3.60, temos

p p
j=0 J=1

Demonstracao. Se x € U§:1 E; entao x € By = Ay N Aj_, para algum 1 < k£ < p. Como
A, CApp1 C ... C Ay, temos z € Ajse j > ke, uma vez que A; C Aj_; C ... C A
temos ¥ € A} se j < k. Portanto, x € (A; U A7) para todo 0 < j < p.

Agora, se x € ﬂ?ZO(Aj U Aj) entao z € A; U A7 para todo j = 0,...,p. Seja
k = {o primeiro indice j tal que x € A;}. Usando o fato de que Ay C Apyq C ... C A,
segue que = € Aj para k < j <pex € A para 0 < j < k— 1. Do Teorema 3.60, obtemos

x € Ay NA;_| = E, o que completa demonstracao. O

Para finalizar esta se¢ao apresentaremos a equivaléncia entre semigrupos impulsivos

gradientes e semigrupos impulsivos dinamicamente gradientes.

Teorema 3.62. Sejam m um semigrupo impulsivo com atrator global A e uma familia
separada de invariantes isolados B = {Ey, ..., E,}. Assuma que cada E; € E e cada A,
definido em (3.11) satisfazem (3.3) para cada i,5 = 1,...,p. Entao T é um semigrupo
impulsivo gradiente com respeito a E se, e somente se, T € um semigrupo impulsivo
dinamicamente gradiente com respeito a E. Além disso, a funcao de Lyapunov V: Q) — R
de um semigrupo impulsivo dinamicamente gradiente com respeito a E pode ser tomada

de modo que V(E,,) =m —1, param=1,...,p.

Demonstracao. Do Teorema 3.19, sabemos que um semigrupo impulsivo gradiente com res-
peito a uma familia separada de invariantes isolados limitada E é um semigrupo impulsivo
dinamicamente gradiente com respeito a E.

Suponha que 7 ¢ um semigrupo impulsivo dinamicamente gradiente com respeito
a E, reordenada de modo a ser uma decomposicao de Morse para A. Sejam @ = Ay C

Ay C ... C A, = A a sequéncia de atratores locais definida em (3.11), e @ = A¥ C
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Ay, C ... C Aj = A os repulsores associados de modo que para cada j = 1,...,p,
temos E; = A; N Aj_;. Considere h: X — R a fungao definida no Lema 3.42 e, para cada
j=1,...,p, afungdo k;: Q — [0,1] construida no Lema 3.44 para o par atrator-repulsor
(Aj, A3). Defina a fungao V': Q@ — R por

p
r) + Z kj(x) para cada z € Q.

Afirmamos que V é uma funcao de Lyapunov para 7 relativa & E. De fato, dado
x € (2, como [0,00) 3t — h(7(t)r) € R e cada [0,00) 3t — kj(7(t)x) € R, 1 < j < p,
sao decrescentes, segue que [0,00) 3t — V(7(t)x) € R é decrescente.

Agora, seja x € Q tal que V(7 (t)z) = V(z) para todo t > 0. Para cada j = 0,...,p,
defina f;: Q@ — R por f;(z) = h(xz) + k;(x). Sendo [0,00) 3 ¢t — h(7(t)z) decrescente,
temos h(z) — h(7(t)z) > 0 para todo t > 0 e, também sendo [0,00) 3 t — k;(7(t)z)
decrescente para cada j = 1,...,p, temos k;(7(t)x) — k;(z) < 0 para cada ¢t > 0. Dado
que V(7 (t)x) = V(z), temos

P
h(z) = h(@(t)z) = Y (k; (7 (t)x) = ky(2)),
j=1
e usando as consideragoes acima obtemos k;(7(t)z) = kj(x) e h(z) = h(7(t)z), para
todo t > 0 e, portanto, f;(7(t)z) = f;(z) para todo t > 0. Da Proposigao 3.43, temos
r € AjU A} para cada j = 0,1,...,p, e segue do Corolério 3.61 que x € Ej; para algum
7=1,...,p.

Para a ultima afirmagao, se m € {1,...,pt ex € E,, = A,, N A segue que

m—19

r€A, CAp1 C...CA =Aexc A, _,CA, _,C...CA;=A Como a funcao k;
associada ao par (Aj;, A}) satisfaz k:j_l(O) =Aje kj_l(l) NA = A, obtemos

I<jsm—1
0 se m<j<p

Uma vez que z € E,, C A, e em A temos h(z) = 0, segue que

p
v)+ Y ki(x) Zk: =Y ki +Zk:
j=1

e a prova esta completa. O

m—

1
Jj=1

3.3 APLICACOES

Nesta se¢ao apresentamos alguns exemplos que ilustram a teoria de semigrupos

impulsivos dinamicamente gradientes.
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3.3.1 O exemplo simples que nos inspirou

Como o proprio nome desta subsegao ja descreve, escolhemos comegar com esse
exemplo que, apesar de bastante simples, nos ajudou a desvendar os mistérios desta teoria
e nos motivou a encontrar as condicoes certas para demonstrarmos os resultados abstratos.

Considere o grupo 7 em R dado por 7(t)zg = zoe™" para todos xg,t € R. Defina
M = {1} e I(1) = 2. Note que 7(t)1 # 1 para todo ¢ # 0, logo a tripla (m, M, I) define
um sistema dindmico impulsivo. Como ¢(2) = In2 > 0, o sistema (7, M, ) satisfaz a
condigao (H) e, portanto, define um semigrupo impulsivo 7 em Q = R\ {1}. As trajetorias
impulsivas sao dadas por:

CAsO 1. zy € (—o0, 1].

Neste caso temos ¢(xg) = oo e, portanto, 7(t)zg = 7(t)xre = xoe .

CASO 2. xg € (1,00).
Neste caso ¢(xg) = Inxg e z;7 = 2 para todo n € N e, portanto,
N zoe™t,  0<t<Inx
W(t)l’o =
2"zge™t, Inzg+ (n—1)In2<t<Inzg+nln2 neN.
Como os conjuntos {0} e (1,2] sdo 7-invariantes segue que A = {0} U (1,2] é o atrator
global para este semigrupo impulsivo e a Figura 2 a seguir ilustra as trajetorias impulsivas

e o atrator global.

e
—_
Ne-

Figura 2 — Tajetoria impulsiva e atrator global

Vamos verificar que as condigoes (T) e (Z) estao satisfeitas.

x Vale (T).
Sejam tg > 0 e {z,}neny C R com 2, — 2 tal que 7(tp)z, — 1. Assim z = €' e,
tomando subsequéncias, se necesséario, podemos supor que z, > 1 para todo n € N. Com

isso podemos definir «;, := In(z,e ) e, portanto, obtemos «,, — 0, to + a,, > 0 e

—(totan) _ —top—an — 1.

7(to + an)2n = 2Zpe Zn€

x Vale (7).

Como o semigrupo impulsivo 7 possui atrator global A, para mostrar a condi¢ao
(Z) basta apenas mostrar para o ponto 1 € AN M. Para isso, considere {t, }nen C (0, 00)
com ligg}f tn > 0 e {z,}neny C Q limitada tais que 7(t,)x, — 1. Agora, basta mostrar

que existe um ng € N tal que 7(t,,)z,, € U sendo U uma vizinhanca aberta de (1, 2].

Separamos nos seguintes casos:
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N

N =

Figura 3 — Grafico da fungao de Lyapunov relativa ao par (E, E*), com E = {0} e E* = (1,2].

CAso0 1. z, € (—00,0] para todo n € N.

Como (—o0,0] é m-invariante entdo este caso nao pode ocorrer, uma vez que
7(ty)x, — 1.
CASO 2. {x, }nen possui uma subsequéncia tal que z,, € (0,1) para todo n € N.

Neste caso, x, — = € [0,1]. Se t,, — oo entdo 7(t,)r, = 7(t,)x, — 0 0 que é
uma contradigao. Caso t, — t > 0 temos 7 (t,)z, — 7(t)z e, por outro lado 7 (t,)x, =
7(tn)r, — 1 0 que nos da 1 = xe™* o que é um absurdo, pois isso s6 ocorre se x > 1 ou
x =1 et =0 o que nao acontece e, portanto, este caso nao ocorre.

CAsO 3. z, € (1,00) para todo n € N.

Note que somente este caso ocorre, pois 1 € U e 7(t,)z, — 1. Logo existe ng € N

tal que 7 (t,,)xn, € U e, a condi¢ao (Z) esté satisfeita.

Considerando F = {0}, entdo F ¢ um atrator local para 7 com repulsor associado
E* = (1,2] e, do Corolario 3.35, segue que T é um semigrupo impulsivo dinamicamente
gradiente com respeito a familia E = {F, E*}. A seguir vamos calcular a fungao de
Lyapunov para 7 relativa & E dada pela Proposicao 3.43. Calculando as fungées h: R — R
(dada pelo Lema 3.42) e k: R — [0,1] (dada pelo Lema 3.45) temos:

o h(r) = —x e k(r) = ;%5 para x € (—00,0);
i

)
o h(z) =1 ek(z) =z paraz € (3,1];
)

o h(z) =z e k(x) =z para z € [0,

D=

o h(z) =0e k(z) =1 parax € (1,2];

o h(z)=x—2ek(x)=1paraz € (2,00).
Logo a funcdo de Lyapunov V: Q — R é dada por V(z) = h(z) + k(z) e seu grafico é

apresentado na Figura 3.
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v

N[ =

Figura 4 — Gréafico da fungao de Lyapunov relativa ao par (E, E*), com E = (1,2] e E* = {0}.

Note que o conjunto (1, 2] também ¢é um atrator local para 7, logo podemos trocar
os papéis de E e E*, isto é, podemos considerar F = (1,2] e E* = {0}. Assim a fungao
de Lyapunov relativa & E = {E, E*} é dada por V(z) = h(z) + k(x), sendo

o h(x) = —x e k(x)=1paraz € (—0,0);

o h(z)=x e k(z)=1parax € [0,1];

o h(z) =3 ek(z)=1paraz € (31];

o hz)=x—2ek(x) = £ para z € (2,00);
o h(z) =0 e k(z) = 0 para para z € (1, 2],

e seu grafico ¢ dado na Figura 4.
Note, neste exemplo, que se usdssemos a semidistancia de Hausdorff para definirmos

o conceito de atragao teriamos que o conjunto E = (1, 2] seria tal que W*(E) = E, porém

E nao seria um atrator local para 7.

3.3.2 Um exemplo com mais invariantes

Para ilustrar a decomposicao de Morse consideramos, como no exemplo acima, o
grupo 7(t)zg = xoe . Definimos M = {1,3,5} e I(1) =2, I(3) =4 e I(5) = 6.

e W e e W
0 1 3 3 1 5 ¢

Vamos considerar os conjuntos E; = {0}, Ey = (1,2], E3 = (3,4] ¢ E4 = (5,6].
Note que E; é um atrator local para 7 com repulsor associado Ff = Ey U E5 U E, e, em
Ef escolhemos F; como um atrator local para 7w com repulsor associado Fj = E3 U Ej.

Novamente em FEj escolhemos E3 como um atrator local para 7 com repulsor associado
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E; = Ej. Como cada E; ¢ um atrator local para 7, temos W*(E;) = E; para 1 < i < 4, logo
podemos definir os conjuntos A; = nglEi evejaque by = Ay, Ay=Ae E;=A;NA;
para todo j = 1,...,4 e, portanto, a familia separada e ordenada de invariantes isolados
E = {E, Es, E5, E,} constitui uma decomposigao de Morse para A. Segue do Teorema 3.62

que existe uma fungao de Lyapunov V para 7 tal que V(E,,) = m — 1 para m = 1,2, 3, 4.

3.3.3 Um exemplo em R?

Apresentamos agora um exemplo adaptado de (BONOTTO, E. M. et al., 2015).

Considere o problema de valor inicial em X = R?, com a norma euclidiana usual denotada

por || - ||, dado por
T = —ux, t >0,
] = —1, t >0,
y=-v (3.13)
l‘(O) = X9 € R,
y(0> =Y € R?

que gera o grupo 7 = {m(t): t € R} em R? definido por
() (w0, Yo) = ($o€7t>y067t) para t € R.

Consideremos M = {(x,y) € R*: 2 + y* = 1} e [: M — R? \ M definida por
I(z,y) = (V22 + 8,y). Note que I[(M) C {(u,v) € R*: u >0 e u®+0v* =9} CR*\ M.
Como

|l7(t)(z,y)|| = e "\/2% + y? para todo t > 0, (3.14)
vemos que se (z,y) € M entao w(t)(x,y) ¢ M para todo ¢t # 0. Logo a tripla (7w, M, I)

define um sistema dinamico impulsivo em R2.

Observe que de (3.14), temos ¢(z,y) = oo se 22 +y* < 1, e ¢(x,y) = In(/22 + y?)

se 22 + y? > 1. Note ainda que vale (H) ja que ¢(z,y) = In3 se (z,y) € (M), ou seja,

basta tomar 6 = 1“73

Q:=R*\ M.
Calculemos a trajetoria impulsiva de cada ponto (z,y) € €. Claramente 7(t)(z,y) =

7(t)(x,y) se ® +y* < 1. Quando 2® +y? > 1 temos s; := ¢(z,y) = In(\/2% + y2) e, assim,

1 1

1,y = ————(2,y) e (v,9) =1((z,y)1) = ——
(z,9) \/m( y) e (zy)f =1((z,y)) NCEST

> 0. Portanto, (m, M, I) da origem a um semigrupo impulsivo 7 em

( 9x2 + 8y2,y> )

Logo
~ w(t)(x,y) se 0<t< sy,
Ay = Y 1
(x,y)] se t=s.

Como sy = ¢((x,y)]) = In 3, temos

1

VAT

(@) =5 (e)f e (0y)f = 1((r.)2) = (VAL +502.4).
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Figura 5 — Trajetoria impulsiva para 7.

logo
e '(y/922 +8y%y) se s; <t<s;+1In3,
(2,9)F se t=s1+1n3.

T(t)(z,y) = {

Continuando esse processo, para n > 1 obtemos $,41 := ¢((x,y)}) = In3 e também

1 + + 1 (
) n = 5 \& ) - - gn 2 o —1 27 > )
(.13 y) +1 S(x y)n e (l’ y)n 3n71\/m \/ € +( )y Yy

e, portanto,

F(t)(ey) = (VI + (07— DyPy)

se Ay =81+ (n—1)In3 <t < A\pyq:= 51 +nln3. As trajetorias impulsivas sdo dadas na
Figura 5.

Note que A = {0,0} U {(z,0): 1 <z < 3} é o atrator global para 7 e que ambas
(T) e (Z) estao satisfeitas.
x Vale (T).

Sejam t > 0, (u,v) € M, e uma sequéncia convergente {z,},en C R? tal que
7(t)z, — (u,v). Podemos assumir que z,, = (x,,y,) — 2z = (z,y) (logo (u,v) = w(t)(z,y))
e z, # 0 para todo n € N. Note que

L=u®+0 = |[7(t)(2, y)|I* = |[z[Ie™™,

assim ||z|| = €. Definindo a,, = In(]|2,|le”?), entdo a,, = 0 e 7(t + )z, € M, pois

e2t

17(t + ) zall* = Il 2nl|*e ™ 72" = ||z e ™™
2
[z

x Vale (7).

Claramente, se B C Q ¢ limitado, entao w(B) N M C {(1,0)}. Assumindo entao

que w(B) N M = {(1,0)}, sejam {t,, }neny C (0,00) com liminf¢, > 0 e {z,}ren limitada
n—o0
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com 7(t,)z, — (1,0), e U vizinhanga aberta de w(B). Claramente devemos ter ||z,| > 1
para todo n € N e, também, {(z,0): 1 < x < 3} C w(B). Portanto, é simples ver que
7(tn)zn € U para algum n € N.

Veja que £ = {(0,0)} é um atrator local para o semigrupo impulsivo 7, com
repulsor associado E* = {(x,0): 1 < = < 3}, e com isso 7 é um semigrupo impulsivo

gradiente relativo ao par (E, E*).

3.3.4 Um exemplo em dimensao infinita

Considere o seguinte problema de valor inicial com condigoes de fronteira de Diri-

chlet:
u — Au =0 para (z,t) € I' x (0, 00),

u(z,t) =0, para (x,t) € OT' x (0, 00), (3.15)
u(z,0) = ug(x), para z €T,
sendo I' um dominio limitado de R™ com fronteira suave 0" e A o operador Laplaciano
em I'. O operador —A com as condi¢oes de fronteira de Dirichlet admite uma sequéncia
ortonormal completa de autofungoes {v,, }neny em L?(T") com autovalores correspondentes
{An}nen que satisfazem 0 < Ay < Ao < ... <A\, < .., e A\, — o0 quando n — 0.
Sabemos que (veja (BREZIS, 2010; EVANS, 2010) para mais detalhes) para cada
ug € L*(T'), existe uma tnica soluc¢ao u de (3.15) satisfazendo u € C([0,00), L*(T")) tal

que a aplicagao uy — u(t) é continua em L?(T). Além disso, se ug € L?(I") entao

Uy = Zan(uo)vn e ut)= Z an(ug)e ™, t>0,
n=1 n=1

sendo a,(ug) = (ug, v,) 0 n-ésimo coeficiente de Fourier de ug e (-, ) denota o produto
interno usual de L*(T'). A familia 7 = {7 (¢): t > 0}, onde 7(¢): L*(T) — L*(T) é dado por
7(t)up = u(t), define um semigrupo em L?(T). Além disso, a aplicagdo 7(t): L*(T") — L*(T)

é um operador compacto para cada t > 0. Usando a identidade de Parseval, obtemos
|7 (t)uol|5 = Z v, (o) e ™2 < ||upl|2e*M!,  para todo t > 0. (3.16)
n=1

Além disso, A; = {0} ¢ o atrator global para m em L?*(T"). Considere o conjunto M = {u €
L3(T): |ju|lz = 1}, onde || - || denota a norma usual em L*(T'), e defina I(u) = u + 4v;
para todo u € M. Note que para u € M temos |a;(u)] < 1e

IT(w)|)5 = (ar(u) +4)* + Zan(u)z = ||Jull3 +8a;(u) + 16 = 8ay (u) + 17, (3.17)

=1

assim 3 < ||/ (u)]]2 < 5.

Lema 3.63. M ¢ um conjunto impulsivo e I é uma func¢ao impulso.
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Demonstragao. Claramente M ¢ um subconjunto fechado em L?*(T') e, para cada x € M,
segue de (3.16) que 7(t)x ¢ M para todo t > 0. A aplicagdo I é claramente continua em
M e como ||[I(u)||s = 3, temos (M) C Q := L*(T") \ M. Portanto, M ¢ um conjunto

impulsivo e I é uma funcao impulso. O

Usando (3.16), temos ¢(u) = oo se ||ulls < 1 e ¢p(u) < /\illn ||lul|2 se [Julla > 1. Por

isso, para todo t > 0 eu € Q com ||ul2 < 1, temos 7(t)u = 7(t)u. Para ||ulls > 1, podemos
descrever 7(t)u em termos dos seus coeficientes de Fourier:

o a,(T(t)u) = ap(m(t)u) = a,(u)e > para todot >0en > 2;
o a1(T(t)u) = ay(m(t)u) = ay(u)e ™ para 0 < t < ¢(u);

o a1 (T(p(u))u) = ar (m(d(w))u +4v1) = ar(m(d(u))u) +4 = ar (u)e 9 + 4.
Tomando uj = 4v; + > 0% | a,(u)e *¢®a,, . podemos proceder indutivamente para todo
t > ¢(u). Note que o anel

Ars = {ue L¥D): 1 < |[ulls < 5}
é T-positivamente invariante.
Lema 3.64. Para u € I(M) et >0, temos a;(m(t)u) > 0.

Demonstragao. Seja u = I(v) com v € M. Portanto, a;1(u) = ay(v) + 4, o que nos da

Mt o resultado estd provado. O

aj(u) = 3. Uma vez que oy (m(t)u) = aq(u)e”
Lema 3.65. O sistema dindmico impulsivo (w, M, I) satisfaz (H).
Demonstracao. Sejam u € M e v = I(u), se t > 0 ¢é tal que 7(t)v € M entdo

1= |7(t)v]l2 = |oa(u) + 4|e ™! = 3e~ M,

isto &, t > A% In 3. Portanto, ¢(v) > /\il In 3 para todo v € I(M), e a condigao (H) vale com
0= ﬁ In 3. O

Uma vez que a condi¢ao (H) é satisfeita, a tripla (w, M, I) define um semigrupo
impulsivo 7 = {7(¢): t > 0} em Q.

Lema 3.66. 7 satisfaz (T).

Demonstragao. Sejam t > 0, w € M, e uma sequéncia convergente {u, }n,en com limite u
em L?(T') tal que ||7(t)u, — w|s — 0. Seja K > 0 tal que |ju,||; < K para todo n € N.
Agora, escolha s > t de modo que Ke ** < 1. Para cada n € N, definimos a funcao
hy: [0,8] = R por h,(t) = [|m(t)u,||3 — 1, t € [0, 5]. Veja que,

hTL(S) +1= H7T(5)UnH§ < Hunugefz\ls < K2672>‘15 < 1.
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Por outro lado, temos w = 7(t)u, e consequentemente,
L= Jwll3 = [r(t)ull; < Jull3e™ < [ull3.
Assim, existe ny € N tal que 1 < ||u,||3 para todo n > ng, e
Pn(0) +1 = |lunll3>1, n=ne.
Logo,
hn(s) <0< h,(0) paratodo n > ny.

Usando a continuidade de h,,, existe r,, € [0, s] tal que |7 (r,)u,||3 = 1, ou seja, m(r,)u, €
M sempre que n > ng. Podemos supor, a menos de subsequéncias, que r, — 1 € [0, s].
Assim, 7(r)u € M e, portanto, r = ¢t quando ||ulls > 1 e a trajetoria v*(u) = {m(t)u: t >
0} toca o conjunto impulsivo apenas uma vez. Tomando «,, = r,, —t, para n = ng, obtemos
(t + o)y = 7(ry )u, € M. O

Observe que 7 é um semigrupo impulsivo dissipativo com um conjunto absorvente
dado por By = {v € L*(I): [jvlls < 3} U{v € L*I): 1 < |v|s < 5}. Também, da

Proposicao 2.28, segue que 7 é assintoticamente compacto.
Lema 3.67. Sejam
(1,50, = {v € L*(T): v = avy, com 1 < a <5}

e B C Q um conjunto nao vazio e limitado.

(a) Se ||u|l2 <1 para todo u € B entio w(B) = {0}.

(b) Se existe u € B com ||ulls < 1 entdo 0 € w(B).

(c) w(B) C {0} U (1,5]v;.

(d) Se existe u € B com |jul|2 > 1 entao (1,5v; C w(B).

Demonstracao. (a) Como ¢(u) = oo para todo u € Q com |julls < 1, e de (3.16) para
qualquer ¢, — 00 e {uy, }nen C B, obtemos

17 (tn)unlle < [|unllee™™" = 0 quando t — oo,

e, portanto, w(B) C {0}. Como 7(t)0 = 0 para todo ¢ > 0, concluimos que w(B) = {0}.
(b) Segue diretamente do item (a), pois {0} = w(u) C W(B).
(c) Sejam B~ = BN{u € L*(I"): ||ulls < 1} e Bt = BN {u € L*(I"): ||ulls > 1}.
Se w € w(B), entao existem t, — 00 € {uy, }neny C B tais que 7(t,)u, — w. Se, a menos

de subsequéncias, {u,}neny C B™, obtemos w = 0. Entdo, precisamos somente tratar do

caso quando {u, }n,en C BT. Neste caso, obtemos

7 (o) — w3 = (a1 (F(ta)un) — aa(w))* + Z(% (un)e™' — aj(w))?.
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Com isso, obtemos que «a;(w) = 0 para todo j > 2 e também oy (7(t,)u,) — a1(w).
Usando o Lema 3.64 juntamente com o fato de que o anel A, 5 é T-postitivamente invariante,
obtemos 1 < oy (7(t,)u,) < 5 para n suficientemente grande. Isso nos da a;(w) € [1,5].
Se aj(w) = 1 entdo w = v; € M, o que é uma contradi¢do e, portanto, a;(w) € (1,5].

Assim, w = ag(w)vy € (1, 5]v;.

(d) Seja u € B tal que |Jul]z > 1. Entao, a sequéncia {7(n)u},en ndo converge para
0 (uma vez que ela permanece no anel A, 5 para todo n suficientemente grande). Como 7 é
assintoticamente compacto, existe w € w(u) \ {0} C wW(B)\{0}. Mas w(B)\ {0} C (1, 5]y,
o que nos dd w = aw; para algum a € (1,5]. Dado que W(B) é T-invariante, obtemos
(1,5]v; C W(B). O

Lema 3.68. 7 satisfaz (7).

Demonstragao. Seja B C 2 um conjunto nao vazio e limitado. Se ||lu||s < 1 para todo
u € B, entao w(B) = {0}. Portanto, neste caso, w(B) N M = & e nao temos nada a
provar.

Podemos assumir que B N {u € L*(I'): [Juls > 1} # @. Do lema acima, temos
mﬂ M = {v1}. Sejam {t,}nen C (0,00) tal que liminf, ,ot, > 0, {up}nen C B
e m(t,)u, — v;. Usando (3.16) podemos assumir que ||u,|l2 > 1 para todo n € N e,
consequentemente, a sequéncia {7 (t,)u, tnen entra em qualquer vizinhanga aberta U de

w(B) em (Q para n suficientemente grande. O

Como consequéncia do Teorema 2.40 e do Lema 3.67, A = w(By) = {0} U (1,5]v;
é o atrator global de 7. O conjunto £ = {0} é um atrator local para T com repulsor

associado E* = (1, 5]v;. Usando o Teorema 3.62, podemos enunciar o seguinte resultado:

Teorema 3.69. 7 ¢ um semigrupo impulsivo gradiente relativo a E = {E, E*} com fun¢do
de Lyapunov V: Q — R tal que V(E) =0 e V(E*) = 1.
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4 SEMIGRUPOS IMPULSIVOS SOB PERTURBACOES

Nosso objetivo agora é comecar a trabalhar com perturbacoes de semigrupos impul-
sivos, e estudar como os atratores globais para tais semigrupos se comportam. Para este
fim, para cada 7 > 0 consideraremos um sistema dindmico impulsivo (7, M,, I,)) e assu-
miremos que ele satisfaz (2.3), isto é, temos um semigrupo impulsivo 7, em Q, = X \ M,.
De agora em diante, quando nos referirmos ao semigrupo impulsivo 7,, a menos que ex-
plicitamente dito o contrario, estaremos considerando M, seu conjunto impulsivo e I, sua
funcéo de impulso associados. Além disso, nos referiremos também as familias {m, },cp0.1]
de semigrupos, {M,},cp01) de conjuntos impulsivos e {I;,},cpo,1 de fungdes de impulso,
separadamente. Os resultados apresentados aqui foram adaptados de (BONOTTO, E. M.
et al., 2016b; BORTOLAN; UZAL, José Manuel, 2021).

Definicao 4.1. Nas condig¢oes acima diremos que:
(a) a familia {m,},cjo,1) de semigrupos é continua em 7 = 0 se para cada J C [0,00) e
K C X compactos temos
sup  d(m,(t)x, mo(t)r) = 0 quando n — 0;
(t,x)eJ XK
(b) a familia {M,},cjo,1) de conjuntos impulsivos é coletivamente fechada em 1 =0

se dadas n, — 0, z, € M,, e x € X com x;, — x, entao v € Moy;

(c) se {M}ycp,1) € coletivamente fechada em 1 = 0, diremos que a familia de fungoes de
impulso {1, },e0,1] ¢ coletivamente continua em 7 = 0 se dadas 1, — 0, x, € M,,

e r € X com z, — z, entdo I, (x) — Io(z).

Além de todas as defini¢bes acima, para cada n € [0, 1], podemos considerar a

fungao tempo de impacto ¢,.

Lema 4.2. Assuma que

o {m,}nepa) € continua em 1 = 0;

o {M,}nepoa € coletivamente fechada em 1 = 0;
e consideremos xg € g, xp — o e M — 0. Entao

(a) xp € Q,, para k suficientemente grande;

(b) h,ggg)lf bn (1) = do(x0);

(c) se[0,00) 3 a — 0 entao m,, (ag)zr — Zo.

Demonstragao. (a) Se a afirmagao ¢ falsa, existe uma subsequéncia {zy; }jen de {2 fren
com z, € M, para todo j € N. Como zp, — 7o quando j — oo e {M,},co1 €
J

coletivamente fechada entao xy € My, o que nos d4 uma contradicao.

(b) Seja o := lilgn inf ¢, (z5). Se a = 00, nada temos a fazer. Suponha entao que
—00

a < 0o. A menos de subsequéncias, podemos assumir que ¢,, () — «. Da defini¢ao de
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¢, temos m,, (¢, (2x))xr € M,, para todo k € N. Da continuidade de {m,},cf01] em 7 =0
temos 7y, (¢y, (Tk))xr — mo(a)zg, € como {M,},c01] € coletivamente fechada em 1 = 0
obtemos my(a)zg € My. Se av = 0 terfamos zy € My, 0 que é uma contradigao. Portanto,
a >0 ede (2.2), segue que ¢g(xp) < .

(c) Usando o item (b), para k suficientemente grande obtemos 0 < oy < @ <

®n, (x1). Portanto, segue que ,, (o) zr = 7y, ()2, — m0(0)20 = 0. O

Para continuarmos, precisaremos de uma versao coletiva da condigao (T), que é

apresentada abaixo.

'Sejam t >0, x € My, uma sequéncia convergente {z, } ey em X

e nr — 0 tais que 7, (t)z;, — z, entdo existe uma sequéncia {oy freny C R 1)
com ap — 0 e t+ ai > 0 para todo k£ € N tal que, a menos de

| subsequéncias, temos m,, (t + ag)zy € M, .

Lema 4.3. Assuma que
o {m,}nepa) € continua em 1 = 0;
e vale (CT);

e consideremos xg € X, xp — xg € n, — 0. Entao imsup ¢, (x) < ¢o(zo).
k—ro0

Demonstracao. Se ¢o(xy) = oo ndo ha nada a provar. Agora, se s = ¢p(xg) < 0o temos

mo(s)xg € My. Definindo 8 := limsup ¢,, (x), podemos supor, a menos de subsequéncias,
k—o0

que ¢y, (xx) — B. Da continuidade de {m,},cp,1 em n = 0, obtemos 7, (s)xr — mo(5)Zo.
Podemos usar a condigao (CT) para garantir a existéncia de ag — 0 com s + ag > 0 tal

que 7, (s + o)z, € M,,, a menos de subsequéncias. Usando (2.2) temos

Gy (k) < 5+ ar, = ¢o(w0) +
e fazendo k — oo, obtemos 5 < ¢o(zg) 0 que conclui a prova. O
Como consequéncia direta dos dois lemas anteriores temos o seguinte resultado:

Teorema 4.4. Assuma que
¢ {Wn}ne[o,u € continua em n = 0;
e {Mn}ne[o,l} € coletivamente fechada em n = 0;

e vale (CT).
Entao a fungao [0,1] x X 3 (n,x) — ¢,(z) € semicontinua superiormente em {0} x X e

continua em {0} x .

Usando o Teorema 4.4, obtemos o seguinte resultado de convergéncia para a familia

de semigrupos impulsivos {7, }ne0,1]-

Proposicao 4.5. Assuma que
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° {Wn}ne[o,u € continua em n = 0;
° {Mn}ne[o,l} € coletivamente fechada em n = 0;
o {I,}yep) € coletivamente continua em n = 0;

e vale (CT).

Dadost >0, zg € Qg e xp — xg, existe uma sequéncia [0,00) 3 €, — 0 tal que
T, (T + €) T — To(t)zo.

Demonstracao. Do Teorema 4.4, sabemos que klim On,. (1) = Po(x0). Com isso, se ¢o(xg) =
—00

oo temos ¢, (r;) > t para k suficientemente grande e, assim,
T, (D)) = 0, (t) 2 — mo(t)T0 = To(t) 0,

e o resultado segue tomando €, = 0 para todo k£ € N. Nos resta entao provar o caso quando

¢o(xg) < 0o. Para isso, analisaremos trés casos.

CAsO 1. 0 <t < ¢o(zo)-
Neste caso, para k suficientemente grande, temos ¢ < ¢y, (x;). Tomando ¢, = 0

para k € N temos
T (T + €x)zp = T, (H)x), = 7y, (T) ) — T0(t) 20 = To ()20,

e este caso esta provado.

Para os dois casos restantes vamos provar, primeiramente, que existe R 3 aj, — 0

tal que 7, (t + o)z — To(t)zo.

CASO 2. t = ¢o(xo).

Tomando ¢, = ¢y, (x)) temos t, — ¢, e assim m,, (t;)zr — mo(t)zo pela continuidade
de {m, }tnejoa) em n = 0. Como {M,},cp0,1) ¢ coletivamente fechada em 1 =0 e {I,},cj0,1) €
coletivamente continua em 1 = 0, obtemos

T (te) i = Iy, (7, (L) ) — Lo(mo(t)w0) = To(t) 0.
Definindo ay, = ¢y, (x1) — ¢o(x0) = tx —t para k € N, este caso estd demonstrado.
CASO 3. t > ¢g(x0).
Neste caso, lembrando da definicao de trajetoria impulsiva, existe m € N tal que
m—1
t = > do((wo)) +1 com 0 < ' < ¢o((w0);), onde (z9)d = 9. Como no CASO 2,
i=0

obtemos
(@)]” = Ly, (g, (D (k) 2k)) = To(mo(o(0))w0) = (20)y"
Como ()] € Qo, do Teorema 4.4 segue que ¢, ((zx)7) — ¢o((70)7). Aplicando nova-

mente os mesmos argumentos do CASO 2, obtemos

(k)3 = I, (T (D, () 1) () 1) = To(mo(@o((20)1) (w0){) = (20)5 € .
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Continuando com esse processo, obtemos ¢y, ((zx);) — ¢o((xo);) €

(k)i = Ly (T (D ()i 1) (@) 1) = To(mo(@o((w0) 1)) (20) 1) = (20); € Qo

m—1 m—1
parai=1,. — 1. Tomando ¢} = Z O (1)), entdo t, = > do((zo)f) =t =1, e
=0

assim definimos oy, = t;, +t' — ¢ para cada k € N. Claramente o, — 0et+ay = t,+t > 0.

Como para k suficientemente grande ¢ < ¢y, ((z);,), obtemos
%T)k (t + ak) :%7719 (t/ + tk)xk = %ﬁk (t/)%ﬁk (tk>$k = %(t/) (xk):rrz
= (') (@), — mo(t)(20), = To(t) o,
e este caso esta provado.

Para os CASOS 2 e 3, provamos que existe R 3 ag — 0 com y;, := 7Nr,7k(t + ag)xp —
To(t)xo := yo. Temos yo € Qp, e definindo € := ay, + || para cada k € N, obtemos ¢, > 0
para todo k € N e, usando o Lema 4.2 (c), temos

T (E + €)= T, (law] )y — yo = mo(t)o,
e o resultado esta provado. O

Observacgao 4.6. Note que se t nao é nenhum tempo de salto de xy entao podemos tomar

€, =0 para todo k € N. De fato, se t nao for nenhum tempo de salto de x, podemos assumir

que t = Z Bo((x0); )+t com 0 < t' < ¢o(();}). Usando o fato de que t > Z do((z0);)

ety = Z Gy (1)) = Z do((z0);), temos t, < t para k suficientemente grande. Assim

0<t—t = Z do((x0);) + ' — ty e, portanto, t — t5 < &n,, ((z1)1). Logo,

T () =T, (t — o) T, (tr) 2k = T (¢ — i) (1),
=, (t — te) (@r) = To(t')(20)m = To(t)z0.

4.1 SEMICONTINUIDADE SUPERIOR

Veremos condi¢oes para obter a semicontinuidade superior para os atratores globais
de uma familia de semigrupos impulsivos. Os resultados apresentados aqui foram adaptados
de (BONOTTO, E. M. et al., 2016b; BORTOLAN; UZAL, José Manuel, 2021).

Comecaremos com a definicao de semicontinuidade superior para o caso impulsivo.

No que segue, a menos que dito o contrério, assumiremos que:

[ Para cada n € [0, 1], o semigrupo 7, em €2, possui um atrator global A,. ]

Definicao 4.7. Dizemos que a familia de atratores globais {A,},cj0,1] ¢ semicontinua

superiormente em 7 = 0 se

lim dH(-Am ./40) =0
n—0
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Lema 4.8. As sequintes condigcoes sao equivalentes:

e a familia {An}ne[o,l] é semicontinua supertormente em n = 0;

e dadas n, — 0 ez, € A,, para cada k € N, existe uma subsequéncia de {xy}ren que

converge para um ponto de A.

Demonstragao. Suponha que {Ay}ncio1 ¢ semicontinua superiormente em 7 = 0. Se

ne — 0 ez, € A, paratodo k € N, entao
d(l’k,Ao> < dH<Aq7k,.A0) — 0.

Como Ay é compacto, obtemos facilmente que {z}}ren possui subsequéncia convergente
para algum ponto de Aj.

Reciprocamente, assuma por contradi¢ao que {.A;},cp,1) ndo é semicontinua supe-
riormente em 7 = 0. Desta maneira, existem ¢ > 0, n, — 0, x, € A, para todo k € N tal
que

d(xy, Ag) > € para todo k € N.

Assim, nenhuma subsequéncia de {z} }ren poderia ter uma subsequéncia convergente para

algum ponto de A,. O

Para obter a propriedade de semicontinuidade superior, precisaremos da seguinte

definicao:

Definicao 4.9. Seja {7, },cj,1) uma familia de semigrupos impulsivos. Diremos que

{7} €
(a) coletivamente assintoticamente compacta em 1 = ( se para quaisquer sequén-
cias {xy}reny C X limitada, n, — 0 e t, — oo, com {7, (tx)Zx }ren limitada em X,

temos a sequéncia {7, (tx)zk ren possuindo uma subsequéncia convergente em X;

(b) uniformemente dissipativa se existe um subconjunto nao vazio e limitado By de

X que 7,-absorve todos os conjuntos limitados de X para cada n € [0, 1].

Note que se {7, },c[0,1] € uniformemente dissipativa e A, é o atrator global de 7,

para cada 1 € [0, 1], entao segue diretamente que U,cjo,1)A, € limitada em X.

Lema 4.10. Assuma que

o {%n}ne[O,l] € coletivamente assintoticamente compacta em 1 = 0;

e Uy A, € limitada em X.
Entao dadas ny — 0 ez, € A, para todo k € N, a sequéncia {x)}ren possui subsequéncia

convergente em X.

Demonstragao. Como {xy}ren C Upepoa] Ay, ela é limitada. Além disso, da ,-invariancia
de A, para cada k € N existe y;, € A, tal que 7,, (k)yr = xx. Note que {yi }ren também é
limitada e, usando a compacidade assintotica coletiva em 1 = 0 de {7, },cp0,1], a sequéncia

{xk}ken = {7, (K)yk }ren possui subsequéncia convergente em X. O
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Proposicao 4.11. Assuma que

o {77'7]}776[0,1] é continua em n= 0;

o {%,7},76[071] € coletivamente assintoticamente compacta em n = 0 e uniformemente

dissipativa;
o {M,}nepoq € coletivamente fechada em 1 = 0;
o {I,},ci01) € coletivamente continua em n = 0;

e suponha ainda que vale (CT) e que

eziste 6 > 0 tal que ¢,(x) = 26 para todo x € I,(M,) en € [0, 1]. (CH)

Assim, dados ni, — 0, {zp}keny C X limitada e t, — 0o com 7, (ty)zr — xo € My, temos
¢7Hc (%ﬂk (tk>xk) — 0.

Demonstracao. Para cada k € N, denotamos por 7, o altimo tempo de salto de xj, relativo
a m,, no intervalo [0, t; + g], sendo 0 > 0 dado pela condigao (CH). Se nao existe tempo

de salto tomamos 7, = 0. Temos os seguintes casos:

CAsO 1. Existe 0 < e < % tal que, a menos de subsequéncias, 7, <t — €.
Neste caso, temos 7, <ty — 5 € como 7 ¢ o tltimo tempo de salto de x; relativo a
no intervalo [0, ¢, + 2], obtemos

7T77k

%Uk (tk)xk = %Uk(g)%nk (tk - %)ka = Wnk(g)yk:a

sendo Y := Ty, (tx — 5)2. Da dissipatividade uniforme segue que {yx}ren € limitada e a
compacidade assintotica coletiva nos garante a existéncia de um ponto yy € X tal que
Yk — Yo, @ menos de subsequéncias.

Como m,, (5)yx = 7y, (tx)zr — 10 € M)y, da condicao (CT), existe ap — 0 com
$+ag > 0 tal que m,, (5 +aw)yr € M,,, a menos de subsequéncias. Para k suficientemente

grande, temos o < % e, assim,
. (t + « )I =T (E—i—O( ) =T (£+Oé) EM
e \Vk k)LEk N\ 2 k)Yk N\ 2 k)Yk Nk )

o que é uma contradicao. Portanto, este caso nao pode ocorrer.

CASO 2. Existe 0 < € < % tal que, a menos de subsequéncias, 7, > t; + €.

Neste caso, temos t+€ < 7 < tk—l—g e podemos assumir, sem perda de generalidade,
que T, —ty — S € €, g] Considere y;, := 7, (t — 0)z), e assim, como no CASO 1, segue
que yr — Yo, a menos de subsequéncias. Como (¢ + g) — (ty — 0) = 335 < 26, a condigao
(CH) implica que 7 é o tnico tempo salto de z, relativo a m,, no intervalo [t;, — §,t; + g]

Note que ¢y, (yx) = 7 — t + 0 é o tempo de impacto de y, entao

M, 3 7y, (T — tx + )y — mo(s + 6)yo,
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e sendo {M,},cp0,1) coletivamente fechada em 1 = 0, obtemos my(s + 0)yo € My. Vamos
mostrar agora que mo(t)yo ¢ Mo para t € (0,s + J). De fato, se para algum ¢ € (0,s + 0)
isso ndo ocorresse, como Yy — Yo € Ty, (t)yx — To(t)yo € Mo, a condicao (CT) implica na
existéncia de uma sequéncia ay, — 0 com ¢+« > 0 tal que m,, (t + ax)yx € M,,, a menos
de subsequéncias. Tomando 5 > 0 de modo que t+ (8 < s+ 9, segue para k suficientemente
grande, que t + oy < t+ [ < 7, — tx + 0, 0 que contraria o fato de que 7, — t;, + 9 é tempo
de impacto de yg, e assim segue que 7y (t)yo ¢ My para t € (0,s + d). Isso prova a nossa
afirmagao e, portanto, obtemos que o tempo de impacto de yg € ¢o(yo) = s + 0.

Agora,
%ﬁk (tk>xk = %ﬂk (5)%% (tk - 5)xk = %nk (5>yk = T (5)y/€7

e fazendo k — oo, obtemos My 3 xg = m(d)yo, 0 que é uma contradigao, pois ¢o(yo) = s+0
e 0 < s+ 0. Portanto, este caso nao pode ocorrer.
CASO 3.t — 1 — O.

Subcaso 3.1. 7, < tg, a menos de subsequéncias.

Definindo as sequéncias zj := 7, (7%)xx € I, (M,,) € yx := 7, (tx — )z, da dissipa-
tividade uniforme segue que {z; }ren € {Uk }ren sdo limitadas e, portanto, da compacidade
assintotica coletiva podemos assumir que, a menos de subsequéncias, zp — zp € Y — Yo-
Além disso, para k grande o suficiente 7, — tx + 6 > 0 e, da condi¢ao (CH), 7 é o tinico
tempo de salto de zy, relativo a m,, em [t; — 0, t; + g] Isso nos dé que o tempo de impacto

de yi, € ¢y, (yr) = T — t + 0. Logo
2z, = T (Tk — te + 0)yr = Ly (7, (7 — L + 0)yi) — Lo(70(8)yo)-

Entao, zo = Io(mo(d)yo) e assim zy € Q.

Por outro lado, da condi¢ao (CH) temos
Ty, ()26 = Ty, (t) 2, para todo t € [0,20).
Para k suficientemente grande, temos t, — 7, < 20 e assim
T (b)) = Ty (b — 7o) 21 = T (b — i) 21 — 20,

logo My > x¢y = 2y e temos uma contradicao e, portanto, este subcaso nao pode ocorrer.
Subcaso 3.2. 71, > ti, a menos de subsequéncias.
9

Seja T;_1 o pentltimo tempo de salto de zj, relativo a m,, no intervalo [0,#; + g],
se nao existe tal tempo de salto tomamos 7,1 = 0. Da condi¢ao (CH) podemos assumir

que 71 < tg, e usando a definigdo de trajetoria impulsiva para ¢t € [1_1, T%), temos
o (D)2 = 0, (¢ = Te1) 2]

com z; € I, (My,) e 7. = 71 + ¢y, (2))-
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Em particular,
o ()T = T (te — 1) 2

Para s € (0,75 — ty), temos 0 < s+t — Tp—1 < Tk, — Th1 = P, (27 ) € assim

7r77k(3)7~r77k (tk)xk = Ty (S + 1 — Tk—l)zlj ¢ Mnk’

T, (Tk - tk)%ﬂk (tk>xk = Ty (T/f - Tk—l)zlj = 7T77k<¢77k (le))zlj S Mnk'

Concluimos entao que ¢y, (7, (tx)rr) = 7 — t, — 0, e o resultado esta provado. O

Corolario 4.12. Nas mesmas hipoteses da Proposicdo 4.11. Dadas sequéncias n, — 0 e
{zk}ken C A, tal que x, — x9 € My entao ¢, (vx) — 0.

Demonstragao. Basta notar que existe {y; }ren C A, tal que 7, (k)yx = x), € a Proposi-

cao 4.11 se aplica. O

Provaremos agora a continuidade superior em 7 = 0 para uma colecao de atratores

globais de uma familia de semigrupos impulsivos.

Teorema 4.13. Assuma que:

o {7777}176[0,1] é continua em n= O;

o {Ty}nepa) € coletivamente assintoticamente compacta em n = 0 e uniformemente

dissipativa;
o {M,},ep0) € coletivamente fechada em 1 = 0;
o {I,}nepo € coletivamente continua em n = 0;

e valem (CT) e (CH).

Entao a familia {Ay}neio,) € semicontinua superiormente em n = 0.

Demonstragao. Considere as sequéncias 1, — 0 e {xy}reny C X com zy, € A,, para cada
k € N. Vamos mostrar que existe uma subsequéncia de {zy}ren que converge para um
ponto de Ay, e assim de acordo com o Lema 4.8 o resultado segue.

Como z, € A,,, do Lema 4.10 existe zo € X e uma subsequéncia de {zj }ren, que
denotamos a mesma, tal que x5 — x. Precisamos mostrar que zo € Aj.

Seja &, R — A,, a solugao global limitada de ,, por x; e, para cada inteiro
positivo m, defina (zy)_p, := £(—m). Tomando (xy)o := x, para cada inteiro positivo m
temos

T (D (@) -m = T(V)E(=m) = &(=m + 1) = (2k) -m1-

Como (z)_m € A, paracada k € N, usando o Lema 4.10 e um processo de diagonalizagao,

para cada inteiro positivo m existe (zg)_,, € X tal que

(1) —m =5 (20) . (4.1)
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Definindo (z)o := xo, a convergéncia acima vale também para m = 0.

CASO 1. xg € Q.

Subcaso 1.1. Existe uma sequéncia estritamente crescente {m;};en de inteiros nao-negati-
vos, com mg = 0, tal que (xg)_,, € Qo para todo j € Ny := NU {0}.

Fixemos j € Ny. Usando (4.1) e o fato de que (xg)_m; € {2, segue da Proposicao
4.5 que existe uma sequéncia €, — 0 tal que

%ﬁk (mj‘H —mj+ Ek)<xk)—mj+1 — ,ﬁo(mj-i-l - mj)(xo)_mj+1'

Por outro lado, como 7, (mj+1 —m;)(z) = (k) _m;, obtemos do Lema 4.2 que

—Mj+1
T (M1 — My + €) (Tr) =y = Ty (€0) (Th) —m; — (20) —m;

e concluimos que 7o(1m41 — M) (20) —m;, = (T0)—m,-

Com isso definimos &;: R — X por
mo(t) o se t=0
So(t) = {

%0(25 + mj+1)(x0)_m].+l se t € [—mj+1, —mj], ] S No.

E simples verificar que & é uma solucdo global de 7y por zy (o argumento ¢ anélogo ao
utilizado na prova da Proposi¢ao 2.17). Para garantir que = € Ay basta mostrar que &, é
limitada (pela Proposigdao 2.17) e, para isso, vamos verificar que &y(R) C Une[o,l] A,. Para

s > 0, da Proposicao 4.5, obtemos v, — 0 tal que

§e(s 4+ 7) = T (5 4+ )Tk = To(s)wo = &o(s),

e como & (s + ) € Ay, para cada k € N, obtemos &(s) € U, ¢ Ay Agora, se
s € [=myjq1, —my] para algum j € N, entao &y(s) = To(s+m,41)(20)—m,,,, € da Proposicao

4.5 existe uma sequéncia 0, — 0 de modo que
Ek(s +myp1 + Ok) = Ty (s + myia + Ok) (Th) -y = Tols + m11) (T0) -y = o(s),

e como acima, obtemos &(s) € Une[o 1] A,. Portanto, § é uma solugao global limitada de
T por xg e, assim, g € Ap.

Subcaso 1.2. Existe um inteiro positivo my tal que (zg)_,, € My para todo m > m;.
Segue do Corolario 4.12 que para m > m, temos

Skvm = qbﬂk((xk)—m) k_>—o>o 07

e definindo wy, m, 1= 7y, (Sk,m) (k) —m € M,,,, temos wy ., — (29)—m € My €
Ly, (Wem) = Lo((w0)—m) € Qo,

usando a continuidade coletiva de {1, },ec0.1]-
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Segue do Teorema 4.4 que ¢, (I, (wy.m)) i ¢o(Io((x0)_m)) para cada m = my.

Assim, para f € (0, min{24,1}), como ¢o(Io((zo)-m)) = 20 > B (pela condi¢ao (CH)),
obtemos

Gy, (L (Wi )) > B > spm  para k suficientemente grande.

Renomeando os indices, assumimos que a desigualdade acima vale para todo k € N.

Para cada m > my e k € N, definimos

(W) m = &(B=m) e (Yo)-m = T(B)Lo((20)-m).
Como S — skm < O, (Ln, (Wk,m)) obtemos
() = &4(8 — m) = F(B)E(—m) = F(B)(@) m = T (B — Skan) o (550) (28)
= %ﬂk (5 - Sk,m)jﬂk (Trﬂk(skﬂ%)(xk)—m) = T (6 - Sk,m)lﬂk (wk,m)v

o que nos da

() —m =3 o (B)To((20)—m) = F(B)To((20)—m) = (Y0)—m & Mo.

Fixado m > my, veja que 7, (1)(yx)—m = (Yx)—m+1 Para cada k € N e, portanto,
segue da Proposigao 4.5 que existe ¢, — 0 tal que 7(1 + €x) (Y ) —m iy 7(1)(yo)—m. Por
outro lado, se usarmos o Lema 4.2, obtemos

k—o0

(L4 ) (k) —m = T(er)T (1) (Yk)-m = (&) (Yr)-mr1 — (Y0)-m+1,

e, assim, 7(1)(¥o)—m = (Yo)—m+1 para cada m > m;.

Como [ < 1 < myq, segue da Proposigao 4.5 que existe 7, — 0 tal que

F(m1 — B+ 1) (U) —my =3 T (11— B)(Y0) - -

Por outro lado, usando o Lema 4.2, obtemos
T(ma — B+ 76) (Yr) —my = T(m1 — B+ )&k (B —ma) = &) = T () zx — o,

ou Seja7 %(ml - 6)(y0)*m1 = Zo-
Definimos entao &: R — X por
mo(t)zo se t >0,

§o(t) =9 Tolt +m1—B)(yo)-m, se t€[B—my,0]
mot+m—B)(yo)-m  se t€[f—m,—m+1], m>m;.

Como no Subcaso 1.1, vemos que & é uma solucao global limitada de 7 por xg, mostrando

que xg € Ay, e este caso esta provado.

CASO 2. ¢ € M,.
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Usando o Corolario 4.12, temos ¢,, (x;) — 0 e podemos assumir, sem perda de
generalidade, que 0 < ¢,, (zx) < % para cada k € N. Tomando mg € N tal que mio < g

e fixando m > my, definimos wy,, = &(—=) € A,,. Do Lema 4.10, existem uma

m
subsequéncia de {wkmtren, que denotamos a mesma, e um ponto w?, € X tal que
Wh,m ooy w? , para cada m > my.
: 1
Afirmamos que para cada m > myg existe ky = ki(m) € N tal que ¢y, (wgm) > -
para todo k > ki. De fato, se isso nao for verdade, para algum m > mg existe uma

subsequéncia de {wy m }ren, que denotamos igual, tal que ¢, (Wkm) < % para cada k € N.

Portanto, a menos de subsequéncias, podemos assumir que ¢, (Wi,n) — a € [0, %] e
definindo zy, = 7, (On (W) Wm € M,y,, temos zg, — mo(a)wd, = 20 € M, e
considerando vg ., = Ty, (Gn (Wem))Wem = Ly (2km), €0ta0 Vg m — Io(22,) = 02 Por

hipotese, ¢o(v2,) = 28 e do Teorema 4.4 para k suficientemente grande temos

1 1
Dy (Vkm) = §¢0(ng) =0 > p
Logo para k suficientemente grande, temos

T (¢Wk (xk) + % - ¢77k (wk,m))vk,m =Ty, 925% Lk

=T (O (1)), (5 ) Whem
=T ¢nk Tk)) Tk € Mnm
onde em (*) usamos o fato de que L+ — ¢, (Wym) < = < 8 € Vg € L, (M,,). Isso implica
que
1 1 60 6 30
¢77k(vk,m) < ¢77k('r1€) + E - gbnk(wk,m) < qbﬂk(xk) + E < 4_1 + 5 = Z <9,

o que contraria ¢,, (vy,) = 0, e a afirmacdo esta provada.

Da afirmacgao, para k > k; temos

7r77k<1>wkm ﬂ_nk( )wkm—ﬂnk<l)5k(_%) = Tk,

e fazendo k — oo, temos
71'0(% w® = 1y, para m > mo.
k—

) k—o0

Se w?, € My, como A,, 3w, — w,, segue do Corolario 4.12 que ¢, (wgm) — 0, 0
que contradiz a afirmacao de que ¢, (wy,m) > % para todo k£ > k;. Agora, sabendo que
Wem € Ay, € Wem — w?, € Qp, fazendo a mesma prova do CASO 1, podemos construir
uma solugao global limitada de 7y por w?, e, portanto, w? € Ay para todo m > mg. Da
compacidade de Ay podemos supor que, a menos de subsequéncias, w?, — w’ € .Ao. Logo,

zo = lim mo(L)w), = w”,
m—0o0

e, assim, zo € Ay, e a prova esta completa. ]
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4.2 SEMICONTINUIDADE INFERIOR

Seguindo a teoria usual de continuidade desenvolvida para o caso de semigrupos
sem impulso, o proximo passo é a semicontinuidade inferior, que definimos a seguir. Os
resultados apresentados aqui foram adaptados de (BONOTTO, E. M. et al., 2016b), que
apresentam a semicontinuidade inferior quando a familia de invariantes é formada por

pontos de equilibrio.

Definicao 4.14 (Semicontinuidade inferior). Dizemos que a familia de atratores globais

{A,}rep,1) € semicontinua inferiormente em 7 = 0 se
lim dy (A, A,) = 0.
n—0
Analogamente a semicontinuidade superior, temos a seguinte caracterizagao via
sequéncias:

Lema 4.15. As sequintes condi¢does sao equivalentes:
o {A,}cp) € semicontinua inferiormente em 1 = 0;
e dados xg € Ay e, — 0, existem uma subsequéncia {mn; Yien de {ne}ren e 25 € Ay,
J

para cada j € N tal que x; — 0.

Demonstracao. Assuma primeiramente que 4y nao é semicontinua inferiormente em 7 = 0.

Entao existem 7, — 0, € > 0 e uma sequéncia {z; tren C Ao tal que
d(zx, Ay, ) =€ paratodo k € N.

Como A, é compacto podemos assumir, sem perda de generalidade, que z, — z¢ € Aj.
Assim, por hipotese para esse zo € Ay, existe subsequéncia {0k, }jen de {nk}ren e existem

x; € Ankj para cada j € N com z; — xy. Temos entao
€ < d(zkj,Ankj) < d(2;, ;) < d(z;, 20) + d(z9,25) = 0,

o que nos da uma contradigao.
Reciprocamente, se {A,},c[0,1] ¢ semicontinua inferiormente em 7 = 0, x9 € Ag e

nr — 0, entdo podemos construir uma subsequéncia {7, }jen de {nx}ren tal que
1 .
dp(zo, Ay,,) < di (Ao, Ay, ) < 7 para todo j € N.
Assim, para cada j € N existe z; € Ankj com d(zg, ;) < % e, portanto, x; — o, 0 que
conclui a demonstragao. O]

A semicontinuidade inferior, apesar de admitir uma definicdo simétrica com a da
semicontinuidade superior, é significativamente mais complicada de se demonstrar. Para

tanto, se faz necessario o conhecimento das estruturas internas de Ay, para que seja
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possivel reproduzi-las nos atratores perturbados A, e garantir a nao-implosao, que ¢ a
interpretacao da semicontinuidade inferior.

No que segue abordaremos o estudo de tais estruturas internas e, para isso, con-
sideremos 7 um semigrupo impulsivo, com conjunto impulsivo M e funcao impulso [

associados.

Definigao 4.16 (Conjunto instavel local). Seja E um conjunto 7-invariante. Fixada uma

vizinhanga aberta V' de E em €2, o conjunto instavel VV-local de E é definido por

WH(E) = {£(0): € é uma solugao global de T com &(s) € V para todo s < 0

e {(s) - E quando s — —o0}.

Proposigao 4.17. Sejam m um semigrupo impulsivo em ) com atrator global A e E C A

um conjunto T-invariante. Entao W}(E) C A.
Demonstracao. A demonstracao é analoga a da Proposicao 3.14. O

Lema 4.18. Sejam E C A um conjunto T-invariante isolado e x € W*(E). Entao dada
V' uma vizinhanga aberta de E em 2, existem 7 > 0 ey € W(E) tal que 7(7)y = x.

Demonstragao. Como x € W"(E) existe solugao global £ de 7™ por x com {(s) — FE
quando s — —oo. Assim, existe sp < 0 tal que £(s) € V para todo s < sp. Tomando
T = —sp e definindo y := &(—7) e ¢¥(s) := {(s—7) para todo s € R, entdo ¥ é uma solugao
global de 7 por y e satisfaz ¢(s) € V para todo s < 0 e ¢(s) = F quando s — —oco. Logo,
ye WHE) en(r)y =m(r){(—7) =£(0) = 2, o que completa a demonstragao. O
Teorema 4.19. Assuma que:

o {my}nepa) € continua em 1 = 0;

o {M,},cpo) € coletivamente fechada em 1 = 0;

o {I,}nep € coletivamente continua em n = 0;

e vale (CT).
Além disso, suponha que:

(a) existep € N tal que para cadan € [0, 1] existe uma familia separada de T, -invariantes

isolados B, = {E1,, -, Ep,} C A, e uma vizinhanga aberta V;, de E;, em §,

para cada v =1,...,p tal que

hm 'max dH(W\’Z[)(Ez,O)a W{Zn (Ez,n>> = 0,

77_>0 2217“' P

(b) AO == U’i’leV“(Ew).

Entao a familia {Ay}neo,1) € semicontinua inferiormente em n = 0.
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Demonstragio. Sejam oy € Ag e np — 0. Fixado j € N, de (b) existem i € {1,--- ,p} e
x; € W*(E;p) com d(zg,z;) < % Como z; € W*(E;p), do Lema 4.18 existem 7 > 0 e
Y; S W\%,O(Ei,()) com %/O(T)yj = Zj.

De (a) segue que existem z, € Wy o (Eiy,) com 2z, — y; quando k — oo. Da

Proposicao 4.17 temos Zi € A, e, da Proposigao 4.5, existe ¢, > 0 com ¢, — 0 tal que
d(Ty, (T + €x) 2], To(T)y;) — 0.

Fixamos k; > j tal que d(?fnkj (T+ekj)zij,%o(7')yj) < % Assim, para wj := Ty, (T+ekj)zij €
Ankj, obtemos ,
d(wy, o) < d(wj, ;) + d(x, 20) < 7

Portanto, construimos w; € Ank]- com w; — g quando j — oo. Do Lema 4.15,

{A,}ep0,1) é semicontinua inferiormente em 7 = 0. O

Com isso, juntando as semicontinuidades superior e inferior, obtemos a continuidade

da familia de atratores globais {A;},cp0,1] em 7 = 0.

Corolario 4.20. Assuma que:
o {my}nepa) € continua em n = 0;
° {%n}nE[O,l] € coletivamente assintoticamente compacta em n = 0 e uniformemente

dissipativa;

o {M,},cp0) € coletivamente fechada em 1 = 0;
o {I,}yep0) € coletivamente continua em n = 0;
e valem (CH) e (CT).

Além disso, suponha que:

(a) existe p € N tal que para cadan € [0, 1] existe uma familia separada de T, -invariantes

isolados B, = {E1,, -, E,,} C A, e uma vizinhanga aberta V;, de E;, em §,

para cada t = 1,...,p tais que

lim max dy(Wy, (Eio), Wy, (Eiy)) = 0;

n—0 i=1,---,p

(b) A(] = UZPZIWU(EL()).

Entao a familia {A;},cp0,1) € continua em 1 = 0, isto ¢,

71713(1) [dr (A, Ao) + d (Ao, A,)] = 0.

4.3 ESTABILIDADE ESTRUTURAL TOPOLOGICA

Nesta se¢ao, iremos provar a estabilidade estrutural topolégica para semigrupos

impulsivos, isto é, veremos que a propridade de ser dinamicamente gradiente é estavel
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por perturbagao, estendendo assim o Teorema de Carvalho e Langa encontrado em (CAR-
VALHO, Alexandre N.; LANGA, 2009, Theorem 1.5) para o caso impulsivo. Iniciaremos
adaptando alguns resultados e o primeiro ¢ uma adaptacao coletiva da Proposicao 2.23.

Lembrando que A, (z) representa os tempos de salto do ponto z.
Proposicao 4.21. Assuma que:

o {m,}nepa) € continua em n = 0;

o {M,}necioq € coletivamente fechada em 1 = 0;

o {I,}nep € coletivamente continua em n = 0;

o vale (CT),
e consideremos x € o, t = 0 tal que t # \,(x) para todo n. Se ty — t, com t;. = 0 para
todo k € N, x, — x e ny — 0 entao

%7719 (tk)xk — %O(t)l'

Demonstragao. O casot = 0 é o resultado do Lema 4.2 (c). Assuma entdo t > 0 e escolha
n tal que A, (x) < t < App1(x). Como ¢y, ((zx)]) — do(z]) para cada j, e ty — t, podemos
assumir que A\, (xg) <ty < Apy1(zx) para todo k € N. Entao

T (te)er = o (b = Aa(n)) (@) =5 mo(t = M)t = Fo(t)a.

O proximo resultado é uma adaptacao da Proposigao 2.24 e trata do caso quando
t & exatamente um ponto de salto de x € Qg. Aqui 77°(z) := {Fo(t)z: t > 0} denota a

semiorbita impulsiva de x pelo semigrupo impulsivo 7.
Proposicao 4.22. Assuma que:

o {Ty}nepa) € continua em 1 = 0;

o {M,}nepoq € coletivamente fechada em 1 = 0;

o {I,},ci01) € coletivamente continua em n = 0;

e vale (CT),
e consideremos x € Qy e t = \,(z) para algum n > 0. Se t, — t, com t, = 0 para todo
keN, z, = x en, = 0 entao {7, (tr) Tk }ren possui uma subsequéncia convergente para

algum ponto ou em Y0 (x) ou em 3+0(x) N M.
Demonstracao. Separamos a demonstragao em dois casos.

CASO 1. A menos de subsequéncias, t, <t para k € N.

Como \,_1(z) < M\(x) = t, t < t para todo k € N e t;, — t entdo para k

suficientemente grande, temos A, _1(zx) < tx. Dividimos essa prova em dois subcasos.

Subcaso 1.1. A menos de subsequéncias, t; < \,(zy) para k € N.
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Neste subcaso, podemos definir s := t; — A,—1(xx). Note que 0 < s < A\ (zg) —
An—t1(xg) = qbnk((xk):_l) e An_1(xy) oo An—1(x) e, portanto, s, — A\, (z) — A\_1(z) =
do(x}t ;). Logo,

T (t) T = T (1) T (A1 () ) 2ne = T, (80 (204

k— 00 —
= T (s1) (k)1 = mo(@o(@i_ 1))y = & € TH0(z) N M.
Subcaso 1.2. A menos de subsequéncias, t, > A\,(zy) para k € N.
Aqui, como tp — t = A\, () e Ay () i An(z) para k suficientemente grande,
temos £, < \py1(2g). Assim, definimos ry 1=t — A\, (zx) e vemos que 0 < 7, < \pyq(xg) €

rr — 0. Além disso,
T (L) i = T, (i) (k) = 7 (1) (1)) — @ €75

CASO 2. A menos de subsequéncias, t, >t para k € N.
Como t;, > t para todo k € N, definimos s, := t, —t, e com isso s > 0 e
s — 0. Como A\,(xg) — A(z), definindo Ty := A\, (xx) — A\, (x) para k € N, temos

try = An(xk) + sp — Tk, € separamos nos seguintes casos:

Subcaso 2.1. A menos de subsequéncias, s, — T}, > 0 para todo k € N.

Como (xy);F ey z} e sy — T — 0, usando o Lema 4.2 (c), obtemos

~ ~ ~ ~ k ~
T (i) = T (55 — Do) T (@) = T (55 — T) (), = ) € 750(a).

Subcaso 2.2. A menos de subsequéncias, s, — T}, < 0 para todo k € N.

Como A\,—1(xr) = Ap—1(x) < t, entdo para k suficientemente grande \,_1(zx) < t,
e assim ¢y, ((z1),_,) > T} e, consequentemente, ¢y, ((zx),:_;) — T} + s > 0. Escrevendo
te = M—1(@r) + ¢on, ((x1);_1) — Tk + s, para cada k € N, e notando que ¢, ((zx),;_) —

Ty + si < gbnk((xk):{_l) e s, — T, — 0, temos

T (L )T = T (¢77k<<wk’):1r—l) — T + s) T, (A1 (1)) 08
Mk (¢nk<<xk):zll) — T+ 5k>(xk>ril

= T (D (@1)11) — T+ se) @)y =% mo(do(xf_)z_y = @,

e uma vez que z, € 7y9(x) N My, a demonstragao estd completa. O

Para continuarmos, precisaremos da versdo coletiva da condi¢ao (Z), que é apre-

sentada abaixo.

dados B C € nao vazio e limitado, {t; }reny C (0,00) com lign inf ¢, > 0,
—00

{zk}ken C Qy, limitada, com 7,, (tx)zr — x € W(B) N My, e U uma vizi- (CZ)
nhanga aberta de w(B) entéo 7, (tk,)zr, € U para algum ko € N.

Apresentamos também a versao coletiva do Lema 3.47.
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Lema 4.23. Seja E, C Ay um conjunto limitado e Ty-invariante, com Ey = Ey N Q.
Dadas vizinhanga aberta V- de Ey em Qo, t > 0 e x € Ey, existem pn >0 e ng € (0,1] tal
que T,(s)y € V para todos s € [0,t], y € B,(z) en € [0,1n0].

Demonstracao. Se o resultado é falso, existem zp — = € Ey, to = 0, {tx}ren C [0, 0],
ne — 0 e uma vizinhanga aberta V de Ey em Qq tal que 7, (tx)zx ¢ V. Como {t)}ren
é limitada, a menos de subsequéncias, podemos assumir que t;, — s € [0, ]. Se s nao é
tempo de salto de z, isto é, s # A, (z), usando Proposigao 4.21 e a my-invariancia de Ej
temos

,ﬁnk (tk)l‘k — %0(8)13 € L.

Como V' é aberto, temos Ty(s)x ¢ V', e obtemos uma contradigao. Agora, se s ¢ um tempo
de salto de z, isto ¢, se s = A\, (), segue da Proposicao 4.22 que a sequéncia {7, (tx)zx}
possui uma subsequéncia que converge para um ponto z € m C Ey. Se z € Qq, temos
z€ EyNQy= Eye, como z ¢ V, obtemos uma contradi¢do. Se z € My, a condigao (CZ)

nos da uma contradicao e a prova do resultado esta completa. O

Corolario 4.24. Seja Ey C Ay um conjunto limitado e Ty-invariante, com Ey = EyN Q.
Dadas vizinhanga aberta V de Ey em Qg et > 0, existem uma vizinhanga aberta U de Ey

em Qo eny € (0,1] tal que m,(s)y € V' para todos s € [0,t], y € U en € [0,1].

Demonstracao. Basta tomar U := U B, (x), onde p, > 0 é dado no lema acima. [
zeEy

Lema 4.25. Seja E, C Ay um conjunto limitado e Ty-invariante, com Ey = Fy N Qg e

satisfazendo (3.3). Entdo dados > 0,t >0 e x € Ey, existem v >0 eny € (0,1] tal que

para todo y € B,(x) com y € A, para algum n € [0,m0] e solugio global limitada &, de T,

por y, temos d(&,(s), Ey) < p para todos s € [—t,0] e n € [0, no].

Demonstragao. Se o resultado ¢é falso, existem 7, — 0, {x3}ren C A, com z, = x €
Eo, to = 0, {—trtren C [—to,0], solucdes globais &, de T, por zx, e u > 0 tal que
d(&k(—tx), Eo) = ppara todo k € N. Como {—ty }ren € limitada, a menos de subsequéncias,
podemos assumir que —t;, — —s € [—to, 0]. Também, como {&;(—tx)}nen C A,, € estamos
nas hipoteses da semicontinuidade superior podemos assumir, a menos de subsequéncias,

que zy, := & (—ty) — 2 € Ag. Note que d(z, Ey) > pu.
CASO 1. z € )y e s nao é tempo de salto de z.
Neste caso, da Proposicao 4.21, temos
xy, = Ty, (th) 2 — To(s)2,
o que nos da 7Ty(s)z = x € Ey. Portanto, de (3.3), obtemos z € Ey, o que nos da uma
contradicao.

CASO 2. z € )y e s é tempo de salto de z.
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Neste caso, da Proposi¢ao 4.22, temos x = 7(tx)2, — w para algum w que esta
ou em 77(z) ou em 39(z) N My. Uma vez que =, — = € FEy C €, devemos ter
r=w € y79(2), isto ¢, Ty(r)z = z para algum r > 0. Novamente, de (3.3), obtemos

z € Fy e temos uma contradigao.

CAsO 3. z € M,.

Neste caso, do Corolario 4.12, ry, := ¢y, (2) — 0. Afirmamos que existe 0 < p; < p
tal que d(7,, (1) 2k, Eo) = 1 para todo k suficientemente grande. Se esse nao fosse o caso,
como 7, (ri) 2, — Io(2), terfamos Iy(2) € EyNQy = Ey. Da Proposicao 3.30, temos z € Ey,
o que nos da uma contradigao. Note entao que d(Iy(2), Ey) > p1. Defina wy, := 7, (r) 2
e veja que

T (Th) Tl = T, (tr) W

Como z € €, do Lema 4.2 (c) temos 7, (1y)x) — .

Subcaso 3.1. s ndo ¢ tempo de salto de Ip(z).
Neste subcaso, temos 7, (tx)w, — 7o(s)Io(2), assim 7y(s)lo(2) = x € Ey e, de

(3.3), obtemos Iy(z) € Ey, o que é uma contradigao.

Subcaso 3.2. s & tempo de salto de I(z).
Neste subcaso, como no CASO 2 acima, mostramos que x esta em 7 (Iy(2)) e,

novamente, obtemos que Iy(z) € Ey, o que é uma contradicao.

Com isso, a prova esta completa. ]

Corolario 4.26. Seja Ey C A um conjunto limitado e Ty-invariante, com Ey = Ey N

e satisfazendo (3.3). Entao dados p >0 et > 0, existem uma vizinhanga U de Ey em Qg

eno € (0,1] tal que para todo y € U com y € A, para algum n € [0,1] e solugao global

limitada &, de 7, pory, temos d(&,(s), Ey) < p para todo s € [—t,0] e n € [0,10].

Demonstracao. Basta tomar U := U B,,(z), sendo v, > 0 dado no lema acima. O]
xeFy

Teorema 4.27. Assuma que t, — o0, n — 0 € que {2k }ren € uma sequéncia limitada
em X tal que 7, (ty)zr — xo para algum xy € A.
(a) Assuma que xy € Q. Para cada k € N defina & : [—tg, 00) — X por

§(t) = Ty (t+te)ze  parat > —ty,

e assuma também que | J, o Sx([—tr, 00)) € limitada. Entio existe uma solugdo global
limitada &, de T por xy e uma subsequéncia {&k, }ren de {&}ren tal que para cada

s € R existe [0,00) 3 € — 0 de modo que

Eke (5 + €7) = ols).
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(b) Assuma que xo € My. Para cada k € N defina & : [—tx, 00) — X por

gk(t) = %771@- (t + 1t + ¢le (%771@ (tk)zk))zk parat = —t, — ¢77k <%77k (tk)zk)a

e assuma também que | J, oy §x([—tr, 00)) € limitada. Entdo existe uma solugdo global
limitada & de 7y por Io(xg) e uma subsequéncia {&, boen de {&kx}tren tal que para

cada s € R eziste [0,00) 3 € — 0 de modo que
Eke(s + €7) = Eo(s)-

Demonstragao. (a) Temos &,(0) = 7, (tx)2r e, da hipotese, £(0) — . Claramente
zo € Ay N Qy = Ap. Podemos ainda, sem perda de generalidade, assumir que t; > 1 para,
todo k € N.

Assim & esta definida em ¢t = —1 para todo k € N. Da compacidade assintética
coletiva de 7, , existe z_; € X e uma subsequéncia {k} }sen de N tal que Ga(=1) = 21
Claramente fkl}(O) — zp. Além disso podemos, sem perda de generalidade, escolher ki tal
que tj, > 2 para k > ki.

Com esse procedimento, conseguimos definir uma subsequéncia {ks}seny € uma

sequéncia de pontos {z_,,}>°_, C X tais que para cada m > 0 temos
&k, (—m) = z_,, quando £ — oo.

Note que para cada m > 0 existe £y = {p(m) € N tal que t;, > m para todo ¢ > (.

Assim para £ > {3 e s > 0 obtemos
%ﬂke (S)&w(_m> - %ﬂke (5)%771% (_m + tke)'zke - %ﬁké (_m +s+ tnk)zké - ékz(_m + 5)’ (42)

Para simplificar a notacao, renomeamos a sequéncia {k;},cn, se necessario, e assu-

mimos que para cada m € N temos
(ug)—m =& (—m) — x_,, quando k — oc. (4.3)

Definimos Ny = NU {0} e separamos a prova em dois casos.

CAso 1. Existe uma sequéncia estritamente crescente {m,};en, de inteiros nao negativos,

com mg = 0, tal que x_,,; € )y para todo j € Ny.

Fixemos j € Ny. Usando (4.3) e o fato de que x_,,; € €, segue da Proposicao 4.5

que existe uma sequéncia [0, 00) 3 ei — 0 tal que
T (M1 — My + ) (W) =y — To(Myjn — M) Ty

Por outro lado, de (4.2), sabemos que 7, (mj+1 —m;)(ug) = (Ug)—m;, e do Lema 4.2,

—Mj+1

obtemos

%Tik (mj+1 —my + Ei;)(uk)*mjﬂ = 7?7719 (ei)(uw*mj — Tmy,
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e concluimos que 7o(1m41 — M) T, = Tom,-

Definimos entao &,: R — €y por

&(t) = { mo(t) o se t >0,

%O(t + mj+1)l‘,mj+1 se t & [—ij, —mj), ] c No.

A verificagdo de que & é uma solucao global de my por zy é andloga ao que foi feito na

Proposicao 2.17. Para s > 0, da Proposi¢ao 4.5, obtemos [0,00) 3 €; — 0 tal que
Ee(s+e) =T (s+ € +ti)ze = T (s + €) (U)o — To(s)zo = &o(s).

Agora, se s € [—=m; 41, —m;] para algum j € Ny entdo &y(s) = 7o(s + mjjp1)T_p,,,, € da

Proposigao 4.5, existe uma sequéncia [0, 00) ei — 0 tal que
&C(S + G?c) = %Uk<s + mMj+1 + ei)(uk)—mj-;-l — %0(8 + mj+1>x_mj+l = 50(3)'

Em qualquer um dos casos acima, temos &,(s+¢€;) € ey &k ([—tr, 00)) e, portanto,
§0(R) C Upen §k([—tk, 00)) 0 que nos da &, limitada.

CAsO 2. Existe um inteiro positivo m; tal que x_,, € My para todo m > m;.

k—o0

Segue do Lema 4.12, que para m = my temos S := ¢p, ((ur)—m) — 0. Definindo

Wem = T (Skom) (Ug) —m, € My, temos wy, , — x_y,, € My e, assim,

Ink (wk:m> — Io(l',m) € QO?

onde usamos a continuidade coletiva da funcao I,, em n = 0. Assim, do Teorema 4.4

obtemos ¢y, (I, (Wk.m)) i ¢o(lo(z—p,)), para cada m > m;. Considerando § > 0 da

condigao (CH), para 8 € (0, min{24,1}), como ¢o(Io(x_.,)) = 26 > /3, obtemos
G (Ln (Wim)) > B> sk, para k suficientemente grande.

Renomeando os indices, assumimos que a desigualdade acima vale para todo k € N.
Para cada m > m; e kK € N (usando o procedimento analogo ao do inicio da

demonstragao) definimos

(W) -m = &(B—m) e Yy =m0(B)lo(r_m).

Como S — Skm < ¢On, (Ln, (Wkm)), obtemos

(Y)—m = &(B —m) = T, (B)Ek(—m) = T (B) (ur)—m = T (B — Sty ) Ty (1, ) () =

= %ﬁk (ﬁ - Sk,m)lﬁk (Wnk(sk,m)(uk)*M) = Ty, (5 - 3k,m>177k (wk,m)a

o que nos da
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Fixado m > my, veja que 7, (1)(yx)—m = (Yx)—m+1 Para cada k € N e, portanto,
k—oo ~

segue da Proposigao 4.5 que existe [0, 00) 3 ¢, — 0 tal que T, (1+€x) (Yk)—m — To(1)y—m.

Por outro lado, se usarmos o Lema 4.2, obtemos

e (14 € U)—m = T (6T (1) (W) —m = T (1) (W) it = Yt 1,

e, assim, 7o(1)y_m = Yy_m+1 para cada m > m;.
Como 8 < 1 < my, segue da Proposigiao 4.5 que existe [0,00) 2 ¢, — 0 tal que

k—o0 ~

Aﬂiﬂk (ml - /B + ek)(yk:)—ml — 7T0(m1 - B)y—ml-

Por outro lado, usando o Lema 4.2, obtemos

%771@ (ml - [+ €k>(yk)*m1 = %nk (ml - B+ Ek)gk(ﬂ - ml)
= &k(er) = Ty, ()€, (0) — o,

ou seja, To(my — B)Y_m, = To. Com essas consideragoes, podemos definir & : R — X por

7o (t)zo se t >0,
So(t) =13 Tolt+my—B)y_m, se te€[B—my,0),
To(t+m — B)y_m se te[f—m,8—m+1), m>my.

A prova de que & é uma solucao global limitada de 7y por xy para a qual vale a
convergéncia afirmada é analoga ao caso anterior.

A prova do item (b) é analoga, trocando tx, por ti + ¢, (7, (tx)2x) (lembrando que,
da Proposicao 4.11, temos ¢,, (7, (tx)2x) — 0) e zo por Ip(zo) (que esta em €2). O

Podemos enunciar e provar o principal resultado desta secao.
Teorema 4.28. Assuma que:
o {my}nepa) € continua em 1 = 0;
o {Tp}nepa) € coletivamente assintoticamente compacta em n = 0 e uniformemente
dissipativa;
o {M,}nepoq € coletivamente fechada em 1 = 0;
o {I,},ci01) € coletivamente continua em n = 0;
e valem (CH), (CT) e (CZ).
Além disso, suponha que:
(a) para cadan € [0,1], o semigrupo impulsivo T, definido em U, possui atrator global
A,
(b) existe p € N tal que para cada n € [0,1], o atrator global A, contém uma familia

separada de conjuntos invariantes isolados E, = {E1,, ..., E,,} de maneira que

lim max {dH(Ei,m Ei,o) + dH(Ei,()? EZ'J?)} =0;

n—0i=1,....p
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(c) existem 6o > 0 eny € (0,1] tal que E;, € o invariante mazimal de 7, em Oy, (E;,)

para cada 1 <1< pe0<n< g

(d) T é um semigrupo impulsivo dinamicamente gradiente relativamente a Eq, e todos
os elementos de Eg satisfazem (3.3).
Entao existe my tal que para todo n € (0,m], T, € um semigrupo impulsivo dinamicamente

gradiente com respeito a E,.

Demonstracao. Primeiramente iremos mostrar que para n > 0 suficientemente pequeno,

7, satisfaz (G1). Suponha que isso ndo ocorra, entdao existem 0 < ¢’ < dp, uma sequéncia

ne — 0 e solugoes globais ¢, de 7, em A,, tal que para todo £ € N e s € R temos ou
sup d(&g(t), U Eip) > 0, (4.4)
t=s

ou

sup d(&g(t), U E; ) > 0. (4.5)

t<s
Como & (t) = 7, (t + k)&k(—k), temos &,.(0) — 2z € Ay e, do Teorema 4.27 em
qualquer um dos casos existe uma solugao global limitada & de 7y tal que para cada
s € R existe [0,00) 3 € — 0 tal que (s +¢€;) — &o(s). Uma vez que 7y ¢ dinamicamente

gradiente com respeito a Eg, existem 1 < 4,7 < p, com i # r, tal que
t—— t—
Er,o <—OO fo(t) _o)o E@',O'

Assumimos primeiro que vale (4.4). Como E; ¢ é compacto, existem z¢ € E; e uma
sequéncia crescente {t;}seny com t, — 00 ety —1t, > ¢ para cada ¢ € N tal que &y(ty) — xo.
Como &(s + €;) — &o(s) entdo para cada ¢ € N existe k; € N tal que ¢ := effz <ze
&k, (te + €x,) — 9. De (4.4) e da hipotese (b), para cada ¢ suficientemente grande existe

70 = 0 tal que
d(fkg (t[ + €y + Tz), Ei,O) 2 (5, € d(sz (tg + €y + t), Ez’,O) < 5, para t e [0, Te). (46)

Afirmamos que 7, — 0o. Se esse nao fosse o caso, do Corolario 4.24, para 0’ > 0 e ty >

SUPyen T, €xistiria uma vizinhanca U de E; o em Qg e n € (0,1] tal que m,(s)y € Oy (Eip)
para todos y € U, s € [0,1] e n € [0,7m0]. Separamos aqui em dois casos.

CAsO 1. xg € Q.

Neste caso, como x( € m N Qo = E;p, U é uma vizinhanca aberta de E; o em €
e &, (te + €,) — xo, teriamos &, (t, + €x,) € U para ¢ suficientemente grande. Assim, do
que vimos acima, deveriamos ter %nké (10)&k, (te + €x,) = &k, (te + €k, + 1) € Os/(Eip), 0 que

nos da uma contradigao.

CASO 2. xg € M,.
Neste caso, como 7y, (te+€0)&py,, (0) = &k, (te+e0) = o € EioN My =w(E;o) N M

e U é uma vizinhanca aberta de E; o em 2, segue da condigao (CZ) que existe £y € N tal
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que &g, (te, + €,) € U. Assim, do que vimos acima, terfamos &, (ts, + €2, + 71,) € O5 (Eip)

o que nos da uma contradicao. Assim, completamos a prova de que 7, — oc.

Como {&x, (te + €0 + 7e) been C Ay, e a familia {A,},e01) € semicontinua superior-
mente em 7 = 0 podemos supor, a menos de subsequéncias, que &, (t,+ e+ 1) — w € Ay.

Note que w ¢ E, . Separamos o restante da prova nos seguintes casos:

CASO w € €.

Neste caso, para s > —t;, — ¢, definimos

Ve(s) = &k, (s + e+ €0+ 70) =T, (5 + Lo+ €0)Ek, (T0)-

Do Teorema 4.27, existem solucao global limitada & de my por w e uma subsequéncia de
{te}een (que denotamos a mesma) tal que para cada s € R existe [0,00) > 87 — 0 de
modo que ¢y(s + 5) = &i(s).

Agora, para t < 0 e ¢ suficientemente grande temos t + 3 < 0 e, portanto,
0< 7+t+ f; <7 Logo,

d(ﬂ’é(t + 52?)7 Ei,O) = d(gk'g(tf + € + (TZ +t+ 52?)7 Ei,O) < 5,7

e assim d(&(t), i) < ¢ para todo t < 0. Portanto & (t) — E;¢ quando t — —o0 e, de
(G1) e (G2) para m, existe j € {1...,p}, com j # i, tal que & (t) = E;o quando t — oo.
Portanto,

Eno &2 60(t) B3 B " 6(t) B Ej. (4.7)

CASO w € M.
Neste caso, definindo ry := gbnké(f'ké(tg + €, + 14)), sabemos do Corolario 4.12 que

r¢ — 0 quando ¢ — co. Para s > —t, — ¢, — r, definimos
W(s) = fkl(s +tr+e+1rp+ Tg) = /7?77,%(8 +tp+ €+ Tg)fke(Tg).

Do Teorema 4.27, existem solugao global limitada & de 7y por I(w) e subsequéncia de
{tr}een (que denotamos a mesma) tal que para cada s € R existe [0,00) 5 8f — 0 de
modo que (s + £;) — &1(s). Afirmamos que existe > 0 tal que para ¢ suficientemente

grande, temos
d(e(Bp), Eio) = p.

Se isso nao ocorresse, a menos de subsequéncias, teriamos 1,(37) — 2 para algum z € E; .

Veja que pelo Lema 4.2 (c),

be(B7) = Ty, (B )T, (1) &k, (te + €0+ 70) — To(w),

uma vez que 7 (r¢)&, (te + €0+ 70) = To(w) € Qe BY — 0. Assim, temos Ip(w) = z € By,
ou seja, Ip(w) € E;oNQy = E;y, e dado que E; ¢ satisfaz (3.3) obtemos w € E; . Chegamos

em uma contradigdo e a existéncia de > 0 estd provada. Obtemos entdo & (0) ¢ E;y.
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Com o mesmo raciocinio do caso anterior obtemos d(&(t), E;o) < ¢’ para todo t < 0 e,
portanto, vale (4.7).

Com esses casos provados, segue a existéncia de uma solug¢ao global limitada &;
de 7y em Aj (por w ou I(w), dependendo do caso) e uma subsequéncia de {1y }sen tal
que para cada s € R existe [0,00) 3 5§ — 0 de modo que ¥y(s + 37) — &i(s), e que
satisfaz (4.7). Repetindo esse processo um numero finito de vezes, iremos encontrar uma,
estrutura homoclinica em Ay, uma vez que Eq é finito, o que contradiz o fato de 7y ser
dinamicamente gradiente.

Assumindo agora que vale (4.5), como E,q é compacto existem xq € E,( e uma
sequéncia decrescente s, — —oo com sp1 — s < —{ para cada ¢ € N tal que &y(sy) — xo.
Como &(s + €;) — &(s) entdo para cada ¢ € N existe k, € N tal que ¢ := ¢ < 7 e
&k, (S0 + €0) — 9. De (4.5) e da hipotese (b), para cada ¢ suficientemente grande existe

70 = 0 tal que
d(&k,(se+e0—T0), Erg) 20 e d(&,(se+e—1t),E.g) <0 parat € [0, 7).

Analogamente ao que fizemos acima (usando o Corolario 4.26, mostramos que 7, — 00)
conseguimos construir uma estrutura homoclinica em Ay, o que novamente contradiz o
fato de 7y ser dinamicamente gradiente.

Agora provaremos que T, satisfaz (G2) para n > 0 suficientemente pequeno. Su-
ponha, por contradigdao, que existem 1 < py < p, uma sequéncia 7, — 0, conjuntos
{Eo s By} € solugdes globais {&g, ..., &}, 1 < i < po, de &, em A, de maneira

que paracada k € Nei=1,... po,

t—=>—00 t—00
Efi,nk ?_ gk(t) 1) Efiﬂmm (4-8)

onde Ey, .\, = Ep, ., cOm

sup d(ﬁc@)? U?ilEeiJ]k) > 07
teR

paratodo k € Nei=1,..., po.

Fixado i = 1,...,pg, do Teorema 4.27 existem &; solug¢ao global limitada de 7y e
uma subsequéncia de {&} }ren (que denotamos a mesma) tal que para cada s € R existe
[0,00) 2 € — 0 de modo que & (s + €;) — &(s). De (4.8) para cada k € N, existem
Sk = 8k(1) <0 ety :=1t,(7) > 0 tais que
1

€ d(gjﬂ(tk + Ellfgk)a E€i+1,77k) < %

1
2k

Como 7, — 0, segue de (b) que para k suficientemente grande temos

d(&(sk + €7), Boy ) <

> =

| . 1 :
d(512c<8k + Ekk>7 E&-,O) < E € d(fk(tk + 626)’ E€i+170) <
Com isso, existe 7, > 0 tal que para " < dy temos

d(&; (sp + eF — 1), Ep o) = 0" e d(&p(sp + eF —t),Ey0) < 0" parat € [0,7).
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Analogamente ao que fizemos para (G1), usando o Corolario 4.26, mostramos que 7, — 00,
e construimos, apés um numero finito de passos, uma estrutura homoclinica para 7, o

que nos d4 uma contradicao e completa a demonstracao. O]

NOTAS

Devido a restricao de tempo para desenvolver a pesquisa, deixaremos as aplicagoes
para trabalhos futuros. Poderiamos apresentar aplicagoes simples, mas nesses casos o
Teorema 4.28 possivelmente nao seria necessario, e seriamos capazes de verificar que
os semigrupos impulsivos perturbados sao dinamicamente gradientes diretamente pela
defini¢ao. Um dos principais pontos a ser estudado para aplicar o Teorema 4.28 é conseguir

dar condigoes sob as quais valham as hipoteses (b) e (c).
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5 SUPERFICIES IMPULSIVAS EM DIMENSAO FINITA

Seguindo (HIRSCH, 2012), comegamos este capitulo com a seguinte defini¢ao:

Definicao 5.1. Um subconjunto M C R"™ é chamado de uma hipersuperficie C! se
para cada ponto x € M existe uma vizinhanga aberta V de x em R" e uma aplicacao

continuamente diferenciavel g: V' — R tal que
VNM=g10)

e tal que Vg(p) # 0 para cada p € V. N M, onde Vg(p) representa o vetor gradiente de g
no ponto p. Podemos sempre tomar V' de maneira que V' N M seja um conjunto conexo.
A dupla (V, g) satisfazendo essas condigoes sera chamada de um mapa local de M em

x. Nessa situagao, definimos um vetor normal a M em x por
n, = Vg(x).

Sex € M e (V,g) é um mapa local de M em z, definimos os lados positivo e

negativo do mapa (V, g) como sendo os conjuntos

Lp=Lp(V,g)={yeV:gy) >0} e Ly=Ln(V,9)={yecV:gy <0},
respectivamente.

Note, na definicao acima, que apesar de usarmos a notacao n,, um vetor normal a M
em z depende de g, mas todos os possiveis vetores tém a mesma dire¢ao. Em (BONOTTO,
E. M. et al., 2016a) os autores consideraram a equagao diferencial ordinaria

dx

— = f(x 5.1

= i@ (51)
em R”, assumindo que para cada xg € R", a equacao acima possui uma tnica solugao
definida em toda a reta (o que define um grupo em R"™). Com isso, mostraram que se

M C R"™ ¢ uma hipersuperficie fechada de classe C* satisfazendo
(ng, f(x)) #0 para cada x € M, (5.2)

onde n, é um vetor normal de M em z e (-,-) é o produto escalar usual de R™, entao M
¢ um conjunto impulsivo (e possui propriedades ainda mais fortes) para o grupo gerado
pela equacgao dada.

Nosso objetivo nesta se¢ao é melhorar o resultado de (BONOTTO, E. M. et al.,
2016a) descrito acima, isto é, vamos mostrar que se M C R™ é uma hipersuperficie fechada
C! e satisfaz a condigao de transversalidade (5.2), entao M ¢ um conjunto impulsivo para
o semigrupo gerado pela equagao diferencial (5.1) e, além disso, M satisfaz a condigao

(T). Para isso, assumiremos que f: R" — R"™ é uma fun¢ao continua, e que a equagao
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(5.1) gera um semigrupo em R", isto é, para cada rq € R" existe uma tnica fungao
continuamente diferenciavel z(-, zo): [0,00) — R™ satisfazendo x(0,x¢) = x¢ e

d

%x(t,xo) = f(x(t,z0)) paracadat >0,

de maneira que a aplica¢ao [0,00) x R™ 3 (¢, x0) — x(t,z9) € R™ é continua. O semigrupo
definido por (5.1) é dado por

m(t)xg = x(t,r9) para cada g€ R" et > 0.
De (5.2) obtemos diretamente o seguinte resultado:

Lema 5.2. Assuma que M C R™ seja uma hipersuperficie e assuma que vale (5.2). Entdo

para cada v € M, se (V,g) € um mapa local de M em x, temos (Vg(x), f(x)) # 0.
Com isso, provamos o seguinte resultado:

Proposigao 5.3. Assuma que M C R™ é uma hipersuperficie C' satisfazendo (5.2). Entdo
para cada x € M existem e >0 e 6 > 0 tais que

T(t)y ¢ M para todo 0 <t <e ey € By (z)NM,
onde BX"(x) denota a bola aberta em R™ centrada em x e de raio §.

Demonstracao. Fixemos x € M. Se a conclusao da proposicao ¢é falsa, existem sequéncias
tn = 07 e {yn}tnen C M com y, — x e 7(t,)y, € M para todo n € N.

Fixemos um mapa local (V, g) de M em x. Mostremos agora que existem n > 0 e
A >0 tais que B (z) C V ew(t)y € V paratodoy € B, (x)NM et € [0, A]. De fato, se
esse nao é o caso, existem {zxtrey C VN M, com 2z, — x, e s — 07 tal que w(sg)zx ¢ V.
Da continuidade de 7 e do fato de que V' é aberto, fazendo k — oo, obtemos x ¢ V', o que
¢ uma contradicao.

Podemos assumir, sem perda de generalidade, que ¥, € B}f” (x) e t, < A para todo
n € N. Assim, para cada n € N, podemos definir h,,: [0, \] = R por h,(s) = g(7(s)yn)-
Note que h,, é continua em [0, A], continuamente diferenciavel em (0, A), e h,,(0) = h,(t,) =
0,jaquey, € VO Memn(t,)y, € VN M. Portanto, do Teorema de Rolle, segue que para
cada n € N existe 7, € (0,t,) tal que h,,(7,) = 0 para cada n € N. Mas para cada n € N
e s e (0,)) temos

hin(s) = (Vg(@(s)yn, f(7(5)yn)),

0 que nos da

0 = hip(70) = V(7 () Yns £ (7 (T0)Yn))-

Fazendo n — oo e sendo ¢, f e m continuas, obtemos

(Vg(z), f(z)) =0,

o que contradiz o Lema 5.2, e o resultado esta provado. O
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O resultado acima mostra que, em particular, se M é uma hipersuperficie C*
fechada satisfazendo (5.2), entao M satisfaz a condi¢ao (2.1) de um sistema dindmico
impulsivo. Além disso, na demonstra¢ao vimos que se (V, g) é um mapa local de M em z,

¢ >0 e d > 0 podem ser escolhidos de maneira que BY (z) C V e que
m(t)y € V\ M paratodo 0<t<eeyc By (z)NM.

Para simplificar a nomenclatura, nessas condigdes diremos que (V, g) é um (¢,0)-mapa

local de M em z.

Lema 5.4. Sejam M uma hipersuperficie C', x € M e (V,g) um mapa local de M em
x. Se ACV \ M é conexo entao ou A C Lp ou A C Ly. Em particular, se (V,g) é um
(€,8)-mapa local de M em x entdo para cada y € BY" (z) N M temos

7((0,e))y C Lp ou 7((0,€))y C Ly.

Demonstracao. Assuma que Ap := ANLp # @ e Ay == AN Ly # . Note que
A=ApUApy, com Ap e Ay abertos em A. Portanto obtemos uma cisao nao-trivial de
A, o0 que é uma contradicao, pois A é conexo. O restante da demonstracao segue do fato
de que 7((0,€))y C V' \ M ¢é conexo, para cada y € BX" (x) N M. O

Lema 5.5. Assuma que M é uma hipersuperficie C' satisfazendo (5.2), x € M e (g,V)
é um (€,0)-mapa local de M em x. Se w((0,€¢))z C Lp entdo dado 0 < pu < €, existe
0 <n <9 tal que para cada y € B}f”(m) N Ly temos w(s)y € M para algum 0 < s < p.

Demonstracao. Considere h: V. — R dada por h(z) = g(m(p)z). Por hipotese, temos
h(z) > 0. Sendo g e 7 continuas, existe 7 > 0 tal que se y € By () entdo h(y) > 0.
Para cada y € B} (x) N Ly, definimos 3: [0,u] — R por f(t) = g(n(t)y) e, assim,
B(0) =g(y) <0e B(u
B(s) =0, isto &, g(m(s

= h(y) > 0. Do Teorema do Anulamento, existe s € (0, u) tal que

~—_ —

y) = 0 e, portanto, 7(s)y € M para algum 0 < s < p. O
O resultado acima continua valido intercambiando Lp e Ly.
Teorema 5.6. O conjunto fechado M C R™ é um conjunto impulsivo e satisfaz (T).

Demonstragao. Da Proposigao 5.3 segue que M é um conjunto impulsivo. Agora vamos
mostrar que M satisfaz a condic¢ao (T). Sejam ¢ > 0, z € M, e uma sequéncia { z, },eny C R”
convergente tal que 7(t)z, — x. Podemos supor que z, — z e, portanto, n(t)z = z. Da
Proposigao 5.3 existe um (e, d)-mapa local (V,g) de M em z e podemos assumir que
7(t)z, € V para todo n € N. Se, ao longo de uma subsequéncia, 7(t)z, € V N M entdo
podemos tomar «,, = 0 e, portanto, 7(t + a,)z, € M e o resultado esta provado. Agora,
se m(t)z, € V' \ M, podemos supor, sem perda de generalidade, que g(7((0,€))x) > 0 e
note que, se existe uma subsequéncia {7 (t)zp, }ren de {7(t)z, tnen tal que g(m(t)zn,) <0

para todo £ € N, entao do Lema 5.5 para cada k € N existe 0 < s < + tal que

1
k
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7(sk)m(t)2n, € M, 0 que nos da m(t + s)z,, € M, e o resultado esta provado. Supomos

entao que g(m(t)z,) > 0 para todo n € N e analisamos os seguintes casos:

CAso 1. Existe n > 0 suficientemente pequeno de modo que g(w(s)z) > 0 para todo
0<|s—tl<n.

Neste caso, h(s) = g(m(s)z) ¢ tal que h(s) > 0 para todo 0 < |s —t| < n e
h(t) = g(x) = 0. Logo,

0="H(t) = (Vg(r(t)2), f(n(t)z)) = (Vg(z), f(2)),
e temos uma contradicao com o Lema 5.2 e, portanto, este caso nao pode ocorrer.

CAs0 2. Existe S — 07 de modo que g(m(t — Bx)z) < 0 para todo k € N.

Separamos a prova em dois subcasos.

Subcaso 2.1. g(m(t — Br)z) = 0 ao longo de uma subsequéncia.

Neste subcaso, como 7(t — )z — 7w(t)z = x, entdo para k suficientemente grande
temos d(z, w(t — Br)z) < 0, e assim temos 7(s)mw(t — Bg)z ¢ M para todo 0 < s < €, mas

para k suficientemente grande, temos (3, < € e, portanto,
M>az=mn(t)z=n(B)r(t — Pr)z & M,

e temos uma contradigao. Logo este subcaso nao pode ocorrer.
Subcaso 2.2. g(m(t — Br)z) < 0 para todo k € N.

n—oo

Neste subcaso, para cada k € N fixo temos 7(t — )z, —— 7(t — Bk)z, logo
existe n, € N tal que g(7(t — Bi)zn,) < 0 e, por hipotese g(m(t)zy,) > 0, assim existe
ag € [0k, 0) tal que g(m(t + ag)z,,) = 0, isto &, m(t + ag)z,, € M e o resultado esta
provado. O

Corolario 5.7. Sejam M C R™ uma hipersuperficie C fechada satisfazendo (5.2) e
I: M — R"\ M uma fun¢ao continua. Entao (w, M,I) é um sistema dindmico impulsivo
com M satisfazendo (T).

Note que, nas condigdes acima, quando M é limitado (e, portanto, compacto)
obtemos facilmente a propriedade (H) e, portanto, ¢(xz) = oo para todo x € X. Nesse
caso (m, M, I) define um semigrupo impulsivo 77 em € := R™ \ M. Isso nao é verdade, em
geral, quando M nao ¢ limitado. Considere, por exemplo, o semigrupo em R? dado por
7(t)(z,y) = (z,y —t) para (z,y) € R* e t > 0. Defina M = {(z,0) € R*: z € R} ¢, para
x > 1,defina I((z,0)) = (x+1, m) e,sex < 1defina I((z,0)) = (z+1, 1). Veja que para

1

x > 1 temos ¢(x+1, CES)E

) = (Hll)Q, o que nos da, por exemplo, £((2,1)) =1+ > k% < 00.
k=3
Na verdade, temos ¢((z,y)) < oo sempre que z € R e y > 0.
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PROBLEMAS EM ABERTO

Como em toda pesquisa matematica, tentamos desenvolver a teoria na nossa melhor
capacidade, e introduzimos as condi¢oes necesséarias para que os resultados pudessem
ser provados. Porém, sempre é possivel melhorar e muitas questoes ficam em aberto.
Abaixo, listamos algumas dessas questoes, que ainda precisam de mais estudo para serem

respondidas.

o E possivel obter a condicio (Z) sem ter que pedi-la como hipotese? Ou ainda, é

possivel obter a condigao (Z) com hipoteses que sejam mais simplesmente verificaveis?
o E possivel, no Capitulo 5, mostrar que vale a condicao (Z)?

o E possivel obter exemplos de semigrupos impulsivos dinamicamente gradientes
nos quais hajam solugoes com impulsos que conectam dois invariantes distintos? Ou
sera que todas as solucoes globais limitadas de um semigrupo impulsivo dinamicamente
gradientes que tém impulso estarao automaticamente dentro de algum dos invariantes

separados?
o Como verificar, em aplicagoes, as hipoteses (b) e (c) do Teorema 4.287

o E possivel encontrar exemplos concretos mais complexos, particularmente no caso
infinito-dimensional?

o E possivel, como no capitulo 5, encontrar condicoes sob as quais um subconjunto
M C H é um conjunto impulsivo, satisfazendo a condigao (T, para o semigrupo gerado

pela equagao de evolucao

d
— = Au+ f(u)

em H. Sendo f uma funcao satisfazendo condi¢oes adequadas, H um espaco de Hilbert
e A: D(A) C H — H um operador autoadjunto, positivo, com resolvente compacto,
de maneira que exista um conjunto ortonormal completo {w, },en € D(A) formado por
autovetores de A, associados respectivamente aos autovalores {\,},en, onde 0 < Ay <

Ao <oy Ay — 007
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