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RESUMO

Neste trabalho, inspirados pela literatura sobre perturbações de semigrupos gradientes,
introduzimos as noções de semigrupos impulsivos gradientes e semigrupos impulsivos di-
namicamente gradientes. Para este fim, tivemos que realizar uma pequena alteração na
definição previamente existente de atrator global para semigrupos impulsivos, a fim de que
os resultados envolvendo tais semigrupos para o caso sem impulsos se mantivessem no ce-
nário com impulsos. Mostramos que estes conceitos, sob certas condições, são equivalentes
e, com resultados de robusteza de perturbações de semigrupos dinamicamente gradientes,
mostramos a permanência da estrutura gradiente para semigrupos impulsivos gradientes.
Além disso, apresentamos um capítulo sobre superfícies impulsivas em dimensão finita,
que é particularmente importante para a obtenção de exemplos concretos de semigrupos
impulsivos.

Palavras-chave: Semigrupos impulsivos. Atratores globais. Semigrupos impulsivos gradi-
entes. Semigrupos impulsivos dinamicamente gradientes. Função de Lyapunov. Superfícies
impulsivas.



ABSTRACT

In this work, inspired by the literature on perturbations of gradient semigroups, we
introduce the notions of impulsive gradient semigroups and dynamically impulsive gradient
semigroups. To this end, we had to make a small modification to the previously existing
definition of global attractor for impulsive semigroups, in order to ensure that the results
involving such semigroups in the case without impulses remained valid in the scenario
with impulses. We show that these concepts, under certain conditions, are equivalent, and
with results on the robustness of perturbations of dynamically gradient semigroups, we
demonstrate the persistence of the gradient structure for impulsive gradient semigroups.
In addition, we present a chapter on impulsive surfaces in finite dimensions, which is
particularly important for obtaining concrete examples of impulsive semigroups.

Keywords: impulsive semigroups. Global attractors. Impulsive gradient semigroups. Dy-
namically impulsive gradient semigroups. Lyapunov function. Impulsive surfaces.
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1 INTRODUÇÃO

Sabemos que nas aplicações reais, ao modelarmos matematicamente um problema,
introduzimos simplificações, uma vez que nosso mundo é bastante complicado para le-
varmos todas as possíveis variáveis em consideração. Seja pelo uso de leis empíricas, por
termos dados escassos, ou pelo descarte de algumas interações físicas e/ou biológicas muito
difíceis de modelar, o modelo matemático de um problema presente no mundo real é, quase
sempre, uma aproximação (ou o que chamamos de uma perturbação). A pergunta que
aparece é: se trabalharmos com um modelo perturbado, como garantir que as propriedades
quantitativas obtidas podem ser transportadas ao modelo real? Dito de outra maneira,
quão fiel o nosso modelo aproximado é em relação ao problema real?

Dentro da matemática, costumamos chamar essa propriedade de robusteza da
estrutura sob perturbações. Isto é, ao perturbarmos um modelo, que seria a modelagem
“fiel” do problema (obtida se tivéssemos levado em conta todas as possíveis variáveis), e
obtermos o modelo aproximado, como podemos garantir que as estruturas presentes no
aproximado representam, a menos de um erro muito pequeno, as estruturas do modelo
não-perturbado?

Tal pergunta, abordada em muitos trabalhos da literatura (vide, por exemplo,
(BORTOLAN; CARVALHO, Alexandre N.; LANGA, 2020) e as referências nele contidas)
é complexa e pode ser estudada em vários níveis de profundidade. O primeiro deles, a
semicontinuidade superior de atratores, estudado por exemplo em (BORTOLAN; CAR-
VALHO, Alexandre N.; LANGA, 2020) para o caso sem impulso e em (BONOTTO, E. M.
et al., 2016b; BORTOLAN; UZAL, José Manuel, 2021) para o caso impulsivo, diz respeito
à não-explosão das soluções globais limitadas. Falando informalmente, isto quer dizer que
as soluções globais limitadas do problema perturbado ficam próximas das soluções globais
limitadas do problema limite (isto é, o problema real sem perturbação).

O segundo nível de dificuldade, a semicontinuidade inferior de atratores, diz res-
peito à não-implosão das soluções globais limitadas. Isso quer dizer que, grosseiramente
falando, as soluções globais limitadas do problema perturbado têm, pelo menos, a mesma
complexidade das soluçõs globais do problema limite. Esses dois níveis, quando ocorrem
simultaneamente, nos dão a continuidade dos atratores. Nesse ponto, as soluções globais
limitadas do problema aproximado estão próximas das do problema limite, e são pelo
menos tão complexas quanto.

Neste trabalho abordaremos não só esses dois primeiros níveis, como focaremos
principalmente no terceiro nível: a estabilidade estrutural topológica. Aqui está a maior
contribuição do nosso trabalho: o Teorema 4.28. De maneira simplificada, provamos que
ao perturbarmos adequadamente um modelo com impulsos, o problema resultante tem
um atrator com “a mesma dinâmica” que o atrator do problema limite. Para dar um
melhor sentido a esses termos, vamos explicar mais detalhadamente, e matematicamente,
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o problema com o qual lidamos neste trabalho.

SEMIGRUPOS IMPULSIVOS E ATRATORES GLOBAIS

Seja X um espaço métrico, com métrica d. Um semigrupo em X é uma família
π = {π(t) : t ⩾ 0}, de aplicações π(t) : X → X para cada t ⩾ 0, satisfazendo:
◦ π(0)x = x para todo x ∈ X;

◦ π(t+ s) = π(t)π(s) para todos t, s ⩾ 0;

◦ a aplicação [0,∞)×X ∋ (t, x) 7→ π(t)x ∈ X é contínua.

Um conjunto não vazio e compacto A ⊂ X é dito um atrator global para π se:
◦ A é π-invariante, isto é, π(t)A = A para todo t ⩾ 0;

◦ A π-atrai limitados de X, isto é, se B ⊂ X é um limitado de X então

lim
t→∞

dH(π(t)B,A) = 0, (1.1)

sendo dH a semidistância de Hausdorff , isto é,

dH(C,D) = sup
x∈C

inf
y∈D

d(x, y),

para C,D ⊂ X não vazios.

Observação. Note que podemos escrever (1.1) da seguinte maneira: para cada B ⊂ X

limitado, dado ϵ > 0 existe t0 = t0(ϵ) ⩾ 0 tal que

π(t)B ⊂ Oϵ(A) := {x ∈ X : d(x,A) < ϵ} para t ⩾ t0. (1.2)

Não é difícil ver que, um atrator global, quando existe, é único, e define o compor-
tamento assintótico do semigrupo π, uma vez que atrai todas as trajetórias [0,∞) ∋ t 7→
π(t)x ∈ X. Mais ainda, o atrator global é constituído por todas as trajetórias globalmente
definidas (isto é, definidas para todo t ∈ R) e limitadas. Formalmente, dizemos que uma
função ξ : R→ X é uma solução global de π se π(t)ξ(s) = ξ(t+s) para todos t ⩾ 0 e s ∈ R.
Dizemos que uma solução global ξ de π é limitada se ξ(R) é um subconjunto limitado de
X. Vê-se que, quando π possui um atrator global A, o que descrevemos acima se escreve
matematicamente como

A = {ξ(0) : ξ é uma solução global limitada de π}.

A grosso modo, isto significa que o atrator global é formado por todas as trajetórias rele-
vantes do ponto de vista prático. Portanto, tal objeto desempenha um papel fundamental
na compreensão da dinâmica do semigrupo π. Para um estudo mais detalhado sobre atra-
tores globais para semigrupos o leitor interessado pode consultar (LADYZHENSKAYA,
2022; CARVALHO, Alexandre N.; LANGA; ROBINSON, 2013; BORTOLAN; CARVA-
LHO, Alexandre N.; LANGA, 2020; HALE, 1988; TEMAM, 1997; ARAGÃO-COSTA;
CARVALHO, A. N, 2012) e suas referências.
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Com isso em mente, vários autores nas últimas duas décadas têm tentado replicar
essa noção para semigrupos impulsivos. Combinando os trabalhos de (BONOTTO, Eve-
raldo M. et al., 2017; BONOTTO, Everaldo Mello; KALITA, 2020; BONOTTO, E. M.
et al., 2015; BORTOLAN; UZAL, José Manuel, 2020), apresentaremos abaixo a nossa
versão das noções de semigrupos impulsivos e seus atratores globais.

Definição. Um sistema dinâmico impulsivo (ou sistema dinâmico autônomo
impulsivo), consiste de uma tripla (π,M, I), sendo:
◦ π um semigrupo em um espaço métrico (X, d);

◦ M um subconjunto fechado de X, chamado de conjunto impulsivo, que deverá

satisfazer uma certa condição (veja Definição 2.1);
◦ I : M → X \M uma função contínua, chamada função impulso, e o seu papel será

apresentado mais adiante (ver Definição 2.5).

Observação. Nos trabalhos anteriores, como por exemplo em (BONOTTO, Everaldo
M. et al., 2017; BONOTTO, Everaldo Mello; KALITA, 2020; BORTOLAN; UZAL, José
Manuel, 2020), ainda se pedia que para cada x ∈M existisse ϵ = ϵ(x) > 0 tal que

{z ∈ X : π(t)z = x para algum t ∈ (0, ϵ)} ∩M = ∅. (1.3)

Isto quer dizer que era necessária também a hipótese de que, dado x ∈M , para chegar em
x por um ponto de M , precisaríamos andar pelo menos um intervalo de tempo maior do
que ϵ(x). A condição (1.3), apesar de ter apresentação simples, não é facilmente verificada
em aplicações e, portanto, o desenvolvimento da teoria dos semigrupos impulsivos sem
essa condição representa um avanço significativo que já foi observado nos trabalhos de
(BONOTTO, Everaldo M et al., 2021; DASHKOVSKIY et al., 2021; CARABALLO; UZAL,
José M., 2023), e também nesta tese não necessitamos dessa condição e conseguimos com
isso introduzir uma noção melhor de atratores globais para semigrupos impulsivos.

Com as condições necessárias (veja o Capítulo 2 para a construção detalhada),
usando o sistema dinâmico (π,M, I), podemos definir uma família π̃ = {π̃(t) : t ⩾ 0} de
aplicações π̃ : Ω→ Ω, onde Ω := X \M , satisfazendo:
◦ π̃(0)x = x para todo x ∈ Ω;

◦ π̃(t+ s) = π̃(t)π̃(s) para todos t, s ⩾ 0;

que é chamada de semigrupo impulsivo.
O próximo passo é introduzir uma noção apropriada de atrator global para o

semigrupo impulsivo π̃. Poderíamos trabalhar com a mesma noção de atrator global de
(BONOTTO, E. M. et al., 2015), porém por motivos que detalharemos abaixo, ela (por
muito pouco) não se encaixa em nossos propósitos. Assim, a definição que utilizamos para
este trabalho é a seguinte:

Definição. Um conjunto não vazio A ⊂ Ω é um atrator global para π̃ se:
◦ A é precompacto em X e A = A ∩ Ω (aqui o fecho é tomado em X);
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◦ A é π̃-invariante, isto é, π̃(t)A = A para todo t ⩾ 0;

◦ A π̃-atrai todos os subconjuntos limitados de Ω; isto é, dados B ⊂ Ω um limitado e

U uma vizinhança aberta de A em Ω, existe t0 = t0(U) ⩾ 0 tal que

π̃(t)B ⊂ U para todo t ⩾ t0. (1.4)

Observação. Como dissemos acima, essa definição é inspirada e muito parecida com a
presente em (BONOTTO, E. M. et al., 2015). A diferença é no conceito de atração. Em
(BONOTTO, E. M. et al., 2015) os autores usam a semidistância de Hausdorff (em (1.2)),
considerando apenas ϵ-vizinhanças de A, ao invés de vizinhanças arbitrárias de A em Ω,
como em (1.4). Apesar de ser uma boa definição, ela faz com que os resultados apresentados
no Capítulo 3 sejam falsos. Por essa razão, optamos por introduzir e trabalhar com a
noção de (1.4).

Como no caso sem impulsos, quando um atrator global de π̃ existe, ele é único e
pode ser caracterizado como a união das soluções globais limitadas de π̃ (que têm definição
análoga ao caso sem impulso). Como nada é tão simples assim, essa mudança na definição
veio com um preço. A fim de obter os mesmos resultados de (BONOTTO, E. M. et al.,
2015), inspirados em (BONOTTO, Everaldo Mello; KALITA, 2020; BORTOLAN; UZAL,
José Manuel, 2020), precisamos introduzir uma condição adicional que nos trabalhos
anteriores não era necessária, a qual nomeamos de condição (Z). Quando nos restringimos
ao cenário presente em (BONOTTO, E. M. et al., 2015), a condição (Z) é trivialmente
satisfeita. No Capítulo 2, a teoria de semigrupos impulsivos e seus atratores globais, usando
as definições acima apresentadas, é descrita em detalhes.

Um dos grandes desafios da teoria de semigrupos impulsivos é encontrar exemplos
concretos não-triviais, principalmente os aplicados à equações diferenciais parciais, isto é,
semigrupos impulsivos e seus respectivos atratores globais em espaços infinito-dimensionais.
Mesmo em dimensão finita, encontrar tais exemplos não é simples, quanto mais verificar
todas as condições necessárias para que os resultados sejam aplicados. Pensando nisso,
apresentamos alguns exemplos mais simples para ilustrar a teoria apresentada neste tra-
balho e, adicionalmente, apresentamos o Capítulo 5. Os resultados de tal capítulo não
compõe o cerne principal desta tese, porém apresentam uma grande classe de exemplos de
conjuntos impulsivos para semigrupos em espaços de dimensão finita satisfazendo algumas
(não todas) das condições necessárias para a aplicação de nossos resultados, e são uma
generalização dos resultados de (BONOTTO, E. M. et al., 2016a).

SEMIGRUPOS GRADIENTES, DINAMICAMENTE GRADIENTES E A ESTABILI-
DADE ESTRUTURAL TOPOLÓGICA

Gostaríamos agora de olhar dentro do atrator, isto é, queremos analisar suas es-
truturas internas, para tentar descrevê-lo de maneira mais simples. Mais especificamente,
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queremos descrever o atrator global de um sistema dinâmico impulsivo como a união dos
conjuntos instáveis de seus invariantes isolados. Motivados pelos resultados de (ARAGÃO-
COSTA et al., 2011), para o caso não-impulsivo, as estruturas principais que nos dão
essa caracterização são os semigrupos gradientes. Porém, mostrar que os semigrupos gra-
dientes são estáveis quando perturbados não é uma tarefa simples. Em (CARVALHO,
Alexandre N.; LANGA, 2009), os autores trabalham com a classe auxiliar dos semigrupos
gradient-like que posteriormente recebeu o nome de semigrupos dinamicamente gradientes,
que são os semigrupos cujas propriedades dinâmicas dentro do atrator se assemelham
àquelas dos semigrupos gradientes, e provam que:
◦ a classe dos semigrupos dinamicamente gradientes é estável por perturbações.

Em seguida em (ARAGÃO-COSTA et al., 2011), os autores utilizam a classe dos semigru-
pos dinamicamente gradientes, e provam que:
◦ um semigrupo é dinamicamente gradiente se, e somente se, é gradiente.

Isto mostra, de maneira incrivelmente elegante, que os semigrupos gradientes são estáveis
quando perturbados de maneira adequada.

O nosso objetivo no Capítulo 3 é definir as classes dos semigrupos impulsivos gradi-
entes e semigrupos impulsivos dinamicamente gradientes, e mostrar que, sob determinadas
condições, um semigrupo impulsivo é gradiente se, e somente se, ele é dinamicamente gra-
diente. As demonstrações seguem as ideias do caso não-impulsivo presentes em (ARAGÃO-
COSTA et al., 2011), porém os impulsos apresentam uma dificuldade técnica considerável
(ver, por exemplo, os resultados da Subseção 3.2.2: Proposições 3.28, 3.31, 3.32, Lema
3.27, Teorema 3.37. Subseção 3.2.3: Lema 3.40. Subseção 3.2.4: Lemas 3.51, 3.54), que
foram contornadas pedindo as hipóteses corretas.

Observação. É nesse ponto da teoria que a nossa definição modificada para o atrator
global entra em cena. Um dos principais objetos na demonstração de que um semigrupo
impulsivo dinamicamente gradiente é gradiente é o conceito de atrator local, e o fato de
que um conjunto com conjunto instável trivial é um atrator local. Para definir o atrator
local, usamos o mesmo conceito de atração usado para o atrator global. Com a definição
de (BONOTTO, E. M. et al., 2015), um conjunto poderia ter conjunto instável trivial e
não ser um atrator local, veja o Exemplo 3.3.1 e o conjunto (1, 2].

Com essa equivalência, mostramos, no Capítulo 4, os três níveis de robusteza sob
perturbações discutidos anteriormente: a semicontinuidade superior, a semicontinuidade
inferior e a estabilidade estrutural topológica. A presença de impulsos dificulta os proces-
sos de passagem ao limite, que precisam ser cuidadosamente detalhados, para garantir
que as convergências necessárias são mantidas. Como mencionamos anteriormente, todo
o trabalho culmina no Teorema 4.28, que garante que perturbações adequadas de um
semigrupo impulsivo dinamicamente gradiente dão origem a semigrupos impulsivos que
também são dinamicamente gradientes.
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PRINCIPAIS CONTRIBUIÇÕES DO TRABALHO

As principais contribuições são:

◦ provar, de maneira sistemática, a existência de atrator global, com essa nova defi-
nição, para um semigrupo impulsivo, estendendo a teoria já desenvolvida em (BONOTTO,
E. M. et al., 2015; BORTOLAN; UZAL, José Manuel, 2020; BONOTTO, Everaldo Mello;
KALITA, 2020), dentre outros;

◦ definir os semigrupos impulsivos gradientes e dinamicamente gradientes, e provar
a equivalência entre esses dois conceitos, estendendo os resultados de (ARAGÃO-COSTA
et al., 2011) para o caso impulsivo;

◦ provar a estabilidade estrutural topológica de semigrupos impulsivos dinamica-
mente gradientes, estendendo o Teorema de Carvalho e Langa encontrado em (CARVA-
LHO, Alexandre N.; LANGA, 2009, Theorem 1.5) para o caso impulsivo;

◦ estender os resultados de (BONOTTO, E. M. et al., 2016a) para obter exemplos
de conjuntos impulsivos de semigrupos em espaços de dimensão finita.
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2 TEORIA DE SEMIGRUPOS IMPULSIVOS E SEUS ATRA-

TORES

Como vimos na introdução, sabemos a definição de um semigrupo π num espaço
métrico (X, d) e, agora, definimos formalmente o conceito de sistema dinâmico impulsivo
que usaremos no restante do trabalho.

Definição 2.1 (Sistema dinâmico impulsivo). Um sistema dinâmico impulsivo (ou
sistema dinâmico autônomo impulsivo), consiste de uma tripla (π,M, I), sendo
◦ π um semigrupo em um espaço métrico (X, d);

◦ M um subconjunto fechado de X, chamado de conjunto impulsivo, com a propri-
edade de que para cada x ∈M existe ϵ = ϵ(x) > 0 tal que

π(t)x /∈M para todo 0 < t < ϵ; (2.1)

◦ I : M → X \M uma função contínua, chamada função impulso, e o seu papel será
apresentado mais adiante (ver Definição 2.5).

Observação 2.2. A condição (2.1) nos diz que trajetórias que começam em M devem
sair imediatamente de M e permanecer um pequeno intervalo de tempo fora de M , antes
de possivelmente retornar a M . Note que, além disso, juntamente com a continuidade do
semigrupo π, (2.1) implica que M deve ter interior vazio.

Para continuarmos, definimos

Ω := X \M,

que é um aberto de X, já que M é fechado.

Proposição 2.3. Seja (π,M, I) um sistema dinâmico impulsivo. Para cada x ∈ X, uma
e somente uma das seguintes afirmações é verdadeira:
• π(t)x /∈M para todo t > 0 e, neste caso, definimos ϕ(x) =∞;

• existe um único s > 0 tal que π(s)x ∈M e π(t)x /∈M para 0 < t < s e, neste caso,
definimos ϕ(x) = s.

Demonstração. Assumimos que π(t)x ∈M para algum t > 0. Quando x ∈ Ω, existe r > 0

tal que
Br(x) := {z ∈ X : d(z, x) < r} ⊂ Ω

e, usando a continuidade do semigrupo π, existe ϵ > 0 tal que π(t)x ∈ Br(x) para 0 ⩽ t < ϵ,
implicando, em particular, que π(t)x /∈ M para 0 < t < ϵ. Se x ∈ M , a condição (2.1)
implica na existência de um ϵ > 0 tal que π(t)x /∈M para todo 0 < t < ϵ.

Em qualquer caso podemos definir s = inf{t > 0: π(t)x ∈ M}. É simples ver que
s ⩾ ϵ > 0 e π(t)x /∈ M para 0 < t < s. Além disso, note que π(s)x ∈ M . De fato, seja
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{tn}n∈N ⊂ (0,∞) tal que tn → s e π(tn)x ∈ M para todo n ∈ N. Sendo M fechado e
usando a continuidade do semigrupo π temos M ∋ π(tn)x→ π(s)x ∈M .

Definição 2.4 (Função tempo de impacto). A função ϕ : X → (0,∞], definida na Propo-
sição 2.3, é chamada de função tempo de impacto e, para cada x ∈ X, ϕ(x) é chamado
de tempo de impacto de x.

Uma propriedade simples, porém importante, da função tempo de impacto ϕ é a
seguinte:

se t > 0 e π(t)x ∈M então ϕ(x) ⩽ t. (2.2)

Podemos agora definir a trajetória impulsiva e o papel da função impulso I ficará
claro.

Definição 2.5. A trajetória impulsiva de x ∈ X pelo sistema dinâmico impulsivo
(π,M, I), denotada por π̃(·)x e definida em um intervalo [0, ℓ(x)), é dada indutivamente
pela seguinte regra:
Passo 1: Se ϕ(x) = ∞ definimos ℓ(x) = ∞ e π̃(t)x = π(t)x para todo t ∈ [0,∞). Neste
caso o processo termina aqui.

Contudo, se s1 = ϕ(x) < ∞, tomamos s0 := λ0 := 0, λ1 := s0 + s1, x+0 := x,
x1 := π(s1)x

+
0 , x+1 := I(x1) e definimos π̃(·)x em [λ0, λ1] por

π̃(t)x =

{
π(t)x+0 se λ0 ⩽ t < λ1,

x+1 se t = λ1.

Neste caso, passamos para o Passo 2.

Passo 2: Se ϕ(x+1 ) = ∞ definimos ℓ(x) = ∞ e π̃(t)x = π(t − λ1)x+1 para t ⩾ λ1. Neste
caso o processo termina aqui.

Contudo, se s2 := ϕ(x+1 ) <∞, tomamos λ2 := λ1 + s2, x2 := π(s2)x
+
1 , x+2 := I(x2)

e definimos π̃(·)x em [λ1, λ2] por

π̃(t)x =

{
π(t− λ1)x+1 se λ1 ⩽ t < λ2,

x+2 se t = λ2.

Neste caso, passamos para o próximo passo.

Passo Indutivo: Assuma que π̃(·)x está definida no intervalo [λn−1, λn].
Se ϕ(x+n ) =∞ definimos ℓ(x) =∞ e π̃(t)x = π(t− λn)x+n para todo t ⩾ λn. Neste

caso, o processo termina aqui.
Contudo, se ϕ(x+n ) < ∞, tomamos sn+1 := ϕ(x+n ), λn+1 := λn + ϕ(x+n ), xn+1 :=

π(sn+1)x
+
n , x+n+1 := I(xn+1) e definimos π̃(·)x em [λn, λn+1] por

π̃(t)x =

{
π(t− λn)x+n se λn ⩽ t < λn+1,

x+n+1 se t = λn+1.

Passo de Conclusão: O processo descrito acima pode:
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• terminar após um número finito de passos, a saber se ϕ(x+n ) =∞ para algum n ∈ N
e neste caso a trajetória impulsiva π̃(·)x está definida no intervalo [0,∞);

• ou continuar indefinidamente se ϕ(x+n ) <∞ para todo n ∈ N e, neste caso π̃(·)x está
definida no intervalo [0, ℓ(x)), sendo ℓ(x) = lim

n→∞
λn, que pode ser finito ou infinito.

Os números positivos finitos da coleção estritamente crescente {λn}n são chamados de
tempos de salto de x. A Figura 1 abaixo ilustra a trajetória impulsiva de um ponto
x ∈ X.

I(M) M

•x x1•x+1

x2•x+2

x3•x+3

x4

Figura 1 – Exemplo de trajetória impulsiva π̃(·)x.

Observação 2.6. Note que a coleção {λn}n, dada acima, depende de cada ponto x ∈ X,
isto é, λn = λn(x), sendo

λ0(x) = 0 e λn(x) =
n−1∑
j=0

ϕ(x+j ), n ⩾ 1.

Usaremos λn ou λn(x) indistintamente durante o texto.

Diretamente da definição de trajetória impulsiva, temos π̃(0)x = x para todo
x ∈ X, e também obtemos a seguinte propriedade: para cada x ∈ X e t ∈ (0, ℓ(x)), como
I(M) ⊂ Ω, temos

π̃(t)x ∈ Ω,

isto é, temos o seguinte resultado:

Proposição 2.7. Seja (π,M, I) um sistema dinâmico impulsivo. Então para cada x ∈ X
e t ∈ (0, ℓ(x)) temos π̃(t)x ∈ Ω.
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A prova da próxima proposição é uma adaptação de (BONOTTO, E. M., 2007,
Proposition 2.1).

Proposição 2.8. Se (π,M, I) é um sistema dinâmico impulsivo, então

π̃(t+ s)x = π̃(t)π̃(s)x para todos t, s ∈ [0, ℓ(x)) tal que t+ s ∈ [0, ℓ(x)).

Demonstração. Fixados x ∈ X e t, s ∈ [0, ℓ(x)) com t + s ∈ [0, ℓ(x)). Considere {λn}n
os tempos de salto de x (incluindo λ0 = 0 e, no caso da sequência ser finita {λ1, . . . , λp}
incluímos λp+1 = ∞). Claramente λn ⩽ t < λn+1 para algum n, e vamos analisar os
seguintes casos:

Caso 1. 0 ⩽ s < λn+1 − t.

Neste caso, note que ϕ(π(t− λn)x+n ) = λn+1 − t, pois

π(λn+1 − t)π(t− λn)x+n = π(λn+1 − λn)x+n = xn+1 ∈M,

e, para 0 < β < λn+1 − t, temos λn < β + t < λn+1 e

π(β)π(t− λn)x+n = π(β + t− λn)x+n /∈M.

Logo, π̃(s)π(t− λn)x+n = π(s)π(t− λn)x+n e, portanto,

π̃(s)π̃(t)x = π̃(s)π(t− λn)x+n = π(s)π(t− λn)x+n = π(t+ s− λn)x+n = π̃(t+ s)x,

sendo que a última igualdade segue do fato de que t+ s−λn < λn+1−λn (lembrando que
λn+1 − λn = ϕ(x+n )), e da definição de π̃(·)x.

Caso 2. s ⩾ λn+1 − t.

Neste caso, temos λn+k − t ⩽ s < λn+k+1 − t para algum inteiro positivo k, isto é,
λn+k ⩽ t+ s < λn+k+1. Então, π̃(t+ s)x = π(t+ s− λn+k)x

+
n+k.

Defina y := π(t− λn)x+n . Tomando y+0 := y, segue que ϕ(y) = λn+1 − t e

y+1 = I(π(ϕ(y)y)) = I(π(λn+1 − t)π(t− λn)x+n ) = I(π(λn+1 − λn)x+n ) = I(π(ϕ(x+n ))x
+
n )

= I(xn+1) = x+n+1.

Indutivamente obtemos y+j = x+n+j para j = 2, . . . , k. Tomando m1 := ϕ(y) = λn+1 − t e

mk :=
k−1∑
j=0

ϕ(y+j ), temos

mj+1 −mj = ϕ(y+j ) = λn+j+1 − λn+j para j = 1, . . . , k − 1.

Além disso,

λn+k − t =
k∑

j=2

(λn+j − λn+j−1) + λn+1 − t =
k∑

j=2

(mj −mj−1) +m1 = mk
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e

λn+k+1 − t =
k+1∑
j=2

(λn+j − λn+j−1) + λn+1 − t =
k+1∑
j=2

(mj −mj−1) +m1 = mk+1.

Como λn+k ⩽ t + s < λn+k+1, obtemos mk ⩽ s < mk+1 e, portanto, π̃(s)y =

π(s−mk)y
+
n . Também, uma vez que

s−mk = s− (mk −m1)−m1 = s− (λn+k − λn+1)−m1

= s− λn+k + λn+1 − (λn+1 − t) = t+ s− λn+k,

temos π(s−mk)y
+
n = π(t+ s− λn+k)x

+
n+k. Portanto,

π̃(s)π̃(t)x = π̃(s)π(t− λn)x+n = π̃(s)y = π(s−mk)y
+
n

= π(t+ s− λn+k)x
+
n+k = π̃(t+ s)x,

e a prova está completa.

A seguinte proposição será útil mais adiante.

Proposição 2.9. Seja (π,M, I) um sistema dinâmico impulsivo. Então para cada x ∈ X
e τ ∈ [0, ℓ(x)), o conjunto {π̃(t)x : t ∈ [0, τ ]} é limitado.

Demonstração. Dividimos a demonstração em três casos.

Caso 1. 0 ⩽ τ < ϕ(x).

Neste caso, temos π̃(t)x = π(t)x para todo t ∈ [0, τ ], e a continuidade do semigrupo
π garante que {π(t) : t ∈ [0, τ ]} é compacto e, portanto, limitado.

Caso 2. τ = ϕ(x).

Neste caso,

{π̃(t)x : t ∈ [0, τ ]} ⊂ {π(t)x : t ∈ [0, τ ]} ∪ {I(π(τ))x},

e o segundo conjunto, novamente pela continuidade de π é compacto e, portanto, limitado.

Caso Geral. Considerando os tempos de salto {λn}n de x (incluindo λ0 = 0 e, no caso
da coleção ser finita {λ1, · · · , λp} incluímos λp+1 =∞), temos τ ∈ [λn, λn+1) para algum
n = 0, . . . , p. Assim

{π̃(t)x : t ∈ [0, τ ]} ⊂

(
n−1⋃
j=0

{π̃(t− λj)x+j : t ∈ [0, λj+1 − λj]}

)
∪ {π̃(t)x+n : t ∈ [0, τ − λn]}.

Segue dos Casos 1 e 2 que cada um dos conjuntos do termo da direita é limitado e,
portanto, o resultado está demonstrado.
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Uma vez que nosso objetivo é estudar o comportamento das soluções para tempo
suficientemente grande, vamos assumir que todas as trajetórias impulsivas estão definidas
em [0,∞), isto é, vamos assumir que

ℓ(x) =∞ para todo x ∈ X. (2.3)

Observação 2.10. Uma condição suficiente para garantir que um sistema dinâmico
impulsivo satisfaça (2.3) é assumir que

existe δ > 0 tal que ϕ(x) ⩾ 2δ para todo x ∈ I(M). (H)

Essa condição será crucial para alguns resultados. Note que, quando I(M) é compacto
obtemos (H), (ver Observação 2.19).

Definição 2.11. Um semigrupo impulsivo é um sistema dinâmico impulsivo (π,M, I)

satisfazendo (2.3). Para um semigrupo impulsivo (π,M, I), quando não houver confusão
de quem são M e I, denotamos somente por {π̃(t) : t ⩾ 0}, ou simplesmente por π̃.

Sabemos que π̃(t)Ω ⊂ Ω para todo t ⩾ 0, e assim podemos considerar π̃ como
um semigrupo impulsivo em Ω, e é precisamente isso que faremos daqui por diante.

Para π̃ um semigrupo impulsivo em Ω, dizemos que um conjunto A ⊂ Ω é π̃-
invariante se π̃(t)A = A para todo t ⩾ 0. Além disso, dados A,B ⊂ Ω não vazios, dizemos
que A π̃-atrai B se para cada vizinhança aberta U de A em Ω existe t0 = t0(B,U) ⩾ 0

tal que
π̃(t)B ⊂ U para todo t ⩾ t0.

Dizemos também que A π̃-absorve B se existe t0 = t0(B) ⩾ 0 tal que

π̃(t)B ⊂ A para todo t ⩾ t0.

Agora relembramos a nossa definição de atrator global para um semigrupo impulsivo
π̃.

Definição 2.12. Um conjunto não vazio A ⊂ Ω é um atrator global para π̃ se:
◦ A é precompacto em X e A = A ∩ Ω (aqui o fecho é tomado em X);

◦ A é π̃-invariante;

◦ A π̃-atrai todos os subconjuntos limitados de Ω.

Observação 2.13. A definição acima é inspirada em (BONOTTO, E. M. et al., 2015),
com a diferença no conceito de atração. Em (BONOTTO, E. M. et al., 2015) os autores
usam a semidistância de Hausdorff e, apesar de ser uma boa definição, quando usada
ela introduz dificuldades adicionais nos resultados do Capítulo 3. Mais especificamente
no Lema 3.51 precisamos que um conjunto que tenha conjunto instável trivial seja um
atrator local, porém se usássemos a definição de (BONOTTO, E. M. et al., 2015) isso não
aconteceria, veja o Exemplo 3.3.1 e o conjunto (1, 2].
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Como no caso contínuo, obtemos a unicidade do atrator global.

Lema 2.14. Se π̃ é um semigrupo impulsivo com atrator global A e B ⊂ Ω é limitado e
π̃-invariante então B ⊂ A.

Demonstração. Seja U uma vizinhança aberta de A em Ω. Como B é invariante e A
π̃-atrai B, existe t0 ⩾ 0 tal que

B = π̃(t0)B ⊂ U.

Com isso, mostramos que B ⊂ U para toda vizinhança aberta U de A. Afirmamos que
B ⊂ A. De fato, se esse não é o caso, existe x ∈ B com x /∈ A. Note que x /∈ A, pois do
contrário, x ∈ A ∩ Ω = A. Como x /∈ M , M é fechado, e A é compacto em X podemos
escolher vizinhanças abertas V de x em Ω e W de A em X tais que V ∩W = ∅. Mas
assim, definindo U = W ∩ Ω, temos U uma vizinhança aberta de A em Ω com x /∈ U , o
que nos dá uma contradição e completa a prova.

Diretamente do Lema 2.14 temos o seguinte resultado:

Proposição 2.15. Seja π̃ um semigrupo impulsivo em Ω. Se A1 e A2 são atratores globais
para π̃ então A1 = A2.

Antes de continuarmos, faremos a definição de soluções globais para um semigrupo
impulsivo.

Definição 2.16. Uma função ξ : R→ Ω é uma solução global de π̃ se

π̃(t)ξ(s) = ξ(t+ s),

para todos s ∈ R e t ⩾ 0. Além disso, se x = ξ(0) diremos que ξ é uma solução global
de π̃ por x. Observe que ξ não é necessariamente contínua (veja o Exemplo 3.3.1).

Na teoria de semigrupos contínuos sabemos que o atrator global é formado pelo
conjunto dos pontos pelos quais passa uma solução global limitada, ver (CARVALHO,
Alexandre N.; LANGA; ROBINSON, 2013; ARAGÃO-COSTA; CARVALHO, A. N, 2012).
No caso impulsivo temos a mesma caracterização, que é dada pela próxima proposição e sua
prova é semelhante ao caso contínuo, pois só precisamos das propriedades de invariância
e limitação do atrator global.

Proposição 2.17. Seja π̃ um semigrupo impulsivo com atrator global A. Então

A = {ξ(0) : ξ é uma solução global limitada de π̃}.

Demonstração. Se ξ é uma solução global limitada de π̃ por x, então o conjunto B =

ξ(R) ⊂ Ω é limitado e π̃-invariante, e segue do Lema 2.14 que B ⊂ A. Em particular,
ξ(0) ∈ B ⊂ A.
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Reciprocamente, seja x ∈ A. Sendo A π̃-invariante, sabemos que

A = π̃(1)A,

logo existe x−1 ∈ A tal que x = π̃(1)x−1. Como x−1 ∈ A existe x−2 ∈ A tal que
x−1 = π̃(1)x−2. Indutivamente construímos uma sequência {x−n}n∈N ⊂ A, com x0 = x,
satisfazendo

π̃(1)x−n = x−n+1 para todo n ∈ N.

Defina ξ : R→ Ω por

ξ(t) =

{
π̃(t)x0 se t ⩾ 0

π̃(t+ n)x−n se t ∈ [−n,−n+ 1).

Mostremos que ξ é uma solução global de π̃. Para t, s ⩾ 0 temos ξ(t+ s) = π̃(t+ s)x0 =

π̃(t)π̃(s)x0 = π̃(t)ξ(s). Agora, se t ⩾ 0 e s ∈ [−n,−n + 1), tomamos m ∈ N tal que
m ⩽ t < m+ 1. Quando m ⩾ n temos t+ s ⩾ 0, e assim

π̃(t)ξ(s) = π̃(t)π̃(s+ n)x−n = π̃(t− n)π̃(n)π̃(s+ n)x−n

= π̃(t− n)π̃(s+ n)π̃(n)x−n = π̃(t+ s)x0 = ξ(t+ s).

Quando 0 ⩽ m < n temos −n+m ⩽ t+ s < −n+m+ 1 e

π̃(t)ξ(s) = π̃(t)π̃(s+ n)x−n = π̃(t−m)π̃(m)π̃(s+ n)x−n

= π̃(t−m)π̃(s+ n)π̃(m)x−n = π̃(t+ s+ n−m)x−m = ξ(t+ s),

o que mostra que ξ é solução global de π̃ por x. Além disso, segue da π̃-invariância de A
que ξ(t) ∈ A para todo t ∈ R. Em particular, ξ é limitada, o que conclui a prova.

2.1 PROPRIEDADES DE CONTINUIDADE DE ϕ E RESULTADOS DE CONVER-
GÊNCIA

Para estudar o comportamento assintótico de um semigrupo impulsivo, precisa-
remos de algumas propriedades da função tempo de impacto e de alguns resultados de
convergência que apresentaremos a seguir.

Lema 2.18. Seja π̃ um semigrupo impulsivo, e consideremos xn → x ∈ Ω. Então:
(a) lim inf

n→∞
ϕ(xn) ⩾ ϕ(x), isto é, ϕ é semicontínua inferiormente em Ω;

(b) se [0,∞) ∋ ϵn → 0 então π̃(ϵn)xn → x.

Demonstração. (a) Seja s := lim inf
n→∞

ϕ(xn). Se s =∞, nada temos a fazer. Suponha então
que s < ∞. A menos de subsequências, podemos assumir que ϕ(xn) → s. Da definição
de ϕ temos π(ϕ(xn))xn ∈ M para todo n ∈ N. Da continuidade do semigrupo π temos
π(ϕ(xn))xn → π(s)x, e como M é fechado obtemos π(s)x ∈M . Se s = 0 teríamos x ∈M ,
o que é uma contradição. Portanto, s > 0 e de (2.2), segue que ϕ(x) ⩽ s.
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(b) Usando o item (a), para n suficientemente grande obtemos 0 ⩽ ϵn <
ϕ(x)
2

<

ϕ(xn). Portanto, π̃(ϵn)xn = π(ϵn)xn → π(0)x = x.

Observação 2.19. Usando a semicontinuidade inferior da função tempo de impacto é
simples verificar que, quando I(M) é compacto obtemos (H). De fato, suponha que não
vale (H) então para cada n ∈ N existe xn ∈ I(M) tal que ϕ(xn) < 1

n
. Como I(M) é

compacto, existe um ponto x ∈ I(M) e uma subsequência {xnk
}k∈N tal que xnk

→ x, e do
Lema 2.18 obtemos ϕ(x) ⩽ 0 o que é uma contradição.

O primeiro passo é provar a semicontinuidade superior de ϕ em X. Para isso,
introduziremos uma condição de bom comportamento do semigrupo π perto de M . Tal
condição é a seguinte:

dado t > 0, x ∈M, e uma sequência convergente {zn}n∈N em X

tal que π(t)zn → x, existe uma sequência {αn}n∈N ⊂ R

com αn → 0 e t+ αn > 0 para todo n ∈ N tal que, a menos de

subsequências, temos π(t+ αn)zn ∈M.

(T)

Lema 2.20. Suponha que π̃ seja um semigrupo impulsivo satisfazendo a condição (T).
Consideremos xn → x ∈ X. Então lim sup

n→∞
ϕ(xn) ⩽ ϕ(x), isto é, ϕ é semicontínua superi-

ormente em X.

Demonstração. Se s := ϕ(x) = ∞ não há nada a provar. Agora, se s < ∞ temos
π(s)x ∈ M . Definindo β := lim sup

n→∞
ϕ(xn), podemos supor, a menos de subsequências,

que ϕ(xn) → β. Da continuidade do semigrupo π obtemos π(s)xn → π(s)x. Usando (T)
existe αn → 0 com s+αn > 0 tal que π(s+αn)xn ∈M , a menos de subsequências. Usando
(2.2) temos

ϕ(xn) ⩽ s+ αn = ϕ(x) + αn,

e fazendo n→∞ obtemos β ⩽ ϕ(x), o que conclui a prova.

Combinando os Lemas 2.18 e 2.20 obtemos o seguinte resultado:

Teorema 2.21. Se π̃ é um semigrupo impulsivo satisfazendo a condição (T), então a
função X ∋ x 7→ ϕ(x) é semicontínua superiormente em X e contínua em Ω.

Usando o Teorema 2.21 obtemos o seguinte resultado de convergência para o
semigrupo impulsivo π̃.

Proposição 2.22. Seja π̃ um semigrupo impulsivo satisfazendo (T). Então dados t ⩾ 0

e xn → x ∈ Ω, existe uma sequência [0,∞) ∋ ϵn → 0 tal que

π̃(t+ ϵn)xn → π̃(t)x.
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Demonstração. Do Teorema 2.21 sabemos que lim
n→∞

ϕ(xn) = ϕ(x). Com isso, se s :=

ϕ(x) =∞, temos ϕ(xn) > t para todo n suficientemente grande, e assim

π̃(t)xn = π(t)xn → π(t)x = π̃(t)x,

e o resultado segue tomando ϵn = 0 para todo n ∈ N. Nos resta então provar o resultado
para s <∞. Para isso, analisaremos três casos distintos.

Caso 1. 0 ⩽ t < s.
Neste caso, segue da continuidade de ϕ em Ω, para n suficientemente grande temos

t < ϕ(xn). Tomando ϵn = 0 para n ∈ N obtemos

π̃(t+ ϵn)xn = π̃(t)xn = π(t)xn → π(t)x = π̃(t)x,

e este caso está provado.

Para os dois casos restantes vamos provar, primeiramente, que existe R ∋ αn → 0

tal que π̃(t+ αn)xn → π̃(t)x.

Caso 2. t = s.
Tomando tn = ϕ(xn) temos tn → s = t, e da continuidade do semigrupo π obtemos

π(tn)xn → π(t)x. Assim,

π̃(tn)xn = I(π(tn)xn)→ I(π(t)x) = π̃(t)x.

Definindo αn := ϕ(xn)− s = tn − t para n ∈ N, este caso está provado.

Caso 3. t > s.
Neste caso, lembrando da definição de trajetória impulsiva, existe m ∈ N tal que

t =
m−1∑
i=0

ϕ((x0)
+
i ) + t′ com 0 ⩽ t′ < ϕ((x0)

+
m), onde (x0)

+
0 := x. Como no Caso 2, obtemos

(xn)
+
1 = I(π(ϕ(xn)xn))→ I(π(s)x) = (x0)

+
1 .

Sabemos que (x0)
+
1 ∈ Ω e, do Teorema 2.21, segue que ϕ((xn)+1 )→ ϕ((x0)

+
1 ). Aplicando

novamente os mesmos argumentos do Caso 2, obtemos

(xn)
+
2 = I(π(ϕ((xn)

+
1 ))(xn)

+
1 )→ I(π(ϕ((x0)

+
1 ))(x0)

+
1 ) = (x0)

+
2 ∈ Ω.

Continuando com esse processo obtemos ϕ((xn)+i )→ ϕ((x0)
+
i ) e

(xn)
+
i = I(π(ϕ(xn)

+
i−1)(xn)

+
i−1)→ I(π(ϕ((x0)

+
i−1))(x0)

+
i−1) = (x0)

+
i ∈ Ω,

para i = 1, . . . ,m− 1. Tomando tn =
m−1∑
i=0

ϕ((xn)
+
i ), então tn →

m−1∑
i=0

ϕ0((x0)
+
i ) = t− t′, e

assim definimos αn := tn+t
′−t para cada n ∈ N. Claramente αn → 0 e t+αn = tn+t

′ ⩾ 0.
Como para n suficientemente grande temos t′ < ϕ((xn)

+
m), então

π̃(t+ αn)xn =π̃(t′ + tn)xn = π̃(t′)π̃(tn)xn = π̃(t′)(xn)
+
m

=π(t′)(xn)
+
m → π(t′)(x0)

+
m = π̃(t)x,



Capítulo 2. Teoria de semigrupos impulsivos e seus atratores 26

e este caso está provado.

Para os Casos 2 e 3, provamos que existe uma sequência R ∋ αn → 0 com
yn := π̃(t + αn)xn → π̃(t)x := y. Temos y ∈ Ω e, definindo ϵn := αn + |αn| para cada
n ∈ N temos ϵn ⩾ 0 para todo n ∈ N e, pelo Lema 2.18, temos

π̃(t+ ϵn)xn = π̃(|ϵn|)yn → y = π̃(t)x,

e o resultado está provado.

Precisaremos de resultados de convergência um pouco mais precisos do que somente
o dado na Proposição 2.22. Tais resultados, adaptados de (BONOTTO, Everaldo M.;
GIMENES; SOUTO, 2017, Lemma 2.4), são apresentados a seguir. O primeiro deles nos
diz que não precisamos de nenhuma correção quando fazemos a convergência para um
tempo que não é um tempo de salto do ponto x ∈ Ω.

Proposição 2.23. Seja π̃ um semigrupo impulsivo satisfazendo (T). Sejam também x ∈ Ω

e t ⩾ 0 tal que t ̸= λk(x) para todo k. Se tn → t, com tn ⩾ 0 para todo n ∈ N, e xn → x

então
π̃(tn)xn → π̃(t)x.

Demonstração. O caso t = 0 é o resultado do Lema 2.18 (b). Assuma então t > 0 e
escolha k tal que λk(x) < t < λk+1(x). Como ϕ((xn)+j ) → ϕ(x+j ) para cada j, e tn → t,
podemos assumir que λk(xn) < tn < λk+1(xn) para todo n ∈ N. Então

π̃(tn)xn = π(tn − λk(xn))(xn)+k
n→∞−→ π(t− λk(x))x+k = π̃(t)x,

e o resultado está completo.

Definimos a semiórbita impulsiva de x como o conjunto

γ̃+(x) = {π̃(t)x : t ∈ [0, ℓ(x))}.

O próximo resultado, que será extremamente útil mais adiante, lida com o caso quando t
é exatamente um ponto de salto de x ∈ Ω.

Proposição 2.24. Seja π̃ um semigrupo impulsivo satisfazendo (T). Sejam também x ∈ Ω

e t = λk(x) para algum k > 0. Se tn → t, com tn ⩾ 0 para todo n ∈ N, e xn → x então
{π̃(tn)xn}n∈N possui uma subsequência convergente para algum ponto ou em γ̃+(x) ou em
γ̃+(x) ∩M .

Demonstração. Separamos a demonstração em dois casos.

Caso 1. A menos de subsequências, tn < t para n ∈ N.

Como λk−1(x) < λk(x) = t, tn < t para todo n ∈ N e tn → t então para n

suficientemente grande, temos λk−1(xn) < tn. Dividimos essa prova em dois subcasos.
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Subcaso 1.1. A menos de subsequências, tn < λk(xn) para n ∈ N.
Neste subcaso, podemos definir sn := tn − λk−1(xn). Note que 0 ⩽ sn < λk(xn)−

λk−1(xn) = ϕ((xn)
+
k−1) e λk−1(xn)

n→∞−→ λk−1(x) e, portanto, sn → λk(x) − λk−1(x) =

ϕ(x+k−1). Logo,

π̃(tn)xn = π̃(sn)π̃(λk−1(xn))xn = π̃(sn)(xn)
+
k−1

= π(sn)(xn)
+
k−1

n→∞−→ π(ϕ(x+k−1))x
+
k−1 = xk ∈ γ̃+(x) ∩M.

Subcaso 1.2. A menos de subsequências, tn ⩾ λk(xn) para n ∈ N.
Aqui, como tn → t = λk(x) e λk(xn)

n→∞−→ λk(x), para n suficientemente grande,
temos tn < λk+1(xn). Assim, definimos rn := tn − λk(xn) e vemos que 0 ⩽ rn < λk+1(xn)

e rn → 0. Além disso,

π̃(tn)xn = π̃(rn)(xn)
+
k = π(rn)(xn)

+
k

n→∞−→ x+k ∈ γ̃
+(x).

Caso 2. A menos de subsequências, tn ⩾ t para n ∈ N.
Como tn ⩾ t para todo n ∈ N, definimos sn := tn − t, e com isso sn ⩾ 0 e

sn → 0. Como λk(xn) → λk(x), definindo Tn := λk(xn) − λk(x) para n ∈ N temos
tn = λk(xn) + sn − Tn, e separamos nos seguintes subcasos:

Subcaso 2.1. A menos de subsequências, sn − Tn ⩾ 0 para todo n ∈ N.
Como (xn)

+
k

n→∞−→ x+k e sn − Tn → 0, usando o Lema 2.18 (b), obtemos

π̃(tn)xn = π̃(sn − Tn)π̃(λk(xn))xn = π̃(sn − Tn)(xn)+k
n→∞−→ x+k ∈ γ̃

+(x).

Subcaso 2.2. A menos de subsequências, sn − Tn < 0 para todo n ∈ N.
Como λk−1(xn)→ λk−1(x) < t, então para n suficientemente grande λk−1(xn) < t,

e assim ϕ((xn)
+
k−1) > Tn e, consequentemente, ϕ((xn)+k−1) − Tn + sn > 0. Escrevendo

tn = λk−1(xn)+ϕ((xn)
+
k−1)−Tn+sn para cada n ∈ N, e notando que ϕ((xn)+k−1)−Tn+sn <

ϕ((xn)
+
k−1) e sn − Tn → 0, temos

π̃(tn)xn = π̃(ϕ((xn)
+
k−1)− Tn + sn)π̃(λk−1(xn))xn = π̃(ϕ((xn)

+
k−1)− Tn + sn)(xn)

+
k−1

= π(ϕ((xn)
+
k−1)− Tn + sn)(xn)

+
k−1

n→∞−→ π(ϕ(x+k−1))x
+
k−1 = xk ∈ γ̃+(x) ∩M,

o que completa a demonstração.

O seguinte resultado, é original de nossa autoria e será necessário mais a frente.

Proposição 2.25. Seja π̃ um semigrupo impulsivo satisfazendo (H) e (T). Dados t0 ⩾ 0,
x ∈ Ω e xn → x, se λk(x) é o último tempo de salto de x no intervalo [0, t0] então existe
η > 0 tal que para n suficientemente grande λk(xn) é o último tempo de salto de xn no
intervalo [0, t0 + η]. Além disso, (xn)+i → x+i e ϕ((xn)+i )→ ϕ(x+i ) para i = 0, . . . , k.
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Demonstração. Sabemos do Teorema 2.21 que ϕ(xn)→ ϕ(x) e, se ϕ(x) <∞ temos

(xn)
+
1 = I(π(ϕ(xn)xn)→ I(π(ϕ(x))x) = x+1 .

Disso é claro que ϕ((xn)+i )→ ϕ(x+i ) e, enquanto ϕ(x+i ) <∞, temos (xn)
+
i+1 → x+i+1.

Como λk(x) é o último tempo de salto de x em [0, t0] então λk+1(x) > t0 e podemos
escolher η > 0 suficientemente pequeno tal que λk+1(x) > t0 + η.

Assim, para n suficientemente grande temos pelo menos k tempos de salto de xn
em [0, t0 + η] e, além disso, (xn)+i → x+i e ϕ((xn)+i )→ ϕ(x+i ) para i = 0, . . . , k.

Assim, da convergência que provamos acima, para n suficientemente grande temos
λk+1(xn) > t0+η, mostrando que λk(xn) é o úlimo tempo de salto de xn em [0, t0+η].

Para darmos continuidade, precisaremos das seguintes definições:

Definição 2.26. Seja π̃ um semigrupo impulsivo. Diremos que π̃ é:
(a) assintoticamente compacto se dadas sequências {xn}n∈N ⊂ Ω limitada e tn →∞

tais que a sequência {π̃(tn)xn}n∈N é limitada, então {π̃(tn)xn}n∈N possui subsequên-
cia convergente em X;

(b) dissipativo se existe um subconjunto não vazio, limitado e fechado B0 de Ω que
π̃-absorve todos os conjuntos limitados de Ω. Neste caso, o conjunto B0 é chamado
de conjunto absorvente para π̃.

Note que se π̃ é dissipativo, a compacidade assintótica pode ser escrita como: dadas
sequências {xn}n∈N ⊂ Ω limitada e tn → ∞ então {π̃(tn)xn}n∈N possui subsequência
convergente em X.

O próximo resultado nos dá a convergência da função ϕ em situações nas quais o
limite está em M , e sua prova é uma adaptação de (BORTOLAN; UZAL, José Manuel,
2021, Lemma 4.3).

Proposição 2.27. Seja π̃ um semigrupo impulsivo assintoticamente compacto e dissi-
pativo, satisfazendo (H) e (T). Se {xn}n∈N é uma sequência limitada em X, tn → ∞ e
x ∈M são tais que π̃(tn)xn → x, então ϕ(π̃(tn)xn)→ 0.

Demonstração. Para cada n ∈ N, denotamos por τn o último tempo de salto de xn no
intervalo [0, tn + δ

2
], onde δ > 0 vem da condição (H). Se não existe nenhum tempo de

salto nesse intervalo, tomamos τn = 0. Temos os seguintes casos:

Caso 1. Existe 0 < ϵ < δ
2

tal que, a menos de subsequências, τn ⩽ tn − ϵ.
Neste caso, temos τn < tn − ϵ

2
e como τn é o último tempo de salto de xn no

intervalo [0, tn +
δ
2
], obtemos

π̃(tn)xn = π̃( ϵ
2
)π̃(tn − ϵ

2
)xn = π( ϵ

2
)yn,

sendo yn := π̃(tn − ϵ
2
)xn. Da compacidade assintótica de π̃, existe y ∈ X tal que yn → y,

a menos de subsequências.
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Como π( ϵ
2
)yn = π̃(tn)xn → x ∈M , da condição (T) existe αn → 0 com ϵ

2
+ αn > 0

tal que π( ϵ
2
+αn)yn ∈M , a menos de subsequências. Para n suficientemente grande temos

αn <
δ
2

e assim
π̃(tn + αn)xn = π̃( ϵ

2
+ αn)yn = π( ϵ

2
+ αn)yn,

o que nos dá π̃(tn + αn)xn ∈M , o que é uma contradição. Portanto, este caso não pode
ocorrer.

Caso 2. Existe 0 < ϵ < δ
2

tal que, a menos de subsequências, τn ⩾ tn + ϵ.
Neste caso, temos tn+ϵ ⩽ τn ⩽ tn+

δ
2

e podemos assumir, sem perda de generalidade,
que τn − tn → s ∈ [ϵ, δ

2
]. Considere yn := π̃(tn − δ)xn, e da compacidade assintótica de

π̃ segue que yn → y, a menos de subsequência. Como (tn + δ
2
) − (tn − δ) = 3δ

2
< 2δ, a

condição (H) implica que τn é o único tempo de salto de xn no intervalo [tn − δ, tn + δ
2
].

Note que ϕ(yn) = τn − tn + δ, então

M ∋ π(τn − tn + δ)yn → π(s+ δ)y ∈M.

Vamos mostrar agora que π(t)y /∈M para t ∈ (0, s+δ). De fato, se para algum t ∈ (0, s+δ)

isso não ocorresse, como yn → y e π(t)yn → π(t)y ∈ M , a condição (T) implica na
existência de uma sequência αn → 0 com t + αn > 0 tal que π(t + αn)yn ∈ M , a menos
de subsequências. Tomando β > 0 de modo que t + β < s + δ, e para n suficientemente
grande obtemos que t+αn < t+ β < τn− tn + δ, o que contraria o fato de que τn− tn + δ

é tempo de impacto de yn, e assim segue que π(t)y /∈ M para t ∈ (0, s + δ). Isso prova
que ϕ(y) = s+ δ.

Agora, como

π̃(tn)xn = π̃(δ)π̃(tn − δ)xn = π̃(δ)yn = π(δ)yn,

e fazendo n→∞, obtemos M ∋ x = π(δ)y, o que é uma contradição, pois ϕ(y) = s+ δ e
δ < s+ δ. Portanto, este caso não pode ocorrer.

Caso 3. tn − τn → 0.

Subcaso 3.1. τn ⩽ tn, a menos de subsequências.

Definindo as sequências zn := π̃(τn)xn ∈ I(M) e yn := π̃(tn−δ)xn, da compacidade
assintótica podemos assumir que, a menos de subsequências, zn → z e yn → y. Para n
suficientemente grande temos τn − tn + δ > 0 e, da condição (H), τn é o único tempo de
salto de xn em [tn − δ, tn + δ

2
]. Isso nos dá que ϕ(yn) = τn − tn + δ, e assim

zn = π̃(τn − tn + δ)π̃(tn − δ)xn = π̃(τn − tn + δ)yn = I(π(τn − tn + δ)yn)→ I(π(δ)y).

Então z = I(π(δ)y) ∈ Ω.
Por outro lado, da condição (H) temos

π̃(t)zn = π(t)zn, para todo t ∈ [0, 2δ).
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Para n suficientemente grande temos tn − τn < 2δ e assim

π̃(tn)xn = π̃(tn − τn)π̃(τn)xn = π̃(tn − τn)zn = π(tn − τn)zn → z,

logo M ∋ x = z e temos uma contradição. Portanto este subcaso não pode ocorrer.

Subcaso 3.2. τn > tn, a menos de subsequências.

Seja τn−1 o penúltimo tempo de salto de xn no intervalo [0, tn +
δ
2
]. Se não existe

tal tempo de salto nesse intervalo, tomamos τn−1 = 0. Da condição (H) podemos assumir
que τn−1 < tn, e usando a definição de trajetória impulsiva para t ∈ [τn−1, τn) temos

π̃(t)xn = π(t− τn−1)z
+
n ,

com z+n ∈ I(M) e τn = τn−1 + ϕ(z+n ).
Em particular,

π̃(tn)xn = π(tn − τn−1)z
+
n .

Para s ∈ (0, τn − tn) temos 0 < s+ tn − τn−1 < τn − τn−1 = ϕ(z+n ) e assim

π(s)π̃(tn)xn = π(s+ tn − τn−1)z
+
n /∈M

e
π(τn − tn)π̃(tn)xn = π(τn − τn−1)z

+
n = π(ϕ(z+n ))z

+
n ∈M.

Concluímos então que ϕ(π̃(tn)xn) = τn − tn → 0, e o resultado está provado.

A seguir apresentamos uma proposição que será útil em aplicações, e é uma adap-
tação de (BONOTTO, Everaldo Mello; KALITA, 2020, Lemma 6.3)

Proposição 2.28. Seja π̃ um semigrupo impulsivo dissipativo com um conjunto absorvente
B0, satisfazendo (H). Assuma que π(t) : X → X é um operador compacto para cada t > 0.
Então π̃ é assintoticamente compacto.

Demonstração. Sejam tn →∞ e {xn}n∈N ⊂ X uma sequência limitada e, para cada n ∈ N,
denotamos por τn o último tempo de salto de xn no intervalo [0, tn +

δ
2
], onde δ > 0 vem

da condição (H). Se não existe nenhum tempo de salto nesse intervalo, tomamos τn = 0.
Temos os seguintes casos:

Caso 1. Existe 0 < ϵ < δ
2

tal que, a menos de subsequências, τn ⩽ tn − ϵ.
Neste caso, temos τn < tn − ϵ

2
e como τn é o último tempo de salto de xn no

intervalo [0, tn +
δ
2
], obtemos

π̃(tn)xn = π̃( ϵ
2
)π̃(tn − ϵ

2
)xn = π( ϵ

2
)yn,

sendo yn := π̃(tn− ϵ
2
)xn. Uma vez que π̃ é dissipativo, existe n0 ∈ N tal que {yn}n∈N ⊂ B0

para todo n ⩾ n0, ou seja, {yn}n∈N é limitada e como π( ϵ
2
) : X → X é um operador

compacto, existe y ∈ X tal que π( ϵ
2
)yn → y, a menos de subsequências.
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Caso 2. Existe 0 < ϵ < δ
2

tal que, a menos de subsequências, τn ⩾ tn + ϵ.
Considere yn := π̃(tn − δ)xn, e da dissipatividade segue que {yn}n∈N é limitada.

Note que τn − tn + δ ⩾ δ + ϵ > 0 e como (tn + δ
2
) − (tn − δ) = 3δ

2
< 2δ, a condição (H)

implica que τn é o único tempo de salto de xn no intervalo [tn − δ, tn + δ
2
], o que nos dá

ϕ(yn) = τn − tn + δ.
Assim,

π̃(tn)xn = π̃(δ)π̃(tn − δ)xn = π̃(δ)yn = π(δ)yn,

e uma vez que π(δ) : X → X é um operador compacto, existe y ∈ X tal que π(δ)yn → y,
a menos de subsequências.

Caso 3. tn − τn → 0.

Subcaso 3.1. τn ⩽ tn, a menos de subsequências.

Definindo as sequências zn := π̃(τn)xn ∈ I(M) e yn := π̃(tn − δ)xn, da dissipati-
vidade {yn}n∈N é limitada e como π( δ

2
) : X → X é compacto, existe y ∈ X tal que, a

menos de subsequências, π( δ
2
)yn → y. Para n suficientemente grande temos τn− tn+ δ

2
> 0

e, da condição (H), τn é o único tempo de salto de xn em [tn − δ, tn + δ
2
]. Isso nos dá

ϕ(yn) = τn − tn + δ, e assim

zn = π̃(τn− tn + δ)π̃(tn− δ)xn = π̃(τn− tn + δ)yn = I(π(τn− tn + δ
2
)π( δ

2
)yn)→ I(π( δ

2
)y).

Por outro lado, da condição (H) temos

π̃(t)zn = π(t)zn, para todo t ∈ [0, 2δ).

Para n suficientemente grande, temos tn − τn < 2δ e assim

π̃(tn)xn = π̃(tn − τn)π̃(τn)xn = π̃(tn − τn)zn = π(tn − τn)zn → I(π( δ
2
)y).

Subcaso 3.2. τn > tn, a menos de subsequências.

Considere yn := π̃(tn − δ)xn, novamente da dissipatividade obtemos que {yn}n∈N
é limitada. Sabemos que tn − δ < τn ⩽ tn + δ

2
e como (tn + δ

2
) − (tn − δ) = 3δ

2
< 2δ, a

condição (H) nos diz que τn é o único tempo de salto de xn no intervalo [tn − δ, tn + δ
2
].

Isso nos dá ϕ(yn) = τn − tn + δ, logo

π̃(tn)xn = π̃(δ)yn = π(δ)yn,

e sendo π(δ) : X → X compacto, existe y ∈ X tal que π(δ)yn → y, a menos de subsequên-
cias, e o resultado está provado.

2.2 EXISTÊNCIA DO ATRATOR GLOBAL

Como sabemos, na teoria de atratores globais para semigrupos, o conjunto ω-limite
tem um papel fundamental. Aqui, não esperaríamos que as coisas fossem diferentes e,
assim, definimos a noção de conjunto ω-limite impulsivo.
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Definição 2.29. Seja π̃ um semigrupo impulsivo. Para B ⊂ Ω e t ⩾ 0 definimos

γ̃+t (B) = {π̃(s)x : s ⩾ t e x ∈ B},

e o conjunto ω-limite impulsivo de B como

ω̃(B) =
(⋂

t⩾0

γ̃+t (B)
)
∩ Ω.

Analogamente ao caso de semigrupos, obtemos o seguinte resultado de caracteriza-
ção para conjunto ω-limite impulsivo.

Lema 2.30. Temos

ω̃(B) = {x ∈ Ω: existem {xn}n∈N ⊂ B e tn →∞ com π̃(tn)xn → x}.

Demonstração. Se x ∈ ω̃(B) então x ∈ Ω e x ∈ γ̃+n (B) para cada n ∈ N, e assim existem
xn ∈ B e tn ⩾ n tais que d(x, π̃(tn)xn) < 1

n
. Portanto, tn →∞ e π̃(tn)xn → x.

Reciprocamente, se x ∈ Ω é tal que π̃(tn)xn → x, onde {xn}n∈N ⊂ B e tn → ∞,
então dado t ⩾ 0 existe n0 ∈ N tal que tn ⩾ t para todo n ⩾ n0 e, portanto, π̃(tn)xn ∈
γ̃+t (B) para todo n ⩾ n0. Como π̃(tn)xn → x temos x ∈ γ̃+t (B). Uma vez que t ⩾ 0 é
arbitrário, obtemos x ∈ ω̃(B).

Um resultado útil que usaremos mais adiante é o seguinte:

Proposição 2.31. Se B ⊂ Ω e t ⩾ 0 temos ω̃(π̃(t)B) = ω̃(B).

Demonstração. Seja x ∈ ω̃(B) com tn → ∞ e {xn}n∈N ⊂ B tais que π̃(tn)xn → x.
Podemos assumir que tn ⩾ t para todo n ∈ N e, portanto,

π̃(tn − t)π̃(t)xn = π̃(tn)xn → x,

o que nos dá x ∈ ω̃(π̃(t)B), uma vez que {π̃(t)xn}n∈N ⊂ π̃(t)B e tn − t→∞.
Reciprocamente, se x ∈ ω̃(π̃(t)B) existem tn →∞ e {xn}n∈N ⊂ B tais que

π̃(tn + t)xn = π̃(tn)π̃(t)xn → x.

Como tn + t→∞, obtemos x ∈ ω̃(B).

Iremos agora procurar condições sob as quais o semigrupo impulsivo π̃ possui um
atrator global. Para esse propósito, apresentaremos alguns resultados auxiliares.

Lema 2.32. Seja π̃ um semigrupo assintoticamente compacto, satisfazendo (H) e (T). Se
B ⊂ Ω é não vazio e limitado e x ∈M é tal que existem tn →∞ e {xn}n∈N ⊂ B tal que
π̃(tn)xn → x, então I(x) ∈ ω̃(B).
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Demonstração. Da Proposição 2.27, sn = ϕ(π̃(tn)xn)→ 0 e assim zn := π(sn)π̃(tn)xn ∈M
é tal que zn → x, e z+n := π̃(sn)π̃(tn)xn = I(zn)→ I(x). Por outro lado, z+n = π̃(tn+sn)xn

e como tn + sn →∞, segue que I(x) ∈ ω̃(B).

Proposição 2.33. Seja π̃ um semigrupo impulsivo assintoticamente compacto e dissipa-
tivo, satisfazendo (H) e (T). Se B ⊂ Ω é limitado e não vazio então ω̃(B) é não vazio e
relativamente compacto em X.

Demonstração.
∗ ω̃(B) é não vazio.

Sejam tn → ∞ e {xn}n∈N ⊂ B sequências quaisquer. Como π̃ é assintoticamente
compacto, a sequência {π̃(tn)xn}n∈N é relativamente compacta em X e, portanto, existe
x ∈ X tal que, a menos de subsequências, π̃(tn)xn → x. Se x ∈ Ω então x ∈ ω̃(B). Se
x ∈M , segue do Lema 2.32 que I(x) ∈ ω̃(B). Em qualquer cenário, ω̃(B) ̸= ∅.

∗ ω̃(B) é relativamente compacto em X.

Considere {yn}n∈N ⊂ ω̃(B), logo existem sequências tkn → ∞ quando k → ∞ e
{xkn}k∈N ⊂ B tais que π̃(tkn)xkn → yn quando k →∞, assim para cada k ∈ N existe nk ∈ N
tal que tknk

> k e d(π̃(tknk
)xknk

, yn) < 1/k para todo k ∈ N. Tomando sk = tknk
e zk = xknk

obtemos sk →∞ e {zk}k∈N ⊂ B. Da compacidade assintótica, a sequência {π̃(sk)zk}k∈N
possui subsequência convergente, que denotamos igual, para um ponto x ∈ X, isso implica
que yk → x e mostra que ω̃(B) é relativamente compacto.

Proposição 2.34. Seja π̃ um semigrupo impulsivo assintoticamente compacto, satisfa-
zendo (H) e (T). Se B ⊂ Ω é não vazio, limitado e x ∈ M é tal que existem tn → ∞ e
{xn}n∈N ⊂ B tal que π̃(tn)xn → x, então x ∈ ω̃(B).

Demonstração. Usando a Proposição 2.27 segue que sn := ϕ(π̃(tn)xn) → 0, e podemos
assumir sem perda de generalidade que 0 < sn <

δ
4

para cada n ∈ N.
Tomando m0 ∈ N tal que 1

m0
< δ

2
e fixando m ⩾ m0, definimos wn,m := π̃(tn− 1

m
)xn.

Da compacidade assintótica de π̃ existem uma subsequência de {wn,m}n∈N, que denotamos
a mesma, e um ponto wm tal que wn,m

n→∞−→ wm, para cada m ⩾ m0.
Afirmamos que para cada m ⩾ m0 existe n1 = n1(m) ∈ N tal que ϕ(wn,m) >

1
m

para
todo n ⩾ n1. De fato, se isso não for verdade, para algum m ⩾ m0 existe uma subsequência
de {wn,m}n∈N, que denotamos igual, tal que ϕ(wn,m) ⩽ 1

m
para cada n ∈ N. Portanto,

a menos de subsequência, podemos assumir que ϕ(wn,m)
n→∞−→ α ∈ [0, 1

m
] e definindo

zn,m := π(ϕ(wn,m))wn,m ∈M temos zn,m
n→∞−→ π(α)wm := zm ∈M . Considerando vn,m :=

π̃(ϕ(wn,m))wn,m = I(zn,m), obtemos vn,m
n→∞−→ I(zm) := vm. Da condição (H), ϕ(vm) ⩾ 2δ

e, do Teorema 2.21, para n suficientemente grande temos

ϕ(vn,m) ⩾
1

2
ϕ(vm) ⩾ δ >

1

m
.
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Logo,

π(sn +
1
m
− ϕ(wn,m))vn,m = π(sn)π(

1
m
− ϕ(wn,m))vn,m

(∗)
=π(sn)π̃(

1
m
− ϕ(wn,m))vn,m = π(sn)π̃(

1
m
)wn,m = π(sn)π̃(tn)xn ∈M,

onde em (∗) usamos o fato de que 1
m
− ϕ(wn,m) <

1
m
< δ e vn,m ∈ I(M). Isso implica que

ϕ(vn,m) ⩽ sn +
1

m
− ϕ(wn,m) < sn +

1

m
<
δ

4
+
δ

2
=

3δ

4
< δ,

o que contraria ϕ(vn,m) ⩾ 2δ, e a afirmação está provada.
Da afirmação, para n ⩾ n1 temos

π( 1
m
)wn,m = π̃( 1

m
)wn,m = π̃( 1

m
)π̃(tn − 1

m
)xn = π̃(tn)xn,

e fazendo n→∞ temos
π( 1

m
)wm = x, para m ⩾ m0.

Se tivéssemos wm ∈ M , como wn,m = π̃(tn − 1
m
)xn

n→∞−→ wm, seguiria da Proposição 2.27
que ϕ(wn,m)

n→∞−→ 0, o que contradiz a afirmação de que ϕ(wn,m) >
1
m

para todo n ⩾ n1.
Portanto, wm ∈ ω̃(B) para todo m ⩾ m0.

Da Proposição 2.33, segue que ω̃(B) é relativamente compacto em X e, portanto,
podemos supor que, a menos de subsequências, wm → w. Logo w ∈ ω̃(B) e

x = lim
m→∞

π( 1
m
)wm = w,

o que nos dá x ∈ ω̃(B) e completa a prova.

Corolário 2.35. Seja π̃ um semigrupo impulsivo assintoticamente compacto, satisfazendo
(H) e (T). Se B ⊂ Ω é não vazio e limitado então

ω̃(B) = {x ∈ X : existem {xn}n∈N ⊂ B e tn →∞ com π̃(tn)xn → x}.

Em particular, ω̃(B) = ω̃(B) ∩ Ω.

Demonstração. Usando a Proposição 2.34 vemos facilmente que

{x ∈ X : existem {xn}n∈N ⊂ B e tn →∞ com π̃(tn)xn → x} ⊂ ω̃(B).

Reciprocamente, se x ∈ ω̃(B) e ω̃(B) ∋ yn → x então existem tnk →∞ quando k →∞ e
{xnk}k∈N ⊂ B tais que π̃(tnk)xnk → yn quando k → ∞. Para cada n ∈ N existe kn > n tal
que d(π̃(tnkn)x

n
kn
, yn) <

1
n
. Tomando sn := tnkn e zn := xnnk

, temos sn →∞, {zn}n∈N ⊂ B e
π̃(sn)zn → x. A última afirmação é trivial e, assim, a prova está completa.

Proposição 2.36. Seja π̃ um semigrupo impulsivo dissipativo com um conjunto absorvente
B0. Então para cada B ⊂ X temos

ω̃(B) ⊂ ω̃(B0) ⊂ B0.
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Demonstração. Se x ∈ ω̃(B0), existem sequências tn →∞ e {xn}n∈N ⊂ B0 com π̃(tn)xn →
x. Sendo π̃ dissipativo e B0 limitado, existe n0 ∈ N tal que π̃(tn)xn ∈ B0 para todo n ⩾ n0.
Como B0 é fechado em Ω e x ∈ Ω, obtemos x ∈ B0. Assim ω̃(B0) ⊂ B0.

Agora, se x ∈ ω̃(B) então existem sequências tn → ∞ e {xn}n∈N ⊂ B com
π̃(tn)xn → x quando n → ∞. Da dissipatividade, existe t0 ⩾ 0 tal que π̃(t0)B ⊂ B0,
implicando que yn = π̃(t0)xn ∈ B0 para cada n ∈ N. Como tn →∞ existe n0 ∈ N tal que
tn ⩾ t0 para todo n ⩾ n0 e, portanto,

π̃(tn − t0)yn = π̃(tn − t0)π̃(t0)xn = π̃(tn)xn → x.

Uma vez que tn − t0 → ∞ e {yn}n∈N ⊂ B0, obtemos x ∈ ω̃(B0) e o resultado está
completo.

Proposição 2.37. Seja π̃ um semigrupo assintoticamente compacto e dissipativo, satisfa-
zendo (H) e (T). Se B ⊂ Ω é não vazio e limitado, então ω̃(B) é π̃-invariante.

Demonstração. Seja x ∈ ω̃(B), então existem {xn}n∈N ⊂ B, tn →∞ tal que π̃(tn)xn → x.
Da Proposição 2.22, dado t ⩾ 0 existe ϵn ⩾ 0 com ϵn → 0 de modo que

π̃(t+ ϵn)π̃(tn)xn → π̃(t)x,

e como tn + t+ ϵn →∞, então π̃(t)x ∈ ω̃(B) e obtemos a invariância positiva.
Para a invariância negativa tome x ∈ ω̃(B), então π̃(tn)xn → x. Seja t ⩾ 0

fixo, e uma vez que π̃ é assintoticamente compacto podemos assumir, passando a uma
subsequência se necessário, que {π̃(tn − t)xn}n∈N é convergente para algum ponto y ∈ X,
isto é, yn := π̃(tn − t)xn → y e temos os seguintes casos:

Caso 1. y ∈ Ω.
Neste caso, y ∈ ω̃(B). Além disso, da Proposição 2.22, existe ϵn ⩾ 0 com ϵn → 0

tal que π̃(t+ ϵn)yn → π̃(t)y. Por outro lado, π̃(t+ ϵn)yn = π̃(ϵn + tn)xn = π̃(ϵn)π̃(tn)xn, e
do Lema 2.18 (b), segue que

π̃(ϵn)π̃(tn)xn → x,

e assim x = π̃(t)y com y ∈ ω̃(B).

Caso 2. y ∈M .
Neste caso, y ∈ ω̃(B) ∩ M . Como yn → y, usando a Proposição 2.27 temos

sn = ϕ(yn) → 0 e, do Lema 2.32, segue que I(y) ∈ ω̃(B). Assim, zn = π(sn)yn ∈ M

é tal que zn → y e z+n = π̃(sn)yn = I(zn)→ I(y) := z. Da Proposição 2.22 existe ϵn ⩾ 0

com ϵn → 0 tal que
π̃(t+ ϵn)z

+
n → π̃(t)z,

e, por outro lado,

π̃(t+ ϵn)z
+
n = π̃(t+ ϵn)π̃(sn)yn = π̃(sn + ϵn)π̃(tn)xn,
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e uma vez que sn + ϵn → 0, do Lema 2.18 (b) segue que π̃(sn + ϵn)π̃(tn)xn → x e assim
x = π̃(t)z com z ∈ ω̃(B), e o resultado segue.

Neste ponto, alguns resultados se tornam diferentes. Uma vez que estamos usando
uma noção diferente de atração para definir o atrator global, os resultados que envolvem
essa propriedade precisam ser provados de maneira cuidadosa novamente, pois não são
análogos aos existêntes na literatura. Para esse propósito, introduzimos a seguinte condição
técnica:

dados B ⊂ Ω não vazio e limitado, {tn}n∈N ⊂ (0,∞) com lim inf
n→∞

tn > 0,

{xn}n∈N ⊂ Ω limitada, com π̃(tn)xn → x ∈ ω̃(B) ∩M , e U uma vizinhança

aberta de ω̃(B) então π̃(tn0)xn0 ∈ U para algum n0 ∈ N.

(Z)

Observação 2.38. Dado C ⊂ Ω, se nos restringíssemos às vizinhanças abertas da forma

OΩ
r (C) = {x ∈ Ω: d(x,C) < r}

para r > 0, a condição (Z) estaria satisfeita. De fato, se r > 0 então

ω̃(B) ⊂ OX
r (ω̃(B)) := {y ∈ X : d(y, ω̃(B)) < r},

e como x ∈ ω̃(B)∩M ⊂ ω̃(B) e π̃(tn)xn → x, então para n suficientemente grande teríamos
π̃(tn)xn ∈ OX

r (ω̃(B)). Portanto, como π̃(tn)xn ∈ Ω obtemos π̃(tn)xn ∈ OΩ
r (ω̃(B)).

Entretanto, não queremos nos restringir a esse cenário, uma vez que ele não é o
mais adequado para desenvolver a teoria do Capítulo 3.

Proposição 2.39. Seja π̃ um semigrupo impulsivo assintoticamente compacto e dissipa-
tivo, satisfazendo as condições (H), (T) e (Z). Se B ⊂ Ω é não vazio e limitado então
ω̃(B) π̃-atrai B.

Demonstração. Se isto não ocorre, existem uma vizinhança aberta U0 de ω̃(B) em Ω e
sequências tn →∞ e {xn}n∈N ⊂ B tal que

π̃(tn)xn /∈ U0.

Usando a compacidade assintótica, a menos de subsequências, existe x ∈ X tal que
π̃(tn)xn → x. Como U0 é aberto em Ω, existe um aberto V0 em X tal que U0 = V0 ∩ Ω.
Agora, uma vez que π̃(tn)xn /∈ U0 e π̃(tn)xn ∈ Ω, obtemos π̃(tn)xn /∈ V0. Portanto, x /∈ V0.
Se x ∈ Ω, então teríamos x ∈ ω̃(B) ⊂ V0, o que é uma contradição. Assim x ∈ ω̃(B) ∩M .
Dessa forma, segue de (Z) que existe n0 ∈ N tal que π̃(tn0)xn0 ∈ U0, o que nos dá uma
contradição e conclui a prova.

Com isso podemos enunciar e provar o principal resultado desta seção.
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Teorema 2.40 (Existência do atrator global). Seja π̃ um semigrupo impulsivo assintoti-
camente compacto e dissipativo com conjunto absorvente B0, satisfazendo (H), (T) e (Z).
Então A = ω̃(B0) é o atrator global de π̃.

Demonstração. Já sabemos que A = ω̃(B0) é não vazio, relativamente compacto em X e,
do Corolário 2.35, segue que A = A∩Ω. Da Proposição 2.37, sabemos que A é π̃-invariante.
Agora, dados B ⊂ Ω limitado e U vizinhança aberta de A em Ω, como A = ω̃(B0) π̃-atrai
B0, existe t1 ⩾ 0 tal que π̃(t)B0 ⊂ U para todo t ⩾ t1. Além disso, existe t2 ⩾ 0 tal que
π̃(t)B ⊂ B0 para todo t ⩾ t2. Para t ⩾ t0 := t1 + t2 temos t− t2 ⩾ t1 e

π̃(t)B = π̃(t− t2)π̃(t2)B ⊂ π̃(t− t2)B0 ⊂ U,

o que mostra que A π̃-atrai B. Portanto, A é o atrator global de π̃.

Observação 2.41. Faremos frequentemente o uso da Proposição 2.27 no seguinte cenário:
se π̃ é um semigrupo impulsivo, assintoticamente compacto e dissipativo, satisfazendo (H),
(T) e (Z), com atrator global A, então se A ∋ xn → x ∈M temos ϕ(xn)→ 0. Isso segue
diretamente do fato de que existe {yn}n∈N ⊂ A tal que π̃(n)yn = xn, e a Proposição 2.27
se aplica.

No que segue, para encerrar este capítulo, apresentaremos um exemplo de um
semigrupo impulsivo com atrator global, em dimensão finita.

Exemplo 2.42 (Adaptado de (BONOTTO, E. M. et al., 2015)). Considere a equação{
ẋ = f(x), t > 0,

x(0) = x0 ∈ Rn,
(2.4)

onde f ∈ C(Rn) é localmente Lipschitz contínua. Supondo que todas as soluções de (2.4)
estão definidas para t ⩾ 0 e que dependam continuamente de (t, x0), esse problema define
um semigrupo π = {π(t) : t ⩾ 0} em Rn, onde [0,∞)×Rn ∋ (t, x0)→ π(t)x0 ∈ Rn denota
a única solução de (2.4) no tempo t ⩾ 0.

Sejam M ⊂ Rn um conjunto impulsivo compacto e I : M → Rn \M uma função
impulso (assim, (H) está satisfeita e o sistema dinâmico impulsivo (π,M, I) define um
semigrupo impulsivo π̃ = {π̃(t) : t ⩾ 0} em Ω = Rn \M). Assuma ainda que (T) e (Z)
estejam satisfeitas1 e consideremos g ∈ C1(Rn,R) uma função que satisfaz as seguintes
condições:

(i) ∇g(x) · f(x) ⩽ α1 − α2g(x), para todo x ∈ Rn;

(ii) g(I(x)) ⩽ µ, para todo x ∈M ;
1 No Capítulo 5 veremos condições que garantem que M satisfaz (T). Infelizmente, no momento, ainda

não conseguimos obter condições que garantam que π̃ satisfaça (Z) e, portanto, assumimos que ela é
válida. Porém, tendo em vista a Observação 2.38, poderíamos omitir a condição (Z) e obteríamos um
atrator global cuja propriedade de atração se restringe à vizinhanças da forma OΩ

r (C).
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(iii) g−1
(
(−∞, µ+ α1

α2
]
)

é limitado;
onde α1, α2, µ > 0 são constantes positivas.

É simples ver que, em dimensão finita, a existência de um conjunto absorvente para
π̃ implica na compacidade assintótica de π̃, já que limitados são relativamente compactos.
Assim, tendo em vista o Teorema 2.40, para mostrar que π̃ tem um atrator global, basta
provar a existência de um conjunto absorvente B0 para π̃.

Lema 2.43. Se z ∈ I(M) então g(π̃(t)z) ⩽ µ+ α1

α2
para todo t ⩾ 0.

Demonstração. Sejam z ∈ I(M) e 0 ⩽ t ⩽ ϕ(z) (se ϕ(z) = ∞ tomamos 0 ⩽ t < ϕ(z)).
Então, por (i) temos

d

dt
g(π(t)z) = ∇g(x(t)) · ẋ(t) = ∇g(π(t)z) · f(π(t)z) ⩽ α1 − α2g(π(t)z).

Logo, se y(t) = g(π(t)z) temos

ẏ(t) + α2y(t) ⩽ α1 ⇔
d

dt
(eα2ty(t)) ⩽ α1e

α2t ⇔ y(t) ⩽ e−α2ty(0) +
α1

α2

,

e por (ii) temos g(π(t)z) ⩽ µ+ α1

α2
para todo 0 ⩽ t ⩽ ϕ(z), o que nos dá

g(π̃(t)z) ⩽ µ+
α1

α2

para todo 0 ⩽ t ⩽ ϕ(z).

Se ϕ(z) =∞, a prova acaba aqui. Caso contrário, como z+1 = π̃(ϕ(z)z) ∈ I(M), podemos
repetir o processo acima iniciando em z+1 e indutivamente obtemos o resultado.

Teorema 2.44. O semigrupo impulsivo π̃ é dissipativo e, portanto, possui um atrator
global A.

Demonstração. Seja B0 = g−1
(
(−∞, µ+ α1

α2
]
)
\M . De (iii), B0 ⊂ Ω é limitado e, como

B0 = B0 ∩ Ω, então B0 é fechado em Ω. Nos resta mostrar que B0 π̃-absorve todos os
conjuntos limitados de Ω e, para isso, é suficiente provar que para cada x ∈ Ω existem
δx > 0 e t0 = t0(x, δx) ⩾ 0 tais que

π̃(t)y ∈ B0, para todo y ∈ Bδx(x) e t ⩾ t0.

Temos dois casos para analisar.

Caso 1. ϕ(x) <∞.
Pelo Teorema 2.21 sabemos que ϕ é contínua em Ω e, portanto, para x ∈ Ω existe

δx > 0 tal que |ϕ(y)−ϕ(x)| < 1 se y ∈ Bδx(x), então ϕ(y) < 1+ϕ(x) para todo y ∈ Bδx(x).
Tomando t0 = sup{ϕ(y) : y ∈ Bδx(x)} ⩽ 1 + ϕ(x) < ∞, segue que para todo t ⩾ t0 e
y ∈ Bδx(x) temos π̃(t)y = π̃(t−ϕ(y))π̃(ϕ(y)y) = π̃(t−ϕ(y))z, sendo z = π̃(ϕ(y)y) ∈ I(M).
Logo, pelo Lema 2.43, obtemos

g(π̃(t)y) ⩽ µ+
α1

α2

para todo t ⩾ t0.
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Caso 2. ϕ(x) =∞.
Considere B ⊂ Ω, uma bola centrada em x. Da continuidade de g, existe β =

maxy∈B g(y). Seja k > max
{
0,−α−1

2 ln
(

µ
1+|β|

)}
e, pela continuidade de ϕ em x ∈ Ω,

existe δ = δ(x, k) > 0 tal que ϕ(y) > k para todo y ∈ Bδ(x) ⊂ B. Agora, podemos separar
Bδ(x) = B1 ∪B2 sendo B1 = {y ∈ Bδ(x) : ϕ(y) =∞} e B2 = {y ∈ Bδ(x) : k < ϕ(y) <∞}.

Seja y ∈ B1 e, usando argumentos análogos aos da prova do Lema 2.43 temos

g(π(t)y) ⩽ e−α2tg(y) +
α1

α2

⩽ βe−α2t +
α1

α2

.

Seja t0 := max
{
0,−α−1

2 ln
(

µ
1+|β|

)}
. Se t0 = 0, então ln

(
µ

1+|β|

)
⩾ 0 o que nos dá µ

1+|β| ⩾ 1,
ou seja, µ ⩾ 1 + |β| > |β| e, assim para todo t ⩾ t0 e y ∈ B1 temos

g(π(t)y) ⩽ βe−α2t +
α1

α2

⩽ |β|e−α2t0 +
α1

α2

< µ+
α1

α2

.

Se t0 = −α−1
2 ln

(
µ

1+|β|

)
, então para todo t ⩾ t0 e y ∈ B1 temos

g(π(t)y) ⩽ βe−α2t +
α1

α2

⩽ |β|e−α2t0 +
α1

α2

=
|β|

1 + |β|
µ+

α1

α2

< µ+
α1

α2

.

Como π̃(t)y = π(t)y para todo y ∈ B1 e t ⩾ 0 temos

g(π̃(t)y) ⩽ µ+
α1

α2

, (2.5)

para todo t ⩾ t0 e y ∈ B1.
Agora, considere y ∈ B2. Por cálculos análogos, para todo k ⩽ t < ϕ(y) e y ∈ B2

temos (2.5). Caso t ⩾ ϕ(y), então t − ϕ(y) ⩾ 0 e o Lema 2.43 nos dá (2.5) para todo
t ⩾ ϕ(y) e y ∈ B2. Portanto, obtemos (2.5) para todo t ⩾ ϕ(y) e y ∈ Bδ(x).
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3 SEMIGRUPOS IMPULSIVOS GRADIENTES E DINAMI-

CAMENTE GRADIENTES

3.1 SEMIGRUPOS IMPULSIVOS GRADIENTES

Nesta seção, inspirados por (ARAGÃO-COSTA; CARVALHO, A. N, 2012), vamos
definir a noção de semigrupos impulsivos gradientes, introduzida por nós nesta tese. Para
tanto, no que segue, a menos que dito explicitamente o contrário, assumiremos que:

π̃ é um semigrupo impulsivo assintoticamente compacto, dissipativo, satisfazendo
(H), (T) e (Z), e com atrator global A.

Definição 3.1. Um conjunto π̃-invariante E ⊂ A é um invariante isolado se E = E∩Ω
e existe uma vizinhança aberta U de E em Ω tal que se F é um conjunto π̃-invariante
com E ⊂ F ⊂ U , então F = E.

A coleção E = {E1, . . . , Ep} é uma família separada de invariantes isolados
se Ei é um invariante isolado para cada i = 1, . . . , p e existe ϵ0 > 0 tal que

Oϵ0(Ei) ∩ Oϵ0(Ej) = ∅ para 1 ⩽ i < j ⩽ p. (3.1)

No caso contínuo o termo utilizado é o de família disjunta. Nesse caso os invariantes
já são compactos e, sendo disjuntos, estão separados por uma distância positiva. No
caso impulsivo, como os invariantes não são necessariamente fechados eles poderiam ser
disjuntos sem estarem separados por uma distância positiva. Por esse motivo utilizamos o
termo família separada ao considerarmos a condição (3.1).

Lema 3.2. Se E ⊂ Ω é um conjunto π̃-invariante com E = E ∩ Ω, então E = ω̃(E).

Demonstração. Como E ⊂ Ω é π̃-invariante, dado x ∈ E existe {xn}n∈N ⊂ E tal que
π̃(n)xn = x e, trivialmente, temos x ∈ ω̃(E). Reciprocamente, se x ∈ ω̃(E) então x ∈ Ω

e existem tn → ∞ e {xn}n∈N ⊂ E com π̃(tn)xn → x. Da π̃-invariância de E, sabemos
que π(tn)xn ∈ E para todo n ∈ N, o que implica x ∈ E ∩ Ω = E, e o resultado está
provado.

Lema 3.3. Seja E um conjunto limitado e π̃-invariante com E = E ∩ Ω. Dadas solução
global limitada ξ de π̃, sn → −∞ com ξ(sn) → z ∈ E ∩M , e U vizinhança aberta de E
em Ω, existe n0 ∈ N tal que ξ(sn0) ∈ U .

Demonstração. Defina n1 = 1. Existe n2 > 1 tal que sn2 + 2 < sn1 . Indutivamente,
escolhemos nk tal que snk

+ k < snk−1
. Assim ξ(snk−1

) = π̃(snk−1
− snk

)ξ(snk
) para cada

k ∈ N, com snk−1
− snk

> k. A conclusão segue diretamente do Lema 3.2 e da condição
(Z).
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Definição 3.4 (Semigrupo impulsivo gradiente). Dizemos que π̃ é um semigrupo
impulsivo gradiente com respeito à uma família separada de invariantes isolados
E = {E1, . . . , Ep} se existe uma função contínua V : Ω→ R, tal que:

(i) [0,∞) ∋ t 7→ V (π̃(t)x) ∈ R é decrescente, para cada x ∈ Ω;

(ii) V é constante em cada Ei, i = 1, . . . , p;

(iii) Se x ∈ Ω é tal que V (π̃(t)x) = V (x) para todo t ⩾ 0, então x ∈ Ei para algum
i = 1, . . . , p.

Tal função é chamada de função de Lyapunov para π̃ relativa à E.

Definição 3.5 (α-limite impulsivo). Se ξ é uma solução global de π̃ por x ∈ X, definimos
a órbita global de x relativa a ξ por γξ(x) = {ξ(t) : t ∈ R}. Neste caso, para t ∈ R
escrevemos (γξ)−t (x) = {ξ(s) : s ∈ (−∞, t]} e definimos o conjunto α-limite de x relativo
a ξ por

α̃ξ(x) =
(⋂

t⩽0

(γξ)
−
t (x)

)
∩ Ω.

Daqui por diante assumiremos que π̃ é um semigrupo impulsivo gradiente com
respeito à E = {E1, . . . , Ep}, com função de Lyapunov V .

Como no caso contínuo, temos a seguinte caracterização do conjunto α-limite:

Proposição 3.6. Se ξ é uma solução global limitada de π̃ por x, então

α̃ξ(x) = {y ∈ Ω: existe tn →∞ com ξ(−tn)→ y}.

Demonstração. Se y ∈ α̃ξ(x) então y ∈ Ω e y ∈ {ξ(s) : s ∈ (−∞, t]} para todo t ⩽ 0.
Assim, para cada n ∈ N, existe tn ⩾ n tal que d(y, ξ(−tn)) < 1

n
e, portanto, ξ(−tn)→ y.

Reciprocamente, sejam y ∈ Ω, tn →∞ com ξ(−tn)→ y e t ⩽ 0. Existe n0 ∈ N tal
que −tn ⩽ t para todo n ⩾ n0. Portanto, ξ(−tn) ∈ {ξ(s) : s ∈ (−∞, t]}, e como ξ(sn) =
ξ(−tn)→ y, então y ∈ (γξ)

−
t (x). Da arbitrariedade de t ⩽ 0 obtemos y ∈ α̃ξ(x).

Lema 3.7. Se ξ é uma solução global limitada de π̃ por x e y ∈M é tal que existe tn →∞
com ξ(−tn)→ y, então I(y) ∈ α̃ξ(x).

Demonstração. Da Observação 2.41 sn = ϕ(ξ(−tn))→ 0 e assim zn := π(sn)ξ(−tn) ∈M
é tal que zn → y, e z+n := π̃(sn)ξ(−tn) = I(zn)→ I(y). Por outro lado, z+n = ξ(−tn + sn)

e como −tn + sn →∞, segue que I(y) ∈ α̃ξ(x).

Proposição 3.8. Se ξ é uma solução global limitada de π̃ por x então α̃ξ(x) ⊂ A, α̃ξ(x)

é não vazio e relativamente compacto em X.

Demonstração. Sejam y ∈ α̃ξ(x) e tn →∞ com ξ(−tn)→ y. Sabemos que ξ(R) ⊂ A, logo
y ∈ A ∩ Ω = A. Disso segue que α̃ξ(x) ⊂ A e, diretamente, obtemos α̃ξ(x) relativamente
compacto em X, já que A o é.
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Como {ξ(−n)}n∈N ⊂ A, existe y ∈ X tal que, a menos de subsequências, ξ(−n)→ y.
Se y ∈ Ω então y ∈ α̃ξ(x). Se y ∈ M , do Lema 3.7 obtemos I(y) ∈ α̃ξ(x). Em qualquer
cenário, mostramos que α̃ξ(x) ̸= ∅.

Proposição 3.9. Se ξ é uma solução global limitada de π̃ por x e y ∈M é tal que existe
tn →∞ com ξ(−tn)→ y então y ∈ α̃ξ(x).

Demonstração. Usando a Observação 2.41 segue que sn := ϕ(ξ(−tn)) → 0 e podemos
assumir, sem perda de generalidade, que 0 < sn <

δ
4

para cada n ∈ N.
Tomando m0 ∈ N tal que 1

m0
< δ

2
e fixando m ⩾ m0, definimos wn,m := ξ(−tn− 1

m
).

Da compacidade assintótica de π̃ existem uma subsequência de {wn,m}n∈N, que denotamos
a mesma, e um ponto wm tal que wn,m

n→∞−→ wm, para cada m ⩾ m0.
Afirmamos que para cada m ⩾ m0 existe n1 = n1(m) ∈ N tal que ϕ(wn,m) >

1
m

para
todo n ⩾ n1. De fato, se isso não for verdade, para algum m ⩾ m0 existe uma subsequência
de {wn,m}n∈N, que denotamos igual, tal que ϕ(wn,m) ⩽ 1

m
para cada n ∈ N. Portanto,

a menos de subsequências, podemos assumir que ϕ(wn,m)
n→∞−→ α ∈ [0, 1

m
] e definindo

zn,m := π(ϕ(wn,m))wn,m ∈M temos zn,m
n→∞−→ π(α)wm := zm ∈M . Considerando vn,m :=

π̃(ϕ(wn,m))wn,m = I(zn,m), obtemos vn,m
n→∞−→ I(zm) := vm. Da condição (H), ϕ(vm) ⩾ 2δ

e, do Teorema 2.21, para n suficientemente grande temos

ϕ(vn,m) ⩾
1

2
ϕ(vm) ⩾ δ >

1

m
.

Logo,

π(sn +
1
m
− ϕ(wn,m))vn,m = π(sn)π(

1
m
− ϕ(wn,m))vn,m

(∗)
=π(sn)π̃(

1
m
− ϕ(wn,m))vn,m = π(sn)π̃(

1
m
)wn,m = π(sn)ξ(−tn) ∈M,

onde em (∗) usamos o fato de que 1
m
− ϕ(wn,m) <

1
m
< δ e vn,m ∈ I(M). Isso implica que

ϕ(vn,m) ⩽ sn +
1

m
− ϕ(wn,m) < sn +

1

m
<
δ

4
+
δ

2
=

3δ

4
< δ,

o que contraria ϕ(vn,m) ⩾ 2δ, e a afirmação está provada.
Da afirmação, para n ⩾ n1 temos

π( 1
m
)wn,m = π̃( 1

m
)wn,m = π̃( 1

m
)ξ(−tn − 1

m
) = ξ(−tn),

e fazendo n→∞ temos
π( 1

m
)wm = y, para m ⩾ m0.

Se tivéssemos wm ∈ M , como wn,m = π̃(tn − 1
m
)xn

n→∞−→ wm, seguiria da Proposição 2.27
que ϕ(wn,m)

n→∞−→ 0, o que contradiz a afirmação de que ϕ(wn,m) >
1
m

para todo n ⩾ n1.
Portanto wm ∈ α̃ξ(x) para todo m ⩾ m0.
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Da Proposição 3.8, segue que α̃ξ(x) é relativamente compacto em X e assim pode-
mos supor, a menos de subsequências, que wm → w. Logo w ∈ α̃ξ(x) e

y = lim
m→∞

π( 1
m
)wm = w,

o que mostra que y ∈ α̃ξ(x) e completa a prova.

Corolário 3.10. Se ξ é uma solução global limitada de π̃ por x então

α̃ξ(x) = {y ∈ X : existe tn →∞ com ξ(−tn)→ y}.

Em particular, α̃ξ(x) = α̃ξ(x) ∩ Ω.

Demonstração. Usando a Proposição 3.9 vemos facilmente que

{y ∈ X : existe tn →∞ com ξ(−tn)→ y} ⊂ α̃ξ(x).

Reciprocamente, se x ∈ α̃ξ(x) e α̃ξ(x) ∋ yn → x então existem tnk → ∞ quando k → ∞
tais que ξ(−tnk)xnk → yn quando k → ∞. Para cada n ∈ N existe kn > n tal que
d(ξ(−tnkn), yn) <

1
n
. Tomando sn := tnkn temos sn →∞ e ξ(−sn)→ y. A última afirmação

é trivial e, assim, a prova está completa.

Como no caso contínuo, obtemos o seguinte resultado:

Proposição 3.11. As seguintes afirmações são válidas:
(a) se ξ é uma solução global limitada de π̃ por x e y ∈ α̃ξ(x) então V (ξ(−t)) t→∞−→ V (y);

(b) se x ∈ Ω e y ∈ ω̃(x) então V (π̃(t)x)
t→∞−→ V (y).

Demonstração. (a) É simples verificar que a aplicação R ∋ t 7→ V (ξ(t)) é decrescente. Se
y ∈ α̃ξ(x) existe tn → ∞ tal que ξ(−tn) → y e, como V é contínua temos V (ξ(−tn)) →
V (y). Agora, se sn → ∞ for uma sequência qualquer, podemos construir subsequências
{snk
}k∈N de {sn}n∈N e {tnk

}k∈N de {tn}n∈N tal que

tnk
< snk

< tnk+1
para todo k ∈ N.

Assim,
V (ξ(−tnk

)) ⩽ V (ξ(−snk
)) ⩽ V (ξ(−tnk+1

)),

e, portanto, V (ξ(−snk
))→ V (y), o que conclui a demonstração desse item.

(b) Sabemos que existe tn → ∞ tal que π̃(tn)x → y. Da continuidade de V

obtemos V (π̃(tn)x)→ V (y). Como acima, é possível mostrar que para qualquer sequência
sn → ∞ existe uma subsequência {snk

}k∈N tal que V (π̃(snk
)x) → V (y), o que conclui a

demonstração.

Proposição 3.12. Valem as seguintes afirmações:
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(a) se ξ é uma solução global limitada de π̃ por x então α̃ξ(x) ⊂ ∪pi=1Ei;

(b) se x ∈ Ω então ω̃(x) ⊂ ∪pi=1Ei.

Demonstração. (a) Sejam y ∈ α̃ξ(x) e tn → ∞ tal que ξ(−tn) → y. Dado t ⩾ 0, da
Proposição 2.22 existe ϵn ⩾ 0 com ϵn → 0 tal que

π̃(t+ ϵn)ξ(−tn)→ π̃(t)y,

ou seja, ξ(−(tn− t− ϵn))→ π̃(t)y. Como tn− t− ϵn →∞, da Proposição 3.11 (a), temos

V (y) = lim
n→∞

V (ξ(−(tn − t− ϵn))) = lim
n→∞

V (ξ(−tn + t+ ϵn))

= lim
n→∞

V (π̃(t+ ϵn)ξ(−tn))
(∗)
= V

(
lim
n→∞

π̃(t+ ϵn)ξ(−tn)
)
= V (π̃(t)y),

onde em (∗) utilizamos a continuidade de V . Assim, mostramos que V (π̃(t)y) = V (y) para
todo t ⩾ 0, mostrando que y ∈ Ei para algum i ∈ {1, . . . , p}, e o resultado segue.

(b) Se y ∈ ω̃(x) e tn → ∞ é tal que π̃(tn)x → y, então para t ⩾ 0 existe ϵn → 0

tal que π̃(t+ ϵn + tn)x→ π̃(t)y. Assim, da continuidade de V , obtemos

V (y) = lim
n→∞

V (π̃(t+ ϵn + tn)x) = V
(
lim
n→∞

π̃(t+ ϵn + tn)x
)
= V (π̃(t)y),

e o resultado segue como no caso acima.

Antes de nós apresentarmos o principal resultado desta seção precisaremos da
definição de conjunto instável. Aqui, se seguíssemos como em (BONOTTO, E. M. et
al., 2016b) e usássemos a distância para definir a convergência nos conjuntos instáveis,
teríamos um problema mais adiante (invariantes com conjuntos instáveis triviais não
seriam necessariamente atratores locais). Por essa razão, escolhemos trabalhar com a
convergência dada por vizinhanças abertas quaisquer em Ω.

Definição 3.13 (Conjuntos instáveis). Seja E um conjunto π̃-invariante. O conjunto
instável de E é definido por

W u(E) = {ξ(0) : ξ é uma solução global de π̃ e ξ(s)→ E quando s→ −∞},

onde a convergência ξ(s)→ E quando s→ −∞ deve ser entendida como: dada vizinhança
aberta U de E em Ω existe s0 ⩽ 0 tal que ξ(s) ∈ U para todo s ⩽ s0.

Como no caso contínuo, obtemos o seguinte resultado:

Proposição 3.14. Se E é um cojunto π̃-invariante e limitado então W u(E) é π̃-invariante
e E ⊂ W u(E) ⊂ A.
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Demonstração.
∗ W u(E) é π̃-invariante.

Se x ∈ W u(E), então existe uma solução global de π̃ com ξ(0) = x tal que ξ(s)→ E

quando s→ −∞. Fixado t ⩾ 0, defina η(s) = ξ(s+ t). Então η é uma solução global de
π̃ com η(0) = π̃(t)x e η(s)→ E quando s→ −∞, mostrando assim que π̃(t)x ∈ W u(E).
Para a π̃-invariância negativa, fixado t ⩾ 0, definimos ξ(−t) = y e, portanto, x = π̃(t)y.
Definindo ψ(s) = ξ(s−t), segue que ψ é uma solução global de π̃ com ψ(0) = y e ψ(s)→ E

quando s→ −∞ o que nos dá y ∈ W u(E) e o resultado está completo.

∗ E ⊂ W u(E) ⊂ A.

Seja x ∈ E. Como E é π̃-invariante, seguindo os argumentos da demonstração
da Proposição 2.17, podemos construir uma solução global ξ por x tal que ξ(t) ∈ E

para todo t ∈ R, o que nos dá E ⊂ W u(E). Agora, seja ξ uma solução global de π̃

com ξ(s) → E quando s → −∞. Como E é limitado, podemos considerar U uma
vizinhança aberta e limitada de E em Ω e, para tal vizinhança, existe s0 ⩽ 0 tal que
ξ(s) ∈ U para todo s ⩽ s0. Como A é a atrator global de π̃, podemos escolher uma
vizinhança aberta e limitada V de A em Ω e t0 ⩾ 0 tal que ξ(t) ∈ V para todo t ⩾ t0.
Como {ξ(t) : t ∈ [s0, t0]} = {π̃(t)ξ(s0) : t ∈ [0, t0 − s0]}, segue da Proposição 2.9 que
{ξ(t) : t ∈ [s0, t0]} é limitado. Com isso segue que ξ é uma solução global limitada de π̃ e,
da Proposição 2.17, obtemos ξ(t) ∈ A para todo t ∈ R e o resultado está provado.

No caso contínuo sabemos que o atrator global de um semigrupo gradiente é a
união dos conjuntos instáveis de cada invariante. No caso impulsivo obtemos a mesma
caracterização para A em termos dos conjuntos instáveis dos invariantes isolados, porém
com prova diferente.

Teorema 3.15. Se π̃ é um semigrupo impulsivo gradiente relativo à E = {E1, . . . , Ep},
então

A =

p⋃
i=1

W u(Ei).

Demonstração. Da Proposição 3.14 segue que
⋃p

i=1W
u(Ei) ⊂ A. Agora, se x ∈ A e

x /∈
⋃p

i=1W
u(Ei) então existem uma solução global limitada ξ de π̃ por x, uma vizinhança

U de ∪pi=1Ei, e sn → −∞ tal que ξ(sn) ∈ Ω \U . Como {ξ(sn)}n∈N ⊂ A podemos assumir,
a menos de subsequências, que existe y tal que ξ(sn)→ y.

Caso 1. y ∈ Ω.
Como Ω \U é fechado e {ξ(sn)}n∈N ⊂ Ω \U , temos y ∈ Ω \U . Também, neste caso,

temos y ∈ α̃ξ(x) e, da Proposição 3.12 (a), segue que y ∈ Ei para algum i ∈ {1, . . . , p}.
Assim y ∈ U , o que nos dá uma contradição.

Caso 2. y ∈M .
Neste caso, segue do Corolário 3.10 que y ∈ α̃ξ(x). Assim, dado k ∈ N existe

yk ∈ α̃ξ(x) tal que d(yk, y) < 1
k
. Da Proposição 3.12 (a), segue que yk ∈ Eik para algum
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ik ∈ {1, . . . , p}. Como temos uma quantidade finita de índices, um deles deve se repetir
infinitas vezes e podemos assumir que, a menos de subsequências, ik = i para todo k ∈ N.
Portanto, y ∈ Ei ∩M . Como U é uma vizinhança aberta de Ei em Ω, segue de (Z) que
deve existir n0 ∈ N tal que ξ(sn0) ∈ U e obtemos uma contradição.

3.2 SEMIGRUPOS IMPULSIVOS DINAMICAMENTE GRADIENTES

No caso sem impulso surge a seguinte questão: quais são as propriedades dinâmicas
de um semigrupo que o tornam um semigrupo gradiente? Inspirados por (CARVALHO,
Alexandre N.; LANGA, 2009; ARAGÃO-COSTA et al., 2011), nós fazemos a mesma
pergunta para semigrupos impulsivos. Para responder a essa questão vamos agora intro-
duzir a noção de semigrupos impulsivos dinamicamente gradientes, definida por nós neste
trabalho, a fim de provar a estabilidade estrutural topológica para semigrupos impulsivos.
No que segue, como antes, assumimos que:

π̃ é um semigrupo impulsivo assintoticamente compacto, dissipativo, satisfazendo
(H), (T) e (Z), e com atrator global A.

Definição 3.16 (Estrutura homoclínica). Considere uma família separada de invarian-
tes isolados E = {E1, . . . , Ep}. Uma estrutura homoclínica em A é um subconjunto
{Eℓ1 , . . . , Eℓk} de E, com 1 ⩽ k ⩽ p, e um conjunto de soluções globais {ξ1, . . . , ξk} de π̃
em A tais que, definindo Eℓk+1

:= Eℓ1 , temos

Eℓi
t→−∞←− ξi(t)

t→∞−→ Eℓi+1
para 1 ⩽ i ⩽ k,

e também para cada i = 1, . . . , k existe t0,i ∈ R tal que

ξi(t0,i) /∈ ∪pi=1Ei.

Definição 3.17 (Semigrupo impulsivo dinamicamente gradiente). Diremos que π̃ é um
semigrupo impulsivo dinamicamente gradiente com respeito à E = {E1, . . . , Ep}
se:
(G1) dada uma solução global ξ de π̃ em A existem i, j ∈ {1, . . . , p} tais que

Ei
t→−∞←− ξ(t)

t→∞−→ Ej.

(G2) A não possui estruturas homoclínicas.

3.2.1 Semigrupos impulsivos gradientes são dinamicamente gradientes

Seja π̃ um semigrupo impulsivo gradiente com respeito à uma família separada de
invariantes isolados E = {E1, . . . , Ep}, e com função de Lyapunov V : Ω→ R.
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Lema 3.18. Se ξ é uma solução global de π̃ em A satisfazendo (G1) então uma, e somente
uma, das hipóteses abaixo ocorre:
(i) i = j e ξ(t) ∈ Ei para todo t ∈ R;

(ii) i ̸= j e V (Ej) < V (Ei).

Demonstração. Antes de provarmos o resultado, considere {rn}n∈N ⊂ [0,∞) com rn →∞.
Da compacidade assintótica de π̃ sabemos que, a menos de subsequências, ξ(rn) → z e
temos os seguintes casos:

Caso 1. z ∈ Ω.
Neste caso, observando que ξ(rn) = π̃(rn)ξ(0), obtemos z ∈ ω̃(ξ(0)). Assim, da

Proposição 3.12, sabemos que z ∈
⋃p

ℓ=1Eℓ. Mas, de (G1), segue que z ∈ Ej e, portanto,
z ∈ Ej.

Caso 2. z ∈M .
Neste caso, do Lema 2.32, sabemos que I(z) ∈ ω̃(ξ(0)). Além disso, da Proposição

2.34 sabemos que sn := ϕ(ξ(rn))→ 0 e

ξ(tn) = ξ(sn + rn) = π̃(sn)ξ(rn) = I(π(sn)ξ(rn))→ I(z). (3.2)

Como acima, da Proposição 3.12, sabemos que I(z) ∈
⋃p

ℓ=1Eℓ. Mas, de (G1) e (3.2), segue
que I(z) ∈ Ej e, portanto, I(z) ∈ Ej.

Em qualquer caso, provamos que existe y ∈ Ej e tn → ∞ tal que ξ(tn) → y.
Analogamente, provamos que existe w ∈ Ei e uma sequência sn → −∞ tal que ξ(sn)→ w.
Procedemos agora com a prova do resultado que é semelhante a prova do caso contínuo.

(i) Assuma i = j e seja α o valor constante de V em Ei. Com as sequências
definidas anteriormente e lembrando que a função R ∋ t 7→ V (ξ(t)) é decrescente, a menos
de subsequências, obtemos

V (ξ(tn)) ⩽ V (ξ(t)) ⩽ V (ξ(sn)).

Fazendo n → ∞, segue da continuidade de V que V (ξ(t)) = α para cada t ∈ R. Assim,
para r ⩾ 0 temos

α = V (ξ(t+ r)) = V (π̃(r)ξ(t)),

logo V (ξ(t)) = V (π̃(r)ξ(t)) para todo r ⩾ 0, e das propriedades de V segue que ξ(t) ∈ Ek

para algum 1 ⩽ k ⩽ p. Da π̃-invariância de Ek, segue que ξ(t) ∈ Ek para todo t ∈ R. De
(G1) obtemos k = i e, portanto, ξ(t) ∈ Ei para todo t ∈ R.

(ii) Suponha agora i ̸= j. Novamente, usando as sequências construídas acima
obtemos

V (Ej) ⩽ V (ξ(t)) ⩽ V (Ei)

e, portanto, V (Ej) ⩽ V (Ei). Se V (Ei) = V (Ej) então V (ξ(t)) = V (Ei), e como feito no
caso anterior segue que ξ(t) ∈ Ek para algum 1 ⩽ k ⩽ p e para todo t ∈ R, o que nos dá
uma contradição. Portanto, V (Ej) < V (Ei).
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Teorema 3.19. Se π̃ é um semigrupo impulsivo gradiente então π̃ é um semigrupo im-
pulsivo dinamicamente gradiente.

Demonstração. Vamos mostrar que valem (G1) e (G2).

(G1) Seja ξ : R→ X uma solução global limitada de π̃ por x = ξ(0). Vamos mostrar
primeiramente que ξ(t)→ Ej quando t→∞, para algum j ∈ {1, . . . , p}. De fato, se isso
não ocorre, existem uma vizinhança aberta U de ∪pi=1Ei e tn →∞ tal que

ξ(tn) ∈ Ω \ U, para todo n ∈ N.

Da compacidade asintótica de π̃, a menos de subsequências, podemos assumir que
ξ(tn)→ y. Note que ξ(tn) = π̃(tn)ξ(0) = π̃(tn)x. Consideramos os seguintes casos:

Caso 1. y ∈ Ω.
Como Ω \U é fechado em Ω, temos y ∈ Ω \U . Neste caso, da Proposição 3.12 (b),

segue que y ∈ Ej para algum j = 1, . . . , p, o que nos dá y ∈ U , e temos uma contradição.

Caso 2. y ∈M .
Neste caso, da Proposição 2.34 temos y ∈ ω̃(x). Assim para cada k ∈ N existe

yk ∈ ω̃(x) tal que d(yk, y) < 1
k
. Da Proposição 3.12 (b) segue que yk ∈ Ejk para algum

jk ∈ {1, . . . , n}. Como temos uma quantidade finita de índices, um deles deve se repetir
infinitas vezes, isto é, jk = j ao longo de uma subsequência. Fazendo k → ∞ ao longo
dessa subsequência obtemos y ∈ Ej. Assim y ∈ Ej ∩M e, da condição (Z), existe n0 ∈ N
tal que ξ(tn0) ∈ U , e também obtemos uma contradição.

A prova de que ξ(t) → Ei quado t → −∞, para algum i = 1, . . . , p é análoga e,
portanto, vale (G1).

(G2) Primeiramente note que não existe estrutura homoclínica com um único Ei,
pois do Lema 3.18 (i) segue que ξ(t) ∈ Ei para todo t ∈ R.

Suponha que existem {Eℓ1 , . . . , Eℓk , Eℓk+1
} com Eℓk+1

= Eℓ1 e um conjunto de
soluções globais limitadas {ξ1, . . . , ξk} de π̃ em A com

Eℓi
t→−∞←− ξi(t)

t→∞−→ Eℓi+1
para 1 ⩽ i ⩽ k.

Obtemos assim

V (Eℓ1) = V (Eℓk+1
) ⩽ V (Eℓk) ⩽ V (Eℓk−1

) ⩽ . . . ⩽ V (Eℓ2) ⩽ V (Eℓ1).

Nessa cadeia, existe ℓi ̸= ℓi+1 para algum i = 1, . . . , k, e do Lema 3.18 (ii) segue que
algumas dessas desigualdades é estrita, o que nos dá uma contradição, logo vale (G2) e o
resultado está provado.

3.2.2 Semigrupos impulsivos dinamicamente gradientes são gradientes

Seguindo as ideias da teoria para o caso contínuo conforme (ARAGÃO-COSTA
et al., 2011; ARAGÃO-COSTA; CARVALHO, A. N, 2012), para provar que um semigrupo
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impulsivo dinamicamente gradiente é gradiente, começaremos com o estudo dos pares
atratores-repulsores. No que segue, a menos que dito o contrário, assumimos que:

π̃ é um semigrupo impulsivo assintoticamente compacto e dissipativo, satisfazendo
(H), (T) e (Z).

Definição 3.20 (Atrator Local, Repulsor e Par Atrator-Repulsor). Um conjunto limitado
não vazio E de Ω é chamado de atrator local para π̃ se existe uma vizinhança aberta e
limitada U de E em Ω tal que

E = ω̃(U).

Para um atrator local E, seu repulsor E∗ é o conjunto definido por

E∗ = {x ∈ A : ω̃(x) ∩ E = ∅}.

O par (E,E∗) é chamado de par atrator-repulsor para π̃.

Temos a seguinte caracterização para um atrator local.

Proposição 3.21. Um conjunto não vazio e limitado E de Ω é um atrator local para π̃
se, e somente se, E é π̃-invariante, E ∩ Ω = E e existe uma vizinhança aberta e limitada
U de E em Ω tal que E π̃-atrai U .

Demonstração. Assuma que E é um atrator local para π̃. Como U é limitada, segue da
Proposição 2.37 que E = ω̃(U) é π̃-invariante. Além disso, segue da Proposição 2.34 que

E ∩ Ω = ω̃(U) ∩ Ω = ω̃(U) = E.

Por fim, da Proposição 2.39 sabemos que E = ω̃(U) π̃-atrai U .
Agora, para a recíproca, mostraremos que E = ω̃(U). Se x ∈ ω̃(U) existem

{xn}n∈N ⊂ U e tn → ∞ tais que π̃(tn)xn → x. Como E π̃-atrai U , afirmamos que
x ∈ E. De fato, se x /∈ E então existem vizinhanças abertas V de x em Ω e W de E em X

tais que V ∩W = ∅. Deste modo W1 = W ∩Ω é uma vizinhança aberta de E = E ∩Ω em
Ω. Como π̃(tn)xn → x, existe n0 tal que para n ⩾ n0 temos π̃(tn)xn ∈ V . Como E π̃-atrai
U , deve existir n1 tal que para n ⩾ n1 temos π̃(tn)xn ∈ W1, o que nos dá uma contradição.
Assim x ∈ E ∩ Ω = E, isto é, ω̃(U) ⊂ E. Por outro lado, como E é π̃-invariante e E ⊂ U

temos E = ω̃(E) ⊂ ω̃(U), e o resultado está provado.

Observação 3.22. Note que o atrator global A de π̃ é também um atrator local para π̃.

Antes de mais nada, faremos alguns resultados gerais que nos ajudarão mais adiante.

Lema 3.23. Sejam X um espaço métrico, W um aberto e V um subconjunto qualquer de
X. Então V ∩W ̸= ∅ se, e somente se, V ∩W ̸= ∅.
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Demonstração. De fato, seja x ∈ V ∩W . Como x ∈ W e W é aberto, existe r > 0 tal
que Br(x) ⊂ W . Como x ∈ V , existe y ∈ V tal que y ∈ Br(x). Portanto, y ∈ V ∩W
mostrando que V ∩W ̸= ∅.

A outra implicação é trivial, e o resultado está provado.

Proposição 3.24. Se B ⊂ Ω é π̃-invariante e relativamente compacto em X então B ∩Ω
é π̃-invariante.

Demonstração. Sejam x ∈ B ∩ Ω e t > 0. Existe {xn}n∈N ⊂ B tal que xn → x e, da
Proposição 2.22, existe ϵn := ϵtn ⩾ 0 com ϵn → 0 tal que π̃(t + ϵn)xn → π̃(t)x. Da
π̃-invariância de B segue que π̃(t+ ϵn)xn ∈ B para todo n ∈ N e, portanto, π̃(t)x ∈ B ∩Ω.

Nos resta mostrar a invariância negativa. Sabemos que B ⊂ A. Como acima, fixados
x ∈ B ∩ Ω e t > 0, existe {xn}n∈N ⊂ B com xn → x. Da π̃-invariância de B, para cada
n ∈ N existe yn ∈ B tal que xn = π̃(t)yn. Da compacidade de B podemos supor, a menos
de subsequências, que yn → y ∈ B. Separamos a prova em dois casos.

Caso 1. y ∈ Ω.
Neste caso, y ∈ B∩Ω e yn → y. Da Proposição 2.22, existe ϵn := ϵtn ⩾ 0 com ϵn → 0

tal que π̃(t+ ϵn)yn → π̃(t)y. Por outro lado, π̃(t+ ϵn)yn = π̃(ϵn)xn, e como xn → x ∈ Ω e
ϵn → 0, segue do Lema 2.18 (b) que π̃(ϵn)xn → x, e assim x = π̃(t)y com y ∈ B ∩ Ω.

Caso 2. y ∈M .
Neste caso, yn ∈ B ⊂ A e yn → y ∈M . A Proposição 2.27 nos dá sn = ϕ(yn)→ 0

e, assim, zn := π(sn)yn ∈M e z+n := π̃(sn)yn = I(zn) são tais que

zn → y e z+n → I(y) =: z ∈ Ω.

Sendo B um conjunto π̃-invariante, segue que z+n ∈ B. Logo z ∈ B e, assim, z ∈ B ∩ Ω.
Uma vez que z+n → z ∈ Ω, da Proposição 2.22, existe ϵn := ϵtn ⩾ 0 com ϵn → 0 tal que

π̃(t+ ϵn)z
+
n → π̃(t)z.

Por outro lado, π̃(t+ ϵn)z
+
n = π̃(sn + ϵn)xn, e visto que xn → x ∈ Ω e sn + ϵn → 0 então

do Lema 2.18 (b) obtemos π̃(sn + ϵn)xn → x e, portanto, x = π̃(t)z, e o resultado está
completo.

Com isso, temos as seguintes propriedades:

Proposição 3.25. Sejam (E,E∗) um par atrator-repulsor para π̃ e U uma vizinhança
aberta e limitada de E em Ω tal que E = ω̃(U). Então:
(a) E ⊂ A é π̃-invariante isolado;

(b) U ∩ E∗ = ∅;

(c) E∗ é π̃-invariante;

(d) E∗ ∩ Ω = E∗.
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Demonstração. (a) Já sabemos que E é π̃-invariante e E ⊂ A. Para mostrar que E é
π̃-invariante isolado vamos considerar F um conjunto π̃-invariante com E ⊂ F ⊂ U . Assim
F é limitado e, portanto, F ⊂ A. Agora, se x ∈ F ⊂ A, novamente da π̃-invariância de
F , para cada n ∈ N existe xn ∈ F com x = π̃(n)xn. Assim

x ∈ ω̃(F ) ⊂ ω̃(U) = E.

Logo F ⊂ E, o que mostra que F = E.

(b) Se x ∈ U então ω̃(x) ⊂ ω̃(U) = E, e assim x /∈ E∗. Isso mostra que U∩E∗ = ∅,
ou equivalentemente, E∗ ⊂ Ω \ U . Como U é aberto em Ω e Ω é aberto em X, temos
U aberto em X. Logo E∗ ⊂ X \ U e X \ U é fechado, portanto, E∗ ⊂ X \ U , ou seja,
U ∩ E∗ = ∅.

(c) Para ver que E∗ é π̃-invariante, observemos que ω̃(x) = ω̃(π̃(t)x) para cada
t ⩾ 0 e x ∈ X. Assim, se x ∈ E∗ então ω̃(π̃(t)x) ∩ E = ω̃(x) ∩ E = ∅. Reciprocamente,
se x ∈ E∗ e t > 0, uma vez que E∗ ⊂ A, existe y ∈ A tal que x = π̃(t)y. Mas
ω̃(y) ∩ E = ω̃(π̃(t)y) ∩ E = ω̃(x) ∩ E = ∅, e assim y ∈ E∗, o que conclui a π̃-invariância
de E∗.

(d) Note que E∗ ⊂ E∗ ∩ Ω. Agora, da Proposição 3.24, sabemos que E∗ ∩ Ω é
π̃-invariante, assim dado x ∈ E∗ ∩ Ω temos ω̃(x) ⊂ E∗ ∩ Ω, o que nos dá ω̃(x) ∩ E = ∅
pelo item (b). Portanto, x ∈ E∗.

Lema 3.26. Se E é um atrator local para π̃ então W u(E) = E.

Demonstração. Da Proposição 3.14 temos E ⊂ W u(E). Seja U uma vizinhança aberta e
limitada de E em Ω com E = ω̃(U). Com isso, dado x ∈ W u(E) existe ξ solução global de
π̃ por x com ξ(s)→ E quando s→ −∞. Assim, existe s0 ⩽ 0 tal que ξ(s) ∈ U para todo
s ⩽ s0. Afirmamos que ξ(s0) ∈ E. De fato, veja que para t ⩾ 0 temos ξ(s0) = π̃(t)ξ(s0− t).
Como E π̃-atrai U e ξ(s0 − t) ∈ U para todo t ⩾ 0, temos ξ(s0) ∈ E ∩ Ω = E. Assim, da
π̃-invariância de E, obtemos

x = ξ(0) = π̃(−s0)ξ(s0) ∈ E.

Portanto, W u(E) ⊂ E e a prova está completa.

Para obter mais algumas propriedades dos pares atratores-repulsores, precisamos
de mais alguns resultados técnicos.

Lema 3.27. Se x ∈ A ∩M então existe z ∈ A com ϕ(z) = δ, π(δ)z = x e π(t)z → x

quando t → δ− (consequentemente, π̃(t)z → x quando t → δ−), onde δ > 0 é dado pela
condição (H).

Demonstração. Considere δ > 0 da condição (H). Como x ∈ A, existe {xn}n∈N ⊂ A com
xn → x. Segue da Proposição 2.27 que sn = ϕ(xn) → 0 e podemos assumir, sem perda
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de generalidade, que 0 < sn <
δ
8

para todo n ∈ N. Como xn ∈ A, da π̃-invariância de A,
para cada n ∈ N, existe zn ∈ A com π̃(δ)zn = xn.

Afirmação. ϕ(zn) = δ + sn para cada n ∈ N.
De fato, assuma que π(r)zn ∈ M para algum r ∈ (0, δ + sn). Assim r0 := inf{r ∈

(0, δ+sn) : π(r)zn ∈M} > 0 e π̃(s)zn = π(s)zn para 0 ⩽ s < r0. Definimos yn := π(r0)zn ∈
M e y+n := I(yn) = π̃(r0)zn ∈ I(M). Da condição (H), obtemos ϕ(y+n ) ⩾ 2δ e, portanto,

π̃(t)y+n = π(t)y+n para 0 ⩽ t < 2δ.

Temos dois casos para analisar.

Caso 1. δ < r0 < δ + sn.
Neste caso, xn = π̃(δ)zn = π(δ)zn e

π(r0 − δ)xn = π(r0 − δ)π(δ)zn = π(r0)zn ∈M,

e de (2.2) obtemos sn = ϕ(xn) ⩽ r0 − δ < sn, o que nos dá uma contradição.

Caso 2. 0 < r0 ⩽ δ.
Neste caso, δ − r0 < δ e assim

xn = π̃(δ)zn = π̃(δ − r0)π̃(r0)zn = π̃(δ − r0)y+n = π(δ − r0)y+n .

Como 0 < sn <
δ
8
, temos sn + δ − r0 < δ

8
+ δ = 9δ

8
< 2δ, logo

M ∋ π(sn)xn = π(sn)π(δ − r0)y+n = π(sn + δ − r0)y+n /∈M,

obtendo uma contradição e, portanto, π(t)zn /∈M para todo 0 ⩽ t < δ + sn.
Uma vez que δ < δ + sn, então π̃(δ)zn = π(δ)zn e assim obtemos

π(δ + sn)zn = π(sn)π(δ)zn = π(sn)π̃(δ)zn = π(sn)xn ∈M,

o que nos dá ϕ(zn) = δ + sn e a prova da afirmação está completa.
Com isso obtemos

π̃(t)zn = π(t)zn para t ∈ [0, δ + sn),

e da condição (H) sabemos que δ + sn é o único tempo de salto de zn no intervalo [0, 9δ
8
].

Como zn ∈ A para todo n ∈ N, podemos assumir, passando para subsequências se
necessário, que zn → z ∈ A. Note que z ∈ Ω, pois se z ∈ M seguiria da Proposição 2.27
que ϕ(zn)→ 0, mas ϕ(zn)→ δ > 0 e teríamos uma contradição. Portanto, z ∈ A. Assim,
o Teorema 2.21 nos dá ϕ(z) = δ e, assim, π(t)z /∈M para t ∈ [0, δ). Dado que

π(δ + sn)zn = π(sn)π(δ)zn = π(sn)π̃(δ)zn = π(sn)xn,

fazendo n→∞ obtemos π(δ)z = x ∈M e, portanto, π̃(δ)z = I(π(δ)z) = I(x).
Veja que π(t)z → π(δ)z = x quando t→ δ−, e como π̃(t)z = π(t)z para t ∈ [0, δ),

segue que π̃(t)z → π(δ)z = x quando t→ δ−.
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Proposição 3.28. Se (E,E∗) é um par atrator-repulsor para π̃ e x ∈ A ∩ M então
x ∈ E∗ ∩M se, e somente se, I(x) ∈ E∗.

Demonstração. Se x ∈ E∗ ∩M , existe xn ∈ E∗ tal que xn → x. Segue da Proposição 2.27
que sn = ϕ(xn)→ 0 e, assim,

π̃(sn)xn = I(π(sn)xn)→ I(x).

Como E∗ é π̃-invariante, segue que π̃(sn)xn ∈ E∗ para todo n ∈ N, o que nos dá I(x) ∈ E∗.
Portanto, I(x) ∈ E∗ ∩ Ω = E∗.

Para a recíproca, veja que do lema acima existe z ∈ A tal que ϕ(z) = δ, π(δ)z = x

e π(t)z → x quando t→ δ−. Para concluir a prova do resultado basta apenas notar que
π̃(t)z ∈ E∗ para t ∈ [0, δ), pois ω̃(π̃(t)z) = ω̃(I(x)) e I(x) ∈ E∗. Logo x ∈ E∗ e a prova
está completa.

Observação 3.29. Veja que, da demonstração do resultado acima segue que se x ∈ A∩M
temos I(x) ∈ A.

Um resultado que nos será útil mais adiante, e está relacionado com a proposição
acima, é o seguinte:

Proposição 3.30. Assuma que E satisfaz a seguinte condição:

se z ∈ A e π̃(t)z ∈ E para algum t > 0 então z ∈ E. (3.3)

Se x ∈ A ∩M então x ∈ E ∩M se, e somente se, I(x) ∈ E.

Demonstração. Análoga à da Proposição 3.28.

Com a Proposição 3.28, somos capazes de provar mais uma propriedade dos pares
atratores-repulsores.

Proposição 3.31. Se (E,E∗) é um par atrator-repulsor para π̃ então E ∩E∗ = ∅. Mais
ainda, E∗ é um invariante isolado para π̃.

Demonstração. Primeiramente, notemos que se x ∈ E ∩ E∗ então x ∈ M . De fato, se
x ∈ E∩E∗ e x ∈ Ω então x ∈ E∩Ω = E e x ∈ E∗∩Ω = E∗, o que nos dá x ∈ E∩E∗ = ∅,
e temos uma contradição.

Agora, se x ∈ E ∩ E∗ e x ∈ M , temos x ∈ E ∩ M . Segue do Lema 2.32 que
I(x) ∈ E ∩Ω = E. Também x ∈ E∗ ∩M , e a Proposição 3.28 nos dá I(x) ∈ E∗. Portanto,
I(x) ∈ E ∩ E∗ ⊂ U ∩ E∗ = ∅, e obtemos também uma contradição. Assim, E ∩ E∗ = ∅.

Uma vez que E e E∗ são compactos em X e E ∩ E∗ = ∅, existem abertos V1 e
V2 de X com V1 ∩ V2 = ∅ tais que E ⊂ V1 e E∗ ⊂ V2. Defina W = V2 ∩ Ω, que é uma



Capítulo 3. Semigrupos impulsivos gradientes e dinamicamente gradientes 54

vizinhança aberta de E∗ em Ω. Seja F um conjunto π̃-invariante tal que E ⊂ F ⊂ W .
Dado x ∈ F temos ω̃(x) ⊂ F ⊂ W ⊂ V2. Assim,

ω̃(x) ∩ E ⊂ V2 ∩ V1 = ∅,

onde a última igualdade segue do Lema 3.23. Logo x ∈ E∗. Portanto, F = E∗ e E∗ é um
π̃-invariante isolado.

Também com a Proposição 3.28 obtemos o próximo resultado, que é uma adaptação
de (RYBAKOWSKI, 1987, Proposition 1.3).

Proposição 3.32. Sejam (E,E∗) um par atrator-repulsor para π̃ e U uma vizinhança
aberta e limitada de E em Ω tal que E = ω̃(U).
(a) Se V é uma vizinhança aberta de E em Ω, então existe t0 = t0(V ) ⩾ 0 tal que

π̃(t)x ∈ V para todo x ∈ U e t ⩾ t0.

(b) Se K ⊂ A é tal que K ∩E = ∅ e K = K ∩Ω então para toda vizinhança aberta W
de E∗ em Ω existe t0 = t0(W ) ⩾ 0 tal que para todo x ∈ A e t ⩾ t0 com π̃(t)x ∈ K
temos x ∈ W .

Demonstração. (a) Suponha, por absurdo, que essa propriedade não é válida. Então
existem uma vizinhança V de E em Ω, uma sequência {xn}n∈N ⊂ U e uma sequência
tn →∞ com π̃(tn)xn /∈ V para todo n ∈ N. Da compacidade assintótica de π̃, existe x ∈ X
tal que π̃(tn)xn → x. Como V é aberto também em X, x /∈ V . Além disso, claramente
temos x ∈ ω̃(U) = E. Se x ∈ Ω então x ∈ E ∩ Ω = E, o que nos dá uma contradição. Se
x ∈ E ∩M então, por (Z), existe n0 ∈ N tal que π̃(tn0)xn0 ∈ V , e também obtemos uma
contradição.

(b) Suponha que essa propriedade não é válida. Então existem K ⊂ A com
K ∩E = ∅ e K = K ∩Ω, vizinhança aberta W de E∗ em Ω, uma sequência {xn}n∈N ⊂ A,
e uma sequência tn → ∞ tal que π̃(tn)xn ∈ K e xn /∈ W para todo n ∈ N. Como
A é relativamente compacto em X, podemos assumir, sem perda de generalidade, que
xn → x ∈ A. Como W é também aberto em X obtemos x /∈ W e, em particular, x /∈ E∗.
Analisamos os seguintes casos:

Caso 1. x ∈ Ω.
Neste caso, x ∈ A e x /∈ E∗, logo ω̃(x)∩E ̸= ∅ e, portanto, π̃(s)x ∈ U para algum

s > 0. Da Proposição 2.22 existe ϵn := ϵsn ⩾ 0 com ϵn → 0 tal que π̃(s + ϵn)xn → π̃(s)x,
logo π̃(s + ϵn)xn ∈ U para n suficientemente grande. Como K ∩ E = ∅ e K = K ∩ Ω,
então tomando V = (X \K) ∩ Ω segue que V é uma vizinhança de E em Ω, e do item
(a), existe t0 = t0(V ) ⩾ 0 tal que π̃(t)z ∈ V para todo t ⩾ t0 e z ∈ U e, em particular,
π̃(t+s+ ϵn)xn /∈ K para todo t ⩾ t0 e n suficientemente grande. Se n é grande o suficiente
de modo que tn − s− ϵn ⩾ t0 temos π̃(tn)xn /∈ K, o que nos dá uma contradição.

Caso 2. x ∈M .
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Se x ∈ E∗, como A ∋ xn → x ∈ E∗ ∩M , segue de (Z) que existe n0 ∈ N tal que
xn0 ∈ W , o que nos dá uma contradição. Portanto, x /∈ E∗ e, da Proposição 3.28, devemos
ter I(x) /∈ E∗. Além disso, da Observação 3.29 sabemos que I(x) ∈ A. Com isso, temos
y := I(x) ∈ A e y /∈ E∗. Procedendo como no Caso 1 obtemos uma contradição, e o
resultado está provado.

O próximo resultado nos dá as ferramentas necessárias para afirmar que se (E,E∗)

é um par atrator-repulsor para π̃, então π̃ é um semigrupo impulsivo dinamicamente
gradiente com respeito à família E = {E,E∗}.

Proposição 3.33. Seja (E,E∗) um par atrator-repulsor para π̃. Se x ∈ A \ (E ∪E∗) e ξ
é uma solução global limitada de π̃ por x então

E∗ t→−∞←− ξ(t)
t→∞−→ E.

Demonstração. Primeiramente notemos que ω̃(x) ∩ E ̸= ∅, pois caso contrário teríamos
x ∈ E∗. Seja U uma vizinhança aberta e limitada de E em Ω tal que ω̃(U) = E. Afirmamos
que existe t0 ⩾ 0 tal que π̃(t0)x ∈ U . De fato, sejam tn → ∞ e y ∈ ω̃(x) ∩ E tal que
ξ(tn) → y. Como U é aberto em Ω e ξ(tn) → y existe n0 tal que ξ(tn0) ∈ U , isto é,
π̃(tn0)x ∈ U . Disso obtemos ω̃(x) = ω̃(π̃(t0)x) ⊂ ω̃(U) = E.

Assumindo então que a primeira afirmação não é válida, existem tn → ∞ e uma
vizinhança aberta e limitada V ⊂ U de E em Ω tal que π̃(tn)x = ξ(tn) /∈ V . Da compaci-
dade assintótica de π̃, podemos assumir que π̃(tn)x→ z. Temos z ∈ E e z /∈ V . Se z ∈ Ω

obtemos z ∈ E ∩Ω = E, o que nos dá uma contradição. Se z ∈M então z ∈ E ∩M e por
(Z) existe n0 ∈ N tal que ξ(tn0) ∈ V , e obtemos uma contradição.

Para a segunda afirmação, procedemos da seguinte maneira: tomando K = {x}
temos K ∩ E = ∅ e K = K ∩ Ω, uma vez que x /∈ E e x ∈ Ω. Da Proposição 3.32 (b),
dada vizinhança aberta W de E∗ em Ω existe t0 = t0(W ) ⩾ 0 tal que se z ∈ A e t ⩾ t0

são tais que π̃(t)z = x, então z ∈ W . Notando que ξ(−t) ∈ A e π̃(t)ξ(−t) = x, obtemos
ξ(−t) ∈ W para todo t ⩾ t0, o que completa a prova.

Observação 3.34. Segue diretamente da Proposição 3.33, sob suas condições, que para
x ∈ A \ (E ∪ E∗) temos

ω̃(x) ⊂ E e α̃ξ(x) ⊂ E∗.

Corolário 3.35. Seja (E,E∗) um par atrator-repulsor para π̃. Então π̃ é um semigrupo
impulsivo dinamicamente gradiente com respeito à família separada de invariantes isolados
E = {E,E∗}.

Demonstração. Das Proposições 3.25 e 3.31, segue que E é uma família separada de
invariantes isolados. Para mostrar que vale (G1), considere ξ uma solução global de π̃ em
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A por x = ξ(0). Se x ∈ E ou x ∈ E∗, o resultado segue da π̃-invariância dos conjuntos E
e E∗. Agora, se x /∈ E ∪ E∗ o resultado segue da Proposição 3.33.

Vamos mostrar (G2), isto é, mostraremos que A não possui estruturas homoclínicas
relativamente à família separada de invariantes isolados E = {E,E∗}. Primeiramente
suponha, por absurdo, que exista uma solução global ξ de π̃ em A tal que

ξ(t)→ E quando t→ ±∞,

e que existe t0 ∈ R tal que ξ(t0) /∈ E. Definimos η(t) = ξ(t+ t0) para t ∈ R. Claramente
η é uma solução global de π̃ por η(0) = ξ(t0) /∈ E em A satisfazendo η(t) → E quando
t→ ±∞. Note que η(0) /∈ E∗, já que ω(η(0)) ∈ E. Logo η(0) /∈ E ∪ E∗ e, da Proposição
3.33, temos

η(t)→ E∗ quando t→ −∞,

e obtemos uma contradição.
Analogamente, provamos que não existe uma solução global ξ de π̃ em A tal que

ξ(t)→ E∗ quando t→ ±∞

e que existe t0 ∈ R tal que ξ(t0) /∈ E∗.
Finalmente suponha, por absurdo, que exista uma solução global ξ de π̃ em A tal

que
E

t→−∞←− ξ(t)
t→∞−→ E∗

e ξ(t0) /∈ E ∪E∗ para algum t0 ∈ R. Definindo η(t) = ξ(t+ t0) para t ∈ R, então η é uma
solução global de π̃ por η(0) = ξ(t0) /∈ E ∪ E∗ em A com

E
t→−∞←− η(t)

t→∞−→ E∗.

Mas, da Proposição 3.33, temos

E∗ t→−∞←− η(t)
t→∞−→ E,

o que nos dá uma contradição. Essas três afirmações mostram que não pode haver uma
estrutura homoclínica em A, e a demonstração está completa.

Lema 3.36. Sejam (E,E∗) um par atrator-repulsor para π̃ e U uma vizinhança aberta e
limitada de E em Ω tal que E π̃-atrai U . Se x ∈ Ω \ A e γ̃+(x) ∩ U ̸= ∅ então

π̃(t)x
t→∞−→ E.

Demonstração. Tomemos t0 ⩾ 0 tal que π̃(t0)x ∈ U . Assim, dada uma vizinhança aberta
V de E em Ω, existe t1 ⩾ 0 tal que π̃(t + t0)x ∈ V para todo t ⩾ t1, ou seja, π̃(t)x ∈
V para todo t ⩾ t0 + t1, e a prova está completa.
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O próximo teorema é fundamental para estudar a equivalência entre os semigrupos
impulsivos gradientes e os semigrupos impulsivos dinamicamente gradientes.

Teorema 3.37. Assuma que tn →∞ e que {zn}n∈N é uma sequência limitada em X tal
que π̃(tn)zn → x0 para algum x0 ∈ A.
(a) Assuma que x0 ∈ Ω. Para cada n ∈ N defina ξn : [−tn,∞)→ X por

ξn(t) = π̃(t+ tn)zn para t ⩾ −tn.

Então existe uma solução global limitada ξ de π̃ por x0 e uma subsequência {ξnk
}k∈N

de {ξn}n∈N tal que para cada s ∈ R existe [0,∞) ∋ ϵsk → 0 de modo que

ξnk
(s+ ϵsk)→ ξ(s).

(b) Assuma que x0 ∈M . Para cada n ∈ N defina ξn : [−tn,∞)→ X por

ξn(t) = π̃(t+ tn + ϕ(π̃(tn)zn))zn para t ⩾ −tn − ϕ(π̃(tn)zn).

Então existe uma solução global limitada ξ de π̃ por I(x0) e uma subsequência
{ξnk
}k∈N de {ξn}n∈N tal que para cada s ∈ R existe [0,∞) ∋ ϵsk → 0 de modo que

ξnk
(s+ ϵsk)→ ξ(s).

Demonstração. (a) Temos ξn(0) = π̃(tn)zn e, da hipótese, ξn(0) → x0. Claramente x0 ∈
A ∩ Ω = A. Podemos ainda, sem perda de generalidade, assumir que tn ⩾ 1 para todo
n ∈ N.

Assim ξn está definida em t = −1 para todo n ∈ N. Da compacidade assintótica de
π̃, existe x−1 ∈ A e uma subsequência {n1

k}k∈N de N tal que ξn1
k
(−1)→ x−1. Claramente

ξn1
k
(0)→ x0. Além disso, sem perda de generalidade, podemos escolher n1

1 tal que tn ⩾ 2

para n ⩾ n1
1.

Com esse procedimento, conseguimos definir uma subsequência {nk}k∈N e uma
sequência de pontos {x−m}∞m=0 ⊂ A tal que para cada m ⩾ 0 temos

ξnk
(−m)→ x−m quando k →∞.

Note que para cada m ⩾ 0 existe k0 = k0(m) ∈ N tal que tnk
⩾ m para todo k ⩾ k0.

Assim, para k ⩾ k0 e s ⩾ 0, obtemos

π̃(s)ξnk
(−m) = π̃(s)π̃(−m+ tnk

)znk
= π̃(−m+ s+ tnk

)znk
= ξnk

(−m+ s). (3.4)

Para simplificar a notação, renomeamos a sequência {nj}j∈N, se necessário, e assu-
mimos que para cada m ∈ N temos

(un)−m := ξn(−m)→ x−m quando n→∞. (3.5)
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Definimos N0 = N ∪ {0} e separamos a prova em dois casos.

Caso 1. Existe uma sequência estritamente crescente {mj}j∈N0 de inteiros não negativos,
com m0 = 0, tal que x−mj

∈ Ω para todo j ∈ N0.

Fixemos j ∈ N0. Usando (3.5) e o fato de que x−mj
∈ Ω, segue da Proposição 2.22

que existe uma sequência [0,∞) ∋ ϵjn → 0 tal que

π̃(mj+1 −mj + ϵjn)(un)−mj+1
→ π̃(mj+1 −mj)x−mj+1

.

Por outro lado, de (3.4) sabemos que π̃(mj+1 −mj)(un)−mj+1
= (un)−mj

, e do Lema 2.18,
obtemos

π̃(mj+1 −mj + ϵjn)(un)−mj+1
= π̃(ϵjn)(un)−mj

→ x−mj
,

e concluímos que π̃(mj+1 −mj)x−mj+1
= x−mj

.
Deste modo definimos ξ : R→ Ω por

ξ(t) =

{
π̃(t)x0 se t ⩾ 0

π̃(t+mj+1)x−mj+1
se t ∈ [−mj+1,−mj), j ∈ N0.

A verificação de que ξ é uma solução global de π̃ por x0 é análoga ao que foi feito na
Proposição 2.17. Para s ⩾ 0, da Proposição 2.22, existe uma sequência [0,∞) ∋ ϵsn → 0

tal que
ξn(s+ ϵsn) = π̃(s+ ϵsn + tn)zn = π̃(s+ ϵsn)(un)0 → π̃(s)x0 = ξ(s).

Agora, se s ∈ [−mj+1,−mj] para algum j ∈ N0, então ξ(s) = π̃(s +mj+1)x−mj+1
, e da

Proposição 2.22, existe uma sequência [0,∞) ∋ ϵjn → 0 tal que

ξn(s+ ϵjn) = π̃(s+mj+1 + ϵjn)(un)−mj+1
→ π̃(s+mj+1)x−mj+1

= ξ(s).

Finalmente, como x−mj
∈ A para todo j ∈ N0, segue da π̃-invariância de A que ξ(t) ∈ A

para todo t ∈ R.

Caso 2. Existe um inteiro positivo m1 tal que x−m ∈M para todo m ⩾ m1.

Segue da Proposição 2.27, que para m ⩾ m1 temos sn,m := ϕ((un)−m)
n→∞−→ 0.

Definindo wn,m := π(sn,m)(un)−m ∈M , segue da continuidade de π que wn,m → x−m ∈M
e, usando a continuidade da função I obtemos

I(wn,m)→ I(x−m) ∈ Ω.

Assim, do Teorema 2.21 obtemos ϕ(I(wn,m))
n→∞−→ ϕ(I(x−m)), para cada m ⩾ m1. Seja

δ > 0 da condição (H), e tomando β ∈ (0,min{2δ, 1}), como ϕ(I(x−m)) ⩾ 2δ > β, obtemos

ϕ(I(wn,m)) > β > sn,m para n suficientemente grande.

Renomeando os índices, assumimos que a desigualdade acima vale para todo n ∈ N.
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Para cada m ⩾ m1 e n ∈ N (usando o procedimento análogo ao do início da
demonstração) definimos

(yn)−m := ξn(β −m) e y−m := π̃(β)I(x−m).

Como β − sn,m < ϕ(I(wn,m)) obtemos

(yn)−m = ξn(β −m) = π̃(β)ξn(−m) = π̃(β)(xn)−m = π̃(β − sn,m)π̃(sn,m)(xn)−m

= π̃(β − sn,m)I(π(sn,m)(xn)−m) = π(β − sn,m)I(wn,m),

o que nos dá
(yn)−m

n→∞−→ π(β)I(x−m) = π̃(β)I(x−m) = y−m ∈ Ω.

Fixado m > m1, veja que π̃(1)(yn)−m = (yn)−m+1 para cada n ∈ N e, portanto,
segue da Proposição 2.22 que existe [0,∞) ∋ ϵn → 0 tal que π̃(1+ ϵn)(yn)−m

n→∞−→ π̃(1)y−m.
Por outro lado, se usarmos o Lema 2.18, obtemos

π̃(1 + ϵn)(yn)−m = π̃(ϵn)π̃(1)(yn)−m = π̃(ϵn)(yn)−m+1
n→∞−→ y−m+1,

e, assim, π̃(1)y−m = y−m+1 para cada m > m1.
Como β < 1 ⩽ m1, segue da Proposição 2.22 que existe [0,∞) ∋ ϵn → 0 tal que

π̃(m1 − β + ϵn)(yn)−m1

n→∞−→ π̃(m1 − β)y−m1 .

Por outro lado, usando o Lema 2.18, obtemos

π̃(m1 − β + ϵn)(yn)−m1 = π̃(m1 − β + ϵn)ξn(β −m1)

= ξn(ϵn) = π̃(ϵn)ξn(0)→ x0,

ou seja, π̃(m1 − β)y−m1 = x0. Com essas considerações, podemos definir ξ : R→ X por

ξ(t) =


π̃(t)x0 se t ⩾ 0,

π̃(t+m1 − β)y−m1 se t ∈ [β −m1, 0),

π̃(t+m− β)y−m se t ∈ [β −m,β −m+ 1), m > m1.

A prova de que ξ é uma solução global limitada de π̃ por x0 para a qual vale a
convergência afirmada é análoga ao caso anterior.

Nos resta provar que ξ é limitada. Veja que {x−m}m⩾m1 ⊂ A∩M . Como A∩M é
compacto, da continuidade de I e π(β) segue que π(β)I(A∩M) é compacto. Assim K :=

{(y−m)}m⩾m1 é compacto, e a continuidade de π nos dá que π([0, s0])K é compacto, onde
s0 = max{1,m1 − β}. Como ξ((−∞, 0]) ⊂ π([0, s0])K temos, em particular, ξ((−∞, 0])
limitado. Da Proposição 2.9 e do fato de que π̃ possui um atrator global segue que ξ([0,∞))

é limitado, o que nos dá ξ limitada.
A prova do item (b) é análoga, trocando tn por tn + ϕ(π̃(tn)zn) (lembrando que,

da Proposição 2.27, temos ϕ(π̃(tn)zn)→ 0) e x0 por I(x0) (que está em Ω).



Capítulo 3. Semigrupos impulsivos gradientes e dinamicamente gradientes 60

Proposição 3.38. Sejam (E,E∗) um par atrator-repulsor para π̃ e x ∈ Ω \ A. Então

π̃(t)x
t→∞−→ E ou π̃(t)x

t→∞−→ E∗.

Demonstração. Considere x ∈ Ω\A. Se γ̃+(x)∩U ̸= ∅, o Lema 3.36 nos diz que π̃(t)x→ E

quando t→∞.
Por outro lado, se γ̃+(x) ∩ U = ∅ afirmamos que π̃(t)x → E∗ quando t → ∞.

Se a afirmação é falsa, existem vizinhança V de E∗ em Ω e sequência tn → ∞ tal que
π̃(tn)x /∈ V para todo n ∈ N. Da compacidade assintótica de π̃ existe x0 ∈ A tal que, a
menos de subsequências, π̃(tn)x → x0. Note que x0 ∈ X \ V . Separamos o restante da
prova em dois casos.

Caso 1. x0 ∈ Ω.
Considerando ξn : [−tn,∞)→ X definida por ξn(s) = π̃(s+ tn)x, segue do Teorema

3.37 que existe uma solução global limitada ξ de π̃ por x0 e uma subsequência {ξnk
}k∈N

tal que para cada s ∈ R existe [0,∞) ∋ ϵsk → 0 de modo que ξnk
(s+ ϵsk)→ ξ(s).

Como x0 = ξ(0) ∈ A \ V , sabemos que ξ(0) /∈ E∗. Note que para todo s ⩾ 0 e
k ∈ N temos ξnk

(s + ϵsk) ∈ γ̃+(x), o que nos dá ξnk
(s + ϵsk) ∈ Ω \ U e fazendo k → ∞

obtemos ξ(s) ∈ Ω \ U para todo s ⩾ 0. Com isso obtemos ω̃(x0) ⊂ Ω \ U o que nos dá
ω̃(x0) ∩ E = ∅, e mostra que x0 ∈ E∗ e temos uma contradição.

Caso 2. x0 ∈M .
Neste caso, da Proposição 2.27 segue que sn = ϕ(π̃(tn)x)→ 0. Tomando rn = tn+sn,

temos rn → ∞ e π̃(rn)x → I(x0) ∈ Ω. Considerando ψn : [−rn,∞) → X definida por
ψn(s) = π̃(s+ rn)x, do Teorema 3.37 existe uma solução global limitada ψ de π̃ por I(x0)
e uma subsequência {ψnk

}k∈N tal que para cada s ∈ R existe [0,∞) ∋ βs
k → 0 de modo

que ψnk
(s+ βs

k)→ ψ(s).
Afirmamos que existem uma vizinhança W de E∗ em Ω e k0 ∈ N tal que π̃(rnk

+

β0
k)x /∈ W para todo k ⩾ k0. De fato, se isso não ocorresse, a menos de subsequências,

como

π̃(rnk
+ β0

k)x = ψnk
(0 + β0

k)→ ψ(0) = I(x0),

teríamos I(x0) ∈ E∗∩Ω = E∗. Assim, da Proposição 3.28, obtemos x0 ∈ E∗∩M . Portanto
da condição (Z), existe n0 ∈ N tal que π̃(tn0)x ∈ V , o que é uma contradição e prova
a afirmação. Com isso, em particular, obtemos I(x0) /∈ W . Note que para todo s ⩾ 0 e
k ∈ N temos ψnk

(s) ∈ γ̃+(x), e assim ψnk
(s + βs

k) ∈ Ω \ U e, fazendo k → ∞, obtemos
ψ(s) ∈ Ω \U para todo s ⩾ 0 e, como no Caso 1, ω̃(I(x0))∩E = ∅, ou seja, I(x0) ∈ E∗,
e chegamos a uma contradição.

3.2.3 Construção da função de Lyapunov para um par atrator-repulsor

Nesta subseção o nosso objetivo é a construção de uma função de Lyapunov com
respeito a um par atrator-repulsor (E,E∗) de π̃.
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Observação 3.39. Para esse propósito no caso contínuo em (ARAGÃO-COSTA et al.,
2011), os autores utilizam o Lema 2.11. Porém no caso impulsivo se usássemos vizinhanças
da formaOr(E) em Ω para definir o atrator local, então o Lema 2.11 de (ARAGÃO-COSTA
et al., 2011) não seria verdadeiro conforme observado no Exemplo 3.3.1 e o conjunto (1, 2].

Para começar, apresentamos alguns resultados técnicos que visam contornar esse
problema.

Lema 3.40. Se E é um atrator local para π̃, dadas vizinhança aberta V de E em Ω e
x ∈ E existe η = ηx,V > 0 tal que π̃(t)y ∈ V para todo t ⩾ 0 e y ∈ X com d(x, y) < η.

Demonstração. Seja U uma vizinhança aberta e limitada de E em Ω tal que E = ω̃(U)

e suponha que a propriedade não é válida. Então existem x ∈ E, xn → x, tn ⩾ 0 e
V vizinhança aberta de E em Ω tal que π̃(tn)xn /∈ V para todo n ∈ N. Uma vez que
xn → x podemos supor que, para n suficientemente grande, xn ∈ V ∩ U . Se tn →∞, da
compacidade assintótica de π̃, existe z ∈ A de modo que

π̃(tn)xn → z.

Note que z /∈ V e, portanto, z /∈ E. Se z ∈ Ω então z ∈ ω̃(U) = E, e obtemos uma
contradição. Se z ∈ M então z ∈ E ∩M e a condição (Z) nos dá π̃(tn0)xn0 ∈ V para
algum n0 ∈ N, e obtemos também uma contradição.

Se a sequência {tn}n∈N é limitada, a menos de subsequências, podemos assumir
que tn → s ⩾ 0. Se s não é tempo de salto de x, isto é, s ̸= λk(x), do Lema 2.23 e da
π̃-invariância de E temos

π̃(tn)xn → π̃(s)x ∈ E,

e obtemos uma contradição. Agora, se s é um tempo de salto de x, isto é, se s = λk(x),
segue do Lema 2.24 que a sequência {π̃(tn)xn}n∈N possui uma subsequência que converge
para um ponto z ∈ γ̃+(x) ⊂ E. Como z /∈ E, devemos ter z ∈ E ∩M , e a contradição
novamente vem da condição (Z) (note que 0 nunca é um tempo de salto, assim s > 0).

Corolário 3.41. Se E é um atrator local para π̃ então dada vizinhança aberta V de E
em Ω existe uma vizinhança aberta W de E em Ω tal que γ̃+(W ) ⊂ V .

Demonstração. Basta tomar W :=
⋃
x∈E

Bηx,V (x).

Lema 3.42. Defina h : X → R por

h(x) = sup
t⩾0

d(π̃(t)x,A) para cada x ∈ X.

Então
(i) h está bem definida;

(ii) A ⊂ h−1(0) ⊂ A;
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(iii) a aplicação [0,∞) ∋ t 7→ h(π̃(t)x) ∈ R é não crescente para cada x ∈ X;

(iv) h é contínua em Ω.

Demonstração. (i) Seja x ∈ X. Como π̃(t)x → A quando t → ∞, existe t0 ⩾ 0 tal que
π̃(t)x ∈ O1(A) para todo t ⩾ 0. Além disso, segue da Proposição 2.9 que {π̃(t)x : t ∈ [0, t0]}
é limitado e, portanto, existe R > 0 tal que π̃(t)x ∈ OR(A) para todo t ∈ [0, t0]. Logo

d(π̃(t)x,A) ⩽ R + 1 para todo t ⩾ 0,

e mostra que h(x) <∞ para cada x ∈ X.
(ii) Se x ∈ A, da π̃-invariância de A temos π̃(t)x ∈ A para todo t ⩾ 0, logo

d(π̃(t)x,A) = 0 para todo t ⩾ 0 o que nos dá h(x) = 0 e, portanto, x ∈ h−1(0).
Agora, se x ∈ h−1(0) temos h(x) = 0, isto é, sup

t⩾0
d(π̃(t)x,A) = 0, o que nos dá

d(π̃(t)x,A) = 0 para todo t ⩾ 0 e, em particular, d(x,A) = 0 e assim x ∈ A.
(iii) Sejam t1, t2 ∈ [0,∞) com t2 ⩾ t1. Temos

h(π̃(t2)x) = sup
t⩾t2

d(π̃(t)x,A) ⩽ sup
t⩾t1

d(π̃(t)x,A) = h(π̃(t1)x).

(iv) Sejam x ∈ Ω e xn → x. Como Ω é aberto em X, podemos assumir que xn ∈ Ω

para todo n ∈ N.
Se x ∈ A (logo h(x) = 0) então do Lema 3.40, dado µ > 0 existe η > 0 tal que

π̃(t)y ∈ Oµ(A) para todo t ⩾ 0 e y ∈ X com d(y, x) < η. Seja n0 ∈ N tal que d(xn, x) < η

para n ⩾ n0. Assim, para todo t ⩾ 0 e n ⩾ n0 temos

d(π̃(t)xn,A) ⩽ µ,

o que mostra que h(xn) ⩽ µ para n ⩾ n0, e a continuidade de h em x ∈ A está provada.
Se x ∈ Ω \ A, como A é precompacto e A = A ∩ Ω, então h(x) ⩾ d(x,A) > 0 e

podemos escolher µ > 0 tal que 0 < µ < d(x,A). Logo, podemos escolher uma vizinhança
aberta e limitada U de x em Ω tal que d(y,A) > µ para todo y ∈ U . Para essa vizinhança,
sendo A o atrator global, existe t0 ⩾ 0 tal que π̃(t)U ⊂ Oµ(A) para todo t ⩾ t0 e, portanto,

h(y) = sup
t∈[0,t0]

d(π̃(t)y,A) para cada y ∈ U. (3.6)

De fato, claramente h(y) ⩾ sup
s∈[0,t0]

d(π̃(s)y,A). Agora, se 0 ⩽ t < t0 então d(π̃(t)y,A) ⩽

sup
s∈[0,t0]

d(π̃(s)y,A), e se t ⩾ t0 temos

d(π̃(t)y,A) < µ < d(y,A) = d(π̃(0)y,A) ⩽ sup
s∈[0,t0]

d(π̃(s)y,A),

o que completa a prova de (3.6).
Para completar a prova da continuidade em Ω \ A, separaremos a demonstração

em dois casos.
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Caso 1. ϕ(x) > t0.
Neste caso, do Lema 2.18, podemos assumir que ϕ(xn) > t0 para todo n ∈ N. Para

n suficientemente grande, temos xn ∈ U e, portanto,

h(xn) = sup
t∈[0,t0]

d(π(t)xn,A) e h(x) = sup
t∈[0,t0]

d(π(t)x,A).

Da continuidade do semigrupo π sabemos que dado ϵ > 0 existe n0 tal que para n ⩾ n0

temos sup
t∈[0,t0]

d(π(t)xn, π(t)x) < ϵ. Assim, para qualquer t ∈ [0, t0] e n ⩾ n0 temos

d(π(t)xn,A) ⩽ d(π(t)xn, π(t)x) + d(π(t)x,A) < ϵ+ h(x),

e, portanto, h(xn) < ϵ+ h(x). Analogamente mostramos que h(x) < ϵ+ h(xn), o que nos
dá |h(xn)− h(x)| < ϵ se n ⩾ n0, e a continuidade neste caso está provada.

Caso 2. ϕ(x) ⩽ t0.
Do que já vimos, é simples ver que para n suficientemente grande temos

h(xn) = sup
t∈[0,t0+δ]

d(π̃(t)xn,A) e h(x) = sup
t∈[0,t0+δ]

d(π̃(t)x,A),

onde δ > 0 vem da condição (H). Da continuidade de ϕ, podemos assumir que ϕ(xn) < t0+δ

para todo n ∈ N. Denotando

g(z) := sup
t∈[0,ϕ(z))

d(π(t)z,A) para z ∈ X,

afirmamos que g(xn) → g(x). De fato, se isso não ocorre, existe ϵ0 > 0 tal que |g(xn) −
g(x)| > ϵ0 para todo n ∈ N. Assumimos primeiro que, a menos de subsequências, tenhamos
g(xn)− g(x) > ϵ0. Da definição de g(xn) existe sn ∈ [0, ϕ(xn)) tal que

d(π(sn)xn,A) > ϵ0 + g(x) para todo n ∈ N.

Se, a menos de subsequências, sn → s ∈ [0, ϕ(x)), temos

d(π(s)x,A) ⩾ ϵ0 + g(x),

e, da definição de g(x), obtemos uma contradição. Agora se, a menos de subsequências,
sn → ϕ(x), temos

d(π(ϕ(x))x,A) ⩾ ϵ0 + g(x).

Mas, como d(π(t)x,A) ⩽ g(x) para todo t ∈ [0, ϕ(x)), fazendo t → ϕ(x)−, obtemos
d(π(ϕ(x))x,A) ⩽ g(x), o que também nos dá uma contradição.

Se, a menos de subsequências, tivermos g(x)− g(xn) > ϵ0, obtemos

g(x) > ϵ0 + d(π(s)xn,A) para todos n ∈ N e s ∈ [0, ϕ(xn)).
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Assim, se t ∈ [0, ϕ(x)) existe n0 ∈ N tal que t ∈ [0, ϕ(xn)) para todo n ⩾ n0, pois
ϕ(xn)→ ϕ(x). Obtemos, portanto,

g(x) ⩾ ϵ0 + d(π(t)x,A) para t ∈ [0, ϕ(x)),

e tomando o supremo para t ∈ [0, ϕ(x)) obtemos g(x) ⩾ ϵ0 + g(x), o que nos dá uma
contradição e prova a afirmação de que g(xn)→ g(x).

Seja λk(x) o último tempo de salto de x no intervalo [0, t0]. Assim existe η > 0 tal
que para n suficientemente grande λk(xn) é o último tempo de salto de xn em [0, t0 + η],
pela Proposição 2.25. Assim, da afirmação acima e da Proposição 2.25, segue que

g((xn)
+
i ) = sup

s∈[0,ϕ((xn)
+
i )

d(π(s)(xn)
+
i ,A)→ g(x+i ) = sup

s∈[0,ϕ(x+
i ))

d(π(s)x+i ,A) = g(x+i ),

para cada i = 0, . . . , k − 1. Analogamente ao Caso 1, podemos mostrar também que

∆((xn)
+
k ) := sup

s∈[0,t0+η−λk(xn)]

d(π(s)(xn)
+
k ,A)

→ sup
s∈[0,t0+η−λk(x)]

d(π(s)x+k ,A) =: ∆(x+k ),

o que nos dá h(xn)→ h(x), uma vez que

h(xn) = max
{
g((xn)

+
0 ), . . . , g((xn)

+
k−1), ∆((xn)

+
k )
}

e
h(x) = max

{
g(x+0 ), . . . , g(x

+
k−1), ∆(x+k )

}
,

e a demonstração está completa.

Queremos provar o seguinte resultado:

Proposição 3.43. Se (E,E∗) é um par atrator-repulsor para π̃, então existe uma função
f : Ω→ R satisfazendo as seguintes propriedades:

(i) [0,∞) ∋ t 7→ f(π̃(t)x) ∈ R é não crescente, para cada x ∈ Ω;

(ii) f−1(0) = E e f−1(1) ∩ A = E∗;

(iii) dado x ∈ Ω, se f(π̃(t)x) = f(x) para todo t ⩾ 0, então x ∈ E ∪ E∗;

(iv) f é contínua em Ω.

Tal função é chamada de função de Lyapunov do par atrator-repulsor (E,E∗).

Antes de provarmos essa proposição faremos alguns resultados preliminares que
nos ajudarão na demonstração.
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Lema 3.44. Seja (E,E∗) um par atrator-repulsor para π̃. Com a convenção de que
d(x,∅) = 1 para cada x ∈ X, consideramos a função de Urysohn canônica u : X → [0, 1]

associada ao par de fechados disjuntos (E,E∗) de X, dada por

u(x) :=
d(x,E)

d(x,E) + d(x,E∗)
=

d(x,E)

d(x,E) + d(x,E∗)
.

Então
(i) u está bem definida;

(ii) u é Lipschitz contínua em X e, portanto, é uniformemente contínua em X;

(iii) u−1(0) = E e u−1(1) = E∗.

Demonstração. (i) Como E e E∗ são fechados e, E ∩ E∗ = ∅, a função u está bem
definida.

(ii) Considere d0 = d(E,E∗) > 0. Então

u(x)− u(y) = d(y, E∗)[d(x,E)− d(y, E)] + d(y, E)[d(y, E∗)− d(x,E∗)]

[d(x,E) + d(x,E∗)][d(y, E + d(y, E∗))]
,

e lembrando que d(x,E)− d(y, E) ⩽ d(x, y) e d0 ⩽ d(x,E) + d(x,E∗) temos

u(x)− u(y) ⩽ 1

d0
d(x, y).

Analogamente obtemos

u(y)− u(x) ⩽ 1

d0
d(x, y),

logo |u(x)− u(y)| ⩽ 1
d0
d(x, y), e o resultado segue.

(iii) x ∈ E ⇔ d(x,E) = 0⇔ u(x) = 0⇔ x ∈ u−1(0) e, assim, u−1(0) = E.
Agora, se E∗ ̸= ∅ temos

x ∈ E∗ ⇔ d(x,E∗) = 0⇔ u(x) = 1⇔ x ∈ u−1(1),

e nesse caso temos u−1(1) = E∗. Por outro lado, se E∗ = ∅ temos

u(x) =
d(x,E)

d(x,E) + 1
< 1 para cada x ∈ X,

logo u−1(1) = ∅ = E∗, e o resultado segue.

Com a ajuda da função u, podemos construir outra função.

Lema 3.45. Assuma que (E,E∗) é um par atrator-repulsor para π̃ e u a função definida
no Lema 3.44. Defina k : Ω→ [0, 1] por

k(x) = sup
t⩾0

u(π̃(t)x) para todo x ∈ Ω.

Temos
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(i) [0,∞) ∋ t 7→ k(π̃(t)x) é não crescente para cada x ∈ Ω;

(ii) k(E) = {0} e k(E∗) = k(E∗) = {1};

(iii) k−1(0) = E e k−1(1) ∩ A = E∗;

(iv) se x ∈ A e k(π̃(t)x) = k(x) para todo t ⩾ 0, então x ∈ E ∪ E∗;

(v) k é contínua em Ω.

Demonstração. (i) Sejam t1, t2 ∈ [0,∞) com t2 ⩾ t1. Temos

k(π̃(t2)x) = sup
t⩾t2

u(π̃(t)x) ⩽ sup
t⩾t1

u(π̃(t)x) = k(π̃(t1)x).

(ii) Se x ∈ E, então π̃(t)x ∈ E ⊂ E = u−1(0) para todo t ⩾ 0, ou seja, u(π̃(t)x) = 0

para todo t ⩾ 0, que nos leva a k(x) = sup
t⩾0

u(π̃(t)x) = 0. Agora, se x ∈ E∗ = u−1(1) temos

1 = u(x) = u(π̃(0)x) ⩽ sup
t⩾0

u(π̃(t)x) = k(x) ⩽ 1,

o que nos dá k(x) = 1.
(iii) Para a primeira parte notamos que E ⊂ k−1(0), uma vez que k(E) = {0}.

Agora, se x ∈ k−1(0) então k(x) = 0 e, assim, u(π̃(t)x) = 0 para todo t ⩾ 0. Em particular,
u(x) = 0, o que nos dá x ∈ u−1(0) = E e, portanto, x ∈ E ∩ Ω = E.

Para a segunda parte, claramente E∗ ⊂ k−1(1)∩A uma vez que k(E∗) = 1. Agora,
se x ∈ k−1(1) ∩ A então x /∈ E, pois k(x) = 1. Suponha, por absurdo, que x /∈ E∗, com
isso a Proposição 3.33 nos dá π̃(t)x→ E quando t→∞ e, em particular, obtemos

ω̃(x) ⊂ E. (3.7)

Segue da continuidade de u que u(π̃(t)x) t→∞−→ 0. Assim, dado µ > 0 existe t0 ⩾ 0 tal que
u(π̃(t)x) < µ para todo t ⩾ t0. Note que 0 < u(x) < 1 (pois x /∈ E ∪ E∗) e, portanto,
tomando µ < u(x) afirmamos que

k(x) = sup
t∈[0,t0]

u(π̃(t)x).

De fato, claramente temos k(x) ⩾ sup
s∈[0,t0]

u(π̃(s)x). Agora, se 0 ⩽ t < t0 então u(π̃(t)x) ⩽

sup
s∈[0,t0]

u(π̃(s)x), e se t ⩾ t0 temos

u(π̃(t)x) < µ < u(x) = u(π̃(0)x) ⩽ sup
s∈[0,t0]

u(π̃(s)x),

o que mostra que k(x) ⩽ sup
t∈[0,t0]

u(π̃(t)x) e completa a prova da afirmação.

Separamos o restante da prova em dois casos.

Caso 1. ϕ(x) > t0.
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Neste caso, temos
1 = k(x) = sup

t∈[0,t0]
u(π(t)x),

e da continuidade de u e π existe t1 ∈ [0, t0] tal que u(π̃(t1)x) = u(π(t1)x) = 1, com isso
π̃(t1)x ∈ u−1(1) = E∗ e, portanto, π̃(t1)x ∈ E∗ ∩ Ω = E∗ o que nos dá

ω̃(x) = ω̃(π̃(t1)x) ⊂ E∗,

e contradiz (3.7).

Caso 2. ϕ(x) ⩽ t0.
Seja λk(x) o último tempo de salto de x no intervalo [0, t0]. Existe r ⩾ 0 tal que

λk(x) é o último tempo de salto de x no intervalo [0, t0 + r] com λk(x) < t0 + r (de fato
r = 0 se λk(x) < t0 e r = δ, da condição (H), se λk(x) = t0). Do que vimos acima, temos

k(x) = sup
t∈[0,t0+r]

u(π̃(t)x).

Se supt∈[0,ϕ(x+
i )) u(π(t)x

+
i ) = 1 para algum i = 0, . . . , k − 1, então ou existe s ∈ [0, ϕ(x+i ))

tal que u(π(s)x+i ) = 1 ou u(π(ϕ(x+i )x
+
i )) = 1. Se u(π(s)x+i ) = 1 então π̃(s)x+i = π(s)x+i ∈

u−1(1) = E∗ e, portanto,
π̃(s)x+i ∈ E∗ ∩ Ω = E∗,

o que nos dá ω̃(x) = ω̃(π̃(s)x+i ) ⊂ E∗, o que contradiz (3.7). Agora, se u(π(ϕ(x+i )x
+
i )) = 1

então π(ϕ(x+i )x
+
i ) ∈ u−1(1) = E∗ e, portanto,

π(ϕ(x+i )x
+
i ) ∈ E∗ ∩M.

Da Proposição 3.28, temos π̃(ϕ(x+i )x
+
i ) = I(π(ϕ(x+i )x

+
i )) ∈ E∗, o que nos dá ω̃(x) =

ω̃(π̃(ϕ(x+i )x
+
i )) ⊂ E∗, o que também contradiz (3.7).

Por fim, se sup
t∈[0,t0+r−λk(x)]

u(π(t)x+k ) = 1, da continuidade de u e π existe s ∈

[0, t0 + r− λk(x)] tal que u(π̃(s)x+k ) = u(π(s)x+k ) = 1. Analogamente ao Caso 1 obtemos
uma contradição, e a prova deste item está completa.

(iv) Suponha, por contradição, que essa propriedade não é válida, ou seja, existe
x ∈ A\ (E∪E∗) com k(π̃(t)x) = k(x) para todo t ⩾ 0. Então, novamente pela Proposição
3.33 e da continuidade de u, obtemos u(π̃(t)x) t→∞−→ 0. Com isso, segue que

k(x) = lim
t→∞

k(π̃(t)x) = lim
t→∞

sup
s⩾t

u(π̃(s)x) = 0,

o que mostra que x ∈ k−1(0) = E, o que é uma contradição.
(v) Para mostrar a continuidade da função k separamos a prova em três casos:

Caso 1. Continuidade de k em E∗.
Note que para todo x ∈ X temos

0 ⩽ u(x) = u(π̃(0)x) ⩽ sup
t⩾0

u(π̃(t)x) = k(x) ⩽ 1.
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Assim, dados x0 ∈ E∗ e x ∈ X temos

|k(x)− k(x0)| = |k(x)− 1| = 1− k(x) ⩽ 1− u(x),

e, portanto, a continuidade de k em x0 segue diretamente da continuidade de u em x0.

Caso 2. Continuidade de k em E.
Sejam x ∈ X e x0 ∈ E. Como u é uniformemente contínua, dado ϵ > 0 existe η > 0

tal que se d(x,E) ⩽ d(x, x0) < η então u(x) < ϵ, pois u(x0) = 0, ou seja, u(Oη(E)) ⊂ [0, ϵ).
Para este η, do Lema 3.40 existe η′ = η′(x0, η) > 0 tal que se d(x, x0) < η′ temos
π̃(t)x ∈ Oη(E) para todo t ⩾ 0. Assim, se d(x, x0) < η′ temos u(π̃(t)x) < ϵ para todo
t ⩾ 0, o que nos dá k(x) ⩽ ϵ. Uma vez que k(x0) = 0, isso prova a continuidade de k em
cada x0 ∈ E.

Caso 3. Continuidade de k em Ω \ (E ∪ E∗).
Dado x0 ∈ Ω \ (E ∪ E∗), das Proposições 3.33 e 3.38 obtemos

π̃(t)x0 → E ou π̃(t)x0 → E∗ quando t→∞.

Com isso, separamos a demonstração em dois subcasos:

Subcaso 3.1. π̃(t)x0 → E∗ quando t→∞.
Neste subcaso, note primeiramente que k(x0) = 1, pois π̃(t)x0 → E∗ e sendo u

contínua temos u(π̃(t)x0)→ 1 quando t→∞, e uma vez que

u(π̃(t)x0) ⩽ k(x0) ⩽ 1,

obtemos k(x0) = 1.
Da continuidade de u em E∗, dado ϵ > 0 existe uma vizinhança aberta V de E∗

em X tal que u(V ) ⊂ (1− ϵ, 1]. Como π̃(t)x0 → E∗ quando t→∞, existe t0 ⩾ 0 tal que
π̃(t)x0 ∈ V para todo t ⩾ t0. Tomando t1 ⩾ t0 tal que t1 ̸= λk(x0) para todo k, temos
π̃(t1)x0 ∈ V . Agora, seja {xn}n∈N ⊂ Ω uma sequência tal que xn → x0 ∈ Ω, com isso da
Proposição 2.23, obtemos

π̃(t1)xn → π̃(t1)x,

e assim existe n0 ∈ N tal que π̃(t1)xn ∈ V para todo n ⩾ n0, e da continuidade de u temos
u(π̃(t1)xn)→ u(π̃(t1)x) e, portanto, para n ⩾ n0 obtemos

u(π̃(t1)xn) ⊂ (1− ϵ, 1],

e como u(π̃(t1)xn) ⩽ k(xn) ⩽ 1, obtemos

1− ϵ ⩽ k(xn) ⩽ 1 < 1 + ϵ.

Portanto |k(xn)− k(x0)| < ϵ para todo n ⩾ n0, e temos a continuidade de k em x0.

Subcaso 3.2. π̃(t)x0 → E quando t→∞.
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Como x0 ∈ Ω \ (E ∪ E∗) então x0 /∈ E∗, pois E∗ \ E∗ ⊂ M , e com isso u(x0) > 0.
Uma vez que u é contínua existe µ > 0 tal que se x ∈ Oµ(E) então u(Oµ(E)) ⊂ [0, u(x0)

2
)

e, do Corolário 3.41, existe uma vizinhança aberta V de E em Ω tal que γ̃+(V ) ⊂ Oµ(E).
Como π̃(t)x0 → E quando t → ∞, existe t0 ⩾ 0 tal que π̃(t0)x0 ∈ V e podemos supor,
sem perda de generalidade, que t0 ̸= λk(x0) para todo k. Com isso a Proposição 2.23,
nos diz que π̃(t0) é contínua em uma vizinhança de x0 em Ω e, portanto, existe uma
vizinhança aberta U1 de x0 em Ω tal que π̃(t0)U1 ⊂ V . Então, para todo x ∈ U1 e t ⩾ t0

temos π̃(t0)x ∈ V o que nos dá π̃(t)x ∈ Oµ(E) para todo t ⩾ t0 e, assim, u(π̃(t)x) < u(x0)
2

para todo t ⩾ t0. Novamente, da continuidade de u existe uma vizinhança aberta U2 de x0
em Ω tal que u(π̃(0)x) = u(x) > u(x0)

2
para todo x ∈ U2. Com todas essas considerações,

tomando U = U1 ∩ U2, obtemos para todo x ∈ U ,

k(x) = sup
t∈[0,t0]

u(π̃(t)x).

Argumentando como no Lema 3.42 (iv), apenas trocando a função distância d(·,A) pela
função u (que também é contínua), obtemos a continuidade de k em x0, o que completa a
demonstração da continuidade de k em Ω.

Com isso, apresentamos a demonstração da Proposição 3.43.

Demonstração da Proposição 3.43. Definimos f : Ω→ R por

f(x) = h(x) + k(x) para cada x ∈ Ω,

onde h é dada no Lema 3.42 e k é dada no Lema 3.45.
(i) Segue diretamente dos Lemas 3.42 (iii) e 3.45 (i).
(ii) Claramente f(E) = {0}, logo E ⊂ f−1(0). Por outro lado, se x ∈ f−1(0) então

h(x) = k(x) = 0. Logo, x ∈ k−1(0) = E e, portanto, f−1(0) ⊂ E. Assim f−1(0) = E.
Como h|A = 0, temos f |A = k|A, e assim

f−1(1) ∩ A = k−1(1) ∩ A = E∗.

(iii) Se x ∈ Ω é tal que f(π̃(t)x) = f(x) para todo t ⩾ 0, utilizando os Lemas 3.42
(iii) e 3.45 (i) temos

0 ⩽ h(x)− h(π̃(t)x) = k(π̃(t)x)− k(x) ⩽ 0 para todo t ⩾ 0.

Então h(π̃(t)x) = h(x) e k(π̃(t)x) = k(x) para todo t ⩾ 0. Sabemos que ω̃(x) ⊂ A e
também, do Lema 2.32, que existe y ∈ ω̃(x). Assim, seja tn →∞ tal que π̃(tn)x→ y. Da
continuidade de h em Ω obtemos

h(x) = h(π̃(tn)x)→ h(y) = 0 quando n→∞.

Portanto h(x) = 0, o que nos dá x ∈ A. Uma vez que x ∈ A e k(π̃(t)x) = k(x), obtemos
do Lema 3.45 (iv) que x ∈ E ∪ E∗.

(iv) Claramente f é contínua em Ω, pois h e k o são, o que completa a prova.
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3.2.4 Decomposição de Morse

Para mostrarmos que um semigrupo impulsivo dinamicamente gradiente é gradiente,
o conceito fundamental é o de decomposição de Morse. Tal conceito, como no caso sem
impulso, nos ajudará a construir uma sequência adequada de pares atratores-repulsores e,
com isso, exibir uma função de Lyapunov para um semigrupo impulsivo dinamicamente
gradiente.

Notemos que se A1 e A2 são atratores locais para π̃, com A1 ⊂ A2, então utilizando
a definição de repulsor obtemos A∗

2 ⊂ A∗
1.

Definição 3.46. Dada uma família crescente

∅ =: A0 ⊂ A1 ⊂ . . . ⊂ Ap := A, (3.8)

de p+ 1 atratores locais com respectivos repulsores

∅ = A∗
p ⊂ A∗

p−1 ⊂ . . . ⊂ A∗
1 ⊂ A∗

0 = A,

defina Ej = Aj ∩ A∗
j−1 para cada j = 1, . . . , p. A família ordenada E = {E1, . . . , Ep} é

chamada de uma decomposição de Morse de A.

No que segue, mostraremos que dado um semigrupo impulsivo dinamicamente gra-
diente π̃ com respeito à E = {E1, . . . , Ep} e com atrator global A, existe uma reordenação
de E que a torna uma decomposição de Morse de A. Para isso, precisaremos de vários
resultados, e começaremos com um lema.

Lema 3.47. Seja E ⊂ A um conjunto π̃-invariante, com E = E ∩ Ω. Dadas vizinhança
aberta V de E em Ω, t ⩾ 0 e x ∈ E, existe µ > 0 tal que π̃(s)y ∈ V para todo s ∈ [0, t] e
y ∈ Bµ(x).

Demonstração. Se o resultado é falso, existem xn → x ∈ E, t0 ⩾ 0, {tn}n∈N ⊂ [0, t0] e
uma vizinhança aberta V de E em Ω tais que π̃(tn)xn /∈ V . Como {tn}n∈N é limitada, a
menos de subsequências, podemos assumir que tn → s ∈ [0, t0]. Se s não é tempo de salto
de x, isto é, s ̸= λk(x), usando a Proposição 2.23 e a π̃-invariância de E temos

π̃(tn)xn → π̃(s)x ∈ E.

Como V é aberto, temos π̃(s)x /∈ V , e obtemos uma contradição. Agora, se s é um tempo
de salto de x, isto é, se s = λk(x), segue da Proposição 2.24 que a sequência {π̃(tn)xn}n∈N
possui uma subsequência que converge para um ponto z ∈ γ̃+(x) ⊂ E. Se z ∈ Ω, temos
z ∈ E ∩ Ω = E e, como z /∈ V , obtemos uma contradição. Se z ∈M , a condição (Z) nos
dá uma contradição e a prova do resultado está completa.

Lema 3.48. Seja E ⊂ A um conjunto π̃-invariante, com E = E ∩Ω e satisfazendo (3.3).
Então dados µ > 0, t ⩾ 0 e x ∈ E, existe η > 0 tal que para todo y ∈ Bη(x) ⊂ Ω com
y ∈ A e solução global limitada ξ de π̃ por y, temos d(ξ(s), E) < µ para todo s ∈ [−t, 0].
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Demonstração. Se o resultado é falso, existem {xn}n∈N ⊂ A com xn → x ∈ E, t0 ⩾ 0,
{−tn}n∈N ⊂ [−t0, 0], soluções globais ξn por xn, e µ > 0 tal que d(ξn(−tn), E) ⩾ µ para
todo n ∈ N. Como {−tn}n∈N é limitada, a menos de subsequências, podemos assumir que
−tn → −s ∈ [−t0, 0]. Também, como {ξ(−tn)}n∈N ⊂ A podemos assumir, a menos de
subsequências, que zn := ξn(−tn)→ z ∈ A. Note que d(z, E) ⩾ µ.

Caso 1. z ∈ Ω e s não é tempo de salto de z.
Neste caso, da Proposição 2.24, temos

xn = π̃(tn)zn → π̃(s)z,

o que nos dá π̃(s)z = x ∈ E. Portanto, de (3.3), obtemos z ∈ E, o que nos dá uma
contradição.

Caso 2. z ∈ Ω e s é tempo de salto de z.
Neste caso, da Proposição 2.24, temos xn = π̃(tn)zn → w para algum w que está

ou em γ̃+(z) ou que está em γ̃+(z) ∩M . Uma vez que xn → x ∈ E ⊂ Ω, devemos ter
x = w ∈ γ̃+(z), isto é, π̃(r)z = x para algum r ⩾ 0. Novamente, de (3.3), obtemos z ∈ E
e temos uma contradição.

Caso 3. z ∈M .
Neste caso, da Observação 2.41, rn := ϕ(zn)→ 0. Afirmamos que existe 0 < µ1 < µ

tal que d(π̃(rn)zn, E) ⩾ µ1 para todo n suficientemente grande. Se esse não fosse o caso,
como π̃(rn)zn → I(z), teríamos I(z) ∈ E ∩ Ω = E. Da Proposição 3.30, temos z ∈ E, o
que nos dá uma contradição. Note então que d(I(z), E) ⩾ µ1. Defina wn := π̃(rn)zn e veja
que

π̃(rn)xn = π̃(tn)wn.

Como x ∈ Ω temos π̃(rn)xn → x.

Subcaso 3.1. s não é tempo de salto de I(z).
Neste subcaso, temos π̃(tn)wn → π̃(s)I(z), assim π̃(s)I(z) = x ∈ E e, da Proposi-

ção 3.30, obtemos I(z) ∈ E, o que é uma contradição.

Subcaso 3.2. s é tempo de salto de I(z).
Neste subcaso, como no Caso 2 acima, mostramos que x está em γ̃+(I(z)) e,

novamente obtemos I(z) ∈ E, o que é uma contradição.

Com isso, a prova está completa.

Corolário 3.49. Seja E ⊂ A um conjunto π̃-invariante, com E = E ∩ Ω e satisfazendo
(3.3). Então dados µ > 0 e t ⩾ 0, existe uma vizinhança U de E em Ω tal que para
todo y ∈ U ∩ A e solução global limitada ξ de π̃ por y temos d(ξ(s), E) < µ para todo
s ∈ [−t, 0].

Demonstração. Basta tomar U :=
⋃
x∈E

Bη(x) onde η = η(x) > 0 é dado no lema acima.
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Lema 3.50. Seja π̃ um semigrupo impulsivo com atrator global A e uma família separada
de invariantes isolados E = {E1, . . . , Ep} em A. Se (G1) está satisfeita então

A =

p⋃
i=1

W u(Ei).

Demonstração. A Proposição 3.14 nos dá
⋃n

i=1W
u(Ei) ⊂ A. Agora, se x ∈ A então existe

uma solução global limitada ξ de π̃ por x e, como vale (G1), existem i, j ∈ {1, . . . , p} tal
que

Ei
t→−∞←− ξ(t)

t→∞−→ Ej,

o que nos dá, em particular, x ∈ W u(Ei) e o resultado está provado.

Para continuar a decomposição de Morse precisamos do seguinte resultado:

Lema 3.51. Seja π̃ um semigrupo impulsivo dinamicamente gradiente com respeito à
uma família separada de invariantes isolados E = {E1, . . . , Ep}. Assuma ainda que cada
Ei ∈ E satisfaz (3.3) para i = 1, . . . , p.
(a) Para i = 1, . . . , p, se W u(Ei) = Ei então Ei é um atrator local.

(b) Existe k ∈ {1, . . . , p} tal que Ek é um atrator local para π̃.

Demonstração. (a) Considere ϵ0 > 0 como em (3.1) e escolha 0 < δ0 < ϵ0. Para i ∈
{1, . . . , p} fixado, escolha uma vizinhança aberta Ui de Ei em Ω com Ui ⊂ Oδ0(Ei).

Afirmação. Dado x ∈ Ei, existe η > 0 tal que γ̃+(y) ⊂ Ui para todo y ∈ Bη(x).

De fato, se a afirmação é falsa existe xn → x com π̃(tn)xn ∈ Ω \ Ui para todo
n ∈ N. Como x ∈ Ei e xn → x podemos assumir, sem perda de generalidade, que
xn ∈ Ui para todo n ∈ N. Assim, existe sn ∈ (0, tn] tal que π̃(s)xn ∈ Ui para s ∈ [0, sn)

e π̃(sn)xn ∈ Ω \ Ui. Afirmamos que sn → ∞. Caso contrário, se t0 > sup
n∈N

sn, segue do

Lema 3.47 que π̃(s)xn ∈ Ui para todo s ∈ [0, t0] e n suficientemente grande. Como sn < t0

teríamos π̃(sn)xn ∈ Ui para n grande, o que é uma contradição. Além disso, a menos de
subsequências, π̃(sn)xn → x0 para algum x0 ∈ A. Claramente x0 /∈ Ui.

Caso 1. x0 ∈ Ω.
Neste caso, considerando ξn(t) = π̃(t + sn)xn para t ⩾ −sn, segue do Teorema

3.37, a menos de subsequências, que existe uma solução global limitada ξ de π̃ por x0 tal
que para cada s ∈ R existe [0,∞) ∋ ϵsn → 0 de modo que ξn(s + ϵsn) → ξ(s). Note que
x0 = ξ(0) /∈ Ei. Além disso, para s < 0 e n ∈ N suficientemente grande, temos s+ ϵsn < 0

e s+ ϵsn + sn > 0 e, portanto,

ξn(s+ ϵsn) = π̃(s+ ϵsn + sn)xn ∈ Ui.

Logo ξ(s) ∈ Ui ⊂ Oϵ0(Ei) e, de (G1), obtemos ξ(s)→ Ei quando s→ −∞, e mostramos
que x0 ∈ W u(Ei) \ Ei, o que é uma contradição.
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Caso 2. x0 ∈M .
Considerando ξn(t) = π̃(t+ sn + ϕ(π̃(sn)xn))xn para t ⩾ −sn − ϕ(π̃(sn)xn), segue

do Teorema 3.37, a menos de subsequências, que existe uma solução global limitada ξ de π̃
por I(x0) tal que para cada s ∈ R existe [0,∞) ∋ ϵsn → 0 de modo que ξn(s+ ϵsn)→ ξ(s).

Afirmamos que ξ(0) = I(x0) /∈ Ei, pois se I(x0) ∈ Ei segue da Proposição 3.30 que
x0 ∈ Ei ∩M , e a condição (Z) dá uma contradição com o fato de que π̃(sn)xn ∈ Ω \ Ui

para todo n ∈ N.
Além disso, se s < 0, para n suficientemente grande temos s+ ϵsn +ϕ(π̃(sn)xn) < 0,

e assim ξn(s+ ϵsn) ∈ Ui. Como fizemos acima, isso prova que ξ(s)→ Ei quando s→ −∞,
o que nos dá I(x0) ∈ W u(Ei) \ Ei. Essa contradição conclui a prova da nossa afirmação.

Agora, defina U =
⋃

x∈Ei
Bη(x). Do que provamos acima, temos γ̃+(U) ⊂ Ui.

Mostremos que ω̃(U) = Ei. Claramente, uma vez que Ei ⊂ U e Ei é π̃-invariante, temos
Ei ⊂ ω̃(Ei) ⊂ ω̃(U) e, portanto, Ei ⊂ ω̃(U). Para a recíproca, seja x0 ∈ ω̃(U) \ Ei e
considere tn → ∞ e {xn}n∈N ⊂ U tal que π̃(tn)xn → x0. Como γ̃+(U) ⊂ Ui, temos
π̃(s)xn ∈ Ui para todo n ∈ N e s ⩾ 0. Do Teorema 3.37, considerando ξn(t) = π̃(t+ tn)xn

para t ⩾ −tn, a menos de subsequências, existe uma solução global limitada ξ de π̃ por
x0 tal que para cada s ∈ R existe [0,∞) ∋ ϵsn → 0 com ξn(s+ ϵsn)→ ξ(s). Assim,

x0 = ξ(0) /∈ Ei e ξ(s) ∈ Ui ⊂ Oϵ0(Ei) para todo s ∈ R.

De (G1) obtemos ξ(s) → Ei para s → ±∞, o que contradiz (G2) e completa a demons-
tração.

(b) Assuma que nenhum elemento de E é um atrator local, isto é, Ei ⊊ W u(Ei)

para cada i = 1, . . . , p. Se x1 ∈ W u(E1) \ E1 então existe uma solução global ξ1 de π̃ por
x1 tal que ξ1(t)→ E1 quando t→ −∞. De (G1) e (G2), ξ(t)→ Ei quando t→∞ para
algum i ̸= 1. Para esse i, existem xi ∈ W u(Ei) \ Ei e uma solução global ξi de π̃ por xi
com ξ(t)→ Ei quando t→ −∞. De (G1) e (G2) existe j ̸= 1 e j ̸= i tal que ξi(t)→ Ej

quando t→∞. Em um número finito de passos, chegaremos a uma contradição com (G2),
e a prova está completa.

Os próximos resultados nos garantem, no caso de um semigrupo impulsivo dinami-
camente gradiente π̃, que se um conjunto E é um atrator local para a restrição de π̃ em
A, então E também é um atrator local para π̃. Aqui vale relembrar a Observação 3.39,
pois no caso contínuo o Lema 2.11 de (ARAGÃO-COSTA et al., 2011) é utilizado para o
propósito citado acima.

Lema 3.52. Seja π̃ um semigrupo impulsivo dinamicamente gradiente com respeito à
uma família separada de invariantes isolados E = {E1, . . . , Ep} e com atrator global A.
Suponha que para cada i ∈ {1, . . . , p} existe uma vizinhança aberta e limitada U de Ei

em Ω tal que Ei π̃-atrai U ∩ A. Assuma ainda que cada Ei satisfaz (3.3). Então dada
uma vizinhança aberta V de Ei em Ω com V ⊂ U e x ∈ E, existe η = ηx,V > 0 tal que
γ̃+(y) ⊂ V para todo y ∈ Bη(x).
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Demonstração. Considere ϵ0 > 0 como em (3.1) e escolha 0 < δ0 < ϵ0. Com isso, podemos
supor, sem perda de generalidade, que U ⊂ Oδ0(Ei). Se o resultado é falso, existem x ∈ E
e xn → x com π̃(tn)xn ∈ Ω \V para todo n ∈ N. Podemos assumir também, sem perda de
generalidade, que xn ∈ V para todo n ∈ N. Assim, existe sn ∈ (0, tn] tal que π̃(s)xn ∈ V
para s ∈ [0, sn) e π̃(sn)xn ∈ Ω \ V . Segue do Lema 3.47 que sn →∞ e, da compacidade
assintótica de π̃ podemos assumir, a menos de subsequências, que π̃(sn)xn → x0 ∈ A.

Caso 1. x0 ∈ Ω.
Considerando ξn(t) = π̃(t+ sn)xn para t ⩾ −sn, segue do Teorema 3.37, a menos

de subsequências, que existe uma solução global limitada ξ de π̃ por x0 tal que para cada
s ∈ R existe [0,∞) ∋ ϵsn → 0 de modo que ξn(s + ϵsn) → ξ(s). Nesse caso, sabemos que
x0 = ξ(0) /∈ V . Além disso, para s < 0 e n ∈ N suficientemente grande, temos s+ ϵsn < 0

e s+ ϵsn + sn > 0 e, assim,

ξn(s+ ϵsn) = π̃(s+ ϵsn + sn)xn ∈ V ⊂ U,

o que nos dá ξ(s) ∈ U ⊂ Oϵ0(Ei). Segue de (G1) que ξ(s)→ Ei quando s→ −∞. Logo,
existe s0 ⩽ 0 tal que ξ(s) ∈ U ∩A para todo s ⩽ s0. Como Ei π̃-atrai U ∩A, existe t0 ⩾ 0

tal que π̃(t)ξ(s) ∈ V para todo t ⩾ t0 e s ⩽ s0. Assim, para n suficientemente grande,
temos π̃(n)ξ(−n) ∈ V o que nos dá

V ∋ π̃(n)ξ(−n) = ξ(0) = x0 /∈ V,

e temos uma contradição.

Caso 2. x0 ∈M .
Considerando ξn(t) = π̃(t+ sn + ϕ(π̃(sn)xn)) para t ⩾ −sn − ϕ(π̃(sn)xn), segue do

Teorema 3.37, a menos de subsequências, que existe uma solução global limitada de π̃ por
I(x0) tal que para cada s ∈ R, existe [0,∞) ∋ ϵsn → 0 de modo que ξn(s+ ϵsn)→ ξ(s).

Afirmamos que existem uma vizinhança aberta V1 de Ei em Ω e n0 ∈ N, tal que
π̃(sn + ϕ(π̃(sn)xn) + ϵ0n)xn /∈ V1 para todo n ⩾ n0. De fato, se isso não ocorresse, a menos
de subsequências, como

π̃(sn + ϕ(π̃(sn)xn) + ϵ0n)xn = ξn(0 + ϵ0n)→ ξ(0) = I(x0),

teríamos I(x0) ∈ Ei, ou seja, I(x0) ∈ Ei ∩ Ω = Ei. Da Proposição 3.30, teríamos x0 ∈
Ei ∩M e, de (Z), existe n1 ∈ N tal que π̃(sn1)xn1 ∈ V , o que nos dá uma contradição.

Para a vizinhança V1, temos I(x0) = ξ(0) /∈ V1. Além disso, para s < 0 e n ∈ N
suficientemente grande, temos s+ϕ(π̃(sn)xn)+ ϵsn < 0 e, assim, ξ(s+ ϵsn) ∈ V ⊂ U . Como
fizemos acima, temos ξ(s) ∈ U ∩A para todo s ⩽ s0 e uma vez que E π̃-atrai U ∩A existe
t0 ⩾ 0 tal que π̃(t)ξ(s) ∈ V1 para todo t ⩾ t0 e s ⩽ s0. Assim, para n suficientemente
grande, temos π̃(n)ξ(−n) ∈ V1 o que nos dá

V1 ∋ π̃(n)ξ(−n) = ξ(0) = I(x0) /∈ V1,
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e temos uma contradição.
Como x ∈ E ⊂ Ω e Ω é aberto em X, diminuindo η > 0, se necessário, podemos

supor que Bη(x) ⊂ Ω.

Corolário 3.53. Nas hipóteses do lema anterior, dada uma vizinhança aberta V de Ei

em Ω existe uma vizinhança aberta W de Ei em Ω tal que γ̃+(W ) ⊂ V .

Demonstração. Basta tomar W :=
⋃
x∈Ei

Bηx,V (x).

Lema 3.54. Seja π̃ um semigrupo impulsivo dinamicamente gradiente com respeito à
uma família separada de invariantes isolados E = {E1, . . . , Ep} e com atrator global A.
Considere π̃1 a restrição de π̃ a A, isto é, π̃1(t) = π̃(t)|A para cada t ⩾ 0. Assuma que Ei

é um atrator local de π̃1 em A e K ⊂ A satisfaz as seguintes condições: K é compacto,
K = K ∩Ω, K ∩E∗

i = ∅ e se x0 ∈ K então I(x0) ∈ K. Então Ei π̃-atrai K e, além disso,
Ei é um atrator local de π̃.

Demonstração. Como Ei é um atrator local de π̃1 em A, existe uma vizinhança aberta e
limitada U de Ei em Ω tal que Ei π̃-atrai U ∩A. Suponha, por absurdo, que Ei não atrai
K, então existem uma vizinhança aberta V de Ei em Ω, tk → ∞ e {xk}k∈N ⊂ K tais
que π̃(tk)xk /∈ V para todo k ∈ N. Podemos supor que xk → x0 ∈ K e como Ei π̃-atrai
U ∩ A, segue do Corolário 3.53 que existe uma vizinhança aberta W de Ei em Ω tal que
γ̃+(W ) ⊂ V . Uma vez que π̃(tk)xk /∈ V então π̃(t)xk /∈ W para todo t ∈ [0, tk]. Separamos
o restante da demonstração em dois casos.

Caso 1. x0 ∈ Ω.
Dado t ⩾ 0, da Proposição 2.22, existe [0,∞) ∋ ϵtk → 0 tal que π̃(t+ϵtk)xk → π̃(t)x0.

Para k suficientemente grande, temos t + ϵtk < tk o que nos dá π̃(t + ϵtk)xk /∈ W . Logo
π̃(t)x0 /∈ W para todo t ⩾ 0 e, com isso, ω̃(x0)∩Ei = ∅. Uma vez que x0 ∈ K ∩Ω = K e
K ⊂ A então x0 ∈ A e, portanto, x0 ∈ E∗

i . Isso contradiz a hipótese de que K ∩ E∗
i = ∅.

Caso 2. x0 ∈M .
Da Observação 2.41 segue que sk := ϕ(xk) → 0. Assim π̃(sk)xk → I(x0) ∈ Ω.

Novamente, para t ⩾ 0 segue da Proposição 2.22 que existe [0,∞) ∋ ϵtk → 0 tal que
π̃(t+ ϵtk)π̃(sk)xk → π̃(t)I(x0). Para k suficientemente grande, temos t+ ϵtk+ sk < tk, o que
nos dá π̃(t)I(x0) /∈ W para todo t ⩾ 0 e, com isso, ω̃(I(x0)) ∩E = ∅. Como x0 ∈ K ∩M ,
segue da hipótese que I(x0) ∈ K e, como anteriormente, obtemos I(x0) ∈ E∗

i ∩K, o que
é uma contradição. Com isso concluímos a prova de que Ei π̃-atrai K.

Nos resta mostrar que Ei é um atrator local de π̃. Como Ei é um atrator local de
π̃1, existe uma vizinhança aberta U de Ei em Ω tal que Ei π̃-atrai U ∩ A. Tomando uma
vizinhança aberta V de Ei em Ω com V ⊂ U , do Corolário 3.53 existe uma vizinhança
aberta W de Ei em Ω tal que γ̃+(W ) ⊂ V . Afirmamos que E π̃-atrai W . De fato, definindo
K1 := ω̃(W ) então K1 ⊂ A é tal que K1 é compacto, K1 ∩ Ω = K1 e, do Lema 2.32, se
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x0 ∈ K1 ∩M então I(x0) ∈ K1. Portanto, do que provamos acima, Ei π̃-atrai K1. Note
que K1 é π̃-invariante, e como Ei π̃-atrai K1 obtemos K1 ⊂ Ei e, assim, K1 ⊂ Ei∩Ω = Ei.
Agora, uma vez que K1 π̃-atrai W e K1 ⊂ Ei, segue que Ei π̃-atrai W , o que completa a
prova deste lema.

Construção de uma sequência crescente de atratores locais

Seguindo as ideias de (ARAGÃO-COSTA et al., 2011, 2013) para o caso contínuo,
apresentaremos um método para reordenar E = {E1, . . . , Ep} e construir uma sequência
de atratores locais como em (3.8) de modo que E seja uma decomposição de Morse de A.
Isso será feito em alguns passos que resultarão no Teorema 3.60.

Seja π̃ um semigrupo impulsivo dinamicamente gradiente com respeito a uma
família separada de invariantes isolados E = {E1, . . . , Ep} e com atrator global A. Usando
o Lema 3.51, podemos reordenar os índices, se necessário, para que E1 seja um atrator
local para π̃, com repulsor associado E∗

1 = {x ∈ A : ω̃(x) ∩ E1 = ∅}.

Afirmação 1. Ej ⊂ E∗
1 para j = 2, . . . , p.

De fato, fixado j = 2, . . . , p, considere x ∈ Ej. Como cada Ej é π̃-invariante temos
π̃(t)x ∈ Ej para todo t ⩾ 0. Isso nos dá ω̃(x) ⊂ Ej e, portanto,

ω̃(x) ∩ E1 ⊂ Ej ∩ E1 = ∅,

ou seja, x ∈ E∗
1 e a afirmação está provada.

Denotemos por π̃1 a restrição de π̃ ao conjunto π̃-invariante E∗
1 , isto é,

π̃1(t) = π̃(t)|E∗
1
: E∗

1 → E∗
1 ,

para cada t ⩾ 0.

Afirmação 2. π̃1 é um semigrupo impulsivo dinamicamente gradiente em E∗
1 com respeito

à família separada de invariantes isolados E2 = {E2, . . . , Ep}, com atrator global E∗
1 .

Com efeito, seja ξ uma solução global de π̃1 em E∗
1 . Então ξ é uma solução global de

π̃ em A, e da Afirmação 1 temos Ej ⊂ E∗
1 para j = 2, . . . , p, e sendo π̃ dinamicamente

gradiente existem i, k ∈ {2, . . . , p} tais que

Ei
t→−∞←− ξ(t)

t→∞−→ Ek,

e, portanto, (G1) está satisfeita. Agora, se existisse uma estrutura homoclínica em E∗
1

para os conjuntos {E2, . . . , Ep}, então teríamos uma estrutura homoclínica em A, mas
isso não é possível, pois π̃ é dinamicamente gradiente e, portanto, (G2) está satisfeita e a
afirmação está provada.

Aplicando o Lema 3.51 para π̃1, e reordenando se necessário, podemos assumir que
E2 é um atrator local para π̃1 em E∗

1 . Definindo E∗
1,0 := E∗

1 , e consideramos E∗
2,1 o repulsor

associado à E2 para o semigrupo impulsivo π̃1 em E∗
1,0, isto é,

E∗
2,1 = {x ∈ E∗

1,0 : ω̃(x) ∩ E2 = ∅}.



Capítulo 3. Semigrupos impulsivos gradientes e dinamicamente gradientes 77

Como na Afirmação 1, Ej ⊂ E∗
2,1 para j = 3, . . . , p, e como na Afirmação 2, a

restrição π̃2 de π̃1 ao conjunto invariante E∗
2,1 é um semigrupo impulsivo dinamicamente

gradiente com respeito à família separada de invariantes isolados E3 = {E3, . . . , Ep}, e
algum deles é um atrator local para π̃2. Reordenando, podemos supor que E3 é um atrator
local para π̃2, com repulsor associado E∗

3,2 = {x ∈ E∗
2,1 : ω̃(x) ∩ E3 = ∅}.

Continuando com esse procedimento até que se esgotem todos os elementos de E,
obtemos uma reordenação de E = {E1, . . . , Ep} tal que Ej é um atrator local para π̃j−1,
sendo π̃j a restrição de π̃j−1 ao invariante E∗

j,j−1 com π̃0 := π̃ e E∗
0,−1 := A.

Afirmação 3. Com essa construção, se ξ : R→ A é uma solução global de π̃ que satisfaz

Ei
t→−∞←− ξ(t)

t→∞−→ Ek, (3.9)

então i ⩾ k.
De fato, note primeiramente que se (E,E∗) é um par atrator-repulsor para π̃, então

para toda solução global ψ : R → A com ψ(0) ∈ E∗, tem-se ψ(t) ∈ E∗ para todo t ∈ R,
pois para todo t ∈ R vale ω̃(ψ(0)) = ω̃(ψ(t)). Veremos agora que ξ(0) ∈ E∗

k−1,k−2 para
k = 1, . . . , p. Se k = 1, então claramente ξ(0) ∈ E∗

0,−1 = A e se k ̸= 1, como ξ(t) → Ek

quando t→∞ então ω̃(ξ(0)) ⊂ Ek, o que nos dá

ω̃(ξ(0)) ∩ Ek−j = ∅ para j = 1, . . . , k − 1. (3.10)

Uma vez que ξ(0) ∈ A e ω̃(ξ(0)) ∩ E1 = ∅, temos ξ(0) ∈ E∗
1,0. Analogamente, usando

(3.10) e o fato de que ξ(0) ∈ E∗
1,0, obtemos ξ(0) ∈ E∗

2,1. Podemos continuar com esse
processo até j = 1 e, usando (3.10) e os passos anteriores, obtemos ξ(0) ∈ E∗

k−1,k−2.
Isso nos dá ξ(t) ∈ E∗

k−1,k−2 para todo t ∈ R. Da Afirmação 1, temos Ei ⊂ E∗
k−1,k−2

para i = k, . . . , p e uma vez que ξ(t)→ Ei quando t→ −∞ e ξ(t) ∈ E∗
k−1,k−2 para todo

t ∈ R, então Ei = Ej para algum j = k, . . . , p, o que nos dá i ⩾ k e a Afirmação 3 está
provada.

Podemos agora, depois dessa reordenação, construir uma sequência de p+1 atratores
locais para π̃ como em (3.8) da seguinte maneira: defina A0 = ∅, A1 = E1 e para
j = 2, . . . , p, definimos

Aj = Aj−1 ∪W u(Ej) =

j⋃
i=1

W u(Ei). (3.11)

Segue do Lema 3.50 que

∅ = A0 ⊂ A1 ⊂ . . . ⊂ Ap =

p⋃
i=1

W u(Ei) = A.

Temos como objetivo mostrar que esses conjuntos são atratores locais para π̃ e que
eles realmente constituem uma decomposição de Morse de A. No que segue, a menos que
dito o contrário, assumimos que:
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π̃ é um semigrupo impulsivo dinamicamente gradiente com respeito à família
separada de invariantes isolados E = {E1, . . . , Ep}, reordenados como acima de

modo a satisfazer (3.9), com atrator global A e tal que cada Ei ∈ E satisfaz (3.3).

Lema 3.55. Assuma que xk → x em A, e que existem soluções globais ξk de π̃ por xk em
A para cada k ∈ N, e 1 ⩽ j < i ⩽ p, tais que

Ei
t→−∞←− ξk(t)

t→∞−→ Ej para todo k ∈ N.

Então existem 1 ⩽ p0 ⩽ p, soluções globais ζ1, . . . , ζp0 de π̃ em A, e Eℓ1 , . . . , Eℓp0+1 ∈ E

com Eℓ1 = Ei, Eℓp0+1 = Ej, ℓi > ℓi+1 para cada i = 1, . . . , p0, tais que ζi0(0) = x para
algum 1 ⩽ i0 ⩽ p0 e

Eℓr
t→−∞←− ζr(t)

t→∞−→ Eℓr+1 para r = 1, . . . , p0.

Demonstração. Para k ∈ N e t ⩾ −k, temos ξk(t) = π̃(t+ k)ξk(−k). Como x ∈ Ω, segue
do Teorema 3.37, que existem uma solução global η1 de π̃ em A por x e uma subsequência
de {ξk}k∈N (que denotamos a mesma, por simplicidade) tal que para cada s ∈ R existe
[0,∞) ∋ ϵsk → 0 de modo que ξk(s+ ϵsk)→ η1(s). Como π̃ é dinamicamente gradiente com
respeito à E, existem a, b ∈ {1, . . . , p} tais que

Ea
t→−∞←− η1(t)

t→∞−→ Eb.

De (3.9), temos a ⩾ b. Assuma que a ̸= i e fixemos δ0 < ϵ0, sendo ϵ0 dado em (3.1).
Como η1(t)

t→−∞−→ Ea e Ea é compacto em X, existem x0 ∈ Ea e uma sequência
estritamente crescente {tm}m∈N com tm →∞ e tm+1 − tm > m, para cada m ∈ N, tal que
η1(−tm)→ x0. Como ξk(t+ ϵtk)→ η1(t) para cada t ∈ R, podemos obter para cada m ∈ N
um número natural km ∈ N tal que ϵm := ϵ−tm

km
< 1

m
e ξkm(−tm + ϵm)→ x0.

Por hipótese, a ̸= i e ξkm(t)
t→−∞−→ Ei. Assim, para cada m ∈ N, existe τm ⩾ 0 tal

que

d(ξkm(−tm + ϵm − τm), Ea) ⩾ δ0 e d(ξkm(−tm + ϵm − t), Ea) < δ0 para todo t ∈ [0, τm).

Afirmamos que τm →∞. Se esse não fosse o caso, do Corolário 3.49, para δ0 > 0 e
t0 > sup

m∈N
τm, existiria uma vizinhança aberta U de Ea em Ω tal que para todo z ∈ U ∩ A,

s ∈ [−t0, 0] e solução global limitada η de π̃ por z teríamos d(η(s), Ea) < δ0. Separamos a
prova dessa afirmação em dois casos.

Caso 1. x0 ∈ Ω.
Neste caso, como x0 ∈ Ea ∩ Ω = Ea, U é uma vizinhança aberta de Ea em Ω e

ξkm(−tm + ϵm)→ x0, teríamos ξkm(−tm + ϵm) ∈ U para m suficientemente grande. Assim,
do que vimos acima, deveríamos ter ξkm(−tm + ϵm − τm) ∈ Oδ0(Ea), o que nos dá uma
contradição.
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Caso 2. x0 ∈M .
Neste caso, como x0 ∈ Ea∩M e ξkm(−tm+ϵm)→ x0, do Lema 3.3, existem0 ∈ N tal

que ξkm0
(−tm0 + ϵm0) ∈ U . Assim, do que vimos acima, teríamos ξkm0

(−tm0 + ϵm0− τm0) ∈
Oδ0(Ea), o que também nos dá uma contradição. Com isso, completamos a prova de que
τm →∞.

Como {ξkm(−tm + ϵm − τm)}m∈N ⊂ A podemos supor, a menos de subsequências,
que ξkm(−tm + ϵm − τm)→ w ∈ A. Note que w /∈ Ea. Separamos o restante da prova nos
seguintes casos:

Caso w ∈ Ω.
Neste caso, para s ⩾ −tm − ϵm, definimos

ψm(s) = ξkm(s− tm + ϵm − τm) = π̃(s+ tm + ϵm)ξkm(−2tm − τm).

Do Teorema 3.37, existem η2 solução global de π̃ por w e uma subsequência de {ψm}m∈N

(que denotamos a mesma) tal que para cada s ∈ R existe [0,∞) ∋ βs
m → 0 de modo que

ψm(s+ βs
m)→ η2(s).

Agora, para t > 0 temos 0 ⩽ τm − t − βt
m < τm para m suficientemente grande.

Logo,
d(ψm(t+ βt

m), Ea) = d(ξkm(−tm + ϵm − (τm − t− βt
m)), Ea) < δ0,

e, assim, d(η2(t), Ea) ⩽ δ0 para todo t > 0. Portanto, η2(t) → Ea quando t → ∞ e, de
(G1), (G2) e (3.9) existe a1 > a tal que η2(t)→ Ea1 quando t→ −∞. Portanto,

Ea1
t→−∞←− η2(t)

t→∞−→ Ea
t→−∞←− η1(t)

t→∞−→ Eb, (3.12)

com a1 > a > b.

Caso w ∈M .
Neste caso, definindo rm := ϕ(ξkm(−tm + ϵm − τm)), sabemos da Proposição 2.27

que rm → 0 quando m→∞. Para s ⩾ −tm − ϵm − rm, definimos

ψm(s) = ξkm(s− tm + ϵkm − τm + rm) = π̃(s+ tm + ϵm + rm)ξkm(−2tm − τm).

Do Teorema 3.37, existem η2 solução global de π̃ por I(w) e subsequência de {ψm}m∈N

(que denotamos a mesma) tal que para cada s ∈ R existe [0,∞) ∋ βs
m → 0 de modo que

ψm(s+ βs
m)→ η2(s). Afirmamos que existe µ > 0 tal que para m suficientemente grande,

temos
d(ψm(β

0
m), Ea) ⩾ µ.

Se isso não ocorresse, a menos de subsequências, teríamos ψm(β
0
m)→ z para algum z ∈ Ea.

Veja, pelo Lema 2.18, que

ψm(β
0
m) = π̃(β0

m)π̃(rm)ξkm(−tm + ϵm − τm)→ I(w),
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uma vez que π̃(rm)ξkm(tm+ϵm−τm)→ I(w) ∈ Ω e β0
m → 0. Assim, obtemos I(w) = z ∈ Ea,

o que nos dá, por hipótese, w ∈ Ea. Obtemos assim uma contradição e a existência de
µ > 0 está provada. Portanto, η2(0) /∈ Ea. Com o mesmo raciocínio do caso anterior,
obtemos d(η2(t), Ea) ⩽ δ0 para todo t > 0 e, assim, existe a1 > a > b tal que vale (3.12).

Com estes casos provados, segue a existência de uma solução global η2 de π̃ em A
(por w ou I(w), dependendo do caso) que satisfaz (3.12). Se a1 ̸= i, podemos continuar o
processo até chegarmos em i (pois, do contrário, teríamos uma contradição). O processo
análogo pode ser feito se b ̸= j, e a prova está completa.

Lema 3.56. Os conjuntos Aj definidos em (3.11) satisfazem Aj ∩ Ω = Aj.

Demonstração. Para j = 0 ou j = 1 o resultado é claro, então vamos considerar j ⩾ 2.
Precisamos apenas mostrar que Aj ∩ Ω ⊂ Aj e para isso considere x ∈ Aj ∩ Ω. Assim,
existe {xk}k∈N ⊂ Aj com xk → x.

Da definição de Aj, existe 1 ⩽ i ⩽ j tal que xk ∈ W u(Ei), a menos de subsequências.
Com o mesmo raciocício, podemos assumir que existem b ⩽ i e soluções globais limitadas
ξk de π̃ por x tais que

Ei
t→−∞←− ξk(t)

t→∞−→ Eb para todo k ∈ N.

Do Lema 3.55, existem 1 ⩽ p0 ⩽ p, soluções globais ζ1, . . . , ζp0 de π̃ em A, e conjuntos
Eℓ1 , . . . , Eℓp0+1 ∈ E com Eℓ1 = Ei, Eℓp0+1 = Eb tal que ζi0(0) = x para algum 1 ⩽ i0 ⩽ p0

e
Eℓr

t→−∞←− ζr(t)
t→∞−→ Eℓr+1 para r = 1, . . . , p0.

Em particular, x ∈ W u(Eℓi0
) e, de (3.9), temos ℓi0 ⩽ i ⩽ j, o que nos dá x ∈ Aj e conclui

o resultado.

Lema 3.57. Existe d > 0 tal que Od(Aj) ∩ (
⋃p

i=j+1Ei) = ∅.

Demonstração. Afirmação 1. Aj ∩ Ei = ∅ para todo i = j + 1, . . . , p.
De fato, considere x ∈ Aj ∩ Ei com j + 1 ⩽ i ⩽ p. Como x ∈ Aj = ∪jk=1W

u(Ek),
existe uma solução global limitada ξ de π̃ com ξ(0) = x e ξ(s) → Ek quando s → −∞
para algum 1 ⩽ k ⩽ j. Dado que x ∈ Ei, e sendo Ei π̃-invariante, temos π̃(s)x = ξ(s) ∈ Ei

para todo s ⩾ 0, o que nos dá ξ(s)→ Ei quando s→∞. Portanto,

Ek
s→−∞←− ξ(s)

s→∞−→ Ei.

De (3.9), temos k ⩾ i ⩾ j + 1, o que nos dá uma contradição, e a afirmação está provada.

Afirmação 2. Aj ∩ Ei = ∅ para todo i = j + 1, . . . , p.
Se x ∈ Aj ∩ Ei então x ∈ M , pois caso contrário teríamos x ∈ Aj ∩ Ω = Aj e

x ∈ Ei ∩Ω = Ei o que é uma contradição. Com isso temos x ∈ Aj ∩M e x ∈ Ei ∩M , logo
existem {xn}n∈N ⊂ Aj e {zn}n∈N ⊂ Ei tais que xn → x e zn → x. Da Observação 2.41,
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temos sn := ϕ(xn)→ 0 e rn := ϕ(zn)→ 0 e, uma vez que π̃(sn)xn → I(x), π̃(rn)zn → I(x)

e Aj, Ei são π̃-invariantes, obtemos I(x) ∈ Aj ∩Ω = Aj e I(x) ∈ Ei ∩Ω = Ei o que é uma
contradição, e a afirmação está provada.

Como Aj é compacto, Ei é compacto e Aj ∩ Ei = ∅ para i = j + 1, . . . , p, então
existe d > 0 tal que Od(Aj) ∩ (∪pi=j+1Ei) = ∅ e o resultado está provado.

Observação 3.58. Para os próximos resultados será necessária a hipótese de que Aj

satisfaz (3.3), para cada j = 1, . . . , p. Quando Ei ∈ E satisfaz (3.3) para cada i = 1, . . . , p

e W u(Ei)∩W u(Ej) = ∅ para 1 ⩽ i < j ⩽ p então afirmamos que cada Aj satisfaz (3.3). De
fato, seja z ∈ A tal que π̃(t0)z ∈ Aj para algum t0 > 0. Como z ∈ A, existe uma solução
global limitada ξ de π̃ por z. De (G1) sabemos que ξ(s)→ Ek quando s→ −∞ para algum
k = 1, . . . , p. Mas ψ(t) := ξ(t+ t0) é uma solução global limitada de π̃ por π̃(t0)z ∈ Aj e
ψ(s)→ Ek quando s→ −∞, o que nos dá π̃(t0)z ∈ W u(Ek). Como π̃(t0)z ∈ Aj, devemos
ter π̃(t0)z ∈ W u(Eℓ) para algum 1 ⩽ ℓ ⩽ j. Assim, π̃(t0)z ∈ W u(Ek) ∩W u(Eℓ), o que
pela hipótese nos dá k = ℓ e mostra que z ∈ Aj.

Lema 3.59. Dado 0 < δ0 < d, existe uma vizinhança aberta V de Aj em Ω tal que
γ̃+(V ∩ A) ⊂ Oδ0(Aj) ∩ A.

Demonstração. Provemos primeiro o seguinte:

Afirmação. Dados 0 < δ0 < d e x ∈ Aj, existe µ > 0 tal que γ̃+(y) ⊂ Oδ0(Aj) ∩ A para
todo y ∈ Bµ(x) ∩ A.

De fato, se o resultado é falso existem xn → x e tn > 0 com π̃(tn)xn ∈ Ω \ Oδ0(Aj)

para todo n ∈ N. Como x ∈ Aj e xn → x podemos assumir, sem perda de generalidade, que
xn ∈ Oδ0(Aj) para todo n ∈ N. Assim, existe sn ∈ (0, tn] tal que π̃(s)xn ∈ Oδ0(Aj) para
s ∈ [0, sn) e π̃(sn)xn ∈ Ω \ Oδ0(Aj). Segue do Lema 3.47, que sn →∞ e da compacidade
assintótica de π̃ podemos assumir, a menos de subsequências, que π̃(sn)xn → x0 ∈ A.
Note que d(x0, Aj) ⩾ δ0.

Caso 1. x0 ∈ Ω.
Neste caso, considere ξn(t) = π̃(t+ sn)xn para t ⩾ −sn. Pelo Teorema 3.37, existe

uma solução global limitada ξ de π̃ por x0 tal que, a menos de subsequências, para
cada s ∈ R existe [0,∞) ∋ ϵsn → 0 de modo que ξn(s + ϵsn) → ξ(s). Sabemos que
x0 = ξ(0) /∈ Oδ0(Aj). Além disso, para s < 0 e n ∈ N suficientemente grande, temos
s+ ϵsn < 0 e s+ ϵsn + sn > 0, assim

ξn(s+ ϵsn) = π̃(s+ ϵsn + sn)xn ∈ Oδ0(Aj).

Logo, ξ(s) ∈ Oδ0(Aj) ⊂ Od(Aj) para todo s < 0. Segue de (G1) que ξ(s) → Ei quando
s → −∞ para algum 1 ⩽ i ⩽ p, e como Od(Aj) ∩ (∪pi=j+1Ei) = ∅, obtemos i ⩽ j. Uma
vez que ξ(0) = x0, então x0 ∈ W u(Ei) para algum 1 ⩽ i ⩽ j, ou seja, x0 ∈ Aj ⊂ Oδ0(Aj)

e temos uma contradição.
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Caso 2. x0 ∈M .
Neste caso, considere ξn(t) = π̃(t+ sn + ϕ(π̃(sn)xn))xn para t ⩾ −sn − ϕ(π̃(sn)xn).

Pelo Teorema 3.37, existe uma solução global limitada ξ de π̃ por I(x0) tal que, a menos
de subsequências, para cada s ∈ R existe [0,∞) ∋ ϵsn → 0 de modo que ξn(s+ ϵsn)→ ξ(s).

Afirmamos que existe λ > 0 tal que para n suficientemente grande, temos

d(ξn(ϵ
0
n), Aj) ⩾ λ.

De fato, se esse não fosse o caso, como ξn(ϵ0n)→ I(x0) teríamos I(x0) ∈ Aj∩Ω = Aj e, uma
vez que Aj satisfaz (3.3), segue da Proposição 3.30 que x0 ∈ Aj e, portanto, d(x0, Aj) = 0

o que é uma contradição. Com a existência deste λ > 0, obtemos I(x0) /∈ Oλ(Aj).
Para s < 0 e n suficientemente grande, temos s + ϵsn + ϕ(π̃(sn)xn) < 0, e assim

ξn(s+ ϵ
s
n) ∈ Oδ0(Aj). Como no Caso 1 acima, isso prova que ξ(s)→ Ei quando s→ −∞

para algum 1 ⩽ i ⩽ j, o que nos dá I(x0) ∈ W u(Ei) para algum 1 ⩽ i ⩽ j e, portanto,
I(x0) ∈ Aj ⊂ Oλ(Aj) o que é uma contradição. Essa contradição conclui a prova da nossa
afirmação.

Para concluir a prova do lema basta definir V =
⋃

x∈Aj
Bµ(x).

O próximo teorema nos garante que E é uma decomposição de Morse de A.

Teorema 3.60. Seja π̃ um semigrupo impulsivo dinamicamente gradiente com respeito
à uma família separada de invariantes isolados E = {E1, . . . , Ep} reordenada de maneira
que Ej é um atrator local para a restrição de π̃ a E∗

j−1,j−2. Assuma que cada Ei ∈ E e cada
Aj definido em (3.11) satisfazem (3.3) para cada i, j = 1, . . . , p. Então Aj é um atrator
local para π̃ e

Ej = Aj ∩ A∗
j−1 para todo j = 1, . . . , p.

Assim, E é uma decomposição de Morse de A.

Demonstração. Sabemos que A1 = E1 e Ap = A são atratores locais para π̃. Para j =

2, . . . , p − 1, o Lema 3.54 nos garante que é suficiente provar que Aj é um atrator local
para a restrição de π̃ ao atrator global A.

Seja V a vizinhança de Aj dada no Lema 3.59, e afirmamos que Aj = ω̃(V ∩ A).
De fato, como Aj ⊂ V e Aj é π̃-invariante, temos Aj ⊂ ω̃(Aj) ⊂ ω̃(V ∩ A). Por outro
lado, se x0 ∈ ω̃(V ∩ A) existem tn → ∞ e {xn}n∈N ⊂ V ∩ A, tal que π̃(tn)xn → x0 ∈ Ω.
Do Lema 3.59, temos π̃(s)xn ∈ Oδ0(Aj) ∩ A para todo n ∈ N e s ⩾ 0. Do Teorema 3.37,
com ξn(t) = π̃(t+ tn)xn definida para todo t ⩾ −tn, existe uma solução global limitada ξ
de π̃ por x0 tal que, a menos de subsequências, para cada s ∈ R existe [0,∞) ∋ ϵsn → 0

de modo que ξn(s+ ϵsn)→ ξ(s). Assim,

ξ(s) ∈ Oδ0(Aj) ⊂ Od(Aj) para todo s ∈ R.

De (G1), obtemos ξ(s) → Ei quando s → −∞ para algum 1 ⩽ i ⩽ p e, uma vez que
Od(Aj) ∩ (∪pi=j+1Ei) = ∅ temos i ⩽ j. Logo, x0 ∈ W u(Ei) para algum 1 ⩽ i ⩽ j, ou seja,
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x0 ∈ Aj e o resultado está provado. Essa afirmação nos diz que Aj é um atrator local para
π̃ em A, e a primeira parte do teorema está provada.

Nos resta provar que Ej = Aj ∩ A∗
j−1 para cada j = 1, . . . , n. Por definição, temos⋃j

i=1Ei ⊂ Aj e
⋃p

i=j Ei ⊂ A∗
j−1 = {z ∈ A : ω̃(z) ∩ Aj−1 = ∅}, logo Ej ⊂ Aj ∩ A∗

j−1. Por
outro lado, seja x ∈ Aj ∩ A∗

j−1. Como x ∈ Aj, existe ξ : R → A solução global de π̃ por
x tal que ξ(s) → Eℓ quando s → −∞, disso temos ℓ ⩽ j. Por (G1), ξ(s) → Ek quando
s → ∞ para algum 1 ⩽ k ⩽ p, e de (3.9) obtemos ℓ ⩾ k. Dado que x ∈ A∗

j−1 temos
ω̃(x)∩Aj−1 = ∅ e, também visto que ξ(s)→ Ek quando s→∞, então ω̃(x) ⊂ Ek e, como
Ei ⊂ Aj−1 para i = 1, . . . , j − 1 temos k ⩾ j, pois caso contrário teríamos ω̃(x) ⊂ Aj−1

o que é uma contradição. Portanto, k = ℓ = j e ξ(s) → Ej quando s → ±∞. De (G2),
obtemos ξ(t) ∈ Ej para todo t ∈ R e, em particular, x ∈ Ej e a prova está completa.

Corolário 3.61. Sob as hipóteses do Teorema 3.60, temos

p⋂
j=0

(Aj ∪ A∗
j) =

p⋃
j=1

Ej.

Demonstração. Se x ∈
⋃p

j=1Ej então x ∈ Ek = Ak ∩ A∗
k−1 para algum 1 ⩽ k ⩽ p. Como

Ak ⊂ Ak+1 ⊂ . . . ⊂ Ap, temos x ∈ Aj se j ⩾ k e, uma vez que A∗
k ⊂ A∗

k−1 ⊂ . . . ⊂ A0

temos x ∈ A∗
j se j < k. Portanto, x ∈ (Aj ∪ A∗

j) para todo 0 ⩽ j ⩽ p.
Agora, se x ∈

⋂p
j=0(Aj ∪ A∗

j) então x ∈ Aj ∪ A∗
j para todo j = 0, . . . , p. Seja

k = {o primeiro índice j tal que x ∈ Aj}. Usando o fato de que Ak ⊂ Ak+1 ⊂ . . . ⊂ Ap,
segue que x ∈ Aj para k ⩽ j ⩽ p e x ∈ A∗

j para 0 ⩽ j ⩽ k− 1. Do Teorema 3.60, obtemos
x ∈ Ak ∩ A∗

k−1 = Ek, o que completa demonstração.

Para finalizar esta seção apresentaremos a equivalência entre semigrupos impulsivos
gradientes e semigrupos impulsivos dinamicamente gradientes.

Teorema 3.62. Sejam π̃ um semigrupo impulsivo com atrator global A e uma família
separada de invariantes isolados E = {E1, . . . , Ep}. Assuma que cada Ei ∈ E e cada Aj

definido em (3.11) satisfazem (3.3) para cada i, j = 1, . . . , p. Então π̃ é um semigrupo
impulsivo gradiente com respeito à E se, e somente se, π̃ é um semigrupo impulsivo
dinamicamente gradiente com respeito à E. Além disso, a função de Lyapunov V : Ω→ R
de um semigrupo impulsivo dinamicamente gradiente com respeito à E pode ser tomada
de modo que V (Em) = m− 1, para m = 1, . . . , p.

Demonstração. Do Teorema 3.19, sabemos que um semigrupo impulsivo gradiente com res-
peito a uma família separada de invariantes isolados limitada E é um semigrupo impulsivo
dinamicamente gradiente com respeito à E.

Suponha que π̃ é um semigrupo impulsivo dinamicamente gradiente com respeito
à E, reordenada de modo a ser uma decomposição de Morse para A. Sejam ∅ = A0 ⊂
A1 ⊂ . . . ⊂ Ap = A a sequência de atratores locais definida em (3.11), e ∅ = A∗

p ⊂
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A∗
p−1 ⊂ . . . ⊂ A∗

0 = A os repulsores associados de modo que para cada j = 1, . . . , p,
temos Ej = Aj ∩A∗

j−1. Considere h : X → R a função definida no Lema 3.42 e, para cada
j = 1, . . . , p, a função kj : Ω→ [0, 1] construída no Lema 3.44 para o par atrator-repulsor
(Aj, A

∗
j). Defina a função V : Ω→ R por

V (x) = h(x) +

p∑
j=1

kj(x) para cada x ∈ Ω.

Afirmamos que V é uma função de Lyapunov para π̃ relativa à E. De fato, dado
x ∈ Ω, como [0,∞) ∋ t 7→ h(π̃(t)x) ∈ R e cada [0,∞) ∋ t 7→ kj(π̃(t)x) ∈ R, 1 ⩽ j ⩽ p,
são decrescentes, segue que [0,∞) ∋ t 7→ V (π̃(t)x) ∈ R é decrescente.

Agora, seja x ∈ Ω tal que V (π̃(t)x) = V (x) para todo t ⩾ 0. Para cada j = 0, . . . , p,
defina fj : Ω → R por fj(x) = h(x) + kj(x). Sendo [0,∞) ∋ t 7→ h(π̃(t)x) decrescente,
temos h(x) − h(π̃(t)x) ⩾ 0 para todo t ⩾ 0 e, também sendo [0,∞) ∋ t 7→ kj(π̃(t)x)

decrescente para cada j = 1, . . . , p, temos kj(π̃(t)x) − kj(x) ⩽ 0 para cada t ⩾ 0. Dado
que V (π̃(t)x) = V (x), temos

h(x)− h(π̃(t)x) =
p∑

j=1

(kj(π̃(t)x)− kj(x)),

e usando as considerações acima obtemos kj(π̃(t)x) = kj(x) e h(x) = h(π̃(t)x), para
todo t ⩾ 0 e, portanto, fj(π̃(t)x) = fj(x) para todo t ⩾ 0. Da Proposição 3.43, temos
x ∈ Aj ∪ A∗

j para cada j = 0, 1, . . . , p, e segue do Corolário 3.61 que x ∈ Ej para algum
j = 1, . . . , p.

Para a última afirmação, se m ∈ {1, . . . , p} e x ∈ Em = Am ∩ A∗
m−1, segue que

x ∈ Am ⊂ Am+1 ⊂ . . . ⊂ Ap = A e x ∈ A∗
m−1 ⊂ A∗

m−2 ⊂ . . . ⊂ A∗
0 = A. Como a função kj

associada ao par (Aj, A
∗
j) satisfaz k−1

j (0) = Aj e k−1
j (1) ∩ A = A∗

j , obtemos

kj(x) =

{
1 se 1 ⩽ j ⩽ m− 1

0 se m ⩽ j ⩽ p.

Uma vez que x ∈ Em ⊂ A, e em A temos h(x) = 0, segue que

V (x) = h(x) +

p∑
j=1

kj(x) =

p∑
i=1

kj(x) =
m−1∑
j=1

kj(x) +

p∑
j=m

kj(x) = m− 1,

e a prova está completa.

3.3 APLICAÇÕES

Nesta seção apresentamos alguns exemplos que ilustram a teoria de semigrupos
impulsivos dinamicamente gradientes.
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3.3.1 O exemplo simples que nos inspirou

Como o próprio nome desta subseção já descreve, escolhemos começar com esse
exemplo que, apesar de bastante simples, nos ajudou a desvendar os mistérios desta teoria
e nos motivou a encontrar as condições certas para demonstrarmos os resultados abstratos.

Considere o grupo π em R dado por π(t)x0 = x0e
−t para todos x0, t ∈ R. Defina

M = {1} e I(1) = 2. Note que π(t)1 ̸= 1 para todo t ̸= 0, logo a tripla (π,M, I) define
um sistema dinâmico impulsivo. Como ϕ(2) = ln 2 > 0, o sistema (π,M, I) satisfaz a
condição (H) e, portanto, define um semigrupo impulsivo π̃ em Ω = R\{1}. As trajetórias
impulsivas são dadas por:
Caso 1. x0 ∈ (−∞, 1].

Neste caso temos ϕ(x0) =∞ e, portanto, π̃(t)x0 = π(t)x0 = x0e
−t.

Caso 2. x0 ∈ (1,∞).

Neste caso ϕ(x0) = ln x0 e x+n = 2 para todo n ∈ N e, portanto,

π̃(t)x0 =

{
x0e

−t, 0 ⩽ t < lnx0

2nx0e
−t, lnx0 + (n− 1) ln 2 ⩽ t < lnx0 + n ln 2, n ∈ N.

Como os conjuntos {0} e (1, 2] são π̃-invariantes segue que A = {0} ∪ (1, 2] é o atrator
global para este semigrupo impulsivo e a Figura 2 a seguir ilustra as trajetórias impulsivas
e o atrator global.

1 20

I

Figura 2 – Tajetória impulsiva e atrator global

Vamos verificar que as condições (T) e (Z) estão satisfeitas.

∗ Vale (T).

Sejam t0 > 0 e {zn}n∈N ⊂ R com zn → z tal que π(t0)zn → 1. Assim z = et0 e,
tomando subsequências, se necessário, podemos supor que zn > 1 para todo n ∈ N. Com
isso podemos definir αn := ln(zne

−t0) e, portanto, obtemos αn → 0, t0 + αn > 0 e

π(t0 + αn)zn = zne
−(t0+αn) = zne

−t0e−αn = 1.

∗ Vale (Z).

Como o semigrupo impulsivo π̃ possui atrator global A, para mostrar a condição
(Z) basta apenas mostrar para o ponto 1 ∈ A ∩M . Para isso, considere {tn}n∈N ⊂ (0,∞)

com lim inf
n→∞

tn > 0 e {xn}n∈N ⊂ Ω limitada tais que π̃(tn)xn → 1. Agora, basta mostrar
que existe um n0 ∈ N tal que π̃(tn0)xn0 ∈ U sendo U uma vizinhança aberta de (1, 2].
Separamos nos seguintes casos:
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x11
2

2

1

3
2

Figura 3 – Gráfico da função de Lyapunov relativa ao par (E,E∗), com E = {0} e E∗ = (1, 2].

Caso 1. xn ∈ (−∞, 0] para todo n ∈ N.

Como (−∞, 0] é π̃-invariante então este caso não pode ocorrer, uma vez que
π̃(tn)xn → 1.
Caso 2. {xn}n∈N possui uma subsequência tal que xn ∈ (0, 1) para todo n ∈ N.

Neste caso, xn → x ∈ [0, 1]. Se tn → ∞ então π̃(tn)xn = π(tn)xn → 0 o que é
uma contradição. Caso tn → t > 0 temos π(tn)xn → π(t)x e, por outro lado π(tn)xn =

π̃(tn)xn → 1 o que nos dá 1 = xe−t o que é um absurdo, pois isso só ocorre se x > 1 ou
x = 1 e t = 0 o que não acontece e, portanto, este caso não ocorre.
Caso 3. xn ∈ (1,∞) para todo n ∈ N.

Note que somente este caso ocorre, pois 1 ∈ U e π̃(tn)xn → 1. Logo existe n0 ∈ N
tal que π̃(tn0)xn0 ∈ U e, a condição (Z) está satisfeita.

Considerando E = {0}, então E é um atrator local para π̃ com repulsor associado
E∗ = (1, 2] e, do Corolário 3.35, segue que π̃ é um semigrupo impulsivo dinamicamente
gradiente com respeito à família E = {E,E∗}. A seguir vamos calcular a função de
Lyapunov para π̃ relativa à E dada pela Proposição 3.43. Calculando as funções h : R→ R
(dada pelo Lema 3.42) e k : R→ [0, 1] (dada pelo Lema 3.45) temos:

◦ h(x) = −x e k(x) = x
2x−1

para x ∈ (−∞, 0);

◦ h(x) = x e k(x) = x para x ∈ [0, 1
2
];

◦ h(x) = 1
2

e k(x) = x para x ∈ (1
2
, 1];

◦ h(x) = 0 e k(x) = 1 para x ∈ (1, 2];

◦ h(x) = x− 2 e k(x) = 1 para x ∈ (2,∞).
Logo a função de Lyapunov V : Ω → R é dada por V (x) = h(x) + k(x) e seu gráfico é
apresentado na Figura 3.
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Figura 4 – Gráfico da função de Lyapunov relativa ao par (E,E∗), com E = (1, 2] e E∗ = {0}.

Note que o conjunto (1, 2] também é um atrator local para π̃, logo podemos trocar
os papéis de E e E∗, isto é, podemos considerar E = (1, 2] e E∗ = {0}. Assim a função
de Lyapunov relativa à E = {E,E∗} é dada por V (x) = h(x) + k(x), sendo

◦ h(x) = −x e k(x) = 1 para x ∈ (−∞, 0);

◦ h(x) = x e k(x) = 1 para x ∈ [0, 1
2
];

◦ h(x) = 1
2

e k(x) = 1 para x ∈ (1
2
, 1];

◦ h(x) = x− 2 e k(x) = x−2
2x−2

para x ∈ (2,∞);

◦ h(x) = 0 e k(x) = 0 para para x ∈ (1, 2],
e seu gráfico é dado na Figura 4.

Note, neste exemplo, que se usássemos a semidistância de Hausdorff para definirmos
o conceito de atração teríamos que o conjunto E = (1, 2] seria tal que W u(E) = E, porém
E não seria um atrator local para π̃.

3.3.2 Um exemplo com mais invariantes

Para ilustrar a decomposição de Morse consideramos, como no exemplo acima, o
grupo π(t)x0 = x0e

−t. Definimos M = {1, 3, 5} e I(1) = 2, I(3) = 4 e I(5) = 6.

1 20 3 4 5 6

I I I

Vamos considerar os conjuntos E1 = {0}, E2 = (1, 2], E3 = (3, 4] e E4 = (5, 6].
Note que E1 é um atrator local para π̃ com repulsor associado E∗

1 = E2 ∪ E3 ∪ E4 e, em
E∗

1 escolhemos E2 como um atrator local para π̃ com repulsor associado E∗
2 = E3 ∪ E4.

Novamente em E∗
2 escolhemos E3 como um atrator local para π̃ com repulsor associado
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E∗
3 = E4. Como cada Ei é um atrator local para π̃, temosW u(Ei) = Ei para 1 ⩽ i ⩽ 4, logo

podemos definir os conjuntos Aj = ∪j
i=1Ei e veja que E1 = A1, A4 = A e Ej = Aj ∩ A∗

j−1

para todo j = 1, . . . , 4 e, portanto, a família separada e ordenada de invariantes isolados
E = {E1, E2, E3, E4} constitui uma decomposição de Morse paraA. Segue do Teorema 3.62
que existe uma função de Lyapunov V para π̃ tal que V (Em) = m− 1 para m = 1, 2, 3, 4.

3.3.3 Um exemplo em R2

Apresentamos agora um exemplo adaptado de (BONOTTO, E. M. et al., 2015).
Considere o problema de valor inicial em X = R2, com a norma euclidiana usual denotada
por ∥ · ∥, dado por 

ẋ = −x, t > 0,

ẏ = −y, t > 0,

x(0) = x0 ∈ R,
y(0) = y0 ∈ R,

(3.13)

que gera o grupo π = {π(t) : t ∈ R} em R2 definido por

π(t)(x0, y0) = (x0e
−t, y0e

−t) para t ∈ R.

Consideremos M = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1} e I : M → R2 \M definida por
I(x, y) = (

√
x2 + 8, y). Note que I(M) ⊂ {(u, v) ∈ R2 : u ⩾ 0 e u2 + v2 = 9} ⊂ R2 \M .

Como
∥π(t)(x, y)∥ = e−t

√
x2 + y2 para todo t ⩾ 0, (3.14)

vemos que se (x, y) ∈ M então π(t)(x, y) /∈ M para todo t ̸= 0. Logo a tripla (π,M, I)

define um sistema dinâmico impulsivo em R2.
Observe que de (3.14), temos ϕ(x, y) =∞ se x2 + y2 < 1, e ϕ(x, y) = ln(

√
x2 + y2)

se x2 + y2 > 1. Note ainda que vale (H) já que ϕ(x, y) = ln 3 se (x, y) ∈ I(M), ou seja,
basta tomar δ = ln 3

2
> 0. Portanto, (π,M, I) dá origem a um semigrupo impulsivo π̃ em

Ω := R2 \M .
Calculemos a trajetória impulsiva de cada ponto (x, y) ∈ Ω. Claramente π̃(t)(x, y) =

π(t)(x, y) se x2+y2 < 1. Quando x2+y2 > 1 temos s1 := ϕ(x, y) = ln(
√
x2 + y2) e, assim,

(x, y)1 =
1√

x2 + y2
(x, y) e (x, y)+1 = I((x, y)1) =

1√
x2 + y2

(√
9x2 + 8y2, y

)
.

Logo

π̃(t)(x, y) =

{
π(t)(x, y) se 0 ⩽ t < s1,

(x, y)+1 se t = s1.

Como s2 = ϕ((x, y)+1 ) = ln 3, temos

(x, y)2 =
1

3
(x, y)+1 e (x, y)+2 = I((x, y)2) =

1

3
√
x2 + y2

(√
81x2 + 80y2, y

)
,
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x

y

0 1 3

I(M)M

(x, y)

Figura 5 – Trajetória impulsiva para π̃.

logo

π̃(t)(x, y) =

{
e−t(

√
9x2 + 8y2, y) se s1 ⩽ t < s1 + ln 3,

(x, y)+2 se t = s1 + ln 3.

Continuando esse processo, para n > 1 obtemos sn+1 := ϕ((x, y)+n ) = ln 3 e também

(x, y)n+1 =
1

3
(x, y)+n e (x, y)+n =

1

3n−1
√
x2 + y2

(√
9nx2 + (9n − 1)y2, y

)
,

e, portanto,
π̃(t)(x, y) = e−t

(√
9nx2 + (9n − 1)y2, y

)
,

se λn := s1 + (n− 1) ln 3 ⩽ t < λn+1 := s1 + n ln 3. As trajetórias impulsivas são dadas na
Figura 5.

Note que A = {0, 0} ∪ {(x, 0) : 1 < x ⩽ 3} é o atrator global para π̃ e que ambas
(T) e (Z) estão satisfeitas.
∗ Vale (T).

Sejam t > 0, (u, v) ∈ M , e uma sequência convergente {zn}n∈N ⊂ R2 tal que
π(t)zn → (u, v). Podemos assumir que zn = (xn, yn)→ z = (x, y) (logo (u, v) = π(t)(x, y))
e zn ̸= 0 para todo n ∈ N. Note que

1 = u2 + v2 = ∥π(t)(x, y)∥2 = ∥z∥2e−2t,

assim ∥z∥ = et. Definindo αn = ln(∥zn∥e−t), então αn → 0 e π(t+ αn)zn ∈M , pois

∥π(t+ αn)zn∥2 = ∥zn∥2e−2te−2αn = ∥zn∥2e−2t e2t

∥zn∥2
= 1.

∗ Vale (Z).

Claramente, se B ⊂ Ω é limitado, então ω̃(B) ∩M ⊂ {(1, 0)}. Assumindo então
que ω̃(B) ∩M = {(1, 0)}, sejam {tn}n∈N ⊂ (0,∞) com lim inf

n→∞
tn > 0 e {zn}n∈N limitada
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com π̃(tn)zn → (1, 0), e U vizinhança aberta de ω̃(B). Claramente devemos ter ∥zn∥ > 1

para todo n ∈ N e, também, {(x, 0) : 1 < x ⩽ 3} ⊂ ω̃(B). Portanto, é simples ver que
π̃(tn)zn ∈ U para algum n ∈ N.

Veja que E = {(0, 0)} é um atrator local para o semigrupo impulsivo π̃, com
repulsor associado E∗ = {(x, 0) : 1 < x ⩽ 3}, e com isso π̃ é um semigrupo impulsivo
gradiente relativo ao par (E,E∗).

3.3.4 Um exemplo em dimensão infinita

Considere o seguinte problema de valor inicial com condições de fronteira de Diri-
chlet: 

ut −∆u = 0 para (x, t) ∈ Γ× (0,∞),

u(x, t) = 0, para (x, t) ∈ ∂Γ× (0,∞),

u(x, 0) = u0(x), para x ∈ Γ,

(3.15)

sendo Γ um domínio limitado de Rn com fronteira suave ∂Γ e ∆ o operador Laplaciano
em Γ. O operador −∆ com as condições de fronteira de Dirichlet admite uma sequência
ortonormal completa de autofunções {vn}n∈N em L2(Γ) com autovalores correspondentes
{λn}n∈N que satisfazem 0 < λ1 ⩽ λ2 ⩽ . . . ⩽ λn ⩽ . . ., e λn →∞ quando n→∞.

Sabemos que (veja (BREZIS, 2010; EVANS, 2010) para mais detalhes) para cada
u0 ∈ L2(Γ), existe uma única solução u de (3.15) satisfazendo u ∈ C([0,∞), L2(Γ)) tal
que a aplicação u0 7→ u(t) é contínua em L2(Γ). Além disso, se u0 ∈ L2(Γ) então

u0 =
∞∑
n=1

αn(u0)vn e u(t) =
∞∑
n=1

αn(u0)e
−λntvn, t ⩾ 0,

sendo αn(u0) = (u0, vn) o n-ésimo coeficiente de Fourier de u0 e (·, ·) denota o produto
interno usual de L2(Γ). A família π = {π(t) : t ⩾ 0}, onde π(t) : L2(Γ)→ L2(Γ) é dado por
π(t)u0 = u(t), define um semigrupo em L2(Γ). Além disso, a aplicação π(t) : L2(Γ)→ L2(Γ)

é um operador compacto para cada t > 0. Usando a identidade de Parseval, obtemos

∥π(t)u0∥22 =
∞∑
n=1

|αn(u0)|2e−2λnt ⩽ ∥u0∥22e−2λ1t, para todo t ⩾ 0. (3.16)

Além disso, A1 = {0} é o atrator global para π em L2(Γ). Considere o conjunto M = {u ∈
L2(Γ) : ∥u∥2 = 1}, onde ∥ · ∥2 denota a norma usual em L2(Γ), e defina I(u) = u + 4v1

para todo u ∈M . Note que para u ∈M temos |α1(u)| ⩽ 1 e

∥I(u)∥22 = (α1(u) + 4)2 +
∞∑
j=2

αn(u)
2 = ∥u∥22︸︷︷︸

=1

+8α1(u) + 16 = 8α1(u) + 17, (3.17)

assim 3 ⩽ ∥I(u)∥2 ⩽ 5.

Lema 3.63. M é um conjunto impulsivo e I é uma função impulso.
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Demonstração. Claramente M é um subconjunto fechado em L2(Γ) e, para cada x ∈M ,
segue de (3.16) que π(t)x /∈M para todo t > 0. A aplicação I é claramente contínua em
M e como ∥I(u)∥2 ⩾ 3, temos I(M) ⊂ Ω := L2(Γ) \M . Portanto, M é um conjunto
impulsivo e I é uma função impulso.

Usando (3.16), temos ϕ(u) =∞ se ∥u∥2 < 1 e ϕ(u) ⩽ 1
λ1

ln ∥u∥2 se ∥u∥2 > 1. Por
isso, para todo t > 0 e u ∈ Ω com ∥u∥2 < 1, temos π̃(t)u = π(t)u. Para ∥u∥2 > 1, podemos
descrever π̃(t)u em termos dos seus coeficientes de Fourier:

◦ αn(π̃(t)u) = αn(π(t)u) = αn(u)e
−λnt para todo t > 0 e n ⩾ 2;

◦ α1(π̃(t)u) = α1(π(t)u) = α1(u)e
−λ1t para 0 ⩽ t < ϕ(u);

◦ α1(π̃(ϕ(u))u) = α1(π(ϕ(u))u+ 4v1) = α1(π(ϕ(u))u) + 4 = α1(u)e
−λ1ϕ(u) + 4.

Tomando u+1 = 4v1 +
∑∞

n=1 αn(u)e
−λnϕ(u)vn, podemos proceder indutivamente para todo

t > ϕ(u). Note que o anel

A1,5 := {u ∈ L2(Γ) : 1 < ∥u∥2 ⩽ 5}

é π̃-positivamente invariante.

Lema 3.64. Para u ∈ I(M) e t ⩾ 0, temos α1(π(t)u) > 0.

Demonstração. Seja u = I(v) com v ∈ M . Portanto, α1(u) = α1(v) + 4, o que nos dá
α1(u) ⩾ 3. Uma vez que α1(π(t)u) = α1(u)e

−λ1t, o resultado está provado.

Lema 3.65. O sistema dinâmico impulsivo (π,M, I) satisfaz (H).

Demonstração. Sejam u ∈M e v = I(u), se t > 0 é tal que π(t)v ∈M então

1 = ∥π(t)v∥2 ⩾ |α1(u) + 4|e−λ1t ⩾ 3e−λ1t,

isto é, t ⩾ 1
λ1

ln 3. Portanto, ϕ(v) ⩾ 1
λ1

ln 3 para todo v ∈ I(M), e a condição (H) vale com
δ = 1

2λ1
ln 3.

Uma vez que a condição (H) é satisfeita, a tripla (π,M, I) define um semigrupo
impulsivo π̃ = {π̃(t) : t ⩾ 0} em Ω.

Lema 3.66. π̃ satisfaz (T).

Demonstração. Sejam t > 0, w ∈M , e uma sequência convergente {un}n∈N com limite u
em L2(Γ) tal que ∥π(t)un − w∥2 → 0. Seja K > 0 tal que ∥un∥2 ⩽ K para todo n ∈ N.
Agora, escolha s > t de modo que Ke−λ1s < 1. Para cada n ∈ N, definimos a função
hn : [0, s]→ R por hn(t) = ∥π(t)un∥22 − 1, t ∈ [0, s]. Veja que,

hn(s) + 1 = ∥π(s)un∥22 ⩽ ∥un∥22e−2λ1s ⩽ K2e−2λ1s < 1.
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Por outro lado, temos w = π(t)u, e consequentemente,

1 = ∥w∥22 = ∥π(t)u∥22 ⩽ ∥u∥22e−2λ1t < ∥u∥22.

Assim, existe n0 ∈ N tal que 1 < ∥un∥22 para todo n ⩾ n0, e

hn(0) + 1 = ∥un∥22 > 1, n ⩾ n0.

Logo,
hn(s) < 0 < hn(0) para todo n ⩾ n0.

Usando a continuidade de hn, existe rn ∈ [0, s] tal que ∥π(rn)un∥22 = 1, ou seja, π(rn)un ∈
M sempre que n ⩾ n0. Podemos supor, a menos de subsequências, que rn → r ∈ [0, s].
Assim, π(r)u ∈M e, portanto, r = t quando ∥u∥2 > 1 e a trajetória γ+(u) = {π(t)u : t ⩾
0} toca o conjunto impulsivo apenas uma vez. Tomando αn = rn−t, para n ⩾ n0, obtemos
π(t+ αn)un = π(rn)un ∈M .

Observe que π̃ é um semigrupo impulsivo dissipativo com um conjunto absorvente
dado por B0 = {v ∈ L2(Γ) : ∥v∥2 ⩽ 1

2
} ∪ {v ∈ L2(Γ) : 1 < ∥v∥2 ⩽ 5}. Também, da

Proposição 2.28, segue que π̃ é assintoticamente compacto.

Lema 3.67. Sejam

(1, 5]v1 = {v ∈ L2(Γ) : v = αv1, com 1 < α ⩽ 5}

e B ⊂ Ω um conjunto não vazio e limitado.
(a) Se ∥u∥2 < 1 para todo u ∈ B então ω̃(B) = {0}.

(b) Se existe u ∈ B com ∥u∥2 < 1 então 0 ∈ ω̃(B).

(c) ω̃(B) ⊂ {0} ∪ (1, 5]v1.

(d) Se existe u ∈ B com ∥u∥2 > 1 então (1, 5]v1 ⊂ ω̃(B).

Demonstração. (a) Como ϕ(u) = ∞ para todo u ∈ Ω com ∥u∥2 < 1, e de (3.16) para
qualquer tn →∞ e {un}n∈N ⊂ B, obtemos

∥π̃(tn)un∥2 ⩽ ∥un∥2e−λ1t → 0 quando t→∞,

e, portanto, ω̃(B) ⊂ {0}. Como π̃(t)0 = 0 para todo t ⩾ 0, concluímos que ω̃(B) = {0}.

(b) Segue diretamente do item (a), pois {0} = ω̃(u) ⊂ ω̃(B).

(c) Sejam B− = B ∩ {u ∈ L2(Γ) : ∥u∥2 < 1} e B+ = B ∩ {u ∈ L2(Γ) : ∥u∥2 > 1}.
Se w ∈ ω̃(B), então existem tn →∞ e {un}n∈N ⊂ B tais que π̃(tn)un → w. Se, a menos
de subsequências, {un}n∈N ⊂ B−, obtemos w = 0. Então, precisamos somente tratar do
caso quando {un}n∈N ⊂ B+. Neste caso, obtemos

∥π̃(tn)un − w∥22 = (α1(π̃(tn)un)− α1(w))
2 +

∞∑
j=2

(αj(un)e
−λjtn − αj(w))

2.
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Com isso, obtemos que αj(w) = 0 para todo j ⩾ 2 e também α1(π̃(tn)un) → α1(w).
Usando o Lema 3.64 juntamente com o fato de que o anel A1,5 é π̃-postitivamente invariante,
obtemos 1 < α1(π̃(tn)un) ⩽ 5 para n suficientemente grande. Isso nos dá α1(w) ∈ [1, 5].
Se α1(w) = 1 então w = v1 ∈ M , o que é uma contradição e, portanto, α1(w) ∈ (1, 5].
Assim, w = α1(w)v1 ∈ (1, 5]v1.

(d) Seja u ∈ B tal que ∥u∥2 > 1. Então, a sequência {π̃(n)u}n∈N não converge para
0 (uma vez que ela permanece no anel A1,5 para todo n suficientemente grande). Como π̃ é
assintoticamente compacto, existe w ∈ ω̃(u)\{0} ⊂ ω̃(B)\{0}. Mas ω̃(B)\{0} ⊂ (1, 5]v1,
o que nos dá w = αv1 para algum α ∈ (1, 5]. Dado que ω̃(B) é π̃-invariante, obtemos
(1, 5]v1 ⊂ ω̃(B).

Lema 3.68. π̃ satisfaz (Z).

Demonstração. Seja B ⊂ Ω um conjunto não vazio e limitado. Se ∥u∥2 < 1 para todo
u ∈ B, então ω̃(B) = {0}. Portanto, neste caso, ω̃(B) ∩M = ∅ e não temos nada a
provar.

Podemos assumir que B ∩ {u ∈ L2(Γ) : ∥u∥2 > 1} ≠ ∅. Do lema acima, temos
ω̃(B) ∩ M = {v1}. Sejam {tn}n∈N ⊂ (0,∞) tal que lim infn→∞ tn > 0, {un}n∈N ⊂ B

e π̃(tn)un → v1. Usando (3.16) podemos assumir que ∥un∥2 > 1 para todo n ∈ N e,
consequentemente, a sequência {π̃(tn)un}n∈N entra em qualquer vizinhança aberta U de
ω̃(B) em Ω para n suficientemente grande.

Como consequência do Teorema 2.40 e do Lema 3.67, A = ω̃(B0) = {0} ∪ (1, 5]v1

é o atrator global de π̃. O conjunto E = {0} é um atrator local para π̃ com repulsor
associado E∗ = (1, 5]v1. Usando o Teorema 3.62, podemos enunciar o seguinte resultado:

Teorema 3.69. π̃ é um semigrupo impulsivo gradiente relativo à E = {E,E∗} com função
de Lyapunov V : Ω→ R tal que V (E) = 0 e V (E∗) = 1.
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4 SEMIGRUPOS IMPULSIVOS SOB PERTURBAÇÕES

Nosso objetivo agora é começar a trabalhar com perturbações de semigrupos impul-
sivos, e estudar como os atratores globais para tais semigrupos se comportam. Para este
fim, para cada η > 0 consideraremos um sistema dinâmico impulsivo (πη,Mη, Iη) e assu-
miremos que ele satisfaz (2.3), isto é, temos um semigrupo impulsivo π̃η em Ωη = X \Mη.
De agora em diante, quando nos referirmos ao semigrupo impulsivo π̃η, a menos que ex-
plicitamente dito o contrário, estaremos considerando Mη seu conjunto impulsivo e Iη sua
função de impulso associados. Além disso, nos referiremos também às famílias {πη}η∈[0,1]
de semigrupos, {Mη}η∈[0,1] de conjuntos impulsivos e {Iη}η∈[0,1] de funções de impulso,
separadamente. Os resultados apresentados aqui foram adaptados de (BONOTTO, E. M.
et al., 2016b; BORTOLAN; UZAL, José Manuel, 2021).

Definição 4.1. Nas condições acima diremos que:
(a) a família {πη}η∈[0,1] de semigrupos é contínua em η = 0 se para cada J ⊂ [0,∞) e

K ⊂ X compactos temos

sup
(t,x)∈J×K

d(πη(t)x, π0(t)x)→ 0 quando η → 0;

(b) a família {Mη}η∈[0,1] de conjuntos impulsivos é coletivamente fechada em η = 0

se dadas ηk → 0, xk ∈Mηk e x ∈ X com xk → x, então x ∈M0;

(c) se {Mη}η∈[0,1] é coletivamente fechada em η = 0, diremos que a família de funções de
impulso {Iη}η∈[0,1] é coletivamente contínua em η = 0 se dadas ηk → 0, xk ∈Mηk

e x ∈ X com xk → x, então Iηk(xk)→ I0(x).

Além de todas as definições acima, para cada η ∈ [0, 1], podemos considerar a
função tempo de impacto ϕη.

Lema 4.2. Assuma que
• {πη}η∈[0,1] é contínua em η = 0;

• {Mη}η∈[0,1] é coletivamente fechada em η = 0;
e consideremos x0 ∈ Ω0, xk → x0 e ηk → 0. Então
(a) xk ∈ Ωηk para k suficientemente grande;

(b) lim inf
k→∞

ϕηk(xk) ⩾ ϕ0(x0);

(c) se [0,∞) ∋ αk → 0 então π̃ηk(αk)xk → x0.

Demonstração. (a) Se a afirmação é falsa, existe uma subsequência {xkj}j∈N de {xk}k∈N
com xkj ∈ Mηkj

para todo j ∈ N. Como xkj → x0 quando j → ∞ e {Mη}η∈[0,1] é
coletivamente fechada então x0 ∈M0, o que nos dá uma contradição.

(b) Seja α := lim inf
k→∞

ϕηk(xk). Se α = ∞, nada temos a fazer. Suponha então que
α <∞. A menos de subsequências, podemos assumir que ϕηk(xk)→ α. Da definição de
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ϕηk temos πηk(ϕηk(xk))xk ∈Mηk para todo k ∈ N. Da continuidade de {πη}η∈[0,1] em η = 0

temos πηk(ϕηk(xk))xk → π0(α)x0, e como {Mη}η∈[0,1] é coletivamente fechada em η = 0

obtemos π0(α)x0 ∈ M0. Se α = 0 teríamos x0 ∈ M0, o que é uma contradição. Portanto,
α > 0 e de (2.2), segue que ϕ0(x0) ⩽ α.

(c) Usando o item (b), para k suficientemente grande obtemos 0 ⩽ αk <
ϕ0(x0)

2
<

ϕηk(xk). Portanto, segue que π̃ηk(αk)xk = πηk(αk)xk → π0(0)x0 = x0.

Para continuarmos, precisaremos de uma versão coletiva da condição (T), que é
apresentada abaixo.

Sejam t > 0, x ∈M0, uma sequência convergente {zn}n∈N em X

e ηk → 0 tais que πηk(t)zk → x, então existe uma sequência {αk}k∈N ⊂ R

com αk → 0 e t+ αk > 0 para todo k ∈ N tal que, a menos de

subsequências, temos πηk(t+ αk)zk ∈Mηk .

(CT)

Lema 4.3. Assuma que
• {πη}η∈[0,1] é contínua em η = 0;

• vale (CT);
e consideremos x0 ∈ X, xk → x0 e ηk → 0. Então lim sup

k→∞
ϕηk(xk) ⩽ ϕ0(x0).

Demonstração. Se ϕ0(x0) = ∞ não há nada a provar. Agora, se s = ϕ0(x0) < ∞ temos
π0(s)x0 ∈M0. Definindo β := lim sup

k→∞
ϕηk(xk), podemos supor, a menos de subsequências,

que ϕηk(xk) → β. Da continuidade de {πη}η∈[0,1] em η = 0, obtemos πηk(s)xk → π0(s)x0.
Podemos usar a condição (CT) para garantir a existência de αk → 0 com s+ αk > 0 tal
que πηk(s+ αk)xk ∈Mηk , a menos de subsequências. Usando (2.2) temos

ϕηk(xk) ⩽ s+ αk = ϕ0(x0) + αk,

e fazendo k →∞, obtemos β ⩽ ϕ0(x0) o que conclui a prova.

Como consequência direta dos dois lemas anteriores temos o seguinte resultado:

Teorema 4.4. Assuma que
• {πη}η∈[0,1] é contínua em η = 0;

• {Mη}η∈[0,1] é coletivamente fechada em η = 0;

• vale (CT).
Então a função [0, 1]×X ∋ (η, x) 7→ ϕη(x) é semicontínua superiormente em {0} ×X e
contínua em {0} × Ω0.

Usando o Teorema 4.4, obtemos o seguinte resultado de convergência para a família
de semigrupos impulsivos {π̃η}η∈[0,1].

Proposição 4.5. Assuma que
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• {πη}η∈[0,1] é contínua em η = 0;

• {Mη}η∈[0,1] é coletivamente fechada em η = 0;

• {Iη}η∈[0,1] é coletivamente contínua em η = 0;

• vale (CT).
Dados t ⩾ 0, x0 ∈ Ω0 e xk → x0, existe uma sequência [0,∞) ∋ ϵk → 0 tal que

π̃ηk(t+ ϵk)xk → π̃0(t)x0.

Demonstração. Do Teorema 4.4, sabemos que lim
k→∞

ϕηk(xk) = ϕ0(x0). Com isso, se ϕ0(x0) =

∞ temos ϕηk(xk) > t para k suficientemente grande e, assim,

π̃ηk(t)xk = πηk(t)xk → π0(t)x0 = π̃0(t)x0,

e o resultado segue tomando ϵk = 0 para todo k ∈ N. Nos resta então provar o caso quando
ϕ0(x0) <∞. Para isso, analisaremos três casos.

Caso 1. 0 ⩽ t < ϕ0(x0).
Neste caso, para k suficientemente grande, temos t < ϕηk(xk). Tomando ϵk = 0

para k ∈ N temos

π̃ηk(t+ ϵk)xk = π̃ηk(t)xk = πηk(t)xk → π0(t)x0 = π̃0(t)x0,

e este caso está provado.

Para os dois casos restantes vamos provar, primeiramente, que existe R ∋ αk → 0

tal que π̃ηk(t+ αk)xk → π̃0(t)x0.

Caso 2. t = ϕ0(x0).
Tomando tk = ϕηk(xk) temos tk → t, e assim πηk(tk)xk → π0(t)x0 pela continuidade

de {πη}η∈[0,1] em η = 0. Como {Mη}η∈[0,1] é coletivamente fechada em η = 0 e {Iη}η∈[0,1] é
coletivamente contínua em η = 0, obtemos

π̃ηk(tk)xk = Iηk(πηk(tk)xk)→ I0(π0(t)x0) = π̃0(t)x0.

Definindo αk = ϕηk(xk)− ϕ0(x0) = tk − t para k ∈ N, este caso está demonstrado.

Caso 3. t > ϕ0(x0).
Neste caso, lembrando da definição de trajetória impulsiva, existe m ∈ N tal que

t =
m−1∑
i=0

ϕ0((x0)
+
i ) + t′ com 0 ⩽ t′ < ϕ0((x0)

+
m), onde (x0)

+
0 = x0. Como no Caso 2,

obtemos
(xk)

+
1 = Iηk(πηk(ϕηk(xk)xk))→ I0(π0(ϕ0(x0))x0) = (x0)

+
1 .

Como (x0)
+
1 ∈ Ω0, do Teorema 4.4 segue que ϕηk((xk)

+
1 ) → ϕ0((x0)

+
1 ). Aplicando nova-

mente os mesmos argumentos do Caso 2, obtemos

(xk)
+
2 = Iηk(πηk(ϕηk((xk)

+
1 ))(xk)

+
1 )→ I0(π0(ϕ0((x0)

+
1 ))(x0)

+
1 ) = (x0)

+
2 ∈ Ω0.
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Continuando com esse processo, obtemos ϕηk((xk)
+
i )→ ϕ0((x0)

+
i ) e

(xk)
+
i = Iηk(πηk(ϕηk(xk)

+
i−1)(xk)

+
i−1)→ I0(π0(ϕ0((x0)

+
i−1))(x0)

+
i−1) = (x0)

+
i ∈ Ω0,

para i = 1, . . . ,m− 1. Tomando tk =
m−1∑
i=0

ϕηk((xk)
+
i ), então tk →

m−1∑
i=0

ϕ0((x0)
+
i ) = t− t′, e

assim definimos αk = tk+ t
′− t para cada k ∈ N. Claramente αk → 0 e t+αk = tk+ t

′ ⩾ 0.
Como para k suficientemente grande t′ < ϕηk((xk)

+
m), obtemos

π̃ηk(t+ αk) =π̃ηk(t
′ + tk)xk = π̃ηk(t

′)π̃ηk(tk)xk = π̃(t′)(xk)
+
m

=πηk(t
′)(xk)

+
m → π0(t

′)(x0)
+
m = π̃0(t)x0,

e este caso está provado.

Para os Casos 2 e 3, provamos que existe R ∋ αk → 0 com yk := π̃ηk(t+ αk)xk →
π̃0(t)x0 := y0. Temos y0 ∈ Ω0, e definindo ϵk := αk+ |αk| para cada k ∈ N, obtemos ϵk ⩾ 0

para todo k ∈ N e, usando o Lema 4.2 (c), temos

π̃ηk(t+ ϵk)xk = π̃ηk(|αk|)yk → y0 = π̃0(t)x0,

e o resultado está provado.

Observação 4.6. Note que se t não é nenhum tempo de salto de x0 então podemos tomar
ϵk = 0 para todo k ∈ N. De fato, se t não for nenhum tempo de salto de x0, podemos assumir

que t =
m−1∑
i=0

ϕ0((x0)
+
i )+ t

′ com 0 < t′ < ϕ0((x0)
+
m). Usando o fato de que t >

m−1∑
i=0

ϕ0((x0)
+
i )

e tk =
m−1∑
i=0

ϕηk((xk)
+
i )→

m−1∑
i=0

ϕ0((x0)
+
i ), temos tk < t para k suficientemente grande. Assim

0 ⩽ t− tk =
m−1∑
i=0

ϕ0((x0)
+
i ) + t′ − tk e, portanto, t− tk < ϕηk((xk)

+
m). Logo,

π̃ηk(t)xk =π̃ηk(t− tk)π̃ηk(tk)xk = π̃ηk(t− tk)(xk)+m
=πηk(t− tk)(xk)+m → π0(t

′)(x0)
+
m = π̃0(t)x0.

4.1 SEMICONTINUIDADE SUPERIOR

Veremos condições para obter a semicontinuidade superior para os atratores globais
de uma família de semigrupos impulsivos. Os resultados apresentados aqui foram adaptados
de (BONOTTO, E. M. et al., 2016b; BORTOLAN; UZAL, José Manuel, 2021).

Começaremos com a definição de semicontinuidade superior para o caso impulsivo.
No que segue, a menos que dito o contrário, assumiremos que:

Para cada η ∈ [0, 1], o semigrupo π̃η em Ωη possui um atrator global Aη.

Definição 4.7. Dizemos que a família de atratores globais {Aη}η∈[0,1] é semicontínua
superiormente em η = 0 se

lim
η→0

dH(Aη,A0) = 0.



Capítulo 4. Semigrupos impulsivos sob perturbações 98

Lema 4.8. As seguintes condições são equivalentes:
• a família {Aη}η∈[0,1] é semicontínua superiormente em η = 0;

• dadas ηk → 0 e xk ∈ Aηk para cada k ∈ N, existe uma subsequência de {xk}k∈N que
converge para um ponto de A0.

Demonstração. Suponha que {Aη}η∈[0,1] é semicontínua superiormente em η = 0. Se
ηk → 0 e xk ∈ Aηk para todo k ∈ N, então

d(xk,A0) ⩽ dH(Aηk ,A0)→ 0.

Como A0 é compacto, obtemos facilmente que {xk}k∈N possui subsequência convergente
para algum ponto de A0.

Reciprocamente, assuma por contradição que {Aη}η∈[0,1] não é semicontínua supe-
riormente em η = 0. Desta maneira, existem ϵ > 0, ηk → 0, xk ∈ Aηk para todo k ∈ N tal
que

d(xk,A0) ⩾ ϵ para todo k ∈ N.

Assim, nenhuma subsequência de {xk}k∈N poderia ter uma subsequência convergente para
algum ponto de A0.

Para obter a propriedade de semicontinuidade superior, precisaremos da seguinte
definição:

Definição 4.9. Seja {π̃η}η∈[0,1] uma família de semigrupos impulsivos. Diremos que
{π̃η}η∈[0,1] é:
(a) coletivamente assintoticamente compacta em η = 0 se para quaisquer sequên-

cias {xk}k∈N ⊂ X limitada, ηk → 0 e tk → ∞, com {π̃ηk(tk)xk}k∈N limitada em X,
temos a sequência {π̃ηk(tk)xk}k∈N possuindo uma subsequência convergente em X;

(b) uniformemente dissipativa se existe um subconjunto não vazio e limitado B0 de
X que π̃η-absorve todos os conjuntos limitados de X para cada η ∈ [0, 1].

Note que se {π̃η}η∈[0,1] é uniformemente dissipativa e Aη é o atrator global de π̃η
para cada η ∈ [0, 1], então segue diretamente que ∪η∈[0,1]Aη é limitada em X.

Lema 4.10. Assuma que
• {π̃η}η∈[0,1] é coletivamente assintoticamente compacta em η = 0;

• ∪η∈[0,1]Aη é limitada em X.
Então dadas ηk → 0 e xk ∈ Aηk para todo k ∈ N, a sequência {xk}k∈N possui subsequência
convergente em X.

Demonstração. Como {xk}k∈N ⊂ ∪η∈[0,1]Aη, ela é limitada. Além disso, da π̃η-invariância
de Aη, para cada k ∈ N existe yk ∈ Aηk tal que π̃ηk(k)yk = xk. Note que {yk}k∈N também é
limitada e, usando a compacidade assintótica coletiva em η = 0 de {π̃η}η∈[0,1], a sequência
{xk}k∈N = {π̃ηk(k)yk}k∈N possui subsequência convergente em X.
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Proposição 4.11. Assuma que
• {πη}η∈[0,1] é contínua em η = 0;

• {π̃η}η∈[0,1] é coletivamente assintoticamente compacta em η = 0 e uniformemente
dissipativa;

• {Mη}η∈[0,1] é coletivamente fechada em η = 0;

• {Iη}η∈[0,1] é coletivamente contínua em η = 0;

• suponha ainda que vale (CT) e que

existe δ > 0 tal que ϕη(x) ⩾ 2δ para todo x ∈ Iη(Mη) e η ∈ [0, 1]. (CH)

Assim, dados ηk → 0, {xk}k∈N ⊂ X limitada e tk →∞ com π̃ηk(tk)xk → x0 ∈M0, temos
ϕηk(π̃ηk(tk)xk)→ 0.

Demonstração. Para cada k ∈ N, denotamos por τk o último tempo de salto de xk relativo
a πηk no intervalo [0, tk +

δ
2
], sendo δ > 0 dado pela condição (CH). Se não existe tempo

de salto tomamos τk = 0. Temos os seguintes casos:

Caso 1. Existe 0 < ϵ < δ
2

tal que, a menos de subsequências, τk ⩽ tk − ϵ.
Neste caso, temos τk < tk − ϵ

2
e como τk é o último tempo de salto de xk relativo a

πηk no intervalo [0, tk +
δ
2
], obtemos

π̃ηk(tk)xk = π̃ηk(
ϵ
2
)π̃ηk(tk − ϵ

2
)xk = πηk(

ϵ
2
)yk,

sendo yk := π̃ηk(tk − ϵ
2
)xk. Da dissipatividade uniforme segue que {yk}k∈N é limitada e a

compacidade assintótica coletiva nos garante a existência de um ponto y0 ∈ X tal que
yk → y0, a menos de subsequências.

Como πηk(
ϵ
2
)yk = π̃ηk(tk)xk → x0 ∈ M0, da condição (CT), existe αk → 0 com

ϵ
2
+αk > 0 tal que πηk(

ϵ
2
+αk)yk ∈Mηk , a menos de subsequências. Para k suficientemente

grande, temos αk <
δ
2

e, assim,

π̃ηk(tk + αk)xk = π̃ηk(
ϵ
2
+ αk)yk = πηk(

ϵ
2
+ αk)yk ∈Mηk ,

o que é uma contradição. Portanto, este caso não pode ocorrer.

Caso 2. Existe 0 < ϵ < δ
2

tal que, a menos de subsequências, τk ⩾ tk + ϵ.
Neste caso, temos tk+ϵ ⩽ τk ⩽ tk+

δ
2

e podemos assumir, sem perda de generalidade,
que τk − tk → s ∈ [ϵ, δ

2
]. Considere yk := π̃ηk(tk − δ)xk e assim, como no Caso 1, segue

que yk → y0, a menos de subsequências. Como (tk +
δ
2
)− (tk − δ) = 3δ

2
< 2δ, a condição

(CH) implica que τk é o único tempo salto de xk relativo a πηk no intervalo [tk − δ, tk + δ
2
].

Note que ϕηk(yk) = τk − tk + δ é o tempo de impacto de yk, então

Mηk ∋ πηk(τk − tk + δ)yk → π0(s+ δ)y0,
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e sendo {Mη}η∈[0,1] coletivamente fechada em η = 0, obtemos π0(s + δ)y0 ∈ M0. Vamos
mostrar agora que π0(t)y0 /∈ M0 para t ∈ (0, s+ δ). De fato, se para algum t ∈ (0, s+ δ)

isso não ocorresse, como yk → y0 e πηk(t)yk → π0(t)y0 ∈M0, a condição (CT) implica na
existência de uma sequência αk → 0 com t+αk > 0 tal que πηk(t+αk)yk ∈Mηk , a menos
de subsequências. Tomando β > 0 de modo que t+β < s+δ, segue para k suficientemente
grande, que t+αk < t+ β < τk − tk + δ, o que contraria o fato de que τk − tk + δ é tempo
de impacto de yk, e assim segue que π0(t)y0 /∈ M0 para t ∈ (0, s+ δ). Isso prova a nossa
afirmação e, portanto, obtemos que o tempo de impacto de y0 é ϕ0(y0) = s+ δ.

Agora,

π̃ηk(tk)xk = π̃ηk(δ)π̃ηk(tk − δ)xk = π̃ηk(δ)yk = πηk(δ)yk,

e fazendo k →∞, obtemosM0 ∋ x0 = π0(δ)y0, o que é uma contradição, pois ϕ0(y0) = s+δ

e δ < s+ δ. Portanto, este caso não pode ocorrer.

Caso 3. tk − τk → 0.

Subcaso 3.1. τk ⩽ tk, a menos de subsequências.

Definindo as sequências zk := π̃ηk(τk)xk ∈ Iηk(Mηk) e yk := π̃ηk(tk−δ)xk, da dissipa-
tividade uniforme segue que {zk}k∈N e {yk}k∈N são limitadas e, portanto, da compacidade
assintótica coletiva podemos assumir que, a menos de subsequências, zk → z0 e yk → y0.
Além disso, para k grande o suficiente τk − tk + δ > 0 e, da condição (CH), τk é o único
tempo de salto de xk relativo a πηk em [tk− δ, tk + δ

2
]. Isso nos dá que o tempo de impacto

de yk é ϕηk(yk) = τk − tk + δ. Logo

zk = π̃ηk(τk − tk + δ)yk = Iηk(πηk(τk − tk + δ)yk)→ I0(π0(δ)y0).

Então, z0 = I0(π0(δ)y0) e assim z0 ∈ Ω0.
Por outro lado, da condição (CH) temos

π̃ηk(t)zk = πηk(t)zk, para todo t ∈ [0, 2δ).

Para k suficientemente grande, temos tk − τk < 2δ e assim

π̃ηk(tk)xk = π̃ηk(tk − τk)zk = πηk(tk − τk)zk → z0,

logo M0 ∋ x0 = z0 e temos uma contradição e, portanto, este subcaso não pode ocorrer.

Subcaso 3.2. τk > tk, a menos de subsequências.

Seja τk−1 o penúltimo tempo de salto de xk relativo a πηk no intervalo [0, tk +
δ
2
],

se não existe tal tempo de salto tomamos τk−1 = 0. Da condição (CH) podemos assumir
que τk−1 < tk, e usando a definição de trajetória impulsiva para t ∈ [τk−1, τk), temos

π̃ηk(t)xk = πηk(t− τk−1)z
+
k ,

com z+k ∈ Iηk(Mηk) e τk = τk−1 + ϕηk(z
+
k ).
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Em particular,
π̃ηk(tk)xk = πηk(tk − τk−1)z

+
k .

Para s ∈ (0, τk − tk), temos 0 < s+ tk − τk−1 < τk − τk−1 = ϕηk(z
+
k ) e assim

πηk(s)π̃ηk(tk)xk = πηk(s+ tk − τk−1)z
+
k /∈Mηk ,

e
πηk(τk − tk)π̃ηk(tk)xk = πηk(τk − τk−1)z

+
k = πηk(ϕηk(z

+
k ))z

+
k ∈Mηk .

Concluímos então que ϕηk(π̃ηk(tk)xk) = τk − tk → 0, e o resultado está provado.

Corolário 4.12. Nas mesmas hipóteses da Proposição 4.11. Dadas sequências ηk → 0 e
{xk}k∈N ⊂ Aηk tal que xk → x0 ∈M0 então ϕηk(xk)→ 0.

Demonstração. Basta notar que existe {yk}k∈N ⊂ Aηk tal que π̃ηk(k)yk = xk, e a Proposi-
ção 4.11 se aplica.

Provaremos agora a continuidade superior em η = 0 para uma coleção de atratores
globais de uma família de semigrupos impulsivos.

Teorema 4.13. Assuma que:
• {πη}η∈[0,1] é contínua em η = 0;

• {π̃η}η∈[0,1] é coletivamente assintoticamente compacta em η = 0 e uniformemente
dissipativa;

• {Mη}η∈[0,1] é coletivamente fechada em η = 0;

• {Iη}η∈[0,1] é coletivamente contínua em η = 0;

• valem (CT) e (CH).
Então a família {Aη}η∈[0,1] é semicontínua superiormente em η = 0.

Demonstração. Considere as sequências ηk → 0 e {xk}k∈N ⊂ X com xk ∈ Aηk para cada
k ∈ N. Vamos mostrar que existe uma subsequência de {xk}k∈N que converge para um
ponto de A0, e assim de acordo com o Lema 4.8 o resultado segue.

Como xk ∈ Aηk , do Lema 4.10 existe x0 ∈ X e uma subsequência de {xk}k∈N, que
denotamos a mesma, tal que xk → x0. Precisamos mostrar que x0 ∈ A0.

Seja ξk : R → Aηk a solução global limitada de π̃ηk por xk e, para cada inteiro
positivo m, defina (xk)−m := ξk(−m). Tomando (xk)0 := xk, para cada inteiro positivo m
temos

π̃ηk(1)(xk)−m = π̃(1)ξk(−m) = ξk(−m+ 1) = (xk)−m+1.

Como (xk)−m ∈ Aηk para cada k ∈ N, usando o Lema 4.10 e um processo de diagonalização,
para cada inteiro positivo m existe (x0)−m ∈ X tal que

(xk)−m
k→∞−→ (x0)−m. (4.1)
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Definindo (x0)0 := x0, a convergência acima vale também para m = 0.

Caso 1. x0 ∈ Ω0.
Subcaso 1.1. Existe uma sequência estritamente crescente {mj}j∈N de inteiros não-negati-

vos, com m0 = 0, tal que (x0)−mj
∈ Ω0 para todo j ∈ N0 := N ∪ {0}.

Fixemos j ∈ N0. Usando (4.1) e o fato de que (x0)−mj
∈ Ω0, segue da Proposição

4.5 que existe uma sequência ϵk → 0 tal que

π̃ηk(mj+1 −mj + ϵk)(xk)−mj+1
→ π̃0(mj+1 −mj)(x0)−mj+1

.

Por outro lado, como π̃ηk(mj+1 −mj)(xk)−mj+1
= (xk)−mj

, obtemos do Lema 4.2 que

π̃ηk(mj+1 −mj + ϵk)(xk)−mj+1
= π̃ηk(ϵk)(xk)−mj

→ (x0)−mj
,

e concluímos que π̃0(mj+1 −mj)(x0)−mj+1
= (x0)−mj

.
Com isso definimos ξ0 : R −→ X por

ξ0(t) =

{
π̃0(t)x0 se t ⩾ 0

π̃0(t+mj+1)(x0)−mj+1
se t ∈ [−mj+1,−mj], j ∈ N0.

É simples verificar que ξ0 é uma solução global de π̃0 por x0 (o argumento é análogo ao
utilizado na prova da Proposição 2.17). Para garantir que x0 ∈ A0 basta mostrar que ξ0 é
limitada (pela Proposição 2.17) e, para isso, vamos verificar que ξ0(R) ⊂

⋃
η∈[0,1]Aη. Para

s ⩾ 0, da Proposição 4.5, obtemos γk → 0 tal que

ξk(s+ γk) = π̃ηk(s+ γk)xk → π̃0(s)x0 = ξ0(s),

e como ξk(s + γk) ∈ Aηk para cada k ∈ N, obtemos ξ0(s) ∈
⋃

η∈[0,1]Aη. Agora, se
s ∈ [−mj+1,−mj] para algum j ∈ N, então ξ0(s) = π̃0(s+mj+1)(x0)−mj+1

, e da Proposição
4.5 existe uma sequência θk → 0 de modo que

ξk(s+mj+1 + θk) = π̃ηk(s+mj+1 + θk)(xk)−mj+1
→ π̃0(s+mj+1)(x0)−mj+1

= ξ0(s),

e como acima, obtemos ξ0(s) ∈
⋃

η∈[0,1]Aη. Portanto, ξ0 é uma solução global limitada de
π̃0 por x0 e, assim, x0 ∈ A0.

Subcaso 1.2. Existe um inteiro positivo m1 tal que (x0)−m ∈M0 para todo m ⩾ m1.

Segue do Corolário 4.12 que para m ⩾ m1 temos

sk,m := ϕηk((xk)−m)
k→∞−→ 0,

e definindo wk,m := πηk(sk,m)(xk)−m ∈Mηk , temos wk,m → (x0)−m ∈M0 e

Iηk(wk,m)→ I0((x0)−m) ∈ Ω0,

usando a continuidade coletiva de {Iη}η∈[0,1].
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Segue do Teorema 4.4 que ϕηk(Iηk(wk,m))
k→∞−→ ϕ0(I0((x0)−m)) para cada m ⩾ m1.

Assim, para β ∈ (0,min{2δ, 1}), como ϕ0(I0((x0)−m)) ⩾ 2δ > β (pela condição (CH)),
obtemos

ϕηk(Iηk(wk,m)) > β > sk,m para k suficientemente grande.

Renomeando os índices, assumimos que a desigualdade acima vale para todo k ∈ N.
Para cada m ⩾ m1 e k ∈ N, definimos

(yk)−m := ξk(β −m) e (y0)−m := π̃(β)I0((x0)−m).

Como β − sk,m < ϕηk(Iηk(wk,m)) obtemos

(yk)−m = ξk(β −m) = π̃(β)ξk(−m) = π̃(β)(xk)−m = π̃ηk(β − sk,m)π̃ηk(sk,m)(xk)−m

= π̃ηk(β − sk,m)Iηk(πηk(sk,m)(xk)−m) = πηk(β − sk,m)Iηk(wk,m),

o que nos dá

(yk)−m
k→∞−→ π0(β)I0((x0)−m) = π̃(β)I0((x0)−m) = (y0)−m /∈M0.

Fixado m > m1, veja que π̃ηk(1)(yk)−m = (yk)−m+1 para cada k ∈ N e, portanto,
segue da Proposição 4.5 que existe ϵk → 0 tal que π̃(1 + ϵk)(yk)−m

k→∞−→ π̃(1)(y0)−m. Por
outro lado, se usarmos o Lema 4.2, obtemos

π̃(1 + ϵk)(yk)−m = π̃(ϵk)π̃(1)(yk)−m = π̃(ϵk)(yk)−m+1
k→∞−→ (y0)−m+1,

e, assim, π̃(1)(y0)−m = (y0)−m+1 para cada m > m1.
Como β < 1 ⩽ m1, segue da Proposição 4.5 que existe γk → 0 tal que

π̃(m1 − β + γk)(yk)−m1

k→∞−→ π̃(m1 − β)(y0)−m1 .

Por outro lado, usando o Lema 4.2, obtemos

π̃(m1 − β + γk)(yk)−m1 = π̃(m1 − β + γk)ξk(β −m1) = ξk(γk) = π̃(γk)xk → x0,

ou seja, π̃(m1 − β)(y0)−m1 = x0.
Definimos então ξ0 : R→ X por

ξ0(t) =


π̃0(t)x0 se t ⩾ 0,

π̃0(t+m1 − β)(y0)−m1 se t ∈ [β −m1, 0],

π̃0(t+m− β)(y0)−m se t ∈ [β −m,β −m+ 1], m > m1.

Como no Subcaso 1.1, vemos que ξ0 é uma solução global limitada de π̃ por x0, mostrando
que x0 ∈ A0, e este caso está provado.

Caso 2. x0 ∈M0.
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Usando o Corolário 4.12, temos ϕηk(xk) → 0 e podemos assumir, sem perda de
generalidade, que 0 < ϕηk(xk) <

δ
4

para cada k ∈ N. Tomando m0 ∈ N tal que 1
m0

< δ
2

e fixando m ⩾ m0, definimos wk,m := ξk(− 1
m
) ∈ Aηk . Do Lema 4.10, existem uma

subsequência de {wk,m}k∈N, que denotamos a mesma, e um ponto w0
m ∈ X tal que

wk,m
k→∞−→ w0

m, para cada m ⩾ m0.
Afirmamos que para cada m ⩾ m0 existe k1 = k1(m) ∈ N tal que ϕηk(wk,m) >

1
m

para todo k ⩾ k1. De fato, se isso não for verdade, para algum m ⩾ m0 existe uma
subsequência de {wk,m}k∈N, que denotamos igual, tal que ϕηk(wk,m) ⩽ 1

m
para cada k ∈ N.

Portanto, a menos de subsequências, podemos assumir que ϕηk(wk,m) → α ∈ [0, 1
m
] e

definindo zk,m := πηk(ϕηk(wk,m))wk,m ∈ Mηk , temos zk,m → π0(α)w
0
m := z0m ∈ M0 e

considerando vk,m := π̃ηk(ϕηk(wk,m))wk,m = Iηk(zk,m), então vk,m → I0(z
0
m) := v0m. Por

hipótese, ϕ0(v
0
m) ⩾ 2δ e do Teorema 4.4 para k suficientemente grande temos

ϕηk(vk,m) ⩾
1

2
ϕ0(v

0
m) ⩾ δ >

1

m
.

Logo para k suficientemente grande, temos

πηk(ϕηk(xk) +
1
m
− ϕηk(wk,m))vk,m =πηk(ϕηk(xk))πηk(

1
m
− ϕηk(wk,m))vk,m

(∗)
=πηk(ϕηk(xk))π̃ηk(

1
m
− ϕηk(wk,m))vk,m

=πηk(ϕηk(xk))π̃ηk(
1
m
)wk,m

=πηk(ϕηk(xk))xk ∈Mηk ,

onde em (∗) usamos o fato de que 1
m
− ϕηk(wk,m) <

1
m
< δ e vk,m ∈ Iηk(Mηk). Isso implica

que

ϕηk(vk,m) ⩽ ϕηk(xk) +
1

m
− ϕηk(wk,m) < ϕηk(xk) +

1

m
<
δ

4
+
δ

2
=

3δ

4
< δ,

o que contraria ϕηk(vk,m) ⩾ δ, e a afirmação está provada.
Da afirmação, para k ⩾ k1 temos

πηk(
1
m
)wk,m = π̃ηk(

1
m
)wk,m = π̃ηk(

1
m
)ξk(− 1

m
) = xk,

e fazendo k →∞, temos
π0(

1
m
)w0

m = x0, para m ⩾ m0.

Se w0
m ∈ M0, como Aηk ∋ wk,m

k→∞−→ w0
m, segue do Corolário 4.12 que ϕηk(wk,m)

k→∞−→ 0, o
que contradiz a afirmação de que ϕηk(wk,m) >

1
m

para todo k ⩾ k1. Agora, sabendo que
wk,m ∈ Aηk e wk,m → w0

m ∈ Ω0, fazendo a mesma prova do Caso 1, podemos construir
uma solução global limitada de π̃0 por w0

m e, portanto, w0
m ∈ A0 para todo m ⩾ m0. Da

compacidade de A0 podemos supor que, a menos de subsequências, w0
m → w0 ∈ A0. Logo,

x0 = lim
m→∞

π0(
1
m
)w0

m = w0,

e, assim, x0 ∈ A0, e a prova está completa.
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4.2 SEMICONTINUIDADE INFERIOR

Seguindo a teoria usual de continuidade desenvolvida para o caso de semigrupos
sem impulso, o próximo passo é a semicontinuidade inferior, que definimos a seguir. Os
resultados apresentados aqui foram adaptados de (BONOTTO, E. M. et al., 2016b), que
apresentam a semicontinuidade inferior quando a família de invariantes é formada por
pontos de equilíbrio.

Definição 4.14 (Semicontinuidade inferior). Dizemos que a família de atratores globais
{Aη}η∈[0,1] é semicontínua inferiormente em η = 0 se

lim
η→0

dH(A0,Aη) = 0.

Analogamente à semicontinuidade superior, temos a seguinte caracterização via
sequências:

Lema 4.15. As seguintes condições são equivalentes:
• {Aη}η∈[0,1] é semicontínua inferiormente em η = 0;

• dados x0 ∈ A0 e ηk → 0, existem uma subsequência {ηkj}j∈N de {ηk}k∈N e xj ∈ Aηkj

para cada j ∈ N tal que xj → x0.

Demonstração. Assuma primeiramente que A0 não é semicontínua inferiormente em η = 0.
Então existem ηk → 0, ϵ > 0 e uma sequência {zk}k∈N ⊂ A0 tal que

d(zk,Aηk) ⩾ ϵ para todo k ∈ N.

Como A0 é compacto podemos assumir, sem perda de generalidade, que zk → x0 ∈ A0.
Assim, por hipótese para esse x0 ∈ A0, existe subsequência {ηkj}j∈N de {ηk}k∈N e existem
xj ∈ Aηkj

para cada j ∈ N com xj → x0. Temos então

ϵ ⩽ d(zkj ,Aηkj
) ⩽ d(zkj , xj) ⩽ d(zkj , x0) + d(x0, xj)→ 0,

o que nos dá uma contradição.
Reciprocamente, se {Aη}η∈[0,1] é semicontínua inferiormente em η = 0, x0 ∈ A0 e

ηk → 0, então podemos construir uma subsequência {ηkj}j∈N de {ηk}k∈N tal que

dH(x0,Aηkj
) ⩽ dH(A0,Aηkj

) <
1

j
para todo j ∈ N.

Assim, para cada j ∈ N existe xj ∈ Aηkj
com d(x0, xj) <

1
j

e, portanto, xj → x0, o que
conclui a demonstração.

A semicontinuidade inferior, apesar de admitir uma definição simétrica com a da
semicontinuidade superior, é significativamente mais complicada de se demonstrar. Para
tanto, se faz necessário o conhecimento das estruturas internas de A0, para que seja
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possível reproduzi-las nos atratores perturbados Aη e garantir a não-implosão, que é a
interpretação da semicontinuidade inferior.

No que segue abordaremos o estudo de tais estruturas internas e, para isso, con-
sideremos π̃ um semigrupo impulsivo, com conjunto impulsivo M e função impulso I

associados.

Definição 4.16 (Conjunto instável local). Seja E um conjunto π̃-invariante. Fixada uma
vizinhança aberta V de E em Ω, o conjunto instável V -local de E é definido por

W u
V (E) = {ξ(0) : ξ é uma solução global de π̃ com ξ(s) ∈ V para todo s ⩽ 0

e ξ(s)→ E quando s→ −∞}.

Proposição 4.17. Sejam π̃ um semigrupo impulsivo em Ω com atrator global A e E ⊂ A
um conjunto π̃-invariante. Então W u

V (E) ⊂ A.

Demonstração. A demonstração é análoga à da Proposição 3.14.

Lema 4.18. Sejam E ⊂ A um conjunto π̃-invariante isolado e x ∈ W u(E). Então dada
V uma vizinhança aberta de E em Ω, existem τ > 0 e y ∈ W u

V (E) tal que π̃(τ)y = x.

Demonstração. Como x ∈ W u(E) existe solução global ξ de π̃ por x com ξ(s) → E

quando s → −∞. Assim, existe s0 ⩽ 0 tal que ξ(s) ∈ V para todo s ⩽ s0. Tomando
τ = −s0 e definindo y := ξ(−τ) e ψ(s) := ξ(s−τ) para todo s ∈ R, então ψ é uma solução
global de π̃ por y e satisfaz ψ(s) ∈ V para todo s ⩽ 0 e ψ(s)→ E quando s→ −∞. Logo,
y ∈ W u

V (E) e π̃(τ)y = π̃(τ)ξ(−τ) = ξ(0) = x, o que completa a demonstração.

Teorema 4.19. Assuma que:
• {πη}η∈[0,1] é contínua em η = 0;

• {Mη}η∈[0,1] é coletivamente fechada em η = 0;

• {Iη}η∈[0,1] é coletivamente contínua em η = 0;

• vale (CT).
Além disso, suponha que:
(a) existe p ∈ N tal que para cada η ∈ [0, 1] existe uma família separada de π̃η-invariantes

isolados Eη = {E1,η, · · · , Ep,η} ⊂ Aη e uma vizinhança aberta Vi,η de Ei,η em Ωη

para cada i = 1, . . . , p tal que

lim
η→0

max
i=1,··· ,p

dH(W
u
Vi,0

(Ei,0),W
u
Vi,η

(Ei,η)) = 0;

(b) A0 = ∪pi=1W
u(Ei,0).

Então a família {Aη}η∈[0,1] é semicontínua inferiormente em η = 0.
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Demonstração. Sejam x0 ∈ A0 e ηk → 0. Fixado j ∈ N, de (b) existem i ∈ {1, · · · , p} e
xj ∈ W u(Ei,0) com d(x0, xj) <

1
j
. Como xj ∈ W u(Ei,0), do Lema 4.18 existem τ > 0 e

yj ∈ W u
Vi,0

(Ei,0) com π̃0(τ)yj = xj.
De (a) segue que existem zjk ∈ W u

Vi,ηk
(Ei,ηk) com zjk → yj quando k → ∞. Da

Proposição 4.17 temos zjk ∈ Aηk e, da Proposição 4.5, existe ϵk ⩾ 0 com ϵk → 0 tal que

d(π̃ηk(τ + ϵk)z
j
k, π̃0(τ)yj)→ 0.

Fixamos kj > j tal que d(π̃ηkj (τ+ϵkj)z
j
kj
, π̃0(τ)yj) <

1
j
. Assim, para wj := π̃ηkj (τ+ϵkj)z

j
kj
∈

Aηkj
, obtemos

d(wj, x0) ⩽ d(wj, xj) + d(xj, x0) <
2

j
.

Portanto, construímos wj ∈ Aηkj
com wj → x0 quando j → ∞. Do Lema 4.15,

{Aη}η∈[0,1] é semicontínua inferiormente em η = 0.

Com isso, juntando as semicontinuidades superior e inferior, obtemos a continuidade
da família de atratores globais {Aη}η∈[0,1] em η = 0.

Corolário 4.20. Assuma que:
• {πη}η∈[0,1] é contínua em η = 0;

• {π̃η}η∈[0,1] é coletivamente assintoticamente compacta em η = 0 e uniformemente
dissipativa;

• {Mη}η∈[0,1] é coletivamente fechada em η = 0;

• {Iη}η∈[0,1] é coletivamente contínua em η = 0;

• valem (CH) e (CT).
Além disso, suponha que:
(a) existe p ∈ N tal que para cada η ∈ [0, 1] existe uma família separada de π̃η-invariantes

isolados Eη = {E1,η, · · · , Ep,η} ⊂ Aη e uma vizinhança aberta Vi,η de Ei,η em Ωη

para cada i = 1, . . . , p tais que

lim
η→0

max
i=1,··· ,p

dH(W
u
Vi,0

(Ei,0),W
u
Vi,η

(Ei,η)) = 0;

(b) A0 = ∪pi=1W
u(Ei,0).

Então a família {Aη}η∈[0,1] é contínua em η = 0, isto é,

lim
η→0

[
dH(Aη,A0) + dH(A0,Aη)

]
= 0.

4.3 ESTABILIDADE ESTRUTURAL TOPOLÓGICA

Nesta seção, iremos provar a estabilidade estrutural topológica para semigrupos
impulsivos, isto é, veremos que a propridade de ser dinamicamente gradiente é estável
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por perturbação, estendendo assim o Teorema de Carvalho e Langa encontrado em (CAR-
VALHO, Alexandre N.; LANGA, 2009, Theorem 1.5) para o caso impulsivo. Iniciaremos
adaptando alguns resultados e o primeiro é uma adaptação coletiva da Proposição 2.23.
Lembrando que λn(x) representa os tempos de salto do ponto x.

Proposição 4.21. Assuma que:
• {πη}η∈[0,1] é contínua em η = 0;

• {Mη}η∈[0,1] é coletivamente fechada em η = 0;

• {Iη}η∈[0,1] é coletivamente contínua em η = 0;

• vale (CT),
e consideremos x ∈ Ω0, t ⩾ 0 tal que t ̸= λn(x) para todo n. Se tk → t, com tk ⩾ 0 para
todo k ∈ N, xk → x e ηk → 0 então

π̃ηk(tk)xk → π̃0(t)x.

Demonstração. O caso t = 0 é o resultado do Lema 4.2 (c). Assuma então t > 0 e escolha
n tal que λn(x) < t < λn+1(x). Como ϕηk((xk)

+
j )→ ϕ0(x

+
j ) para cada j, e tk → t, podemos

assumir que λn(xk) < tk < λn+1(xk) para todo k ∈ N. Então

π̃ηk(tk)xk = πηk(tk − λn(xk))(xk)+n
k→∞−→ π0(t− λn(x))x+n = π̃0(t)x.

O próximo resultado é uma adaptação da Proposição 2.24 e trata do caso quando
t é exatamente um ponto de salto de x ∈ Ω0. Aqui γ̃+,0(x) := {π̃0(t)x : t ⩾ 0} denota a
semiórbita impulsiva de x pelo semigrupo impulsivo π̃0.

Proposição 4.22. Assuma que:
• {πη}η∈[0,1] é contínua em η = 0;

• {Mη}η∈[0,1] é coletivamente fechada em η = 0;

• {Iη}η∈[0,1] é coletivamente contínua em η = 0;

• vale (CT),
e consideremos x ∈ Ω0 e t = λn(x) para algum n > 0. Se tk → t, com tk ⩾ 0 para todo
k ∈ N, xk → x e ηk → 0 então {π̃ηk(tk)xk}k∈N possui uma subsequência convergente para
algum ponto ou em γ̃+,0(x) ou em γ̃+,0(x) ∩M0.

Demonstração. Separamos a demonstração em dois casos.

Caso 1. A menos de subsequências, tk < t para k ∈ N.

Como λn−1(x) < λn(x) = t, tk < t para todo k ∈ N e tk → t então para k

suficientemente grande, temos λn−1(xk) < tk. Dividimos essa prova em dois subcasos.

Subcaso 1.1. A menos de subsequências, tk < λn(xk) para k ∈ N.
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Neste subcaso, podemos definir sk := tk − λn−1(xk). Note que 0 ⩽ sk < λn(xk)−
λn−1(xk) = ϕηk((xk)

+
n−1) e λn−1(xk)

k→∞−→ λn−1(x) e, portanto, sk → λn(x) − λn−1(x) =

ϕ0(x
+
n−1). Logo,

π̃ηk(tk)xk = π̃ηk(sk)π̃ηk(λn−1(xk))xk = π̃ηk(sk)(xk)
+
n−1

= πηk(sk)(xk)
+
n−1

k→∞−→ π0(ϕ0(x
+
n−1))x

+
n−1 = xn ∈ γ̃+,0(x) ∩M0.

Subcaso 1.2. A menos de subsequências, tk ⩾ λn(xk) para k ∈ N.
Aqui, como tk → t = λn(x) e λn(xk)

k→∞−→ λn(x) para k suficientemente grande,
temos tk < λn+1(xk). Assim, definimos rk := tk − λn(xk) e vemos que 0 ⩽ rk < λn+1(xk) e
rk → 0. Além disso,

π̃ηk(tk)xk = π̃ηk(rk)(xk)
+
n = πηk(rk)(xk)

+
n

k→∞−→ x+n ∈ γ̃+,0(x).

Caso 2. A menos de subsequências, tk ⩾ t para k ∈ N.
Como tk ⩾ t para todo k ∈ N, definimos sk := tk − t, e com isso sk ⩾ 0 e

sk → 0. Como λn(xk) → λn(x), definindo Tk := λn(xk) − λn(x) para k ∈ N, temos
tk = λn(xk) + sk − Tk, e separamos nos seguintes casos:

Subcaso 2.1. A menos de subsequências, sk − Tk ⩾ 0 para todo k ∈ N.
Como (xk)

+
n

k→∞−→ x+n e sk − Tk → 0, usando o Lema 4.2 (c), obtemos

π̃ηk(tk)xk = π̃ηk(sk − Tk)π̃ηk(λn(xk))xk = π̃ηk(sk − Tk)(xk)+n
k→∞−→ x+n ∈ γ̃+,0(x).

Subcaso 2.2. A menos de subsequências, sk − Tk < 0 para todo k ∈ N.
Como λn−1(xk)→ λn−1(x) < t, então para k suficientemente grande λn−1(xk) < t,

e assim ϕηk((xk)
+
n−1) > Tk e, consequentemente, ϕηk((xk)

+
n−1) − Tk + sk > 0. Escrevendo

tk = λn−1(xk) + ϕηk((xk)
+
n−1) − Tk + sk para cada k ∈ N, e notando que ϕηk((xk)

+
n−1) −

Tk + sk < ϕηk((xk)
+
n−1) e sk − Tk → 0, temos

π̃ηk(tk)xk = π̃ηk(ϕηk((xk)
+
n−1)− Tk + sk)π̃ηk(λn−1(xk))xk

= π̃ηk(ϕηk((xk)
+
n−1)− Tk + sk)(xk)

+
n−1

= πηk(ϕηk((xk)
+
n−1)− Tk + sk)(xk)

+
n−1

k→∞−→ π0(ϕ0(x
+
n−1))x

+
n−1 = xn,

e uma vez que xn ∈ γ̃+,0(x) ∩M0, a demonstração está completa.

Para continuarmos, precisaremos da versão coletiva da condição (Z), que é apre-
sentada abaixo.

dados B ⊂ Ω0 não vazio e limitado, {tk}k∈N ⊂ (0,∞) com lim inf
k→∞

tk > 0,

{xk}k∈N ⊂ Ωηk limitada, com π̃ηk(tk)xk → x ∈ ω̃(B) ∩M0, e U uma vizi-

nhança aberta de ω̃(B) então π̃ηk0 (tk0)xk0 ∈ U para algum k0 ∈ N.

(CZ)

Apresentamos também a versão coletiva do Lema 3.47.
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Lema 4.23. Seja E0 ⊂ A0 um conjunto limitado e π̃0-invariante, com E0 = E0 ∩ Ω0.
Dadas vizinhança aberta V de E0 em Ω0, t ⩾ 0 e x ∈ E0, existem µ > 0 e η0 ∈ (0, 1] tal
que π̃η(s)y ∈ V para todos s ∈ [0, t], y ∈ Bµ(x) e η ∈ [0, η0].

Demonstração. Se o resultado é falso, existem xk → x ∈ E0, t0 ⩾ 0, {tk}k∈N ⊂ [0, t0],
ηk → 0 e uma vizinhança aberta V de E0 em Ω0 tal que π̃ηk(tk)xk /∈ V . Como {tk}k∈N
é limitada, a menos de subsequências, podemos assumir que tk → s ∈ [0, t0]. Se s não é
tempo de salto de x, isto é, s ̸= λn(x), usando Proposição 4.21 e a π̃0-invariância de E0

temos
π̃ηk(tk)xk → π̃0(s)x ∈ E0.

Como V é aberto, temos π̃0(s)x /∈ V , e obtemos uma contradição. Agora, se s é um tempo
de salto de x, isto é, se s = λn(x), segue da Proposição 4.22 que a sequência {π̃ηk(tk)xk}
possui uma subsequência que converge para um ponto z ∈ γ̃+,0(x) ⊂ E0. Se z ∈ Ω0, temos
z ∈ E0 ∩ Ω0 = E0 e, como z /∈ V , obtemos uma contradição. Se z ∈M0, a condição (CZ)
nos dá uma contradição e a prova do resultado está completa.

Corolário 4.24. Seja E0 ⊂ A0 um conjunto limitado e π̃0-invariante, com E0 = E0 ∩Ω0.
Dadas vizinhança aberta V de E0 em Ω0 e t ⩾ 0, existem uma vizinhança aberta U de E0

em Ω0 e η0 ∈ (0, 1] tal que π̃η(s)y ∈ V para todos s ∈ [0, t], y ∈ U e η ∈ [0, η0].

Demonstração. Basta tomar U :=
⋃
x∈E0

Bµx(x), onde µx > 0 é dado no lema acima.

Lema 4.25. Seja E0 ⊂ A0 um conjunto limitado e π̃0-invariante, com E0 = E0 ∩ Ω0 e
satisfazendo (3.3). Então dados µ > 0, t ⩾ 0 e x ∈ E0, existem ν > 0 e η0 ∈ (0, 1] tal que
para todo y ∈ Bν(x) com y ∈ Aη para algum η ∈ [0, η0] e solução global limitada ξη de π̃η
por y, temos d(ξη(s), E0) < µ para todos s ∈ [−t, 0] e η ∈ [0, η0].

Demonstração. Se o resultado é falso, existem ηk → 0, {xk}k∈N ⊂ Aηk com xk → x ∈
E0, t0 ⩾ 0, {−tk}k∈N ⊂ [−t0, 0], soluções globais ξk de π̃ηk por xk, e µ > 0 tal que
d(ξk(−tk), E0) ⩾ µ para todo k ∈ N. Como {−tk}k∈N é limitada, a menos de subsequências,
podemos assumir que −tk → −s ∈ [−t0, 0]. Também, como {ξk(−tk)}n∈N ⊂ Aηk e estamos
nas hipóteses da semicontinuidade superior podemos assumir, a menos de subsequências,
que zk := ξk(−tk)→ z ∈ A0. Note que d(z, E0) ⩾ µ.

Caso 1. z ∈ Ω0 e s não é tempo de salto de z.
Neste caso, da Proposição 4.21, temos

xk = π̃ηk(tk)zk → π̃0(s)z,

o que nos dá π̃0(s)z = x ∈ E0. Portanto, de (3.3), obtemos z ∈ E0, o que nos dá uma
contradição.

Caso 2. z ∈ Ω0 e s é tempo de salto de z.
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Neste caso, da Proposição 4.22, temos xk = π̃(tk)zk → w para algum w que está
ou em γ̃+,0(z) ou em γ̃+,0(z) ∩ M0. Uma vez que xk → x ∈ E0 ⊂ Ω0, devemos ter
x = w ∈ γ̃+,0(z), isto é, π̃0(r)z = x para algum r ⩾ 0. Novamente, de (3.3), obtemos
z ∈ E0 e temos uma contradição.

Caso 3. z ∈M0.
Neste caso, do Corolário 4.12, rk := ϕηk(zk)→ 0. Afirmamos que existe 0 < µ1 < µ

tal que d(π̃ηk(rk)zk, E0) ⩾ µ1 para todo k suficientemente grande. Se esse não fosse o caso,
como π̃ηk(rk)zk → I0(z), teríamos I0(z) ∈ E0∩Ω0 = E0. Da Proposição 3.30, temos z ∈ E0,
o que nos dá uma contradição. Note então que d(I0(z), E0) ⩾ µ1. Defina wk := π̃ηk(rk)zk

e veja que
π̃ηk(rk)xk = π̃ηk(tk)wk.

Como x ∈ Ω0, do Lema 4.2 (c) temos π̃ηk(rk)xk → x.

Subcaso 3.1. s não é tempo de salto de I0(z).
Neste subcaso, temos π̃ηk(tk)wk → π̃0(s)I0(z), assim π̃0(s)I0(z) = x ∈ E0 e, de

(3.3), obtemos I0(z) ∈ E0, o que é uma contradição.

Subcaso 3.2. s é tempo de salto de I0(z).
Neste subcaso, como no Caso 2 acima, mostramos que x está em γ̃+0 (I0(z)) e,

novamente, obtemos que I0(z) ∈ E0, o que é uma contradição.

Com isso, a prova está completa.

Corolário 4.26. Seja E0 ⊂ A um conjunto limitado e π̃0-invariante, com E0 = E0 ∩ Ω0

e satisfazendo (3.3). Então dados µ > 0 e t ⩾ 0, existem uma vizinhança U de E0 em Ω0

e η0 ∈ (0, 1] tal que para todo y ∈ U com y ∈ Aη para algum η ∈ [0, η0] e solução global
limitada ξη de π̃η por y, temos d(ξη(s), E0) < µ para todo s ∈ [−t, 0] e η ∈ [0, η0].

Demonstração. Basta tomar U :=
⋃
x∈E0

Bνx(x), sendo νx > 0 dado no lema acima.

Teorema 4.27. Assuma que tk → ∞, ηk → 0 e que {zk}k∈N é uma sequência limitada
em X tal que π̃ηk(tk)zk → x0 para algum x0 ∈ A0.
(a) Assuma que x0 ∈ Ω0. Para cada k ∈ N defina ξk : [−tk,∞)→ X por

ξk(t) = π̃ηk(t+ tk)zk para t ⩾ −tk,

e assuma também que
⋃

k∈N ξk([−tk,∞)) é limitada. Então existe uma solução global
limitada ξ0 de π̃0 por x0 e uma subsequência {ξkℓ}ℓ∈N de {ξk}k∈N tal que para cada
s ∈ R existe [0,∞) ∋ ϵsℓ → 0 de modo que

ξkℓ(s+ ϵsℓ)→ ξ0(s).
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(b) Assuma que x0 ∈M0. Para cada k ∈ N defina ξk : [−tk,∞)→ X por

ξk(t) = π̃ηk(t+ tk + ϕηk(π̃ηk(tk)zk))zk para t ⩾ −tk − ϕηk(π̃ηk(tk)zk),

e assuma também que
⋃

k∈N ξk([−tk,∞)) é limitada. Então existe uma solução global
limitada ξ0 de π̃0 por I0(x0) e uma subsequência {ξkℓ}ℓ∈N de {ξk}k∈N tal que para
cada s ∈ R existe [0,∞) ∋ ϵsℓ → 0 de modo que

ξkℓ(s+ ϵsℓ)→ ξ0(s).

Demonstração. (a) Temos ξk(0) = π̃ηk(tk)zk e, da hipótese, ξk(0) → x0. Claramente
x0 ∈ A0 ∩ Ω0 = A0. Podemos ainda, sem perda de generalidade, assumir que tk ⩾ 1 para
todo k ∈ N.

Assim ξk está definida em t = −1 para todo k ∈ N. Da compacidade assintótica
coletiva de π̃ηk , existe x−1 ∈ X e uma subsequência {k1ℓ}ℓ∈N de N tal que ξk1ℓ (−1)→ x−1.
Claramente ξk1ℓ (0)→ x0. Além disso podemos, sem perda de generalidade, escolher k11 tal
que tk ⩾ 2 para k ⩾ k11.

Com esse procedimento, conseguimos definir uma subsequência {kℓ}ℓ∈N e uma
sequência de pontos {x−m}∞m=0 ⊂ X tais que para cada m ⩾ 0 temos

ξkℓ(−m)→ x−m quando ℓ→∞.

Note que para cada m ⩾ 0 existe ℓ0 = ℓ0(m) ∈ N tal que tkℓ ⩾ m para todo ℓ ⩾ ℓ0.
Assim para ℓ ⩾ ℓ0 e s ⩾ 0 obtemos

π̃ηkℓ (s)ξkℓ(−m) = π̃ηkℓ (s)π̃ηkℓ (−m+ tkℓ)zkℓ = π̃ηkℓ (−m+ s+ tnk
)zkℓ = ξkℓ(−m+ s). (4.2)

Para simplificar a notação, renomeamos a sequência {kj}j∈N, se necessário, e assu-
mimos que para cada m ∈ N temos

(uk)−m := ξk(−m)→ x−m quando k →∞. (4.3)

Definimos N0 = N ∪ {0} e separamos a prova em dois casos.

Caso 1. Existe uma sequência estritamente crescente {mj}j∈N0 de inteiros não negativos,
com m0 = 0, tal que x−mj

∈ Ω0 para todo j ∈ N0.

Fixemos j ∈ N0. Usando (4.3) e o fato de que x−mj
∈ Ω0, segue da Proposição 4.5

que existe uma sequência [0,∞) ∋ ϵjk → 0 tal que

π̃ηk(mj+1 −mj + ϵjk)(uk)−mj+1
→ π̃0(mj+1 −mj)x−mj+1

.

Por outro lado, de (4.2), sabemos que π̃ηk(mj+1−mj)(uk)−mj+1
= (uk)−mj

, e do Lema 4.2,
obtemos

π̃ηk(mj+1 −mj + ϵjk)(uk)−mj+1
= π̃ηk(ϵ

j
k)(uk)−mj

→ x−mj
,
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e concluímos que π̃0(mj+1 −mj)x−mj+1
= x−mj

.
Definimos então ξ0 : R→ Ω0 por

ξ0(t) =

{
π̃0(t)x0 se t ⩾ 0,

π̃0(t+mj+1)x−mj+1
se t ∈ [−mj+1,−mj), j ∈ N0.

A verificação de que ξ0 é uma solução global de π̃0 por x0 é análoga ao que foi feito na
Proposição 2.17. Para s ⩾ 0, da Proposição 4.5, obtemos [0,∞) ∋ ϵsk → 0 tal que

ξk(s+ ϵsk) = π̃ηk(s+ ϵsk + tk)zk = π̃ηk(s+ ϵsk)(uk)0 → π̃0(s)x0 = ξ0(s).

Agora, se s ∈ [−mj+1,−mj] para algum j ∈ N0 então ξ0(s) = π̃0(s +mj+1)x−mj+1
, e da

Proposição 4.5, existe uma sequência [0,∞) ∋ ϵjk → 0 tal que

ξk(s+ ϵjk) = π̃ηk(s+mj+1 + ϵjk)(uk)−mj+1
→ π̃0(s+mj+1)x−mj+1

= ξ0(s).

Em qualquer um dos casos acima, temos ξk(s+ϵsk) ∈
⋃

k∈N ξk([−tk,∞)) e, portanto,
ξ0(R) ⊂

⋃
k∈N ξk([−tk,∞)) o que nos dá ξ0 limitada.

Caso 2. Existe um inteiro positivo m1 tal que x−m ∈M0 para todo m ⩾ m1.

Segue do Lema 4.12, que para m ⩾ m1 temos sk,m := ϕηk((uk)−m)
k→∞−→ 0. Definindo

wk,m := πηk(sk,m)(uk)−m ∈Mηk temos wk,m → x−m ∈M0 e, assim,

Iηk(wk,m)→ I0(x−m) ∈ Ω0,

onde usamos a continuidade coletiva da função Iηk em η = 0. Assim, do Teorema 4.4
obtemos ϕηk(Iηk(wk,m))

k→∞−→ ϕ0(I0(x−m)), para cada m ⩾ m1. Considerando δ > 0 da
condição (CH), para β ∈ (0,min{2δ, 1}), como ϕ0(I0(x−m)) ⩾ 2δ > β, obtemos

ϕηk(Iηk(wk,m)) > β > sk,m para k suficientemente grande.

Renomeando os índices, assumimos que a desigualdade acima vale para todo k ∈ N.
Para cada m ⩾ m1 e k ∈ N (usando o procedimento análogo ao do início da

demonstração) definimos

(yk)−m := ξk(β −m) e y−m := π̃0(β)I0(x−m).

Como β − sk,m < ϕηk(Iηk(wk,m)), obtemos

(yk)−m = ξk(β −m) = π̃ηk(β)ξk(−m) = π̃ηk(β)(uk)−m = π̃ηk(β − sk,m)π̃ηk(sk,m)(uk)−m

= π̃ηk(β − sk,m)Iηk(πηk(sk,m)(uk)−m) = πηk(β − sk,m)Iηk(wk,m),

o que nos dá

(yk)−m
k→∞−→ π0(β)I0(x−m) = π̃0(β)I0(x−m) = y−m ∈ Ω0.
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Fixado m > m1, veja que π̃ηk(1)(yk)−m = (yk)−m+1 para cada k ∈ N e, portanto,
segue da Proposição 4.5 que existe [0,∞) ∋ ϵk → 0 tal que π̃ηk(1+ϵk)(yk)−m

k→∞−→ π̃0(1)y−m.
Por outro lado, se usarmos o Lema 4.2, obtemos

π̃ηk(1 + ϵk)(yk)−m = π̃ηk(ϵk)π̃ηk(1)(yk)−m = π̃ηk(ϵk)(yk)−m+1
k→∞−→ y−m+1,

e, assim, π̃0(1)y−m = y−m+1 para cada m > m1.
Como β < 1 ⩽ m1, segue da Proposição 4.5 que existe [0,∞) ∋ ϵk → 0 tal que

π̃ηk(m1 − β + ϵk)(yk)−m1

k→∞−→ π̃0(m1 − β)y−m1 .

Por outro lado, usando o Lema 4.2, obtemos

π̃ηk(m1 − β + ϵk)(yk)−m1 = π̃ηk(m1 − β + ϵk)ξk(β −m1)

= ξk(ϵk) = π̃ηk(ϵk)ξk(0)→ x0,

ou seja, π̃0(m1 − β)y−m1 = x0. Com essas considerações, podemos definir ξ0 : R→ X por

ξ0(t) =


π̃0(t)x0 se t ⩾ 0,

π̃0(t+m1 − β)y−m1 se t ∈ [β −m1, 0),

π̃0(t+m− β)y−m se t ∈ [β −m,β −m+ 1), m > m1.

A prova de que ξ0 é uma solução global limitada de π̃0 por x0 para a qual vale a
convergência afirmada é análoga ao caso anterior.

A prova do item (b) é análoga, trocando tk por tk +ϕηk(π̃ηk(tk)zk) (lembrando que,
da Proposição 4.11, temos ϕηk(π̃ηk(tk)zk)→ 0) e x0 por I0(x0) (que está em Ω0).

Podemos enunciar e provar o principal resultado desta seção.

Teorema 4.28. Assuma que:
• {πη}η∈[0,1] é contínua em η = 0;

• {π̃η}η∈[0,1] é coletivamente assintoticamente compacta em η = 0 e uniformemente
dissipativa;

• {Mη}η∈[0,1] é coletivamente fechada em η = 0;

• {Iη}η∈[0,1] é coletivamente contínua em η = 0;

• valem (CH), (CT) e (CZ).
Além disso, suponha que:
(a) para cada η ∈ [0, 1], o semigrupo impulsivo π̃η, definido em Ωη, possui atrator global
Aη;

(b) existe p ∈ N tal que para cada η ∈ [0, 1], o atrator global Aη contém uma família
separada de conjuntos invariantes isolados Eη = {E1,η, . . . , Ep,η} de maneira que

lim
η→0

max
i=1,...,p

{
dH(Ei,η, Ei,0) + dH(Ei,0, Ei,η)

}
= 0;
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(c) existem δ0 > 0 e η0 ∈ (0, 1] tal que Ei,η é o invariante maximal de π̃η em Oδ0(Ei,η)

para cada 1 ⩽ i ⩽ p e 0 ⩽ η ⩽ η0;

(d) π̃0 é um semigrupo impulsivo dinamicamente gradiente relativamente à E0, e todos
os elementos de E0 satisfazem (3.3).

Então existe η1 tal que para todo η ∈ (0, η1], π̃η é um semigrupo impulsivo dinamicamente
gradiente com respeito à Eη.

Demonstração. Primeiramente iremos mostrar que para η > 0 suficientemente pequeno,
π̃η satisfaz (G1). Suponha que isso não ocorra, então existem 0 < δ′ < δ0, uma sequência
ηk → 0 e soluções globais ξk de π̃ηk em Aηk tal que para todo k ∈ N e s ∈ R temos ou

sup
t⩾s

d(ξk(t),∪pi=1Ei,ηk) > δ′, (4.4)

ou
sup
t⩽s

d(ξk(t),∪pi=1Ei,ηk) > δ′. (4.5)

Como ξk(t) = π̃ηk(t + k)ξk(−k), temos ξk(0) → z ∈ A0 e, do Teorema 4.27 em
qualquer um dos casos existe uma solução global limitada ξ0 de π̃0 tal que para cada
s ∈ R existe [0,∞) ∋ ϵsk → 0 tal que ξk(s+ ϵsk)→ ξ0(s). Uma vez que π̃0 é dinamicamente
gradiente com respeito à E0, existem 1 ⩽ i, r ⩽ p, com i ̸= r, tal que

Er,0
t→−∞←− ξ0(t)

t→∞−→ Ei,0.

Assumimos primeiro que vale (4.4). Como Ei,0 é compacto, existem x0 ∈ Ei,0 e uma
sequência crescente {tℓ}ℓ∈N com tℓ →∞ e tℓ+1−tℓ > ℓ para cada ℓ ∈ N tal que ξ0(tℓ)→ x0.
Como ξk(s + ϵsk) → ξ0(s) então para cada ℓ ∈ N existe kℓ ∈ N tal que ϵℓ := ϵtℓkℓ <

1
ℓ

e
ξkℓ(tℓ + ϵkℓ)→ x0. De (4.4) e da hipótese (b), para cada ℓ suficientemente grande existe
τℓ ⩾ 0 tal que

d(ξkℓ(tℓ + ϵℓ + τℓ), Ei,0) ⩾ δ′ e d(ξkℓ(tℓ + ϵℓ + t), Ei,0) < δ′ para t ∈ [0, τℓ). (4.6)

Afirmamos que τℓ →∞. Se esse não fosse o caso, do Corolário 4.24, para δ′ > 0 e t0 >
supℓ∈N τℓ, existiria uma vizinhança U de Ei,0 em Ω0 e η0 ∈ (0, 1] tal que π̃η(s)y ∈ Oδ′(Ei,0)

para todos y ∈ U , s ∈ [0, t0] e η ∈ [0, η0]. Separamos aqui em dois casos.

Caso 1. x0 ∈ Ω0.
Neste caso, como x0 ∈ Ei,0 ∩ Ω0 = Ei,0, U é uma vizinhança aberta de Ei,0 em Ω0

e ξkℓ(tℓ + ϵkℓ)→ x0, teríamos ξkℓ(tℓ + ϵkℓ) ∈ U para ℓ suficientemente grande. Assim, do
que vimos acima, deveríamos ter π̃ηkℓ (τℓ)ξkℓ(tℓ + ϵkℓ) = ξkℓ(tℓ + ϵkℓ + τℓ) ∈ Oδ′(Ei,0), o que
nos dá uma contradição.

Caso 2. x0 ∈M0.
Neste caso, como π̃ηkℓ (tℓ+ ϵℓ)ξηkℓ (0) = ξkℓ(tℓ+ ϵℓ)→ x0 ∈ Ei,0∩M0 = ω̃(Ei,0)∩M0

e U é uma vizinhança aberta de Ei,0 em Ω0, segue da condição (CZ) que existe ℓ0 ∈ N tal
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que ξℓ0(tℓ0 + ϵℓ0) ∈ U . Assim, do que vimos acima, teríamos ξℓ0(tℓ0 + ϵℓ0 + τℓ0) ∈ Oδ′(Ei,0)

o que nos dá uma contradição. Assim, completamos a prova de que τℓ →∞.

Como {ξkℓ(tℓ + ϵℓ + τℓ)}ℓ∈N ⊂ Aηkℓ
e a família {Aη}η∈[0,1] é semicontínua superior-

mente em η = 0 podemos supor, a menos de subsequências, que ξkℓ(tℓ+ ϵℓ+ τℓ)→ w ∈ A0.
Note que w /∈ Ei,0. Separamos o restante da prova nos seguintes casos:

Caso w ∈ Ω0.
Neste caso, para s ⩾ −tℓ − ϵℓ definimos

ψℓ(s) = ξkℓ(s+ tℓ + ϵℓ + τℓ) = π̃ηkℓ (s+ tℓ + ϵℓ)ξkℓ(τℓ).

Do Teorema 4.27, existem solução global limitada ξ1 de π̃0 por w e uma subsequência de
{ψℓ}ℓ∈N (que denotamos a mesma) tal que para cada s ∈ R existe [0,∞) ∋ βs

ℓ → 0 de
modo que ψℓ(s+ βs

ℓ )→ ξ1(s).
Agora, para t < 0 e ℓ suficientemente grande temos t + βt

ℓ < 0 e, portanto,
0 ⩽ τℓ + t+ βt

ℓ < τℓ. Logo,

d(ψℓ(t+ βt
ℓ), Ei,0) = d(ξkℓ(tℓ + ϵℓ + (τℓ + t+ βt

ℓ), Ei,0) < δ′,

e assim d(ξ1(t), Ei,0) ⩽ δ′ para todo t < 0. Portanto ξ1(t) → Ei,0 quando t → −∞ e, de
(G1) e (G2) para π̃0, existe j ∈ {1 . . . , p}, com j ̸= i, tal que ξ1(t)→ Ej,0 quando t→∞.
Portanto,

Er,0
t→−∞←− ξ0(t)

t→∞−→ Ei,0
t→−∞←− ξ1(t)

t→∞−→ Ej,0. (4.7)

Caso w ∈M0.
Neste caso, definindo rℓ := ϕηkℓ

(ξkℓ(tℓ + ϵℓ + τℓ)), sabemos do Corolário 4.12 que
rℓ → 0 quando ℓ→∞. Para s ⩾ −tℓ − ϵℓ − rℓ definimos

ψℓ(s) = ξkℓ(s+ tℓ + ϵℓ + rℓ + τℓ) = π̃ηkℓ (s+ tℓ + ϵℓ + rℓ)ξkℓ(τℓ).

Do Teorema 4.27, existem solução global limitada ξ1 de π̃0 por I(w) e subsequência de
{ψℓ}ℓ∈N (que denotamos a mesma) tal que para cada s ∈ R existe [0,∞) ∋ βs

ℓ → 0 de
modo que ψℓ(s+ βs

ℓ )→ ξ1(s). Afirmamos que existe µ > 0 tal que para ℓ suficientemente
grande, temos

d(ψℓ(β
0
ℓ ), Ei,0) ⩾ µ.

Se isso não ocorresse, a menos de subsequências, teríamos ψℓ(β
0
ℓ )→ z para algum z ∈ Ei,0.

Veja que pelo Lema 4.2 (c),

ψℓ(β
0
ℓ ) = π̃ηkℓ (β

0
ℓ )π̃ηkℓ (rℓ)ξkℓ(tℓ + ϵℓ + τℓ)→ I0(w),

uma vez que π̃(rℓ)ξkℓ(tℓ + ϵℓ + τℓ)→ I0(w) ∈ Ω0 e β0
ℓ → 0. Assim, temos I0(w) = z ∈ Ei,0,

ou seja, I0(w) ∈ Ei,0∩Ω0 = Ei,0, e dado que Ei,0 satisfaz (3.3) obtemos w ∈ Ei,0. Chegamos
em uma contradição e a existência de µ > 0 está provada. Obtemos então ξ1(0) /∈ Ei,0.
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Com o mesmo raciocínio do caso anterior obtemos d(ξ1(t), Ei,0) ⩽ δ′ para todo t < 0 e,
portanto, vale (4.7).

Com esses casos provados, segue a existência de uma solução global limitada ξ1

de π̃0 em A0 (por w ou I(w), dependendo do caso) e uma subsequência de {ψℓ}ℓ∈N tal
que para cada s ∈ R existe [0,∞) ∋ βs

ℓ → 0 de modo que ψℓ(s + βs
ℓ ) → ξ1(s), e que

satisfaz (4.7). Repetindo esse processo um número finito de vezes, iremos encontrar uma
estrutura homoclínica em A0, uma vez que E0 é finito, o que contradiz o fato de π̃0 ser
dinamicamente gradiente.

Assumindo agora que vale (4.5), como Er,0 é compacto existem x0 ∈ Er,0 e uma
sequência decrescente sℓ → −∞ com sℓ+1 − sℓ < −ℓ para cada ℓ ∈ N tal que ξ0(sℓ)→ x0.
Como ξk(s + ϵsk) → ξ0(s) então para cada ℓ ∈ N existe kℓ ∈ N tal que ϵℓ := ϵsℓkℓ <

1
ℓ

e
ξkℓ(sℓ + ϵℓ) → x0. De (4.5) e da hipótese (b), para cada ℓ suficientemente grande existe
τℓ ⩾ 0 tal que

d(ξkℓ(sℓ + ϵℓ − τℓ), Er,0) ⩾ δ′ e d(ξkℓ(sℓ + ϵℓ − t), Er,0) < δ′ para t ∈ [0, τℓ).

Analogamente ao que fizemos acima (usando o Corolário 4.26, mostramos que τℓ → ∞)
conseguimos construir uma estrutura homoclínica em A0, o que novamente contradiz o
fato de π̃0 ser dinamicamente gradiente.

Agora provaremos que π̃η satisfaz (G2) para η > 0 suficientemente pequeno. Su-
ponha, por contradição, que existem 1 ⩽ p0 ⩽ p, uma sequência ηk → 0, conjuntos
{Eℓ1,ηk , . . . , Eℓp0 ,ηk

} e soluções globais {ξ1k, . . . , ξik}, 1 ⩽ i ⩽ p0, de π̃ηk em Aηk de maneira
que para cada k ∈ N e i = 1, . . . , p0,

Eℓi,ηk

t→−∞←− ξik(t)
t→∞−→ Eℓi+1,ηk , (4.8)

onde Eℓp0+1,ηk := Eℓ1,ηk , com

sup
t∈R

d(ξik(t),∪
p0
i=1Eℓi,ηk) > 0,

para todo k ∈ N e i = 1, . . . , p0.
Fixado i = 1, . . . , p0, do Teorema 4.27 existem ξi solução global limitada de π̃0 e

uma subsequência de {ξik}k∈N (que denotamos a mesma) tal que para cada s ∈ R existe
[0,∞) ∋ ϵsk → 0 de modo que ξik(s + ϵsk) → ξi(s). De (4.8) para cada k ∈ N, existem
sk := sk(i) ⩽ 0 e tk := tk(i) ⩾ 0 tais que

d(ξik(sk + ϵskk ), Eℓi,ηk) <
1

2k
e d(ξik(tk + ϵtkk ), Eℓi+1,ηk) <

1

2k
.

Como ηk → 0, segue de (b) que para k suficientemente grande temos

d(ξik(sk + ϵskk ), Eℓi,0) <
1

k
e d(ξik(tk + ϵtkk ), Eℓi+1,0) <

1

k
.

Com isso, existe τk ⩾ 0 tal que para δ′′ < δ0 temos

d(ξik(sk + ϵskk − τk), Eℓi,0) ⩾ δ′′ e d(ξik(sk + ϵskk − t), Eℓi,0) < δ′′ para t ∈ [0, τk).
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Analogamente ao que fizemos para (G1), usando o Corolário 4.26, mostramos que τk →∞,
e construímos, após um número finito de passos, uma estrutura homoclínica para π̃0, o
que nos dá uma contradição e completa a demonstração.

NOTAS

Devido à restrição de tempo para desenvolver a pesquisa, deixaremos as aplicações
para trabalhos futuros. Poderíamos apresentar aplicações simples, mas nesses casos o
Teorema 4.28 possivelmente não seria necessário, e seríamos capazes de verificar que
os semigrupos impulsivos perturbados são dinamicamente gradientes diretamente pela
definição. Um dos principais pontos a ser estudado para aplicar o Teorema 4.28 é conseguir
dar condições sob as quais valham as hipóteses (b) e (c).
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5 SUPERFÍCIES IMPULSIVAS EM DIMENSÃO FINITA

Seguindo (HIRSCH, 2012), começamos este capítulo com a seguinte definição:

Definição 5.1. Um subconjunto M ⊂ Rn é chamado de uma hipersuperfície C1 se
para cada ponto x ∈ M existe uma vizinhança aberta V de x em Rn e uma aplicação
continuamente diferenciável g : V → R tal que

V ∩M = g−1(0)

e tal que ∇g(p) ̸= 0 para cada p ∈ V ∩M , onde ∇g(p) representa o vetor gradiente de g
no ponto p. Podemos sempre tomar V de maneira que V ∩M seja um conjunto conexo.
A dupla (V, g) satisfazendo essas condições será chamada de um mapa local de M em
x. Nessa situação, definimos um vetor normal a M em x por

nx = ∇g(x).

Se x ∈ M e (V, g) é um mapa local de M em x, definimos os lados positivo e
negativo do mapa (V, g) como sendo os conjuntos

LP = LP (V, g) = {y ∈ V : g(y) > 0} e LN = LN(V, g) = {y ∈ V : g(y) < 0},

respectivamente.

Note, na definição acima, que apesar de usarmos a notação nx, um vetor normal aM
em x depende de g, mas todos os possíveis vetores têm a mesma direção. Em (BONOTTO,
E. M. et al., 2016a) os autores consideraram a equação diferencial ordinária

dx

dt
= f(x) (5.1)

em Rn, assumindo que para cada x0 ∈ Rn, a equação acima possui uma única solução
definida em toda a reta (o que define um grupo em Rn). Com isso, mostraram que se
M ⊂ Rn é uma hipersuperfície fechada de classe C1 satisfazendo

⟨nx, f(x)⟩ ≠ 0 para cada x ∈M, (5.2)

onde nx é um vetor normal de M em x e ⟨·, ·⟩ é o produto escalar usual de Rn, então M
é um conjunto impulsivo (e possui propriedades ainda mais fortes) para o grupo gerado
pela equação dada.

Nosso objetivo nesta seção é melhorar o resultado de (BONOTTO, E. M. et al.,
2016a) descrito acima, isto é, vamos mostrar que se M ⊂ Rn é uma hipersuperfície fechada
C1 e satisfaz a condição de transversalidade (5.2), então M é um conjunto impulsivo para
o semigrupo gerado pela equação diferencial (5.1) e, além disso, M satisfaz a condição
(T). Para isso, assumiremos que f : Rn → Rn é uma função contínua, e que a equação
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(5.1) gera um semigrupo em Rn, isto é, para cada x0 ∈ Rn existe uma única função
continuamente diferenciável x(·, x0) : [0,∞)→ Rn satisfazendo x(0, x0) = x0 e

d

dt
x(t, x0) = f(x(t, x0)) para cada t ⩾ 0,

de maneira que a aplicação [0,∞)×Rn ∋ (t, x0) 7→ x(t, x0) ∈ Rn é contínua. O semigrupo
definido por (5.1) é dado por

π(t)x0 = x(t, x0) para cada x0 ∈ Rn e t ⩾ 0.

De (5.2) obtemos diretamente o seguinte resultado:

Lema 5.2. Assuma que M ⊂ Rn seja uma hipersuperfície e assuma que vale (5.2). Então
para cada x ∈M , se (V, g) é um mapa local de M em x, temos ⟨∇g(x), f(x)⟩ ≠ 0.

Com isso, provamos o seguinte resultado:

Proposição 5.3. Assuma que M ⊂ Rn é uma hipersuperfície C1 satisfazendo (5.2). Então
para cada x ∈M existem ϵ > 0 e δ > 0 tais que

π(t)y /∈M para todo 0 < t < ϵ e y ∈ BRn

δ (x) ∩M,

onde BRn

δ (x) denota a bola aberta em Rn centrada em x e de raio δ.

Demonstração. Fixemos x ∈M . Se a conclusão da proposição é falsa, existem sequências
tn → 0+ e {yn}n∈N ⊂M com yn → x e π(tn)yn ∈M para todo n ∈ N.

Fixemos um mapa local (V, g) de M em x. Mostremos agora que existem η > 0 e
λ > 0 tais que BRn

η (x) ⊂ V e π(t)y ∈ V para todo y ∈ BRn

η (x)∩M e t ∈ [0, λ]. De fato, se
esse não é o caso, existem {zk}k∈N ⊂ V ∩M , com zk → x, e sk → 0+ tal que π(sk)zk /∈ V .
Da continuidade de π e do fato de que V é aberto, fazendo k →∞, obtemos x /∈ V , o que
é uma contradição.

Podemos assumir, sem perda de generalidade, que yn ∈ BRn

η (x) e tn < λ para todo
n ∈ N. Assim, para cada n ∈ N, podemos definir hn : [0, λ] → R por hn(s) = g(π(s)yn).
Note que hn é contínua em [0, λ], continuamente diferenciável em (0, λ), e hn(0) = hn(tn) =

0, já que yn ∈ V ∩M e π(tn)yn ∈ V ∩M . Portanto, do Teorema de Rolle, segue que para
cada n ∈ N existe τn ∈ (0, tn) tal que h′n(τn) = 0 para cada n ∈ N. Mas para cada n ∈ N
e s ∈ (0, λ) temos

h′n(s) = ⟨∇g(π(s)yn, f(π(s)yn)⟩,

o que nos dá
0 = h′n(τn) = ⟨∇g(π(τn)yn, f(π(τn)yn)⟩.

Fazendo n→∞ e sendo g, f e π contínuas, obtemos

⟨∇g(x), f(x)⟩ = 0,

o que contradiz o Lema 5.2, e o resultado está provado.
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O resultado acima mostra que, em particular, se M é uma hipersuperfície C1

fechada satisfazendo (5.2), então M satisfaz a condição (2.1) de um sistema dinâmico
impulsivo. Além disso, na demonstração vimos que se (V, g) é um mapa local de M em x,
ϵ > 0 e δ > 0 podem ser escolhidos de maneira que BRn

δ (x) ⊂ V e que

π(t)y ∈ V \M para todo 0 < t < ϵ e y ∈ BRn

δ (x) ∩M.

Para simplificar a nomenclatura, nessas condições diremos que (V, g) é um (ϵ, δ)-mapa
local de M em x.

Lema 5.4. Sejam M uma hipersuperfície C1, x ∈ M e (V, g) um mapa local de M em
x. Se A ⊂ V \M é conexo então ou A ⊂ LP ou A ⊂ LN . Em particular, se (V, g) é um
(ϵ, δ)-mapa local de M em x então para cada y ∈ BRn

δ (x) ∩M temos

π((0, ϵ))y ⊂ LP ou π((0, ϵ))y ⊂ LN .

Demonstração. Assuma que AP := A ∩ LP ̸= ∅ e AN := A ∩ LN ̸= ∅. Note que
A = AP ∪ AN , com AP e AN abertos em A. Portanto obtemos uma cisão não-trivial de
A, o que é uma contradição, pois A é conexo. O restante da demonstração segue do fato
de que π((0, ϵ))y ⊂ V \M é conexo, para cada y ∈ BRn

δ (x) ∩M .

Lema 5.5. Assuma que M é uma hipersuperfície C1 satisfazendo (5.2), x ∈M e (g, V )

é um (ϵ, δ)-mapa local de M em x. Se π((0, ϵ))x ⊂ LP então dado 0 < µ < ϵ, existe
0 < η < δ tal que para cada y ∈ BRn

η (x) ∩ LN temos π(s)y ∈M para algum 0 < s < µ.

Demonstração. Considere h : V → R dada por h(z) = g(π(µ)z). Por hipótese, temos
h(x) > 0. Sendo g e π contínuas, existe η > 0 tal que se y ∈ BRn

η (x) então h(y) > 0.
Para cada y ∈ BRn

η (x) ∩ LN , definimos β : [0, µ] → R por β(t) = g(π(t)y) e, assim,
β(0) = g(y) < 0 e β(µ) = h(y) > 0. Do Teorema do Anulamento, existe s ∈ (0, µ) tal que
β(s) = 0, isto é, g(π(s)y) = 0 e, portanto, π(s)y ∈M para algum 0 < s < µ.

O resultado acima continua válido intercambiando LP e LN .

Teorema 5.6. O conjunto fechado M ⊂ Rn é um conjunto impulsivo e satisfaz (T).

Demonstração. Da Proposição 5.3 segue que M é um conjunto impulsivo. Agora vamos
mostrar queM satisfaz a condição (T). Sejam t > 0, x ∈M , e uma sequência {zn}n∈N ⊂ Rn

convergente tal que π(t)zn → x. Podemos supor que zn → z e, portanto, π(t)z = x. Da
Proposição 5.3 existe um (ϵ, δ)-mapa local (V, g) de M em x e podemos assumir que
π(t)zn ∈ V para todo n ∈ N. Se, ao longo de uma subsequência, π(t)zn ∈ V ∩M então
podemos tomar αn = 0 e, portanto, π(t+ αn)zn ∈ M e o resultado está provado. Agora,
se π(t)zn ∈ V \M , podemos supor, sem perda de generalidade, que g(π((0, ϵ))x) > 0 e
note que, se existe uma subsequência {π(t)znk

}k∈N de {π(t)zn}n∈N tal que g(π(t)znk
) < 0

para todo k ∈ N, então do Lema 5.5 para cada k ∈ N existe 0 < sk < 1
k

tal que
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π(sk)π(t)znk
∈ M , o que nos dá π(t+ sk)znk

∈ M , e o resultado está provado. Supomos
então que g(π(t)zn) > 0 para todo n ∈ N e analisamos os seguintes casos:

Caso 1. Existe η > 0 suficientemente pequeno de modo que g(π(s)z) > 0 para todo
0 < |s− t| < η.

Neste caso, h(s) = g(π(s)z) é tal que h(s) > 0 para todo 0 < |s − t| < η e
h(t) = g(x) = 0. Logo,

0 = h′(t) = ⟨∇g(π(t)z), f(π(t)z)⟩ = ⟨∇g(x), f(x)⟩,

e temos uma contradição com o Lema 5.2 e, portanto, este caso não pode ocorrer.

Caso 2. Existe βk → 0+ de modo que g(π(t− βk)z) ⩽ 0 para todo k ∈ N.

Separamos a prova em dois subcasos.
Subcaso 2.1. g(π(t− βk)z) = 0 ao longo de uma subsequência.

Neste subcaso, como π(t− βk)z → π(t)z = x, então para k suficientemente grande
temos d(x, π(t− βk)z) < δ, e assim temos π(s)π(t− βk)z /∈M para todo 0 < s < ϵ, mas
para k suficientemente grande, temos βk < ϵ e, portanto,

M ∋ x = π(t)z = π(βk)π(t− βk)z /∈M,

e temos uma contradição. Logo este subcaso não pode ocorrer.
Subcaso 2.2. g(π(t− βk)z) < 0 para todo k ∈ N.

Neste subcaso, para cada k ∈ N fixo temos π(t − βk)zn
n→∞−−−→ π(t − βk)z, logo

existe nk ∈ N tal que g(π(t − βk)znk
) < 0 e, por hipótese g(π(t)znk

) > 0, assim existe
αk ∈ [−βk, 0) tal que g(π(t + αk)znk

) = 0, isto é, π(t + αk)znk
∈ M e o resultado está

provado.

Corolário 5.7. Sejam M ⊂ Rn uma hipersuperfície C1 fechada satisfazendo (5.2) e
I : M → Rn \M uma função contínua. Então (π,M, I) é um sistema dinâmico impulsivo
com M satisfazendo (T).

Note que, nas condições acima, quando M é limitado (e, portanto, compacto)
obtemos facilmente a propriedade (H) e, portanto, ℓ(x) = ∞ para todo x ∈ X. Nesse
caso (π,M, I) define um semigrupo impulsivo π̃ em Ω := Rn \M . Isso não é verdade, em
geral, quando M não é limitado. Considere, por exemplo, o semigrupo em R2 dado por
π(t)(x, y) = (x, y − t) para (x, y) ∈ R2 e t ⩾ 0. Defina M = {(x, 0) ∈ R2 : x ∈ R} e, para
x > 1, defina I((x, 0)) = (x+1, 1

(x+1)2
) e, se x ⩽ 1 defina I((x, 0)) = (x+1, 1

4
). Veja que para

x > 1 temos ϕ(x+1, 1
(x+1)2

) = 1
(x+1)2

, o que nos dá, por exemplo, ℓ((2, 1)) = 1+
∞∑
k=3

1
k2
<∞.

Na verdade, temos ℓ((x, y)) <∞ sempre que x ∈ R e y > 0.
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PROBLEMAS EM ABERTO

Como em toda pesquisa matemática, tentamos desenvolver a teoria na nossa melhor
capacidade, e introduzimos as condições necessárias para que os resultados pudessem
ser provados. Porém, sempre é possível melhorar e muitas questões ficam em aberto.
Abaixo, listamos algumas dessas questões, que ainda precisam de mais estudo para serem
respondidas.

◦ É possível obter a condição (Z) sem ter que pedi-la como hipótese? Ou ainda, é
possível obter a condição (Z) com hipóteses que sejam mais simplesmente verificáveis?

◦ É possível, no Capítulo 5, mostrar que vale a condição (Z)?

◦ É possível obter exemplos de semigrupos impulsivos dinamicamente gradientes
nos quais hajam soluções com impulsos que conectam dois invariantes distintos? Ou
será que todas as soluções globais limitadas de um semigrupo impulsivo dinamicamente
gradientes que têm impulso estarão automaticamente dentro de algum dos invariantes
separados?

◦ Como verificar, em aplicações, as hipóteses (b) e (c) do Teorema 4.28?

◦ É possível encontrar exemplos concretos mais complexos, particularmente no caso
infinito-dimensional?

◦ É possível, como no capítulo 5, encontrar condições sob as quais um subconjunto
M ⊂ H é um conjunto impulsivo, satisfazendo a condição (T), para o semigrupo gerado
pela equação de evolução

du

dt
= Au+ f(u)

em H. Sendo f uma função satisfazendo condições adequadas, H um espaço de Hilbert
e A : D(A) ⊂ H → H um operador autoadjunto, positivo, com resolvente compacto,
de maneira que exista um conjunto ortonormal completo {wn}n∈N ⊂ D(A) formado por
autovetores de A, associados respectivamente aos autovalores {λn}n∈N, onde 0 < λ1 ⩽

λ2 ⩽ · · · , λn →∞?
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