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RESUMO

A Otimizacao Global em Larga Escala (LSGO) tem sido um campo ativo de pesquisa,
em parte devido as suas aplicacées em areas de ponta, como Deep Learning, Big Data
e problemas complexos do mundo real, como criptografia de imagens e gerenciamento
de trafego em tempo real. A alta dimensionalidade apresenta um desafio significativo
na resolucéo de problemas de otimizagdo. A maldicdo da dimensionalidade refere-se
a crescente dificuldade de encontrar solugdes étimas a medida que o numero de
dimensdes do problema aumenta, tornando a questédo desafiadora. Para abordar isso,
esta tese propde um método evolutivo denominado LSMDE (Evolugéo Diferencial
baseada em Modelagem de Espaco de Baixa Dimensionalidade). O método LSMDE
utiliza reducédo de dimensionalidade por meio da Decomposigdo em Valor Singular
para construir um espago de busca de baixa dimensionalidade a partir das solu¢ées
candidatas geradas por um algoritmo de evolucao diferencial hibrido denominado
GM-SHADE. Esse algoritmo incorpora um modelo de mistura gaussiana para
melhor explorar o espaco de busca reduzido e mitigar a perda de informacdo ao
mapear solucdes de alta dimensionalidade para solu¢des de baixa dimensionalidade.
Adicionalmente, o método proposto ndo exige conhecimento prévio da topologia
do espaco de busca, tornando-o adaptavel a diferentes problemas de LSGO. Esta
tese buscou comparar o0 método proposto com as principais abordagens da literatura
nos benchmarks mais reconhecidos para alta dimensionalidade, usando os critérios
definidos pelo IEEE CEC Special Sessions and Competitions on Large-Scale Global
Optimization. Para analisar a significancia das diferencas observadas, foi utilizado o
teste estatistico de Kruskal-Wallis com « igual 0, 05. Experimentos realizados indicam
a superioridade do LSMDE em diferentes caracteristicas de espacos de busca,
especialmente para fungdes parcialmente separaveis. Também se observou uma
melhor performance do LSMDE em condi¢gdes em que o nUmero de avaliacoes da
fungcéo objetivo é restrito, facilitando sua utilizagdo em ambientes onde os recursos
computacionais sao limitados. Além disso, esta tese também realizou um teste de
escalabilidade ao comparar o desempenho do LSMDE e seus principais competidores
a medida que a dimensionalidade do problema aumenta. Para essa tarefa, utilizou-se
a suite de teste bbob-largescale. Os resultados demonstram a robustez do LSMDE
ao aumento da dimensionalidade, alcancando uma taxa de acerto ao valor-alvo entre
40% e 80%.

Palavras-chaves: Modelo de Misturas Gaussianas. Evolugdo Diferencial.
Reducao de Dimensionalidade.



ABSTRACT

Large-Scale Global Optimization (LSGO) has been an active research field, partly
due to its applications in cutting-edge areas such as Deep Learning, Big Data, and
real-world complex problems like image encryption and real-time traffic management.
High dimensionality presents a significant challenge in solving optimization problems.
The curse of dimensionality refers to the increasing difficulty of finding optimal solutions
as the number of problem dimensions increases, making the issue challenging. In
response to this challenge, this thesis proposes an evolutionary method named
LSMDE (Low-Dimensional Space Modeling-based Differential Evolution). LSMDE
uses dimensionality reduction through Singular Value Decomposition to construct a
low-dimensionality search space from the candidate solutions generated by a hybrid
differential evolution algorithm called GM-SHADE. This algorithm incorporates a
Gaussian mixture model to better explore the reduced search space and mitigate
information loss when mapping high-dimensionality solutions to low-dimensionality
ones. Additionally, the proposed method does not require prior knowledge of the
search space topology, making it adaptable to various LSGO problems. This thesis
sought to compare the proposed method with the main approaches in the literature on
the most recognized benchmarks for high dimensionality, using the criteria defined by
the IEEE CEC Special Sessions and Competitions on Large-Scale Global Optimization.
To analyze the significance of the observed differences, the Kruskal-Wallis statistical
test was used with « set at 0.05. Experiments conducted indicate LSMDE’s superiority
in different search space characteristics, especially for partially separable functions.
A better performance of LSMDE was also observed in conditions where the number
of objective function evaluations is limited, facilitating its use in environments where
computational resources are constrained. Furthermore, this thesis also conducted
a scalability test by comparing LSMDE’s performance and its main competitors as
the problem’s dimensionality increases. For this task, the bbob-largescale test suite
was used. The results demonstrate LSMDE’s robustness to increasing dimensionality,
achieving a success rate to the target value between 40% and 80%.

Palavras-chaves: Gaussian Mixture Models. Differential Evolution. Dimensionality
reduction.
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1 INTRODUCAO

1.1 MOTIVAGAO E JUSTIFICATIVA

A area de Otimizacao Global em Larga Escala (Large Scale Global Optimization
- LSGO) lida com problemas de otimizagdo em alta dimensionalidade, ou seja, cujo
nuamero de variaveis de decisao € considerado alto (KIM; CHOI, 2020). Embora o limiar
exato possa variar dependendo do contexto especifico, muitos pesquisadores conside-
ram que problemas com mais de 1.000 variaveis reais sdo de alta dimensionalidade
(CHEN; TAN, 2023; LIU; CHENG et al., 2023; LI; WANG et al., 2023). No entanto, pro-
blemas com apenas algumas centenas de variaveis também podem ser considerados
de alta dimensionalidade, se a estrutura do problema for complexa ou se requisitos
computacionais necessarios forem intensivos. Por exemplo, problemas de otimizacao
global que envolvem redes neurais profundas ou grandes conjuntos de dados podem
ser considerados de alta dimensionalidade, mesmo que o0 niumero absoluto de varia-
veis ndo seja extremamente alto, devido a complexidade inerente desses problemas
(MOUSAVIRAD; RAHNAMAYAN, 2020).

O estudo de problemas LSGO é de grande relevancia para a Ciéncia da Com-
putacdo, ndo apenas pelo desenvolvimento de novos métodos evolutivos para esses
problemas, mas também pelo incentivo as linhas de pesquisa intimamente ligadas a
projetos computacionais em larga escala, como Sistemas Distribuidos e Algoritmos
Paralelos (DE FALCO; DELLA CIOPPA; TRUNFIO, 2019). A aplicabilidade de LSGO
em areas atuais como Deep Learning, Big Data , entre outros, também & um fator
que atrai o interesse pelo projeto de algoritmos cada vez mais eficientes. (OMIDVAR,;
LI, 2017; TABERNIK; SKOCAJ, 2019). Contudo, varios fatores tornam a resolugéo
de problemas LSGO um grande desafio. Por exemplo, a avaliacdo de problemas em
larga escala costuma ser computacionalmente custosa (LI, L. et al., 2021). Este é
frequentemente o caso em muitos problemas do mundo real, como encriptacao de
imagens (CHOWDHARY et al., 2020; TAMANG et al., 2021), gerenciamento de trafego
em tempo real (LUAN et al., 2020), entre outros.

Outro fator que contribui para a dificuldade na resolucao de problemas de Otimi-
zacao em Larga Escala € a interagdo entre variaveis. Essa interagdo impede que as
mesmas sejam otimizadas de forma independente para encontrar o 6timo global de
uma funcao objetivo (LI; GUO et al., 2021; DE FALCO; DELLA CIOPPA; TRUNFIO,
2019). Na literatura de Otimizacado Continua, a interagdo entre variaveis é comumente
referida como Nao-separabilidade (JAMIL; YANG, 2013; CARAFFINI; NERI; PICINALI,
2014) e na literatura de Algoritmos Genéticos, esse fendbmeno é denominado Epistasia
ou Interacdo Génica (CHEN, Y.-p. et al., 2007; JAFARI et al., 2019).

Para lidar com a N&o-separabilidade, técnicas de Decomposi¢cao com Coevolugao
Cooperativa sao frequentemente empregadas para dividir as variaveis de decisdo do
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problema em varios subproblemas, cada um contendo um subconjunto das dimensées
originais (REN et al., 2021; XUE et al., 2020; DE FALCO; DELLA CIOPPA; TRUNFIO,
2019). No entanto, o particionamento das dimensdes potencialmente reduz a cobertura
do espaco de busca, uma vez que o resultado da otimizacdo é a combinacédo de
multiplos subespacos otimizados. Além disso, a identificacao do melhor agrupamento
de dimensdes exige avaliagdes de custo computacional mais elevado (DEL SER et al.,
2019; REN et al., 2021; LI; GUO et al., 2021; KOCER; UYMAZ, 2021).

Para mitigar o problema da dependéncia de variaveis, Metaheuristicas N&o-
baseadas em Decomposi¢cdo vem sendo desenvolvidas ao longo dos ultimos anos
(SCHOEN; TIGLI, 2021; JIAN; CHEN et al., 2021; ZHANG; ZHAN; ZHANG, 2020; DE
FALCO; DELLA CIOPPA; TRUNFIO, 2019). Essa abordagem consiste em aprimorar
a exploracao de espacgos de busca de alta dimensionalidade através da criacdo de
novos operadores evolutivos, métodos de inicializacdo, buscas locais especializadas
e estratégias que otimizam o espaco multidimensional de maneira conjunta, sendo
responsaveis pelo desenvolvimento de importantes algoritmos para problemas LSGO
(PACHECO-DEL-MORAL; COELLO, 2020; MOLINA; LATORRE; HERRERA, 2018).
Contudo, esses algoritmos ainda sofrem com o crescimento exponencial do espaco
de busca e de 6timos locais devido ao aumento da dimensionalidade do problema
(REN et al., 2021; LI, L. et al., 2021). Pesquisas recentes também sugerem que a
balanceamento entre exploragao e intensificagao é prejudicado em espagos de alta di-
mensionalidade (KOCER; UYMAZ, 2018; BOLUFE-ROHLER; CHEN; TAMAYO-VERA,
2019). Portanto, uma estratégia de busca mais eficiente é necesséria para explorar
regides promissoras nesses espacos (KOCER; UYMAZ, 2018; BOLUFE-ROHLER;
CHEN; TAMAYO-VERA, 2019).

Bagattini, Schoen e Tigli (2018) e Bagattini, Schoen e Tigli (2019) demonstra-
ram que é possivel reduzir os efeitos da dimensionalidade através de uma otimizagéao
em um espago de busca reduzido dimensionalmente. Os resultados, apesar de en-
corajadores, se basearam na analise prévia de caracteristicas do espaco de busca
para desenvolvimento de técnicas de reducéo de dimensionalidade especificas para
cada tipo de espaco, ndo sendo possivel estendé-las a problemas gerais de LSGO
(SCHOEN; TIGLI, 2021).

Para avancar as pesquisas anteriores e desenvolver um método que nao se
baseie em suposi¢des iniciais sobre caracteristicas do espaco, esta tese propde utili-
zar uma técnica de reducao de dimensionalidade por Aprendizado de Maquina Nao-
Supervisionado para reduzir dinamicamente o espago de busca gerado por uma me-
taheuristica populacional. Foi escolhido a Evolugao Diferencial (Differential Evolution
- DE ) como metaheuristica devido aos excelentes resultados para problemas LSGO
promovidos por suas variantes ao longo dos ultimos anos (DE FALCO; DELLA CIOP-
PA; TRUNFIO, 2019; MOLINA; NESTERENKO; LATORRE, 2019; MAUCEC; BREST,
2019) e por permitir uma analise comparativa com os principais algoritmos para LSGO
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disponiveis na literatura (muitos dos quais sao variantes de DE).

1.2 PROBLEMA DE PESQUISA

Métodos evolutivos sdo abordagens poderosas para problemas de otimizacao
complexos, sendo impossiveis, de resolver por meio de métodos analiticos conven-
cionais. No entanto, quando esses problemas apresentam alta dimensionalidade, o
desempenho de muitos métodos evolutivos decai devido a diversos fatores, entre e-
les, 0 mais conhecido € a "maldicdo da dimensionalidade"(REN et al., 2021; LI, L. et
al., 2021). Esse fenbmeno se refere ao rapido aumento da complexidade e do custo
computacional a medida que a dimensionalidade do problema aumenta.

Entre outros fatores que contribuem para a complexidade na resolugéo de pro-
blemas de alta dimensionalidade estdo a ndo-separabilidade, a multimodalidade e o
mal-condicionamento. A ndo-separabilidade implica que as variaveis do problema in-
teragem entre si, impossibilitando a resolugao do problema simplesmente resolvendo
subproblemas definidos por cada variavel individualmente (LI; GUO et al., 2021; DE
FALCO; DELLA CIOPPA; TRUNFIO, 2019). A multimodalidade, por outro lado, é a exis-
téncia de varios étimos locais, além do étimo global, que podem desviar os algoritmos
de encontrar a solucao ideal. Por fim, o mal-condicionamento dos problemas, ou seja,
a diferenca na sensibilidade da fungao de aptidao ao variar diferentes diregdes, é outra
dificuldade que pode dificultar a otimizacao em larga escala. Essa questéao é especial-
mente problematica quando o mal-condicionamento muda dependendo da posi¢cao no
espaco de busca ou quando o problema mal-condicionado também €& nao-separavel.

Para contornar esse e outros fatores, técnicas de reducao de dimensionalidade
podem ser utilizadas. Essas técnicas transformam o espaco de busca de alta dimensao
em um espaco de busca de dimenséo inferior, tornando o problema mais gerenciavel
(BAGATTINI; SCHOEN; TIGLI, 2018, 2019). No entanto, a reducao de dimensiona-
lidade néo é isenta de desafios. Técnicas de reducédo de dimensionalidade muito
especificas, que levam em conta as caracteristicas do espago de busca, restringem
a aplicabilidade do método a diferentes problemas LSGO (SCHOEN; TIGLI, 2021).
Em contra partida, algumas técnicas de redugcé&o de dimensionalidade baseadas em
aprendizado de maquina podem ser uma alternativa para o problema, contudo, uma
transformacao de espaco de tal natureza pode introduzir incertezas e distorcer a es-
trutura do problema de otimizacdo, potencialmente prejudicando a capacidade dos
algoritmos desenvolvidos de encontrar a solucao ideal.

Nesse contexto, a questdo de pesquisa que esta tese busca responder é: "Como
desenvolver um método evolutivo eficaz que aproveite as vantagens da reducao
de dimensionalidade para resolver problemas de otimizacao em larga escala, ao
mesmo tempo que gerencie efetivamente a incerteza e a distor¢ao introduzidas
pela transformacao do espaco de busca?"
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Para responder a esta questao, esta tese propde investigar o desenvolvimento
de um método evolutivo que utiliza uma técnica de redugao de dimensionalidade adap-
tativa baseada em aprendizado de maquina para tornar a otimizagcdo mais eficiente
e Modelos de Misturas Gaussianas (GMM) para gerenciar a incerteza resultante do
processo anterior. Espera-se que o0 GMM seja capaz de mitigar os efeitos relacionados
com a perda de informacao inerente ao processo de transformagéo de espac¢o de modo
a viabilizar a exploracdo em um espaco de busca de baixa dimensionalidade.

1.3 OBJETIVO GERAL

Propor um método evolutivo baseado em Reducéao de Dimensionalidade e Mo-
delos de Misturas Gaussianas para exploracado eficiente de espacos de busca de
problemas de Otimizagdo Global em Larga Escala (LSGO).

1.3.1 Objetivos Especificos

Os objetivos especificos desta tese séo:

» Analisar de forma critica as abordagens, metodologias, e avangos significativos
no campo de Problemas de Otimizagdo Global em Grande Escala (LSGO) pu-
blicados na literatura cientifica nos ultimos dez anos, com o intuito de identificar
tendéncias atuais, lacunas de pesquisa e oportunidades para futuros estudos.

* Investigar o desenvolvimento de uma técnica de redugéo de dimensionalidade
adaptativa que possa ser acoplada a diferentes metaheuristicas populacionais
em um processo de exploracao de espagos de busca.

» Modelar o espago de busca de baixa dimensionalidade através de modelos de
misturas gaussianas afim de mitigar os efeitos ocasionados pela transformacao
de espaco.

» Desenvolver um método evolutivo que possa ser aplicavel para diferentes me-
taheuristicas populacionais sob diferentes espacos de busca.

* Avaliar o método proposto.

1.4 CONTRIBUICOES E INEDITISMO

Esta tese apresenta um método de Evolucao Diferencial baseado em Espacos de
Baixa Dimensionalidade (LSMDE) para abordagens nao-baseadas em decomposicao
que utiliza uma técnica de redugéo de dimensionalidade adaptativa para construir um
espaco de busca de baixa dimensionalidade a partir das caracteristicas da populacao
atual de solug¢des candidatas geradas por uma metaheuristica populacional geral. O
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método apresentado nao requer conhecimento prévio sobre o espaco de busca para
explora-lo. Modelos de Mistura Gaussiana (GMM) sé&o usados em conjunto com a
metaheuristica para promover a busca por solucdes 6timas no espaco reduzido. O
GMM mitiga o erro no mapeamento de individuos de alta dimenséao para individuos de
baixa dimensao por agrupamento suave usando distribuicdes de probabilidade. Entre
as principais contribuicées desta pesquisa encontram-se:

« Uma técnica de reducao dimensionalidade adaptativa que pode ser utilizada por
diferentes metaheuristicas baseadas em populacao.

+ O desenvolvimento de um método evolutivo que permite o aprendizado a partir
da populacao atual de solugbes candidatas sem necessidade de conhecimento
prévio sobre as caracteristicas do espaco de busca, tornando-o mais flexivel e
aplicavel a uma variedade de problemas LSGO.

» Uma investigacao detalhada e critica dos diversos algoritmos voltados para pro-
blemas LSGO que emergiram no curso da ultima década.

» O desenvolvimento do LSMDE, um algoritmo baseado no método proposto.

» Além disso, este trabalho inova pela sua abordagem interdisciplinar, ao combinar
técnicas tradicionalmente usadas no aprendizado de maquina com metaheuristi-
cas com o objetivo de resolver problemas de otimizag&o global.

1.5 PUBLICACOES & RECONHECIMENTOS

Até o momento, esta tese culminou em duas publicagdes relevantes em uma
revista e evento da area, respectivamente:

» Low-dimensional Space Modeling-based Differential Evolution for Large Scale
Global Optimization Problems - IEEE Transactions on Evolutionary Computation
(2022) (Qualis A1) (FONSECA et al., 2022).

 Low-dimensional Space Modeling-based Differential Evolution: A scalability pers-
pective on bbob-largescale suite - International Work-Conference on Artificial
Neural Networks (2023) (Qualis B1) (FONSECA et al., 2023).

Além das publicacées mencionadas, a pesquisa tema desta tese foi também re-
conhecida através de uma bolsa pelo programa CAPES-PRINT para um doutorado
sanduiche na Polytechnique Montreal, Canad4. Uma parte significativa do desenvolvi-
mento deste trabalho foi realizada no Laboratoire en Intelligence des Données (LID).

A pesquisa recebeu financiamento do Scale Al, uma iniciativa canadense que
visa acelerar a ado¢ao da inteligéncia artificial no setor industrial. Esses recursos foram
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fundamentais para implementar uma versao do método proposto na empresa Logistik
Inc, contribuindo assim para a aplicagéao pratica dos resultados obtidos.

Adicionalmente, os frutos deste trabalho proporcionaram um financiamento para
participacdo no evento Al WEEK 2022, organizado pelo Alberta Machine Intelligen-
ce Institute, proporcionando uma valiosa oportunidade de compartilhar e discutir os
avancos da pesquisa com outros profissionais da area.

1.6 ADERENCIA AO PPGCC/LINHA DE PESQUISA

Esta tese estd em consonancia com a Linha de Pesquisa de Inteligéncia Com-
putacional do Programa de Pés-Graduacao em Ciéncia da Computacao da UFSC em
duas vertentes principais: A modelagem da proposta e a relevancia do problema a ser
resolvido.

* Modelagem da proposta: o desenvolvimento de um método que utiliza técnicas
de Computacao Evolutiva e Aprendizado de Maquina configura o uso inovador
das abordagens previstas na Linha de Pesquisa de Inteligéncia Artificial.

» Resolucao do problema: Problemas de Otimizacdo em Larga Escala configu-
ram uma area de importancia crescente devido sua complexidade de resolucao
e impacto em diferentes tecnologias utilizadas na sociedade atual.

1.7 ORGANIZACAO DO TRABALHO

O restante deste documento esta estruturado da seguinte forma:

1.7.1 Capitulo 2: Revisao da Literatura

Neste capitulo, efetua-se uma revisao sistematica e abrangente da literatura per-
tinente ao campo de problemas de otimizacdo em Larga-Escala (LSGO). O segmento
inicial proporciona uma visao geral do estado atual da arte, seguido por uma analise de
trabalhos anteriores relevantes para o objeto de investigacdo. Esta analise contempla:

« Critérios de Selecao: Sao elucidados os critérios adotados na selecao dos tra-
balhos que compdem a revisao, assegurando que tal escolha seja representativa
e pertinente ao escopo da pesquisa em curso.

» Metodologias e Técnicas: Discutem-se em detalhe as metodologias e técni-
cas utilizadas nos trabalhos considerados na revisdo, com enfoque nas suas
vantagens e limitagoes.

+ Identificacao de Lacunas: Com base na revisdo conduzida, identificam-se la-
cunas no conhecimento atual que fundamentam a necessidade da investigacao
empreendida.
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A revisdo da literatura estabelece ndo apenas o alicerce tedrico para a pesqui-
sa, mas também serve como indicativo para areas que requerem estudo adicional,
justificando assim o ineditismo e o impacto potencial do trabalho em desenvolvimento.

1.7.2 Capitulo 3: Fundamentacao Teérica

Este capitulo € organizado em quatro subsec¢des, cada uma abordando um pilar
teorico essencial para a compreensao do método proposto:

« Metaheuristicas Populacionais: Dado que o método proposto emprega uma
metaheuristica populacional como mecanismo de busca, sdo discutidas as es-
tratégias algoritmicas para otimizagdo que utilizam um conjunto de solucbes
candidatas. Esta subse¢do tem como objetivo fornecer uma visao abrangente da
técnica envolvida.

» Aprendizado por Oposicao: A incorporacdo de um mecanismo de aprendizado
por oposicdo € uma estratégia utilizada para enriquecer a diversidade da po-
pulacao inicial de solucdes candidatas. Assim, sdo elucidados o conceito e as
aplicacoes praticas do aprendizado por oposicdo no dominio da otimizacao.

* Reducao de Dimensionalidade por Decomposicao de Valor Singular (SVD):
A mitigagdo da maldi¢cdo da dimensionalidade é abordada por meio da redugéo
da dimensionalidade do espaco de busca, para a qual o método SVD é utilizado.
Esta subsecéo visa esclarecer a relevancia e eficacia do SVD em contextos de
grandes conjuntos de dados.

* Modelos de Mistura Gaussiana: Apds a reducéao da dimensionalidade, torna-se
crucial modelar de forma apropriada o espaco de busca reduzido. Para essa
tarefa, modelos de mistura sdo considerados. Nesta subseccédo séo discutidos
0s aspectos matematicos desses modelos e sua importancia na estrutura geral
da pesquisa.

Ao abordar esses quatro pilares tedricos, esta seccao tem como objetivo estabe-
lecer uma base sélida para a compreensao, concepg¢ao e avaliagao critica do método
proposto.

1.7.3 Capitulo 4: Modelagem do espaco de busca de baixa dimensionalidade

Este capitulo apresenta os conceitos matematicos necessarios para a interpre-
tabilidade do espaco de busca de baixa dimensionalidade. Os conceitos matematicos
decorrentes da seccao de fundamentacgéo teérica sao adaptados para permitir a explo-
racdo de um problema de otimizacao global. Os topicos centrais abordados incluem:
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* Principios da transformacao de espaco: Através de um exemplo ilustrativo,
apresenta-se uma problematica de otimizacdo e como é possivel reduzir sua
dimensionalidade. Esta abordagem permite a parametrizacéo e a busca de solu-
¢des em um espaco reduzido dimensionalmente.

» Problemas reduzidos via Decomposicao de Valor Singular: Explora-se a técni-
ca de redugéao de dimensionalidade Decomposicao de Valor Singular (SVD) para
transformar um subespaco de alta dimensionalidade em um espaco de baixa
dimensionalidade.

* Modelagem de espaco de busca reduzido: Aprofunda-se na utilizacao de mo-
delos de mistura para representar o espaco de busca reduzido. Aspectos mate-
maticos como a Equacao de Maximizacao de Verossimilhanca e a atualizacao
de parametros sdo detalhados. Em particular, a utilizagdo do Algoritmo de maxi-
mizagao de expectativa (EM) e sua convergéncia sdo abordados.

1.7.4 Capitulo 5: Proposta de Tese

Neste capitulo, detalha-se a proposta central da tese, focada na otimizacdo em
larga escala e na avaliacado do desempenho de método proposto. Os topicos centrais
abordados sao:

- Descriciao do método: E apresentada a visdo geral do LSMDE, destacando cada
uma das principais etapas do processo. Em seguida, cada etapa € detalhada para
a compreensao da proposta de tese.

* Procedimentos metodolégicos: Apresenta-se os principios norteadores para os
experimentos realizados sobre o método proposto e seus principais competidores.
Em especial, detalha-se os benchmarks e os critérios de avaliagao utilizados na
pesquisa

1.7.5 Capitulo 6: Resultados

Este capitulo apresenta os principais resultados decorrentes da pesquisa. Os
resultados sdo divididos em trés categorias principais:

« Analise de performance do LSMDE comparado com o estado da arte:
Apresentam-se as analises de desempenho do método proposto em comparagao
as principais abordagens da literatura segundo o IEEE CEC Special Sessions
and Competitions on Large-Scale Global Optimization.

« Andlise de performance de algoritmos similares ao método proposto:
Apresentam-se as analises de desempenho do método proposto em comparagao
a abordagens similares, ou seja, que utilizam Aprendizado por Oposi¢cao ou
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Reducao de Dimensionalidade ou Modelos de Mistura Gaussiana, entre outros
aspectos.

« Analise estatistica: Apresentam-se as andlises estatisticas que mostram o de-
sempenho superior do LSMDE para diferentes caracteristicas de espaco de bus-
ca quando comparado com as melhores abordagens dos experimentos anterio-
res.

« Analise de escalabilidade: Apresenta-se as analises que mostram que o LSM-
DE é robusto com relagcdo ao aumento de dimensionalidade do problema para
diferentes caracteristicas de espacgo de busca.

1.7.6 Capitulo 7: Conclusoes

Neste ultimo capitulo, articula-se os principais achados da pesquisa, refletindo
sobre suas implicagdes, limitagbes e potenciais contribuicdes para o0 campo de otimi-
zacao em Larga-Escala. A estrutura do capitulo se desdobra da seguinte maneira:

 Sintese dos Resultados: Resgatam-se os principais pontos da tese, consoli-
dando as descobertas e enfatizando sua relevancia no contexto mais amplo da
literatura revisada.

« Contribuicoes da Pesquisa: Destacam-se as inovagdes e distingdes que esse
trabalho trouxe ao campo de estudo, considerando tanto aspectos tedricos quanto
praticos.

+ Limitacoes e Desafios: Com humildade académica, apresenta-se aqui os limites
do nosso estudo, ponderando as areas que poderiam ser melhoradas ou que nao
foram abrangidas na presente pesquisa.

» Recomendacoes para Pesquisas Futuras: Baseado nas descobertas e nos de-
safios identificados, propde-se diregdes promissoras para futuras investigacdes.
Este segmento tem como objetivo inspirar e orientar pesquisadores que desejem
aprofundar ou expandir o trabalho aqui iniciado.



2 REVISAO DA LITERATURA

Este capitulo tem por objetivo apresentar as principais contribuicées para Pro-
blemas de Otimizacdo Global em Larga Escala - Large-Scale Global Optimization
Problems (LSGO) na ultima década, bem como o detalhamento do processo de anali-
se realizado para a constru¢ao do corpus de investigacao e os instrumentos de busca
e selecdo aplicados.

2.1 ELEMENTOS DE BUSCA E SELECAO

Para construcdo do corpus de investigacdo é necessario definir quais bases
eletrénicas indexam os artigos mais relevantes produzidos dentro da area de pesquisa.
As principais bases que indexam pesquisas na area de Ciéncia da Computagédo séao
(NEIVA; SILVA, 2016):

» Scopus

IEEE Xplore

ScienceDirect

 Springer

ACM

Sobre a base Scopus, pontua-se que a busca por palavras-chave foi removida
no final de 2020, mantendo apenas a busca por autor, periédico e area geral de
pesquisa. Tais critérios permitem uma busca generalista, dificultando o direcionamento
dos trabalhos encontrados para o foco de pesquisa desejado, além de diferir dos
critérios de selecao utilizados nas demais bases. Logo, optou-se por retirar a Scopus da
composicao do corpus deste trabalho. Espera-se que trabalhos relevantes indexados
na base Scopus estejam também indexados em outras bases aqui investigadas, de
modo a mitigar os potenciais efeitos prejudiciais causados pela sua eliminacéo.

Definidas as bases, a proxima etapa a ser realizada € a construcéo da string de
busca. A string deve conter a esséncia da pesquisa desenvolvida e refletir os aspectos
especificos que permitam selecionar apenas os trabalhos que possam ser devidamente
comparados e avaliados com a proposta de tese apresentada. A partir de um processo
de construcao e refinamento, a string desenvolvida para essa tese foi definida como:

("Large Scale Global Optimization" OR "Large Scale Optimization")
AND
("Uncertainty" OR "Dimensionality Reduction" OR "CEC’2013" OR "bbob-largescale")
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As duas primeiras palavras-chave, Large Scale Global Optimization e Large Scale
Optimization, representam a nomenclatura corrente utilizada para otimizagdo em alta
dimensionalidade ou Larga Escala (LSGO). Logo, a composi¢cdo dessas palavras-
chave retorna todo o histérico de trabalhos realizados na area de LSGO.

E importante que dentro desse grupo, sejam identificados os trabalhos que foram
desenvolvidos utilizando principios semelhantes a abordagem da tese. Logo, o ope-
rador Booleado AND aplicado as duas palavras-chave seguintes limita a busca aos
trabalhos de LSGO que utilizaram algum tipo de modelagem de incerteza e/ou reducao
de dimensionalidade em seu escopo.

As Ultimas duas palavras-chave adicionam, ao corpus existente, trabalhos que
foram testados nos principais benchmarks para a area de Otimizagdao em Larga Escala:
O CEC’2013, inicialmente apresentado no CEC’2013 Special Session and Competition
on Large-Scale Global Optimization (LI, X. et al., 2013) e sendo 0 mais recente ben-
chmark usado até os dias atuais sob a revisdo do /IEEE Task Force on Large-Scale
Global Optimization; e a suite de teste bbob-largescale, uma extensdo do conjunto
BBOB (Black-Box Optimization Benchmarking) original, que é comumente usado para
avaliar o desempenho de algoritmos de otimizagdo em alta dimensionalidade sob a
perspectiva de escalabilidade (VARELAS et al., 2020).

O benchmark CEC’2013 possui um conjunto de 15 fungdes de teste para LSGO
com diferentes caracteristicas e niveis de complexidade. Enquanto a suite de teste
bbob-largescale apresenta 24 fungdes com novas caracteristicas em comparacao as
apresentadas pelo CEC’2013. Juntos, os dois benchmarks englobam uma grande
variedade de espacos de busca e problemas de otimizacao continua em larga escala.
Mais detalhes sobre a composicao desses benchmark e caracteristicas dos espacos
dos espacos de busca contidos neles sédo discutidos no capitulo 5 desta tese.

Verificou-se que os trabalhos de apresentacdo de métodos considerados estado
da arte em LSGO estao englobados nestas palavras-chave. Entre outras vantagens,
os CEC’2013 e bbob-largescale permitem comparar os algoritmos derivados desses
métodos de acordo com os mesmos padrdes de avaliacao e performance.

Em resumo, a string de busca completa adiciona ao corpus ja composto de tra-
balhos sobre LSGO que utilizaram modelagem de incerteza e/ou técnicas de reducao
de dimensionalidade, os trabalhos sobre LSGO avaliados nos principais benchmarks
que abrangem o estado da arte para o problema.

Foram considerados pesquisas publicadas em periédicos e eventos de Ciéncia
da Computacgdo na area de Inteligéncia Artificial e Otimizagcao nos ultimos dez anos,
divididos em IEEE Xplore (56), ACM (136), Springer (379) e ScienceDirect (239). E
importante ressaltar que um mesmo artigo pode estar indexado em mais de uma base.

A selegédo dos artigos finais deu-se principalmente através da leitura dos re-
sumos, salvo os casos em que as informagdes nao estavam plenamente descritas e
precisou-se verificar a sec¢cao de metodologia. Trabalhos ndo relacionados com o tema,
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duplicados ou que utilizaram benchmarks anteriores aos CEC’2013 e bbob-largescale
nao foram considerados, com excec¢ao daqueles que utilizaram métodos semelhantes
a abordagem proposta nesta tese ou serviram de base para algoritmos competitivos
considerados na IEEE Task Force on Large-Scale Global Optimization.

O Quadro 1 representa os 61 principais trabalhos na area de LSGO dos ulti-
mos dez anos. Alguns trabalhos de 2012 foram incorporados a andlise devido sua
importancia para o desenvolvimento da area de LSGO, com métodos que serviram
de inspiracao para varios trabalhos mais recentes ou que ainda se mantém competiti-
vos até os dias atuais. Os trabalhos no Quadro 1 foram selecionados para compor o
corpus de investigacao desta tese e categorizados de acordo com 0 uso ou nao de
uma estratégia baseada na decomposi¢éo do espaco de busca. A subseccao seguinte
apresenta os detalhamento de algumas dessas pesquisas.

Quadro 1 — Trabalhos selecionados

Artigo Decomposicao | Nao-Decomposicao
Li, Wang et al. (2023) v
Chen e Tan (2023) v
Rodrigues et al. (2023) v
Fonseca et al. (2022) v
Song, Wang e Cai (2022) v
Mai Sun et al. (2022) v
Hiba, Rahnamayan et al. (2022) v
Li, Guo et al. (2021) v
Feng et al. (2021) v
Schoen e Tigli (2021) v
Ren et al. (2021) v
Jian, Chen et al. (2021) v
Lin Li et al. (2021) v
Koger e Uymaz (2021) v
Yang et al. (2020) v
Xue et al. (2020) v

Pacheco-Del-Moral e Coello (2020) v

Ge, Zhao et al. (2020) v

Zhang, Zhan e Zhang (2020) v

Ma e Bai (2020) v

Hanbo Deng et al. (2019) v
De Falco, Della Cioppa e Trunfio (2019) v
Kazimipour, Omidvar et al. (2019) v

Zhang, Gong et al. (2019) v
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Quadro 1 - Continuacao

Artigo Decomposicao | Nao-Decomposicao
Chen, Sun e Palade (2019) v
Hiba, Ibrahim e Rahnamayan (2019) v
Hiba, EI-Abd e Rahnamayan (2019) v
Yuan Sun et al. (2019) v
Sopov e Vakhnin (2019) v
Dong, Wang e Zhou (2019) v
Hadi, Mohamed e Jambi (2019) v
Bagattini, Schoen e Tigli (2019) v
Sanyang e Kaban (2019) v
Bagattini, Schoen e Tigli (2018) v
Molina, LaTorre e Herrera (2018) v
Maucec, Brest, BoSkovi¢ et al. (2018) v
Wang, Liu et al. (2018) v
Segredo et al. (2018) v
An Chen et al. (2018) v
Mahdavi, Rahnamayan e Shiri (2018) v
Marcelino et al. (2018) v
Mohapatra, Das e Roy (2017) v
Hiba, Mahdavi e Rahnamayan (2017) v
Liu, Wang et al. (2017) v
Mahdavi, Rahnamayan e Shiri (2017) v
Gilorieux et al. (2017) v
Kaban, Bootkrajang e Durrant (2016) v
Mahdavi, Rahnamayan e Deb (2016) v
Liu, Guan et al. (2015) v
Ge, Sun et al. (2015) v
Molina e Herrera (2015) v
Wei, Wang e Zong (2014a) v
Wei, Wang e Zong (2014b) v
Kazimipour, Li e Qin (2014) v
LaTorre, Muelas e Pena (2013) v
Wei, Wang e Huo (2013) v
Liu e Tang (2013) v
Koro$ec e Silc (2013) v
Fister, Zumer et al. (2012) v
LaTorre, Muelas e Pena (2012) v
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Quadro 1 - Continuacao
Artigo Decomposicao | Nao-Decomposicao
Zhang e Li (2012) v

Fonte: Autor

2.2 TRABALHOS RELACIONADOS

Varios algoritmos especificos foram propostos para lidar com problemas de LSGO
na ultima década. De acordo com Jian, Zhan e Zhang (2020), existem duas categorias
principais de abordagens para esse tipo de problema: métodos de decomposicao ba-
seados em Coevolucao Cooperativa (CC) e métodos ndo-baseados em decomposicao.
Métodos baseados em decomposicao seguem a abordagem de dividir e conquistar,
decompondo os problemas LSGO em varios subcomponentes de baixa dimensiona-
lidade, enquanto que métodos ndo-baseados em decomposicao focam em aprimorar
a exploragédo de espacos de busca d-dimensionais através da criagdo de novos ope-
radores evolutivos e buscas locais especializadas. Esta tese foca na investigacéao e
desenvolvimento de um método evolutivo para LSGO que pode ser classificado como
nao-baseado em decomposicao. Contudo, o LSMDE apresenta uma diferenca signi-
ficante ao reduzir a dimensionalidade do espag¢o de busca como um todo visando
reduzir a complexidade do problema. A Figura 1 ilustra a estratégia de otimizacao
das duas abordagens principais e do método proposto. Um breve histérico das duas
abordagens € importante para a visualizagao do contexto geral na area de Problemas
de Otimizacdo em Larga Escala. As subsecdes a seguir fornecem uma visao geral dos
algoritmos desenvolvidos a partir de ambos os métodos no periodo analisado.

2.2.1 Métodos baseados em Decomposicao

Por muitos anos, Coevolucao Cooperativa (CC) tem sido considerada um método
baseado em decomposicao promissor para problemas LSGO. Contudo, a convergéncia
prematura e o custo computacional ainda sdo fatores que dificultam a sua utilizagao.
Zhang e Li (2012) propuseram uma alternativa para minimizar os impactos desses
problemas através do uso de CC combinado com uma busca global. A abordagem
era baseada em dois estagios, um estagio de exploracdo de subespaco e um estagio
de exploracédo do espaco global. Denominado CCGS, o algoritmo de dois estagios
apresentou resultados superiores aos algoritmos de referéncia até aquele momento.
Posteriormente, Wei, Wang e Huo (2013) propuseram uma busca paralela em multi-
plas regides do espaco de busca auxiliada por uma funcédo de suavizacao que elimina
solugdes locais ao longo do processo de otimizagao, mitigando o problema do custo
computacional associado a essas estratégias. Mais recentemente, De Falco, Della Ci-
oppa e Trunfio (2019) investigaram um método CC assistido por uma funcao substituta
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Figura 1 — Estratégia de otimizagdo das principais abordagens de resolugdo de problemas LSGO

Fonte: Autor

(SACC), no qual substitutos de aptidao sdo explorados dentro dos subcomponentes
de baixa dimenséao resultantes da decomposi¢do do problema. De acordo com os
resultados, o SACC é capaz de diminuir significativamente a convergéncia prematura.
Uma estratégia intuitiva que visa melhorar o desempenho de algoritmos para
LSGO ¢ a inicializacao de populacdes. Seguindo essa linha, Mahdavi, Rahnamayan e
Deb (2016) propuseram uma Coevolugdo Cooperativa com estratégias de inicializagéo
de populacdes baseadas em regido central que obteve resultados promissores em
funcdes ndo-separaveis de alta dimensionalidade, enquanto que Glorieux et al. (2017)
apresentaram uma nova arquitetura de reinicializagdo no algoritmo denominado Coe-
volugdo Cooperativa Construtiva (C?3). Um algoritmo de otimizacao integrado otimiza
0s subproblemas separadamente enquanto troca informagdes para co-adaptar as solu-
¢oes para os subproblemas. Além disso, C* inclui uma nova heuristica construtiva que
gera diferentes solugdes viaveis para todo o problema e, assim, acelera a busca.
Uma das estratégias mais utilizadas em métodos baseados em decomposicao é
identificar relagdes entre varidveis para otimiza-las de maneira conjunta e diminuir a
dimensionalidade do problema. Esse agrupamento pode ser aleatério (SOPQOV; VAKH-
NIN, 2019) ou de acordo com algum critério pré-definido (WEI; WANG; ZONG, 2014a)
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(LIU; WANG et al., 2017). A busca por alternativas mais eficientes para a construcéao
de subcomponentes menores levou os pesquisadores ao aprofundamento de novas
técnicas de agrupamento de variaveis. Wei, Wang e Zong (2014b) propuseram dividir
as variaveis do problema em dois grupos distintos: com interacdo e sem interacao.
A partir dessa divisao, € aplicado um algoritmo de evolucao diferencial de caracteris-
ticas especificas para cada grupo. Resultados indicaram que a separagdo proposta
alcancgou resultados melhores que abordagens anteriores.

Para o melhor agrupamento de variaveis, € necessario identificar suas relacoes
de dependéncia de maneira efetiva. Ge, Sun et al. (2015) propuseram um operador de
busca rapida para capturar dependéncias. Além disso, os pesquisadores desenvolve-
ram uma mutacao entre grupos para melhorar a relagdo exploracao e intensificacao.
Liu, Guan et al. (2015) e Wang, Liu et al. (2018) também desenvolveram estratégi-
as para minimizar as limitacées na detecgao de dependéncias entre certas variaveis
utilizando um agrupamento baseado em férmula (FBG). No FBG, as variaveis po-
dem ser agrupadas automaticamente em um numero adequado de subcomponentes.
Posteriomente, foi demonstrado que o agrupamento diferencial também tem um bom
desempenho na decomposicao de problemas LSGO, detectando efetivamente a in-
teracao entre as variaveis de decisdo. An Chen et al. (2018) melhoraram a precisao
da decomposicédo do agrupamento diferencial através de um algoritmo de definicao
de limiar adaptativo baseado em informacdes globais (GIAT), enquanto que Zhang,
Gong et al. (2019) propuseram a criagdo de subcomponentes elitistas constituidos por
variaveis superiores atraves de um metodo de estimativa baseado em informacdes
histéricas da melhor aptidao geral. Com base nessas informag¢des de interacdo, uma
estratégia de agrupamento dindmico € conduzida para construir melhores subcompo-
nentes. Seguindo na mesma linha, Lin Li et al. (2021) propuseram um novo algoritmo
de decomposicao fuzzy que agrupa as variaveis de acordo com seu grau de interacédo
definido por funcées de pertinéncia. Recentemente Mai Sun et al. (2022) propuseram
uma otimizacdo em larga escala com uma estratégia de alternancia (LSEO-SS), um
algoritmo que adota um método de agrupamento aleatério com dimensdes variaveis
para decompor um problema em larga escala em varios subproblemas sem intersecao.
Esse algoritmo usa modelos substitutos para aproximar o valor-alvo (aptidao), sem con-
siderar as outras partes do problema, otimizando cada subproblema individualmente.
Em seguida, as solugdes para o problema geral sdo formadas combinando horizon-
talmente as solugdes dos subproblemas, com uma sendo selecionada para avaliagao
objetiva com base em um critério de preenchimento dindmico. Quando o algoritmo
detecta que a populacao caiu em um 6timo local, um mecanismo de fuga forcada é
acionado, reinicializando algumas dimensdes da populagéao.

A identificacdo de grupos de variaveis abre um novo foco de analise dentro da va-
riedade de abordagens baseadas em decomposi¢ao. A maioria dos métodos baseados
em decomposicao, especialmente os modelos de Coevolucao Cooperativa, assumem
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que todos os subcomponentes sao igualmente importantes e desafiadores. Como re-
sultado, a alocagao de recursos computacionais (em relacdo ao tamanho da populacao
e ao numero de iteracdes) ocorre uniformemente entre todos 0os subcomponentes. Na
pratica, entretanto, muitas aplicagdes sao identificadas como tendo componentes com
importancia e dificuldade desiguais (OMIDVAR; LI; YAO, 2011). A fonte das contribui-
¢cOes desbalanceadas de componentes na qualidade da solucao final pode ser qualquer
combinacao de dimensionalidade ndo uniforme, topologia do espaco de busca desi-
gual, entre outros. Portanto,a Coevolugao Cooperativa tradicional pode nao funcionar
de maneira adequada quando esse desequilibrio existe. Com base nisso, Mahdavi,
Rahnamayan e Shiri (2017) propuseram um framework de otimizagdo multinivel ba-
seado no efeito de variaveis (MOFBVE) que calcula o efeito principal das variaveis
usando um método de analise de sensibilidade auxiliado por uma técnica de clusteriza-
cao k-means para construir grupos de variaveis com efeitos semelhantes no valor de
aptidao. Os grupos construidos sao classificados em ordem decrescente com base em
sua contribuigdo no valor de aptidao e os grupos principais sao selecionados como 0s
niveis das variaveis importantes. Mahdavi, Rahnamayan e Shiri (2018) propuseram um
método que aumenta gradativamente a importancia dos subcomponentes através de
um critério baseado em analise de sensibilidade visando gerenciar melhor os recursos
computacionais, enquanto que Kazimipour, Omidvar et al. (2019) estenderam a Coe-
volugdo Cooperativa padréao para um novo método generalista capaz de aprender a
contribuicdo de cada componente usando técnicas de bandidos multi-armados. O novo
método aloca os recursos computacionais para cada componente de maneira propor-
cional as suas contribuicdes para melhorar o valor-alvo geral. Essa abordagem resulta
em um uso mais econémico de recursos computacionais limitados. Chen, Sun e Pala-
de (2019) propuseram uma otimizagdo por enxame de particulas quanticas baseada
em contribuicao distribuida com diversidade controlada (DC-QPSO). De acordo com o
nivel de contribuicdo otimizada de cada subcomponente, 0s recursos computacionais
sao realocados automaticamente em cada etapa, garantindo que os subgrupos com
maior contribuicdo obtenham mais recursos computacionais. Posteriormente, Yang et
al. (2020) propuseram um algoritmo que pode especificar subpopulacdes de tamanhos
desiguais para otimizar diferentes subcomponentes de variaveis. Denominado CCFR2,
o algoritmo calcula a melhoria média do melhor valor-alvo geral por avaliagdo de apti-
dao como a contribuicdo de uma subpopulacdo. Um parametro de controle é adotado
para equilibrar os efeitos das melhorias ao londo do processo de otimizagao.

Além de problemas desbalanceados, houve uma preocupacao crescente nos ulti-
MOS anos com problemas com sobreposicao, ou seja, um caso particular de problemas
nao-separaveis onde algumas variaveis tém interagdo com outras variaveis em que
nao ha uma unica variavel ou grupo de variaveis que possam ser identificados como
um componente isolado. Yuan Sun et al. (2019) usaram um método de agrupamento
diferencial recursivo (CC-RDG3) para decompor problemas sobrepostos, quebrando a
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ligacao de variaveis compartilhadas por varios componentes. Para avaliar a eficacia do
método, os pesquisadores consideraram varios niveis de sobreposicdo. Os resultados
experimentais mostraram que o método pode melhorar a capacidade de busca de um
algoritmo de otimizacéao via divisdo e conquista quando o problema possui sobreposi-
cao. Posteriormente, Xue et al. (2020) propuseram um método promissor denominado
agrupamento diferencial de pool unico baseado em topologia (TSPDG) em que as
interacdes das variaveis de decisdo sao identificadas de forma ordinal.

Uma alternativa interessante que vem para lidar com o aumento da dimensionali-
dade é o mapeamento do processo de otimizagdo para um espago reduzido alternativo.
Essa estratégia pode ser usada por métodos baseados ou ndo em decomposicao. Con-
siderando a primeira classe, Ge, Zhao et al. (2020) propuseram um método generalista
de Coevolucado Cooperativa iterativa com evolugées em dois espacos (BICCA) . No
espaco de padrdes, os padrdes de interacdo de varidveis sdo continuamente avalia-
dos pela CC. No espaco de busca, a Coevolucao Cooperativa e a busca global sao
realizadas de forma adaptativa para obter uma melhor aptidao. Ao adotar evolucoes
e interagdes dentro de dois espagos, os padrées evoluem para fornecer melhores a-
grupamentos enquanto os individuos evoluem para alcancar uma melhor aptidao. A
decomposicao do problema é conduzida ao longo do processo de otimizacao. Experi-
mentos no benchmark CEC’2013 mostram que BICCA obtém desempenho competitivo
em problemas de otimizacdo com até 10.000 dimensdes. Recentemente, Ren et al.
(2021) propuseram uma abordagem de divisdo e conquista por autoespaco (EDC).
Diferente dos algoritmos baseados em divisdo e conquista existentes que realizam
decomposicao e otimizagdo no espaco de decisdo original, o EDC primeiro estabelece
um autoespaco conduzindo a decomposicao de valor singular em um conjunto de so-
lucbes de alta qualidade selecionadas de geragdes recentes. Em seguida, o algoritmo
transforma o problema de otimizacdo no autoespaco e, assim, enfraquece significa-
tivamente as dependéncias entre as variaveis correspondentes. Consequentemente,
essas variaveis podem ser agrupadas de forma eficiente por uma estratégia aleatéria
simples e cada um dos subcomponentes resultantes pode ser tratado mais facilmente
por um algoritmo evolutivo tradicional.

Alguns algoritmos baseados em decomposicao também utilizaram hibridizacées
com meétodos tradicionalmente ndo-baseados em decomposigdo. Como exemplo, Hadi,
Mohamed e Jambi (2019) propuseram um SHADE com reducéo linear do tamanho da
populacao e adaptacao de semi-parametro (MLSHADE-SPA) onde as dimensdes sao
divididas aleatoriamente em grupos, e cada grupo é resolvido separadamente. Posteri-
ormente, um método de busca local adaptativo foi desenvolvido para o MLSHADE-SPA,
alcancando resultados promissores em funcées nao separaveis e com sobreposicao
(KOCER; UYMAZ, 2021).
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2.2.2 Métodos Nao-baseados em Decomposicao

Apesar da melhora no desempenho computacional proporcionada pelas cons-
tantes atualizagbes de métodos baseados em Decomposicéo, tais ganhos obtidos
geralmente ndo compensam o custo em termos de avaliagées necessarias para de-
teccao de dependéncias de variaveis. De acordo com Del Ser et al. (2019), essa
abordagem nao é considerada competitiva o suficiente em comparagcao com algorit-
mos especialmente projetados para LSGO. O interesse em mitigar as limitacées dos
métodos baseados em Decomposicao levou a investigacao de outras estratégias. Um
trabalho interessante desenvolvido por LaTorre, Muelas e Pena (2013) descreve todo o
processo de criagdo de um algoritmo hibrido competitivo especifico para LSGO, desde
0 projeto experimental até a validacao estatistica final dos resultados, mostrando que
um bom projeto experimental é capaz de encontrar uma combinagéo de algoritmos
que supera qualquer um dos algoritmos derivados de métodos baseados em decom-
posicao anteriores, selecionando automaticamente a heuristica mais adequada para
cada funcéo e fase da busca.

Ainda nesse periodo, LaTorre, Muelas e Pena (2012) propuseram um dos princi-
pais métodos para LSGO, o Multiple Offspring Sampling (MOS). Esse método permite
a combinacao de diferentes metaheuristicas seguindo uma abordagem denominada
High-level Relay Hybrid (HRH) em que o numero de avaliagcdes de cada algoritmo pode
ser ajustado dinamicamente. O MOS utiliza um mecanismo, desacoplado do algorit-
mo principal, para gerar novas solugdes candidatas. Isso significa que, dentro de um
algoritmo baseado em MOS, varios mecanismos reprodutivos podem ser usados simul-
taneamente, sendo o algoritmo principal que seleciona entre as técnicas disponiveis a
mais apropriada para o problema especifico e para a fase da busca. Os pesquisadores
verificaram que o MOS apresentava resultados melhores que algoritmos competitivos
da época em 12 das 20 fungbes propostas no benckmark Special Session on Evolu-
tionary Computation for Large Scale Global Optimization sendo o campeao do /EEE
CEC Special Session and Competition on Large-Scale Global Optimization dos anos
de 2013 2 2018.

Dentre as diversas metaheuristicas desenvolvidas nos ultimos dez anos, algorit-
mos baseados em Inteligéncia de Enxame (Sl) e Evolugao Diferencial (DE) ganharam
destaque para problemas LSGO devido sua simplicidade e eficiéncia (JIAN; ZHAN;
ZHANG, 2020). Como exemplo, Fister, Zumer et al. (2012) desenvolveram um algoritmo
memeético baseado em coldnia de abelhas (MABC) hibridizado com duas heuristicas
de busca local: o algoritmo de Nelder-Mead e o passeio aleatério com exploracao de
direcdo (RWDE). O MABC foi avaliado na sessao especial para Otimizagdao Global
Continua em Larga Escala do IEEE Congress on Evolutionary Computation de 2012.
Em seguida, Korosec e Silc (2013) analisaram o desempenho de um algoritmo de
colénia de formigas adaptado para espacos continuos na Competicao de Otimizagéao
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de Objetivo Unico de Parametro Real no IEEE Congress on Evolutionary Computation
de 2013. Mohapatra, Das e Roy (2017) desenvolveram um otimizador de enxame com-
petitivo modificado (MCSQO) com taxa de exploracdo do espaco de busca melhorada
por um critério de competicdo heuristico. Os resultados empiricos e a analise esta-
tistica confirmam o melhor desempenho geral do MCSO em relagdo a muitas outras
metaheuristicas de Ultima geragao para problemas LSGO.

Hanbo Deng et al. (2019) propuseram um algoritmo de otimizagdo de enxame
de particulas melhorado, denominado Algoritmo de Enxame de Aprendizagem Ten-
denciosa baseado em Classificacdo para Otimizagdo em Larga Escala (RBLSO). O
RBLSO contém dois tipos de estratégias de aprendizagem: a aprendizagem empare-
Ihada de classificacdo (RPL) e a aprendizagem centrada enviesada (BCL). No RPL,
as piores particulas aprendem ponto a ponto com as melhores particulas de acordo
com suas classificagdes. No BCL, cada particula aprende com um centro tendencioso
que é definido como o centro ponderado de adequacao de todo o enxame. Esse ope-
rador é utilizado para fortalecer a capacidade exploratéria do algoritmo. Os resultados
experimentais mostraram que o RBLSO é eficaz na resolugcédo de problemas LSGO.
Jian, Chen et al. (2021) propuseram um novo Algoritmo de Enxame de Particula por
Aprendizado Social com esquema de codificacao por regido adaptativa (SLPSO-ARS).
A estratégia de regido adaptativa oferece a particula uma chance maior de descobrir
as solugdes 6timas proximas e ajuda a controlar a velocidade de convergéncia de toda
a populagao. Wang, Wang e Sun (2022) propuseram um algoritmo de otimizacao por
enxame de particulas baseado em Aprendizado por Refor¢o em Niveis (RLLPSO) para
problemas LSGO. O RLLPSO usa uma estrutura de populagdo baseada em niveis,
onde particulas de niveis inferiores escolhem particulas de niveis superiores como
exemplos de aprendizado, aumentando a diversidade da populacéo e a eficiéncia de
busca. Além disso, utiliza o aprendizado por refor¢co para ajustar automaticamente a
estrutura de nivel, baseando-se na recompensa do ambiente. Um mecanismo de com-
peticdo de nivel é empregado para otimizar a convergéncia, permitindo uma selecéo
preferencial de particulas em niveis mais elitizados como exemplos de aprendizado,
acelerando a convergéncia e reduzindo os custos computacionais. Os resultados expe-
rimentais mostram que o RLLPSO supera outros algoritmos avancados de otimizacao
em grande escala em termos de convergéncia e velocidade. Recentemente, Li, Wang
et al. (2023) propuseram, um algoritmo de otimizac&do por enxame de particula com
estratégias de multi-enxame e de sub-enxame adaptativo para gerenciar de forma
simultanea e independente a exploragao e intensificacdo de diferentes areas do espa-
co de busca. Experimentos abrangentes foram conduzidos com base no benchmark
CEC’2013 e algoritmos evolutivos competitivos de otimizacao em larga escala. Os
resultados demonstram a eficacia dessa estratégia de aprendizagem proposta.

Assim como algoritmos baseados em Inteligéncia de Enxame (Sl), a Evolugéo
Diferencial (DE) provou ser uma abordagem promissora para problemas de otimiza-
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cao em Larga Escala com varios aprimoramentos significativos feitos ao longo dos
ultimos anos (SEGREDO et al., 2018). Alguns trabalhos propunham uma investigacao
profunda dos efeitos da inicializacdo das populagdes no desempenho geral desses
algoritmos como forma de melhorar a performance dos mesmos (KAZIMIPOUR,; LI;
QIN, 2014) (MAUCEC; BREST; BOSKOVIC et al., 2018). Um exemplo interessante
dessa abordagem foi proposta por Zhang, Zhan e Zhang (2020). Os pesquisadores
desenvolveram uma estratégia de aumento e diminui¢do gradual da populagéo de a-
cordo com um valor de degradagdo. Se o valor de degradagao de uma solugéo for
grande, significa que a solugdo tem um valor de aptidao pior ou ndo melhorou por
um longo periodo de tempo e, portanto, sera excluida. Desta forma, o tamanho da
populacédo pode ser mantido dentro de um certo intervalo. Outros trabalhos focaram na
atualizacao de operadores conhecidos, como a mutagédo. Nessa linha de investigacao,
Hiba, Mahdavi e Rahnamayan (2017) propuseram um esquema de mutagéo baseado
em centro de gravidade. Esse esquema de mutacéo visa gerar a solugao candidata
usando o centro de trés solu¢des candidatas selecionadas aleatoriamente, enquanto
que Hiba, Ibrahim e Rahnamayan (2019) propuseram cinco diferentes esquemas de
mutacao baseados em centro dindmico. Em cada geragao, a populagao é dividida em
dois grupos diferentes utilizando estratégias de mutagao especificas para cada um. De
maneira semelhante, Ma e Bai (2020) propuseram uma evolugéo diferencial multipo-
pulacional aprimorada com a estratégia de mutacao best-random (mDE-brM). Nessa
abordagem, a populacéo é dividida em trés subpopula¢des com base nos valores de
aptidao e também utiliza diferentes estratégias de mutagao e parametros de controle
como forma de melhorar a exploracao do espaco de busca multidimensional.

Poucos algoritmos DE obtiveram tanto sucesso em problemas LSGO quanto
o SHADE-ILS proposto por Molina, LaTorre e Herrera (2018). Vencedor do IEEE
CEC’2018 Special Session and Competition on Large-Scale Global Optimization, o
SHADE-ILS é um algoritmo hibrido que combina um algoritmo moderno de Evolugao
Diferencial com um método de busca local escolhido a partir de um conjunto de dife-
rentes métodos de busca. A selecdo do método de busca local é dindmica e leva em
consideracdo a melhoria obtida por cada busca na fase de intensificagdo anterior para
identificar o método mais adequado em cada iteracdo. Os experimentos apresentaram
uma melhoria substancial em relagcdo ao MOS, considerado estado da arte até 2018.
Adaptacoes do SHADE-ILS foram desenvolvidas posteriormente. Por exemplo, Hiba,
Rahnamayan et al. (2022) propuseram uma mutacao baseada em ponto central para o
algoritmo SHADE.

Uma linha de investigacdo que vem ganhando espaco visa tirar proveito de re-
lagdes de probabilidade no espaco de busca para conduzir a exploracao utilizando
Algoritmos de Estimacéao de Distribuicdo (EDAs). Trabalhos anteriores, como o propos-
to por Kaban, Bootkrajang e Durrant (2016) e posteriormente aprimorado por Sanyang
e Kaban (2019) , investigaram o desenvolvimento de um método para produzir algorit-
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mos do tipo EDA eficazes e eficientes para problemas de otimizacao global continua
em larga escala. O conceito € baseado em um conjunto de projecdes aleatérias para
dimensdes mais baixas com o objetivo de diminuir o custo computacional associado a
otimizagcao em alta dimensionalidade.

A possibilidade de construgao de um espago de otimizacao alternativo de custo
computacional menor levaram Dong, Wang e Zhou (2019) a propor um EDA baseado
no espaco latente (LS-EDA), que transforma o modelo probabilistico multivariado de
EDA em seu subespaco latente utilizando a técnica estatistica multivariada de Com-
ponentes Principais. As dimensdes com maior valor projetado contribuem mais para o
processo de otimizagado. O LS-EDA também pode ajudar a reconhecer e compreender
a estrutura do problema. Devido a reducéo de dimensionalidade, seu custo computa-
cional e o tamanho da populacao podem ser reduzidos efetivamente, enquanto seu
desempenho € altamente competitivo em comparacdo com metaheuristicas de ultima
geracgao para problemas LSGO.

A ideia de realizar a otimizagao em um espaco alternativo de menor complexida-
de permite a investigagdo de algoritmos que anteriormente ndo poderiam ser utilizados
devido a dimensionalidade do problema, como exemplo pode-se citar os métodos de
Agrupamento ou Clustering. Na década de 1990, métodos de Clustering foram con-
siderados entre as técnicas de otimizagdo global de propdsito geral mais eficientes;
no entanto, seu uso diminuiu rapidamente nos ultimos anos, principalmente devido as
dificuldades inerentes de abordagens de agrupamento em espacos de alta dimensiona-
lidade (BAGATTINI; SCHOEN; TIGLI, 2018). Contudo, Bagattini, Schoen e Tigli (2019)
mostraram que métodos de Clustering podem ser aplicado em espacos de busca de di-
mensao reduzida que sejam representativos do espaco original. Com base nessa ideia,
Schoen e Tigli (2021) propuseram uma nova abordagem para aplicar métodos de Clus-
tering tradicionais para auxiliar uma busca local para variantes de Evolucao Diferencial
em espacos de busca reduzidos por um método de Reducao de Dimensionalidade . O
algoritmo resultante, Evolucao Diferencial Memética Clusterizada (C-MDE), apresen-
tou resultados melhores que métodos mais conhecidos tanto na qualidade da solugao
quanto no numero de chamadas a funcéo obijetivo, contudo apenas 100 dimensdes
foram consideradas, sendo necessario testes em dimensdes maiores.

Os métodos baseados em redugéo de dimensionalidade podem perder informa-
cOes de caracteristicas importantes para a otimizacdo. Um outro fator de relevancia
encontra-se na dificuldade em garantir que o espaco de busca reduzido retenha as so-
lucbes bétimas globais ou solugdes de alta qualidade do problema original. Além disso,
os algoritmos de otimizacao geral ainda sofrem com convergéncia lenta e tendem a cair
em 6timos locais. Para resolver os problemas acima, Feng et al. (2021) propuseram
um paradigma de busca evolutiva multi-espago (MSES) para melhorar a eficiéncia de
busca para problemas de otimizacdo em larga escala (LSGO) a partir de um espago
de solugao simplificado. No MSES, a diregao de busca no espago do problema original



Capitulo 2. Revisdo da Literatura 41

€ guiada em direcao a solucdes melhores com a assisténcia proveniente do processo
de busca no espaco de solucao simplificado. O MSES apresentou melhor desempenho
em comparagao com outros métodos. No entanto, o desempenho do MSES ¢é apenas
satisfatério para resolver certos problemas LSGO. Como uma das razdes, sabe-se
que o MSES né&o leva em conta as variadas caracteristicas estruturais de espagos
de busca distintos ao construir o espago de solugédo simplificado. Por exemplo, para
alguns problemas LSGO com estruturas nao-separaveis e complexas, um subespago
de menor dimensionalidade construido por técnicas de reducao de dimensionalidade
tem mais dificuldade em manter todas as informacdes estruturais do espago do pro-
blema original a medida que a dimensionalidade diminui. E para alguns problemas
de otimizacao com estruturas simples e separaveis, € mais simples construir um su-
bespaco de menor dimensionalidade que mantenha todas as informacdes estruturais
do problema. Além disso, de acordo com os experimentos realizados com o MSES,
variados subespacos de distintas escalas produzem efeitos auxiliares diferentes para
a otimizacao de problemas nao-separaveis.

Para remediar as deficiéncias mencionadas anteriormente, Song, Wang e Cai
(2022) propuseram um novo método para LSGO com um subespacgo adaptativo a es-
cala baseado em multitarefa evolutiva, denominado EMT-SAS. A multitarefa evolutiva
(EMT) é proposta como um novo paradigma de resolugédo de otimizagédo para estu-
dar como otimizar varios problemas relacionados simultaneamente para melhorar a
eficiéncia e o desempenho da otimizag¢do. Isso melhora simultaneamente a taxa de
convergéncia e a qualidade das solugcbes de busca através do compartilhamento e
transferéncia de conhecimento util entre problemas relevantes. No método proposto
EMT-SAS, os algoritmos evolutivos podem alternar entre subespacos com diferentes
escalas de precisdo para equilibrar a capacidade de exploracao e intensificacao do
algoritmo. Isso ajuda a explorar sinergias entre tarefas auxiliares de diferentes esca-
las. Para aproveitar os varios subespacos, a alternancia entre diferentes subespacos,
foi projetada como uma estratégia de gerenciamento de inter-subespacos, ou seja,
a estratégia de subespaco adaptativo a escala (SAS). Os resultados experimentais
demonstraram a superioridade do EMT-SAS em comparacao com outros algoritmos
avancados para LSGO.

Apesar de nao utilizar diretamente um espaco reduzido para melhorar a otimi-
zacao de problemas LSGO, Rodrigues et al. (2023) utilizaram a ideia de aprendizado
baseado em oposicao (OBL) juntamente com uma metaheuristica denominada "agua-
viva"para melhorar a exploragdo desses espacgos de alta dimensionalidade. A pesquisa
possui fins praticos voltados para a etapa de selecao de caracteristicas em problemas
de aprendizado de maquina; problema esse que é comumente de alta dimensionalida-
de. Os resultados mostraram que a aplicacao de OBL pode potencializar a performance
de algoritmos desenvolvidos para LSGO. A ideia € promissora e permite uma facil hi-
bridizacdo com diferentes métodos.



Capitulo 2. Revisdo da Literatura 42

2.2.3 Estado da Arte

Esta tese foca em métodos que aprimoram a exploracdo de espacos de busca
de alta dimensionalidade através da criacdo de novos operadores evolutivos e buscas
locais especializadas, ou seja, representados por métodos nao baseados em decompo-
sicdo. Contudo, alguns métodos baseados decomposicao foram incluidos no conjunto
de teste e comparagao devido ao uso de abordagens similares as propostas nesta
tese. O Quadro 2 reune os principais algoritmos competitivos para problema LSGO
desenvolvidos nos ultimos dez anos e concorrentes da abordagem proposta nesta
tese, selecionados através da analise dos trabalhos anteriores e dos algoritmos com
boa performance nas principais benchmarks para problemas de alta dimensionalida-
de (CEC’2013 e bbob-largescale). Para critério de classificacédo, os algoritmos foram
diferenciados de acordo com suas semelhangas com o método proposto (LSMDE*) a
partir do uso de: (I) Modelagem de Incerteza; (Il) Espaco de busca reduzido; (lll) Busca
Local; (IV) abordagem ndo-baseada em Decomposicéo.

Quadro 2 — Algoritmos concorrentes

Nome (N (I || I A" Artigo
CC-CMA-ES | v v Liu e Tang (2013)
IHDELS V|V Molina e Herrera (2015)
SHADE-ILS v | v | Molina, LaTorre e Herrera (2018)
C-DEEPSO V|V Marcelino et al. (2018)
MLSHADE-SPA V|V Hadi, Mohamed e Jambi (2019)
LS-EDA VIV VvV Dong, Wang e Zhou (2019)

BICCA v Ge, Zhao et al. (2020)

GL-SHADE v | v/ | Pacheco-Del-Moral e Coello (2020)
MSES v v Feng et al. (2021)
EMT-SAS VIV v Song, Wang e Cai (2022)
LSMDE* VIVIVIY Fonseca et al. (2022)
(ONK) v Rodrigues et al. (2023)

| - Modelagem de Incerteza, Il - Espago reduzido, Il - Busca Local

IV - Nao-baseado em Decomposicao

Fonte: Autor

O método proposto parte do conceito inicialmente apresentado por Bagattini,
Schoen e Tigli (2018) e Bagattini, Schoen e Tigli (2019) e posteriormente aperfeicoado
por Schoen e Tigli (2021) e Jian, Chen et al. (2021) acerca da constru¢cao de um espago
de busca latente e reduzido dimensionalmente que mantem informacdes relevantes
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do espaco de busca original. Tal caracteristica viabiliza um processo de otimizacao
aproximado no espago reduzido com um custo computacional menor.

Diferentemente de trabalhos anteriores, esta tese inova ao utilizar uma técnica de
decomposicao de valores singulares (SVD) para construir de maneira iterativa e adap-
tativa, um espaco simplificado de baixa dimensionalidade representativo do espaco
original, acompanhando o fluxo natural do aprendizado de algoritmos evolutivos.

E importante ressaltar que apesar da técnica de reducdo se chamar decom-
posicao de valores singulares, o0 método proposto ndo € um método baseado em
decomposigao (ou pelo menos néo € no sentido formal definido pelo campo de LSGO).
Como mencionado na etapa introdutéria da secgéo 2.2, os métodos baseados em de-
composigao envolvem a divisao de um problema complexo em subproblemas menores
gue sao resolvidos separadamente. Em contraste, a decomposigéo por valor singular
transforma todo o espacgo de problemas, reduzindo a dimensionalidade do problema,
mas sem dividi-lo em subproblemas separados. Depois que a transformacao é aplica-
da, o problema reduzido é resolvido como um todo. Logo, a semelhanga entre 0 nome
da técnica de redugéo de dimensionalidade e da subdivisdo do campo de LSGO de
métodos baseados em decomposicédo é apenas uma questao de nomenclatura.

Com o objetivo de entender os impactos da otimizacao em um espaco reduzido,
uma analise escalabilidade foi realizada considerando diferentes cenarios de reducao
e sua influéncia no resultado final de acordo com diferentes caracteristicas de espaco
de busca.

Além disso, esta tese investiga a exploragdo do espacgo reduzido realizada por
um algoritmo de evolucéo diferencial modificado (DE) auxiliado por uma técnica de
Clusterizacao por Modelo de Misturas Gaussianas (GMM). Como existe perda de
informac&o da solugdo candidata de baixa dimensionalidade em relagdo a original,
espera-se que o GMM mitigue o problema ao agrupar solucdes do espaco reduzido em
clusters que consideram a incerteza relacionada a proximidade entre estas solucoes.
Centros de clusters promissores armazenam a informacao de uma regido do espaco
de busca de baixa dimensionalidade que possui maiores chances de ter um étimo
local, o que devera corresponder a uma regiao também promissora no espaco original
se as caracteristicas estruturais do espaco de busca forem preservadas. Solucdes
promissoras s&o re-amostradas para o espacgo original e posteriormente exploradas
por buscas locais especializadas para otimizacdo em alta dimensionalidade, tais como
MTS (TSENG; CHEN, 2008) e L-BFGS-B (MORALES; NOCEDAL, 2011).



3 FUNDAMENTAGAO TEORICA

3.1 METAHEURISTICAS BASEADAS EM POPULAGCAO

Metaheuristicas baseadas em populagdo vem ganhando popularidade nos ulti-
mos anos para resolver problemas de otimizagéo global em larga escala (OMIDVAR,; LI;
YAQO, 2021a). As metaheuristicas baseadas em populacdo encontram boas solucoes
iterando e, em seguida, combinando solugdes candidatas existentes de um conjunto
chamado de populacdo. Os membros mais importantes desta classe séo os algoritmos
evolutivos (EA). O termo EA abrange uma ampla gama de metaheuristicas que imitam
0s principios da evolugao natural. Isso inclui algoritmos genéticos (GA) (MITCHELL,
1998), programacao genética/evolutiva (GP) (KOZA et al., 1992), Evolucéo Diferencial
(DE) (STORN; PRICE, 1997), e muitos outros.

Formalmente, considere um problema de otimizac&o definido em um espaco de
busca y C R? de dimensao d, onde x € y representa um individuo viavel representado
por um vetor de parametros x = (z1, 29, ...,24). Seja f : x — R a fungao objetivo que
deve ser minimizada (ou maximizada) em relacdo aos parametros de x. Nesta tese,
as nomenclaturas "solugao", "vetor"e "individuo"sao usadas de maneira intercambiavel
para representar um vetor no espago d-dimensional e possivel solu¢do do problema a
ser resolvido.

O objetivo € encontrar o vetor de parametros x* que otimiza a fungao objetivo, ou
seja, x* = argminge, f(X) OU X* = arg maxye, f(x). Uma metaheuristica baseada em
populacao é definida por um processo iterativo que opera sobre uma populagao de in-
dividuos, representando solu¢des candidatas do problema de otimizacao. A populacao
inicial € composta por n individuos gerados aleatoriamente ou por alguma estratégia
heuristica.

A cada iteragao, os individuos da populacédo sao avaliados por meio da funcéao
objetivo f(x) e selecionados para reprodugdo com base em seu desempenho. Os indi-
viduos selecionados sdo entdo submetidos a operadores genéticos, como cruzamento
e mutacéo, que geram novas soluc¢des candidatas.

Formalmente, os operadores genéticos podem ser definidos como segue:

1. Cruzamento (Recombinacao): Dados dois individuos selecionados x, e x;, 0
operador de cruzamento é denotado por ¢(x,,x;) € produz um ou mais descen-
dentes Xgescendente; qU€ herdam caracteristicas dos pais.

2. Mutacao: Dado um individuo selecionado x;, o0 operador de mutacao é denotado
por m(x;) e introduz pequenas alterac¢des aleatdrias no individuo, possibilitando
a exploracao regides pouco analisadas do espaco de busca.

Apébs a aplicagao dos operadores genéticos, uma nova populacao é formada,
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substituindo a populacao anterior. O processo de evolucao iterativo prossegue por um
namero fixo de geragdes ou até que um critério de parada seja satisfeito. Os critérios
de parada podem incluir um niumero maximo de iteracdes, a obtencdo de uma solucéo
satisfatéria ou a estagnacao do processo de evolucao.

O objetivo final da metaheuristica baseada em populagao é buscar solu¢oes de
alta qualidade, aproximando-se do étimo global ou oferecendo solugdes aceitaveis para
0 problema de otimizacdo em questao. A diversidade da populacao, a eficiéncia na
exploracao do espacgo de busca e a robustez em lidar com fung¢des objetivo complexas
sao caracteristicas fundamentais dessas técnicas de otimizacao.

Para metaheuristicas populacionais, dois fatores muito importantes devem ser
levados em consideracao para direcionar a busca para areas promissoras do espaco
de solucdes na definicdo de operadores:

* A exploracao, também chamada de diversificagao na literatura, € o processo de
guiar a busca para regides inexploradas. Um algoritmo que realiza exploragao
insuficiente pode perder regides importantes, portanto, se o 6timo estivesse em
uma dessas regides, ndo teria chance de ser encontrado.

« A intensificacao, é o processo de realizar uma busca minuciosa e intensa por
melhores solugcdes em um ambiente proximo de boas solucdes ja encontradas.
Este processo é essencial para obter maior precisdao nas solu¢des encontradas;
porém, quando caem em um 6timo local, tendem a ficar presos nele.

3.2 EVOLUGCAO DIFERENCIAL

Evolucao Diferencial (DE), proposta por Storn e Price (1997), € uma metaheuris-
tica baseada em populacdao e membro importante da familia de algoritmos evolutivos.
Essa técnica, fundamentada em populacoes, realiza a busca pelo 6timo de maneira
iterativa. O algoritmo DE é notavel por sua facilidade de implementacéo e eficiéncia
na resolucdo de uma ampla gama de problemas de otimizacédo, em especial, proble-
mas LSGO (DE FALCO; DELLA CIOPPA; TRUNFIO, 2019; MOLINA; NESTERENKO;
LATORRE, 2019; MAUCEC; BREST, 2019).

Ao contrario de algoritmos evolutivos padrées, o DE elimina a necessidade de
codificar cada solugdo em um cromossomo binario para a realizacao de operacoes
de cruzamento e mutagéo, seguidas pela decodificagdo do cromossomo no vetor de
solucdo. Em vez disso, o DE conduz as operagdes de cruzamento e mutagao direta-
mente em cada soluc¢ao, sem codificacdo e decodificacdo, tornando-o adequado para
resolver problemas de otimizagdo numérica.

Com uma complexidade espacial baixa (DAS; SUGANTHAN, 2010) e um nimero
reduzido de parametros de controle (KESHK; SINGH; ABBASS, 2018; KRAMER, 2010;
BOUKHARI et al., 2018), o algoritmo DE é eficiente e facil de usar. A técnica emprega
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dois parametros de controle principais: um fator de escala F', que governa a mutacao, e
uma taxa de cruzamento C'R. O parametro F influencia a velocidade de convergéncia,
enquanto o parametro C'R tem impacto tanto na convergéncia quanto na diversidade
das populagdes (ZAHARIE, 2003; KRAMER, 2010).

Em sua execucgdo, o DE utiliza uma populacao de n varidveis em vetores d-
dimensionais para cada geragao G.

Xi.@Q » 1= 1, N

O numero de individuos n ndo muda durante o processo de otimizagao e a
populacao inicial é escolhida aleatoriamente se nao houver informagdes especificas
sobre o problema. Se houver um conjunto de solugcdes preliminares, essa populagcéao
sera gerada de acordo com um desvio padrdo aleatério dos dados fornecidos pelas
solucdes preliminares.

De maneira geral, Evolugao Diferencial € um esquema para geragao de vetores
paramétricos experimentais por meio da diferenga ponderada de dois vetores perten-
centes a populagao com um terceiro membro da mesma populagéo. Posteriormente,
se for identificado melhoria ao avaliar o vetor resultante do processo anterior, entdo o
vetor original da populagcao com a qual a comparacao esta sendo feita é substituido
por este novo vetor. A Evolugéo Diferencial implementa trés operagdes fundamentais:
mutagao, cruzamento e selegdo, que sdo discutidos a seguir.

3.2.1 Mutacao

Para cada vetor z; ¢, gera-se um vetor mutante de acordo com a seguinte regra:

Vigi1 = Trig + F e (Trog — Trs) (1)

Onde os indices r1,72,7r3 € 1,...,n sdo gerados aleatoriamente e F' > 0. O fator
F é uma constante real definida no intervalo [0,2] por meio da qual se controla a
expansao da variacao diferencial (x,» — x,3). Essa estratégia de geracao € conhecida
como DE/rand/1 (QIN; SUGANTHAN, 2005).

A fim de garantir uma maior diversidade das solugcdes contidas no espago de
busca e promover um melhor equilibrio entre exploragéo e intensificacao, surgiram
novas estratégias para a aplicagcado do processo de mutagdo descrito na Equacgao 1,
entre as quais se destacam: (QIN; SUGANTHAN, 2005).

« DE/best/1 definida mediante a equago v; ¢ = Tpest.c + F - (Tr2.¢ — Tr3.)

» DE/current/1 definida mediante a equacao v, ¢ = ;¢ + F - (Tpest.c — Tic) + F -

(xrl,G - IrQ,G’)

» DE/rand/2 definida mediante a equacao v, ¢ = 2,16+ F (Tr2.6—2r3.6+Tra.c—Tr5.G)



Capitulo 3. Fundamentagdo Tedrica 47

« DE/best/2 definida mediante a equacao v; ¢ = Tpest.c + F - (Tro.6 — Trs.c + Trag —

xr57G)

O DE utilizado no LSMDE utiliza um novo tipo de muta¢cao denominado DE/pro-
mising/2 a ser detalhado no capitulo 5 de proposta de tese.

F(xfs.-G - sz_.G)

Xr .G+ F(xrg._G _xrz.,G)
=X0)

Figura 2 — llustracdo do processo de mutagéo

Fonte: Adaptado de Storn e Price (1997)

3.2.2 Cruzamento

A fim de manter a diversidade, o cruzamento dos vetores é introduzido para o
vetor de teste resultante « tal que:

Ui,G+1 = (uil,G+17Ui2,G+1a --~auid,G+1)

emquej=1,..de:

()

u Vij,G+1 S€ T < CRou ] =1
ij,G+1 — .
Y CL’Z‘j’GseT’j>CROU]7AIZ‘

ondej =1,..,d,r; ~U(0,1), CR € [0,1] € uma constante definida pelo usuério e I;
é um indice aleatoriamente escolhido € 1..,d, o que garante que u; .1 recebe pelo
menos uma componente de v;,G + 1. Seja z; ¢ 0 vetor-alvo sob analise e v; ;1 0
respectivo vetor mutado obtido a partir da Equacéo 1, A Figura 3 ilustra o processo de
geragao do vetor teste u; ;1.
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Figura 3 — Exemplo de um processo de cruzamento

Fonte: Adaptado de Storn e Price (1997)

3.2.3 Selecao

Apos as etapas de mutagao e cruzamento, nas quais todos os n vetores serviram
como vetor-alvo, a selecao dos vetores que serdo preservados para a proxima geracao
G + 1 é feita usando um critério guloso definido abaixo:

(3)

. ~ Juigirs se fluigy) < f(Tia)
i, G+1 — , .
’ ;. ¢, CASO CONtrario

onde u; ¢+1 € 0 vetor teste obtido através da Equagéo 2, z; € o vetor-alvo i que fara
parte da geracédo G + 1 e f € uma funcao objetivo utilizada para avaliar as solugoes
candidatas.

3.3 APRENDIZADO BASEADO EM OPOSIGCAO

Metaheuristicas populacionais e baseadas em uma solugao unica tentam resolver
um problema de otimizagao para encontrar uma ou mais solucdes étimas desconheci-
das. Como nao ha conhecimento a priori sobre a localizagcao da solugéo ou a paisagem
do problema, o algoritmo comeca a resolver o problema usando uma unica solugéo ou
populacéo de solucdes candidatas. Em metaheuristicas baseadas em solucédo Unica,
a solucao candidata € um unico ponto no espaco de busca, o algoritmo guia a solucao
candidata através do espaco de busca para obter a solugéo étima. Na pratica, a solu-
cao candidata é um ponto aleatério uniforme que é gerado em algum lugar no espaco
do problema. Existem outros métodos para gerar a solugcao candidata inicial, contudo,
inicializacao aleatéria tem sido amplamente utilizada por um longo periodo de tempo.

O aprendizado baseado em oposigéao (opposition-based learning-OBL) foi pro-
posto por Hamid R Tizhoosh (2005a) para melhorar metaheuristicas considerando as
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solugdes candidatas atuais e seus opostos correspondentes simultaneamente durante
a inicializacao e os processos evolutivos. De um modo geral, o esquema OBL conside-
ra a estimativa atual e sua estimativa oposta correspondente para convergir para uma
solucao étima para uma determinada fungéo objetivo. Muitos algoritmos de aprendiza-
do de maquina foram aprimorados utilizando esse conceito, tais como: Aprendizado
por Reforgo (RL) (TIZHOOSH, H. R., 2005b), Redes Neurais Atrtificiais (ANN) (VEN-
TRESCA; TIZHOOSH, 2006), sistemas fuzzy (TIZHOOSH, H. R., 2009) e variantes
de métodos de otimizagdo conhecidos, tais como: Algoritmos Genéticos (GA) (PATEL;
RAGHUWANSHI; MALIK, 2012), Evolugao Diferencial (DE) (DENG, W. et al., 2022),
Otimizacao por Enxame de Particulas (PSO) (JABEEN; JALIL; BAIG, 2009), Colénia
de Formigas (ACS) (ZHAOQ et al., 2022) e Recozimento simulado (SA) (VENTRESCA;
TIZHOOSH, 2007).

O oposto da solugcédo candidata, ou candidato-oposto, € o ponto espelho da solu-
cao candidata a partir do centro do espaco de busca. A Figura 4 apresenta um intervalo
de busca de [q,b], a solugdo candidata, z, e o candidato-oposto . Matematicamen-
te, o candidato-oposto pode ser definido da seguinte forma em um espaco de busca
unidimensional (TIZHOOSH, H., 2005):

T=a+b—x (4)

A definicao pode ser estendida para o espaco d-dimensional da seguinte forma (TIZHO-
OSH, H., 2005):

fj:aj—l—bj—xj (5)
onde z; € [a;,b;] e j =1,...,d e d € adimens&o do problema.

| ] ] | |
| 1 1 !

l
a x/% c x/x b

Figura 4 — llustragéo visual (em 1D) do espaco de busca [a, b]. O ¢ é o centro do intervalo, « é a solugdo
candidata e # é o candidato-oposto.

Fonte: Adaptado de Mahdavi, Rahnamayan e Deb (2018)

3.3.1 Segmentacoes do espaco de busca baseados em oposicao

Nesta subsecao, serdo explicados alguns esquemas de segmentacéo de espa-
cos de busca baseados em oposicao que foram utilizados na construcdo do método
LSMDE proposto nesta tese.
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3.3.1.1 Ponto central

O Ponto central € um ponto Unico, localizado no centro do espago de busca,
mostrado por ¢ na Fig. 4.1. O ponto unico é definido no espaco de busca unidimensional
da seguinte forma:

(a+0)
2

CcC =

(6)
e pode ser estendido para o espago d-dimensional da seguinte forma:

(a; + b))

y 7)

Cj =

onde j =1,....,d e d é adimensao do espaco de busca.
E importante notar que o célculo do ponto central é independente a partir do
candidato x ou do candidato-oposto z.

3.3.1.2 Intervalo baseado no centro

O intervalo baseado no centro (1D) (ou regiao, no caso 2D) é definido como o in-
tervalo/regido entre o candidato, z, e o candidato-oposto, z (|x, Z|), conforme mostrado
nas Figuras 5a e 5b para 1D e 2D, respectivamente. A solugdo candidata nesse caso
, denotada por z¢*, é um ponto aleatério uniforme gerado dentro do intervalo/regido
baseado no centro [z, Z].

A formulagdo matematica de »** no espago de busca unidimensional é mostrada
da seguinte forma:

(8)

b r+ (2 —x) x rand(0,1)se x < ¢
|z + (z — 2) x rand(0,1) caso contrario

Pode-se estender essa definicdo para o espaco d-dimensional da seguinte forma:

(9)

. { z; + (&) — ;) x rand(0,1) se x; < ¢
] pu—
z;

€T
+ (x; — ;) x rand(0,1) caso contrario

onde z; € [a;,b;] e j=1,...,d e d é a dimens&o do espago de busca.
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(a) Apresentacao 1D baseada no centro onde (b) Apresentagao 2D baseada no centro z; < c;
r<cex>c T9 < C2

Figura 5 — A apresentagao visual em 1D (a) e 2D (c¢) do esquema de segmentacao baseado no centro,
onde z; € [al,bl] e xy € [ag,bg].

Fonte: Adaptado de Mahdavi, Rahnamayan e Deb (2018)

3.3.1.3 Intervalo oposto modular

O intervalo/regido oposto modular é definido como o intervalo entre a solugdo
candidata, =, mais ou menos a metade do intervalo do espaco de busca [a, b], conforme
apresentado pelas Figuras 6a, 6b e 6¢. Em outras palavras, o intervalo oposto modular
abrange metade do espaco de busca. O candidato-oposto modular, denotado =™, € um
ponto aleatdrio uniformemente gerado dentro do intervalo oposto modular [z, (z+c—a),
onde ¢ indica o centro do espaco de busca.

O calculo matematico de x™° no espacgo de busca unidimensional é mostrado a
sequir:

. z+ (c—a)xrand(0,1)se x < c (10)
x =
(x —c+a)+ (c—a) x rand(0,1) caso contrario
e pode ser estendido para o espaco d-dimensional da seguinte forma:
o _ z; + (¢; —a;) x rand(0,1) se z; < ¢; (1)
! (xj —¢j + a;) + (¢; — aj) x rand(0,1) caso contrério

onde ¢; = @) 4. e [a;, b @ j=1,...,d e d é a dimenséo do espago de busca.
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(a) Apresentagéo 1D do oposto modular onde (b) Apresentacdo 1D do oposto modular onde

T <c T >c
A
ba
xpt(cr-ap) -
m— p
Cr %
.
X1
|
P | } | I >
@la, ¢ at(ea)  x b

(c) Apresentacgéo 2D do oposto modular onde x; < ¢; €
To < C2

Figura 6 — llustragédo em 1D ((a) e (b)) e 2D (c) da regido de busca oposta modular, onde z; € [a1,b1] €
XTo € [ag,bg].

Fonte: Adaptado de Mahdavi, Rahnamayan e Deb (2018)

3.3.1.4 Intervalo quase oposto

O intervalo/regiao quase oposto é definido como o intervalo/regido entre o centro
¢ e o0 candidato-oposto, &, conforme representado nas Figuras 7a, 7b e 7c, para 1D
e 2D, respectivamente. A solucdo candidata quase-oposta, x%°, € um ponto aleatério
uniforme gerado dentro do intervalo/regido de quase-opostos ([, %] onde ¢ < ). O
célculo matematico de z%° no espaco de busca unidimensional é mostrado a seguir:

r— <
xqoz{ c+ (& —c) x rand(0,1)se z < ¢ (12

z + (¢ — &) x rand(0,1) caso contrério

E pode ser estendido para o espacgo de busca d-dimensional da seguinte forma:

(13)

g0 _ )t (@5 —¢) xrand(0,1) se z; < ¢
’ z; + (¢; — &;) x rand(0,1) caso contrario

onde ¢; = W) 3. clq; b]lej=1,..dedéadimensdo do espaco de busca.
J 2 J R}
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(c) Apresentacédo 2D do quase-oposto onde z; < ¢; €
To < C2

Figura 7 — llustragdo em 1D ((a) e (b)) e 2D (c) da regido de busca quase-oposta, onde z; € [a1,b1] €
T € [a27b2].

Fonte: Adaptado de Mahdavi, Rahnamayan e Deb (2018)

Em suma, ao considerar ndo apenas a solugdo candidata, mas também seu
oposto, cria-se uma estratégia bidirecional de busca que amplia a capacidade do
algoritmo de escapar de 6timos locais e convergir de maneira mais eficaz para um
6timo global. Essa abordagem dual permite uma representagdo mais rica e variada
do espacgo de solugdes, tornando possivel a identificagcdo de regides do espaco de
busca que poderiam permanecer inexploradas em métodos tradicionais de otimizacao.
Portanto, o Aprendizado por Oposicao oferece um mecanismo robusto para aprimorar a
diversificacao de solugdes, 0 que € crucial para o sucesso em problemas de otimizagao
em larga escala, onde a complexidade e a alta dimensionalidade tornam a exploracao
eficiente do espaco de busca um desafio significativo.

3.4 REDUGCAO DE DIMENSIONALIDADE BASEADO EM DECOMPOSICAO DE VA-
LOR SINGULAR

A reducéao de dimensionalidade € o processo de mapear um conjunto de dados
de alta dimensao para um espaco de dimensao inferior, preservando grande parte da
estrutura importante. Em Estatistica e Aprendizado de Maquina, isso geralmente se
refere ao processo de encontrar algumas dire¢des nas quais um vetor aleatorio de alta
dimensao tem variancia maxima.

Suponha um conjunto de dados representado como linhas de uma matriz
A : ay,...a, com dimensdées n x d € n > d. O objetivo é encontrar 0 subespaco
k—dimensional tal que a soma do quadrado da distancia entre os dados e o subespaco
€ minimizada. Supondo-se que o subespaco k—dimensional seja gerado por k
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vetores vy, v2, ...v;, tem-se por objetivo encontrar vy, ..., v, € (n - k) coeficientes b;; que
2
minimizem S, [la; — £k, bijv;|” (LANGE; LANGE, 2010).

Teorema 3.1. Considere o vetor v e o subespago H. Dado que dist € a distdncia entre
v € 0 subespaco e proj é o comprimento da projecao de v em H, tem-se que

|v]|* = dist® + proj?

O teorema promove uma visao alternativa do subespaco de melhor ajuste. Uma
vez que os comprimentos dos vetores sdo fixos, minimizando a soma do quadrado das
distancias entre os pontos e 0s subespacos € equivalente a maximizar a soma dos
quadrados dos comprimentos das projecoes.

3.4.1 Vetor singular

Considerando o caso em que k£ = 1, ou seja, procura-se uma linha unidimensional
indo através da origem tal que a soma dos quadrados das distancias entre os pontos
e a reta é minimizado. Suponha que v € um vetor ao longo dessa reta. O comprimento
da projecao de a; na reta é |{(a;, v)|. Como definido anteriormente, procura-se por v que
maximize Y7, |(a;, v)|* = || Az|*. O primeiro vetor singular de A é definido como

vy = arg max || Avl|
[[lv]|=1

O maximizador ndo € unico. Para qualquer vetor v, o0 vetor —v possui 0 mesmo
valor objetivo. Logo, pode-se selecionar um maximizador arbitrario e referi-lo como
primeiro vetor singular. O valor ¢, = || Av;|| € chamado de primeiro vetor singular de A.

Pode-se definir os outros vetores singulares recursivamente. O Segundo vetor
singular € a reta de melhor ajuste entre as ortogonais a v;:

vy = argmax [|Av||, oo = || Ava|
[|v]|=1,vLv1

e assim por diante:

v; = argmax |Av||
[[lv]|l=1,vLv1,...,;vi—1

Observa-se que para qualquer k, o subespaco k-dimensional de melhor ajuste é gerado
pelos primeiros k vetores singulares.

Teorema 3.2. A extens&o dos primeiros k vetores singulares € um subespago dimen-
sional k de melhor ajuste.

Pode-se provar o teorema usando indugdo. Para k£ = 1, o teorema vale por
definicdo. Em seguida, assume-se que o teorema € verdadeiro para k = m € prova-se
o teorema para k£ = m + 1. Suponha que W seja um subespaco dimensional m + 1
de melhor ajuste, pode-se escolher uma base para W como segue: Primeiro, seja
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w41 UM vetor unitario em W ortogonal as projecdes de vy, ...v,, sobre 1W. Em seguida,
continua-se escolhendo vetores em W que séo ortogonais aos vetores anteriores para
obter uma base ortogonal completa de W : wq; ws, ... w4 1.

w41 € ortogonal a vy, ...v,, porque cada v; € a soma de dois componentes: sua
projecao em W e seu componente que é ortogonal a W e w,,,; que é ortogonal a
ambos.

Por hipotese, a extensao v, ...v,, € 0 subespago d-dimensional de melhor ajuste
entao:

uu 2 4l 2
Do lAv|® =D [ Aw]]
i=1 =1

Uma vez que w,,,; é ortogonal a vy, ...,v4 € v,,+1 € a melhor reta de ajuste entre os
vetores ortogonais a vy, ...v,,:

| AV |* > || Awpg ||
Assim:

m+1 m+1

O Awil* = 3 || Awil|?
i=1 =1

Uma vez que W é um melhor subespaco ajustado, a extensao vy, ..., v,,11 € também
um melhor subespaco ajustado.

Os vetores vy, ..., vy SG0 chamados de vetores singulares a direita de A. Os vetores
Av; sdo também uteis e normaliza-se para o comprimento igual a 1:

1
U; = *AFUZ'
0

Os u; sdo chamados vetores singulares a esquerda de A. Pode-se mostrar que u;
sao ortogonais e u; € o vetor unitario que maximiza HATuH entre vetores ortogonais
a uy,..,u;_1. Esses vetores formam a decomposicdo de A em matrizes de posto 1
(LANGE; LANGE, 2010):

A= Z oiuiviT
i

Matrizes de posto 1: € precisamente uma matriz diferente de zero em que todas
as linhas e colunas sdo (ndo necessariamente integrais) multiplas umas das outras.
Uma definicdo equivalente de uma matriz m x n de posto 1 é como o produto externo
(ou produto vetorial) uv” de um m-vetor v e um n-vetor v, como ilustrado na Equacgao
14:
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uvt
... U9V
T
A=wv ) = |vju VU ... VU (14)

umvT

Matrizes de posto k: Uma matriz A tem posto k se puder ser escrita como a
soma de k£ matrizes de posto 1, e ndo puder ser escrita como a soma de £ < 1 ou
menos matrizes de posto 1.

Reformulado em termos de multiplicacdo de matrizes, uma definicdo equivalente
€ que A pode ser escrita como (ou fatorada em) o produto de uma longa e estreita
(mxk) matrizY e uma curta e longa (kxn) matriz Z* (e que A ndo pode ser igualmente
fatorada no produto de m x (k < 1) e (k < 1) x n matrizes).

Uma aproximacao de baixo posto fornece uma versao comprimida da matriz (com
perda). A matriz original A é descrita por (m - n) elementos, enquanto a descri¢cao de
Y e ZT requer apenas k(m + n) elementos. Quando % é pequeno em relagdo a m e
n, substituir o produto de m e n pela sua soma é uma grande vantagem. Por exemplo,
quando A representa um espaco de busca com alta dimensionalidade, m e n podem
ser da ordem de dezenas de milhares ou mais. Um valor menor de % geralmente é
suficiente para obter aproximagdes que se paregcam muito com o espago original.

3.4.2 Decomposicao em Valores Singulares (SVD)

A decomposicdo em valores singulares (SVD) é uma importante ferramenta mate-
maética na Ciéncia da Computagao. E um método para transformar dados correlaciona-
dos em um conjunto de dados nao correlacionados. A SVD é definida como se segue
para uma matriz A € R™*":

A=USVT (15)

onde U € R™™ e V € R™*" sdo matrizes ortogonais (i.e., UTU = I,, e VIV =
I,), e S € R™*" & uma matriz diagonal de valores singulares. Os valores singulares
na matriz S sdo ordenados em ordem decrescente, e sdo as raizes quadradas dos
autovalores de AT A (LANGE; LANGE, 2010).

As colunas de U sao os vetores singulares a esquerda de A. As colunas de V' (ou
seja, as linhas de V1) sao os vetores singulares a direita de A. As entradas de S sdo os
valores singulares de A. Assim, com cada vetor singular (a esquerda ou direita) existe
um valor singular associado. O primeiro vetor singular refere-se a aquele associado
ao maior valor singular e assim por diante. O SVD expressa A tal que a fatorizagcéao
A =USVT é equivalente a expresséo:
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min (m,n
A= Eizl( )Si'ui'v‘T

(2

onde s; € 0 i-ésimo valor singular e u;; v; SA0 0s vetores singulares a esquerda e
direita correspondentes. Ou seja, o SVD expressa A como uma combinacao linear nao
negativa de minm,n matrizes de posto 1, com os valores singulares fornecendo os
multiplicadores e os produtos externos dos vetores singulares fornecendo as matrizes
de posto 1.

Dado que SVD expressa uma matriz A como uma soma de matrizes de posto
1 (ponderadas pelos valores singulares correspondentes), pode-se manter apenas
0s primeiros k termos mais significativos que representam A, ou seja, realizar uma
aproximacao de baixo posto:

1 _ vk T

onde, assumi-se que os valores singulares foram ordenados (s; > s2 > ...Smin(m,n) = 0),
e u; € v; denotam os i-ésimos vetores singulares a esquerda e direita. Como a soma
de k matrizes de posto 1, A tem também posto .

Armazenar as matrizes U, SVl requer complexidade espacial de O(k(m + n)),
em contraste com O(m - n) requerido para armazenar a matriz original A. Isto € um
grande ganho quando k é relativamente pequeno e o produto (m - n) é relativamente
grande. A definicdo do valor de k é uma tarefa importante pois ela esta diretamente
relacionada com a margem de erro aceitavel entre a matriz original e a matriz de baixo
posto k. Para definir o melhor valor &, pode-se usar o lema de Johnson-Lindenstrauss.

3.4.3 Lema de Johnson-Lindenstrauss

Uma parte importante da compreensao da reducao de dimensionalidade € o lema
de Johnson-Lindenstrauss (JL). O JL afirma que quaisquer n pontos no espaco eucli-
diano de alta dimensao podem ser mapeados em k dimensdes onde k > O(logn/€?)
sem distorcer a distancia entre quaisquer dois pontos mais do que um fator de 1 + ¢
(DASGUPTA; GUPTA, 20083).

Lema 3.3 (Johnson-Lindenstraus). Para qualquer 0 < ¢ < 1 e inteiro n, seja k um
inteiro positivo tal que k > 4(e*/2 — €3/3)~'log n. Entao, para qualquer conjunto A de n
pontos em R¢, existe uma fungdo f : R¢ — R¥ tal que para todos 0s 7,7 € A,

(L—o)Z =" <If@ ~ @I < Q-7 -3
Além disso, esta funcdo pode ser encontrada em tempo polinomial aleatorio.

Prova: Construa uma projecao aleatéria sobre k subespagos dimensionais. Prove
que o valor esperado da distancia euclidiana da projecao aleatoria é igual a distancia
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euclidiana do subespaco original. Prove que a variancia da distancia euclidiana € maior
que o fator de erro especificado apenas com uma probabilidade F = 2/n? tal que o
limite de unido desta probabilidade em todos os pares de pontos é menor que 1 < 1/n.

O lema de JL afirma que, depois de fixar um nivel de erro ¢, pode-se mapear uma
colecao de pontos de um espago (nao importa quao alta seja a dimensao d) para um
espaco dimensionalmente menor, alterando apenas a distancia entre quaisquer dois
pontos por um fator de 1 + .

Algo a ser observado sobre o lema JL € que ele é independente dos proprios
vetores x; 0 lema de JL depende apenas da dimensao d, niumero de vetores n e
distorcao e.

3.5 MODELOS DE MISTURA

A reducao de dimensionalidade € uma técnica amplamente utilizada para simpli-
ficar conjuntos de dados de alta dimenséao, tornando-os mais trataveis e visualmente
interpretaveis. No entanto, ao transformar dados para um espag¢o de menor dimen-
séo, existe o risco inerente de perder informagdes cruciais. Modelos de Misturas, com
sua abordagem probabilistica, oferecem um meio de mitigar os efeitos dessa perda,
permitindo uma interpretacdo dos dados mesmo em espacgos de dimensao reduzida.

Segundo McLachlan, Lee e Rathnayake (2019), dado um conjunto de dados X =
x1,..., T, €mque n & o numero de observacdes de uma variavel aleatéria d-dimensional
. A variavel aleatéria z,, € assumida ser distribuida de acordo com a mistura de
C' componentes. Cada componente (cluster) € matematicamente representado por
uma distribuicdo paramétrica. Uma distribuicdo individual usada para modelar um
cluster especifico € geralmente chamada como uma distribuicdo de componentes.
Todo o conjunto de dados €, portanto, modelado por uma mistura dessas distribui¢des.
Formalmente, a distribuicdo de mistura, ou fun¢ao de densidade de probabilidade de
x, pode ser escrita como:

C
p(zn) = Z Tep(n]0e) (16)

onde 7y, ...mc SA0 as probabilidades de mistura (também chamados de coeficientes
de mistura ou pesos), cada 6. € um conjunto de parametros especificando o c-ésimo
componente e p(z,|0.) é a distribuicdo do componente. Para serem probabilidades
vélidas, as probabilidades de mistura 7. devem satisfazer

c
0<m<1l(c=1,...0)ed m.=1

c=1
Uma maneira de gerar uma amostra aleatoria x,, com o modelo de mistura da-
do pela Equacao 16 pode ser feita da seguinte forma: Seja z,, uma variavel aleatéria



Capitulo 3. Fundamentagdo Tedrica 59

categoérica assumindo os valores 1, ..., C com probabilidades p(z, = ¢) = 7. (também
denotado como p(z,. = 1) = 7, respectivamente. Suponha que a distribuicdo condi-
cional de z,, dado z, = ¢ seja p(z,|0.). Entdo a distribuicdo marginal de z,, € obtida
somando a distribuicdo conjunta sobre todos os valores possiveis de z, para dado
p(z,,) como na Equacgéo 16. Nesse contexto, a variavel z,, pode ser considerada como
0 componente (ou cluster) da amostra aleatéria x,,. Em vez de usar uma unica variavel
categorica z,, introduz-se um vetor aleatério binario C-dimensional z,, para denotar o
componente para z,,. A varidvel aleatéria C-dimensional z,, tem uma representagéo de
1 a C, na qual um dos elementos z,. = (z,). € igual a 1, e todos os outros elementos
iguais a 0, denotando que o componente de origem de z,, € igual a ¢. Por exemplo,
dado uma variavel com C' = 5 clusters e uma observacgao particular z,, da variavel cor-
responder ao cluster onde z,, = 1, entdo z,, sera representado por z, = (0,0,0,1,0)7.
Observa-se que os valores de z,. satisfazem z,. € 0,1 e 3, = 1¢,2,. = 1. Como z,
usa uma representacao de 1 a C, a distribuicdo marginal sobre z, é especificada em
termos de probabilidades de mistura ., tais que

C

p(zn) = mimimim2. maC = H e (17)
c=1

Similarmente, a distribuicdo condicional de x,, dado z, pode ser escrita na forma:

C

P(al2n) = [T p(@nlb)™ (18)

c=1
A distribuicao conjunta & dada por p(z,)p(z,|z,) € a distribuigdo marginal de z,, €
obtida por:

C
p(zn) =Y p(zn)p(nl2n) = 2_:1 Tep(Tnl0e). (19)

Zn

Assim, a distribuicdo marginal de = é uma formulacado equivalente do modelo
de mistura envolvendo uma variavel latente explicita. Do ponto de vista do processo
generativo, um determinado conjunto de pontos de dados poderia ter sido gerado
repetindo o seguinte procedimento N vezes, uma vez para cada ponto de dados z,,:

 Escolher um componente oculto (isto é, cluster) z, ~ Mult-(1, 7). Isso seleciona
0 c-ésimo componente a partir do qual se observa o ponto z,,.

» Amostrar um ponto de dados z,, do c-ésimo componente de acordo com a distri-
buicéo condicional p(z,|6.)

Como a distribuicdo marginal pode ser representada na forma
p(xn) = Y. plx,, 2,), segue-se que para cada ponto de dados observado z,
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existe uma variavel latente correspondente z,,. Usando o teorema de Bayes, pode-se
obter a probabilidade condicional de z,. = 1 dado z,, como:

(20)

Dome = 1) = e = Uplenlzne = 1) _ meplanfh)

Z]C 1p(zn] 1) (xn|znj 1) N chzl ij(xn|0j)

onde 7, (isto é, p(z,. = 1)) é a probabilidade a priori de que o dado z,, foi gerado
pelo componente ¢ e p(z,. = 1|x,) é a probabilidade a posteriori de que o ponto z,
observado veio do componente c. A seguir, usa-se (z,.) para denotar p(z,. = 1|z,),
que também pode ser visto como a responsabilidade que o componente ¢ assume
para explicar a observacgéo z,

Na formulacdo do modelo de mistura apresentada acima, precisa-se inferir um
conjunto de parametros a partir da observacao, incluindo as probabilidades de mistura
7. € 0S parametros para as distribuicoes de componentes 6...

Pode-se escrever a probabilidade de gerar todos os pontos de dados da seguinte
forma:

N C
p(X10) = [T D_ mep(zal6e) (21)

n=1c=1

Na forma logaritmica, tem-se:

N C
Inp(X|0) = Z In Y mep(z,6.) (22)

n=1 c=1

De acordo com Bishop e Nasrabadi (2006), a estimativa de maxima verossimi-
lhanca (MLE) é uma abordagem estatistica importante para a estimativa de parametros
e pode ser dada como:

Onre = argmax(Inp(X|0)) (23)
)

O qual considera a melhor estimativa como aquela que maximiza a probabilidade
de gerar todas as observacdes. As vezes tem-se informagdes a priori p(©) sobre os
parametros que podem ser incorporadas aos modelos de mistura. Assim, a estimativa
maxima a posteriori (MAP) é (GAUVAIN; LEE, 1994; SORENSON, 1980):

Onap = arg glaX(lnp(X ©) +1Inp(O)) (24)

Que considera a melhor estimativa como aquela que maximiza a probabilidade
a posteriori de © de acordo com os dados observados. MLE e MAP fornecem uma
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abordagem unificada para estimativa de parametros, que é bem definida no caso da
distribuicdo normal.

Como mencionado anteriormente, cada cluster é representado matematicamente
por uma distribuicdo paramétrica. Em principio, as misturas podem ser construidas
com quaisquer tipos de componentes e ainda pode-se ter um modelo de mistura perfei-
tamente bom. Na prética, € comum considerar modelos paramétricos de mistura, onde
todos os componentes sdo da mesma familia paramétrica de distribuicdes, mas com
parametros diferentes. Por exemplo, todos eles podem ser gaussianas com diferentes
médias e variancias.

3.5.1 Modelo de Misturas Gaussianas

O modelo de mistura mais conhecido é o modelo de mistura gaussiana (GMM),
onde cada componente € uma distribuicdo gaussiana. Recentemente, o GMM tem sido
amplamente utilizado para Clustering em muitas aplicagdes, como , segmentacao de
imagens e rastreamento de objetos (KARANAM; SRINIVAS; CHAKRAVARTY, 2023;
ZHANG; JIN; GE, 2022).

De acordo com Yu et al. (2015), a distribuicdo gaussiana, também conhecida
como distribuicao normal, € um modelo amplamente utilizado para a distribuicdo de
variaveis continuas. No caso de uma unica variavel x, a distribuicdo gaussiana pode
ser escrita na forma:

1 Sl ()2
N(alp,o*) = Gy ™" (25)

onde 1 é a média e ¢% é a variancia. A Figura 8a mostra o grafico de distribuicoes
gaussianas para diferentes parametros. Para um vetor d-dimensional x, a distribuicao
gaussiana multivariada assume a forma:

NGl ) = e o0 (26)
onde . € um vetor médio d-dimensional, > é a d x d matriz de covariancia e |X| denota
o determinante de X. A Figura 8b mostra contornos da distribuicdo gaussiana para
varios valores de parametros.

No modelo de mistura gaussiana, cada componente é representado pelos pa-
rametros de uma distribuicdo gaussiana multivariada p(z.|0.) = N(x,|ue, Xe). Com
base na Equacéo 16, a distribuicdo da mistura gaussiana pode ser escrita como uma

superposicao linear de gaussianas na forma:

C
p($n|@) = p(ilfn|7T, My E) = Z WCN(I'TL“/L’ ZC)- (27)

c=1
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p=0, 0]
=[25 3; 31]

p=l3, 0]
I=[890;0.3]

2}

-3

(a) (b)

Figura 8 — (a) Graficos da distribuicdo gaussiana univariada dada pela Equacao 25 para varios pardme-
tros 1. e o, e (b) contornos da distribuicdo gaussiana multivariada (2D) para varios pardmetros
depeX.

Fonte: Adaptado de D’Ortenzio e Manes (2021)

Para um dado conjunto de observagdes X, a fungdo de log-verossimilhanca é
dada por:

N N ©
[(0) =Inp(X|0) = Inp(z,|0) = Z IDZWCN(xnmC, ) (28)

n=1
Para encontrar solu¢des de maxima verossimilhanca validas em méaximos locais,

calcula-se as derivadas de In p(X|x, 1, ¥) em relagado a =, p. € X, respectivamente. A
derivada em relacao a média u. é dada por:

8l o N WCN(xn|Mcvzc) —1
Oc 1= S5y mN (@, 25)

N
(xn - MC) = Z V(ZHC)EC_I(xn - Mc)7 (29)

Definindo esta derivada como zero e multiplicando por X, obtém-se as equacgdes:

_ > o1 V(Zne)Tn
fe = Zr]yzl Y(2ne) (30)
V(2ne) = MV (e 2e) (31)

chzl 71-J']V(xn’ﬂjv Ej)

Pode-se interpretar que a média u. para a c-ésima componente gaussiana é
obtida tomando uma média ponderada de todos os pontos do conjunto de dados, em
que o fator de ponderacéo corresponde a probabilidade a posteriori v(z,.) de que a
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componente c foi responsavel por gerar x,,. Da mesma forma, define-se a derivada de
In p(X|m, 1, X2) em relagdo a 3. como zero e obtém-se:

_ Zg:l V(2ne) (Tn — pe) (T — #c)T (32)
27]‘:[:1 Y(2ne)

Semelhante a Equacao 30, cada ponto de dados € ponderado pela probabilidade
condicional gerada pelo componente correspondente e com o denominador dado pelo
nuamero efetivo de pontos associados ao componente correspondente.

A derivada de Inp(X|m, 1, X) em relacdo as probabilidades de mistura = requer
um pouco mais de trabalho, porque os valores de 7. sdo obrigados a ser positivos e
com soma igual a um. Essa restricdo pode ser tratada usando um multiplicador de
Lagrange o e maximizando a seguinte quantidade:

e

c
Inp(X|m, 1, 8) + (> m — 1)

c=1

Depois de simplificar e reorganizar obtém-se:

_ ZnN:1 7(2ne)
=== (33)

Te

de modo que as probabilidades de mistura para o c-ésimo componente sejam dadas
pela probabilidade a posteriori média que o componente assume para explicar os
pontos de dados.

Vale ressaltar que as Equacgdes 30, 32 e 33 ndo sdo a solucédo de forma fecha-
da para os parametros do modelo de mistura. A razédo é que essas equagdes estao
intimamente ligadas a Equacgédo 31. Mais especificamente, as probabilidades a pos-
teriori v(z,.) dadas pela Equagéo 31 dependem de todos os parametros do modelo
de mistura, enquanto todos os resultados das Equacgdes 30, 32 e 33 dependem de
v(zne). Portanto, maximizar a fungéo log-verossimilhanga para um modelo de mistura
gaussiana torna-se um problema computacionalmente complexo. Um método elegante
e poderoso para encontrar solu¢cées de maxima verossimilhanga para modelos com
variaveis latentes é chamado de algoritmo de maximizacao de expectativa ou algoritmo
EM (DEMPSTER; LAIRD; RUBIN, 1977). As Equacdes acima apresentam uma solu-
cao iterativa para o modelo de mistura gaussiana, que acaba por ser uma instancia do
algoritmo EM para o caso particular do modelo de mistura gaussiana.

O algoritmo EM comeca inicializando com suposi¢des sobre os parametros, in-
cluindo as médias, covariancias e probabilidades de mistura. Em seguida, alterna-se
entre duas etapas de atualizacéo, a etapa de expectativa e a etapa de maximizacao.
Na etapa de expectativa, ou etapa F, usa-se os parametros atuais para calcular as
probabilidades a posteriori de acordo com a Equacao 31. Na etapa de maximizagao,
ou etapa M, maximiza-se a log-verossimilhanca com as probabilidades a posteriori
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atualizadas e se re-estimam as médias, covariancias e coeficientes de mistura usando
as Equacdes 30, 32 e 33. Cada iteracéo do algoritmo EM tem a garantia de aumen-
tar a log-verossimilhanca. Na pratica, o algoritmo EM converge quando a mudanca
na log-verossimilhanca ou nos valores dos parametros cai abaixo de algum limite. O
pseudocodigo do algoritmo EM para misturas gaussianas é apresentado no algoritmo
1.

Algoritmo 1 EM para Misturas Gaussianas
Entrada: Um conjunto de pontos de dados e um modelo de mistura gaussi-
ana
Saida: Maximizar a log-verossimilhangca em relagdo aos parametros

inicio
Inicialize as médias 1.°, covariancias X° e probabilidades de mistura 7¥ ;
repita
E-step: Calcule +(z,.) usando os parametros atuais baseados na
Equacgéo 31 ;
M-step: inicio
Atualize as médias usando a Equagéao 30 ;
Utilize as novas médias para calcular as covariancias usando a
Equacédo 32 ;
Re-estime as probabilidades de mistura usando a Equagéo 33 ;
fim
Calcule a log-verossimilhanca usando a Equacéo 28 ;
se o critério de convergéncia for atendido entao
retorne os parametros finais p, X, 7 ;
fim
até a convergéncia do algoritmo;

fim

Conforme ilustrado na Figura 9, o algoritmo EF M para uma mistura de dois com-
ponentes gaussianos € aplicado a um conjunto de dados gerados aleatoriamente. A
Figura 9a mostra os pontos de dados em circulos azuis, juntamente com a inicializagao
aleat6ria do modelo de mistura no qual os dois componentes gaussianos sao mostra-
dos como circulos verdes e vermelhos. A Figura 9b mostra o resultado do passo E
inicial, no qual cada ponto de dados é representado usando uma propor¢ao de branco
e preto de acordo com a probabilidade a posteriori de ter sido gerado pelo componente
correspondente. A Figura 9c mostra a situacao apés o primeiro passo M, em que as
médias e covariancias de ambos os componentes mudaram. A Figura 9d mostra os
resultados préximo a convergéncia apds 47 ciclos de EM.
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Figura 9 — llustracdo do algoritmo EM para duas componentes gaussianas.

Fonte: Adaptado de Bishop e Nasrabadi (2006)



4 MODELAGEM DE ESPACO DE BUSCA DE BAIXA DIMENSIONALIDADE

Neste capitulo, apresenta-se a modelagem de espacgos de busca de baixa di-
mensionalidade, através da operacionalizacdo das teorias discutidas no capitulo 3. A
transicao da teoria para a pratica é efetuada através da exploracao dos conceitos e
formulas previamente introduzidos, proporcionando uma fundamentacgao sélida para o
método LSMDE delineado no capitulo subsequente. A modelagem de baixa dimensi-
onalidade ndo apenas simplifica a representagdo do espago de busca, mas também
facilita a identificacdo de padrdes, a reducdo de complexidade computacional e a
descoberta de insights valiosos para o dominio em estudo. Este processo é crucial
para a criagcao de uma estrutura robusta que apoie a analise subsequente do método
proposto.

Neste capitulo, apresentam-se as definicbes matematicas e algoritmicas que
regem o LSMDE. Algumas das formulacbes matematicas ja apresentadas no capitulo
3 de fundamentacao tedrica foram adaptadas para o contexto de Otimizacao de modo
a facilitar o entendimento do funcionamento do método proposto.

4.1 PRINCIPIOS DE TRANSFORMACAO DE ESPACO

Dada as formulagdes irrestritas (v = R?) e restritas (y = [—1, 1]¢) de Otimizagéo
Global em Larga Escala escritas tais como:

fir = mﬁ@f(x)
f3 = minf (x)

[ASH'S

onde f: R? — R é uma fungéo continua e deterministica.
Para um problema irrestrito (IR), assume-se que existe z* € R tal que

min f(z) = f(«") = fir (35)

z€R4

Isso sugere que a fungéo f é limitada abaixo, ou seja, f;z > —oo € que 0 minimo
em (IR) é atingido (nem todos os minimizadores estao no infinito). Para restrito (R), esta
propriedade esta implicita no teorema do valor extremo de Weierstrass (PROTTER,;
CHARLES JR et al., 2012), que diz que se f € uma funcdo continua definida sobre um
compacto y, f deve atingir o minimo global em .

Em uma tentativa de aliviar a maldigdo da dimensionalidade de problemas LSGO,
foca-se nas aproximagdes de baixo posto de x (como descrito na seccao 3.4). Alguns
trabalhos relacionam essas fungdes com certos tipos de espaco denominados "subes-
pacos efetivos", "subespacos ativos"ou "multi-ridge"(CONSTANTINE, 2015; VYBIRAL,
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s.d.; TYAGI; CEVHER, 2014). Para facilitar a comunicagao, esta tese utiliza o termo
"espaco reduzido", sendo este derivado do célculo da aproximacéo de baixo posto de
X-

O subespaco reduzido permite diminuir a dimensao do espaco da funcéao e com
isso reduzir os custos computacionais de resolugao do problema de otimizagao. llustra-
se a ideia com o exemplo a seguir:

Exemplo 4.1.1. Considere o seguinte problema de otimizacao

minimize sen?(x; — 25 — 0,5)
X

sujeitoa 2 € y = [-2,2)? (36)

Os minimos globais do problema podem ser encontrados analiticamente. Resol-
vendo sen?(x; — x5 — 0,5) = 0 descobre-se que o conjunto de minimizadores globais
compreende os trés conjuntos a seguir:

(1l o
G = t— —2<t<25-—m
1 0,5—

S
G: = - Y cis < <o (37)
1 0,5

1l [ o
G5 = t—
1 _0, 5+
Cada G corresponde a uma linha distinta de minimizadores globais ao longo da
qual a funcéo é constante e na qual atinge o seu minimo global.

Pode-se reduzir a dimensao D do problema para uma dimensao D = 1 parame-
trizando x; = y € x5 = —y; iISSO gera o0 seguinte problema unidimensional:

:—1.5+7T§t§2}.

minimize sen?(2y — 0, 5)

sujeitoa [1,—1]"y € x (38)

As solugbes sdo alcangadas nos pontos y* = m;/2 + 0,25, i = 0, £1. Geome-
tricamente, a parametrizagdo equivale a incorporacédo (embedding) da reta [1,—1]"
no espacgo bidimensional e a busca dos minimos globais ao longo desta reta. As so-
lugdes no espago reduzido correspondem aos pontos de intersegdo entre [1,—1]7 e
as linhas de minimizadores globais. As trés solucdes no espaco original sdo pontos
x; = (rk+0,25)-[1,-1]" parai =1,2,3.
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4.2 PROBLEMAS REDUZIDOS VIA DECOMPOSIGAO DE VALOR SINGULAR

O Exemplo 4.1.1 ilustra que é possivel considerar um problema de otimizacao
como um problema de dimenséo inferior, que tem 0 mesmo minimo global f7;(f*),
restringindo-o e resolvendo (IR) e (R) apenas dentro deste importante subespaco.
Normalmente, no entanto, o subespaco reduzido é desconhecido. Decomposicao de
Valor Singular € uma proposta para reduzir o tamanho do espaco original e, portanto,
o0 custo de sua solugéo, enquanto tenta preservar os valores minimos globais originais
do problema. De maneira geral, nesta tese, investiga-se o problema reduzido restrito
(RR):

minimize  f(y)
v (39)
sujeitoa P eV

onde ¥ = U,S; é um espaco reduzido resultante de uma aproximacao de baixo posto
k com k < d como descrito na subsecc¢éo 3.4.2; e ¢y € ¥ é uma solu¢ao no subespacgo
reduzido.

Observagdo 1. Se ¢* € um minimizador para o problema reduzido restrito (RR), pode-
se recuperar um correspondente minimizador z* na dimensao original definindo x* =
Y* - VI (TOUGAS; SPITERI, 2007; WANG; JIN, 2006).

A otimizacao do problema reduzido restrito (RR) € bem-sucedida se seus minimos
globais coincidem com o minimo global do problema reduzido (R) dentro da tolerancia
e definido pelo lema de Johnson-Lindenstrauss e descrito na subsecgéo 3.4.3.

Definicao 4.2.1 (Problema reduzido restrito bem-sucedido). Dizemos que o problema
reduzido restrito (RR) é bem-sucedido se existe um v* € R* tal que o seu corres-
pondente z* € R? também é o minimizador do problema reduzido (R) respeitando a
tolerancia e.

4.3 TRANSFORMAGAO DE ESPAGO

Definicao 4.3.1 (Transformacgéo de espacgo bem-sucedida). Uma fungéo f : R — R
tem um espaco reduzido de dimensao k£ quando existe um subespaco ¥ de dimenséo
k < d tal que para todos os vetores i) € ¥, tem-se que a fungéo de aptidao f(v) ~ f(x)
dado a toleréncia e e x € x. O subespago ¥ é denominado espago reduzido de .

Pela aplicagdo de SVD em (IR) e (R), deixa-se de otimizar R? para otimizar em
um espagco de dimenséo inferior R*. A relagdo v — 2V;.S, ' mapeia pontos de R? para
pontos ao longo do subespaco reduzido em R*.

Teorema 4.1. Pela definicao de SVD, dado que A = USV™. Entdo para qualquer
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r € RY, existe um+ € R* e = 2V;.S, ! tal que f(x) ~ f(1). Em particular, para um

minimizador global z* de (IR) ou (R), existe um * € R* tal que f(y*) ~ f(z*).

O teorema 4.1 estabelece que existe um minimizador ¥* € R* pelo qual o corres-
pondente valor z* € R? & um minimizador. Assim, é possivel recuperar um minimizador
global através da busca em R*.

4.4 MODELAGEM DE ESPACO DE BUSCA REDUZIDO v

Nem todos as incorporagdes (embeddings) podem recuperar com exatidao o
minimo global do problema original. Portanto, espera-se que os problemas reduzidos
sejam bem sucedidos para a matriz ¥ dentro de uma margem de tolerancia que
esta correlacionada com o parametro ¢ , a dimensionalidade k e as caracteristicas
intrinsecas do espago de busca original. A partir disso, é necessario tomar medidas
para garantir que o ruido ocasionado pela transformacgao de espago ¢ : R — R* ndo
interfira na exploragdo do subespaco reduzido V.

Uma forma de guiar a exploragdo no espago reduzido ¥ € analisar cada ¢ € ¥
na perspectiva de clusters, de forma que progresso para a solucédo étima nao seja
definido apenas por uma solugao unica v;, mas sim pelo cluster que representa todas
as solugdes 1 que possuem caracteristicas semelhantes a ¢;. A Figura 10 ilustra como
seria um processo de Clustering.

Clusters
10.0 A

7.5 1

5.0

2.5 1

0.0+

—2.51

—5.0 1

—7.51

15 -10 -5 0 5 10 15 20
Figura 10 — llustracao do processo de Clustering em um espaco reduzido ¥ 2D utilizando k-means

Fonte: Autor

Contudo, devido a perda de informacao ocasionada pela transformacao de es-
paco ¢, podem existir solucdes ¢ que possuem similaridades a mais de um cluster,
Logo, essa incerteza deve ser mensurada e utilizada para guiar a exploragao no espa-
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co reduzido. A Figura 11 ilustra um processo de Clustering por modelos de misturas
gaussianas no espaco reduzido onde as solugcbes possuem similaridades a mais de
um cluster.

-5.0 -2.5 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0

Figura 11 — llustracédo de clusterizacdo em um espaco reduzido ¥ 2D utilizando modelo de misturas
gaussianas

Fonte: Autor

Segundo a definicdo de misturas gaussianas explicitado na subseccgao 3.5.1,
cada cluster é representado por um conjunto de parametros 6 = [r, i, ], em que

» A média ;. define o centro do cluster.

» A covariancia ¥ define sua largura. Isto seria equivalente as dimensdes de um
elipsoide num cenario de alta dimensionalidade (LSGO).

« Uma probabilidade de mistura = que define quao representativa é a gaussiana
em relacéo ao espaco de busca. Quanto maior o = do cluster, mais solucoes ;
podem ser explicadas pelo mesmo.

Na Figura 12, cada gaussiana explica os dados contidos em cada um dos trés
clusters disponiveis. Os coeficientes de mistura s&o probabilidades e devem atender a
condigdo ¢ 1, = 1.

Para determinar os valores ideais para 0 deve-se garantir que cada gaussiana
se ajuste aos pontos de dados pertencentes a cada cluster. Isso pode ser alcangado
através da maxima verossimilhanca. Na perspectiva de um espaco de busca de um
problema de otimizacao, a funcao densidade gaussiana é dada ela Equacao 40:

1 1
(2m)k/2 |E|1/26

N (Wl 2) = R (40)
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Cluster 2

Cluster 1
Cluster 3

'-1-A)~‘Q'l o

> 0] e 02 03l
] ' ' i H
j13] 2 us

Figura 12 — llustracé@o de clusterizagdo em um espago reduzido ¥ 2D utilizando modelo de misturas
gaussianas

Fonte: Autor

Onde v representa uma solucao no espaco de busca reduzido, & € o nUmero de
dimensodes do espaco reduzido e 1 e ¥ sdo a média e a covariancia, respectivamente.
Sob um ponto de vista de um problema LSGO, dado um conjunto de solugdes com
1000 dimensdes (k = 1000) composto por N = 500 solu¢cdes candidatas, entdo o
subespaco ¥ sera uma matriz 500 x 1000 onde p serd um vetor 1 x 1000 e X sera uma
matriz 1000 x 1000.E importante analisar o logaritmo da Equagéo 26, que é dado por:

In Nl 2) =~ In2r — SIS~ (6~ ) 5w~ ) (41)

Diferenciar a Equacao 41 em relagdo a média e a covariancia e depois iguala-la a
zero permite encontrar os valores étimos para estes parametros, e as solucdes corres-
ponderdo as Estimativas de Maxima Verossimilhanga (MLE) para esta configuragao.

Para que o processo de otimizacao ocorra de maneira efetiva no espacgo reduzido,
deve-se expressar qual a probabilidade de uma determinada solugéo candidata ; vir
de um cluster (ou gaussiana) A\, Pode-se expressar iSso como:

P(Zi,,\ = 1Wi) (42)

Neste caso, z € uma variavel latente que assume apenas dois valores possiveis.
E igual a 1 quando ¢ pode ser explicado pelo cluster A e zero caso contrario. Da
mesma forma, pode-se afirmar que:

™ = p(ZA = 1) (43)

O que significa que a probabilidade geral de observar uma solugao que vem do
cluster )\ é equivalente ao coeficiente de mistura dessa gaussiana. Ou seja, quanto
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maior a amplitude da gaussiana, maior sera essa expectativa de probabilidade. Seja Z
0 conjunto de todas as variaveis latentes possiveis z, tem-se:

Z = 2z1,..., %) (44)

Sabe-se que cada z ocorre independentemente dos outros e que s6 podem
assumir o valor igual a 1 quando X for igual ao cluster de onde provém a solucéo.
Portanto:

A
p(z) =plz1 = 1)p(ze = 1)*.p(zn = 1)> = [[ 7 (45)

Para encontrar a probabilidade de observar as solugdes v;, visto que eles vieram
do cluster \ usa-se a propria fungdo gaussiana como segue:

A
p(ilz) = [T N (Wilp A, 22)™ (46)
A=1

Objetiva-se inicialmente determinar qual a probabilidade de > dada a observa-
cao ;. As equacdes derivadas acima juntamente com a regra de Bayes, auxiliam a
determinar esta probabilidade. Pela regra do produto de probabilidades, sabe-se que:

(i, 2) = p(¥il2)p(2) (47)

Como pode-se observar, as derivagées das Equacdes 45 e 46 sao os operandos a
direita da Equacao 47. Para usar a regra de Bayes para obter a probabilidade primeiro
precisa-se de p(v;), ndo de p(y, z). Para remover z pode-se usar Marginalizacao,
somando os termos de z, portanto:

A A
p(¥i) = Z p(z) =Y mN (Wi, E2) (48)

A=1

A Equagéo 48 define uma mistura gaussiana, e como tal, depende de 0 = [r, u, X].
Para determinar os valores ideais para 6, precisa-se determinar a maxima verossimi-
Ihanga do modelo.

O espaco de otimizagéo reduzido pode ser modelado como a probabilidade con-
junta de todas as observacoes 1;, definida por:

N A
p(¥) = 1:[ () =TI D MmN (¥alpr, ) (49)

i=1 =1
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Como feito na funcao de densidade gaussiana original, aplica-se o logaritmo a
cada lado da equacéo de forma a ter-se:

N A
lnp(‘ll) = Zln Z WAN(@ZJ)\“L)\, Z)\) (50)

=1 A=1
Para que se possa encontrar as gaussianas (clusters) que melhor explicam o
espaco de busca reduzido, deve-se encontrar os parametros ¢ que as descrevem. Para
estimar os parametros 6timos 6 para a mistura, pode-se usar um método iterativo. Mas
primeiro, deve-se encontrar a probabilidade de =z dado . A partir da regra de Bayes,
tem-se:

p(Yilzn = )p(zy = 1)
Yo p(whilz; = Dp(z = 1)

Substituindo as Equacdes 43, 48 na Equacao 51, tem-se que:

(51)

p(ax = 1) =

TN (W3] pex, L))
P =10 = on o N )

Onde ~(z;)) representa a probabilidade a posteriori que cada cluster A tem pela
observacao de .

O algoritmo de maximizacdo de expectativa, ou simplesmente algoritmo EM,
€ amplamente utilizado para problemas de otimizacdo onde a funcéo objetivo tem
complexidades como a encontrada para o caso de modelo de misturas gaussianas.

Sejam os parametros do modelo de mistura gaussiana que explicam o espaco
reduzido ¥ dado por:

= 7(zir) (52)

0= [m,u X (53)

Para se usar o algoritmo EM para encontrar os melhores parametros primeiro
inicializa-se 6 aleatoriamente. O passo seguinte, denominado "Expectativa", avalia:

Q(67,0) = Ellnp(¥, Z|6")] = >_p(Z]V,0) Inp(¥, Z|67) (54)

O termo p(Z|¥,0) € o mesmo ~(z;,) apresentado na Equagao 52. Para modelos
de mistura gaussiana, a etapa de expectativa se resume ao calculo do valor de ~
usando os valores antigos dos parametros. Substituindo a Equacgédo 52 em 54, tem-se:

Q(07,0) = > _~(2i) Inp(¥, Z|6") (59)
Z
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O termo p(¥, Z|0*) pode ser encontrado usando a seguinte expressao:

N A
p(0.207) = TLTLw N (i 2™ (56)

Em que a Equacéao 56 é o resultado do calculo da probabilidade conjunta de
todas as observaces e variaveis latentes e é uma extensdo das derivagdes iniciais
para p(¢). O logaritmo dessa expressao é dado por:

N A
Inp(¥, Z|6%) ZZ Zialln s + In N (¢ ]y, Xy)] (57)

=1 =1
Para remover a variavel latente 7, pode-se substituir a Equagdo 57 em 55,
obtendo-se:
N A
Q6*,0) = Z Z Y(zin)[In 7y + In N (5|, 2n)] (58)
i=1 \=1

(2

Para estimar os parametros 6 deve-se maximizar ( em relagdo aos parametros
7, 1, 2. Na etapa de "Maximizagao", encontra-se os parametros da mistura. Para tanto,
precisa-se fazer de (Q um problema de maximizagao restrita e assim adicionar um
multiplicador de Lagrange o na Equacao 58.

De modo geral, deseja-se atualizar * usando:

0 = arg max Q(67,0)

Em que Q(6*,6) é dado pela Equacao 58. No entanto, () também deve levar em
conta a restricdo de que todos os valores de m devem somar 1. Para fazer isso, precisa-
se adicionar um multiplicador de Lagrange g adequado. Portanto, deve-se reescrever
a Equacao 58 na seguinte forma:

N A
=53 y(za) In 7wy + In N (] aa, B2)] — Zm—l (59)

=1 A=1

Deste modo, pode-se determinar os parametros 6 a partir da maxima verossimi-
lhanca usando a derivada de Q em relagao a ., u, ¥ e iguala-las a zero separadamente
obtendo-se as atualizagdes:

. Ziv:l”/(zi,\) * vazl Y(zix) i T Eilv(%)\)(%—m)(%—wv 60
R N TSN S A Yo (i) (60)

Em que:
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N (Wil pa, Xx)
29:1 N (il s, X))

Os valores revisados 6* = [7*, u*, ¥.*] sa@o utilizados para determinar ~ na proxima
iteracdo EM e assim por diante até obter-se a convergéncia no valor de verossimilhanca.
A Equagéo 50 é utilizada para monitorar a probabilidade logaritmica em cada etapa de
modo a atingir um maximo local.

(61)

Y(zir) =



5 PROPOSTA DA TESE

5.1 DESCRICAO DO METODO PROPOSTO (LSMDE)

Low-dimensional Space Modeling-based Differential Evolution ou LSMDE procura
dividir o espago de busca reduzido via Decomposicéo de Valor Singular, localizando
regides promissoras por meio do agrupamento dessas solucdes em clusters. O LSMDE
define um cluster \ a partir do parametro 0 = (u, m, 32). O centro u; € uma solugéo no
espaco reduzido que representa o cluster )\, , identificando a sua localizagéo dentro do
espaco de busca reduzido. O coeficiente de mistura r;, que especifica a probabilidade
de que uma dada solucao ter sido gerada pelo cluster, e covariancia ¥ que especifica
as dimensdes do cluster . Ao invés de armazenar todas as solugbes agrupadas no
cluster, as informacdes do grupo de solucdes sdo explicadas através da gaussiana
que representa o cluster. Um cluster se torna promissor quando o coeficiente de
mistura atingir certo limitante p. Caso um cluster seja definido como promissor, uma
busca local especializada em LSGO é aplicada para explorar apenas a regidao de
alta dimensionalidade referente ao cluster escolhido, reduzindo o custo computacional
associado com a tarefa.

O LSMDE é um método iterativo que possui quatro componentes principais: inici-
alizagao da populagao, transformagao de espaco, otimizagcao por modelos de mistura
gaussiana e busca local. A Figura 13 apresenta uma visao de alto nivel do método,
destacando suas etapas principais em cinza.

R R?
Inicializagdo e Lol
da Populacdo
[T — | i
o o
y R4 S« R* S R4
- e & - e & — )
Avaliagao da > £ 1| Otimizagao & ol 5 1 Avaliacao da
Populacdo e ~|  Agrupamento 1L . Populacdo
cC f" c &
© S ©
= e =
busca
/ \

Figura 13 — Visao de alto nivel do método LSMDE. As etapas principais estao destacadas em cinza

Fonte: Autor

A cada iteracdo do LSMDE, uma populacdo P de solugdes candidatas ainda
em alta dimensionalidade é gerada pela metaheuristica e enviada para o processo de
reducao de dimensionalidade de modo a construir o espago reduzido atual W. Posterior-
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mente, as solugdes ¢ € ¥ sdo enviadas para o processo de Clustering. Essas solucbes
séo entdo agrupadas nos clusters A via modelo de misturas gaussianas. Novas solu-
cbes, decorrentes do processo natural de exploragdo da metaheuristica, atualizam os
centros dos clusters (1) por meio de um processo de assimilacéo, fazendo com que
0s centros i se desloquem no espacgo de busca reduzido. Em seguida € analisado o
coeficiente de mistura 7 dos clusters. Caso algum dos coeficientes de mistura tenha
atingido um limitante p, esse cluster pode estar em uma regido de busca promissora.
As subsecbes a seguir detalham esse processo.

5.1.1 |Inicializacao da Populacao

A primeira etapa para a solucao de um problema LSGO é definir a populagéao que
dard inicio ao processo de otimizacdo. Em geral, uma boa populagéo inicial melhora
o desempenho dos algoritmos e pode economizar recursos computacionais durante o
processo de busca (MAHDAVI; RAHNAMAYAN; DEB, 2018). A inicializacao aleatéria
ou uniforme da populacao esta entre as técnicas mais comuns. No entanto, essas
técnicas ndo sao recomendadas para problemas em grande escala (KAZIMIPOUR,;
LI; QIN, 2014). Aprendizado baseado em oposicdo (OBL) tem despertado interesse
na ultima década, principalmente por causa de seu amplo uso em algoritmos de soft
computing (MAHDAVI; RAHNAMAYAN; DEB, 2018). Como definido na Secc¢éo 3.3, o
conceito computacional de aprendizado por oposicao foi inspirado pelo conceito de
namero oposto ou candidato oposto, definido a seguir:

Definicao 5.1.1 (Candidato Oposto no espago d-dimensional). Seja z = (x4, ..., z4) um
ponto no espago d-dimensional e z; € [a;,b;],j = 1,2,...,d. O oposto de Z € definido
por & = (1, ..., £4) COMO Segue:

ﬂAfj :aj+bj—xj (62)

De acordo com Mahdavi, Rahnamayan e Deb (2018), a busca por solucoes 6-
timas considerando a aleatoriedade e seu oposto fornece uma probabilidade maior
de encontrar regides promissoras, uma vez que a busca pode ser redirecionada para
regides mais favoraveis em dire¢cdes opostas. LSMDE usa um aprendizado baseado
em oposicao parcial modificado com trés diferentes operadores de oposicao para cada
dimensao do problema, conforme definido a seguir.

Definicao 5.1.2 (Estratégia de Oposigao do LSMDE). Seja x = (x4, ..., z4) uma solu¢do
no espaco d-dimensional e z; € [a;,b;],7 = 1,2,...,d. O opositor & é definido por
& = (24, ..., 24) onde cada z; é selecionado aleatoriamente entre os trés operadores de
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oposicao seguintes:

Cl,j + bj — ZUj
Tj =4+ a; — ((a; + b;)/2) mod (b; — a;) (63)
rand(aj + bj — ZEJ', (aj + bj>/2)

Geralmente, os esquemas de oposicao tradicionais calculam a oposicao para
todas as variaveis de uma solugao candidata usando o0 mesmo operador de oposicao
(MAHDAVI; RAHNAMAYAN; DEB, 2018). Essa técnica limita a diversidade de solugdes
opostas, ja que o "espaco oposto"sempre segue a mesma regra de formacao. A adicao
aleatéria de operadores de oposicao permite a construcao de solugdes opostas com
uma variabilidade mais significativa em cada dimensao, permitindo explorar regides
do espaco de busca de alta dimensionalidade que seriam dificeis de alcancar apenas
por meio de um algoritmo evolutivo. Portanto, o objetivo € gerar uma populacao inicial
com alta diversidade que permita uma exploracdo mais eficiente do espaco de busca
d-dimensional nas etapas seguintes de otimizagao.

Dado um problema de minimizacao (RR) em alta dimensionalidade, uma popu-
lacdo de individuos z; € P gerada aleatoriamente e sua populagdo oposta #; € P
gerada de acordo com a Equacéao 63, o LSMDE gera cada novo individuo x; da nova
populacgao inicial P da seguinte forma:

x; = min(f(x;), f(#)) | Vo, 2 € (PUP)ei=1,2,...n (64)

onde f é uma fungéo de aptidao e n € o niumero de individuos na populagcédo. Em
outras palavras, a populacao inicial é formada pelos melhores individuos entre a po-
pulacdo aleatéria P e a populagdo oposta P. Antes de iniciar a etapa de otimizacéo, o
LSMDE reduz a dimensionalidade da populacao inicial gerada em P a fim de reduzir a
complexidade do problema geral de Otimizagdo em Grande Escala.

5.1.2 Transformacao de espaco

Dada qualquer populagdo P como um subconjunto do espaco de busca original
de alta dimensionalidade, o LSMDE representa esse subconjunto como uma matriz
P7*4 onde n € o nimero de individuos na populagdo e d é a dimensionalidade do
problema. De acordo com a Decomposicao em Valores Singulares (SVD), qualquer
matriz P"*? pode ser decomposta em trés matrizes U, S, V, ilustradas na Figura 14,
onde VT é a transposta da matriz V, conforme segue:

P=U-S-VT (65)

» S é uma matriz diagonal d x d com s;; > s > ...s4¢ > 0, chamada de valores
singulares.

« U é uma matriz n x d chamada de vetores singulares a esquerda, onde U7 -U = I.
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« VV é uma matriz d x d chamada de vetores singulares a direita, onde V - V1 =

vT.v =1.
d n d d
_ d .
n n n .
[ N er
P U S
Figura 14 — Decomposicao de matriz
Fonte: (FONSECA et al., 2022)
Podemos reescrever a Equacao 65 como segue:

onde s; é o i-ésimo valor singular e u;, v! sdo os correspondentes vetores singulares
a esquerda e direita transpostos. Em outras palavras, a SVD expressa o subespaco
de alta dimensionalidade P como uma combinac¢ao linear ndo negativa de min (n, d)
matrizes de posto 1, com os valores singulares fornecendo os multiplicadores e os
produtos externos dos vetores singulares a esquerda e direita fornecendo as matrizes
de posto 1. Como a SVD de P representa o subespag¢o P como uma multiplicacédo de
matrizes ordenadas por importancia, pode-se manter apenas os k vetores singulares
mais importantes para obter uma projecdo US € R* do subespago P € R?, onde k < d.
Em outras palavras, a SVD reduz a dimensionalidade da matriz P mantendo apenas
0s primeiros k termos na Equagao 66 gerando assim uma aproximagao de baixo posto
P similar ao original P, conforme definido a seguir:

ﬁ:Elesi-ui-viTouf’:Uk-Sk-VkT (67)

A matriz ¥ = U,S; fornece representacdes de baixa dimenséo do espago de busca
P a partir dos seus k componentes principais mais importantes (PC), e a matriz V,"
pode ser interpretada como uma matriz de reconstrugdo que projeta essas solucoes
de baixa dimenso de volta ao espaco aproximado de alta dimenséo P (Figura 15).

Para que o subespaco V seja utilizado em uma abordagem baseada em po-
pulagéo, é necessario desenvolver uma maneira de atualizar o subespago de baixa
dimensao sem ter que reconstrui-lo. Essa funcionalidade é importante para que os o-
peradores de mutacao, cruzamento e selecdo da metaheuristica possam ser utilizados
de maneira efetiva. Para essa tarefa, pode-se utilizar as definicbes apresentadas na
subseccéo 4.3.
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Matriz de reconstrugao

d k k d d

U, P

]

representacao de baixa dimensionalidade ¥

Figura 15 — llustragdo de uma representacédo de baixa dimensao de uma matriz aleatéria P de d dimen-
sbes para uma matriz ¥ de k dimensdes.

Fonte: (FONSECA et al., 2022)

Para uma aproximac&o do subespaco P, as trés matrizes decompostas Uy, Sy, e
Vi sdo calculadas primeiro. No entanto, quando um novo individuo é adicionado ao es-
paco de busca por meio de uma abordagem baseada em populacdo, ndo é necessario
reiniciar o calculo do subespaco de baixa dimensao V. Pode-se usar 0s conceitos apre-
sentados anteriormente para construir ¥*+9 como um processo incremental (TOUGAS;
SPITERI, 2007; WANG; JIN, 2006).

Seja U,.S, a matriz que compde a aproximacao de baixo posto do subespaco
P € R™4 dado um novo individuo z; € R™*¢ para ser projetado em um espaco
k-dimensional ¥, tem-se v = ;- V,. - S, '. A proje¢do u € R"** é mesclada na de-
composicao existente através da sua adicao a parte inferior da matriz Uy, resultando
em uma matriz U,gt“) € R(+1xk Essa nova matriz pode ser usada para calcular
P+ — U,§t+1) - S} para a préxima geracao da metaheuristica baseada em populacéo.
A Figura 16 ilustra a projecéao de um novo individuo z; em .

Sk vr
n+1

—

Z;

=
-
]
e
[
1

P Uy

Figura 16 — Projecao de um novo individuo de alta dimenséo z, através da aproximagao de baixa ordem

Fonte: (FONSECA et al., 2022)

O melhor valor de & para minimizar a diferenca entre P e P pode ser descrito
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pelo lema de Johnson-Lindenstrauss (JL), adaptado para o contexto de otimizagao
conforme descrito abaixo:

Lema 5.1 (Johnson-Lindenstraus). Para qualquer 0 < ¢ < 1 e inteiro n, seja k um
inteiro positivo tal que k > 4(¢%/2 — €2 /3) "' log n. Entdo, para qualquer conjunto P de n
pontos em R?, existe uma fungdo ¢ : R — R* tal que para todos os z,y € P,

(1= fz—yl” <lo(@) — )" < (1 +€) [z —y|”.
Além disso, esta fungdo pode ser encontrada em tempo polinomial.

LSMDE utiliza o JL para inferir a melhor dimensionalidade k para a reducao de
dimensionalidade por Decomposicdo em Valores Singulares, a fim de preservar as
distancias entre individuos por um fator de (1 + ¢), como apresentado na Figura 17.
Observa-se que um aumento da distorcao admissivel ¢ permite reduzir drasticamente
0 numero minimo de dimensdes para um determinado numero de individuos de uma
populagcdo. Contudo, isso pode dificultar a precisao da otimizacédo no espaco reduzido.

Lema de Johnson-Lindenstrauss

106 4 Populagdo = 100
Populagdo = 1000
Populagdo = 10000
Populagdo = 100000
105 4 Populagdo = 1000000

104 4

Dimensao k

103 4

1024

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Distorgao €

Figura 17 — Calculo do lema de Johnson-Lindenstraus para diferentes tamanhos de populagéo do LSM-
DE

Fonte: Autor

Ao nao fazer suposicoes sobre a topologia do espaco de busca, o LSMDE é
mais flexivel e pode ser aplicado a diferentes espacos de busca. Com base no JL e
na definicao 4.3.1, existe uma fungéo adaptativa ¢ que mapeia cada elemento de alta
dimensao z; € P em seu elemento correspondente v¢; € ¥ e uma funcéo inversa ¢’ que
projeta esses individuos de baixa dimensao de volta para o espaco de alta dimensao,
de modo que:

O(i) = iy ¢ (i) = i | fw5) = f(&'(¢s)) , Vi € [1,7] (68)
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¢I(¢z) = ;- VkT (69)

onde f é a funcdo de aptiddo para o problema de otimizagdo e VI € uma matriz de
reconstrucdo. A Figura 18 ilustra esse processo de transformacao de espaco.

Figura 18 — llustragéo do processo de transformacéo de espago R? — R*

Fonte: Autor

A partir dos conceitos apresentados acima, desenvolve-se uma fungdo ¢ : R? —
R* que mapeia solugdes candidatas de um espaco de alta dimens&o P para um espago
de baixa dimensionalidade ¥. Da mesma forma, desenvolve-se uma fungéo ¢’ : R* —
R? de modo que cada individuo ¢ € (¥ C R*) possa ser mapeado de volta para o
individuo = € (P c RY), conforme os Algoritmos 2 e 3 a seguir:

Algoritmo 2 SVD Adaptativo ¢
Entrada: P, n, ¢
Saida: P
inicio
k<« 4(e?/2 —€/3) tlogn ;
U (UkSk) y
Retorno: ¥, V/I';

fim

Algoritmo 3 Inversa do SVD Adaptativo ¢’
Entrada: v, V7
Saida: P
inicio
P« OVl
fim
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A complexidade computacional do LSMDE é limitada assintoticamente pela com-
plexidade do processo de transformacao de espaco definido nos Algoritmos 2 e 3,
uma vez que essas transformacdes sao responsaveis pelo maior custo computacional.
De acordo com Golub e Van Loan (2013), a complexidade computacional do método
SVD representado pelo Algoritmo 2, linha 2 é O(k*n). A complexidade da multiplicagéo
de matrizes para gerar as representagcdes de baixa dimensionalidade do espago de
busca ¥ também é O(k*n). No Algoritmo 3, linha 1, a complexidade da projegdo de
uma populacéo de baixa dimensionalidade de volta ao espaco de alta dimensionali-
dade é O(knd). Em resumo, a complexidade de converter uma populag¢ao para baixa
dimensionalidade e recuperar a populagéo para alta dimensionalidade é O(k*n + knd).

Como motor do processo de otimizacao, LSMDE aplica um algoritmo de evolugao
diferencial denominado SHADE, hibridizado com um modelo de mistura gaussiana
para descobrir regides de optimalidade que podem ser convertidas de volta ao espaco
original. Essa hibridizagéo foi denominada GM-SHADE (Gaussian Mixture SHADE).

5.1.3 Otimizacao & Agrupamento em ¥

Para guiar o processo de busca por regides promissoras em um espaco de busca
de baixa dimensionalidade, optou-se por utilizar um algoritmo de evolucao diferencial
denominado SHADE em conjunto com o Clustering por modelos de mistura gaussiana.
Esta metaheuristica foi escolhida devido sua ampla aplicabilidade em problemas LSGO
e por possuir uma taxa de cruzamento (CR) e um fator de escala (F) atualizados
dinamicamente seguindo as mesmas regras definidas em Molina, LaTorre e Herrera
(2018), 0 que diminui 0 numero de parametros configuraveis.

O GM-SHADE busca por regides promissoras no espaco de baixa dimensionali-
dade VW, agrupando-as em clusters que sao representados por uma fungao composta
de varias gaussianas, cada uma identificada por A € 1, ..., A, onde A é o numero atual
de clusters. A cobertura do cluster € determinada por uma gaussiana A\, composta
por um individuo médio x, uma covariancia > e uma probabilidade de mistura 7. O
objetivo é garantir que cada gaussiana se ajuste a todas as solugbes candidatas v);
pertencentes a cada cluster.

O processo de assimilacao trabalha como um classificador, conservando no siste-
ma somente informacdes relevantes e direcionando a busca para regiées supostamen-
te promissoras. O objetivo é reunir solugdes similares no mesmo cluster, mantendo
uma solugéo no centro do cluster que seja representativa para as demais solugoes.
Para evitar um esforco computacional extra, o agrupamento € desenvolvido como um
processo iterativo, no qual os clusters sao progressivamente alimentados por novas
solugbes geradas pelo algorimo SHADE.

O processo de assimilacao ao cluster envolve a atribuicdo de uma observacao
especifica, neste caso v;, ao cluster A que mais provavelmente teria gerado essa
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observacao. Este procedimento é especialmente relevante em modelos de misturas
gaussianas (GMMs), onde a ideia € modelar a distribuicdo de um conjunto de dados
como uma mistura de varias distribuicbes gaussianas.

O primeiro passo para a assimilacao é calcular a probabilidade a posteriori que
cada cluster tem pela observagéo v;. Matematicamente, (z,;) € definido pela seguinte
formula:

T - N (il px, £x)
iy T - N (Wil b, Eie)
Aqui, 7, € 0 peso do cluster \, e N (¢s|ux, Xx) € a fungao densidade de probabili-
dade da distribuicdo gaussiana associada ao cluster ), avaliada em ;.
Uma vez calculadas as probabilidades a posteriori para todos os clusters, o
LSMDE determina qual cluster tem a maior probabilidade sobre a observacéao ;. Isso
é feito através da maximizagao da probabilidade a posteriori:

Y(2xni) =

A" = arg maxy(2x)

O cluster \* é, entao, aquele ao qual a observacao ; é assimilada. Em outras
palavras, sob a suposi¢do do modelo GMM, v; é mais provavel de ter sido gerado pelo
cluster \*.

O conceito de probabilidade a posteriori reflete a probabilidade condicional de um
individuo 1; pertencer a um cluster \, dadas as propriedades estatisticas desse cluster.
Assim, a assimilacdo nao é um processo de classificacdo "CRISP", mas sim uma forma
de classificacdo "SOFT". Isso significa que cada individuo tem uma probabilidade de
pertencer a cada cluster, mas é finalmente atribuido ao cluster para o qual essa
probabilidade € maxima.

Em resumo, o processo de assimilacdo ao cluster permite que cada observa-
cao v; seja efetivamente atribuida a um dos clusters, maximizando a probabilidade
condicional sob 0 modelo estatistico adotado.

Uma das tarefas-chave na aplicacdo de modelos de mistura é a determinagéo de
um numero adequado de clusters. O LSMDE detecta automaticamente esse numero
usando um parametro baseado em um modelo de mistura finito com processo de Diri-
chlet (BLEI; JORDAN, 2006). O processo de Dirichlet fornece uma estrutura bayesiana
nao paramétrica para descrever distribuicdes sobre modelos de mistura com um nume-
ro infinito de componentes de mistura (clusters). Um processo de Dirichlet (DP) pode
ser descrito a partir de seus parametros iniciais:

» Medida de Base (G(): Uma gaussiana é frequentemente escolhida como a me-
dida de base, caracterizada por parametros p e ¥ da distribuicdo gaussiana com
base nos dados.



Capitulo 5. Proposta da Tese 85

« Parametro de Concentracao (w): Este hiperparametro controla a probabilidade
de formacao de um novo cluster. Valores maiores de w facilitam a criacdo de mais
clusters.

A partir disso, o Agrupamento por modelo de mistura gaussiana com DP pode
ser descrito como:

1. Inicializacao: Todos os individuos, ;, podem inicialmente ser atribuidos a um
Unico cluster.

2. lteracao: Para cada individuo v;:

Remova ; do cluster atual e atualize os parametros do mesmo.

Calcule a probabilidade de v; pertencer a cada cluster existente utilizando:

- N (5] i, )
S e N (Wil e, S)

Y(2ni) =

Calcule a probabilidade de ; iniciar um novo cluster.

Reatribua ; a um cluster existente ou a um novo cluster, maximizando
¥(2)-

3. Convergéncia: O algoritmo converge quando as atribuicdes dos clusters se
estabilizam ou ap6s um numero predeterminado de iteracoes.

Em resumo, o processo de Dirichlet fornece um método robusto e flexivel para
determinar o nimero de clusters de forma adaptativa. Em cada iteracéo, cada individuo
€ removido temporariamente de seu cluster atual, e a probabilidade desse individuo
pertencer a cada um dos clusters existentes é recalculada. Com base nesses célculos
de probabilidade, o individuo € reatribuido. Ele pode ser reatribuido ao seu cluster
original, a um diferente cluster ja existente ou até mesmo formar um novo cluster. Se
um novo cluster é formado, entdo o numero total de clusters aumenta. Se um cluster
existente fica vazio apds esta reatribuicado, esse cluster sera efetivamente removido,
e 0 numero total de clusters seré reduzido. Em suma, os modelos de mistura de pro-
cesso de Dirichlet podem ser implementados como um modelo de mistura gaussiano
(GMM) no qual todos os parametros, incluindo A, séo inferidos a partir de ¥. No GMM,
gaussianas com valores elevados de 7 representam regides onde mais individuos ¢
sdo observados e sdo consideradas regides promissoras. A Figura 19 mostra o nimero
de clusters sendo atualizado de acordo com a populagéo V.

Nesta tese, considera-se que uma gaussiana A\ é promissora se:

> 0.25(1/A) + (1/A) (70)
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Figura 19 — Modelos de mistura gaussiana encontrando regides promissoras no espaco de busca de
baixa dimensionalidade da fungéo Alpine N.1. O nimero de clusters é automaticamente
inferido. Neste caso, o nimero de clusters inicialmente definido (populagdo ¥!) nio cor-
responde a verdadeira distribuigcdo geradora das proximas populagées; portanto, o modelo
de mistura gaussiana ajusta o numero de clusters de acordo com a distribuicdo atual da
populacao.

Fonte: (FONSECA et al., 2022)

onde A é o numero atual de clusters inferido a partir do processo de Dirichlet para a
populagéo atual ¥. A gaussiana promissora definida por 6 = [r,, 11, £,] representa a
regidao do espacgo de busca onde ha maiores chances de encontrar solugdes signifi-
cativas para o problema e p, € o individuo médio que representa a gaussiana mais
promissora da iteracao atual. Em cada geragao, um vetor mutante v; € gerado a partir
de um membro 1; da populacédo de baixa dimensionalidade atual de acordo com a
Equacao a seguir:

1, € o individuo médio da gaussiana mais promissora na geragao atual, e o
fator de escala F; é gerado a partir da distribuicdo de Cauchy, conforme definido em
Molina, LaTorre e Herrera (2018). Os indices r1 e r2 indicam que os individuos ¢,; e
.o s80 escolhidos aleatoriamente da populacado V. Essa estratégia foi denominada
DE/promising/2, uma vez que utiliza o centro do cluster promissor como base da
mutacdo e usa dois pares de vetores para compor o vetor mutante.

Apés gerar o vetor mutante v;, ele é cruzado com o pai v); para gerar o vetor de
teste u; da seguinte forma:

.; »serand[0,1) <CR;
g Vij [0,1) = (72)
(o , caso contrario

rand[0, 1) denota um ndmero aleatério uniformemente selecionado em [0,1), u;; € a
j-ésima dimensao do vetor de teste « do i-ésimo individuo e C'R; € [0,1] € a taxa de
cruzamento do individuo ;.

Apos todos os vetores de teste u; serem gerados, um processo de selecéo deter-
mina os sobreviventes para a proxima populagdo de baixa dimensionalidade ¥+, O
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operador de selecdo compara cada v; com seu correspondente vetor de teste u;, man-
tendo o melhor vetor na populagdo. Em um problema de minimizac¢édo, o cruzamento é
definido da seguinte forma:

)y , Caso contrario

b {u 5 [(9/(w)) < F(0/() 73)

Em que f(¢) € o valor da aptiddo da inversa da funcao de transformacao de es-
paco, ou seja, o valor de aptidao do individuo de baixa dimensionalidade. Quando uma
condig¢éo de parada é alcancada, o GM-SHADE retorna 6 = [r,, y,, ¥,] da gaussiana
promissora da populagao atual ¥. Em um problema multimodal, mais de um gaussiana
podem ser promissoras. A Figura 19 ilustra o agrupamento do espaco de busca reduzi-
do a medida que a populacdo V¥ é atualizada em cada geragéo. O individuo médio y,
é retornado para o espaco de busca original usando a funcdo SVD adaptativa inversa
¢’ da seguinte forma:

¢/<,up) = Hp - VkT (74)

A gaussiana promissora com parametro ¢ = [m,, u,, £,] reconvertida em uma
vizinhanga promissora de alta dimensionalidade pode ser explorada por um algoritmo
de busca local especializado com o objetivo de encontrar a solucao 6tima para o
problema LSGO em uma regido limitada do espaco de busca original aproximado
(Figura 20).

Solugédo candidata de alta
dimensionalidade

T, s Xp

o

&) = - Vi

Gaussiana promissora no
espago reduzido

Vizinhanga promissora no
espaco de alta
dimensionalidade

Figura 20 — llustragdo de uma transformagéo de espago de uma Gaussiana promissora em ¥ para uma
regiao promissora em P.

Fonte: (FONSECA et al., 2022)
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5.1.4 Busca Local

Uma combinagéo de duas abordagens foi utilizada para explorar a vizinhanga
promissora de alta dimensionalidade: MTS-LS1 (TSENG; CHEN, 2008), especialmen-
te projetado para LSGO e L-BFGS-B (MORALES; NOCEDAL, 2011) que usa uma
aproximacao do gradiente.

O MTS comeca gerando n solugdes promissoras usando a inversa da transfor-
macéao de espaco sobre a gaussiana promissora § como ilustrado na Figura 21

Amostra(f) 0;(9)

Gaussiana promissora Regiéo promissora Regido promissora
0 de baixa dimensionalidade de alta dimensionalidade

Figura 21 — A gaussiana promissora 6 representada pelo seu centro .. € capaz de gerar uma amostra de
n solugdes promissoras de baixa dimensionalidade. Essas solugdes podem ser transforma-
das para o espaco de original de alta dimensionalidade através da fungéo de transformacéo

¢

Fonte: Autor

O MTS consiste em uma série de iteracdes de busca que terminarao quando o
namero maximo de avaliagdes da funcao objetivo for atingido. O MTS executa buscas
nas solugdes iniciais promissoras apenas na primeira iteracdo. Mas nas iteracoes
seguintes, apenas algumas das melhores solugdes séo selecionadas como solugdes
de primeiro plano e o MTS executa buscas sobre essas solu¢des. Depois de executar
a busca por solugdes em primeiro plano, a MTS aplica uma busca local 1 (LS1) na
melhor solucdo atual com o objetivo de melhorar a melhor solucéo até o momento. No
final de uma iteracdo, melhores solucdes sao selecionadas como solugdes de primeiro
plano para préxima iteracao.

A busca local selecionada é o L-BFGS-B, um tipo de algoritmo de otimizacao de
segunda ordem e pertencente a uma classe de métodos Quasi-Newton ( que aproxi-
mam a segunda derivada para os problemas onde nao pode ser calculada diretamente).
O método de Newton usa a matriz Hessiana. No entanto, tem uma limitagao, pois re-
quer o célculo da matriz inversa Hessiana que pode ser computacionalmente intensivo.
O método Quasi-Newton aproxima o a matriz inversa Hessiana usando o gradiente e,
portanto, pode ser computacionalmente viavel. O método L-BFGS-B atualiza o calculo
da matriz Hessiana a cada iteracao, em vez de recalcula-la. No entanto, o tamanho da
Hessiana (H) e da sua inversa (H) depende do nimero de parametros de entrada da
funcédo objetivo. Portanto, para um problema LSGO, o L-BFGS transpde essa dificulda-
de assumindo uma simplificacdo da matriz inversa Hessiana na iteracdo anterior. Ao
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contrario do BFGS, que é baseado no histérico completo dos gradientes, o L-BFGS-B
€ baseado nos m gradientes mais recentes.

O algoritmo 4 apresenta o método LSMDE a partir da interacdo entre as etapas
anteriores. Detalhes de implementacao foram suprimidos para simplificar o entendi-

mento.
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Algoritmo 4 LSMDE

Entrada: d,n,¢,w,CR, F
Saida:
inicio
P+ rand(n) ;
opt < MTS(P) ;
repita
para cadazx; € P faca
z; = min(f(x;), f(%:)) ;
fim
se Uy, Sk, Vi existem entao
para z; € P faca
U, U,Ur;;
fim
fim
else
U,S, VT « SVD(P) ;
k <+ 4(e2/2 — €¥/3) ' logn) ;
U < Ul:,: K| ;
Sk < diag(S[: k) ;
VT« V[ k,:];
end
repita
T, % — GMM (U, w) ;
para cada € V faca

v = + F - (pp — i) + F - (U1 — r2) 5
v; ,serand[0,1) <CR; .
U; = . ;
Wy , caso contrario
s = {u 58 f(¢/(w) < F(0/(4)) .
! vy , caso contrario ’
fim

Atualize CRe F';

até algum, > p;
P ¢'(pp) ;
¥« MTS(P);
se z* < opt entao
‘ opt < x* ;
fim
até condicao de parada;
Retorno: opt ;

fim
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5.2 PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

De acordo com a Literatura, o benchmark para o IEEE CEC 2008 Special Session
and Competition on Large Scale Global Optimization foi a primeira tentativa de propor
um conjunto de problemas de otimizacdo com o objetivo de fornecer uma plataforma de
avaliacdo adequada para testar e comparar algoritmos de otimizacdo em larga escala
(TANG; YAO et al., 2007). Esse benchmark continha 3 funcdes separaveis (Sphere,
Rastringin e Ackley) e 4 funcbes totalmente ndo-separaveis (Schwefel, FastFractal
DoubleDip, Rosenbrock e Griewank). As instancias de 100, 500 e 1000 dimensdes
dessas fungdes foram implementadas em C, Java e Matlab. O nimero maximo de
avaliagdes da funcéo obijetivo foi fixado em 5000 « D, em que D € a dimensionalidade
do problema.

O benchmark CEC’2008 foi bem-sucedido na constru¢do de um conjunto escalo-
navel de fungdes para promover pesquisas no campo da otimizagao global em larga
escala. No entanto, o conjunto apresentava algumas deficiéncias significativas. Em pri-
meiro lugar, o numero de funcdes neste conjunto era limitado (apenas sete problemas).
Portanto, era dificil comparar estatisticamente trés ou mais métodos de otimizacao
usando esse numero limitado de instdncias. Em segundo lugar, os problemas inclui-
dos eram totalmente separaveis (sem interacdo entre qualquer par de variaveis) ou
totalmente ndo-separaveis (com uma forte interagdo entre qualquer par de variaveis
possivel). Como resultado, O CEC’2008 foi expandido para incluir mais problemas com
propriedades mais diversas.

Funcbes parcialmente separaveis foram incluidas pela primeira vez no bench-
mark CEC’2010 (TANG; LI et al., 2010). O CEC’2010 é formado por 20 funcbes de
teste, cada uma com 1000 dimensdes. Pela primeira vez, uma nova categoria de pro-
blemas denominada fung¢des parcialmente separaveis foi incluida no conjunto. Por
definicdo, um problema parcialmente separavel é uma funcdo em que um numero m
de seus parametros nao séo independentes. Todos os 20 problemas foram criados
com base em seis fungdes basicas. O limite de avaliacées da funcao objetivo também
foi diminuido para 3 milhdes, ou seja, 2 milhdes a menos que o0 anteriormente proposto
no CEC’2008 (o que torna a otimizag&do mais dificil). Como resultado, resolver o novo
conjunto era mais desafiador do que seu antecessor.

Proposto no IEEE CEC 2013 Special Session and Competition on Large Scale
Global Optimization, o CEC’2013 foi desenvolvido especialmente para melhor repre-
sentar as caracteristicas de uma ampla gama de problemas do mundo real, bem como
colocar novos desafios para os algoritmos existentes, especialmente para algoritmos
baseados em decomposicao (LI, X. et al., 2013). Os novos tipos de problemas que
foram incluidos neste benchmark séo:

* problemas com tamanhos de componentes ndo uniformes
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» problemas com coeficientes de componentes desiguais

* problemas com subproblemas sobrepostos

Os primeiros dois tipos de problemas representam cenérios em que alguns com-
ponentes de uma determinada fung¢do sdo mais dificeis de resolver (ou seja, possuem
um custo computacional maior) ou tém uma influéncia mais substancial no desem-
penho da solucdo. A categoria de problemas sobrepostos € um caso particular de
problemas nao separaveis onde algumas variaveis tém interacdo com algumas outras
variaveis e onde ndo ha uma unica variavel ou grupo de variaveis que podem ser
identificados como um componente isolado. Portanto, esses problemas nao podem ser
categorizados como fungdes parcialmente separaveis.

Com o objetivo de fornecer um conjunto de referéncia conveniente e flexivel que
permita comparar o desempenho do LSMDE, esta tese adota o benckmark CEC’2013
para a analise de performance. Optou-se por usar este conjunto de fungdes por ser o
mais recente e uma extensao dos benchmarks anteriores. O CEC’2013 se distingue
de seus predecessores por incorporar uma gama mais ampla de problemas de otimi-
zagao em larga escala que se assemelham a problemas do mundo real, tornando-os
mais desafiadores de otimizar. O CEC’2013 € composto por 15 fung¢des de teste com
1000 dimensdes (em geral, essas funcdes podem ser categorizadas como mostrado
na Tabela 4). O limite de avaliagdes das funcdes objetivo foram divididas em 3 grupos
de experimentos: 1,2 x 10%, 6 x 10° e 3 x 10°. O minimo de todas as fungdes propostas
nos problemas no CEC’2013 é zero, com 0 excecao das funcdes sobrepostas, para
as quais ainda nao se sabe como a inclusdo de variaveis de decisdo compartilhadas
pode alterar o valor minimo. Para comparar varios algoritmos usando este conjunto
de funcdes de benchmark, cada algoritmo recebe um limite de avaliacdes fixo. Para
comparar varios algoritmos, essa tese utilizou o0 método de analise de variancia ndo
paramétrico de Kruskal-Wallis para detectar diferencas adotando um nivel de significan-
cia a = 0,05. Se uma diferenga significativa for detectada e a fim de considerar a taxa
de erro para multiplas comparacdes, essa tese utilizou dois procedimentos post-hoc,
Conover e Dunn, com correcao de Holm para os ajustes do p-valor, como sugerido em
Ostertagova, Ostertag e Kovac (2014).

Esta tese observou que as analises realizadas sob o CEC’2013 cobrem apenas
uma parte das métricas de performance interessantes para problemas LSGO, uma vez
que sao organizadas apenas em uma unica dimensao 1000 — D (embora os problemas,
em principio, sejam escalaveis) e a avaliacao de desempenho é prescrita para apenas
alguns limites especificos (1,2x10°, 6 x 10° e 3 x 10° avaliagdes). Essa configuragédo néo
permite medir de forma confidvel o comportamento da escalabilidade com a dimensao,
uma das caracteristicas mais importantes que um experimento de benchmarking para
algoritmos LSGO deve investigar.
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Outro ponto de atencao € que o CEC’2013 nao permite investigar se as dificulda-
des dos pontos de otimizagdo-alvo sdo comparaveis entre os problemas e dimensdes;
no entanto, essa semelhancga é necessaria para agregar adequadamente os desempe-
nhos em diferentes problemas e investigar o comportamento de escalabilidade com a
dimensao do problema. Para cobrir os pontos apresentados, além da comparacao do
método proposto utilizando o CEC’2013, esta tese amplia os experimentos com uma
analise de escalabilidade adicional utilizando a suite de teste bbob-largescale.

A suite de teste bbob-largescale oferece 24 funcbes em seis dimensobes
(20,40, 80, 160, 320, 640) dentro do framework COCO e traz, além de espacos de busca
ja cobertos pelo CEC’2013, uma nova variedade de caracteristicas de espacos, tais
como: fungdes com mal, baixo ou moderado condicionamento, fungbes multimodais
com adequada e fraca estrutura global, entre outros (mais detalhes sobre essas
funcdes podem ser encontrados em Elhara et al. (2019)). Todas as 24 funcdes séo, a
principio, escalaveis para uma dimenséao arbitraria, mas por medida de comparagao,
esta tese utilizou as dimensdes sugeridas pelo framework COCO. A suite para larga
escala é derivada da suite de teste bbob existente, que é de unico objetivo e sem
restricoes.

Esta tese aprofunda os aspectos técnicos dos experimentos no CEC2013 e
bbob-largescale nas subsecgdes seguintes a partir de duas perspectivas: analise de
performance e andlise de escalabilidade.

5.2.1 Analise de performance

Para avaliar o desempenho do método LSMDE proposto, adotou-se o conjunto
de testes mais recente para problemas LSGO realizado em 2013 no Congresso de
Computacédo Evolutiva do IEEE (CEC’2013) (LI, X. et al., 2013), utilizando novos critéri-
os de avaliagéo realizados em 2019 no Congresso de Computagdo Evolutiva do IEEE
(CEC’2019) (MOLINA; LATORRE, 2018). O conjunto de testes CEC’2013 é composto
por 15 fungdes de minimizagcao com 1000 dimensodes, exceto fi4 € fi5, que sao funcdes
sobrepostas com d = 905. As fungdes séo divididas em 5 categorias: fungdes totalmen-
te separaveis (f1 — f3), funcbes com subcomponentes separaveis (f,— f7), funcdes sem
subcomponentes separaveis (fs — fi1), funcdes sobrepostas (ou com sobreposicao)
(fi2 — f14) € funcbes ndo-separaveis (f15). Além disso, o conjunto de testes CEC’2013
melhorou versdes anteriores ao incluir tamanhos de subcomponentes n&o uniformes,
desequilibrio na contribuicdo dos subcomponentes, funcées com subcomponentes so-
brepostos, novas transformacdes como quebra de simetria, mal-condicionamento e
irregularidades locais (OMIDVAR; LI; YAO, 2021b; LI, X. et al., 2013).

O CEC’2013 foi projetado para fornecer uma avaliagdo adequada dos algoritmos
de otimizacao em larga escala (LI, X. et al., 2013). Com esse objetivo, suas funcdes
representam com sucesso a natureza de uma variedade de problemas do mundo real
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e constroem um conjunto escalavel de problemas para promover pesquisas no campo
de LSGO (OMIDVAR,; LI; TANG, 2015). A Tabela 1 apresenta algumas caracteristicas
do CEC’2013.

Tabela 1 — Resumo das fungdes de benchmark CEC’2013

Funcéo Propriedades intervalo de busca
fi Elliptic Function Unimodal [~100, 100]¢
fo Rastrigin Function Multimodal [-5,5]4
f3 Ackley Function Multimodal [-32,32]¢
fa Elliptic Function Unimodal [~100, 100]¢
fs Rastrigin Function Multimodal [-5, 5]
fo Ackley Function Multimodal [-32, 32]¢
fr Schwefels Problem 1,2 Multimodal [—100, 100]¢
fs Elliptic Function Unimodal [—100, 100]¢
fo Rastrigin Function Multimodal [-5,5]4
fio Ackley Function Multimodal [-32,32)¢
i Schwefels Problem 1,2 Unimodal [—100, 100]¢
f12 Rosenbrock’s Function Multimodal [~100, 100]¢
f13 Schwefels Function Unimodal [~100, 100]¢
f1a Schwefels Function Unimodal [~100, 100]¢
fis Schwefels Problem 1,2 Unimodal [~100, 100]¢

Fonte: Autor

Inicialmente, sete abordagens metaheuristicas de ponta sdo selecionadas para
participar da comparacao com LSMDE: BICCA (GE; ZHAO et al., 2020), CC-CMA-ES
(LIU; TANG, 2013), C-DEEPSO (MARCELINO et al., 2018), GL-SHADE (PACHECO-
DEL-MORAL; COELLO, 2020), IHDELS (MOLINA; HERRERA, 2015), MLSHADE-SPA
(HADI; MOHAMED; JAMBI, 2019) e SHADE-ILS (MOLINA; LATORRE; HERRERA,
2018). Em seguida, uma segunda rodada de comparacgdes € feita considerando os
melhores algoritmos do teste anterior e os algoritmos que possuem caracteristicas
similares a proposta de tese: LS-EDA (DONG; WANG; ZHOU, 2019), MSES (FENG
et al.,, 2021) e OJS (RODRIGUES et al., 2023). As metaheuristicas concorrentes fo-
ram escolhidas de acordo com suas classificacbes na IEEE CEC Special Sessions
and Competitions on Large-Scale Global Optimization e os critérios apresentados no
capitulo 2 de revisao da literatura.

Com base nos critérios definidos em Molina e LaTorre (2018), foram realizados
trés experimentos com diferentes nimeros maximos de avaliagdes da funcao objetivo
(FE): 1,2 x 10° avaliagdes, 6 x 10° avaliagdes e 3 x 10° avaliagdes. 25 execugdes
independentes por fungéo foram realizadas para cada experimento e algoritmo. As
médias dos resultados de cada metaheuristica concorrente usada neste tese séo
descritas em trabalhos recentes, reunidos nas Special Sessions and Competition on
Large-Scale Global Optimization e disponiveis em TFSLGO. Os parametros de controle
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adotados pelos algoritmos concorrentes estao descritos em seus respectivos artigos
devidamente referenciados nesta tese, e os parametros de controle adotados pelo
LSMDE sao mostrados na Tabela 2. A tolerancia e especifica a distorcao permitida ao
construir o espacgo de baixa dimensionalidade V. Valores mais altos de ¢ indicam uma
maior tolerancia para a distorcdo e menores valores de k. No entanto, a medida que
a perda de informac&o aumenta, o procedimento de otimizagédo se torna mais dificil.
w representa o parametro de concentragao do processo de Dirichlet. Intuitivamente, o
processo de Dirichlet tem a mesma probabilidade de iniciar um novo agrupamento para
uma solucdo candidata v; quanto de adicionar essa solu¢do a um agrupamento com w
elementos. Um valor w maior significa mais agrupamentos. O tamanho da populacao foi
escolhido de forma a tentar garantir que os algoritmos tivessem as mesmas condi¢des
iniciais de exploracao, e ¢ e w foram determinados experimentalmente.

Tabela 2 — Parametros usados no LSMDE

Parametro Valor Descricao
n 100 Tamanho da populagéao
d 1000 Dimenséao do problema
€ 0.3 Taxa de tolerancia Johnson-Lindenstraus
w 1 Parametro de concentragdo do processo de Dirichlet

Fonte: Autor

A comparagao de desempenho é realizada utilizando um método indicado pela
IEEE Task Force on Large-Scale Global Optimization baseado na corrida de carros
de Férmula 1 (critério Formula One). Em particular, esse método foi usado na recen-
te competicdo CEC LSGO 2019 (MOLINA; NESTERENKO; LATORRE, 2019). Esse
processo de otimizagdo de uma funcao é analogo a uma corrida, de modo que o com-
petidor (algoritmo) que chega em primeiro lugar (melhor desempenho médio) recebe
25 pontos, 0 segundo lugar recebe 18 pontos, o terceiro recebe 15 pontos, e assim
por diante. A Tabela 3 apresenta o resumo dos pontos obtidos na competicao com oito
competidores.

Tabela 3 — Resumo de pontuacéo

Posicdo Pontuacao

1° 25
20 18
3° 15
4° 12
59 10
6° 8
° 6

8° 4
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A Tabela 4 destaca a pontuagdo maxima que um competidor pode alcancar
com base no numero de fung¢des contidas em cada uma das categorias de fungoes,
permitindo uma andlise mais profunda do desempenho dos algoritmos para cada
categoria. Embora a pontuagdo maxima em um experimento seja de 375, como o
namero de funcgdes por categoria nao € igual, as pontuacbes maximas por categoria
também n&o s&o iguais.

Tabela 4 — Resumo da pontuacdo maxima alcangavel por categoria de funcao

Categoria n® de fungdes Pontuagédo maxima
Funcgdes totalmente separaveis 3 75
Fungdes com subcomponentes separaveis 4 100
Fungbes sem subcomponentes separaveis 4 100
Fungdes com sobreposicao 3 75
Fungdes nao-separaveis 1 25

Fonte: Autor

5.2.2 Analise de escalabilidade

Como mencionado anteriormente, apenas a analise de desempenho do LSMDE
em problemas de alta dimensionalidade n&o é o suficiente para mostrar a robustez do
método ao aumento de dimensao. O segundo grupo de experimentos visa abordar essa
caracteristica em particular. Experimentos foram realizados na suite bbob-largescale,
que inclui 24 fungbes de objetivo Unico no dominio continuo, com diferentes caracte-
risticas: baixo ou moderado condicionamento, separabilidade e nédo separabilidade,
multimodalidade, estrutura global fraca e outras. Uma visédo geral dessas fungdes pode
ser vista na Tabela 5 e férmulas e descri¢coes detalhadas podem ser encontradas em
COCO. Os parametros usados pelo LSMDE sao os mesmos descritos na Tabela 2.

O desempenho do LSMDE em termos de escalabilidade foi comparado com
os seus dois melhores concorrentes: SHADE-ILS e GL-SHADE. Os resultados séo
apresentados considerando Fung¢des de Distribuicao Cumulativa Empirica (do inglés
empirical cumulative distribution function - ECDF) também denominadas graficos de
distribuicdo de tempo de execucéo, fornecidas pelo framework COCO como padrao
para novas suites de teste.

Os gréficos de distribuicdo cumulativa empirica do COCO possuem 3 caracteris-
ticas principais:

* 0s valores-alvo ndo dependem das fungoes;

* 0s resultados para multiplos valores-alvo sao agregados em um unico grafico de
distribuicao;

« tentativas malsucedidas séo calculadas através de simulagdes.
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Tabela 5 — Resumo da suite de teste bbob-largescale

Funcao Propriedades
fi Sphere Function
fa Ellipsoidal Function
/3 Rastrigin Function Funcgbes separaveis
fa Bueche-Rastrigin Function
fs Linear Slope
fe Attractive Sector Function

Fungdes com baixo ou

I Step Ellipsoidal Function moderado condicionamento
fs Rosenbrock Function, original
fo Rosenbrock Function, rotated
f1o0 Ellipsoidal Function
fi1 Discus Function
. . Funcdes com alto
h2 Bent Cigar Function condicionamento e unimodais
fis3 Sharp Ridge Function
f14 Different Powers Function
fis Rastrigin Function
fie Weierstrass Function
fir Schaffers F7 Function Fung¢des multimodais com

estrutura global adequada
Schaffers F7 Function,

fis Funcdes moderadamente mal condicionadas
Composite Griewank-Rosenbrock
S Function F8F2
fa0 Schwefel Function
Gallagher’s Gaussian 101-me
far Peaks Function
Gallagher’'s Gaussian 21-hi Fungdes multimodais com
f22 Peaks Function estrutura global fraca
fo3 Katsuura Function
Lunacek bi-Rastrigin
Fas Function

Fonte: Autor

ECDF mostra a taxa de sucesso no eixo y, ou seja, a propor¢ao de problemas
resolvidos, para qualquer budget dado no eixo x (medido em numero de avaliagdes de
funcao dividido pela dimenséo).

Um ECDF nao corresponde a um unico teste, a agregacao é realizada em e-
xecucdes com reinicializacdes independentes e em varias instancias de uma funcéao
(Figura 28) ou grupos de fungdes (Figura 30). Se a taxa de sucesso em um determina-
do problema for menor que 1, mas maior que zero, o tempo de execucao das tentativas
malsucedidas € determinado por reinicializagées simuladas a partir dos dados registra-
dos de todas as tentativas no mesmo problema. As distribuicbes cumulativas empiricas
permitem uma comparag¢ao quantificada entre os algoritmos: um deslocamento hori-
zontal no grafico corresponde a uma diferenga de tempo de execugéo com o respectivo
fator.

Seguindo o padrao estabelecido pelo COCO, esta tese manteve os 51 valores-
alvo escolhidos uniformemente em escala logaritmica entre 100 e 10~%. Todos os ex-
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perimentos foram executados em 24 fungdes. ECDF’s mostram as porcentagens de
valores-alvo alcangados com um determinado budget (mostrados no eixo y em escala
logaritmica). Os valores-alvo sdo definidos como certas distancias do valor étimo.



6 RESULTADOS

6.1 ANALISE DE PERFORMANCE DO LSMDE COMPARADO COM O ESTADO DA
ARTE

A Figura 22 apresenta a pontuagédo cumulativa meédia dos algoritmos concorren-
tes para os trés experimentos propostos pelo IEEE Task Force on Large-Scale Global
Optimization utilizando o critério Formula 1. Pode-se observar que o LSMDE tem a
melhor pontuagdo média geral, o que indica uma possivel superioridade em relagéo
aos outros algoritmos. No entanto, é essencial observar o desempenho de cada algo-
ritmo em cada categoria de funcao. Essa analise permite identificar em quais tipos de
problemas LSGO os algoritmos se sairam melhor e pior. Para realizar essa analise,
cada experimento foi explorado separadamente (avaliagbes de 1,2 x 10°, 6 x 10° e
3 x 10%).

156.67

Pontuagao

126.67
108.66
100

50

BICCA CC-CMA-ES DEEPSO GLSHADE IHDELS MLSHADE-SPA SHADEILS LSMDE
Algoritmos

Figura 22 — Pontuagao média geral para 8 competidores com base no critério Formula 1 considerando
os trés experimentos. LSMDE tem o melhor desempenho geral.

Fonte: (FONSECA et al., 2022)

Tabela 6 apresenta os valores médios de aptiddo para cada funcéao durante a
execucdo dos experimentos com limite de 1,2 x 105, 6 x 105 e 3 x 10° avaliagdes da
funcéo objetivo f. Com base na Tabela 6, é possivel observar que o método proposto
LSMDE apresenta o melhor desempenho médio para um experimento com 1,2 x 10° e
6 x 10° avaliagdes da funcdo objetivo f.
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Tabela 6 — Valores médios de aptid&do para os algoritmos nas fungdes LSGO do CEC 2013 com 1,2 x 10,

6 x 10° e 3 x 10° avaliagGes.

Competidores
I FE's BICCA CC-CMA-ES DEEPSO GL-SHADE |IHDELS SHADE-ILS MLSHADE-SPA LSMDE
1,2 x 10° 1,03e+10 1,14e+08 2,99e+10 1,78e+05 2,01e+05 5,12e+04* 6,12e+07 2,15e+06
f1 6 x 10° 7,87e+03 3,99e+04 4,61e+09  3,82e+01 4,70e+02  3,55e-23* 1,22e-01 3,50e-09
3x10% 0,00e+00* 5,80e-09  1,44e+08 3,74e-23  4,34e-28 2,56e-28 1,94e-22 6,88e-23
1,2 x 105  2,26e+04 1,40e+03  3,45e+04 6,84e+02* 4,99e+03  2,54e+03 1,74e+03 2,83e+03
f2 6 x 105 1,01e+01*  1,33e+03 2,61e+04 2,35e+01  2,78e+03  1,79e+03 9,13e+01 1,75e+03
3 x 109 8,46e-07* 1,33e+03 1,49e+04 7,76e+00 1,32e+03 1,04e+03 7,89e+01 9,56e+02
1,2 x 105 1,75e+01 3,78e-02* 2,12e+01 2,00e+01 2,01e+01  2,01e+01 3,54e+00 2,04e+01
f3 6 x 105 1,92e+00  0,00e+00* 2,09e+01 2,00e+01  2,01e+01  2,01e+01 6,74e-05 2,01e+01
3 x 109 7,27e-01 0,00e+00* 2,04e+01 2,00e+01 2,01e+01 2,01e+01 0,00e+00 2,01e+01
1,2 x 10° 8,16e+10  6,09e+11  4,27e+11 563e+10 2,15e+10* 3,58e+10 6,92e+11 2,38e+10
fa 6 x 10° 8,23e+09  3,53e+10  4,95e+10 3,44e+09 2,36e+09  3,74e+09 5,63e+09 2,17e+09*
3x10% 8,85e+08  2,19e+09 4,77e+09 3,01e+07* 3,04e+08  3,01e+08 6,90e+08 1,96e+08
1,2 x 10° 6,31e+06 7,28e+14 1,56e+07 4,35e+06 1,24e+07 2,35e+06 1,09e+07 2,26e+06*
fs 6 x 10° 3,29e+06  7,28e+14  1,46e+07 2,67e+06 1,02e+07  2,10e+06 2,58e+06 1,75e+06*
3x 108 2,58e+06  7,28e+14  1,45e+07 2,23e+06 9,59e+06  1,33e+06 1,80e+06 1,15e+06*
1,2 x 10° 4,82e+05* 7,54e+05 1,05e+06 1,05e+06 1,05e+06 1,05e+06 8,38e+05 1,01e+06
fe 6 x 10° 1,87e+05 6,30e+05 1,04e+06 1,05e+06 1,03e+06 1,04e+06 1,60e+03* 1,00e+06
3x10% 1,46e+05 5,87e+05 1,02e+06 1,03e+06 1,03e+06  1,03e+06 1,40e+03* 9,98e+05
1,2 x 10° 227e+09  5,81e+09  3,50e+09 1,50e+09  3,09e+08  3,68e+08 6,27e+09 1,52e+08*
fr 6 x 10° 5,34e+07 1,42e+09 2,40e+08 2,80e+07 1,10e+07  1,54e+06* 1,89e+08 1,05e+07
3x10%  1,82e+05  7,44e+06  1,54e+07 2,37e+00* 3,46e+04  2,24e+02 5,31e+04 3,91e+04
1,2 x 10° 1,87e+15  2,93e+16  8,33e+14 4,05e+14 2,09e+14  2,36e+14 2,46e+16 7,11e+11*
fs 6 x 105 3,96e+13  2,30e+15 1,68e+14 1,10e+13 2,22e+13  1,43e+13 4,26e+13 1,36e+11*
3x10% 3,78e+12  3,88e+14  542e+12 1,11e+11  1,36e+12  5,99e+11 9,77e+12 2,68e+09*
1,2 x 105 5,73e+08  7,36e+08  1,03e+09 255e+09 7,25e+08  2,87e+08 8,23e+08 2,62e+08*
fo 6 x 105 3,19e+08  4,48e+08 9,29e+09 2,40e+09 6,96e+08  2,49e+08 2,15e+08 2,13e+08*
3 x 109 2,18e+08 3,71e+08 9,17e+08 2,36e+09  6,74e+08 1,58e+08 1,61e+08 1,48e+08*
1,2 x 10° 4,00e+06* 2,68e+07 9,41e+07 9,38e+07  9,43e+07 9,39e+07 3,11e+07 9,21e+07
fio 6 x10° 1,89e+06  4,49e+06  9,22e+07 9,27e+07  9,31e+07  9,32e+07 1,11e+03* 9,08e+07
3x10% 1,24e+06  7,55e+05 9,07e+07 9,17e+07 9,16e+07  9,26e+07 6,56e+02* 9,06e+07
1,2 x 10° 8,48e+10 6,04e+11 7,52e+11  9,44e+11 9,55e+09 5,58e+09 8,67e+11 4,30e+09*
Ji1 6 x 10° 8,59e+08  5,15e+10  8,03e+09 9,27e+11  4,51e+08  1,30e+08* 1,68e+09 6,96e+08
3x 108  2,85e+07 1,58e+08 5,60e+08 9,27e+11  1,07e+07  5,39e+05* 4,04e+07 1,15e+07
1,2 x 10°  1,20e+11 6,92e+03  7,80e+11  2,42e+04 2,07e+03* 2,64e+03 1,19e+07 4,43e+04
f12 6 x 10° 1,67e+04 6,17e+03 1,55e+11  9,60e+02 1,44e+03 1,77e+03 1,02e+03 6,68e+02*
3x10%  1,40e+03 1,27e+03  1,54e+10 3,19e-01* 3,77e+02  6,49e+01 1,04e+02 3,25e+02
1,2x10° 2,11e+10  5,44e+10 1,82e+11 2,69e+10 1,06e+10  1,36e+10 4,29e+10 8,32e+09*
f13 6 x 10° 8,24e+08 1,87e+10 1,29e+10 2,73e+09  7,29e+08 5,60e+08* 4,94e+09 1,10e+09
3 x 109 09e+07 6,69e+08 8,75e+08 3,98e+04* 3,80e+06 1,07e+06 7,21e+07 7,12e+06
1,2 x 105 2,36e+11 8,18e+11  2,18e+12 3,70e+11  8,96e+10  1,84e+11 1,06e+12 5,99e+10*
f1a 6 x 10>  4,68e+08 1,81e+11  1,63e+11  1,42e+10 1,67e+08* 4,91e+08 2,56e+10 1,11e+09
3 x 109 4,27e+07 7,10e+07 4,33e+08 4,79e+06* 1,58e+07 7,63e+06 1,52e+07 2,54e+07
1,2 x 105 9,09e+08 1,20e+08  6,60e+12 1,12e+08 5,34e+07  8,86e+07 5,66e+08 4,23e+07*
fis 6 x 105 221e+07  4,24e+07  3,00e+07 3,24e+07  1,49e+07  1,69e+07 4,88e+07 2,48e+07
3x10% 3,16e+06  3,03e+07 7,04e+06 1,29e+06 2,81e+06  8,68e+05* 2,76e+07 6,16e+06
1,2 x 10° 2 1 0 1 2 1 0 8
Melhor 6 x 105 1 1 0 0 2 4 2 5
3 x 106 1 1 0 5 0 2 3 3

* Melhor resultado encontrado para a fungéo.
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A Figura 23 mostra o desempenho de cada algoritmo baseado no critério Formula
1 para cada categoria de fungdo para 1,2 x 10° avaliagées. O LSMDE demonstrou
seu melhor desempenho em funcdes com componentes separaveis, funcées sem
componentes separaveis e funcées nao separaveis. O LSMDE também apresentou
uma pontuagdo media superior a todos os algoritmos concorrentes, incluindo um dos
melhores algoritmos atuais, SHADE-ILS.
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BICCA CC-CMA-ES DEEPSO GLSHADE IHDELS MLSHADE-SPA SHADEILS LSMDE
Algoritmos
EEE Funcdes totalmente separdveis (f, — f3) Fungdes sem subcomponentes separaveis (fg — f11) Fungdes nao-separaveis (fis)

Fungdes com subcomponentes separaveis (fs — f7) EEl Funcdes com sobreposicdo (fi2 — fis)

Figura 23 — Pontuagao de cada algoritmo concorrente com base no critério Formula 1 para 1,2 x 10°
avaliacdes

Fonte: (FONSECA et al., 2022)

Com mais recurso computacional através do aumento do numero de avaliagdes
da funcéo objetivo para 6 x 105, o LSMDE também apresentou melhor desempenho
médio do que os outros algoritmos. A Figura 24 reafirma a superioridade do LSMDE em
funcbes com subcomponentes separaveis e fungcées sem subcomponentes separaveis.
Também pode-se observar um desempenho promissor em fungdées com sobreposicao
para 6 x 10° avaliagdes.
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Fungdes com subcomponentes separéveis (f, —f;) EEE Fungdes com sobreposi¢do (fi, — fis)

Figura 24 — Pontuagao de cada algoritmo concorrente com base no critério Formula 1 para 6 x 10°
avaliagbes

Fonte: (FONSECA et al., 2022)
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O algoritmo GL-SHADE obteve pontuacéo mais alta do que outros algoritmos con-
correntes para o experimento com um limite maximo de avaliagées da fungéo objetivo
disponivel (3 x 10° avaliagdes da fungdo objetivo). SHADE-ILS e LSMDE apresenta-
ram a segunda e terceira melhor posicao, respectivamente. A Figura 25 mostra que o
LSMDE ainda apresenta melhor desempenho em fungdes com subcomponentes sepa-
raveis e fungdes sem subcomponentes separaveis do que GL-SHADE e SHADE-ILS
para 3 x 10° avaliagoes.
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Fungdes com subcomponentes separaveis (f, —f;) EEM Funcdes com sobreposicao (fi, — fia)

Figura 25 — Pontuagao de cada algoritmo concorrente com base no critério Formula 1 para 3 x 106
avaliacbes

Fonte: (FONSECA et al., 2022)

Como dito no comecgo desta subseccao, a Figura 22 mostra que o método pro-
posto tem a pontuacao geral média mais alta. Contudo, de acordo com a Figura 26,
percebe-se que o LSMDE tem o melhor desempenho em experimentos com 1,2 x 10°
e 6 x 10° avaliagcdes da fungao objetivo, alcangando a terceira melhor posigio no experi-
mento com um maximo de 3 x 10° avaliagdes. A Figura 26 apresenta a pontuacéo geral
para cada experimento com a soma das pontuac¢des de cada categoria de fungao.
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Alaoritmos
M Fungodes totalmente separaveis (f, — f3) Fungdes sem subcomponentes separaveis (fg — f11) Fungdes ndo-separaveis (fis)
Fungées com subcomponentes separéveis (f, —f;) ~ EEEB Funcdes com sobreposicao (fi2 — fis)

Figura 26 — Pontuagao geral baseada no critério Formula 1 para (a) 1,2 x 10° avaliagées, (b) 6 x 10°
avaliagdes e (c) 3 x 10° avaliagoes.

Fonte: (FONSECA et al., 2022)

6.2 ANALISE DE PERFORMANCE DE ALGORITMOS SIMILARES AO METODO
PROPOSTO

Uma segunda rodada de experimentos foi realizada apenas com os algoritmos
gue possuem caracteristicas semelhantes ao método proposto nesta tese e com o
maximo de recurso computacional disponivel através de 3 x 10° avaliagdes da fungéo
objetivo. Para fins de comparacéo, também foram incluidos os trés melhores compe-
tidores da rodada anterior (GL-SHADE, SHADE-ILS e a proposta de tese, LSMDE).
Observa-se pela Tabela 7 que o LSMDE possui resultados superiores aos algorit-
mos que também utilizam abordagens baseadas em reducdo de dimensionalidade ou
métodos baseados em oposicado para a melhor exploracao do espaco de alta dimen-
sionalidade. o GL-SHADE, como previsto com base em testes anteriores, continuou a
se destacar com o numero maximo de avaliagdes permitidas (como a abordada nesta
rodada de experimentos).
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Tabela 7 — Valores médios de aptidao para algoritmos com caracteristicas semelhantes a proposta de
tese nas fungdes LSGO do CEC’2013 com 3 x 10° avaliagdes.

Competidores

f FE’s LS-EDA MSES EMT-SAS GL-SHADE 0JS SHADE-ILS LSMDE

I 3x 105 1,08e+07 1,34e+07 4,05e+06 3,74e-23 1,68e+12  2,56e-28* 6,88e-23

f2 3x 106 1,94e+03 1,80e+04 2,09e+04 7,76e+00* 3,81e+04  1,04e+03 9,56e+02

f3 3x 108 2,16e+01 2,00e+01* 2,15e+01  2,00e+01 2,16e+01 2,01e+01 2,01e+01

fa 3x10% 6,48e+11 1,29e+09 7,19e+08 3,01e+07* 4,45E+13  3,01e+08 1,96e+08

f5 3x 108 8,71e+06 4,52e+06 3,78e+06 2,23e+06  2,85e+07  1,33e+06 1,15e+06"

fe 3x 105 1,06e+06 1,00e+06 1,06e+06 1,03e+06 1,06e+06  1,03e+06 9,98e+05*

fr 3x10% 2,61e+08 1,85e+06 3,78e+06 2,37e+00* 1,10E+13  2,24e+02 3,91e+04

fs 3x10% 2,03e+17 7,14e+12 1,59e+10 1,11e+11  2,04e+18  5,99e+11 2,68e+09*

fo 3 x 10° 6,58e+08 4,48¢+08 4,14e+08 2,36e+09  1,98e+09  1,58e+08 1,48e+08*

fio 3 x 105 9,40e+07 9,10e+07 9,34e+07 9,17e+07  3,79e+04*  9,26e+07 9,06e+07

S 3x10% 1,69+11 1,51e+07 5,30e+07 9,27e+11 5,95e+14  5,39e+05* 1,15e+07

fi2 3x 106 1,15e+03 1,68e+03 3,64e+03 3,19e-01* 1,67e+12  6,49e+01 3,25e+02
f13 3x 108 1,46e+09 1,51e+07 2,34e+07 3,98e+04* 2,07e+08  1,07e+06 7,12e+06
f1a 3 x 108 3,33e+09 4,83e+07 4,08e+07 4,79e+06* 6,65e+15  7,63e+06 2,54e+07

fis 3x 105 8,06e+06 1,64e+06 4,02e+06 1,29e+06  4,59e+09  8,68e+05* 6,16e+06

Melhor 3 x 106 0 1 0 6 1 3 4

* Melhor resultado encontrado para a fungao.

6.3 ANALISE ESTATISTICA DO LSMDE COMPARADA COM O ESTADO DA ARTE

Para garantir a confianga estatistica dos resultados, foram selecionados os mé-
todos de melhor desempenho nos experimentos anteriores (SHADE-ILS, GL-SHADE,
LSMDE) para realizar uma analise mais detalhada. De acordo com Soria-Alcaraz Jorge
et al. (2013), o teste ndo paramétrico de Kruskal-Wallis € recomendado para comparar
o desempenho entre trés algoritmos bioinspirados. No entanto, o teste estatistico indi-
ca apenas se ha ou nao diferenca estatistica entre os trés competidores comparados.
Esta tese utiliza dois testes post hoc, Conover e Dunn, com corre¢cao de Holm para
determinar qual algoritmo tem o melhor desempenho (OSTERTAGOVA; OSTERTAG;
KOVAC, 2014).

A Tabela 8 e 9 apresentam os p-valores do LSMDE versus os melhores competido-
res anteriores para os testes post hoc de Dunn e Conover, respectivamente. p-valores
menores que 0, 05 indicam diferenca estatistica entre o controle e o algoritmo compa-
rado para a funcao atual. Neste caso, o LSMDE é o controle. Os p-valores em negrito
representam funcées em que o LSMDE teve desempenho estatisticamente superior ao
seu adversario (SHADE-ILS ou GL-SHADE). Os outros p-valores representam fungdes
em que o LSMDE ¢ estatisticamente igual ou inferior ao seu adversario.

As Tabelas 8 e 9 resumem os resultados da comparagédo do meétodo proposto
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Tabela 8 — Resultados do teste de Dunn, p-valores do LSMDE versus SHADE-ILS e GL-SHADE nas
funcoes de referéncia CEC’2013 para 1000 dimensdes. Os simbolos "+", "—"e "="denotam
que o LSMDE é melhor que, pior que ou similar ao algoritmo comparado, respectivamente.

Experimento 1: 1,2 x 105 | Experimento 2: 6 x 10° |  Experimento 3: 3 x 10°

Fungdes SHADE-ILS GL-SHADE | SHADE-ILS GL-SHADE | SHADE-LS GL-SHADE
f 563630 () 1,38¢-08 () | 1,74e-08 () 1,74e-08 (+) | 6,76e-11 (-) 5,49e-05 (+)
o 1,73e-01 (=) 3,72e-15(-) | 2,48e-05 (+) 1,38e-10(-) | 4,54e-06 (+) 4,62e-10 (-)
f3 2,81€-02 () 6,77e-22(-) | 1,17e-01 (=) 1,39e-20 (-) | 3,00e-01 (=) 3,68e-20 (-)
1 7,65e-01 (=) 1,0de-11(+) | 7,04e-02 (=) 2,49e-04 (+) | 2,91e-02(-) 2,13e-21 (-)
f5 6,766-02 (=) 2,37e-14 (+) | 1,06e-02 (+) 2,78e-16 (+) | 2,68¢-01 (=) 8,01e-19 (+)
fo 9,36e-14 (+) 6,08e-18 (+) | 6,96e-10 (+) 1,32e-27 (+) | 8,05e-16 (+) 2,15e-19 (+)
fz 7,58e-08 (+) 6,88e-29 (+) | 7,61e-09 (-) 3,07e-07 (+) | 4,49e-13(-) 1,14e-22 (-)
fs 5,75e-00 (+) 2,98e-20 (+) | 2,97e-13 (+) 2,12e-22 (+) | 2,41e-19 (+) 4,40e-15 (+)
fo 7,98e-01 (=) 8,77e-18 (+) | 1,65e-03 (+) 2,29e-16 (+) | 2,30e-01 (=) 1,14e-19 (+)
fio  3,66e-06 (+) 1,02e-12 (+) | 3,57e-12 (+) 6,45e-24 (+) | 7,07e-19 () 2,73e-16 (+)
fin 4,81e-03 () 1,43e-12(+) | 2,17e-20 () 1,30e-01 (=) | 3,00e-09 (-} ~ 9,90e-29 (-)
fr2 1,43e-15(-) 2,59e-01 (=) | 6,46e-18 (+) 4,64e-06 (+) | 6,51e-06 () 2,27e-22 (-)
fis 420601 (=) 2,09e-15(+) | 7,72¢-09 () 1,10e-07 (+) | 550e-14 () 1,43e-21 (-)
fuu  848e-01(=) 7,48e-17 (+) | 4,10e-09 () 1,60e-07 (+) | 2,32¢-09 () 1,58e-28 (-)
fis  T.44e-10(+) 2,32e-22 (+) | 8,89e-13 () 1,31e-01 (=) | 3,426-20 (-)  5,92e-15 (-)

m/i/p* 5/6/4 A3 | 77208 1122 | 4/3/8 6/0/9

" LSMDE é significativamente melhor em m fungdes, igual em i fungdes e pior em p fungoes.

LSMDE com as melhores metaheuristicas para LSGO, SHADE-ILS e GL-SHADE. Es-
ses resultados podem ser analisados considerando cada experimento separadamente:
experimento 1 com 1,2 x 10° avaliagdes, experimento 2 com 6 x 10° avaliagbes e
experimento 3 com 3 x 10° avaliagdes.

Com base nos experimentos com 1,2 x 10° e 6 x 10° avaliagdes das Tabelas 8 e 9,
observa-se que o método proposto € estatisticamente superior ao GL-SHADE em 11/12
das 15 fungdes do CEC’2013. O GL-SHADE superou o LSMDE em 9 funcbes para
3 x 10° avaliagdes. No entanto, o LSMDE teve um desempenho melhor em fungdes
parcialmente separaveis, superando o GL-SHADE em 5 das 8 funcbes disponiveis
nesta categoria (Figura 27). Ao comparar o LSMDE e o SHADE-ILS, observa-se uma
melhora no desempenho do método proposto nos experimentos com 1,2 x 10° e 6 x 10°
avaliacoes. Essa melhora é mais evidente quando analisa-se a categoria de funcdes
parcialmente separaveis (f; — fi1), como observado na Figura 27. Para experimento
3 x 10° avaliagdes, observa-se que o LSMDE é estatisticamente igual ou superior em
7 funcdes e estatisticamente inferior ao SHADE-ILS em 8 fungdes. A Figura 27 mostra
que o LSMDE obteve melhor desempenho em 4 fungdes para problemas parcialmente
separaveis no experimento com 3 x 10° avaliagdes, de acordo com o teste de Conover.
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Tabela 9 — Resultados do teste de Conover, p-valores de LSMDE versus SHADE-ILS e GL-SHADE nas

fungdes de benchmark CEC 2013 para 1000 dimensdes. Os simbolos "+",
que o LSMDE é melhor, pior ou similar ao algoritmo comparado, respectlvamente

LU L ll n ulndlcam

Experimento 1: 1,2 x 105 |

Experimento 2: 6 x 10° |

Experimento 3: 3 x 106

Fungdes SHADE-ILS GL-SHADE | SHADE-ILS GL-SHADE | SHADE-LS GL-SHADE
f 7,15e70 ()  9,07e-36 (1) | 1,34e-36 () 1,34e-36 (+) | 1,77e-28 () 1,89e-14 (+)
o 1,81e-02 (+) 222028 (-) | 7,71e-16 (+) 1,49e-28 (-) | 2,67e-19 (+) 1,75e-29 (-)
f3 1,10e-04 ()  1,40e-37 (-) | 6,43¢-03 (-) 4,06e-35 (-) | 6,23¢-02 (=) 9,62e-36 (-)
1 6,90e-01 (=) 6,41e-16 (+) | 5,73e-02 (=) 1,82e-04 (+) | 1,81e-04 (-)  7,456-36 (-)
f5 1,406-03 (-) 7,10e-28 (+) | 5,31e-04 (+) 7,89e-22 (+) | 6,74e-02 (=) 7,91e-31 (+)
fo 5,36e-23 (+) 6,88e-28 (+) | 6,84e-30 (+) 3,40e-55 (+) | 6,67e-20 (+) 3,68e-33 (+)
fz 2,69e-28 (+) 5,86e-62 (+) | 1,62e27 () 4,28e-23 (+) | 2,88¢-27 (-)  3,63e-39 (-)
fs 2,64e-33 (+) 1,86e-64 (+) | 2,92e-27 (+) 1,51e-38 (+) | 2,95e-32 (+) 3,39e-27 (+)
fo 6.64e-01 (=) 1,43e-30 (+) | 2,90e-05 (+) 1,37e-21 (+) | 3,97€-02 (+) 2,72e-33 (+)
fio  3,64e-08 (+) 1,92e-15 (+) | 3,00e-27 (+) 3,31e-42 (+) | 2,12e-32 (+) 2,54e-29 (+)
fun 5,75e-07 () 1,01e-26 (+) | 1,23e-34 (-) 8,86e-03 (-) | 587e-32(-) 3,87e-61 (-)
frz 1,07e-28 () 5,12e-02 (=) | 2,43e-24 (+) 6,90e-10 (+) | 3,48e-12(-) 6,30e-35 (-)
fis 1.85e-01(=) 1,30e-26 (+) | 1,72e-30 (-) 5,46e-27 (+) | 1,07e-27 ()  6,25-37 (-)
fuu 756601 (=) 8,69e-28 (+) | 69532 (-) 3,52e-27 (+) | 1,65e-31 () 5,89-60 (-)
fis  5,50e-20 (+) 8,40e-36 (+) | 3,92e-21 () 2,09e-02 (+) | 3,01e-34 (-) 5,62e-28 (-)

m/i/p* 6/4/5 11/1/3 7117 12/0/3 5/2/8 6/0/9

" LSMDE é significativamente melhor em m fungdes, igual em i fungdes e pior em p fungoes.

Ne de parcialmente separaveis

o R N W A U O N ® ©

1
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SHADE-ILS

Experimento 1 (1.2 x 105)

LSMDE
Algoritmos

Experimento 2 (6 x 10°)

GLSHADE

mmm Experimento 3 (3 x 10°)

LSMDE

Figura 27 — Numero das melhores fung¢des parcialmente separaveis. LSMDE vs SHADE-ILS e LSMDE
vs GL-SHADE de acordo com o teste post-hoc de Conover para 1,2 x 10°, 6 x 10° e 3 x 10°

avaliacdes.

Fonte: (FONSECA et al., 2022)

As analises usando o critério Formula 1 sugerido pela IEEE Task Force on Large-
Scale Global Optimization demonstram que o LSMDE tem um desempenho melhor
do que outros algoritmos de ultima geracao. No entanto, o teste estatistico Kruskal-
Wallis permite avaliar qual fungdo cada algoritmo concorrente tem o desempenho
similar, melhor ou pior. Como cada fungao representa uma ampla gama de problemas
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de otimizacdo do mundo real, o teste estatistico permite escolher a metaheuristica
mais adequada para cada situacao. Portanto, 0 método proposto tem um desempenho
melhor, especialmente em problemas parcialmente separaveis. Também podem-se
concluir que o LSMDE é competitivo com os melhores algoritmos usados nesta tese.

6.4 ANALISE DE ESCALABILIDADE DO LSMDE COMPARADA COM O ESTADO
DA ARTE

Na Figura 28, pode-se observar o desempenho do LSMDE, SHADE-ILS e GL-
SHADE sobre a agregagao de todas as fungdes a medida que a dimensionalidade
aumenta na suite de teste bbob-largescale. Observa-se que o LSMDE tem uma taxa
de sucesso entre 40% e 80%, enquanto o SHADE-ILS tem uma taxa de sucesso entre
38% e 60% e o GL-SHADE apresentou uma taxa de sucesso entre 20% e 50%. Este
resultado mostra que o LSMDE ¢ mais eficaz na resolucéo dos problemas propostos
quando hd um aumento na dimensionalidade.

As Figuras 29a a 29f mostram o grafico ECDF para algumas fun¢des selecio-
nadas com diferentes caracteristicas. Pode-se ver o bom desempenho do LSMDE
na funcdo Rastrigin separavel (Figura 29a), mesmo para altas dimensionalidades. No
entanto, o LSMDE converge para solugdes piores na versao nao separavel da fungéao
Rastrigin (Figura 29c¢). Nesse caso, o nimero de 6timos locais é aproximadamente 10¢
(d é a dimensionalidade do problema) (FINCK et al., 2010). Conclui-se que a fungéo
nao separavel de Rastrigin é muito complexa para o LSMDE resolver sem ajustes
adicionais nos hiperparametros.

Em relacdo as funcdes Rosenbrock (Figura 29d e 29e), observa-se bons resulta-
dos, mesmo com o0 aumento da dimensionalidade e adicées de complexidade (como
rotagdes e baixo/moderado condicionamento). Uma excecao ocorre quando a dimensi-
onalidade aumenta de 320 para 640 nas fun¢des Rosenbrock rotacionadas e de setor
atrativo (Figura 29e e Figura 29b), onde percebe-se uma degradacao significativa no
desempenho. Os resultados indicam que ha um limite na capacidade do LSMDE de
manter a qualidade das solu¢cdes candidatas no espaco reduzido influenciado pelas ca-
racteristicas intrinsecas do espaco de busca. Na Figura 29f, destaca-se os resultados
obtidos na funcao Different-Powers, tanto em dimensdes baixas quanto altas. Uma ca-
racteristica interessante observada nesta funcéo é a necessidade de mais avaliacoes
de funcao para resolver o problema em dimensdes mais altas.

As ECDF’s para os trés algoritmos selecionados, agregados em todas as 24
funcdes bbob-largescale, podem ser encontradas na Figura 30 para dimensdes 20-D,
40-D, 80-D, 160-D, 320-D e 640-D. Com base na Figura 30, conclui-se que:

» Em todos os problemas bbob-largescale, os algoritmos tém um desempenho pior
com o aumento da dimensionalidade, o que ja era esperado;
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Figura 28 — Grafico ECDF mostrando o desempenho do (a) LSMDE, (b) SHADE-ILS e (c) GL-SHADE,
para diferentes propogées de numero de avaliagées/dimensées em todos os 24 problemas
do suite de teste bbob-largescale.

Fonte: (FONSECA et al., 2023)

» GL-SHADE é o mais afetado pelo aumento na dimensionalidade, de tal maneira
que apenas cerca de 20% dos valores-alvo foram alcancados em comparacao

com cerca dos 40% alcancados pelo LSMDE para 640-D;

« LSMDE supera todos os algoritmos concorrentes com o aumento da dimensiona-
lidade para diferentes categorias de fungdes; no entanto, a medida que a dimen-
sionalidade aumenta, o desempenho tanto do LSMDE quanto do SHADE-ILS se
torna semelhante, com uma diferenca de desempenho de aproximadamente 5%

para 640-D.

Um aspecto importante a destacar € o baixo desempenho do LSMDE e de todos
os algoritmos concorrentes nas funcgoes de estrutura global fraca para 160-D, 320-D e
640-D (maximo de 20% de sucesso), como mostrado na Figura 31. Uma fungcao tem
uma estrutura global fraca se as aptiddes (os valores da funcéo objetivo) dos étimos
locais estdo apenas fracamente relacionados as suas localizacées no espaco de busca.
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Figura 29 — Gréaficos ECDF do LSMDE para as fungoes fs, fs, fs, fo, f14 @and fi5 no conjunto bbob-
largescale, agregados em todas as instancias de cada fungao.

Fonte: (FONSECA et al., 2023)

Por exemplo, quando os 6timos vizinhos geralmente ndo tém aptidées semelhantes
(BROCKHOFF et al., 2022). Esse comportamento torna a busca por uma solucéao
6tima mais dificil, especialmente em alta dimensionalidade. Como o LSMDE usa um
mapeamento continuo do espaco de busca de alta dimensionalidade para um espago



Capitulo 6. Resultados 110
1.0 bbob-largescale f1-f24, 20-D (OLSMDE 1.0 bbob-largescale f1-f24, 40-D LSMDE
51 targets: 100..1e-08 51 targets: 100..1e-08
15 instances 15 instances
0.8 0.8-
0.6- 0.6-
OSHADEILS

©
IS
"

o
IN)

Taxa de sucesso (par fungao-alvo)

SHADELS
GLSHADE

o 2 4 6
log10(# avaliagbes/dimensdo)
(@)

1.0

bbob-largescale f1-f24, 80-D
51 targets: 100..1e-08
15 instances

Taxa de sucesso (par fungdo-alvo)

Q
\GLSHADE

fLSMDE

0 2 4 6
log10(# avaliagdes/dimensdo)
(c)
1.0

bbob-largescale f1-f24, 320-D
51 targets: 100.,1e-08
15 instances

° e °
B [e)] [ee]
| |

Taxa de sucesso (par fungdo-alvo)
o
N}

LSMDE
/@SHADEILS

GLSHADE

) 2 4 6

log10(# avaliagbes/dimensao)
(e)

©
>

°
N

Taxa de sucesso (par fungao-alvo)

4\
\GLSHADE

0 2 4 6
log10(# avaliagdes/dimensdo)
(b)

1.0

bbob-largescale f1-f24, 160-D
51 targets: 100..1e-08
15 instances

0.8-

© o
> o

©
N

Taxa de sucesso (par fungao-alvo)

v2.6

\GLSHADE

LSMDE
$)SHADEILS

0 2 4 6
log10(# avaliagdes/dimensao)
(d)

1.0 bbob-largescale f1-f24, 640-D LSMDE

51 targets: 100.,1e-08

15 instances
0.8-
0.6-

SHADEILS

I
IS

Taxa de sucesso (par fungao-alvo)
o
N

\QG LSHADE

o 2 4 6
log10(# avaliagdes/dimensao)

(f)

Figura 30 — ECDF para os trés algoritmos selecionados, agregados em todas as 24 fungbes do conjunto

bbob-largescale.

Fonte: (FONSECA et al., 2023)

de baixa dimensionalidade, as fun¢des de estrutura global fraca ndo puderam produzir
um espaco de busca alternativo que garantisse a posicao das solugcdes candidatas, o
que causou uma deterioragcao na qualidade da exploragcéao do espago reduzido gerado.
Os resultados sob essa classe especifica de fun¢des abre a oportunidade de novas
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pesquisas e melhorias do método proposto.
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Nesta tese, foi proposto um novo método denominado Low-dimensional Space
Modeling-based Differential Evolution (LSMDE) para resolver problemas de Otimizagcéo
Global em Grande Escala. O LSMDE utiliza um algoritmo de Decomposicéao de Valor
Singular para reduzir o espaco de busca d-dimensional de acordo com 0s recursos
da populacao atual de solugdes candidatas. A busca por solugdes promissoras no
espaco de baixa dimenséao é guiada por um algoritmo SHADE hibridizado com modelos
de mistura gaussiana. Este modelo permite o agrupamento de solugdes de baixa
dimensao, levando em consideragao a incerteza inerente a transformacéo de espaco
e mitigando a perda de informacdes nesse processo. Candidatos para a solucao 6tima
podem ser retornados para o espaco original, e a vizinhanga ao redor do 6timo pode
ser explorada adequadamente por meio de algoritmos de busca local especializados.
O método proposto foi testado a partir de métricas de performance e escalabilidade,
utilizando os principais benchmarks da literatura, CEC’2013 e bbob-largescale.

O Teorema "No Free Lunch" prova matematicamente que nenhum algoritmo
ou método pode ser o melhor para todos os problemas (WOLPERT; MACREADY,
1997). No entanto, de acordo com os resultados experimentais, o LSMDE apresenta
vantagens relevantes como:

i. desempenho superior em fungdes parcialmente separaveis, indicando maior apli-
cabilidade em problemas do mundo real;

ii. 6timo desempenho geral em experimentos com recursos computacionais limita-
dos, mostrando-se eficiente mesmo em cenarios restritos;

iii. método de reducado de dimensionalidade inovador que pode ser adaptado e
aprimorado para diferentes algoritmos populacionais, demonstrando sua versatili-
dade;

iv. flexibilidade e aplicabilidade a diversos problemas de alta dimensionalidade, gra-
cas a aprendizagem com a populacao de solugdes candidatas sem conhecimento
prévio das caracteristicas do espaco de busca;

v. melhor escalabilidade do que as principais metaheuristicas da literatura, apresen-
tando uma perda de performance menor com o aumento da dimensionalidade do
problema, independente das caracteristicas do espacgo de busca;

vi. menor numero de hiper-paradmetros necessarios: A incorpora¢cdo do modelo de
reducao de dimensionalidade e do modelo de mistura gaussiana néo resultou
em um aumento significativo no nimero de hiper-parametros. Essa caracteristica
simplifica a configuracdo do LSMDE e pode contribuir para uma implementagéo
mais direta e menos propensa a erros de ajuste de parametros.
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No entanto, também foram identificadas algumas limitacées, como a falta de
ganho substancial quando ha disponibilidade de grandes recursos computacionais
(representado nessa tese pelo numero de avaliagdes da funcéo objetivo). Além disso,
o desempenho do LSMDE em fungdes nao-separaveis e com estrutura global fraca foi
limitado, sugerindo a necessidade de ajustes nos hiper-parametros do algoritmo para
esses problemas.

Os resultados obtidos indicam que o LSMDE é um método evolutivo promissor
e pratico para resolver problemas de otimizacao, especialmente quando a dimensio-
nalidade do problema aumenta. Entretanto, pesquisas futuras s&o necessarias para
melhorar seu desempenho em fungbes desafiadoras com estruturas globais fracas.

Para trabalhos futuros, o LSMDE pode ser aprimorado por meio do ajuste fino dos
parametros de desempenho, a fim de resolver melhor fun¢des ndo-separaveis. Além
disso, mapeamentos alternativos ou diferentes representacdes do espaco de busca
podem ser explorados para enfrentar o desafio imposto por fungées com estruturas
globais fracas. A aplicacao do LSMDE em diversas areas, como otimizacao de para-
metros, otimizacdo multiobjetivo, mineragdo de dados e selecao de atributos, também
€ um objetivo a ser perseguido.
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