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RESUMO

A Otimização Global em Larga Escala (LSGO) tem sido um campo ativo de pesquisa,
em parte devido às suas aplicações em áreas de ponta, como Deep Learning, Big Data
e problemas complexos do mundo real, como criptografia de imagens e gerenciamento
de tráfego em tempo real. A alta dimensionalidade apresenta um desafio significativo
na resolução de problemas de otimização. A maldição da dimensionalidade refere-se
à crescente dificuldade de encontrar soluções ótimas à medida que o número de
dimensões do problema aumenta, tornando a questão desafiadora. Para abordar isso,
esta tese propõe um método evolutivo denominado LSMDE (Evolução Diferencial
baseada em Modelagem de Espaço de Baixa Dimensionalidade). O método LSMDE
utiliza redução de dimensionalidade por meio da Decomposição em Valor Singular
para construir um espaço de busca de baixa dimensionalidade a partir das soluções
candidatas geradas por um algoritmo de evolução diferencial híbrido denominado
GM-SHADE. Esse algoritmo incorpora um modelo de mistura gaussiana para
melhor explorar o espaço de busca reduzido e mitigar a perda de informação ao
mapear soluções de alta dimensionalidade para soluções de baixa dimensionalidade.
Adicionalmente, o método proposto não exige conhecimento prévio da topologia
do espaço de busca, tornando-o adaptável a diferentes problemas de LSGO. Esta
tese buscou comparar o método proposto com as principais abordagens da literatura
nos benchmarks mais reconhecidos para alta dimensionalidade, usando os critérios
definidos pelo IEEE CEC Special Sessions and Competitions on Large-Scale Global
Optimization. Para analisar a significância das diferenças observadas, foi utilizado o
teste estatístico de Kruskal-Wallis com α igual 0, 05. Experimentos realizados indicam
a superioridade do LSMDE em diferentes características de espaços de busca,
especialmente para funções parcialmente separáveis. Também se observou uma
melhor performance do LSMDE em condições em que o número de avaliações da
função objetivo é restrito, facilitando sua utilização em ambientes onde os recursos
computacionais são limitados. Além disso, esta tese também realizou um teste de
escalabilidade ao comparar o desempenho do LSMDE e seus principais competidores
à medida que a dimensionalidade do problema aumenta. Para essa tarefa, utilizou-se
a suíte de teste bbob-largescale. Os resultados demonstram a robustez do LSMDE
ao aumento da dimensionalidade, alcançando uma taxa de acerto ao valor-alvo entre
40% e 80%.

Palavras-chaves: Modelo de Misturas Gaussianas. Evolução Diferencial.
Redução de Dimensionalidade.



ABSTRACT

Large-Scale Global Optimization (LSGO) has been an active research field, partly
due to its applications in cutting-edge areas such as Deep Learning, Big Data, and
real-world complex problems like image encryption and real-time traffic management.
High dimensionality presents a significant challenge in solving optimization problems.
The curse of dimensionality refers to the increasing difficulty of finding optimal solutions
as the number of problem dimensions increases, making the issue challenging. In
response to this challenge, this thesis proposes an evolutionary method named
LSMDE (Low-Dimensional Space Modeling-based Differential Evolution). LSMDE
uses dimensionality reduction through Singular Value Decomposition to construct a
low-dimensionality search space from the candidate solutions generated by a hybrid
differential evolution algorithm called GM-SHADE. This algorithm incorporates a
Gaussian mixture model to better explore the reduced search space and mitigate
information loss when mapping high-dimensionality solutions to low-dimensionality
ones. Additionally, the proposed method does not require prior knowledge of the
search space topology, making it adaptable to various LSGO problems. This thesis
sought to compare the proposed method with the main approaches in the literature on
the most recognized benchmarks for high dimensionality, using the criteria defined by
the IEEE CEC Special Sessions and Competitions on Large-Scale Global Optimization.
To analyze the significance of the observed differences, the Kruskal-Wallis statistical
test was used with α set at 0.05. Experiments conducted indicate LSMDE’s superiority
in different search space characteristics, especially for partially separable functions.
A better performance of LSMDE was also observed in conditions where the number
of objective function evaluations is limited, facilitating its use in environments where
computational resources are constrained. Furthermore, this thesis also conducted
a scalability test by comparing LSMDE’s performance and its main competitors as
the problem’s dimensionality increases. For this task, the bbob-largescale test suite
was used. The results demonstrate LSMDE’s robustness to increasing dimensionality,
achieving a success rate to the target value between 40% and 80%.

Palavras-chaves: Gaussian Mixture Models. Differential Evolution. Dimensionality
reduction.
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1 INTRODUÇÃO

1.1 MOTIVAÇÃO E JUSTIFICATIVA

A área de Otimização Global em Larga Escala (Large Scale Global Optimization
- LSGO) lida com problemas de otimização em alta dimensionalidade, ou seja, cujo
número de variáveis de decisão é considerado alto (KIM; CHOI, 2020). Embora o limiar
exato possa variar dependendo do contexto específico, muitos pesquisadores conside-
ram que problemas com mais de 1.000 variáveis reais são de alta dimensionalidade
(CHEN; TAN, 2023; LIU; CHENG et al., 2023; LI; WANG et al., 2023). No entanto, pro-
blemas com apenas algumas centenas de variáveis também podem ser considerados
de alta dimensionalidade, se a estrutura do problema for complexa ou se requisitos
computacionais necessários forem intensivos. Por exemplo, problemas de otimização
global que envolvem redes neurais profundas ou grandes conjuntos de dados podem
ser considerados de alta dimensionalidade, mesmo que o número absoluto de variá-
veis não seja extremamente alto, devido à complexidade inerente desses problemas
(MOUSAVIRAD; RAHNAMAYAN, 2020).

O estudo de problemas LSGO é de grande relevância para a Ciência da Com-
putação, não apenas pelo desenvolvimento de novos métodos evolutivos para esses
problemas, mas também pelo incentivo às linhas de pesquisa intimamente ligadas à
projetos computacionais em larga escala, como Sistemas Distribuidos e Algoritmos
Paralelos (DE FALCO; DELLA CIOPPA; TRUNFIO, 2019). A aplicabilidade de LSGO
em áreas atuais como Deep Learning, Big Data , entre outros, também é um fator
que atrai o interesse pelo projeto de algoritmos cada vez mais eficientes. (OMIDVAR;
LI, 2017; TABERNIK; SKOČAJ, 2019). Contudo, vários fatores tornam a resolução
de problemas LSGO um grande desafio. Por exemplo, a avaliação de problemas em
larga escala costuma ser computacionalmente custosa (LI, L. et al., 2021). Este é
frequentemente o caso em muitos problemas do mundo real, como encriptação de
imagens (CHOWDHARY et al., 2020; TAMANG et al., 2021), gerenciamento de tráfego
em tempo real (LUAN et al., 2020), entre outros.

Outro fator que contribui para a dificuldade na resolução de problemas de Otimi-
zação em Larga Escala é a interação entre variáveis. Essa interação impede que as
mesmas sejam otimizadas de forma independente para encontrar o ótimo global de
uma função objetivo (LI; GUO et al., 2021; DE FALCO; DELLA CIOPPA; TRUNFIO,
2019). Na literatura de Otimização Contínua, a interação entre variáveis é comumente
referida como Não-separabilidade (JAMIL; YANG, 2013; CARAFFINI; NERI; PICINALI,
2014) e na literatura de Algoritmos Genéticos, esse fenômeno é denominado Epistasia
ou Interação Gênica (CHEN, Y.-p. et al., 2007; JAFARI et al., 2019).

Para lidar com a Não-separabilidade, técnicas de Decomposição com Coevolução
Cooperativa são frequentemente empregadas para dividir as variáveis de decisão do
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problema em vários subproblemas, cada um contendo um subconjunto das dimensões
originais (REN et al., 2021; XUE et al., 2020; DE FALCO; DELLA CIOPPA; TRUNFIO,
2019). No entanto, o particionamento das dimensões potencialmente reduz a cobertura
do espaço de busca, uma vez que o resultado da otimização é a combinação de
múltiplos subespaços otimizados. Além disso, a identificação do melhor agrupamento
de dimensões exige avaliações de custo computacional mais elevado (DEL SER et al.,
2019; REN et al., 2021; LI; GUO et al., 2021; KOÇER; UYMAZ, 2021).

Para mitigar o problema da dependência de variáveis, Metaheurísticas Não-
baseadas em Decomposição vem sendo desenvolvidas ao longo dos últimos anos
(SCHOEN; TIGLI, 2021; JIAN; CHEN et al., 2021; ZHANG; ZHAN; ZHANG, 2020; DE
FALCO; DELLA CIOPPA; TRUNFIO, 2019). Essa abordagem consiste em aprimorar
a exploração de espaços de busca de alta dimensionalidade através da criação de
novos operadores evolutivos, métodos de inicialização, buscas locais especializadas
e estratégias que otimizam o espaço multidimensional de maneira conjunta, sendo
responsáveis pelo desenvolvimento de importantes algoritmos para problemas LSGO
(PACHECO-DEL-MORAL; COELLO, 2020; MOLINA; LATORRE; HERRERA, 2018).
Contudo, esses algoritmos ainda sofrem com o crescimento exponencial do espaço
de busca e de ótimos locais devido ao aumento da dimensionalidade do problema
(REN et al., 2021; LI, L. et al., 2021). Pesquisas recentes também sugerem que a
balanceamento entre exploração e intensificação é prejudicado em espaços de alta di-
mensionalidade (KOCER; UYMAZ, 2018; BOLUFÉ-RÖHLER; CHEN; TAMAYO-VERA,
2019). Portanto, uma estratégia de busca mais eficiente é necessária para explorar
regiões promissoras nesses espaços (KOCER; UYMAZ, 2018; BOLUFÉ-RÖHLER;
CHEN; TAMAYO-VERA, 2019).

Bagattini, Schoen e Tigli (2018) e Bagattini, Schoen e Tigli (2019) demonstra-
ram que é possível reduzir os efeitos da dimensionalidade através de uma otimização
em um espaço de busca reduzido dimensionalmente. Os resultados, apesar de en-
corajadores, se basearam na análise prévia de características do espaço de busca
para desenvolvimento de técnicas de redução de dimensionalidade específicas para
cada tipo de espaço, não sendo possível estendê-las a problemas gerais de LSGO
(SCHOEN; TIGLI, 2021).

Para avançar as pesquisas anteriores e desenvolver um método que não se
baseie em suposições iniciais sobre características do espaço, esta tese propõe utili-
zar uma técnica de redução de dimensionalidade por Aprendizado de Máquina Não-
Supervisionado para reduzir dinamicamente o espaço de busca gerado por uma me-
taheurística populacional. Foi escolhido a Evolução Diferencial (Differential Evolution
- DE ) como metaheurística devido aos excelentes resultados para problemas LSGO
promovidos por suas variantes ao longo dos últimos anos (DE FALCO; DELLA CIOP-
PA; TRUNFIO, 2019; MOLINA; NESTERENKO; LATORRE, 2019; MAUČEC; BREST,
2019) e por permitir uma análise comparativa com os principais algoritmos para LSGO
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disponíveis na literatura (muitos dos quais são variantes de DE).

1.2 PROBLEMA DE PESQUISA

Métodos evolutivos são abordagens poderosas para problemas de otimização
complexos, senão impossíveis, de resolver por meio de métodos analíticos conven-
cionais. No entanto, quando esses problemas apresentam alta dimensionalidade, o
desempenho de muitos métodos evolutivos decai devido a diversos fatores, entre e-
les, o mais conhecido é a "maldição da dimensionalidade"(REN et al., 2021; LI, L. et
al., 2021). Esse fenômeno se refere ao rápido aumento da complexidade e do custo
computacional à medida que a dimensionalidade do problema aumenta.

Entre outros fatores que contribuem para a complexidade na resolução de pro-
blemas de alta dimensionalidade estão a não-separabilidade, a multimodalidade e o
mal-condicionamento. A não-separabilidade implica que as variáveis do problema in-
teragem entre si, impossibilitando a resolução do problema simplesmente resolvendo
subproblemas definidos por cada variável individualmente (LI; GUO et al., 2021; DE
FALCO; DELLA CIOPPA; TRUNFIO, 2019). A multimodalidade, por outro lado, é a exis-
tência de vários ótimos locais, além do ótimo global, que podem desviar os algoritmos
de encontrar a solução ideal. Por fim, o mal-condicionamento dos problemas, ou seja,
a diferença na sensibilidade da função de aptidão ao variar diferentes direções, é outra
dificuldade que pode dificultar a otimização em larga escala. Essa questão é especial-
mente problemática quando o mal-condicionamento muda dependendo da posição no
espaço de busca ou quando o problema mal-condicionado também é não-separável.

Para contornar esse e outros fatores, técnicas de redução de dimensionalidade
podem ser utilizadas. Essas técnicas transformam o espaço de busca de alta dimensão
em um espaço de busca de dimensão inferior, tornando o problema mais gerenciável
(BAGATTINI; SCHOEN; TIGLI, 2018, 2019). No entanto, a redução de dimensiona-
lidade não é isenta de desafios. Técnicas de redução de dimensionalidade muito
específicas, que levam em conta as características do espaço de busca, restringem
a aplicabilidade do método a diferentes problemas LSGO (SCHOEN; TIGLI, 2021).
Em contra partida, algumas técnicas de redução de dimensionalidade baseadas em
aprendizado de máquina podem ser uma alternativa para o problema, contudo, uma
transformação de espaço de tal natureza pode introduzir incertezas e distorcer a es-
trutura do problema de otimização, potencialmente prejudicando a capacidade dos
algoritmos desenvolvidos de encontrar a solução ideal.

Nesse contexto, a questão de pesquisa que esta tese busca responder é: "Como
desenvolver um método evolutivo eficaz que aproveite as vantagens da redução
de dimensionalidade para resolver problemas de otimização em larga escala, ao
mesmo tempo que gerencie efetivamente a incerteza e a distorção introduzidas
pela transformação do espaço de busca?"
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Para responder a esta questão, esta tese propõe investigar o desenvolvimento
de um método evolutivo que utiliza uma técnica de redução de dimensionalidade adap-
tativa baseada em aprendizado de máquina para tornar a otimização mais eficiente
e Modelos de Misturas Gaussianas (GMM) para gerenciar a incerteza resultante do
processo anterior. Espera-se que o GMM seja capaz de mitigar os efeitos relacionados
com a perda de informação inerente ao processo de transformação de espaço de modo
a viabilizar a exploração em um espaço de busca de baixa dimensionalidade.

1.3 OBJETIVO GERAL

Propor um método evolutivo baseado em Redução de Dimensionalidade e Mo-
delos de Misturas Gaussianas para exploração eficiente de espaços de busca de
problemas de Otimização Global em Larga Escala (LSGO).

1.3.1 Objetivos Específicos

Os objetivos específicos desta tese são:

• Analisar de forma crítica as abordagens, metodologias, e avanços significativos
no campo de Problemas de Otimização Global em Grande Escala (LSGO) pu-
blicados na literatura científica nos últimos dez anos, com o intuito de identificar
tendências atuais, lacunas de pesquisa e oportunidades para futuros estudos.

• Investigar o desenvolvimento de uma técnica de redução de dimensionalidade
adaptativa que possa ser acoplada a diferentes metaheurísticas populacionais
em um processo de exploração de espaços de busca.

• Modelar o espaço de busca de baixa dimensionalidade através de modelos de
misturas gaussianas afim de mitigar os efeitos ocasionados pela transformação
de espaço.

• Desenvolver um método evolutivo que possa ser aplicável para diferentes me-
taheurísticas populacionais sob diferentes espaços de busca.

• Avaliar o método proposto.

1.4 CONTRIBUIÇÕES E INEDITISMO

Esta tese apresenta um método de Evolução Diferencial baseado em Espaços de
Baixa Dimensionalidade (LSMDE) para abordagens não-baseadas em decomposição
que utiliza uma técnica de redução de dimensionalidade adaptativa para construir um
espaço de busca de baixa dimensionalidade a partir das características da população
atual de soluções candidatas geradas por uma metaheurística populacional geral. O
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método apresentado não requer conhecimento prévio sobre o espaço de busca para
explorá-lo. Modelos de Mistura Gaussiana (GMM) são usados em conjunto com a
metaheurística para promover a busca por soluções ótimas no espaço reduzido. O
GMM mitiga o erro no mapeamento de indivíduos de alta dimensão para indivíduos de
baixa dimensão por agrupamento suave usando distribuições de probabilidade. Entre
as principais contribuições desta pesquisa encontram-se:

• Uma técnica de redução dimensionalidade adaptativa que pode ser utilizada por
diferentes metaheurísticas baseadas em população.

• O desenvolvimento de um método evolutivo que permite o aprendizado a partir
da população atual de soluções candidatas sem necessidade de conhecimento
prévio sobre as características do espaço de busca, tornando-o mais flexível e
aplicável a uma variedade de problemas LSGO.

• Uma investigação detalhada e crítica dos diversos algoritmos voltados para pro-
blemas LSGO que emergiram no curso da última década.

• O desenvolvimento do LSMDE, um algoritmo baseado no método proposto.

• Além disso, este trabalho inova pela sua abordagem interdisciplinar, ao combinar
técnicas tradicionalmente usadas no aprendizado de máquina com metaheurísti-
cas com o objetivo de resolver problemas de otimização global.

1.5 PUBLICAÇÕES & RECONHECIMENTOS

Até o momento, esta tese culminou em duas publicações relevantes em uma
revista e evento da área, respectivamente:

• Low-dimensional Space Modeling-based Differential Evolution for Large Scale
Global Optimization Problems - IEEE Transactions on Evolutionary Computation
(2022) (Qualis A1) (FONSECA et al., 2022).

• Low-dimensional Space Modeling-based Differential Evolution: A scalability pers-
pective on bbob-largescale suite - International Work-Conference on Artificial
Neural Networks (2023) (Qualis B1) (FONSECA et al., 2023).

Além das publicações mencionadas, a pesquisa tema desta tese foi também re-
conhecida através de uma bolsa pelo programa CAPES-PRINT para um doutorado
sanduíche na Polytechnique Montreal, Canadá. Uma parte significativa do desenvolvi-
mento deste trabalho foi realizada no Laboratoire en Intelligence des Données (LID).

A pesquisa recebeu financiamento do Scale AI, uma iniciativa canadense que
visa acelerar a adoção da inteligência artificial no setor industrial. Esses recursos foram
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fundamentais para implementar uma versão do método proposto na empresa Logistik
Inc, contribuindo assim para a aplicação prática dos resultados obtidos.

Adicionalmente, os frutos deste trabalho proporcionaram um financiamento para
participação no evento AI WEEK 2022, organizado pelo Alberta Machine Intelligen-
ce Institute, proporcionando uma valiosa oportunidade de compartilhar e discutir os
avanços da pesquisa com outros profissionais da área.

1.6 ADERÊNCIA AO PPGCC/LINHA DE PESQUISA

Esta tese está em consonância com a Linha de Pesquisa de Inteligência Com-
putacional do Programa de Pós-Graduação em Ciência da Computação da UFSC em
duas vertentes principais: A modelagem da proposta e a relevância do problema a ser
resolvido.

• Modelagem da proposta: o desenvolvimento de um método que utiliza técnicas
de Computação Evolutiva e Aprendizado de Máquina configura o uso inovador
das abordagens previstas na Linha de Pesquisa de Inteligência Artificial.

• Resolução do problema: Problemas de Otimização em Larga Escala configu-
ram uma área de importância crescente devido sua complexidade de resolução
e impacto em diferentes tecnologias utilizadas na sociedade atual.

1.7 ORGANIZAÇÃO DO TRABALHO

O restante deste documento está estruturado da seguinte forma:

1.7.1 Capítulo 2: Revisão da Literatura

Neste capítulo, efetua-se uma revisão sistemática e abrangente da literatura per-
tinente ao campo de problemas de otimização em Larga-Escala (LSGO). O segmento
inicial proporciona uma visão geral do estado atual da arte, seguido por uma análise de
trabalhos anteriores relevantes para o objeto de investigação. Esta análise contempla:

• Critérios de Seleção: São elucidados os critérios adotados na seleção dos tra-
balhos que compõem a revisão, assegurando que tal escolha seja representativa
e pertinente ao escopo da pesquisa em curso.

• Metodologias e Técnicas: Discutem-se em detalhe as metodologias e técni-
cas utilizadas nos trabalhos considerados na revisão, com enfoque nas suas
vantagens e limitações.

• Identificação de Lacunas: Com base na revisão conduzida, identificam-se la-
cunas no conhecimento atual que fundamentam a necessidade da investigação
empreendida.
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A revisão da literatura estabelece não apenas o alicerce teórico para a pesqui-
sa, mas também serve como indicativo para áreas que requerem estudo adicional,
justificando assim o ineditismo e o impacto potencial do trabalho em desenvolvimento.

1.7.2 Capítulo 3: Fundamentação Teórica

Este capítulo é organizado em quatro subseções, cada uma abordando um pilar
teórico essencial para a compreensão do método proposto:

• Metaheurísticas Populacionais: Dado que o método proposto emprega uma
metaheurística populacional como mecanismo de busca, são discutidas as es-
tratégias algorítmicas para otimização que utilizam um conjunto de soluções
candidatas. Esta subseção tem como objetivo fornecer uma visão abrangente da
técnica envolvida.

• Aprendizado por Oposição: A incorporação de um mecanismo de aprendizado
por oposição é uma estratégia utilizada para enriquecer a diversidade da po-
pulação inicial de soluções candidatas. Assim, são elucidados o conceito e as
aplicações práticas do aprendizado por oposição no domínio da otimização.

• Redução de Dimensionalidade por Decomposição de Valor Singular (SVD):
A mitigação da maldição da dimensionalidade é abordada por meio da redução
da dimensionalidade do espaço de busca, para a qual o método SVD é utilizado.
Esta subseção visa esclarecer a relevância e eficácia do SVD em contextos de
grandes conjuntos de dados.

• Modelos de Mistura Gaussiana: Após a redução da dimensionalidade, torna-se
crucial modelar de forma apropriada o espaço de busca reduzido. Para essa
tarefa, modelos de mistura são considerados. Nesta subsecção são discutidos
os aspectos matemáticos desses modelos e sua importância na estrutura geral
da pesquisa.

Ao abordar esses quatro pilares teóricos, esta secção tem como objetivo estabe-
lecer uma base sólida para a compreensão, concepção e avaliação crítica do método
proposto.

1.7.3 Capítulo 4: Modelagem do espaço de busca de baixa dimensionalidade

Este capítulo apresenta os conceitos matemáticos necessários para a interpre-
tabilidade do espaço de busca de baixa dimensionalidade. Os conceitos matemáticos
decorrentes da secção de fundamentação teórica são adaptados para permitir a explo-
ração de um problema de otimização global. Os tópicos centrais abordados incluem:
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• Princípios da transformação de espaço: Através de um exemplo ilustrativo,
apresenta-se uma problemática de otimização e como é possível reduzir sua
dimensionalidade. Esta abordagem permite a parametrização e a busca de solu-
ções em um espaço reduzido dimensionalmente.

• Problemas reduzidos via Decomposição de Valor Singular: Explora-se a técni-
ca de redução de dimensionalidade Decomposição de Valor Singular (SVD) para
transformar um subespaço de alta dimensionalidade em um espaço de baixa
dimensionalidade.

• Modelagem de espaço de busca reduzido: Aprofunda-se na utilização de mo-
delos de mistura para representar o espaço de busca reduzido. Aspectos mate-
máticos como a Equação de Maximização de Verossimilhança e a atualização
de parâmetros são detalhados. Em particular, a utilização do Algoritmo de maxi-
mização de expectativa (EM) e sua convergência são abordados.

1.7.4 Capítulo 5: Proposta de Tese

Neste capítulo, detalha-se a proposta central da tese, focada na otimização em
larga escala e na avaliação do desempenho de método proposto. Os tópicos centrais
abordados são:

• Descrição do método: É apresentada a visão geral do LSMDE, destacando cada
uma das principais etapas do processo. Em seguida, cada etapa é detalhada para
a compreensão da proposta de tese.

• Procedimentos metodológicos: Apresenta-se os princípios norteadores para os
experimentos realizados sobre o método proposto e seus principais competidores.
Em especial, detalha-se os benchmarks e os critérios de avaliação utilizados na
pesquisa

1.7.5 Capítulo 6: Resultados

Este capítulo apresenta os principais resultados decorrentes da pesquisa. Os
resultados são divididos em três categorias principais:

• Análise de performance do LSMDE comparado com o estado da arte:
Apresentam-se as análises de desempenho do método proposto em comparação
as principais abordagens da literatura segundo o IEEE CEC Special Sessions
and Competitions on Large-Scale Global Optimization.

• Análise de performance de algoritmos similares ao método proposto:
Apresentam-se as análises de desempenho do método proposto em comparação
a abordagens similares, ou seja, que utilizam Aprendizado por Oposição ou
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Redução de Dimensionalidade ou Modelos de Mistura Gaussiana, entre outros
aspectos.

• Análise estatística: Apresentam-se as análises estatísticas que mostram o de-
sempenho superior do LSMDE para diferentes características de espaço de bus-
ca quando comparado com as melhores abordagens dos experimentos anterio-
res.

• Análise de escalabilidade: Apresenta-se as análises que mostram que o LSM-
DE é robusto com relação ao aumento de dimensionalidade do problema para
diferentes características de espaço de busca.

1.7.6 Capítulo 7: Conclusões

Neste último capítulo, articula-se os principais achados da pesquisa, refletindo
sobre suas implicações, limitações e potenciais contribuições para o campo de otimi-
zação em Larga-Escala. A estrutura do capítulo se desdobra da seguinte maneira:

• Síntese dos Resultados: Resgatam-se os principais pontos da tese, consoli-
dando as descobertas e enfatizando sua relevância no contexto mais amplo da
literatura revisada.

• Contribuições da Pesquisa: Destacam-se as inovações e distinções que esse
trabalho trouxe ao campo de estudo, considerando tanto aspectos teóricos quanto
práticos.

• Limitações e Desafios: Com humildade acadêmica, apresenta-se aqui os limites
do nosso estudo, ponderando as áreas que poderiam ser melhoradas ou que não
foram abrangidas na presente pesquisa.

• Recomendações para Pesquisas Futuras: Baseado nas descobertas e nos de-
safios identificados, propõe-se direções promissoras para futuras investigações.
Este segmento tem como objetivo inspirar e orientar pesquisadores que desejem
aprofundar ou expandir o trabalho aqui iniciado.



2 REVISÃO DA LITERATURA

Este capítulo tem por objetivo apresentar as principais contribuições para Pro-
blemas de Otimização Global em Larga Escala - Large-Scale Global Optimization
Problems (LSGO) na última década, bem como o detalhamento do processo de análi-
se realizado para a construção do corpus de investigação e os instrumentos de busca
e seleção aplicados.

2.1 ELEMENTOS DE BUSCA E SELEÇÃO

Para construção do corpus de investigação é necessário definir quais bases
eletrônicas indexam os artigos mais relevantes produzidos dentro da área de pesquisa.
As principais bases que indexam pesquisas na área de Ciência da Computação são
(NEIVA; SILVA, 2016):

• Scopus

• IEEE Xplore

• ScienceDirect

• Springer

• ACM

Sobre a base Scopus, pontua-se que a busca por palavras-chave foi removida
no final de 2020, mantendo apenas a busca por autor, periódico e área geral de
pesquisa. Tais critérios permitem uma busca generalista, dificultando o direcionamento
dos trabalhos encontrados para o foco de pesquisa desejado, além de diferir dos
critérios de seleção utilizados nas demais bases. Logo, optou-se por retirar a Scopus da
composição do corpus deste trabalho. Espera-se que trabalhos relevantes indexados
na base Scopus estejam também indexados em outras bases aqui investigadas, de
modo a mitigar os potenciais efeitos prejudiciais causados pela sua eliminação.

Definidas as bases, a próxima etapa a ser realizada é a construção da string de
busca. A string deve conter a essência da pesquisa desenvolvida e refletir os aspectos
específicos que permitam selecionar apenas os trabalhos que possam ser devidamente
comparados e avaliados com a proposta de tese apresentada. A partir de um processo
de construção e refinamento, a string desenvolvida para essa tese foi definida como:

("Large Scale Global Optimization" OR "Large Scale Optimization")
AND

("Uncertainty" OR "Dimensionality Reduction" OR "CEC’2013" OR "bbob-largescale")
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As duas primeiras palavras-chave, Large Scale Global Optimization e Large Scale
Optimization, representam a nomenclatura corrente utilizada para otimização em alta
dimensionalidade ou Larga Escala (LSGO). Logo, a composição dessas palavras-
chave retorna todo o histórico de trabalhos realizados na área de LSGO.

É importante que dentro desse grupo, sejam identificados os trabalhos que foram
desenvolvidos utilizando princípios semelhantes à abordagem da tese. Logo, o ope-
rador Booleado AND aplicado às duas palavras-chave seguintes limita a busca aos
trabalhos de LSGO que utilizaram algum tipo de modelagem de incerteza e/ou redução
de dimensionalidade em seu escopo.

As últimas duas palavras-chave adicionam, ao corpus existente, trabalhos que
foram testados nos principais benchmarks para a área de Otimização em Larga Escala:
O CEC’2013, inicialmente apresentado no CEC’2013 Special Session and Competition
on Large-Scale Global Optimization (LI, X. et al., 2013) e sendo o mais recente ben-
chmark usado até os dias atuais sob a revisão do IEEE Task Force on Large-Scale
Global Optimization; e a suite de teste bbob-largescale, uma extensão do conjunto
BBOB (Black-Box Optimization Benchmarking) original, que é comumente usado para
avaliar o desempenho de algoritmos de otimização em alta dimensionalidade sob a
perspectiva de escalabilidade (VARELAS et al., 2020).

O benchmark CEC’2013 possui um conjunto de 15 funções de teste para LSGO
com diferentes características e níveis de complexidade. Enquanto a suite de teste
bbob-largescale apresenta 24 funções com novas características em comparação às
apresentadas pelo CEC’2013. Juntos, os dois benchmarks englobam uma grande
variedade de espaços de busca e problemas de otimização contínua em larga escala.
Mais detalhes sobre a composição desses benchmark e características dos espaços
dos espaços de busca contidos neles são discutidos no capítulo 5 desta tese.

Verificou-se que os trabalhos de apresentação de métodos considerados estado
da arte em LSGO estão englobados nestas palavras-chave. Entre outras vantagens,
os CEC’2013 e bbob-largescale permitem comparar os algoritmos derivados desses
métodos de acordo com os mesmos padrões de avaliação e performance.

Em resumo, a string de busca completa adiciona ao corpus já composto de tra-
balhos sobre LSGO que utilizaram modelagem de incerteza e/ou técnicas de redução
de dimensionalidade, os trabalhos sobre LSGO avaliados nos principais benchmarks
que abrangem o estado da arte para o problema.

Foram considerados pesquisas publicadas em periódicos e eventos de Ciência
da Computação na área de Inteligência Artificial e Otimização nos últimos dez anos,
divididos em IEEE Xplore (56), ACM (136), Springer (379) e ScienceDirect (239). É
importante ressaltar que um mesmo artigo pode estar indexado em mais de uma base.

A seleção dos artigos finais deu-se principalmente através da leitura dos re-
sumos, salvo os casos em que as informações não estavam plenamente descritas e
precisou-se verificar a secção de metodologia. Trabalhos não relacionados com o tema,
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duplicados ou que utilizaram benchmarks anteriores aos CEC’2013 e bbob-largescale
não foram considerados, com exceção daqueles que utilizaram métodos semelhantes
à abordagem proposta nesta tese ou serviram de base para algoritmos competitivos
considerados na IEEE Task Force on Large-Scale Global Optimization.

O Quadro 1 representa os 61 principais trabalhos na área de LSGO dos últi-
mos dez anos. Alguns trabalhos de 2012 foram incorporados a análise devido sua
importância para o desenvolvimento da área de LSGO, com métodos que serviram
de inspiração para vários trabalhos mais recentes ou que ainda se mantém competiti-
vos até os dias atuais. Os trabalhos no Quadro 1 foram selecionados para compor o
corpus de investigação desta tese e categorizados de acordo com o uso ou não de
uma estratégia baseada na decomposição do espaço de busca. A subsecção seguinte
apresenta os detalhamento de algumas dessas pesquisas.

Quadro 1 – Trabalhos selecionados

Artigo Decomposição Não-Decomposição
Li, Wang et al. (2023) ✓

Chen e Tan (2023) ✓

Rodrigues et al. (2023) ✓

Fonseca et al. (2022) ✓

Song, Wang e Cai (2022) ✓

Mai Sun et al. (2022) ✓

Hiba, Rahnamayan et al. (2022) ✓

Li, Guo et al. (2021) ✓

Feng et al. (2021) ✓

Schoen e Tigli (2021) ✓

Ren et al. (2021) ✓

Jian, Chen et al. (2021) ✓

Lin Li et al. (2021) ✓

Koçer e Uymaz (2021) ✓

Yang et al. (2020) ✓

Xue et al. (2020) ✓

Pacheco-Del-Moral e Coello (2020) ✓

Ge, Zhao et al. (2020) ✓

Zhang, Zhan e Zhang (2020) ✓

Ma e Bai (2020) ✓

Hanbo Deng et al. (2019) ✓

De Falco, Della Cioppa e Trunfio (2019) ✓

Kazimipour, Omidvar et al. (2019) ✓

Zhang, Gong et al. (2019) ✓
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Quadro 1 - Continuação
Artigo Decomposição Não-Decomposição

Chen, Sun e Palade (2019) ✓

Hiba, Ibrahim e Rahnamayan (2019) ✓

Hiba, El-Abd e Rahnamayan (2019) ✓

Yuan Sun et al. (2019) ✓

Sopov e Vakhnin (2019) ✓

Dong, Wang e Zhou (2019) ✓

Hadi, Mohamed e Jambi (2019) ✓

Bagattini, Schoen e Tigli (2019) ✓

Sanyang e Kaban (2019) ✓

Bagattini, Schoen e Tigli (2018) ✓

Molina, LaTorre e Herrera (2018) ✓

Maučec, Brest, Bošković et al. (2018) ✓

Wang, Liu et al. (2018) ✓

Segredo et al. (2018) ✓

An Chen et al. (2018) ✓

Mahdavi, Rahnamayan e Shiri (2018) ✓

Marcelino et al. (2018) ✓

Mohapatra, Das e Roy (2017) ✓

Hiba, Mahdavi e Rahnamayan (2017) ✓

Liu, Wang et al. (2017) ✓

Mahdavi, Rahnamayan e Shiri (2017) ✓

Glorieux et al. (2017) ✓

Kabán, Bootkrajang e Durrant (2016) ✓

Mahdavi, Rahnamayan e Deb (2016) ✓

Liu, Guan et al. (2015) ✓

Ge, Sun et al. (2015) ✓

Molina e Herrera (2015) ✓

Wei, Wang e Zong (2014a) ✓

Wei, Wang e Zong (2014b) ✓

Kazimipour, Li e Qin (2014) ✓

LaTorre, Muelas e Pena (2013) ✓

Wei, Wang e Huo (2013) ✓

Liu e Tang (2013) ✓

Korošec e Šilc (2013) ✓

Fister, Žumer et al. (2012) ✓

LaTorre, Muelas e Pena (2012) ✓
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Quadro 1 - Continuação
Artigo Decomposição Não-Decomposição

Zhang e Li (2012) ✓

Fonte: Autor

2.2 TRABALHOS RELACIONADOS

Vários algoritmos específicos foram propostos para lidar com problemas de LSGO
na última década. De acordo com Jian, Zhan e Zhang (2020), existem duas categorias
principais de abordagens para esse tipo de problema: métodos de decomposição ba-
seados em Coevolução Cooperativa (CC) e métodos não-baseados em decomposição.
Métodos baseados em decomposição seguem a abordagem de dividir e conquistar,
decompondo os problemas LSGO em vários subcomponentes de baixa dimensiona-
lidade, enquanto que métodos não-baseados em decomposição focam em aprimorar
a exploração de espaços de busca d-dimensionais através da criação de novos ope-
radores evolutivos e buscas locais especializadas. Esta tese foca na investigação e
desenvolvimento de um método evolutivo para LSGO que pode ser classificado como
não-baseado em decomposição. Contudo, o LSMDE apresenta uma diferença signi-
ficante ao reduzir a dimensionalidade do espaço de busca como um todo visando
reduzir a complexidade do problema. A Figura 1 ilustra a estratégia de otimização
das duas abordagens principais e do método proposto. Um breve histórico das duas
abordagens é importante para a visualização do contexto geral na área de Problemas
de Otimização em Larga Escala. As subseções a seguir fornecem uma visão geral dos
algoritmos desenvolvidos a partir de ambos os métodos no período analisado.

2.2.1 Métodos baseados em Decomposição

Por muitos anos, Coevolução Cooperativa (CC) tem sido considerada um método
baseado em decomposição promissor para problemas LSGO. Contudo, a convergência
prematura e o custo computacional ainda são fatores que dificultam a sua utilização.
Zhang e Li (2012) propuseram uma alternativa para minimizar os impactos desses
problemas através do uso de CC combinado com uma busca global. A abordagem
era baseada em dois estágios, um estágio de exploração de subespaço e um estágio
de exploração do espaço global. Denominado CCGS, o algoritmo de dois estágios
apresentou resultados superiores aos algoritmos de referência até aquele momento.
Posteriormente, Wei, Wang e Huo (2013) propuseram uma busca paralela em múlti-
plas regiões do espaço de busca auxiliada por uma função de suavização que elimina
soluções locais ao longo do processo de otimização, mitigando o problema do custo
computacional associado à essas estratégias. Mais recentemente, De Falco, Della Ci-
oppa e Trunfio (2019) investigaram um método CC assistido por uma função substituta
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(a)

(b)

(c)

Figura 1 – Estratégia de otimização das principais abordagens de resolução de problemas LSGO

Fonte: Autor

(SACC), no qual substitutos de aptidão são explorados dentro dos subcomponentes
de baixa dimensão resultantes da decomposição do problema. De acordo com os
resultados, o SACC é capaz de diminuir significativamente a convergência prematura.

Uma estratégia intuitiva que visa melhorar o desempenho de algoritmos para
LSGO é a inicialização de populações. Seguindo essa linha, Mahdavi, Rahnamayan e
Deb (2016) propuseram uma Coevolução Cooperativa com estratégias de inicialização
de populações baseadas em região central que obteve resultados promissores em
funções não-separáveis de alta dimensionalidade, enquanto que Glorieux et al. (2017)
apresentaram uma nova arquitetura de reinicialização no algoritmo denominado Coe-
volução Cooperativa Construtiva (C3). Um algoritmo de otimização integrado otimiza
os subproblemas separadamente enquanto troca informações para co-adaptar as solu-
ções para os subproblemas. Além disso, C3 inclui uma nova heurística construtiva que
gera diferentes soluções viáveis para todo o problema e, assim, acelera a busca.

Uma das estratégias mais utilizadas em métodos baseados em decomposição é
identificar relações entre variáveis para otimizá-las de maneira conjunta e diminuir a
dimensionalidade do problema. Esse agrupamento pode ser aleatório (SOPOV; VAKH-
NIN, 2019) ou de acordo com algum critério pré-definido (WEI; WANG; ZONG, 2014a)
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(LIU; WANG et al., 2017). A busca por alternativas mais eficientes para a construção
de subcomponentes menores levou os pesquisadores ao aprofundamento de novas
técnicas de agrupamento de variáveis. Wei, Wang e Zong (2014b) propuseram dividir
as variáveis do problema em dois grupos distintos: com interação e sem interação.
A partir dessa divisão, é aplicado um algoritmo de evolução diferencial de caracterís-
ticas específicas para cada grupo. Resultados indicaram que a separação proposta
alcançou resultados melhores que abordagens anteriores.

Para o melhor agrupamento de variáveis, é necessário identificar suas relações
de dependência de maneira efetiva. Ge, Sun et al. (2015) propuseram um operador de
busca rápida para capturar dependências. Além disso, os pesquisadores desenvolve-
ram uma mutação entre grupos para melhorar a relação exploração e intensificação.
Liu, Guan et al. (2015) e Wang, Liu et al. (2018) também desenvolveram estratégi-
as para minimizar as limitações na detecção de dependências entre certas variáveis
utilizando um agrupamento baseado em fórmula (FBG). No FBG, as variáveis po-
dem ser agrupadas automaticamente em um número adequado de subcomponentes.
Posteriomente, foi demonstrado que o agrupamento diferencial também tem um bom
desempenho na decomposição de problemas LSGO, detectando efetivamente a in-
teração entre as variáveis de decisão. An Chen et al. (2018) melhoraram a precisão
da decomposição do agrupamento diferencial através de um algoritmo de definição
de limiar adaptativo baseado em informações globais (GIAT), enquanto que Zhang,
Gong et al. (2019) propuseram a criação de subcomponentes elitistas constituídos por
variáveis superiores através de um método de estimativa baseado em informações
históricas da melhor aptidão geral. Com base nessas informações de interação, uma
estratégia de agrupamento dinâmico é conduzida para construir melhores subcompo-
nentes. Seguindo na mesma linha, Lin Li et al. (2021) propuseram um novo algoritmo
de decomposição fuzzy que agrupa as variáveis de acordo com seu grau de interação
definido por funções de pertinência. Recentemente Mai Sun et al. (2022) propuseram
uma otimização em larga escala com uma estratégia de alternância (LSEO-SS), um
algoritmo que adota um método de agrupamento aleatório com dimensões variáveis
para decompor um problema em larga escala em vários subproblemas sem interseção.
Esse algoritmo usa modelos substitutos para aproximar o valor-alvo (aptidão), sem con-
siderar as outras partes do problema, otimizando cada subproblema individualmente.
Em seguida, as soluções para o problema geral são formadas combinando horizon-
talmente as soluções dos subproblemas, com uma sendo selecionada para avaliação
objetiva com base em um critério de preenchimento dinâmico. Quando o algoritmo
detecta que a população caiu em um ótimo local, um mecanismo de fuga forçada é
acionado, reinicializando algumas dimensões da população.

A identificação de grupos de variáveis abre um novo foco de análise dentro da va-
riedade de abordagens baseadas em decomposição. A maioria dos métodos baseados
em decomposição, especialmente os modelos de Coevolução Cooperativa, assumem
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que todos os subcomponentes são igualmente importantes e desafiadores. Como re-
sultado, a alocação de recursos computacionais (em relação ao tamanho da população
e ao número de iterações) ocorre uniformemente entre todos os subcomponentes. Na
prática, entretanto, muitas aplicações são identificadas como tendo componentes com
importância e dificuldade desiguais (OMIDVAR; LI; YAO, 2011). A fonte das contribui-
ções desbalanceadas de componentes na qualidade da solução final pode ser qualquer
combinação de dimensionalidade não uniforme, topologia do espaço de busca desi-
gual, entre outros. Portanto,a Coevolução Cooperativa tradicional pode não funcionar
de maneira adequada quando esse desequilíbrio existe. Com base nisso, Mahdavi,
Rahnamayan e Shiri (2017) propuseram um framework de otimização multinível ba-
seado no efeito de variáveis (MOFBVE) que calcula o efeito principal das variáveis
usando um método de análise de sensibilidade auxiliado por uma técnica de clusteriza-
ção k-means para construir grupos de variáveis com efeitos semelhantes no valor de
aptidão. Os grupos construídos são classificados em ordem decrescente com base em
sua contribuição no valor de aptidão e os grupos principais são selecionados como os
níveis das variáveis importantes. Mahdavi, Rahnamayan e Shiri (2018) propuseram um
método que aumenta gradativamente a importância dos subcomponentes através de
um critério baseado em análise de sensibilidade visando gerenciar melhor os recursos
computacionais, enquanto que Kazimipour, Omidvar et al. (2019) estenderam a Coe-
volução Cooperativa padrão para um novo método generalista capaz de aprender a
contribuição de cada componente usando técnicas de bandidos multi-armados. O novo
método aloca os recursos computacionais para cada componente de maneira propor-
cional às suas contribuições para melhorar o valor-alvo geral. Essa abordagem resulta
em um uso mais econômico de recursos computacionais limitados. Chen, Sun e Pala-
de (2019) propuseram uma otimização por enxame de partículas quânticas baseada
em contribuição distribuída com diversidade controlada (DC-QPSO). De acordo com o
nível de contribuição otimizada de cada subcomponente, os recursos computacionais
são realocados automaticamente em cada etapa, garantindo que os subgrupos com
maior contribuição obtenham mais recursos computacionais. Posteriormente, Yang et
al. (2020) propuseram um algoritmo que pode especificar subpopulações de tamanhos
desiguais para otimizar diferentes subcomponentes de variáveis. Denominado CCFR2,
o algoritmo calcula a melhoria média do melhor valor-alvo geral por avaliação de apti-
dão como a contribuição de uma subpopulação. Um parâmetro de controle é adotado
para equilibrar os efeitos das melhorias ao londo do processo de otimização.

Além de problemas desbalanceados, houve uma preocupação crescente nos últi-
mos anos com problemas com sobreposição, ou seja, um caso particular de problemas
não-separáveis onde algumas variáveis têm interação com outras variáveis em que
não há uma única variável ou grupo de variáveis que possam ser identificados como
um componente isolado. Yuan Sun et al. (2019) usaram um método de agrupamento
diferencial recursivo (CC-RDG3) para decompor problemas sobrepostos, quebrando a
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ligação de variáveis compartilhadas por vários componentes. Para avaliar a eficácia do
método, os pesquisadores consideraram vários níveis de sobreposição. Os resultados
experimentais mostraram que o método pode melhorar a capacidade de busca de um
algoritmo de otimização via divisão e conquista quando o problema possui sobreposi-
ção. Posteriormente, Xue et al. (2020) propuseram um método promissor denominado
agrupamento diferencial de pool único baseado em topologia (TSPDG) em que as
interações das variáveis de decisão são identificadas de forma ordinal.

Uma alternativa interessante que vem para lidar com o aumento da dimensionali-
dade é o mapeamento do processo de otimização para um espaço reduzido alternativo.
Essa estratégia pode ser usada por métodos baseados ou não em decomposição. Con-
siderando a primeira classe, Ge, Zhao et al. (2020) propuseram um método generalista
de Coevolução Cooperativa iterativa com evoluções em dois espaços (BICCA) . No
espaço de padrões, os padrões de interação de variáveis são continuamente avalia-
dos pela CC. No espaço de busca, a Coevolução Cooperativa e a busca global são
realizadas de forma adaptativa para obter uma melhor aptidão. Ao adotar evoluções
e interações dentro de dois espaços, os padrões evoluem para fornecer melhores a-
grupamentos enquanto os indivíduos evoluem para alcançar uma melhor aptidão. A
decomposição do problema é conduzida ao longo do processo de otimização. Experi-
mentos no benchmark CEC’2013 mostram que BICCA obtém desempenho competitivo
em problemas de otimização com até 10.000 dimensões. Recentemente, Ren et al.
(2021) propuseram uma abordagem de divisão e conquista por autoespaço (EDC).
Diferente dos algoritmos baseados em divisão e conquista existentes que realizam
decomposição e otimização no espaço de decisão original, o EDC primeiro estabelece
um autoespaço conduzindo a decomposição de valor singular em um conjunto de so-
luções de alta qualidade selecionadas de gerações recentes. Em seguida, o algoritmo
transforma o problema de otimização no autoespaço e, assim, enfraquece significa-
tivamente as dependências entre as variáveis correspondentes. Consequentemente,
essas variáveis podem ser agrupadas de forma eficiente por uma estratégia aleatória
simples e cada um dos subcomponentes resultantes pode ser tratado mais facilmente
por um algoritmo evolutivo tradicional.

Alguns algoritmos baseados em decomposição também utilizaram hibridizações
com métodos tradicionalmente não-baseados em decomposição. Como exemplo, Hadi,
Mohamed e Jambi (2019) propuseram um SHADE com redução linear do tamanho da
população e adaptação de semi-parâmetro (MLSHADE-SPA) onde as dimensões são
divididas aleatoriamente em grupos, e cada grupo é resolvido separadamente. Posteri-
ormente, um método de busca local adaptativo foi desenvolvido para o MLSHADE-SPA,
alcançando resultados promissores em funções não separáveis e com sobreposição
(KOÇER; UYMAZ, 2021).
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2.2.2 Métodos Não-baseados em Decomposição

Apesar da melhora no desempenho computacional proporcionada pelas cons-
tantes atualizações de métodos baseados em Decomposição, tais ganhos obtidos
geralmente não compensam o custo em termos de avaliações necessárias para de-
tecção de dependências de variáveis. De acordo com Del Ser et al. (2019), essa
abordagem não é considerada competitiva o suficiente em comparação com algorit-
mos especialmente projetados para LSGO. O interesse em mitigar as limitações dos
métodos baseados em Decomposição levou à investigação de outras estratégias. Um
trabalho interessante desenvolvido por LaTorre, Muelas e Pena (2013) descreve todo o
processo de criação de um algoritmo híbrido competitivo específico para LSGO, desde
o projeto experimental até a validação estatística final dos resultados, mostrando que
um bom projeto experimental é capaz de encontrar uma combinação de algoritmos
que supera qualquer um dos algoritmos derivados de métodos baseados em decom-
posição anteriores, selecionando automaticamente a heurística mais adequada para
cada função e fase da busca.

Ainda nesse período, LaTorre, Muelas e Pena (2012) propuseram um dos princi-
pais métodos para LSGO, o Multiple Offspring Sampling (MOS). Esse método permite
a combinação de diferentes metaheurísticas seguindo uma abordagem denominada
High-level Relay Hybrid (HRH) em que o número de avaliações de cada algoritmo pode
ser ajustado dinamicamente. O MOS utiliza um mecanismo, desacoplado do algorit-
mo principal, para gerar novas soluções candidatas. Isso significa que, dentro de um
algoritmo baseado em MOS, vários mecanismos reprodutivos podem ser usados simul-
taneamente, sendo o algoritmo principal que seleciona entre as técnicas disponíveis a
mais apropriada para o problema específico e para a fase da busca. Os pesquisadores
verificaram que o MOS apresentava resultados melhores que algoritmos competitivos
da época em 12 das 20 funções propostas no benckmark Special Session on Evolu-
tionary Computation for Large Scale Global Optimization sendo o campeão do IEEE
CEC Special Session and Competition on Large-Scale Global Optimization dos anos
de 2013 à 2018.

Dentre as diversas metaheurísticas desenvolvidas nos últimos dez anos, algorit-
mos baseados em Inteligência de Enxame (SI) e Evolução Diferencial (DE) ganharam
destaque para problemas LSGO devido sua simplicidade e eficiência (JIAN; ZHAN;
ZHANG, 2020). Como exemplo, Fister, Žumer et al. (2012) desenvolveram um algoritmo
memético baseado em colônia de abelhas (MABC) hibridizado com duas heurísticas
de busca local: o algoritmo de Nelder-Mead e o passeio aleatório com exploração de
direção (RWDE). O MABC foi avaliado na sessão especial para Otimização Global
Contínua em Larga Escala do IEEE Congress on Evolutionary Computation de 2012.
Em seguida, Korošec e Šilc (2013) analisaram o desempenho de um algoritmo de
colônia de formigas adaptado para espaços contínuos na Competição de Otimização
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de Objetivo Único de Parâmetro Real no IEEE Congress on Evolutionary Computation
de 2013. Mohapatra, Das e Roy (2017) desenvolveram um otimizador de enxame com-
petitivo modificado (MCSO) com taxa de exploração do espaço de busca melhorada
por um critério de competição heurístico. Os resultados empíricos e a análise esta-
tística confirmam o melhor desempenho geral do MCSO em relação a muitas outras
metaheurísticas de última geração para problemas LSGO.

Hanbo Deng et al. (2019) propuseram um algoritmo de otimização de enxame
de partículas melhorado, denominado Algoritmo de Enxame de Aprendizagem Ten-
denciosa baseado em Classificação para Otimização em Larga Escala (RBLSO). O
RBLSO contém dois tipos de estratégias de aprendizagem: a aprendizagem empare-
lhada de classificação (RPL) e a aprendizagem centrada enviesada (BCL). No RPL,
as piores partículas aprendem ponto a ponto com as melhores partículas de acordo
com suas classificações. No BCL, cada partícula aprende com um centro tendencioso
que é definido como o centro ponderado de adequação de todo o enxame. Esse ope-
rador é utilizado para fortalecer a capacidade exploratória do algoritmo. Os resultados
experimentais mostraram que o RBLSO é eficaz na resolução de problemas LSGO.
Jian, Chen et al. (2021) propuseram um novo Algoritmo de Enxame de Partícula por
Aprendizado Social com esquema de codificação por região adaptativa (SLPSO-ARS).
A estratégia de região adaptativa oferece à partícula uma chance maior de descobrir
as soluções ótimas próximas e ajuda a controlar a velocidade de convergência de toda
a população. Wang, Wang e Sun (2022) propuseram um algoritmo de otimização por
enxame de partículas baseado em Aprendizado por Reforço em Níveis (RLLPSO) para
problemas LSGO. O RLLPSO usa uma estrutura de população baseada em níveis,
onde partículas de níveis inferiores escolhem partículas de níveis superiores como
exemplos de aprendizado, aumentando a diversidade da população e a eficiência de
busca. Além disso, utiliza o aprendizado por reforço para ajustar automaticamente a
estrutura de nível, baseando-se na recompensa do ambiente. Um mecanismo de com-
petição de nível é empregado para otimizar a convergência, permitindo uma seleção
preferencial de partículas em níveis mais elitizados como exemplos de aprendizado,
acelerando a convergência e reduzindo os custos computacionais. Os resultados expe-
rimentais mostram que o RLLPSO supera outros algoritmos avançados de otimização
em grande escala em termos de convergência e velocidade. Recentemente, Li, Wang
et al. (2023) propuseram, um algoritmo de otimização por enxame de partícula com
estratégias de multi-enxame e de sub-enxame adaptativo para gerenciar de forma
simultânea e independente a exploração e intensificação de diferentes áreas do espa-
ço de busca. Experimentos abrangentes foram conduzidos com base no benchmark
CEC’2013 e algoritmos evolutivos competitivos de otimização em larga escala. Os
resultados demonstram a eficácia dessa estratégia de aprendizagem proposta.

Assim como algoritmos baseados em Inteligência de Enxame (SI), a Evolução
Diferencial (DE) provou ser uma abordagem promissora para problemas de otimiza-
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ção em Larga Escala com vários aprimoramentos significativos feitos ao longo dos
últimos anos (SEGREDO et al., 2018). Alguns trabalhos propunham uma investigação
profunda dos efeitos da inicialização das populações no desempenho geral desses
algoritmos como forma de melhorar a performance dos mesmos (KAZIMIPOUR; LI;
QIN, 2014) (MAUČEC; BREST; BOŠKOVIĆ et al., 2018). Um exemplo interessante
dessa abordagem foi proposta por Zhang, Zhan e Zhang (2020). Os pesquisadores
desenvolveram uma estratégia de aumento e diminuição gradual da população de a-
cordo com um valor de degradação. Se o valor de degradação de uma solução for
grande, significa que a solução tem um valor de aptidão pior ou não melhorou por
um longo período de tempo e, portanto, será excluída. Desta forma, o tamanho da
população pode ser mantido dentro de um certo intervalo. Outros trabalhos focaram na
atualização de operadores conhecidos, como a mutação. Nessa linha de investigação,
Hiba, Mahdavi e Rahnamayan (2017) propuseram um esquema de mutação baseado
em centro de gravidade. Esse esquema de mutação visa gerar a solução candidata
usando o centro de três soluções candidatas selecionadas aleatoriamente, enquanto
que Hiba, Ibrahim e Rahnamayan (2019) propuseram cinco diferentes esquemas de
mutação baseados em centro dinâmico. Em cada geração, a população é dividida em
dois grupos diferentes utilizando estratégias de mutação específicas para cada um. De
maneira semelhante, Ma e Bai (2020) propuseram uma evolução diferencial multipo-
pulacional aprimorada com a estratégia de mutação best-random (mDE-brM). Nessa
abordagem, a população é dividida em três subpopulações com base nos valores de
aptidão e também utiliza diferentes estratégias de mutação e parâmetros de controle
como forma de melhorar a exploração do espaço de busca multidimensional.

Poucos algoritmos DE obtiveram tanto sucesso em problemas LSGO quanto
o SHADE-ILS proposto por Molina, LaTorre e Herrera (2018). Vencedor do IEEE
CEC’2018 Special Session and Competition on Large-Scale Global Optimization, o
SHADE-ILS é um algoritmo híbrido que combina um algoritmo moderno de Evolução
Diferencial com um método de busca local escolhido a partir de um conjunto de dife-
rentes métodos de busca. A seleção do método de busca local é dinâmica e leva em
consideração a melhoria obtida por cada busca na fase de intensificação anterior para
identificar o método mais adequado em cada iteração. Os experimentos apresentaram
uma melhoria substancial em relação ao MOS, considerado estado da arte até 2018.
Adaptações do SHADE-ILS foram desenvolvidas posteriormente. Por exemplo, Hiba,
Rahnamayan et al. (2022) propuseram uma mutação baseada em ponto central para o
algoritmo SHADE.

Uma linha de investigação que vem ganhando espaço visa tirar proveito de re-
lações de probabilidade no espaço de busca para conduzir a exploração utilizando
Algoritmos de Estimação de Distribuição (EDAs). Trabalhos anteriores, como o propos-
to por Kabán, Bootkrajang e Durrant (2016) e posteriormente aprimorado por Sanyang
e Kaban (2019) , investigaram o desenvolvimento de um método para produzir algorit-
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mos do tipo EDA eficazes e eficientes para problemas de otimização global contínua
em larga escala. O conceito é baseado em um conjunto de projeções aleatórias para
dimensões mais baixas com o objetivo de diminuir o custo computacional associado à
otimização em alta dimensionalidade.

A possibilidade de construção de um espaço de otimização alternativo de custo
computacional menor levaram Dong, Wang e Zhou (2019) a propor um EDA baseado
no espaço latente (LS-EDA), que transforma o modelo probabilístico multivariado de
EDA em seu subespaço latente utilizando a técnica estatística multivariada de Com-
ponentes Principais. As dimensões com maior valor projetado contribuem mais para o
processo de otimização. O LS-EDA também pode ajudar a reconhecer e compreender
a estrutura do problema. Devido à redução de dimensionalidade, seu custo computa-
cional e o tamanho da população podem ser reduzidos efetivamente, enquanto seu
desempenho é altamente competitivo em comparação com metaheurísticas de última
geração para problemas LSGO.

A ideia de realizar a otimização em um espaço alternativo de menor complexida-
de permite a investigação de algoritmos que anteriormente não poderiam ser utilizados
devido a dimensionalidade do problema, como exemplo pode-se citar os métodos de
Agrupamento ou Clustering. Na década de 1990, métodos de Clustering foram con-
siderados entre as técnicas de otimização global de propósito geral mais eficientes;
no entanto, seu uso diminuiu rapidamente nos últimos anos, principalmente devido às
dificuldades inerentes de abordagens de agrupamento em espaços de alta dimensiona-
lidade (BAGATTINI; SCHOEN; TIGLI, 2018). Contudo, Bagattini, Schoen e Tigli (2019)
mostraram que métodos de Clustering podem ser aplicado em espaços de busca de di-
mensão reduzida que sejam representativos do espaço original. Com base nessa ideia,
Schoen e Tigli (2021) propuseram uma nova abordagem para aplicar métodos de Clus-
tering tradicionais para auxiliar uma busca local para variantes de Evolução Diferencial
em espaços de busca reduzidos por um método de Redução de Dimensionalidade . O
algoritmo resultante, Evolução Diferencial Memética Clusterizada (C-MDE), apresen-
tou resultados melhores que métodos mais conhecidos tanto na qualidade da solução
quanto no número de chamadas à função objetivo, contudo apenas 100 dimensões
foram consideradas, sendo necessário testes em dimensões maiores.

Os métodos baseados em redução de dimensionalidade podem perder informa-
ções de características importantes para a otimização. Um outro fator de relevância
encontra-se na dificuldade em garantir que o espaço de busca reduzido retenha as so-
luções ótimas globais ou soluções de alta qualidade do problema original. Além disso,
os algoritmos de otimização geral ainda sofrem com convergência lenta e tendem a cair
em ótimos locais. Para resolver os problemas acima, Feng et al. (2021) propuseram
um paradigma de busca evolutiva multi-espaço (MSES) para melhorar a eficiência de
busca para problemas de otimização em larga escala (LSGO) a partir de um espaço
de solução simplificado. No MSES, a direção de busca no espaço do problema original
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é guiada em direção a soluções melhores com a assistência proveniente do processo
de busca no espaço de solução simplificado. O MSES apresentou melhor desempenho
em comparação com outros métodos. No entanto, o desempenho do MSES é apenas
satisfatório para resolver certos problemas LSGO. Como uma das razões, sabe-se
que o MSES não leva em conta as variadas características estruturais de espaços
de busca distintos ao construir o espaço de solução simplificado. Por exemplo, para
alguns problemas LSGO com estruturas não-separáveis e complexas, um subespaço
de menor dimensionalidade construído por técnicas de redução de dimensionalidade
tem mais dificuldade em manter todas as informações estruturais do espaço do pro-
blema original à medida que a dimensionalidade diminui. E para alguns problemas
de otimização com estruturas simples e separáveis, é mais simples construir um su-
bespaço de menor dimensionalidade que mantenha todas as informações estruturais
do problema. Além disso, de acordo com os experimentos realizados com o MSES,
variados subespaços de distintas escalas produzem efeitos auxiliares diferentes para
a otimização de problemas não-separáveis.

Para remediar as deficiências mencionadas anteriormente, Song, Wang e Cai
(2022) propuseram um novo método para LSGO com um subespaço adaptativo à es-
cala baseado em multitarefa evolutiva, denominado EMT-SAS. A multitarefa evolutiva
(EMT) é proposta como um novo paradigma de resolução de otimização para estu-
dar como otimizar vários problemas relacionados simultaneamente para melhorar a
eficiência e o desempenho da otimização. Isso melhora simultaneamente a taxa de
convergência e a qualidade das soluções de busca através do compartilhamento e
transferência de conhecimento útil entre problemas relevantes. No método proposto
EMT-SAS, os algoritmos evolutivos podem alternar entre subespaços com diferentes
escalas de precisão para equilibrar a capacidade de exploração e intensificação do
algoritmo. Isso ajuda a explorar sinergias entre tarefas auxiliares de diferentes esca-
las. Para aproveitar os vários subespaços, a alternância entre diferentes subespaços,
foi projetada como uma estratégia de gerenciamento de inter-subespaços, ou seja,
a estratégia de subespaço adaptativo à escala (SAS). Os resultados experimentais
demonstraram a superioridade do EMT-SAS em comparação com outros algoritmos
avançados para LSGO.

Apesar de não utilizar diretamente um espaço reduzido para melhorar a otimi-
zação de problemas LSGO, Rodrigues et al. (2023) utilizaram a ideia de aprendizado
baseado em oposição (OBL) juntamente com uma metaheurística denominada "água-
viva"para melhorar a exploração desses espaços de alta dimensionalidade. A pesquisa
possui fins práticos voltados para a etapa de seleção de características em problemas
de aprendizado de máquina; problema esse que é comumente de alta dimensionalida-
de. Os resultados mostraram que a aplicação de OBL pode potencializar a performance
de algoritmos desenvolvidos para LSGO. A ideia é promissora e permite uma fácil hi-
bridização com diferentes métodos.
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2.2.3 Estado da Arte

Esta tese foca em métodos que aprimoram a exploração de espaços de busca
de alta dimensionalidade através da criação de novos operadores evolutivos e buscas
locais especializadas, ou seja, representados por métodos não baseados em decompo-
sição. Contudo, alguns métodos baseados decomposição foram incluídos no conjunto
de teste e comparação devido ao uso de abordagens similares às propostas nesta
tese. O Quadro 2 reúne os principais algoritmos competitivos para problema LSGO
desenvolvidos nos últimos dez anos e concorrentes da abordagem proposta nesta
tese, selecionados através da análise dos trabalhos anteriores e dos algoritmos com
boa performance nas principais benchmarks para problemas de alta dimensionalida-
de (CEC’2013 e bbob-largescale). Para critério de classificação, os algoritmos foram
diferenciados de acordo com suas semelhanças com o método proposto (LSMDE*) a
partir do uso de: (I) Modelagem de Incerteza; (II) Espaço de busca reduzido; (III) Busca
Local; (IV) abordagem não-baseada em Decomposição.

Quadro 2 – Algoritmos concorrentes

Nome I II III IV Artigo
CC-CMA-ES ✓ ✓ Liu e Tang (2013)

IHDELS ✓ ✓ Molina e Herrera (2015)
SHADE-ILS ✓ ✓ Molina, LaTorre e Herrera (2018)
C-DEEPSO ✓ ✓ Marcelino et al. (2018)

MLSHADE-SPA ✓ ✓ Hadi, Mohamed e Jambi (2019)
LS-EDA ✓ ✓ ✓ ✓ Dong, Wang e Zhou (2019)
BICCA ✓ Ge, Zhao et al. (2020)

GL-SHADE ✓ ✓ Pacheco-Del-Moral e Coello (2020)
MSES ✓ ✓ Feng et al. (2021)

EMT-SAS ✓ ✓ ✓ ✓ Song, Wang e Cai (2022)
LSMDE* ✓ ✓ ✓ ✓ Fonseca et al. (2022)

OJS ✓ Rodrigues et al. (2023)

I - Modelagem de Incerteza , II - Espaço reduzido, III - Busca Local

IV - Não-baseado em Decomposição

Fonte: Autor

O método proposto parte do conceito inicialmente apresentado por Bagattini,
Schoen e Tigli (2018) e Bagattini, Schoen e Tigli (2019) e posteriormente aperfeiçoado
por Schoen e Tigli (2021) e Jian, Chen et al. (2021) acerca da construção de um espaço
de busca latente e reduzido dimensionalmente que mantem informações relevantes
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do espaço de busca original. Tal característica viabiliza um processo de otimização
aproximado no espaço reduzido com um custo computacional menor.

Diferentemente de trabalhos anteriores, esta tese inova ao utilizar uma técnica de
decomposição de valores singulares (SVD) para construir de maneira iterativa e adap-
tativa, um espaço simplificado de baixa dimensionalidade representativo do espaço
original, acompanhando o fluxo natural do aprendizado de algoritmos evolutivos.

É importante ressaltar que apesar da técnica de redução se chamar decom-
posição de valores singulares, o método proposto não é um método baseado em
decomposição (ou pelo menos não é no sentido formal definido pelo campo de LSGO).
Como mencionado na etapa introdutória da secção 2.2, os métodos baseados em de-
composição envolvem a divisão de um problema complexo em subproblemas menores
que são resolvidos separadamente. Em contraste, a decomposição por valor singular
transforma todo o espaço de problemas, reduzindo a dimensionalidade do problema,
mas sem dividi-lo em subproblemas separados. Depois que a transformação é aplica-
da, o problema reduzido é resolvido como um todo. Logo, a semelhança entre o nome
da técnica de redução de dimensionalidade e da subdivisão do campo de LSGO de
métodos baseados em decomposição é apenas uma questão de nomenclatura.

Com o objetivo de entender os impactos da otimização em um espaço reduzido,
uma análise escalabilidade foi realizada considerando diferentes cenários de redução
e sua influência no resultado final de acordo com diferentes características de espaço
de busca.

Além disso, esta tese investiga a exploração do espaço reduzido realizada por
um algoritmo de evolução diferencial modificado (DE) auxiliado por uma técnica de
Clusterização por Modelo de Misturas Gaussianas (GMM). Como existe perda de
informação da solução candidata de baixa dimensionalidade em relação à original,
espera-se que o GMM mitigue o problema ao agrupar soluções do espaço reduzido em
clusters que consideram a incerteza relacionada a proximidade entre estas soluções.
Centros de clusters promissores armazenam a informação de uma região do espaço
de busca de baixa dimensionalidade que possui maiores chances de ter um ótimo
local, o que deverá corresponder à uma região também promissora no espaço original
se as características estruturais do espaço de busca forem preservadas. Soluções
promissoras são re-amostradas para o espaço original e posteriormente exploradas
por buscas locais especializadas para otimização em alta dimensionalidade, tais como
MTS (TSENG; CHEN, 2008) e L-BFGS-B (MORALES; NOCEDAL, 2011).



3 FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA

3.1 METAHEURÍSTICAS BASEADAS EM POPULAÇÃO

Metaheurísticas baseadas em população vem ganhando popularidade nos últi-
mos anos para resolver problemas de otimização global em larga escala (OMIDVAR; LI;
YAO, 2021a). As metaheurísticas baseadas em população encontram boas soluções
iterando e, em seguida, combinando soluções candidatas existentes de um conjunto
chamado de população. Os membros mais importantes desta classe são os algoritmos
evolutivos (EA). O termo EA abrange uma ampla gama de metaheurísticas que imitam
os princípios da evolução natural. Isso inclui algoritmos genéticos (GA) (MITCHELL,
1998), programação genética/evolutiva (GP) (KOZA et al., 1992), Evolução Diferencial
(DE) (STORN; PRICE, 1997), e muitos outros.

Formalmente, considere um problema de otimização definido em um espaço de
busca χ ⊆ Rd de dimensão d, onde x ∈ χ representa um indivíduo viável representado
por um vetor de parâmetros x = (x1, x2, . . . , xd). Seja f : χ→ R a função objetivo que
deve ser minimizada (ou maximizada) em relação aos parâmetros de x. Nesta tese,
as nomenclaturas "solução", "vetor"e "indivíduo"são usadas de maneira intercambiável
para representar um vetor no espaço d-dimensional e possível solução do problema a
ser resolvido.

O objetivo é encontrar o vetor de parâmetros x∗ que otimiza a função objetivo, ou
seja, x∗ = arg minx∈χ f(x) ou x∗ = arg maxx∈χ f(x). Uma metaheurística baseada em
população é definida por um processo iterativo que opera sobre uma população de in-
divíduos, representando soluções candidatas do problema de otimização. A população
inicial é composta por n indivíduos gerados aleatoriamente ou por alguma estratégia
heurística.

A cada iteração, os indivíduos da população são avaliados por meio da função
objetivo f(x) e selecionados para reprodução com base em seu desempenho. Os indi-
víduos selecionados são então submetidos a operadores genéticos, como cruzamento
e mutação, que geram novas soluções candidatas.

Formalmente, os operadores genéticos podem ser definidos como segue:

1. Cruzamento (Recombinação): Dados dois indivíduos selecionados xa e xb, o
operador de cruzamento é denotado por c(xa,xb) e produz um ou mais descen-
dentes xdescendente, que herdam características dos pais.

2. Mutação: Dado um indivíduo selecionado xi, o operador de mutação é denotado
por m(xi) e introduz pequenas alterações aleatórias no indivíduo, possibilitando
a exploração regiões pouco analisadas do espaço de busca.

Após a aplicação dos operadores genéticos, uma nova população é formada,



Capítulo 3. Fundamentação Teórica 45

substituindo a população anterior. O processo de evolução iterativo prossegue por um
número fixo de gerações ou até que um critério de parada seja satisfeito. Os critérios
de parada podem incluir um número máximo de iterações, a obtenção de uma solução
satisfatória ou a estagnação do processo de evolução.

O objetivo final da metaheurística baseada em população é buscar soluções de
alta qualidade, aproximando-se do ótimo global ou oferecendo soluções aceitáveis para
o problema de otimização em questão. A diversidade da população, a eficiência na
exploração do espaço de busca e a robustez em lidar com funções objetivo complexas
são características fundamentais dessas técnicas de otimização.

Para metaheurísticas populacionais, dois fatores muito importantes devem ser
levados em consideração para direcionar a busca para áreas promissoras do espaço
de soluções na definição de operadores:

• A exploração, também chamada de diversificação na literatura, é o processo de
guiar a busca para regiões inexploradas. Um algoritmo que realiza exploração
insuficiente pode perder regiões importantes, portanto, se o ótimo estivesse em
uma dessas regiões, não teria chance de ser encontrado.

• A intensificação, é o processo de realizar uma busca minuciosa e intensa por
melhores soluções em um ambiente próximo de boas soluções já encontradas.
Este processo é essencial para obter maior precisão nas soluções encontradas;
porém, quando caem em um ótimo local, tendem a ficar presos nele.

3.2 EVOLUÇÃO DIFERENCIAL

Evolução Diferencial (DE), proposta por Storn e Price (1997), é uma metaheurís-
tica baseada em população e membro importante da família de algoritmos evolutivos.
Essa técnica, fundamentada em populações, realiza a busca pelo ótimo de maneira
iterativa. O algoritmo DE é notável por sua facilidade de implementação e eficiência
na resolução de uma ampla gama de problemas de otimização, em especial, proble-
mas LSGO (DE FALCO; DELLA CIOPPA; TRUNFIO, 2019; MOLINA; NESTERENKO;
LATORRE, 2019; MAUČEC; BREST, 2019).

Ao contrário de algoritmos evolutivos padrões, o DE elimina a necessidade de
codificar cada solução em um cromossomo binário para a realização de operações
de cruzamento e mutação, seguidas pela decodificação do cromossomo no vetor de
solução. Em vez disso, o DE conduz as operações de cruzamento e mutação direta-
mente em cada solução, sem codificação e decodificação, tornando-o adequado para
resolver problemas de otimização numérica.

Com uma complexidade espacial baixa (DAS; SUGANTHAN, 2010) e um número
reduzido de parâmetros de controle (KESHK; SINGH; ABBASS, 2018; KRAMER, 2010;
BOUKHARI et al., 2018), o algoritmo DE é eficiente e fácil de usar. A técnica emprega
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dois parâmetros de controle principais: um fator de escala F , que governa a mutação, e
uma taxa de cruzamento CR. O parâmetro F influencia a velocidade de convergência,
enquanto o parâmetro CR tem impacto tanto na convergência quanto na diversidade
das populações (ZAHARIE, 2003; KRAMER, 2010).

Em sua execução, o DE utiliza uma população de n variáveis em vetores d-
dimensionais para cada geração G.

xi,G , i = 1, ..., n

O número de indivíduos n não muda durante o processo de otimização e a
população inicial é escolhida aleatoriamente se não houver informações específicas
sobre o problema. Se houver um conjunto de soluções preliminares, essa população
será gerada de acordo com um desvio padrão aleatório dos dados fornecidos pelas
soluções preliminares.

De maneira geral, Evolução Diferencial é um esquema para geração de vetores
paramétricos experimentais por meio da diferença ponderada de dois vetores perten-
centes à população com um terceiro membro da mesma população. Posteriormente,
se for identificado melhoria ao avaliar o vetor resultante do processo anterior, então o
vetor original da população com a qual a comparação está sendo feita é substituído
por este novo vetor. A Evolução Diferencial implementa três operações fundamentais:
mutação, cruzamento e seleção, que são discutidos a seguir.

3.2.1 Mutação

Para cada vetor xi,G, gera-se um vetor mutante de acordo com a seguinte regra:

vi,G+1 = xr1,G + F · (xr2,G − xr3,G) (1)

Onde os índices r1, r2, r3 ∈ 1, ..., n são gerados aleatoriamente e F > 0. O fator
F é uma constante real definida no intervalo [0, 2] por meio da qual se controla a
expansão da variação diferencial (xr2 − xr3). Essa estratégia de geração é conhecida
como DE/rand/1 (QIN; SUGANTHAN, 2005).

A fim de garantir uma maior diversidade das soluções contidas no espaço de
busca e promover um melhor equilíbrio entre exploração e intensificação, surgiram
novas estratégias para a aplicação do processo de mutação descrito na Equação 1,
entre as quais se destacam: (QIN; SUGANTHAN, 2005).

• DE/best/1 definida mediante a equação vi,G = xbest,G + F · (xr2,G − xr3,G)

• DE/current/1 definida mediante a equação vi,G = xi,G + F · (xbest,G − xi,G) + F ·
(xr1,G − xr2,G)

• DE/rand/2 definida mediante a equação vi,G = xr1,G+F ·(xr2,G−xr3,G+xr4,G−xr5,G)
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• DE/best/2 definida mediante a equação vi,G = xbest,G + F · (xr2,G − xr3,G + xr4,G −
xr5,G)

O DE utilizado no LSMDE utiliza um novo tipo de mutação denominado DE/pro-
mising/2 a ser detalhado no capítulo 5 de proposta de tese.

Figura 2 – Ilustração do processo de mutação

Fonte: Adaptado de Storn e Price (1997)

3.2.2 Cruzamento

A fim de manter a diversidade, o cruzamento dos vetores é introduzido para o
vetor de teste resultante u tal que:

ui,G+1 = (ui1,G+1, ui2,G+1, ..., uid,G+1)

em que j = 1, ..., d e:

uij,G+1 =

vij,G+1 se rj ≤ CR ou j = Ii

xij,G se rj > CR ou j ̸= Ii
(2)

onde j = 1, ..., d, rj ∼ U(0, 1), CR ∈ [0, 1] é uma constante definida pelo usuário e Ii

é um índice aleatoriamente escolhido ∈ 1.., d, o que garante que ui,G+1 recebe pelo
menos uma componente de vi, G + 1. Seja xi,G o vetor-alvo sob análise e vi,G+1 o
respectivo vetor mutado obtido a partir da Equação 1, A Figura 3 ilustra o processo de
geração do vetor teste ui,G+1.
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Figura 3 – Exemplo de um processo de cruzamento

Fonte: Adaptado de Storn e Price (1997)

3.2.3 Seleção

Após as etapas de mutação e cruzamento, nas quais todos os n vetores serviram
como vetor-alvo, a seleção dos vetores que serão preservados para a próxima geração
G+ 1 é feita usando um critério guloso definido abaixo:

xi,G+1 =

ui,G+1, se f(ui,G+1) < f(xi,G)
xi,G, caso contrário

(3)

onde ui,G+1 é o vetor teste obtido através da Equação 2, xi,G é o vetor-alvo i que fará
parte da geração G + 1 e f é uma função objetivo utilizada para avaliar as soluções
candidatas.

3.3 APRENDIZADO BASEADO EM OPOSIÇÃO

Metaheurísticas populacionais e baseadas em uma solução única tentam resolver
um problema de otimização para encontrar uma ou mais soluções ótimas desconheci-
das. Como não há conhecimento a priori sobre a localização da solução ou a paisagem
do problema, o algoritmo começa a resolver o problema usando uma única solução ou
população de soluções candidatas. Em metaheurísticas baseadas em solução única,
a solução candidata é um único ponto no espaço de busca, o algoritmo guia a solução
candidata através do espaço de busca para obter a solução ótima. Na prática, a solu-
ção candidata é um ponto aleatório uniforme que é gerado em algum lugar no espaço
do problema. Existem outros métodos para gerar a solução candidata inicial, contudo,
inicialização aleatória tem sido amplamente utilizada por um longo período de tempo.

O aprendizado baseado em oposição (opposition-based learning-OBL) foi pro-
posto por Hamid R Tizhoosh (2005a) para melhorar metaheurísticas considerando as
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soluções candidatas atuais e seus opostos correspondentes simultaneamente durante
a inicialização e os processos evolutivos. De um modo geral, o esquema OBL conside-
ra a estimativa atual e sua estimativa oposta correspondente para convergir para uma
solução ótima para uma determinada função objetivo. Muitos algoritmos de aprendiza-
do de máquina foram aprimorados utilizando esse conceito, tais como: Aprendizado
por Reforço (RL) (TIZHOOSH, H. R., 2005b), Redes Neurais Artificiais (ANN) (VEN-
TRESCA; TIZHOOSH, 2006), sistemas fuzzy (TIZHOOSH, H. R., 2009) e variantes
de métodos de otimização conhecidos, tais como: Algoritmos Genéticos (GA) (PATEL;
RAGHUWANSHI; MALIK, 2012), Evolução Diferencial (DE) (DENG, W. et al., 2022),
Otimização por Enxame de Partículas (PSO) (JABEEN; JALIL; BAIG, 2009), Colônia
de Formigas (ACS) (ZHAO et al., 2022) e Recozimento simulado (SA) (VENTRESCA;
TIZHOOSH, 2007).

O oposto da solução candidata, ou candidato-oposto, é o ponto espelho da solu-
ção candidata a partir do centro do espaço de busca. A Figura 4 apresenta um intervalo
de busca de [a, b], a solução candidata, x, e o candidato-oposto x̂. Matematicamen-
te, o candidato-oposto pode ser definido da seguinte forma em um espaço de busca
unidimensional (TIZHOOSH, H., 2005):

x̂ = a+ b− x (4)

A definição pode ser estendida para o espaço d-dimensional da seguinte forma (TIZHO-
OSH, H., 2005):

x̂j = aj + bj − xj (5)

onde xj ∈ [aj, bj] e j = 1, ..., d e d é a dimensão do problema.

Figura 4 – Ilustração visual (em 1D) do espaço de busca [a, b]. O c é o centro do intervalo, x é a solução
candidata e x̂ é o candidato-oposto.

Fonte: Adaptado de Mahdavi, Rahnamayan e Deb (2018)

3.3.1 Segmentações do espaço de busca baseados em oposição

Nesta subseção, serão explicados alguns esquemas de segmentação de espa-
ços de busca baseados em oposição que foram utilizados na construção do método
LSMDE proposto nesta tese.
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3.3.1.1 Ponto central

O Ponto central é um ponto único, localizado no centro do espaço de busca,
mostrado por c na Fig. 4.1. O ponto único é definido no espaço de busca unidimensional
da seguinte forma:

c = (a+ b)
2 (6)

e pode ser estendido para o espaço d-dimensional da seguinte forma:

cj = (aj + bj)
2 (7)

onde j = 1, ..., d e d é a dimensão do espaço de busca.
É importante notar que o cálculo do ponto central é independente a partir do

candidato x ou do candidato-oposto x̂.

3.3.1.2 Intervalo baseado no centro

O intervalo baseado no centro (1D) (ou região, no caso 2D) é definido como o in-
tervalo/região entre o candidato, x, e o candidato-oposto, x̂ ([x, x̂]), conforme mostrado
nas Figuras 5a e 5b para 1D e 2D, respectivamente. A solução candidata nesse caso
, denotada por xcb, é um ponto aleatório uniforme gerado dentro do intervalo/região
baseado no centro [x, x̂].

A formulação matemática de xcb no espaço de busca unidimensional é mostrada
da seguinte forma:

xcb =

 x+ (x̂− x)× rand(0,1) se x ≤ c

x+ (x− x̂)× rand(0,1) caso contrário
(8)

Pode-se estender essa definição para o espaço d-dimensional da seguinte forma:

xcbj =

 xj + (x̂j − xj)× rand(0,1) se xj ≤ cj

xj + (xj − x̂j)× rand(0,1) caso contrário
(9)

onde xj ∈ [aj, bj] e j = 1, ..., d e d é a dimensão do espaço de busca.
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(a) Apresentação 1D baseada no centro onde
x < c e x > c

(b) Apresentação 2D baseada no centro x1 < c1 e
x2 < c2

Figura 5 – A apresentação visual em 1D (a) e 2D (c) do esquema de segmentação baseado no centro,
onde x1 ∈ [a1, b1] e x2 ∈ [a2, b2].

Fonte: Adaptado de Mahdavi, Rahnamayan e Deb (2018)

3.3.1.3 Intervalo oposto modular

O intervalo/região oposto modular é definido como o intervalo entre a solução
candidata, x, mais ou menos a metade do intervalo do espaço de busca [a, b], conforme
apresentado pelas Figuras 6a, 6b e 6c. Em outras palavras, o intervalo oposto modular
abrange metade do espaço de busca. O candidato-oposto modular, denotado xmo, é um
ponto aleatório uniformemente gerado dentro do intervalo oposto modular [x, (x+c−a)],
onde c indica o centro do espaço de busca.

O cálculo matemático de xmo no espaço de busca unidimensional é mostrado a
seguir:

xmo =

 x+ (c− a)× rand(0,1) se x ≤ c

(x− c+ a) + (c− a)× rand(0,1) caso contrário
(10)

e pode ser estendido para o espaço d-dimensional da seguinte forma:

xmoj =

 xj + (cj − aj)× rand(0,1) se xj ≤ cj

(xj − cj + aj) + (cj − aj)× rand(0,1) caso contrário
(11)

onde cj = (aj+bj)
2 , xj ∈ [aj, bj] e j = 1, ..., d e d é a dimensão do espaço de busca.
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(a) Apresentação 1D do oposto modular onde
x < c

(b) Apresentação 1D do oposto modular onde
x > c

(c) Apresentação 2D do oposto modular onde x1 < c1 e
x2 < c2

Figura 6 – Ilustração em 1D ((a) e (b)) e 2D (c) da região de busca oposta modular, onde x1 ∈ [a1, b1] e
x2 ∈ [a2, b2].

Fonte: Adaptado de Mahdavi, Rahnamayan e Deb (2018)

3.3.1.4 Intervalo quase oposto

O intervalo/região quase oposto é definido como o intervalo/região entre o centro
c e o candidato-oposto, x̂, conforme representado nas Figuras 7a, 7b e 7c, para 1D
e 2D, respectivamente. A solução candidata quase-oposta, xqo, é um ponto aleatório
uniforme gerado dentro do intervalo/região de quase-opostos ([c, x̂] onde c < x̂). O
cálculo matemático de xqo no espaço de busca unidimensional é mostrado a seguir:

xqo =

 c+ (x̂− c)× rand(0,1) se x ≤ c

x̂+ (c− x̂)× rand(0,1) caso contrário
(12)

E pode ser estendido para o espaço de busca d-dimensional da seguinte forma:

xqoj =

 cj + (x̂j − cj)× rand(0,1) se xj ≤ cj

x̂j + (cj − x̂j)× rand(0,1) caso contrário
(13)

onde cj = (aj+bj)
2 , x̂j ∈ [aj, bj] e j = 1, ..., d e d é a dimensão do espaço de busca.
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(a) Apresentação 1D do quase-oposto onde x < c (b) Apresentação 1D do quase-oposto onde x > c

(c) Apresentação 2D do quase-oposto onde x1 < c1 e
x2 < c2

Figura 7 – Ilustração em 1D ((a) e (b)) e 2D (c) da região de busca quase-oposta, onde x1 ∈ [a1, b1] e
x2 ∈ [a2, b2].

Fonte: Adaptado de Mahdavi, Rahnamayan e Deb (2018)

Em suma, ao considerar não apenas a solução candidata, mas também seu
oposto, cria-se uma estratégia bidirecional de busca que amplia a capacidade do
algoritmo de escapar de ótimos locais e convergir de maneira mais eficaz para um
ótimo global. Essa abordagem dual permite uma representação mais rica e variada
do espaço de soluções, tornando possível a identificação de regiões do espaço de
busca que poderiam permanecer inexploradas em métodos tradicionais de otimização.
Portanto, o Aprendizado por Oposição oferece um mecanismo robusto para aprimorar a
diversificação de soluções, o que é crucial para o sucesso em problemas de otimização
em larga escala, onde a complexidade e a alta dimensionalidade tornam a exploração
eficiente do espaço de busca um desafio significativo.

3.4 REDUÇÃO DE DIMENSIONALIDADE BASEADO EM DECOMPOSIÇÃO DE VA-
LOR SINGULAR

A redução de dimensionalidade é o processo de mapear um conjunto de dados
de alta dimensão para um espaço de dimensão inferior, preservando grande parte da
estrutura importante. Em Estatística e Aprendizado de Máquina, isso geralmente se
refere ao processo de encontrar algumas direções nas quais um vetor aleatório de alta
dimensão tem variância máxima.

Suponha um conjunto de dados representado como linhas de uma matriz
A : a1, ...an com dimensões n × d e n > d. O objetivo é encontrar o subespaço
k−dimensional tal que a soma do quadrado da distância entre os dados e o subespaço
é minimizada. Supondo-se que o subespaço k−dimensional seja gerado por k
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vetores v1, v2, ...vk, tem-se por objetivo encontrar v1, ..., vk e (n · k) coeficientes bij que
minimizem

∑n
i=1

∥∥∥ai −∑k
j=1 bijvj

∥∥∥2
(LANGE; LANGE, 2010).

Teorema 3.1. Considere o vetor v e o subespaço H. Dado que dist é a distância entre
v e o subespaço e proj é o comprimento da projeção de v em H, tem-se que

∥v∥2 = dist2 + proj2

O teorema promove uma visão alternativa do subespaço de melhor ajuste. Uma
vez que os comprimentos dos vetores são fixos, minimizando a soma do quadrado das
distâncias entre os pontos e os subespaços é equivalente a maximizar a soma dos
quadrados dos comprimentos das projeções.

3.4.1 Vetor singular

Considerando o caso em que k = 1, ou seja, procura-se uma linha unidimensional
indo através da origem tal que a soma dos quadrados das distâncias entre os pontos
e a reta é minimizado. Suponha que v é um vetor ao longo dessa reta. O comprimento
da projeção de ai na reta é |⟨ai, v⟩|. Como definido anteriormente, procura-se por v que
maximize

∑n
i=1 |⟨ai, v⟩|

2 = ∥Ax∥2. O primeiro vetor singular de A é definido como

v1 = arg max
∥v∥=1

∥Av∥

O maximizador não é único. Para qualquer vetor v, o vetor −v possui o mesmo
valor objetivo. Logo, pode-se selecionar um maximizador arbitrário e referi-lo como
primeiro vetor singular. O valor ϱ1 = ∥Av1∥ é chamado de primeiro vetor singular de A.

Pode-se definir os outros vetores singulares recursivamente. O Segundo vetor
singular é a reta de melhor ajuste entre as ortogonais a v1:

v2 = arg max
∥v∥=1,v⊥v1

∥Av∥ , ϱ2 = ∥Av2∥

e assim por diante:
vi = arg max

∥v∥=1,v⊥v1,...,vi−1

∥Av∥

Observa-se que para qualquer k, o subespaço k-dimensional de melhor ajuste é gerado
pelos primeiros k vetores singulares.

Teorema 3.2. A extensão dos primeiros k vetores singulares é um subespaço dimen-
sional k de melhor ajuste.

Pode-se provar o teorema usando indução. Para k = 1, o teorema vale por
definição. Em seguida, assume-se que o teorema é verdadeiro para k = m e prova-se
o teorema para k = m + 1. Suponha que W seja um subespaço dimensional m + 1
de melhor ajuste, pode-se escolher uma base para W como segue: Primeiro, seja
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wm+1 um vetor unitário em W ortogonal às projeções de v1, ...vm sobre W . Em seguida,
continua-se escolhendo vetores em W que são ortogonais aos vetores anteriores para
obter uma base ortogonal completa de W : w1;w2, ...wm+1.

wm+1 é ortogonal a v1, ...vm porque cada vi é a soma de dois componentes: sua
projeção em W e seu componente que é ortogonal a W e wm+1 que é ortogonal a
ambos.

Por hipótese, a extensão v1, ...vm é o subespaço d-dimensional de melhor ajuste
então:

m∑
i=1
∥Avi∥2 ≥

m∑
i=1
∥Awi∥2

Uma vez que wm+1 é ortogonal a v1, ..., vd e vm+1 é a melhor reta de ajuste entre os
vetores ortogonais a v1, ...vm:

∥Avm+1∥2 ≥ ∥Awm+1∥2

Assim:

m+1∑
i=1
∥Avi∥2 ≥

m+1∑
i=1
∥Awi∥2

Uma vez que W é um melhor subespaço ajustado, a extensão v1, ..., vm+1 é também
um melhor subespaço ajustado.

Os vetores v1, ..., vd são chamados de vetores singulares à direita deA. Os vetores
Avi são também uteis e normaliza-se para o comprimento igual a 1:

ui = 1
σi
Avi

Os ui são chamados vetores singulares à esquerda de A. Pode-se mostrar que ui

são ortogonais e ui é o vetor unitário que maximiza
∥∥∥ATu∥∥∥ entre vetores ortogonais

a u1, ..., ui−1. Esses vetores formam a decomposição de A em matrizes de posto 1
(LANGE; LANGE, 2010):

A =
∑
i

σiuiv
T
i

Matrizes de posto 1: é precisamente uma matriz diferente de zero em que todas
as linhas e colunas são (não necessariamente integrais) múltiplas umas das outras.
Uma definição equivalente de uma matriz m× n de posto 1 é como o produto externo
(ou produto vetorial) uvT de um m-vetor u e um n-vetor v, como ilustrado na Equação
14:
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A = uvT


... u1v

T ...

... u2v
T ...

...
... umv

T ...

 =


... ... ...

v1u v2u ... vnu

... ... ...

 (14)

Matrizes de posto k: Uma matriz A tem posto k se puder ser escrita como a
soma de k matrizes de posto 1, e não puder ser escrita como a soma de k ≤ 1 ou
menos matrizes de posto 1.

Reformulado em termos de multiplicação de matrizes, uma definição equivalente
é que A pode ser escrita como (ou fatorada em) o produto de uma longa e estreita
(m×k) matriz Y e uma curta e longa (k×n) matriz ZT (e que A não pode ser igualmente
fatorada no produto de m× (k ≤ 1) e (k ≤ 1)× n matrizes).

Uma aproximação de baixo posto fornece uma versão comprimida da matriz (com
perda). A matriz original A é descrita por (m · n) elementos, enquanto a descrição de
Y e ZT requer apenas k(m + n) elementos. Quando k é pequeno em relação a m e
n, substituir o produto de m e n pela sua soma é uma grande vantagem. Por exemplo,
quando A representa um espaço de busca com alta dimensionalidade, m e n podem
ser da ordem de dezenas de milhares ou mais. Um valor menor de k geralmente é
suficiente para obter aproximações que se pareçam muito com o espaço original.

3.4.2 Decomposição em Valores Singulares (SVD)

A decomposição em valores singulares (SVD) é uma importante ferramenta mate-
mática na Ciência da Computação. É um método para transformar dados correlaciona-
dos em um conjunto de dados não correlacionados. A SVD é definida como se segue
para uma matriz A ∈ Rm×n:

A = USV T (15)

onde U ∈ Rm×m e V ∈ Rn×n são matrizes ortogonais (i.e., UTU = Im e V TV =
In), e S ∈ Rm×n é uma matriz diagonal de valores singulares. Os valores singulares
na matriz S são ordenados em ordem decrescente, e são as raízes quadradas dos
autovalores de ATA (LANGE; LANGE, 2010).

As colunas de U são os vetores singulares à esquerda de A. As colunas de V (ou
seja, as linhas de V T ) são os vetores singulares à direita de A. As entradas de S são os
valores singulares de A. Assim, com cada vetor singular (à esquerda ou direita) existe
um valor singular associado. O primeiro vetor singular refere-se a aquele associado
ao maior valor singular e assim por diante. O SVD expressa A tal que a fatorização
A = USV T é equivalente a expressão:
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A = Σmin (m,n)
i=1 si · ui · vTi

onde si é o i-ésimo valor singular e ui; vi são os vetores singulares à esquerda e
direita correspondentes. Ou seja, o SVD expressa A como uma combinação linear não
negativa de minm,n matrizes de posto 1, com os valores singulares fornecendo os
multiplicadores e os produtos externos dos vetores singulares fornecendo as matrizes
de posto 1.

Dado que SVD expressa uma matriz A como uma soma de matrizes de posto
1 (ponderadas pelos valores singulares correspondentes), pode-se manter apenas
os primeiros k termos mais significativos que representam A, ou seja, realizar uma
aproximação de baixo posto:

Ã = Σk
i=1si · ui · vTi

onde, assumi-se que os valores singulares foram ordenados (s1 ≥ s2 ≥ ...smin(m,n) ≥ 0),
e ui e vi denotam os i-ésimos vetores singulares à esquerda e direita. Como a soma
de k matrizes de posto 1, Ã tem também posto k.

Armazenar as matrizes UkSkV T
k requer complexidade espacial de O(k(m + n)),

em contraste com O(m · n) requerido para armazenar a matriz original A. Isto é um
grande ganho quando k é relativamente pequeno e o produto (m · n) é relativamente
grande. A definição do valor de k é uma tarefa importante pois ela está diretamente
relacionada com a margem de erro aceitável entre a matriz original e a matriz de baixo
posto k. Para definir o melhor valor k, pode-se usar o lema de Johnson-Lindenstrauss.

3.4.3 Lema de Johnson-Lindenstrauss

Uma parte importante da compreensão da redução de dimensionalidade é o lema
de Johnson–Lindenstrauss (JL). O JL afirma que quaisquer n pontos no espaço eucli-
diano de alta dimensão podem ser mapeados em k dimensões onde k ≥ O(log n/ϵ2)
sem distorcer a distância entre quaisquer dois pontos mais do que um fator de 1 ± ϵ
(DASGUPTA; GUPTA, 2003).

Lema 3.3 (Johnson-Lindenstraus). Para qualquer 0 < ϵ < 1 e inteiro n, seja k um
inteiro positivo tal que k ≥ 4(ϵ2/2− ϵ3/3)−1 log n. Então, para qualquer conjunto A de n
pontos em Rd, existe uma função f : Rd → Rk tal que para todos os x⃗, y⃗ ∈ A,

(1− ϵ) |x⃗− y⃗|2 ≤ |f(x⃗)− f(y⃗)|2 ≤ (1− ϵ) |x⃗− y⃗|2 .

Além disso, esta função pode ser encontrada em tempo polinomial aleatório.

Prova: Construa uma projeção aleatória sobre k subespaços dimensionais. Prove
que o valor esperado da distância euclidiana da projeção aleatória é igual à distância
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euclidiana do subespaço original. Prove que a variância da distância euclidiana é maior
que o fator de erro especificado apenas com uma probabilidade F = 2/n2 tal que o
limite de união desta probabilidade em todos os pares de pontos é menor que 1 ≤ 1/n.

O lema de JL afirma que, depois de fixar um nível de erro ϵ, pode-se mapear uma
coleção de pontos de um espaço (não importa quão alta seja a dimensão d) para um
espaço dimensionalmente menor, alterando apenas a distância entre quaisquer dois
pontos por um fator de 1± ϵ.

Algo a ser observado sobre o lema JL é que ele é independente dos próprios
vetores x; o lema de JL depende apenas da dimensão d, número de vetores n e
distorção ϵ.

3.5 MODELOS DE MISTURA

A redução de dimensionalidade é uma técnica amplamente utilizada para simpli-
ficar conjuntos de dados de alta dimensão, tornando-os mais tratáveis e visualmente
interpretáveis. No entanto, ao transformar dados para um espaço de menor dimen-
são, existe o risco inerente de perder informações cruciais. Modelos de Misturas, com
sua abordagem probabilística, oferecem um meio de mitigar os efeitos dessa perda,
permitindo uma interpretação dos dados mesmo em espaços de dimensão reduzida.

Segundo McLachlan, Lee e Rathnayake (2019), dado um conjunto de dados X =
x1, ..., xn em que n é o número de observações de uma variável aleatória d-dimensional
x. A variável aleatória xn é assumida ser distribuída de acordo com a mistura de
C componentes. Cada componente (cluster ) é matematicamente representado por
uma distribuição paramétrica. Uma distribuição individual usada para modelar um
cluster específico é geralmente chamada como uma distribuição de componentes.
Todo o conjunto de dados é, portanto, modelado por uma mistura dessas distribuições.
Formalmente, a distribuição de mistura, ou função de densidade de probabilidade de
xn pode ser escrita como:

p(xn) =
C∑
c=1

πcp(xn|θc) (16)

onde π1, ...πC são as probabilidades de mistura (também chamados de coeficientes
de mistura ou pesos), cada θc é um conjunto de parâmetros especificando o c-ésimo
componente e p(xn|θc) é a distribuição do componente. Para serem probabilidades
válidas, as probabilidades de mistura πc devem satisfazer

0 ≤ πc ≤ 1 (c = 1, ..., C) e
C∑
c=1

πc = 1

Uma maneira de gerar uma amostra aleatória xn com o modelo de mistura da-
do pela Equação 16 pode ser feita da seguinte forma: Seja zn uma variável aleatória
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categórica assumindo os valores 1, ..., C com probabilidades p(zn = c) = πc (também
denotado como p(znc = 1) = πc, respectivamente. Suponha que a distribuição condi-
cional de xn dado zn = c seja p(xn|θc). Então a distribuição marginal de xn é obtida
somando a distribuição conjunta sobre todos os valores possíveis de zn para dado
p(xn) como na Equação 16. Nesse contexto, a variável zn pode ser considerada como
o componente (ou cluster ) da amostra aleatória xn. Em vez de usar uma única variável
categórica zn, introduz-se um vetor aleatório binário C-dimensional zn para denotar o
componente para xn. A variável aleatória C-dimensional zn tem uma representação de
1 a C, na qual um dos elementos znc = (zn)c é igual a 1, e todos os outros elementos
iguais a 0, denotando que o componente de origem de xn é igual a c. Por exemplo,
dado uma variável com C = 5 clusters e uma observação particular xn da variável cor-
responder ao cluster onde zn4 = 1, então zn será representado por zn = (0, 0, 0, 1, 0)T .
Observa-se que os valores de znc satisfazem znc ∈ 0, 1 e

∑
c = 1C , znc = 1. Como zn

usa uma representação de 1 a C, a distribuição marginal sobre zn é especificada em
termos de probabilidades de mistura πc, tais que

p(zn) = πzn1
1 πzn2

2 ...πznC
C =

C∏
c=1

πznc
c (17)

Similarmente, a distribuição condicional de xn dado zn pode ser escrita na forma:

p(xn|zn) =
C∏
c=1

p(xn|θc)znc (18)

A distribuição conjunta é dada por p(zn)p(xn|zn) e a distribuição marginal de xn é
obtida por:

p(xn) =
∑
zn

p(zn)p(xn|zn) =
C∑
c=1

πcp(xn|θc). (19)

Assim, a distribuição marginal de x é uma formulação equivalente do modelo
de mistura envolvendo uma variável latente explícita. Do ponto de vista do processo
generativo, um determinado conjunto de pontos de dados poderia ter sido gerado
repetindo o seguinte procedimento N vezes, uma vez para cada ponto de dados xn:

• Escolher um componente oculto (isto é, cluster ) zn ∼MultC(1, π). Isso seleciona
o c-ésimo componente a partir do qual se observa o ponto xn.

• Amostrar um ponto de dados xn do c-ésimo componente de acordo com a distri-
buição condicional p(xn|θc)

Como a distribuição marginal pode ser representada na forma
p(xn) = ∑

zn
p(xn, zn), segue-se que para cada ponto de dados observado xn
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existe uma variável latente correspondente zn. Usando o teorema de Bayes, pode-se
obter a probabilidade condicional de znc = 1 dado xn como:

p(znc = 1|xn) = p(znc = 1)p(xn|znc = 1)∑C
j=1 p(znj = 1)p(xn|znj = 1)

= πcp(xn|θc)∑C
j=1 πjp(xn|θj)

(20)

onde πc (isto é, p(znc = 1)) é a probabilidade a priori de que o dado xn foi gerado
pelo componente c e p(znc = 1|xn) é a probabilidade a posteriori de que o ponto xn

observado veio do componente c. A seguir, usa-se γ(znc) para denotar p(znc = 1|xn),
que também pode ser visto como a responsabilidade que o componente c assume
para explicar a observação xn

Na formulação do modelo de mistura apresentada acima, precisa-se inferir um
conjunto de parâmetros a partir da observação, incluindo as probabilidades de mistura
πc e os parâmetros para as distribuições de componentes θc.

Pode-se escrever a probabilidade de gerar todos os pontos de dados da seguinte
forma:

p(X|Θ) =
N∏
n=1

C∑
c=1

πcp(xn|θc) (21)

Na forma logaritmica, tem-se:

ln p(X|Θ) =
N∑
n=1

ln
C∑
c=1

πcp(xn|θc) (22)

De acordo com Bishop e Nasrabadi (2006), a estimativa de máxima verossimi-
lhança (MLE) é uma abordagem estatística importante para a estimativa de parâmetros
e pode ser dada como:

ΘMLE = arg max
Θ

(ln p(X|Θ)) (23)

O qual considera a melhor estimativa como aquela que maximiza a probabilidade
de gerar todas as observações. Às vezes tem-se informações a priori p(Θ) sobre os
parâmetros que podem ser incorporadas aos modelos de mistura. Assim, a estimativa
máxima a posteriori (MAP) é (GAUVAIN; LEE, 1994; SORENSON, 1980):

ΘMAP = arg max
Θ

(ln p(X|Θ) + ln p(Θ)) (24)

Que considera a melhor estimativa como aquela que maximiza a probabilidade
a posteriori de Θ de acordo com os dados observados. MLE e MAP fornecem uma
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abordagem unificada para estimativa de parâmetros, que é bem definida no caso da
distribuição normal.

Como mencionado anteriormente, cada cluster é representado matematicamente
por uma distribuição paramétrica. Em princípio, as misturas podem ser construídas
com quaisquer tipos de componentes e ainda pode-se ter um modelo de mistura perfei-
tamente bom. Na prática, é comum considerar modelos paramétricos de mistura, onde
todos os componentes são da mesma família paramétrica de distribuições, mas com
parâmetros diferentes. Por exemplo, todos eles podem ser gaussianas com diferentes
médias e variâncias.

3.5.1 Modelo de Misturas Gaussianas

O modelo de mistura mais conhecido é o modelo de mistura gaussiana (GMM),
onde cada componente é uma distribuição gaussiana. Recentemente, o GMM tem sido
amplamente utilizado para Clustering em muitas aplicações, como , segmentação de
imagens e rastreamento de objetos (KARANAM; SRINIVAS; CHAKRAVARTY, 2023;
ZHANG; JIN; GE, 2022).

De acordo com Yu et al. (2015), a distribuição gaussiana, também conhecida
como distribuição normal, é um modelo amplamente utilizado para a distribuição de
variáveis contínuas. No caso de uma única variável x, a distribuição gaussiana pode
ser escrita na forma:

N(x|µ, σ2) = 1
(2πσ2)1/2 e

− 1
2σ2 (x−µ)2

, (25)

onde µ é a média e σ2 é a variância. A Figura 8a mostra o gráfico de distribuições
gaussianas para diferentes parâmetros. Para um vetor d-dimensional x, a distribuição
gaussiana multivariada assume a forma:

N(x|µ,Σ) = 1
(2π)d/2

1
|Σ|1/2 e

− 1
2 (x−µ)T Σ−1(x−µ) (26)

onde µ é um vetor médio d-dimensional, Σ é a d× d matriz de covariância e |Σ| denota
o determinante de Σ. A Figura 8b mostra contornos da distribuição gaussiana para
vários valores de parâmetros.

No modelo de mistura gaussiana, cada componente é representado pelos pa-
râmetros de uma distribuição gaussiana multivariada p(xc|θc) = N(xn|µc,Σc). Com
base na Equação 16, a distribuição da mistura gaussiana pode ser escrita como uma
superposição linear de gaussianas na forma:

p(xn|Θ) = p(xn|π, µ,Σ) =
C∑
c=1

πcN(xn|µ,Σc). (27)
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(a) (b)

Figura 8 – (a) Gráficos da distribuição gaussiana univariada dada pela Equação 25 para vários parâme-
tros µ e σ, e (b) contornos da distribuição gaussiana multivariada (2D) para vários parâmetros
de µ e Σ.

Fonte: Adaptado de D’Ortenzio e Manes (2021)

Para um dado conjunto de observações X, a função de log-verossimilhança é
dada por:

l(Θ) = ln p(X|Θ) =
N∑
n=1

ln p(xn|Θ) =
N∑
n=1

ln
C∑
c=1

πcN(xn|µc,Σc) (28)

Para encontrar soluções de máxima verossimilhança válidas em máximos locais,
calcula-se as derivadas de ln p(X|π, µ,Σ) em relação a πc, µc e Σc, respectivamente. A
derivada em relação à média µc é dada por:

∂l

∂c
=

N∑
n=1

πcN(xn|µc,Σc)∑C
j=1 πjN(xn|µj,Σj)

Σ−1
c (xn − µc) =

N∑
n=1

γ(znc)Σ−1
c (xn − µc), (29)

Definindo esta derivada como zero e multiplicando por Σc, obtém-se as equações:

µc =
∑N
n=1 γ(znc)xn∑N
n=1 γ(znc)

(30)

γ(znc) = πcN(xn|µc,Σc)∑C
j=1 πjN(xn|µj,Σj)

(31)

Pode-se interpretar que a média µc para a c-ésima componente gaussiana é
obtida tomando uma média ponderada de todos os pontos do conjunto de dados, em
que o fator de ponderação corresponde à probabilidade a posteriori γ(znc) de que a
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componente c foi responsável por gerar xn. Da mesma forma, define-se a derivada de
ln p(X|π, µ,Σ) em relação a Σc como zero e obtém-se:

Σc =
∑N
n=1 γ(znc)(xn − µc)(xn − µc)T∑N

n=1 γ(znc)
(32)

Semelhante a Equação 30, cada ponto de dados é ponderado pela probabilidade
condicional gerada pelo componente correspondente e com o denominador dado pelo
número efetivo de pontos associados ao componente correspondente.

A derivada de ln p(X|π, µ,Σ) em relação às probabilidades de mistura πc requer
um pouco mais de trabalho, porque os valores de πc são obrigados a ser positivos e
com soma igual a um. Essa restrição pode ser tratada usando um multiplicador de
Lagrange ℘ e maximizando a seguinte quantidade:

ln p(X|π, µ,Σ) + ℘(
C∑
c=1

πc − 1)

Depois de simplificar e reorganizar obtém-se:

πc =
∑N
n=1 γ(znc)
N

(33)

de modo que as probabilidades de mistura para o c-ésimo componente sejam dadas
pela probabilidade a posteriori média que o componente assume para explicar os
pontos de dados.

Vale ressaltar que as Equações 30, 32 e 33 não são a solução de forma fecha-
da para os parâmetros do modelo de mistura. A razão é que essas equações estão
intimamente ligadas à Equação 31. Mais especificamente, as probabilidades a pos-
teriori γ(znc) dadas pela Equação 31 dependem de todos os parâmetros do modelo
de mistura, enquanto todos os resultados das Equações 30, 32 e 33 dependem de
γ(znc). Portanto, maximizar a função log-verossimilhança para um modelo de mistura
gaussiana torna-se um problema computacionalmente complexo. Um método elegante
e poderoso para encontrar soluções de máxima verossimilhança para modelos com
variáveis latentes é chamado de algoritmo de maximização de expectativa ou algoritmo
EM (DEMPSTER; LAIRD; RUBIN, 1977). As Equações acima apresentam uma solu-
ção iterativa para o modelo de mistura gaussiana, que acaba por ser uma instância do
algoritmo EM para o caso particular do modelo de mistura gaussiana.

O algoritmo EM começa inicializando com suposições sobre os parâmetros, in-
cluindo as médias, covariâncias e probabilidades de mistura. Em seguida, alterna-se
entre duas etapas de atualização, a etapa de expectativa e a etapa de maximização.
Na etapa de expectativa, ou etapa E, usa-se os parâmetros atuais para calcular as
probabilidades a posteriori de acordo com a Equação 31. Na etapa de maximização,
ou etapa M , maximiza-se a log-verossimilhança com as probabilidades a posteriori
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atualizadas e se re-estimam as médias, covariâncias e coeficientes de mistura usando
as Equações 30, 32 e 33. Cada iteração do algoritmo EM tem a garantia de aumen-
tar a log-verossimilhança. Na prática, o algoritmo EM converge quando a mudança
na log-verossimilhança ou nos valores dos parâmetros cai abaixo de algum limite. O
pseudocódigo do algoritmo EM para misturas gaussianas é apresentado no algoritmo
1.

Algoritmo 1 EM para Misturas Gaussianas
Entrada: Um conjunto de pontos de dados e um modelo de mistura gaussi-

ana
Saída: Maximizar a log-verossimilhança em relação aos parâmetros
início

Inicialize as médias µ0
c , covariâncias Σ0

c e probabilidades de mistura π0
c ;

repita
E-step: Calcule γ(znc) usando os parâmetros atuais baseados na
Equação 31 ;
M-step: início

Atualize as médias usando a Equação 30 ;
Utilize as novas médias para calcular as covariâncias usando a
Equação 32 ;
Re-estime as probabilidades de mistura usando a Equação 33 ;

fim
Calcule a log-verossimilhança usando a Equação 28 ;
se o critério de convergência for atendido então

retorne os parâmetros finais µ, Σ, π ;
fim

até a convergência do algoritmo;

fim

Conforme ilustrado na Figura 9, o algoritmo EM para uma mistura de dois com-
ponentes gaussianos é aplicado a um conjunto de dados gerados aleatoriamente. A
Figura 9a mostra os pontos de dados em círculos azuis, juntamente com a inicialização
aleatória do modelo de mistura no qual os dois componentes gaussianos são mostra-
dos como círculos verdes e vermelhos. A Figura 9b mostra o resultado do passo E

inicial, no qual cada ponto de dados é representado usando uma proporção de branco
e preto de acordo com a probabilidade a posteriori de ter sido gerado pelo componente
correspondente. A Figura 9c mostra a situação após o primeiro passo M , em que as
médias e covariâncias de ambos os componentes mudaram. A Figura 9d mostra os
resultados próximo a convergência após 47 ciclos de EM .
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 9 – Ilustração do algoritmo EM para duas componentes gaussianas.

Fonte: Adaptado de Bishop e Nasrabadi (2006)



4 MODELAGEM DE ESPAÇO DE BUSCA DE BAIXA DIMENSIONALIDADE

Neste capítulo, apresenta-se a modelagem de espaços de busca de baixa di-
mensionalidade, através da operacionalização das teorias discutidas no capítulo 3. A
transição da teoria para a prática é efetuada através da exploração dos conceitos e
fórmulas previamente introduzidos, proporcionando uma fundamentação sólida para o
método LSMDE delineado no capítulo subsequente. A modelagem de baixa dimensi-
onalidade não apenas simplifica a representação do espaço de busca, mas também
facilita a identificação de padrões, a redução de complexidade computacional e a
descoberta de insights valiosos para o domínio em estudo. Este processo é crucial
para a criação de uma estrutura robusta que apoie a análise subsequente do método
proposto.

Neste capítulo, apresentam-se as definições matemáticas e algorítmicas que
regem o LSMDE. Algumas das formulações matemáticas já apresentadas no capítulo
3 de fundamentação teórica foram adaptadas para o contexto de Otimização de modo
a facilitar o entendimento do funcionamento do método proposto.

4.1 PRINCIPIOS DE TRANSFORMAÇÃO DE ESPAÇO

Dada as formulações irrestritas (χ = Rd) e restritas (χ = [−1, 1]d) de Otimização
Global em Larga Escala escritas tais como:

f ∗
IR = min

x∈Rd
f(x)

f ∗
R = min

x∈χ
f(x)

(34)

onde f : Rd → R é uma função contínua e determinística.
Para um problema irrestrito (IR), assume-se que existe x∗ ∈ Rd tal que

min
x∈Rd

f(x) = f(x∗) = f ∗
IR (35)

Isso sugere que a função f é limitada abaixo, ou seja, f ∗
IR > −∞ e que o mínimo

em (IR) é atingido (nem todos os minimizadores estão no infinito). Para restrito (R), esta
propriedade está implícita no teorema do valor extremo de Weierstrass (PROTTER;
CHARLES JR et al., 2012), que diz que se f é uma função contínua definida sobre um
compacto χ, f deve atingir o mínimo global em χ.

Em uma tentativa de aliviar a maldição da dimensionalidade de problemas LSGO,
foca-se nas aproximações de baixo posto de χ (como descrito na secção 3.4). Alguns
trabalhos relacionam essas funções com certos tipos de espaço denominados "subes-
paços efetivos", "subespaços ativos"ou "multi-ridge"(CONSTANTINE, 2015; VYBIRAL,
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s.d.; TYAGI; CEVHER, 2014). Para facilitar a comunicação, esta tese utiliza o termo
"espaço reduzido", sendo este derivado do cálculo da aproximação de baixo posto de
χ.

O subespaço reduzido permite diminuir a dimensão do espaço da função e com
isso reduzir os custos computacionais de resolução do problema de otimização. Ilustra-
se a ideia com o exemplo a seguir:

Exemplo 4.1.1. Considere o seguinte problema de otimização

minimize
x

sen2(x1 − x2 − 0, 5)

sujeito a x ∈ χ = [−2, 2]2 (36)

Os mínimos globais do problema podem ser encontrados analiticamente. Resol-
vendo sen2(x1 − x2 − 0, 5) = 0 descobre-se que o conjunto de minimizadores globais
compreende os três conjuntos a seguir:

G∗
1 =


1
1

 t−
 0
0, 5− π

 : −2 ≤ t ≤ 2.5− π


G∗

2 =


1
1

 t−
 0
0, 5

 : −1.5 ≤ t ≤ 2


G∗

3 =


1
1

 t−
 0
0, 5 + π

 : −1.5 + π ≤ t ≤ 2

 .

(37)

Cada G∗
i corresponde a uma linha distinta de minimizadores globais ao longo da

qual a função é constante e na qual atinge o seu mínimo global.
Pode-se reduzir a dimensão D do problema para uma dimensão D = 1 parame-

trizando x1 = y e x2 = −y; isso gera o seguinte problema unidimensional:

minimize
x

sen2(2y − 0, 5)

sujeito a [1,−1]Ty ∈ χ (38)

As soluções são alcançadas nos pontos y∗ = πi/2 + 0, 25, i = 0, ±1. Geome-
tricamente, a parametrização equivale a incorporação (embedding) da reta [1,−1]T

no espaço bidimensional e à busca dos mínimos globais ao longo desta reta. As so-
luções no espaço reduzido correspondem aos pontos de interseção entre [1,−1]T e
as linhas de minimizadores globais. As três soluções no espaço original são pontos
x∗
i = (πk + 0, 25) · [1,−1]T para i = 1, 2, 3.
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4.2 PROBLEMAS REDUZIDOS VIA DECOMPOSIÇÃO DE VALOR SINGULAR

O Exemplo 4.1.1 ilustra que é possível considerar um problema de otimização
como um problema de dimensão inferior, que tem o mesmo mínimo global f ∗

IR(f ∗),
restringindo-o e resolvendo (IR) e (R) apenas dentro deste importante subespaço.
Normalmente, no entanto, o subespaço reduzido é desconhecido. Decomposição de
Valor Singular é uma proposta para reduzir o tamanho do espaço original e, portanto,
o custo de sua solução, enquanto tenta preservar os valores mínimos globais originais
do problema. De maneira geral, nesta tese, investiga-se o problema reduzido restrito
(RR):

minimize
ψ

f(ψ)

sujeito a ψ ∈ Ψ
(39)

onde Ψ = UkSk é um espaço reduzido resultante de uma aproximação de baixo posto
k com k < d como descrito na subsecção 3.4.2; e ψ ∈ Ψ é uma solução no subespaço
reduzido.

Observação 1. Se ψ∗ é um minimizador para o problema reduzido restrito (RR), pode-
se recuperar um correspondente minimizador x∗ na dimensão original definindo x∗ =
ψ∗ · V T

k (TOUGAS; SPITERI, 2007; WANG; JIN, 2006).

A otimização do problema reduzido restrito (RR) é bem-sucedida se seus mínimos
globais coincidem com o mínimo global do problema reduzido (R) dentro da tolerância
ϵ definido pelo lema de Johnson-Lindenstrauss e descrito na subsecção 3.4.3.

Definição 4.2.1 (Problema reduzido restrito bem-sucedido). Dizemos que o problema
reduzido restrito (RR) é bem-sucedido se existe um ψ∗ ∈ Rk tal que o seu corres-
pondente x∗ ∈ Rd também é o minimizador do problema reduzido (R) respeitando a
tolerância ϵ.

4.3 TRANSFORMAÇÃO DE ESPAÇO

Definição 4.3.1 (Transformação de espaço bem-sucedida). Uma função f : Rd → R
tem um espaço reduzido de dimensão k quando existe um subespaço Ψ de dimensão
k < d tal que para todos os vetores ψ ∈ Ψ, tem-se que a função de aptidão f(ψ) ≃ f(x)
dado a tolerância ϵ e x ∈ χ. O subespaço Ψ é denominado espaço reduzido de χ.

Pela aplicação de SVD em (IR) e (R), deixa-se de otimizar Rd para otimizar em
um espaço de dimensão inferior Rk. A relação ψ → xVkS

−1
k mapeia pontos de Rd para

pontos ao longo do subespaço reduzido em Rk.

Teorema 4.1. Pela definição de SVD, dado que A = USV T . Então para qualquer
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x ∈ Rd, existe um ψ ∈ Rk e ψ = xVkS
−1
k tal que f(x) ≃ f(ψ). Em particular, para um

minimizador global x∗ de (IR) ou (R), existe um ψ∗ ∈ Rk tal que f(ψ∗) ≃ f(x∗).

O teorema 4.1 estabelece que existe um minimizador ψ∗ ∈ Rk pelo qual o corres-
pondente valor x∗ ∈ Rd é um minimizador. Assim, é possível recuperar um minimizador
global através da busca em Rk.

4.4 MODELAGEM DE ESPAÇO DE BUSCA REDUZIDO Ψ

Nem todos as incorporações (embeddings) podem recuperar com exatidão o
mínimo global do problema original. Portanto, espera-se que os problemas reduzidos
sejam bem sucedidos para a matriz Ψ dentro de uma margem de tolerância que
está correlacionada com o parâmetro ϵ , a dimensionalidade k e as características
intrínsecas do espaço de busca original. A partir disso, é necessário tomar medidas
para garantir que o ruído ocasionado pela transformação de espaço ϕ : Rd → Rk não
interfira na exploração do subespaço reduzido Ψ.

Uma forma de guiar a exploração no espaço reduzido Ψ é analisar cada ψ ∈ Ψ
na perspectiva de clusters, de forma que progresso para a solução ótima não seja
definido apenas por uma solução única ψi, mas sim pelo cluster que representa todas
as soluções ψ que possuem características semelhantes a ψi. A Figura 10 ilustra como
seria um processo de Clustering.

Figura 10 – Ilustração do processo de Clustering em um espaço reduzido Ψ 2D utilizando k-means

Fonte: Autor

Contudo, devido a perda de informação ocasionada pela transformação de es-
paço ϕ, podem existir soluções ψ que possuem similaridades a mais de um cluster,
Logo, essa incerteza deve ser mensurada e utilizada para guiar a exploração no espa-
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ço reduzido. A Figura 11 ilustra um processo de Clustering por modelos de misturas
gaussianas no espaço reduzido onde as soluções possuem similaridades a mais de
um cluster.

Figura 11 – Ilustração de clusterização em um espaço reduzido Ψ 2D utilizando modelo de misturas
gaussianas

Fonte: Autor

Segundo a definição de misturas gaussianas explicitado na subsecção 3.5.1,
cada cluster é representado por um conjunto de parâmetros θ = [π, µ,Σ], em que

• A média µ define o centro do cluster.

• A covariância Σ define sua largura. Isto seria equivalente às dimensões de um
elipsoide num cenário de alta dimensionalidade (LSGO).

• Uma probabilidade de mistura π que define quão representativa é a gaussiana
em relação ao espaço de busca. Quanto maior o π do cluster, mais soluções ψi
podem ser explicadas pelo mesmo.

Na Figura 12, cada gaussiana explica os dados contidos em cada um dos três
clusters disponíveis. Os coeficientes de mistura são probabilidades e devem atender a
condição

∑k
1 πk = 1.

Para determinar os valores ideais para θ deve-se garantir que cada gaussiana
se ajuste aos pontos de dados pertencentes a cada cluster. Isso pode ser alcançado
através da máxima verossimilhança. Na perspectiva de um espaço de busca de um
problema de otimização, a função densidade gaussiana é dada ela Equação 40:

N (ψ|µ,Σ) = 1
(2π)k/2

1
|Σ|1/2 e

− 1
2 (ψ−µ)T Σ−1(ψ−µ) (40)
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Figura 12 – Ilustração de clusterização em um espaço reduzido Ψ 2D utilizando modelo de misturas
gaussianas

Fonte: Autor

Onde ψ representa uma solução no espaço de busca reduzido, k é o número de
dimensões do espaço reduzido e µ e Σ são a média e a covariância, respectivamente.
Sob um ponto de vista de um problema LSGO, dado um conjunto de soluções com
1000 dimensões (k = 1000) composto por N = 500 soluções candidatas, então o
subespaço Ψ será uma matriz 500× 1000 onde µ será um vetor 1× 1000 e Σ será uma
matriz 1000× 1000.É importante analisar o logaritmo da Equação 26, que é dado por:

lnN(ψ|µ,Σ) = −k2 ln 2π − 1
2 ln Σ− 1

2(ψ − µ)TΣ−1(ψ − µ) (41)

Diferenciar a Equação 41 em relação à média e à covariância e depois igualá-la a
zero permite encontrar os valores ótimos para estes parâmetros, e as soluções corres-
ponderão às Estimativas de Máxima Verossimilhança (MLE) para esta configuração.

Para que o processo de otimização ocorra de maneira efetiva no espaço reduzido,
deve-se expressar qual a probabilidade de uma determinada solução candidata ψi vir
de um cluster (ou gaussiana) λ, Pode-se expressar isso como:

p(zi,λ = 1|ψi) (42)

Neste caso, z é uma variável latente que assume apenas dois valores possíveis.
É igual a 1 quando ψ pode ser explicado pelo cluster λ e zero caso contrário. Da
mesma forma, pode-se afirmar que:

πλ = p(zλ = 1) (43)

O que significa que a probabilidade geral de observar uma solução que vem do
cluster λ é equivalente ao coeficiente de mistura dessa gaussiana. Ou seja, quanto
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maior a amplitude da gaussiana, maior será essa expectativa de probabilidade. Seja Z
o conjunto de todas as variáveis latentes possíveis z, tem-se:

Z = z1, ..., zλ (44)

Sabe-se que cada z ocorre independentemente dos outros e que só podem
assumir o valor igual a 1 quando λ for igual ao cluster de onde provém a solução.
Portanto:

p(z) = p(z1 = 1)z1p(z2 = 1)z2 ...p(zλ = 1)zλ =
Λ∏
λ=1

πzλ
λ (45)

Para encontrar a probabilidade de observar as soluções ψi, visto que eles vieram
do cluster λ usa-se a própria função gaussiana como segue:

p(ψi|z) =
Λ∏
λ=1
N (ψi|µ,λ,Σλ)zλ (46)

Objetiva-se inicialmente determinar qual a probabilidade de z dada a observa-
ção ψi. As equações derivadas acima juntamente com a regra de Bayes, auxiliam a
determinar esta probabilidade. Pela regra do produto de probabilidades, sabe-se que:

p(ψi, z) = p(ψi|z)p(z) (47)

Como pode-se observar, as derivações das Equações 45 e 46 são os operandos à
direita da Equação 47. Para usar a regra de Bayes para obter a probabilidade primeiro
precisa-se de p(ψi), não de p(ψi, z). Para remover z pode-se usar Marginalização,
somando os termos de z, portanto:

p(ψi) =
Λ∑
λ=1

p(ψi|z)p(z) =
Λ∑
λ=1

πλN (ψi|µλ,Σλ) (48)

A Equação 48 define uma mistura gaussiana, e como tal, depende de θ = [π, µ,Σ].
Para determinar os valores ideais para θ, precisa-se determinar a máxima verossimi-
lhança do modelo.

O espaço de otimização reduzido pode ser modelado como a probabilidade con-
junta de todas as observações ψi, definida por:

p(Ψ) =
N∏
i=1

p(ψi) =
N∏
i=1

Λ∑
λ=1

πλN (ψλ|µλ,Σλ) (49)
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Como feito na função de densidade gaussiana original, aplica-se o logaritmo a
cada lado da equação de forma a ter-se:

ln p(Ψ) =
N∑
i=1

ln
Λ∑
λ=1

πλN (ψλ|µλ,Σλ) (50)

Para que se possa encontrar as gaussianas (clusters) que melhor explicam o
espaço de busca reduzido, deve-se encontrar os parâmetros θ que as descrevem. Para
estimar os parâmetros ótimos θ para a mistura, pode-se usar um método iterativo. Mas
primeiro, deve-se encontrar a probabilidade de z dado ψ. A partir da regra de Bayes,
tem-se:

p(zλ = 1|ψi) = p(ψi|zλ = 1)p(zλ = 1)∑Λ
j=1 p(ψi|zj = 1)p(zj = 1)

(51)

Substituindo as Equações 43, 48 na Equação 51, tem-se que:

p(zλ = 1|ψi) = πλN (ψi|µλ,Σλ)∑Λ
j=1 πjN (ψi|µjΣj)

= γ(ziλ) (52)

Onde γ(ziλ) representa a probabilidade a posteriori que cada cluster λ tem pela
observação de ψ.

O algoritmo de maximização de expectativa, ou simplesmente algoritmo EM,
é amplamente utilizado para problemas de otimização onde a função objetivo tem
complexidades como a encontrada para o caso de modelo de misturas gaussianas.

Sejam os parâmetros do modelo de mistura gaussiana que explicam o espaço
reduzido Ψ dado por:

θ = [π, µ,Σ] (53)

Para se usar o algoritmo EM para encontrar os melhores parâmetros primeiro
inicializa-se θ aleatoriamente. O passo seguinte, denominado "Expectativa", avalia:

Q(θ∗, θ) = E[ln p(Ψ, Z|θ∗)] =
∑
Z

p(Z|Ψ, θ) ln p(Ψ, Z|θ∗) (54)

O termo p(Z|Ψ, θ) é o mesmo γ(ziλ) apresentado na Equação 52. Para modelos
de mistura gaussiana, a etapa de expectativa se resume ao cálculo do valor de γ

usando os valores antigos dos parâmetros. Substituindo a Equação 52 em 54, tem-se:

Q(θ∗, θ) =
∑
Z

γ(ziλ) ln p(Ψ, Z|θ∗) (55)
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O termo p(Ψ, Z|θ∗) pode ser encontrado usando a seguinte expressão:

p(Ψ, Z|θ∗) =
N∏
i=1

Λ∏
λ=1

πziλN (ψi|µλ,Σλ)ziλ (56)

Em que a Equação 56 é o resultado do cálculo da probabilidade conjunta de
todas as observações e variáveis latentes e é uma extensão das derivações iniciais
para p(ψ). O logaritmo dessa expressão é dado por:

ln p(Ψ, Z|θ∗) =
N∑
i=1

Λ∑
λ=1

ziλ[ln πλ + lnN (ψi|µλ,Σλ)] (57)

Para remover a variável latente Z, pode-se substituir a Equação 57 em 55,
obtendo-se:

Q(θ∗, θ) =
N∑
i=1

Λ∑
λ=1

γ(ziλ)[ln πλ + lnN (ψi|µλ,Σλ)] (58)

Para estimar os parâmetros θ deve-se maximizar Q em relação aos parâmetros
π, µ,Σ. Na etapa de "Maximização", encontra-se os parâmetros da mistura. Para tanto,
precisa-se fazer de Q um problema de maximização restrita e assim adicionar um
multiplicador de Lagrange ℘ na Equação 58.

De modo geral, deseja-se atualizar θ∗ usando:

θ∗ = arg max
θ
Q(θ∗, θ)

Em que Q(θ∗, θ) é dado pela Equação 58. No entanto, Q também deve levar em
conta a restrição de que todos os valores de π devem somar 1. Para fazer isso, precisa-
se adicionar um multiplicador de Lagrange ℘ adequado. Portanto, deve-se reescrever
a Equação 58 na seguinte forma:

Q(θ∗, θ) =
N∑
i=1

Λ∑
λ=1

γ(ziλ)[ln πλ + lnN (ψi|µλ,Σλ)]− ℘(
Λ∑
λ=1

πλ − 1) (59)

Deste modo, pode-se determinar os parâmetros θ a partir da máxima verossimi-
lhança usando a derivada de Q em relação a π, µ,Σ e igualá-las a zero separadamente
obtendo-se as atualizações:

π∗
λ =

∑N

i=1 γ(ziλ)
N

, µ∗
λ =

∑N

i=1 γ(ziλ)ψi∑N

i=1 γ(ziλ)
, Σ∗

λ =
∑N

i=1 γ(ziλ)(ψi−µλ)(ψi−µλ)T∑N

i=1 γ(ziλ)
(60)

Em que:



Capítulo 4. Modelagem de espaço de busca de baixa dimensionalidade 75

γ(ziλ) = πλN (ψi|µλ,Σλ)∑Λ
j=1 πjN (ψi|µj,Σj)

(61)

Os valores revisados θ∗ = [π∗, µ∗,Σ∗] são utilizados para determinar γ na próxima
iteração EM e assim por diante até obter-se a convergência no valor de verossimilhança.
A Equação 50 é utilizada para monitorar a probabilidade logarítmica em cada etapa de
modo a atingir um máximo local.



5 PROPOSTA DA TESE

5.1 DESCRIÇÃO DO MÉTODO PROPOSTO (LSMDE)

Low-dimensional Space Modeling-based Differential Evolution ou LSMDE procura
dividir o espaço de busca reduzido via Decomposição de Valor Singular, localizando
regiões promissoras por meio do agrupamento dessas soluções em clusters. O LSMDE
define um cluster λ a partir do parâmetro θ = (µ, π,Σ). O centro µi é uma solução no
espaço reduzido que representa o cluster λi , identificando a sua localização dentro do
espaço de busca reduzido. O coeficiente de mistura πi, que especifica a probabilidade
de que uma dada solução ter sido gerada pelo cluster, e covariância Σ que especifica
as dimensões do cluster . Ao invés de armazenar todas as soluções agrupadas no
cluster, as informações do grupo de soluções são explicadas através da gaussiana
que representa o cluster. Um cluster se torna promissor quando o coeficiente de
mistura atingir certo limitante ρ. Caso um cluster seja definido como promissor, uma
busca local especializada em LSGO é aplicada para explorar apenas a região de
alta dimensionalidade referente ao cluster escolhido, reduzindo o custo computacional
associado com a tarefa.

O LSMDE é um método iterativo que possui quatro componentes principais: inici-
alização da população, transformação de espaço, otimização por modelos de mistura
gaussiana e busca local. A Figura 13 apresenta uma visão de alto nível do método,
destacando suas etapas principais em cinza.

Figura 13 – Visão de alto nível do método LSMDE. As etapas principais estão destacadas em cinza

Fonte: Autor

A cada iteração do LSMDE, uma população P de soluções candidatas ainda
em alta dimensionalidade é gerada pela metaheurıstica e enviada para o processo de
redução de dimensionalidade de modo a construir o espaço reduzido atual Ψ. Posterior-
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mente, as soluções ψ ∈ Ψ são enviadas para o processo de Clustering. Essas soluções
são então agrupadas nos clusters Λ via modelo de misturas gaussianas. Novas solu-
ções, decorrentes do processo natural de exploração da metaheurística, atualizam os
centros dos clusters (µ) por meio de um processo de assimilação, fazendo com que
os centros µ se desloquem no espaço de busca reduzido. Em seguida é analisado o
coeficiente de mistura π dos clusters. Caso algum dos coeficientes de mistura tenha
atingido um limitante ρ, esse cluster pode estar em uma região de busca promissora.
As subseções a seguir detalham esse processo.

5.1.1 Inicialização da População

A primeira etapa para a solução de um problema LSGO é definir a população que
dará início ao processo de otimização. Em geral, uma boa população inicial melhora
o desempenho dos algoritmos e pode economizar recursos computacionais durante o
processo de busca (MAHDAVI; RAHNAMAYAN; DEB, 2018). A inicialização aleatória
ou uniforme da população está entre as técnicas mais comuns. No entanto, essas
técnicas não são recomendadas para problemas em grande escala (KAZIMIPOUR;
LI; QIN, 2014). Aprendizado baseado em oposição (OBL) tem despertado interesse
na última década, principalmente por causa de seu amplo uso em algoritmos de soft
computing (MAHDAVI; RAHNAMAYAN; DEB, 2018). Como definido na Secção 3.3, o
conceito computacional de aprendizado por oposição foi inspirado pelo conceito de
número oposto ou candidato oposto, definido a seguir:

Definição 5.1.1 (Candidato Oposto no espaço d-dimensional). Seja x = (x1, ..., xd) um
ponto no espaço d-dimensional e xj ∈ [aj, bj], j = 1, 2, ..., d. O oposto de x̂ é definido
por x̂ = (x̂1, ..., x̂d) como segue:

x̂j = aj + bj − xj (62)

De acordo com Mahdavi, Rahnamayan e Deb (2018), a busca por soluções ó-
timas considerando a aleatoriedade e seu oposto fornece uma probabilidade maior
de encontrar regiões promissoras, uma vez que a busca pode ser redirecionada para
regiões mais favoráveis em direções opostas. LSMDE usa um aprendizado baseado
em oposição parcial modificado com três diferentes operadores de oposição para cada
dimensão do problema, conforme definido a seguir.

Definição 5.1.2 (Estratégia de Oposição do LSMDE). Seja x = (x1, ..., xd) uma solução
no espaço d-dimensional e xj ∈ [aj, bj], j = 1, 2, ..., d. O opositor x̂ é definido por
x̂ = (x̂1, ..., x̂d) onde cada x̂j é selecionado aleatoriamente entre os três operadores de
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oposição seguintes:

x̂j =


aj + bj − xj

xj + aj − ((aj + bj)/2) mod (bj − aj)
rand(aj + bj − xj, (aj + bj)/2)

(63)

Geralmente, os esquemas de oposição tradicionais calculam a oposição para
todas as variáveis de uma solução candidata usando o mesmo operador de oposição
(MAHDAVI; RAHNAMAYAN; DEB, 2018). Essa técnica limita a diversidade de soluções
opostas, já que o "espaço oposto"sempre segue a mesma regra de formação. A adição
aleatória de operadores de oposição permite a construção de soluções opostas com
uma variabilidade mais significativa em cada dimensão, permitindo explorar regiões
do espaço de busca de alta dimensionalidade que seriam difíceis de alcançar apenas
por meio de um algoritmo evolutivo. Portanto, o objetivo é gerar uma população inicial
com alta diversidade que permita uma exploração mais eficiente do espaço de busca
d-dimensional nas etapas seguintes de otimização.

Dado um problema de minimização (RR) em alta dimensionalidade, uma popu-
lação de indivíduos xi ∈ P gerada aleatoriamente e sua população oposta x̂i ∈ P̂

gerada de acordo com a Equação 63, o LSMDE gera cada novo indivíduo xi da nova
população inicial P da seguinte forma:

xi = min(f(xi), f(x̂i)) | ∀xi, x̂i ∈ (P ∪ P̂ ) e i = 1, 2, ..., n (64)

onde f é uma função de aptidão e n é o número de indivíduos na população. Em
outras palavras, a população inicial é formada pelos melhores indivíduos entre a po-
pulação aleatória P e a população oposta P̂ . Antes de iniciar a etapa de otimização, o
LSMDE reduz a dimensionalidade da população inicial gerada em P a fim de reduzir a
complexidade do problema geral de Otimização em Grande Escala.

5.1.2 Transformação de espaço

Dada qualquer população P como um subconjunto do espaço de busca original
de alta dimensionalidade, o LSMDE representa esse subconjunto como uma matriz
P n×d, onde n é o número de indivíduos na população e d é a dimensionalidade do
problema. De acordo com a Decomposição em Valores Singulares (SVD), qualquer
matriz P n×d pode ser decomposta em três matrizes U, S, V , ilustradas na Figura 14,
onde V T é a transposta da matriz V , conforme segue:

P = U · S · V T (65)

• S é uma matriz diagonal d × d com s11 ≥ s22 ≥ ...sdd ≥ 0, chamada de valores
singulares.

• U é uma matriz n×d chamada de vetores singulares à esquerda, onde UT ·U = I.
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• V é uma matriz d × d chamada de vetores singulares à direita, onde V · V T =
V T · V = I.

Figura 14 – Decomposição de matriz

Fonte: (FONSECA et al., 2022)

Podemos reescrever a Equação 65 como segue:

P = Σmin (n,d)
i=1 si · u⃗i · v⃗Ti (66)

onde si é o i-ésimo valor singular e ui, vTi são os correspondentes vetores singulares
à esquerda e direita transpostos. Em outras palavras, a SVD expressa o subespaço
de alta dimensionalidade P como uma combinação linear não negativa de min (n, d)
matrizes de posto 1, com os valores singulares fornecendo os multiplicadores e os
produtos externos dos vetores singulares à esquerda e direita fornecendo as matrizes
de posto 1. Como a SVD de P representa o subespaço P como uma multiplicação de
matrizes ordenadas por importância, pode-se manter apenas os k vetores singulares
mais importantes para obter uma projeção US ∈ Rk do subespaço P ∈ Rd, onde k < d.
Em outras palavras, a SVD reduz a dimensionalidade da matriz P mantendo apenas
os primeiros k termos na Equação 66 gerando assim uma aproximação de baixo posto
P̃ similar ao original P , conforme definido a seguir:

P̃ = Σk
i=1si · ui · vTi ou P̃ = Uk · Sk · V T

k (67)

A matriz Ψ = UkSk fornece representações de baixa dimensão do espaço de busca
P a partir dos seus k componentes principais mais importantes (PC), e a matriz V T

k

pode ser interpretada como uma matriz de reconstrução que projeta essas soluções
de baixa dimensão de volta ao espaço aproximado de alta dimensão P̃ (Figura 15).

Para que o subespaço Ψ seja utilizado em uma abordagem baseada em po-
pulação, é necessário desenvolver uma maneira de atualizar o subespaço de baixa
dimensão sem ter que reconstruí-lo. Essa funcionalidade é importante para que os o-
peradores de mutação, cruzamento e seleção da metaheurística possam ser utilizados
de maneira efetiva. Para essa tarefa, pode-se utilizar as definições apresentadas na
subsecção 4.3.
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Figura 15 – Ilustração de uma representação de baixa dimensão de uma matriz aleatória P de d dimen-
sões para uma matriz Ψ de k dimensões.

Fonte: (FONSECA et al., 2022)

Para uma aproximação do subespaço P̃ , as três matrizes decompostas Uk, Sk e
Vk são calculadas primeiro. No entanto, quando um novo indivíduo é adicionado ao es-
paço de busca por meio de uma abordagem baseada em população, não é necessário
reiniciar o cálculo do subespaço de baixa dimensão Ψ. Pode-se usar os conceitos apre-
sentados anteriormente para construir Ψ(t+i) como um processo incremental (TOUGAS;
SPITERI, 2007; WANG; JIN, 2006).

Seja UkSk a matriz que compõe a aproximação de baixo posto do subespaço
P ∈ Rn×d, dado um novo indivíduo xi ∈ Rn×d para ser projetado em um espaço
k-dimensional Ψ, tem-se u = xi · Vk · S−1

k . A projeção u ∈ Rn×k é mesclada na de-
composição existente através da sua adição a parte inferior da matriz Uk, resultando
em uma matriz U

(t+1)
k ∈ R(n+1)×k. Essa nova matriz pode ser usada para calcular

Ψ(t+1) = U
(t+1)
k · Sk para a próxima geração da metaheurística baseada em população.

A Figura 16 ilustra a projeção de um novo indivíduo xi em Ψ.

Figura 16 – Projeção de um novo indivíduo de alta dimensão xi através da aproximação de baixa ordem
ϕ(xi ∈ P )

Fonte: (FONSECA et al., 2022)

O melhor valor de k para minimizar a diferença entre P e P̃ pode ser descrito
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pelo lema de Johnson-Lindenstrauss (JL), adaptado para o contexto de otimização
conforme descrito abaixo:

Lema 5.1 (Johnson-Lindenstraus). Para qualquer 0 < ϵ < 1 e inteiro n, seja k um
inteiro positivo tal que k ≥ 4(ϵ2/2− ϵ3/3)−1 log n. Então, para qualquer conjunto P de n
pontos em Rd, existe uma função ϕ : Rd → Rk tal que para todos os x, y ∈ P ,

(1− ϵ) |x− y|2 ≤ |ϕ(x)− ϕ(y)|2 ≤ (1 + ϵ) |x− y|2 .

Além disso, esta função pode ser encontrada em tempo polinomial.

LSMDE utiliza o JL para inferir a melhor dimensionalidade k para a redução de
dimensionalidade por Decomposição em Valores Singulares, a fim de preservar as
distâncias entre indivíduos por um fator de (1 ± ϵ), como apresentado na Figura 17.
Observa-se que um aumento da distorção admissível ϵ permite reduzir drasticamente
o número mínimo de dimensões para um determinado número de indivíduos de uma
população. Contudo, isso pode dificultar a precisão da otimização no espaço reduzido.

Figura 17 – Cálculo do lema de Johnson-Lindenstraus para diferentes tamanhos de população do LSM-
DE

Fonte: Autor

Ao não fazer suposições sobre a topologia do espaço de busca, o LSMDE é
mais flexível e pode ser aplicado a diferentes espaços de busca. Com base no JL e
na definição 4.3.1, existe uma função adaptativa ϕ que mapeia cada elemento de alta
dimensão xi ∈ P em seu elemento correspondente ψi ∈ Ψ e uma função inversa ϕ′ que
projeta esses indivíduos de baixa dimensão de volta para o espaço de alta dimensão,
de modo que:

ϕ(xi) = ψi, ϕ′(ψi) ≃ xi | f(xi) ≃ f(ϕ′(ψi)) , ∀i ∈ [1, n] (68)
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ϕ′(ψi) = ψi · V T
k (69)

onde f é a função de aptidão para o problema de otimização e V T
k é uma matriz de

reconstrução. A Figura 18 ilustra esse processo de transformação de espaço.

Figura 18 – Ilustração do processo de transformação de espaço Rd → Rk

Fonte: Autor

A partir dos conceitos apresentados acima, desenvolve-se uma função ϕ : Rd →
Rk que mapeia soluções candidatas de um espaço de alta dimensão P para um espaço
de baixa dimensionalidade Ψ. Da mesma forma, desenvolve-se uma função ϕ′ : Rk →
Rd de modo que cada indivíduo ψ ∈ (Ψ ⊂ Rk) possa ser mapeado de volta para o
indivíduo x ∈ (P ⊂ Rd), conforme os Algoritmos 2 e 3 a seguir:

Algoritmo 2 SVD Adaptativo ϕ
Entrada: P, n, ϵ

Saída: P̃
início

k ← 4(ϵ2/2− ϵ3/3)−1 log n ;
Uk, Sk, Vk ← SV D(P ) ;
Ψ← (UkSk) ;
Retorno: Ψ, V T

k ;

fim

Algoritmo 3 Inversa do SVD Adaptativo ϕ′

Entrada: Ψ, V T
k

Saída: P̃
início

P̃ ← ΨV T
k ;

fim
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A complexidade computacional do LSMDE é limitada assintoticamente pela com-
plexidade do processo de transformação de espaço definido nos Algoritmos 2 e 3,
uma vez que essas transformações são responsáveis pelo maior custo computacional.
De acordo com Golub e Van Loan (2013), a complexidade computacional do método
SVD representado pelo Algoritmo 2, linha 2 é O(k2n). A complexidade da multiplicação
de matrizes para gerar as representações de baixa dimensionalidade do espaço de
busca Ψ também é O(k2n). No Algoritmo 3, linha 1, a complexidade da projeção de
uma população de baixa dimensionalidade de volta ao espaço de alta dimensionali-
dade é O(knd). Em resumo, a complexidade de converter uma população para baixa
dimensionalidade e recuperar a população para alta dimensionalidade é O(k2n+ knd).

Como motor do processo de otimização, LSMDE aplica um algoritmo de evolução
diferencial denominado SHADE, hibridizado com um modelo de mistura gaussiana
para descobrir regiões de optimalidade que podem ser convertidas de volta ao espaço
original. Essa hibridização foi denominada GM-SHADE (Gaussian Mixture SHADE).

5.1.3 Otimização & Agrupamento em Ψ

Para guiar o processo de busca por regiões promissoras em um espaço de busca
de baixa dimensionalidade, optou-se por utilizar um algoritmo de evolução diferencial
denominado SHADE em conjunto com o Clustering por modelos de mistura gaussiana.
Esta metaheurística foi escolhida devido sua ampla aplicabilidade em problemas LSGO
e por possuir uma taxa de cruzamento (CR) e um fator de escala (F) atualizados
dinamicamente seguindo as mesmas regras definidas em Molina, LaTorre e Herrera
(2018), o que diminui o número de parâmetros configuráveis.

O GM-SHADE busca por regiões promissoras no espaço de baixa dimensionali-
dade Ψ, agrupando-as em clusters que são representados por uma função composta
de várias gaussianas, cada uma identificada por λ ∈ 1, ...,Λ, onde Λ é o número atual
de clusters. A cobertura do cluster é determinada por uma gaussiana λ, composta
por um indivíduo médio µ, uma covariância Σ e uma probabilidade de mistura π. O
objetivo é garantir que cada gaussiana se ajuste a todas as soluções candidatas ψi
pertencentes a cada cluster.

O processo de assimilação trabalha como um classificador, conservando no siste-
ma somente informações relevantes e direcionando a busca para regiões supostamen-
te promissoras. O objetivo é reunir soluções similares no mesmo cluster, mantendo
uma solução no centro do cluster que seja representativa para as demais soluções.
Para evitar um esforço computacional extra, o agrupamento é desenvolvido como um
processo iterativo, no qual os clusters são progressivamente alimentados por novas
soluções geradas pelo algorimo SHADE.

O processo de assimilação ao cluster envolve a atribuição de uma observação
específica, neste caso ψi, ao cluster λ que mais provavelmente teria gerado essa
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observação. Este procedimento é especialmente relevante em modelos de misturas
gaussianas (GMMs), onde a ideia é modelar a distribuição de um conjunto de dados
como uma mistura de várias distribuições gaussianas.

O primeiro passo para a assimilação é calcular a probabilidade a posteriori que
cada cluster tem pela observação ψi. Matematicamente, γ(zλi) é definido pela seguinte
fórmula:

γ(zλi) = πλ · N (ψi|µλ,Σλ)∑K
k=1 πk · N (ψi|µk,Σk)

Aqui, πλ é o peso do cluster λ, e N (ψi|µλ,Σλ) é a função densidade de probabili-
dade da distribuição gaussiana associada ao cluster λ, avaliada em ψi.

Uma vez calculadas as probabilidades a posteriori para todos os clusters, o
LSMDE determina qual cluster tem a maior probabilidade sobre a observação ψi. Isso
é feito através da maximização da probabilidade a posteriori:

λ∗ = arg max
λ

γ(zλi)

O cluster λ∗ é, então, aquele ao qual a observação ψi é assimilada. Em outras
palavras, sob a suposição do modelo GMM, ψi é mais provável de ter sido gerado pelo
cluster λ∗.

O conceito de probabilidade a posteriori reflete a probabilidade condicional de um
indivíduo ψi pertencer a um cluster λ, dadas as propriedades estatísticas desse cluster.
Assim, a assimilação não é um processo de classificação "CRISP", mas sim uma forma
de classificação "SOFT". Isso significa que cada indivíduo tem uma probabilidade de
pertencer a cada cluster, mas é finalmente atribuído ao cluster para o qual essa
probabilidade é máxima.

Em resumo, o processo de assimilação ao cluster permite que cada observa-
ção ψi seja efetivamente atribuída a um dos clusters, maximizando a probabilidade
condicional sob o modelo estatístico adotado.

Uma das tarefas-chave na aplicação de modelos de mistura é a determinação de
um número adequado de clusters. O LSMDE detecta automaticamente esse número
usando um parâmetro baseado em um modelo de mistura finito com processo de Diri-
chlet (BLEI; JORDAN, 2006). O processo de Dirichlet fornece uma estrutura bayesiana
não paramétrica para descrever distribuições sobre modelos de mistura com um núme-
ro infinito de componentes de mistura (clusters). Um processo de Dirichlet (DP) pode
ser descrito a partir de seus parâmetros iniciais:

• Medida de Base (G0): Uma gaussiana é frequentemente escolhida como a me-
dida de base, caracterizada por parâmetros µ e Σ da distribuição gaussiana com
base nos dados.
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• Parâmetro de Concentração (ω): Este hiperparâmetro controla a probabilidade
de formação de um novo cluster. Valores maiores de ω facilitam a criação de mais
clusters.

A partir disso, o Agrupamento por modelo de mistura gaussiana com DP pode
ser descrito como:

1. Inicialização: Todos os indivíduos, ψi, podem inicialmente ser atribuídos a um
único cluster.

2. Iteração: Para cada indivíduo ψi:

• Remova ψi do cluster atual e atualize os parâmetros do mesmo.

• Calcule a probabilidade de ψi pertencer a cada cluster existente utilizando:

γ(zλi) = πλ · N (ψi|µλ,Σλ)∑K
k=1 πk · N (ψi|µk,Σk)

• Calcule a probabilidade de ψi iniciar um novo cluster.

• Reatribua ψi a um cluster existente ou a um novo cluster, maximizando
γ(zλi).

3. Convergência: O algoritmo converge quando as atribuições dos clusters se
estabilizam ou após um número predeterminado de iterações.

Em resumo, o processo de Dirichlet fornece um método robusto e flexível para
determinar o número de clusters de forma adaptativa. Em cada iteração, cada indivíduo
é removido temporariamente de seu cluster atual, e a probabilidade desse indivíduo
pertencer a cada um dos clusters existentes é recalculada. Com base nesses cálculos
de probabilidade, o indivíduo é reatribuído. Ele pode ser reatribuído ao seu cluster
original, a um diferente cluster já existente ou até mesmo formar um novo cluster. Se
um novo cluster é formado, então o número total de clusters aumenta. Se um cluster
existente fica vazio após esta reatribuição, esse cluster será efetivamente removido,
e o número total de clusters será reduzido. Em suma, os modelos de mistura de pro-
cesso de Dirichlet podem ser implementados como um modelo de mistura gaussiano
(GMM) no qual todos os parâmetros, incluindo Λ, são inferidos a partir de Ψ. No GMM,
gaussianas com valores elevados de π representam regiões onde mais indivíduos ψ
são observados e são consideradas regiões promissoras. A Figura 19 mostra o número
de clusters sendo atualizado de acordo com a população Ψ.

Nesta tese, considera-se que uma gaussiana λ é promissora se:

πλ ≥ 0.25(1/Λ) + (1/Λ) (70)
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Figura 19 – Modelos de mistura gaussiana encontrando regiões promissoras no espaço de busca de
baixa dimensionalidade da função Alpine N.1. O número de clusters é automaticamente
inferido. Neste caso, o número de clusters inicialmente definido (população Ψt) não cor-
responde à verdadeira distribuição geradora das próximas populações; portanto, o modelo
de mistura gaussiana ajusta o número de clusters de acordo com a distribuição atual da
população.

Fonte: (FONSECA et al., 2022)

onde Λ é o número atual de clusters inferido a partir do processo de Dirichlet para a
população atual Ψ. A gaussiana promissora definida por θ = [πp, µp,Σp] representa a
região do espaço de busca onde há maiores chances de encontrar soluções signifi-
cativas para o problema e µp é o indivíduo médio que representa a gaussiana mais
promissora da iteração atual. Em cada geração, um vetor mutante vi é gerado a partir
de um membro ψi da população de baixa dimensionalidade atual de acordo com a
Equação a seguir:

vi = ψi + Fi · (µp − ψi) + Fi · (ψr1 − ψr2) (71)

µp é o indivíduo médio da gaussiana mais promissora na geração atual, e o
fator de escala Fi é gerado a partir da distribuição de Cauchy, conforme definido em
Molina, LaTorre e Herrera (2018). Os índices r1 e r2 indicam que os indivíduos ψr1 e
ψr2 são escolhidos aleatoriamente da população Ψ. Essa estratégia foi denominada
DE/promising/2, uma vez que utiliza o centro do cluster promissor como base da
mutação e usa dois pares de vetores para compor o vetor mutante.

Após gerar o vetor mutante vi, ele é cruzado com o pai ψi para gerar o vetor de
teste ui da seguinte forma:

ui,j =

vi,j , se rand[0,1) ≤ CRi

ψi,j , caso contrário
(72)

rand[0, 1) denota um número aleatório uniformemente selecionado em [0, 1), ui,j é a
j-ésima dimensão do vetor de teste u do i-ésimo indivíduo e CRi ∈ [0, 1] é a taxa de
cruzamento do indivíduo ψi.

Após todos os vetores de teste ui serem gerados, um processo de seleção deter-
mina os sobreviventes para a próxima população de baixa dimensionalidade Ψ(t+1). O
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operador de seleção compara cada ψi com seu correspondente vetor de teste ui, man-
tendo o melhor vetor na população. Em um problema de minimização, o cruzamento é
definido da seguinte forma:

ψi =

ui , se f(ϕ′(ui)) ≤ f(ϕ′(ψi))
ψi , caso contrário

(73)

Em que f(ϕ)′ é o valor da aptidão da inversa da função de transformação de es-
paço, ou seja, o valor de aptidão do indivíduo de baixa dimensionalidade. Quando uma
condição de parada é alcançada, o GM-SHADE retorna θ = [πp, µp,Σp] da gaussiana
promissora da população atual Ψ. Em um problema multimodal, mais de um gaussiana
podem ser promissoras. A Figura 19 ilustra o agrupamento do espaço de busca reduzi-
do à medida que a população Ψ é atualizada em cada geração. O indivíduo médio µp
é retornado para o espaço de busca original usando a função SVD adaptativa inversa
ϕ′ da seguinte forma:

ϕ′(µp) = µp · V T
k (74)

A gaussiana promissora com parâmetro θ = [πp, µp,Σp] reconvertida em uma
vizinhança promissora de alta dimensionalidade pode ser explorada por um algoritmo
de busca local especializado com o objetivo de encontrar a solução ótima para o
problema LSGO em uma região limitada do espaço de busca original aproximado
(Figura 20).

Figura 20 – Ilustração de uma transformação de espaço de uma Gaussiana promissora em Ψ para uma
região promissora em P̃ .

Fonte: (FONSECA et al., 2022)
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5.1.4 Busca Local

Uma combinação de duas abordagens foi utilizada para explorar a vizinhança
promissora de alta dimensionalidade: MTS-LS1 (TSENG; CHEN, 2008), especialmen-
te projetado para LSGO e L-BFGS-B (MORALES; NOCEDAL, 2011) que usa uma
aproximação do gradiente.

O MTS começa gerando n soluções promissoras usando a inversa da transfor-
mação de espaço sobre a gaussiana promissora θ como ilustrado na Figura 21

Figura 21 – A gaussiana promissora θ representada pelo seu centro µ é capaz de gerar uma amostra de
n soluções promissoras de baixa dimensionalidade. Essas soluções podem ser transforma-
das para o espaço de original de alta dimensionalidade através da função de transformação
ϕ′.

Fonte: Autor

O MTS consiste em uma série de iterações de busca que terminarão quando o
número máximo de avaliações da função objetivo for atingido. O MTS executa buscas
nas soluções iniciais promissoras apenas na primeira iteração. Mas nas iterações
seguintes, apenas algumas das melhores soluções são selecionadas como soluções
de primeiro plano e o MTS executa buscas sobre essas soluções. Depois de executar
a busca por soluções em primeiro plano, a MTS aplica uma busca local 1 (LS1) na
melhor solução atual com o objetivo de melhorar a melhor solução até o momento. No
final de uma iteração, melhores soluções são selecionadas como soluções de primeiro
plano para próxima iteração.

A busca local selecionada é o L-BFGS-B, um tipo de algoritmo de otimização de
segunda ordem e pertencente a uma classe de métodos Quasi-Newton ( que aproxi-
mam a segunda derivada para os problemas onde não pode ser calculada diretamente).
O método de Newton usa a matriz Hessiana. No entanto, tem uma limitação, pois re-
quer o cálculo da matriz inversa Hessiana que pode ser computacionalmente intensivo.
O método Quasi-Newton aproxima o a matriz inversa Hessiana usando o gradiente e,
portanto, pode ser computacionalmente viável. O método L-BFGS-B atualiza o cálculo
da matriz Hessiana a cada iteração, em vez de recalculá-la. No entanto, o tamanho da
Hessiana (H) e da sua inversa (H̄) depende do número de parâmetros de entrada da
função objetivo. Portanto, para um problema LSGO, o L-BFGS transpõe essa dificulda-
de assumindo uma simplificação da matriz inversa Hessiana na iteração anterior. Ao
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contrário do BFGS, que é baseado no histórico completo dos gradientes, o L-BFGS-B
é baseado nos m gradientes mais recentes.

O algoritmo 4 apresenta o método LSMDE a partir da interação entre as etapas
anteriores. Detalhes de implementação foram suprimidos para simplificar o entendi-
mento.
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Algoritmo 4 LSMDE
Entrada: d, n, ϵ, ω, CR, F
Saída: µ
início

P ← rand(n) ;
opt←MTS(P ) ;
repita

para cada xi ∈ P faça
x̂i ← OBL(xi) ;
xi = min(f(xi), f(x̂i)) ;

fim
se Uk, Sk, Vk existem então

para xi ∈ P faça
ri ← xiVkS

−
k 1 ;

Uk ← Uk ∪ ri ;
fim

fim
else

U, S, V T ← SV D(P ) ;
k ← 4(ϵ2/2− ϵ3/3)−1 log n) ;
Uk ← U [:, : k] ;
Sk ← diag(S[: k]) ;
V T ← V [: k, :] ;

end
Ψ← UkSk ;
repita

π, µ,Σ← GMM(Ψ, ω) ;
para cada ψ ∈ Ψ faça

vi = ψi + Fi · (µp − ψi) + Fi · (ψr1 − ψr2) ;

ui =
{
vi , se rand[0,1) ≤ CRi

ψi , caso contrário ;

ψi =
{
ui , se f(ϕ′(ui)) ≤ f(ϕ′(ψi))
ψi , caso contrário ;

fim
Atualize CR e F ;

até algum πλ > ρ ;
P ← ϕ′(µp) ;
x∗ ←MTS(P ) ;
se x∗ ≤ opt então

opt← x∗ ;
fim

até condição de parada;
Retorno: opt ;

fim
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5.2 PROCEDIMENTOS METODOLÓGICOS

De acordo com a Literatura, o benchmark para o IEEE CEC 2008 Special Session
and Competition on Large Scale Global Optimization foi a primeira tentativa de propor
um conjunto de problemas de otimização com o objetivo de fornecer uma plataforma de
avaliação adequada para testar e comparar algoritmos de otimização em larga escala
(TANG; YÁO et al., 2007). Esse benchmark continha 3 funções separáveis (Sphere,
Rastringin e Ackley) e 4 funções totalmente não-separáveis (Schwefel, FastFractal
DoubleDip, Rosenbrock e Griewank ). As instancias de 100, 500 e 1000 dimensões
dessas funções foram implementadas em C, Java e Matlab. O número máximo de
avaliações da função objetivo foi fixado em 5000 ∗D, em que D é a dimensionalidade
do problema.

O benchmark CEC’2008 foi bem-sucedido na construção de um conjunto escalo-
nável de funções para promover pesquisas no campo da otimização global em larga
escala. No entanto, o conjunto apresentava algumas deficiências significativas. Em pri-
meiro lugar, o número de funções neste conjunto era limitado (apenas sete problemas).
Portanto, era difícil comparar estatisticamente três ou mais métodos de otimização
usando esse número limitado de instâncias. Em segundo lugar, os problemas incluí-
dos eram totalmente separáveis (sem interação entre qualquer par de variáveis) ou
totalmente não-separáveis (com uma forte interação entre qualquer par de variáveis
possível). Como resultado, O CEC’2008 foi expandido para incluir mais problemas com
propriedades mais diversas.

Funções parcialmente separáveis foram incluídas pela primeira vez no bench-
mark CEC’2010 (TANG; LI et al., 2010). O CEC’2010 é formado por 20 funções de
teste, cada uma com 1000 dimensões. Pela primeira vez, uma nova categoria de pro-
blemas denominada funções parcialmente separáveis foi incluída no conjunto. Por
definição, um problema parcialmente separável é uma função em que um número m
de seus parâmetros não são independentes. Todos os 20 problemas foram criados
com base em seis funções básicas. O limite de avaliações da função objetivo também
foi diminuído para 3 milhões, ou seja, 2 milhões a menos que o anteriormente proposto
no CEC’2008 (o que torna a otimização mais difícil). Como resultado, resolver o novo
conjunto era mais desafiador do que seu antecessor.

Proposto no IEEE CEC 2013 Special Session and Competition on Large Scale
Global Optimization, o CEC’2013 foi desenvolvido especialmente para melhor repre-
sentar as características de uma ampla gama de problemas do mundo real, bem como
colocar novos desafios para os algoritmos existentes, especialmente para algoritmos
baseados em decomposição (LI, X. et al., 2013). Os novos tipos de problemas que
foram incluídos neste benchmark são:

• problemas com tamanhos de componentes não uniformes
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• problemas com coeficientes de componentes desiguais

• problemas com subproblemas sobrepostos

Os primeiros dois tipos de problemas representam cenários em que alguns com-
ponentes de uma determinada função são mais difíceis de resolver (ou seja, possuem
um custo computacional maior) ou têm uma influência mais substancial no desem-
penho da solução. A categoria de problemas sobrepostos é um caso particular de
problemas não separáveis onde algumas variáveis têm interação com algumas outras
variáveis e onde não há uma única variável ou grupo de variáveis que podem ser
identificados como um componente isolado. Portanto, esses problemas não podem ser
categorizados como funções parcialmente separáveis.

Com o objetivo de fornecer um conjunto de referência conveniente e flexível que
permita comparar o desempenho do LSMDE, esta tese adota o benckmark CEC’2013
para a análise de performance. Optou-se por usar este conjunto de funções por ser o
mais recente e uma extensão dos benchmarks anteriores. O CEC’2013 se distingue
de seus predecessores por incorporar uma gama mais ampla de problemas de otimi-
zação em larga escala que se assemelham a problemas do mundo real, tornando-os
mais desafiadores de otimizar. O CEC’2013 é composto por 15 funções de teste com
1000 dimensões (em geral, essas funções podem ser categorizadas como mostrado
na Tabela 4). O limite de avaliações das funções objetivo foram divididas em 3 grupos
de experimentos: 1, 2× 105, 6× 105 e 3× 106. O mínimo de todas as funções propostas
nos problemas no CEC’2013 é zero, com o exceção das funções sobrepostas, para
as quais ainda não se sabe como a inclusão de variáveis de decisão compartilhadas
pode alterar o valor mínimo. Para comparar vários algoritmos usando este conjunto
de funções de benchmark, cada algoritmo recebe um limite de avaliações fixo. Para
comparar vários algoritmos, essa tese utilizou o método de análise de variância não
paramétrico de Kruskal-Wallis para detectar diferenças adotando um nível de significân-
cia α = 0, 05. Se uma diferença significativa for detectada e a fim de considerar a taxa
de erro para múltiplas comparações, essa tese utilizou dois procedimentos post-hoc,
Conover e Dunn, com correção de Holm para os ajustes do p-valor, como sugerido em
Ostertagova, Ostertag e Kováč (2014).

Esta tese observou que as análises realizadas sob o CEC’2013 cobrem apenas
uma parte das métricas de performance interessantes para problemas LSGO, uma vez
que são organizadas apenas em uma única dimensão 1000−D (embora os problemas,
em princípio, sejam escaláveis) e a avaliação de desempenho é prescrita para apenas
alguns limites específicos (1, 2×105, 6×105 e 3×106 avaliações). Essa configuração não
permite medir de forma confiável o comportamento da escalabilidade com a dimensão,
uma das características mais importantes que um experimento de benchmarking para
algoritmos LSGO deve investigar.
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Outro ponto de atenção é que o CEC’2013 não permite investigar se as dificulda-
des dos pontos de otimização-alvo são comparáveis entre os problemas e dimensões;
no entanto, essa semelhança é necessária para agregar adequadamente os desempe-
nhos em diferentes problemas e investigar o comportamento de escalabilidade com a
dimensão do problema. Para cobrir os pontos apresentados, além da comparação do
método proposto utilizando o CEC’2013, esta tese amplia os experimentos com uma
análise de escalabilidade adicional utilizando a suíte de teste bbob-largescale.

A suíte de teste bbob-largescale oferece 24 funções em seis dimensões
(20, 40, 80, 160, 320, 640) dentro do framework COCO e traz, além de espaços de busca
já cobertos pelo CEC’2013, uma nova variedade de características de espaços, tais
como: funções com mal, baixo ou moderado condicionamento, funções multimodais
com adequada e fraca estrutura global, entre outros (mais detalhes sobre essas
funções podem ser encontrados em Elhara et al. (2019)). Todas as 24 funções são, a
princípio, escaláveis para uma dimensão arbitrária, mas por medida de comparação,
esta tese utilizou as dimensões sugeridas pelo framework COCO. A suíte para larga
escala é derivada da suíte de teste bbob existente, que é de único objetivo e sem
restrições.

Esta tese aprofunda os aspectos técnicos dos experimentos no CEC’2013 e
bbob-largescale nas subsecções seguintes a partir de duas perspectivas: análise de
performance e análise de escalabilidade.

5.2.1 Análise de performance

Para avaliar o desempenho do método LSMDE proposto, adotou-se o conjunto
de testes mais recente para problemas LSGO realizado em 2013 no Congresso de
Computação Evolutiva do IEEE (CEC’2013) (LI, X. et al., 2013), utilizando novos critéri-
os de avaliação realizados em 2019 no Congresso de Computação Evolutiva do IEEE
(CEC’2019) (MOLINA; LATORRE, 2018). O conjunto de testes CEC’2013 é composto
por 15 funções de minimização com 1000 dimensões, exceto f14 e f15, que são funções
sobrepostas com d = 905. As funções são divididas em 5 categorias: funções totalmen-
te separáveis (f1−f3), funções com subcomponentes separáveis (f4−f7), funções sem
subcomponentes separáveis (f8 − f11), funções sobrepostas (ou com sobreposição)
(f12 − f14) e funções não-separáveis (f15). Além disso, o conjunto de testes CEC’2013
melhorou versões anteriores ao incluir tamanhos de subcomponentes não uniformes,
desequilíbrio na contribuição dos subcomponentes, funções com subcomponentes so-
brepostos, novas transformações como quebra de simetria, mal-condicionamento e
irregularidades locais (OMIDVAR; LI; YAO, 2021b; LI, X. et al., 2013).

O CEC’2013 foi projetado para fornecer uma avaliação adequada dos algoritmos
de otimização em larga escala (LI, X. et al., 2013). Com esse objetivo, suas funções
representam com sucesso a natureza de uma variedade de problemas do mundo real

http://numbbo.github.io/coco/testsuites/bbob
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e constroem um conjunto escalável de problemas para promover pesquisas no campo
de LSGO (OMIDVAR; LI; TANG, 2015). A Tabela 1 apresenta algumas características
do CEC’2013.

Tabela 1 – Resumo das funções de benchmark CEC’2013

Função Propriedades intervalo de busca
f1 Elliptic Function Unimodal [−100, 100]d

f2 Rastrigin Function Multimodal [−5, 5]d

f3 Ackley Function Multimodal [−32, 32]d

f4 Elliptic Function Unimodal [−100, 100]d

f5 Rastrigin Function Multimodal [−5, 5]d

f6 Ackley Function Multimodal [−32, 32]d

f7 Schwefels Problem 1,2 Multimodal [−100, 100]d

f8 Elliptic Function Unimodal [−100, 100]d

f9 Rastrigin Function Multimodal [−5, 5]d

f10 Ackley Function Multimodal [−32, 32]d

f11 Schwefels Problem 1,2 Unimodal [−100, 100]d

f12 Rosenbrock’s Function Multimodal [−100, 100]d

f13 Schwefels Function Unimodal [−100, 100]d

f14 Schwefels Function Unimodal [−100, 100]d

f15 Schwefels Problem 1,2 Unimodal [−100, 100]d

Fonte: Autor

Inicialmente, sete abordagens metaheurísticas de ponta são selecionadas para
participar da comparação com LSMDE: BICCA (GE; ZHAO et al., 2020), CC-CMA-ES
(LIU; TANG, 2013), C-DEEPSO (MARCELINO et al., 2018), GL-SHADE (PACHECO-
DEL-MORAL; COELLO, 2020), IHDELS (MOLINA; HERRERA, 2015), MLSHADE-SPA
(HADI; MOHAMED; JAMBI, 2019) e SHADE-ILS (MOLINA; LATORRE; HERRERA,
2018). Em seguida, uma segunda rodada de comparações é feita considerando os
melhores algoritmos do teste anterior e os algoritmos que possuem características
similares a proposta de tese: LS-EDA (DONG; WANG; ZHOU, 2019), MSES (FENG
et al., 2021) e OJS (RODRIGUES et al., 2023). As metaheurísticas concorrentes fo-
ram escolhidas de acordo com suas classificações na IEEE CEC Special Sessions
and Competitions on Large-Scale Global Optimization e os critérios apresentados no
capítulo 2 de revisão da literatura.

Com base nos critérios definidos em Molina e LaTorre (2018), foram realizados
três experimentos com diferentes números máximos de avaliações da função objetivo
(FE): 1, 2 × 105 avaliações, 6 × 105 avaliações e 3 × 106 avaliações. 25 execuções
independentes por função foram realizadas para cada experimento e algoritmo. As
médias dos resultados de cada metaheurística concorrente usada neste tese são
descritas em trabalhos recentes, reunidos nas Special Sessions and Competition on
Large-Scale Global Optimization e disponíveis em TFSLGO. Os parâmetros de controle

www.tflsgo.org
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adotados pelos algoritmos concorrentes estão descritos em seus respectivos artigos
devidamente referenciados nesta tese, e os parâmetros de controle adotados pelo
LSMDE são mostrados na Tabela 2. A tolerância ϵ especifica a distorção permitida ao
construir o espaço de baixa dimensionalidade Ψ. Valores mais altos de ϵ indicam uma
maior tolerância para a distorção e menores valores de k. No entanto, à medida que
a perda de informação aumenta, o procedimento de otimização se torna mais difícil.
ω representa o parâmetro de concentração do processo de Dirichlet. Intuitivamente, o
processo de Dirichlet tem a mesma probabilidade de iniciar um novo agrupamento para
uma solução candidata ψi quanto de adicionar essa solução a um agrupamento com ω

elementos. Um valor ω maior significa mais agrupamentos. O tamanho da população foi
escolhido de forma a tentar garantir que os algoritmos tivessem as mesmas condições
iniciais de exploração, e ϵ e ω foram determinados experimentalmente.

Tabela 2 – Parâmetros usados no LSMDE

Parâmetro Valor Descrição

n 100 Tamanho da população
d 1000 Dimensão do problema
ϵ 0.3 Taxa de tolerancia Johnson-Lindenstraus
ω 1 Parâmetro de concentração do processo de Dirichlet

Fonte: Autor

A comparação de desempenho é realizada utilizando um método indicado pela
IEEE Task Force on Large-Scale Global Optimization baseado na corrida de carros
de Fórmula 1 (critério Formula One). Em particular, esse método foi usado na recen-
te competição CEC LSGO 2019 (MOLINA; NESTERENKO; LATORRE, 2019). Esse
processo de otimização de uma função é análogo a uma corrida, de modo que o com-
petidor (algoritmo) que chega em primeiro lugar (melhor desempenho médio) recebe
25 pontos, o segundo lugar recebe 18 pontos, o terceiro recebe 15 pontos, e assim
por diante. A Tabela 3 apresenta o resumo dos pontos obtidos na competição com oito
competidores.

Tabela 3 – Resumo de pontuação

Posição Pontuação

1o 25
2o 18
3o 15
4o 12
5o 10
6o 8
7o 6
8o 4
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A Tabela 4 destaca a pontuação máxima que um competidor pode alcançar
com base no número de funções contidas em cada uma das categorias de funções,
permitindo uma análise mais profunda do desempenho dos algoritmos para cada
categoria. Embora a pontuação máxima em um experimento seja de 375, como o
número de funções por categoria não é igual, as pontuações máximas por categoria
também não são iguais.

Tabela 4 – Resumo da pontuação máxima alcançável por categoria de função

Categoria nº de funções Pontuação máxima

Funções totalmente separáveis 3 75
Funções com subcomponentes separáveis 4 100
Funções sem subcomponentes separáveis 4 100

Funções com sobreposição 3 75
Funções não-separáveis 1 25

Fonte: Autor

5.2.2 Análise de escalabilidade

Como mencionado anteriormente, apenas a análise de desempenho do LSMDE
em problemas de alta dimensionalidade não é o suficiente para mostrar a robustez do
método ao aumento de dimensão. O segundo grupo de experimentos visa abordar essa
característica em particular. Experimentos foram realizados na suíte bbob-largescale,
que inclui 24 funções de objetivo único no domínio contínuo, com diferentes caracte-
rísticas: baixo ou moderado condicionamento, separabilidade e não separabilidade,
multimodalidade, estrutura global fraca e outras. Uma visão geral dessas funções pode
ser vista na Tabela 5 e fórmulas e descrições detalhadas podem ser encontradas em
COCO. Os parâmetros usados pelo LSMDE são os mesmos descritos na Tabela 2.

O desempenho do LSMDE em termos de escalabilidade foi comparado com
os seus dois melhores concorrentes: SHADE-ILS e GL-SHADE. Os resultados são
apresentados considerando Funções de Distribuição Cumulativa Empírica (do inglês
empirical cumulative distribution function - ECDF ) também denominadas gráficos de
distribuição de tempo de execução, fornecidas pelo framework COCO como padrão
para novas suítes de teste.

Os gráficos de distribuição cumulativa empírica do COCO possuem 3 caracterís-
ticas principais:

• os valores-alvo não dependem das funções;

• os resultados para múltiplos valores-alvo são agregados em um único gráfico de
distribuição;

• tentativas malsucedidas são calculadas através de simulações.

https://numbbo.github.io/data-archive/bbob-largescale/
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Tabela 5 – Resumo da suite de teste bbob-largescale

Função Propriedades
f1 Sphere Function
f2 Ellipsoidal Function
f3 Rastrigin Function Funções separáveis
f4 Bueche-Rastrigin Function
f5 Linear Slope
f6 Attractive Sector Function

f7 Step Ellipsoidal Function Funções com baixo ou
moderado condicionamento

f8 Rosenbrock Function, original
f9 Rosenbrock Function, rotated
f10 Ellipsoidal Function
f11 Discus Function

f12 Bent Cigar Function Funções com alto
condicionamento e unimodais

f13 Sharp Ridge Function
f14 Different Powers Function
f15 Rastrigin Function
f16 Weierstrass Function

f17 Schaffers F7 Function Funções multimodais com
estrutura global adequada

f18
Schaffers F7 Function,

Funções moderadamente mal condicionadas

f19
Composite Griewank-Rosenbrock

Function F8F2
f20 Schwefel Function

f21
Gallagher’s Gaussian 101-me

Peaks Function

f22
Gallagher’s Gaussian 21-hi

Peaks Function
Funções multimodais com

estrutura global fraca
f23 Katsuura Function

f24
Lunacek bi-Rastrigin

Function

Fonte: Autor

ECDF mostra a taxa de sucesso no eixo y, ou seja, a proporção de problemas
resolvidos, para qualquer budget dado no eixo x (medido em número de avaliações de
função dividido pela dimensão).

Um ECDF não corresponde a um único teste, a agregação é realizada em e-
xecuções com reinicializações independentes e em várias instâncias de uma função
(Figura 28) ou grupos de funções (Figura 30). Se a taxa de sucesso em um determina-
do problema for menor que 1, mas maior que zero, o tempo de execução das tentativas
malsucedidas é determinado por reinicializações simuladas a partir dos dados registra-
dos de todas as tentativas no mesmo problema. As distribuições cumulativas empíricas
permitem uma comparação quantificada entre os algoritmos: um deslocamento hori-
zontal no gráfico corresponde a uma diferença de tempo de execução com o respectivo
fator.

Seguindo o padrão estabelecido pelo COCO, esta tese manteve os 51 valores-
alvo escolhidos uniformemente em escala logarítmica entre 100 e 10−8. Todos os ex-
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perimentos foram executados em 24 funções. ECDF’s mostram as porcentagens de
valores-alvo alcançados com um determinado budget (mostrados no eixo y em escala
logarítmica). Os valores-alvo são definidos como certas distâncias do valor ótimo.



6 RESULTADOS

6.1 ANÁLISE DE PERFORMANCE DO LSMDE COMPARADO COM O ESTADO DA
ARTE

A Figura 22 apresenta a pontuação cumulativa média dos algoritmos concorren-
tes para os três experimentos propostos pelo IEEE Task Force on Large-Scale Global
Optimization utilizando o critério Formula 1. Pode-se observar que o LSMDE tem a
melhor pontuação média geral, o que indica uma possível superioridade em relação
aos outros algoritmos. No entanto, é essencial observar o desempenho de cada algo-
ritmo em cada categoria de função. Essa análise permite identificar em quais tipos de
problemas LSGO os algoritmos se saíram melhor e pior. Para realizar essa análise,
cada experimento foi explorado separadamente (avaliações de 1, 2 × 105, 6 × 105 e
3× 106).

Figura 22 – Pontuação média geral para 8 competidores com base no critério Formula 1 considerando
os três experimentos. LSMDE tem o melhor desempenho geral.

Fonte: (FONSECA et al., 2022)

Tabela 6 apresenta os valores médios de aptidão para cada função durante a
execução dos experimentos com limite de 1, 2 × 105, 6 × 105 e 3 × 106 avaliações da
função objetivo f . Com base na Tabela 6, é possível observar que o método proposto
LSMDE apresenta o melhor desempenho médio para um experimento com 1, 2× 105 e
6× 105 avaliações da função objetivo f .
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Tabela 6 – Valores médios de aptidão para os algoritmos nas funções LSGO do CEC 2013 com 1, 2×105,
6× 105 e 3× 106 avaliações.

Competidores

f FE’s BICCA CC-CMA-ES DEEPSO GL-SHADE IHDELS SHADE-ILS MLSHADE-SPA LSMDE

f1

1, 2 × 105 1,03e+10 1,14e+08 2,99e+10 1,78e+05 2,01e+05 5,12e+04* 6,12e+07 2,15e+06
6 × 105 7,87e+03 3,99e+04 4,61e+09 3,82e+01 4,70e+02 3,55e-23* 1,22e-01 3,50e-09
3 × 106 0,00e+00* 5,80e-09 1,44e+08 3,74e-23 4,34e-28 2,56e-28 1,94e-22 6,88e-23

f2

1, 2 × 105 2,26e+04 1,40e+03 3,45e+04 6,84e+02* 4,99e+03 2,54e+03 1,74e+03 2,83e+03
6 × 105 1,01e+01* 1,33e+03 2,61e+04 2,35e+01 2,78e+03 1,79e+03 9,13e+01 1,75e+03
3 × 106 8,46e-07* 1,33e+03 1,49e+04 7,76e+00 1,32e+03 1,04e+03 7,89e+01 9,56e+02

f3

1, 2 × 105 1,75e+01 3,78e-02* 2,12e+01 2,00e+01 2,01e+01 2,01e+01 3,54e+00 2,04e+01
6 × 105 1,92e+00 0,00e+00* 2,09e+01 2,00e+01 2,01e+01 2,01e+01 6,74e-05 2,01e+01
3 × 106 7,27e-01 0,00e+00* 2,04e+01 2,00e+01 2,01e+01 2,01e+01 0,00e+00 2,01e+01

f4

1, 2 × 105 8,16e+10 6,09e+11 4,27e+11 5,63e+10 2,15e+10* 3,58e+10 6,92e+11 2,38e+10
6 × 105 8,23e+09 3,53e+10 4,95e+10 3,44e+09 2,36e+09 3,74e+09 5,63e+09 2,17e+09*
3 × 106 8,85e+08 2,19e+09 4,77e+09 3,01e+07* 3,04e+08 3,01e+08 6,90e+08 1,96e+08

f5

1, 2 × 105 6,31e+06 7,28e+14 1,56e+07 4,35e+06 1,24e+07 2,35e+06 1,09e+07 2,26e+06*
6 × 105 3,29e+06 7,28e+14 1,46e+07 2,67e+06 1,02e+07 2,10e+06 2,58e+06 1,75e+06*
3 × 106 2,58e+06 7,28e+14 1,45e+07 2,23e+06 9,59e+06 1,33e+06 1,80e+06 1,15e+06*

f6

1, 2 × 105 4,82e+05* 7,54e+05 1,05e+06 1,05e+06 1,05e+06 1,05e+06 8,38e+05 1,01e+06
6 × 105 1,87e+05 6,30e+05 1,04e+06 1,05e+06 1,03e+06 1,04e+06 1,60e+03* 1,00e+06
3 × 106 1,46e+05 5,87e+05 1,02e+06 1,03e+06 1,03e+06 1,03e+06 1,40e+03* 9,98e+05

f7

1, 2 × 105 2,27e+09 5,81e+09 3,50e+09 1,50e+09 3,09e+08 3,68e+08 6,27e+09 1,52e+08*
6 × 105 5,34e+07 1,42e+09 2,40e+08 2,80e+07 1,10e+07 1,54e+06* 1,89e+08 1,05e+07
3 × 106 1,82e+05 7,44e+06 1,54e+07 2,37e+00* 3,46e+04 2,24e+02 5,31e+04 3,91e+04

f8

1, 2 × 105 1,87e+15 2,93e+16 8,33e+14 4,05e+14 2,09e+14 2,36e+14 2,46e+16 7,11e+11*
6 × 105 3,96e+13 2,30e+15 1,68e+14 1,10e+13 2,22e+13 1,43e+13 4,26e+13 1,36e+11*
3 × 106 3,78e+12 3,88e+14 5,42e+12 1,11e+11 1,36e+12 5,99e+11 9,77e+12 2,68e+09*

f9

1, 2 × 105 5,73e+08 7,36e+08 1,03e+09 2,55e+09 7,25e+08 2,87e+08 8,23e+08 2,62e+08*
6 × 105 3,19e+08 4,48e+08 9,29e+09 2,40e+09 6,96e+08 2,49e+08 2,15e+08 2,13e+08*
3 × 106 2,18e+08 3,71e+08 9,17e+08 2,36e+09 6,74e+08 1,58e+08 1,61e+08 1,48e+08*

f10

1, 2 × 105 4,00e+06* 2,68e+07 9,41e+07 9,38e+07 9,43e+07 9,39e+07 3,11e+07 9,21e+07
6 × 105 1,89e+06 4,49e+06 9,22e+07 9,27e+07 9,31e+07 9,32e+07 1,11e+03* 9,08e+07
3 × 106 1,24e+06 7,55e+05 9,07e+07 9,17e+07 9,16e+07 9,26e+07 6,56e+02* 9,06e+07

f11

1, 2 × 105 8,48e+10 6,04e+11 7,52e+11 9,44e+11 9,55e+09 5,58e+09 8,67e+11 4,30e+09*
6 × 105 8,59e+08 5,15e+10 8,03e+09 9,27e+11 4,51e+08 1,30e+08* 1,68e+09 6,96e+08
3 × 106 2,85e+07 1,58e+08 5,60e+08 9,27e+11 1,07e+07 5,39e+05* 4,04e+07 1,15e+07

f12

1, 2 × 105 1,20e+11 6,92e+03 7,80e+11 2,42e+04 2,07e+03* 2,64e+03 1,19e+07 4,43e+04
6 × 105 1,67e+04 6,17e+03 1,55e+11 9,60e+02 1,44e+03 1,77e+03 1,02e+03 6,68e+02*
3 × 106 1,40e+03 1,27e+03 1,54e+10 3,19e-01* 3,77e+02 6,49e+01 1,04e+02 3,25e+02

f13

1, 2 × 105 2,11e+10 5,44e+10 1,82e+11 2,69e+10 1,06e+10 1,36e+10 4,29e+10 8,32e+09*
6 × 105 8,24e+08 1,87e+10 1,29e+10 2,73e+09 7,29e+08 5,60e+08* 4,94e+09 1,10e+09
3 × 106 09e+07 6,69e+08 8,75e+08 3,98e+04* 3,80e+06 1,07e+06 7,21e+07 7,12e+06

f14

1, 2 × 105 2,36e+11 8,18e+11 2,18e+12 3,70e+11 8,96e+10 1,84e+11 1,06e+12 5,99e+10*
6 × 105 4,68e+08 1,81e+11 1,63e+11 1,42e+10 1,67e+08* 4,91e+08 2,56e+10 1,11e+09
3 × 106 4,27e+07 7,10e+07 4,33e+08 4,79e+06* 1,58e+07 7,63e+06 1,52e+07 2,54e+07

f15

1, 2 × 105 9,09e+08 1,20e+08 6,60e+12 1,12e+08 5,34e+07 8,86e+07 5,66e+08 4,23e+07*
6 × 105 2,21e+07 4,24e+07 3,00e+07 3,24e+07 1,49e+07 1,69e+07 4,88e+07 2,48e+07
3 × 106 3,16e+06 3,03e+07 7,04e+06 1,29e+06 2,81e+06 8,68e+05* 2,76e+07 6,16e+06

Melhor
1, 2 × 105 2 1 0 1 2 1 0 8
6 × 105 1 1 0 0 2 4 2 5
3 × 106 1 1 0 5 0 2 3 3

∗ Melhor resultado encontrado para a função.
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A Figura 23 mostra o desempenho de cada algoritmo baseado no critério Formula
1 para cada categoria de função para 1, 2 × 105 avaliações. O LSMDE demonstrou
seu melhor desempenho em funções com componentes separáveis, funções sem
componentes separáveis e funções não separáveis. O LSMDE também apresentou
uma pontuação média superior a todos os algoritmos concorrentes, incluindo um dos
melhores algoritmos atuais, SHADE-ILS.

Figura 23 – Pontuação de cada algoritmo concorrente com base no critério Formula 1 para 1, 2 × 105

avaliações

Fonte: (FONSECA et al., 2022)

Com mais recurso computacional através do aumento do numero de avaliações
da função objetivo para 6 × 105, o LSMDE também apresentou melhor desempenho
médio do que os outros algoritmos. A Figura 24 reafirma a superioridade do LSMDE em
funções com subcomponentes separáveis e funções sem subcomponentes separáveis.
Também pode-se observar um desempenho promissor em funções com sobreposição
para 6× 105 avaliações.

Figura 24 – Pontuação de cada algoritmo concorrente com base no critério Formula 1 para 6 × 105

avaliações

Fonte: (FONSECA et al., 2022)
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O algoritmo GL-SHADE obteve pontuação mais alta do que outros algoritmos con-
correntes para o experimento com um limite máximo de avaliações da função objetivo
disponível (3 × 106 avaliações da função objetivo). SHADE-ILS e LSMDE apresenta-
ram a segunda e terceira melhor posição, respectivamente. A Figura 25 mostra que o
LSMDE ainda apresenta melhor desempenho em funções com subcomponentes sepa-
ráveis e funções sem subcomponentes separáveis do que GL-SHADE e SHADE-ILS
para 3× 106 avaliações.

Figura 25 – Pontuação de cada algoritmo concorrente com base no critério Formula 1 para 3 × 106

avaliações

Fonte: (FONSECA et al., 2022)

Como dito no começo desta subsecção, a Figura 22 mostra que o método pro-
posto tem a pontuação geral média mais alta. Contudo, de acordo com a Figura 26,
percebe-se que o LSMDE tem o melhor desempenho em experimentos com 1, 2× 105

e 6×105 avaliações da função objetivo, alcançando a terceira melhor posição no experi-
mento com um máximo de 3×106 avaliações. A Figura 26 apresenta a pontuação geral
para cada experimento com a soma das pontuações de cada categoria de função.
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Figura 26 – Pontuação geral baseada no critério Formula 1 para (a) 1, 2 × 105 avaliações, (b) 6 × 105

avaliações e (c) 3× 106 avaliações.

Fonte: (FONSECA et al., 2022)

6.2 ANÁLISE DE PERFORMANCE DE ALGORITMOS SIMILARES AO MÉTODO
PROPOSTO

Uma segunda rodada de experimentos foi realizada apenas com os algoritmos
que possuem características semelhantes ao método proposto nesta tese e com o
máximo de recurso computacional disponível através de 3× 106 avaliações da função
objetivo. Para fins de comparação, também foram incluídos os três melhores compe-
tidores da rodada anterior (GL-SHADE, SHADE-ILS e a proposta de tese, LSMDE).
Observa-se pela Tabela 7 que o LSMDE possui resultados superiores aos algorit-
mos que também utilizam abordagens baseadas em redução de dimensionalidade ou
métodos baseados em oposição para a melhor exploração do espaço de alta dimen-
sionalidade. o GL-SHADE, como previsto com base em testes anteriores, continuou a
se destacar com o número máximo de avaliações permitidas (como a abordada nesta
rodada de experimentos).
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Tabela 7 – Valores médios de aptidão para algoritmos com características semelhantes à proposta de
tese nas funções LSGO do CEC’2013 com 3× 106 avaliações.

Competidores

f FE’s LS-EDA MSES EMT-SAS GL-SHADE OJS SHADE-ILS LSMDE

f1 3 × 106 1,08e+07 1,34e+07 4,05e+06 3,74e-23 1,58e+12 2,56e-28* 6,88e-23

f2 3 × 106 1,94e+03 1,80e+04 2,09e+04 7,76e+00* 3,81e+04 1,04e+03 9,56e+02

f3 3 × 106 2,16e+01 2,00e+01* 2,15e+01 2,00e+01 2,16e+01 2,01e+01 2,01e+01

f4 3 × 106 6,48e+11 1,29e+09 7,19e+08 3,01e+07* 4,45E+13 3,01e+08 1,96e+08

f5 3 × 106 8,71e+06 4,52e+06 3,78e+06 2,23e+06 2,85e+07 1,33e+06 1,15e+06*

f6 3 × 106 1,06e+06 1,00e+06 1,06e+06 1,03e+06 1,06e+06 1,03e+06 9,98e+05*

f7 3 × 106 2,61e+08 1,85e+06 3,78e+06 2,37e+00* 1,10E+13 2,24e+02 3,91e+04

f8 3 × 106 2,03e+17 7,14e+12 1,59e+10 1,11e+11 2,04e+18 5,99e+11 2,68e+09*

f9 3 × 106 6,58e+08 4,48e+08 4,14e+08 2,36e+09 1,98e+09 1,58e+08 1,48e+08*

f10 3 × 106 9,40e+07 9,10e+07 9,34e+07 9,17e+07 3,79e+04* 9,26e+07 9,06e+07

f11 3 × 106 1,69e+11 1,51e+07 5,30e+07 9,27e+11 5,95e+14 5,39e+05* 1,15e+07

f12 3 × 106 1,15e+03 1,68e+03 3,64e+03 3,19e-01* 1,67e+12 6,49e+01 3,25e+02

f13 3 × 106 1,46e+09 1,51e+07 2,34e+07 3,98e+04* 2,07e+08 1,07e+06 7,12e+06

f14 3 × 106 3,33e+09 4,83e+07 4,08e+07 4,79e+06* 6,65e+15 7,63e+06 2,54e+07

f15 3 × 106 8,06e+06 1,64e+06 4,02e+06 1,29e+06 4,59e+09 8,68e+05* 6,16e+06

Melhor 3 × 106 0 1 0 6 1 3 4
∗ Melhor resultado encontrado para a função.

6.3 ANÁLISE ESTATÍSTICA DO LSMDE COMPARADA COM O ESTADO DA ARTE

Para garantir a confiança estatística dos resultados, foram selecionados os mé-
todos de melhor desempenho nos experimentos anteriores (SHADE-ILS, GL-SHADE,
LSMDE) para realizar uma análise mais detalhada. De acordo com Soria-Alcaraz Jorge
et al. (2013), o teste não paramétrico de Kruskal-Wallis é recomendado para comparar
o desempenho entre três algoritmos bioinspirados. No entanto, o teste estatístico indi-
ca apenas se há ou não diferença estatística entre os três competidores comparados.
Esta tese utiliza dois testes post hoc, Conover e Dunn, com correção de Holm para
determinar qual algoritmo tem o melhor desempenho (OSTERTAGOVA; OSTERTAG;
KOVÁČ, 2014).

A Tabela 8 e 9 apresentam os p-valores do LSMDE versus os melhores competido-
res anteriores para os testes post hoc de Dunn e Conover, respectivamente. p-valores
menores que 0, 05 indicam diferença estatística entre o controle e o algoritmo compa-
rado para a função atual. Neste caso, o LSMDE é o controle. Os p-valores em negrito
representam funções em que o LSMDE teve desempenho estatisticamente superior ao
seu adversário (SHADE-ILS ou GL-SHADE). Os outros p-valores representam funções
em que o LSMDE é estatisticamente igual ou inferior ao seu adversário.

As Tabelas 8 e 9 resumem os resultados da comparação do método proposto



Capítulo 6. Resultados 105

Tabela 8 – Resultados do teste de Dunn, p-valores do LSMDE versus SHADE-ILS e GL-SHADE nas
funções de referência CEC’2013 para 1000 dimensões. Os símbolos "+", "−"e "="denotam
que o LSMDE é melhor que, pior que ou similar ao algoritmo comparado, respectivamente.

Experimento 1: 1, 2× 105 Experimento 2: 6× 105 Experimento 3: 3× 106

Funções SHADE-ILS GL-SHADE SHADE-ILS GL-SHADE SHADE-ILS GL-SHADE

f1 5,63e-30 (-) 1,38e-08 (-) 1,74e-08 (-) 1,74e-08 (+) 6,76e-11 (-) 5,49e-05 (+)

f2 1,73e-01 (=) 3,72e-15 (-) 2,48e-05 (+) 1,38e-10 (-) 4,54e-06 (+) 4,62e-10 (-)

f3 2,81e-02 (-) 6,77e-22 (-) 1,17e-01 (=) 1,39e-20 (-) 3,00e-01 (=) 3,68e-20 (-)

f4 7,65e-01 (=) 1,04e-11 (+) 7,04e-02 (=) 2,49e-04 (+) 2,91e-02 (-) 2,13e-21 (-)

f5 6,76e-02 (=) 2,37e-14 (+) 1,06e-02 (+) 2,78e-16 (+) 2,68e-01 (=) 8,01e-19 (+)

f6 9,36e-14 (+) 6,08e-18 (+) 6,96e-10 (+) 1,32e-27 (+) 8,05e-16 (+) 2,15e-19 (+)

f7 7,58e-08 (+) 6,88e-29 (+) 7,61e-09 (-) 3,07e-07 (+) 4,49e-13 (-) 1,14e-22 (-)

f8 5,75e-09 (+) 2,98e-29 (+) 2,97e-13 (+) 2,12e-22 (+) 2,41e-19 (+) 4,40e-15 (+)

f9 7,98e-01 (=) 8,77e-18 (+) 1,65e-03 (+) 2,29e-16 (+) 2,30e-01 (=) 1,14e-19 (+)

f10 3,66e-06 (+) 1,02e-12 (+) 3,57e-12 (+) 6,45e-24 (+) 7,07e-19 (-) 2,73e-16 (+)

f11 4,81e-03 (-) 1,43e-12 (+) 2,17e-20 (-) 1,30e-01 (=) 3,00e-09 (-) 9,90e-29 (-)

f12 1,43e-15 (-) 2,59e-01 (=) 6,46e-18 (+) 4,64e-06 (+) 6,51e-06 (-) 2,27e-22 (-)

f13 4,20e-01 (=) 2,09e-15 (+) 7,72e-09 (-) 1,10e-07 (+) 5,50e-14 (-) 1,43e-21 (-)

f14 8,48e-01 (=) 7,48e-17 (+) 4,10e-09 (-) 1,60e-07 (+) 2,32e-09 (-) 1,58e-28 (-)

f15 7,44e-10 (+) 2,32e-22 (+) 8,89e-13 (-) 1,31e-01 (=) 3,42e-20 (-) 5,92e-15 (-)

m/i/p∗ 5/6/4 11/1/3 7/2/6 11/2/2 4/3/8 6/0/9
* LSMDE é significativamente melhor em m funções, igual em i funções e pior em p funções.

LSMDE com as melhores metaheurísticas para LSGO, SHADE-ILS e GL-SHADE. Es-
ses resultados podem ser analisados considerando cada experimento separadamente:
experimento 1 com 1, 2 × 105 avaliações, experimento 2 com 6 × 105 avaliações e
experimento 3 com 3× 106 avaliações.

Com base nos experimentos com 1, 2×105 e 6×105 avaliações das Tabelas 8 e 9,
observa-se que o método proposto é estatisticamente superior ao GL-SHADE em 11/12
das 15 funções do CEC’2013. O GL-SHADE superou o LSMDE em 9 funções para
3 × 106 avaliações. No entanto, o LSMDE teve um desempenho melhor em funções
parcialmente separáveis, superando o GL-SHADE em 5 das 8 funções disponíveis
nesta categoria (Figura 27). Ao comparar o LSMDE e o SHADE-ILS, observa-se uma
melhora no desempenho do método proposto nos experimentos com 1, 2×105 e 6×105

avaliações. Essa melhora é mais evidente quando analisa-se a categoria de funções
parcialmente separáveis (f4 − f11), como observado na Figura 27. Para experimento
3× 106 avaliações, observa-se que o LSMDE é estatisticamente igual ou superior em
7 funções e estatisticamente inferior ao SHADE-ILS em 8 funções. A Figura 27 mostra
que o LSMDE obteve melhor desempenho em 4 funções para problemas parcialmente
separáveis no experimento com 3× 106 avaliações, de acordo com o teste de Conover.
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Tabela 9 – Resultados do teste de Conover, p-valores de LSMDE versus SHADE-ILS e GL-SHADE nas
funções de benchmark CEC 2013 para 1000 dimensões. Os símbolos "+", "−"e "="indicam
que o LSMDE é melhor, pior ou similar ao algoritmo comparado, respectivamente.

Experimento 1: 1, 2× 105 Experimento 2: 6× 105 Experimento 3: 3× 106

Funções SHADE-ILS GL-SHADE SHADE-ILS GL-SHADE SHADE-ILS GL-SHADE

f1 7,15e-70 (-) 9,07e-36 (-) 1,34e-36 (-) 1,34e-36 (+) 1,77e-28 (-) 1,89e-14 (+)

f2 1,81e-02 (+) 2,22e-28 (-) 7,71e-16 (+) 1,49e-28 (-) 2,67e-19 (+) 1,75e-29 (-)

f3 1,10e-04 (-) 1,40e-37 (-) 6,43e-03 (-) 4,06e-35 (-) 6,23e-02 (=) 9,62e-36 (-)

f4 6,90e-01 (=) 6,41e-16 (+) 5,73e-02 (=) 1,82e-04 (+) 1,81e-04 (-) 7,45e-36 (-)

f5 1,40e-03 (-) 7,10e-28 (+) 5,31e-04 (+) 7,89e-22 (+) 6,74e-02 (=) 7,91e-31 (+)

f6 5,36e-23 (+) 6,88e-28 (+) 6,84e-30 (+) 3,40e-55 (+) 6,67e-29 (+) 3,68e-33 (+)

f7 2,69e-28 (+) 5,86e-62 (+) 1,62e-27 (-) 4,28e-23 (+) 2,88e-27 (-) 3,63e-39 (-)

f8 2,64e-33 (+) 1,86e-64 (+) 2,92e-27 (+) 1,51e-38 (+) 2,95e-32 (+) 3,39e-27 (+)

f9 6,64e-01 (=) 1,43e-30 (+) 2,90e-05 (+) 1,37e-21 (+) 3,97e-02 (+) 2,72e-33 (+)

f10 3,64e-08 (+) 1,92e-15 (+) 3,00e-27 (+) 3,31e-42 (+) 2,12e-32 (+) 2,54e-29 (+)

f11 5,75e-07 (-) 1,01e-26 (+) 1,23e-34 (-) 8,86e-03 (-) 5,87e-32 (-) 3,87e-61 (-)

f12 1,07e-28 (-) 5,12e-02 (=) 2,43e-24 (+) 6,90e-10 (+) 3,48e-12 (-) 6,30e-35 (-)

f13 1,85e-01 (=) 1,30e-26 (+) 1,72e-30 (-) 5,46e-27 (+) 1,07e-27 (-) 6,25e-37 (-)

f14 7,56e-01 (=) 8,69e-28 (+) 6,95e-32 (-) 3,52e-27 (+) 1,65e-31 (-) 5,89e-60 (-)

f15 5,50e-20 (+) 8,40e-36 (+) 3,92e-21 (-) 2,09e-02 (+) 3,01e-34 (-) 5,62e-28 (-)

m/i/p∗ 6/4/5 11/1/3 7/1/7 12/0/3 5/2/8 6/0/9
* LSMDE é significativamente melhor em m funções, igual em i funções e pior em p funções.

Figura 27 – Número das melhores funções parcialmente separáveis. LSMDE vs SHADE-ILS e LSMDE
vs GL-SHADE de acordo com o teste post-hoc de Conover para 1, 2× 105, 6× 105 e 3× 106

avaliações.

Fonte: (FONSECA et al., 2022)

As análises usando o critério Formula 1 sugerido pela IEEE Task Force on Large-
Scale Global Optimization demonstram que o LSMDE tem um desempenho melhor
do que outros algoritmos de última geração. No entanto, o teste estatístico Kruskal-
Wallis permite avaliar qual função cada algoritmo concorrente tem o desempenho
similar, melhor ou pior. Como cada função representa uma ampla gama de problemas
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de otimização do mundo real, o teste estatístico permite escolher a metaheurística
mais adequada para cada situação. Portanto, o método proposto tem um desempenho
melhor, especialmente em problemas parcialmente separáveis. Também podem-se
concluir que o LSMDE é competitivo com os melhores algoritmos usados nesta tese.

6.4 ANÁLISE DE ESCALABILIDADE DO LSMDE COMPARADA COM O ESTADO
DA ARTE

Na Figura 28, pode-se observar o desempenho do LSMDE, SHADE-ILS e GL-
SHADE sobre a agregação de todas as funções à medida que a dimensionalidade
aumenta na suite de teste bbob-largescale. Observa-se que o LSMDE tem uma taxa
de sucesso entre 40% e 80%, enquanto o SHADE-ILS tem uma taxa de sucesso entre
38% e 60% e o GL-SHADE apresentou uma taxa de sucesso entre 20% e 50%. Este
resultado mostra que o LSMDE é mais eficaz na resolução dos problemas propostos
quando há um aumento na dimensionalidade.

As Figuras 29a a 29f mostram o gráfico ECDF para algumas funções selecio-
nadas com diferentes características. Pode-se ver o bom desempenho do LSMDE
na função Rastrigin separável (Figura 29a), mesmo para altas dimensionalidades. No
entanto, o LSMDE converge para soluções piores na versão não separável da função
Rastrigin (Figura 29c). Nesse caso, o número de ótimos locais é aproximadamente 10d

(d é a dimensionalidade do problema) (FINCK et al., 2010). Concluí-se que a função
não separável de Rastrigin é muito complexa para o LSMDE resolver sem ajustes
adicionais nos hiperparâmetros.

Em relação às funções Rosenbrock (Figura 29d e 29e), observa-se bons resulta-
dos, mesmo com o aumento da dimensionalidade e adições de complexidade (como
rotações e baixo/moderado condicionamento). Uma exceção ocorre quando a dimensi-
onalidade aumenta de 320 para 640 nas funções Rosenbrock rotacionadas e de setor
atrativo (Figura 29e e Figura 29b), onde percebe-se uma degradação significativa no
desempenho. Os resultados indicam que há um limite na capacidade do LSMDE de
manter a qualidade das soluções candidatas no espaço reduzido influenciado pelas ca-
racterísticas intrínsecas do espaço de busca. Na Figura 29f, destaca-se os resultados
obtidos na função Different-Powers, tanto em dimensões baixas quanto altas. Uma ca-
racterística interessante observada nesta função é a necessidade de mais avaliações
de função para resolver o problema em dimensões mais altas.

As ECDF’s para os três algoritmos selecionados, agregados em todas as 24
funções bbob-largescale, podem ser encontradas na Figura 30 para dimensões 20-D,
40-D, 80-D, 160-D, 320-D e 640-D. Com base na Figura 30, concluí-se que:

• Em todos os problemas bbob-largescale, os algoritmos têm um desempenho pior
com o aumento da dimensionalidade, o que já era esperado;
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(a) LSMDE (b) SHADE-ILS

(c) GL-SHADE

Figura 28 – Gráfico ECDF mostrando o desempenho do (a) LSMDE, (b) SHADE-ILS e (c) GL-SHADE,
para diferentes propoções de número de avaliações/dimensões em todos os 24 problemas
do suite de teste bbob-largescale.

Fonte: (FONSECA et al., 2023)

• GL-SHADE é o mais afetado pelo aumento na dimensionalidade, de tal maneira
que apenas cerca de 20% dos valores-alvo foram alcançados em comparação
com cerca dos 40% alcançados pelo LSMDE para 640-D;

• LSMDE supera todos os algoritmos concorrentes com o aumento da dimensiona-
lidade para diferentes categorias de funções; no entanto, à medida que a dimen-
sionalidade aumenta, o desempenho tanto do LSMDE quanto do SHADE-ILS se
torna semelhante, com uma diferença de desempenho de aproximadamente 5%
para 640-D.

Um aspecto importante a destacar é o baixo desempenho do LSMDE e de todos
os algoritmos concorrentes nas funções de estrutura global fraca para 160-D, 320-D e
640-D (máximo de 20% de sucesso), como mostrado na Figura 31. Uma função tem
uma estrutura global fraca se as aptidões (os valores da função objetivo) dos ótimos
locais estão apenas fracamente relacionados às suas localizações no espaço de busca.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura 29 – Gráficos ECDF do LSMDE para as funções f3, f6, f8, f9, f14 and f15 no conjunto bbob-
largescale, agregados em todas as instâncias de cada função.

Fonte: (FONSECA et al., 2023)

Por exemplo, quando os ótimos vizinhos geralmente não têm aptidões semelhantes
(BROCKHOFF et al., 2022). Esse comportamento torna a busca por uma solução
ótima mais difícil, especialmente em alta dimensionalidade. Como o LSMDE usa um
mapeamento contínuo do espaço de busca de alta dimensionalidade para um espaço
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura 30 – ECDF para os três algoritmos selecionados, agregados em todas as 24 funções do conjunto
bbob-largescale.

Fonte: (FONSECA et al., 2023)

de baixa dimensionalidade, as funções de estrutura global fraca não puderam produzir
um espaço de busca alternativo que garantisse a posição das soluções candidatas, o
que causou uma deterioração na qualidade da exploração do espaço reduzido gerado.
Os resultados sob essa classe específica de funções abre a oportunidade de novas
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pesquisas e melhorias do método proposto.

(a) LSMDE 160-D (b) LSMDE 320-D (c) LSMDE 640-D

(d) SHADE-ILS 160-D (e) SHADE-ILS 320-D (f) SHADE-ILS 640-D

(g) GL-SHADE 160-D (h) GL-SHADE 320-D (i) GL-SHADE 640-D

Figura 31 – ECDF para o grupo de estruturas globais fracas funciona com 160-D, 320-D e 640-D.

Fonte: (FONSECA et al., 2023)



7 CONSIDERAÇÕES FINAIS

Nesta tese, foi proposto um novo método denominado Low-dimensional Space
Modeling-based Differential Evolution (LSMDE) para resolver problemas de Otimização
Global em Grande Escala. O LSMDE utiliza um algoritmo de Decomposição de Valor
Singular para reduzir o espaço de busca d-dimensional de acordo com os recursos
da população atual de soluções candidatas. A busca por soluções promissoras no
espaço de baixa dimensão é guiada por um algoritmo SHADE hibridizado com modelos
de mistura gaussiana. Este modelo permite o agrupamento de soluções de baixa
dimensão, levando em consideração a incerteza inerente a transformação de espaço
e mitigando a perda de informações nesse processo. Candidatos para a solução ótima
podem ser retornados para o espaço original, e a vizinhança ao redor do ótimo pode
ser explorada adequadamente por meio de algoritmos de busca local especializados.
O método proposto foi testado a partir de métricas de performance e escalabilidade,
utilizando os principais benchmarks da literatura, CEC’2013 e bbob-largescale.

O Teorema "No Free Lunch" prova matematicamente que nenhum algoritmo
ou método pode ser o melhor para todos os problemas (WOLPERT; MACREADY,
1997). No entanto, de acordo com os resultados experimentais, o LSMDE apresenta
vantagens relevantes como:

i. desempenho superior em funções parcialmente separáveis, indicando maior apli-
cabilidade em problemas do mundo real;

ii. ótimo desempenho geral em experimentos com recursos computacionais limita-
dos, mostrando-se eficiente mesmo em cenários restritos;

iii. método de redução de dimensionalidade inovador que pode ser adaptado e
aprimorado para diferentes algoritmos populacionais, demonstrando sua versatili-
dade;

iv. flexibilidade e aplicabilidade a diversos problemas de alta dimensionalidade, gra-
ças à aprendizagem com a população de soluções candidatas sem conhecimento
prévio das características do espaço de busca;

v. melhor escalabilidade do que as principais metaheurísticas da literatura, apresen-
tando uma perda de performance menor com o aumento da dimensionalidade do
problema, independente das características do espaço de busca;

vi. menor número de hiper-parâmetros necessários: A incorporação do modelo de
redução de dimensionalidade e do modelo de mistura gaussiana não resultou
em um aumento significativo no número de hiper-parâmetros. Essa característica
simplifica a configuração do LSMDE e pode contribuir para uma implementação
mais direta e menos propensa a erros de ajuste de parâmetros.
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No entanto, também foram identificadas algumas limitações, como a falta de
ganho substancial quando há disponibilidade de grandes recursos computacionais
(representado nessa tese pelo número de avaliações da função objetivo). Além disso,
o desempenho do LSMDE em funções não-separáveis e com estrutura global fraca foi
limitado, sugerindo a necessidade de ajustes nos hiper-parâmetros do algoritmo para
esses problemas.

Os resultados obtidos indicam que o LSMDE é um método evolutivo promissor
e prático para resolver problemas de otimização, especialmente quando a dimensio-
nalidade do problema aumenta. Entretanto, pesquisas futuras são necessárias para
melhorar seu desempenho em funções desafiadoras com estruturas globais fracas.

Para trabalhos futuros, o LSMDE pode ser aprimorado por meio do ajuste fino dos
parâmetros de desempenho, a fim de resolver melhor funções não-separáveis. Além
disso, mapeamentos alternativos ou diferentes representações do espaço de busca
podem ser explorados para enfrentar o desafio imposto por funções com estruturas
globais fracas. A aplicação do LSMDE em diversas áreas, como otimização de parâ-
metros, otimização multiobjetivo, mineração de dados e seleção de atributos, também
é um objetivo a ser perseguido.
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