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RESUMO

Neste trabalho são abordadas as proposições geométricas que levam ao cálculo da área de
um ćırculo e ao comprimento de uma circunferência usando o método da exaustão. Origi-
nalmente proposto por Eudoxo, o método da exaustão é uma forma geométrica primitiva
de se lidar com limites em matemática. Para enriquecer a discussão mencionamos tópicos
da história da matemática relacionados ao conteúdo. Também são propostas atividades
dirigidas ao ensino fundamental, ao médio e ao superior.
Palavras-chave: Geometria. Áreas. Método da Exaustão. Ensino de Matemática.

História da Matemática.





ABSTRACT

In this work, the geometric propositions that lead to the calculation of the area of a
circle and the length of a circumference using the method of exhaustion are approached.
Originally proposed by Eudoxus, the method of exhaustion is an early geometric way of
dealing with limits in mathematics. To enrich the discussion we mention topics from the
history of mathematics related to the content. Activities aimed at primary, secondary
and higher education are also proposed.
Keywords: Geometry. Areas. Exhaustion Method. Mathematics Teaching. History of

Mathematics.
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5.5.1 Aproximação por poĺıgono regular de 3 lados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
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REFERÊNCIAS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97





11

1 INTRODUÇÃO

Com 10 anos de experiência profissional, trabalhando como professor efetivo de

matemática na rede municipal e estadual de ensino básico, observo que as aulas, na maioria

das vezes, são dadas através da aplicação de fórmulas, regras e algoritmos, inclusive muitas

das minhas aulas são dadas dessa maneira.

Ao aplicarmos algoritmos conhecidos que consiga resolver uma determinada si-

tuação, não estamos necessariamente resolvendo um problema.

Nos Parâmetros Curriculares Nacionais, (PCN, 1998), resolver um problema pres-

supõe que o aluno:

� elabore um ou vários procedimentos de resolução (como por exemplo, realizar si-

mulações, fazer tentativas, formular hipóteses);

� compare seus resultados com os de outros alunos;

� valide seus procedimentos.

No meu entender, para usar a estratégia de ensino de resolução de problemas em

uma sala de aula, tendo o professor como mediador, é necessário que os alunos saibam

algumas técnicas de álgebra, aritmética e geometria, ferramentas fundamentais para ata-

car os problemas propostos com alguma possibilidade de sucesso (que é a resolução do

problema), e que permitam à eles elaborar procedimentos, comparar e validar seus resul-

tados.

Normalmente, na escola, essas técnicas são ensinadas através de algoŕıtmos e re-

ceituários desconectados dos problemas que iremos propor aos alunos e também da história

da matemática relacionada, o que causa a falta de sentido nos conteúdos ministrados e a

consequente desmotivação por parte dos alunos para aprender.

Ensinar matemática é um grande desafio, onde muitas vezes o professor só conta

com o apoio do livro didático, que segundo minha experiência profissional, não é suficiente.

A cont́ınua formação e capacitação do professor é que faz a diferença no ensino básico.

Formação como essa do PROFMAT.

Pensando nisso tudo, vamos disponibilizar para a impressão, 5 atividades de estudo

dirigido em geometria, nas quais o aluno possa compreender de forma histórica, a maneira

que os antigos gregos usavam para calcular a área de um ćırculo e o comprimento de uma

circunferência. Os alunos poderão realizar procedimentos, experimentos e descobertas de

forma autônoma, com o aux́ılio de seu professor.
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Situando o leitor em relação ao ensino básico (fundamental e médio), a Base Nacio-

nal Comum Curricular, BNCC, classifica o ensino de matemática em 5 unidades temáticas,

são elas:

� Álgebra

� Geometria

� Grandezas e medidas

� Números

� Probabilidade e estat́ıstica

Diante desse quadro, nas unidades temáticas Geometria e Grandezas e medidas,

podemos dizer que esta dissertação tem por objetivo discutir o prinćıpio da exaustão, as-

sociado ao cálculo de áreas e comprimentos de poĺıgonos regulares inscritos e circunscritos

na circunferência, tornando posśıvel o cálculo da área de um ćırculo e o comprimento de

uma circunferência.

De acordo com a BNCC, esse assunto pode ser abordado a partir do sétimo e oitavo

ano do ensino fundamental, dentro da unidade temática Grandezas e medidas:

� (EF07MA33) Estabelecer o número π como a razão entre a medida de uma cir-

cunferência e seu diâmetro, para compreender e resolver problemas, inclusive os de

natureza histórica.

� (EF08MA19) Resolver e elaborar problemas que envolvam medidas de área de figu-

ras geométricas, utilizando expressões de cálculo de área (quadriláteros, triângulos

e ćırculos), em situações como determinar medida de terrenos.

Também pode ser abordado a partir do sexto ano do ensino fundamental, dentro

da unidade temática de Geometria:

� (EF06MA18) Reconhecer, nomear e comparar poĺıgonos, considerando lados, vértices

e ângulos, e classificá-los em regulares e não regulares, tanto em suas representações

no plano como em faces de poliedros.

� (EF06MA19) Identificar caracteŕısticas dos triângulos e classificá-los em relação às

medidas dos lados e dos ângulos.

� (EF06MA20) Identificar caracteŕısticas dos quadriláteros, classificá-los em relação

a lados e a ângulos e reconhecer a inclusão e a intersecção de classes entre eles.
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� (EF07MA22) Construir circunferências, utilizando compasso, reconhecê-las como

lugar geométrico e utilizá-las para fazer composições art́ısticas e resolver problemas

que envolvam objetos equidistantes.

� (EF07MA28) Descrever, por escrito e por meio de um fluxograma, um algoritmo

para a construção de um poĺıgono regular (como quadrado e triângulo equilátero),

conhecida a medida de seu lado.

Realizamos também uma discussão do método da exaustão com o uso de limites,

usando progressões geométricas e aritméticas, assunto abordado no ensino médio. Na

BNCC, esse tema aparece da seguinte forma:

� (EM13MAT507) Identificar e associar progressões aritméticas (PA) a funções afins

de domı́nios discretos, para análise de propriedades, dedução de algumas fórmulas

e resolução de problemas.

� (EM13MAT508) Identificar e associar progressões geométricas (PG) a funções ex-

ponenciais de domı́nios discretos, para análise de propriedades, dedução de algumas

fórmulas e resolução de problemas.

Em relação ao ensino superior, esse trabalho também é útil para todos os alunos

de graduação em matemática, e também aos alunos do PROFMAT que estejam fazendo

a disciplina de geometria, pois aborda todas as proposições com suas respectivas demons-

trações que concluem que a área do ćırculo é πr2 e que o comprimento da circunferência

é 2πr.

Esse trabalho conta com muitas figuras para apoiar o entendimento das pro-

posições, e todas foram constrúıdas por mim no Geogebra: software livre de geometria

dinâmica, no Gimp: software livre de ilustração vetorial, no Librecad: software livre de

desenho técnico e o uso do Tex Studio: software livre para editar textos matemáticos em

LATEX.

O trabalho está organizado nos seguintes caṕıtulos: caṕıtulo 1 é feita a introdução.

No caṕıtulo 2 é contado uma breve história da matemática relacionado ao método da

exaustão. No caṕıtulo 3 estudamos o método da exaustão e fazemos um paralelo com

limites de sequências, em especial a progressões geométricas. No caṕıtulo 4 são demons-

trados todas as proposições que levam a conclusão de que o comprimento da circunferência

é 2πr e a área do ćırculo é πr2. No caṕıtulo 5, são descritas sugestões de atividades para o

professor realizar estudos dirigidos, em que o aluno seja um sujeito mais ativo no processo

de ensino aprendizagem (mais autônomo), na resolução de problemas, e no caṕıtulo 6 são

feitas as considerações finais.
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de um ćırculo. A regra prática: Subtraia
1

9
do diâmetro e o resultado eleve ao quadrado.

Assim, se d é o diâmetro do ćırculo, e queremos sua área, faça:

A◦ =

(
d− 1

9
d

)2

.

Simplificando a equação temos que:

A◦ =

(
8

9
d

)2

Comparando com a fórmula que conhecemos A◦ = πr2, temos que:

π

(
d

2

)2

≈
(
8

9
d

)2

Desenvolvendo e simplificando, a aproximação de π para os eǵıpcios era:

π ≈ 4 ·
(
8

9

)2

≈ 3, 1605

Nesse papiro, o problema 50, diz o seguinte: a área de um campo circular com

diâmetro de 9 unidades é a mesma de um quadrado com lado de 8 unidades.

Segundo os eǵıpcios, a área de um quadrado era de:

A□ = 82 = 64

E a área de uma circunferência:

A◦ =

(
9− 1

9
· 9
)2

= 82 = 64

Hoje sabemos que o valor da área é um pouco diferente:

A◦ = π

(
9

2

)2

≈ 63, 617

No problema 48, temos uma ideia de como os eǵıpcios pensaram nessa regra, o

problema compara a área do ćırculo com a área de um quadrado circunscrito de lado 9,

como mostra a figura 2.

Divida os lados do quadrado em três partes iguais. Depois remova ou desconte os

4 triângulos dos cantos. Então o octógono se aproxima da área do ćırculo:

A◦ = 9 · 9− 4 · 3 · 3
2

= 63 ≈ 64

Para Ahmes, a área do ćırculo estava para seu comprimento assim como a área do

quadrado circunscrito a essa circunferência estava para seu peŕımetro, em outras palavras:
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Figura 4: Área do ćırculo

Fonte: Elaborado pelo autor

64

C◦
=

81

36
=⇒ C◦ ≈ 28, 44

A aproximação está boa para a época que estamos tratando, 1650 antes de Cristo.

Os eǵıpcios também conheciam, o que foi chamado 1000 anos depois, pela civi-

lização grega, de teoremas de Thales e de Pitágoras. Os eǵıpcios não se importavam em

saber o porquê das regras darem certo, bastava que ao aplicá-las funcionassem.

2.2 GRÉCIA ANTIGA

Nessa sessão, são abordados problemas de matemática, relacionados ao cálculo da

área do ćırculo e do comprimento da circunferência, pelas técnicas dos antigos gregos que

nos deixaram além de sua fantástica literatura, um modelo no qual a matemática é feita

até os dias de hoje.

A principal diferença entre a matemática grega e a eǵıpcia é o uso da lógica e

do racioćınio dedutivo para justificar as muitas receitas matemáticas que já existiam.

A inclusão desse tipo de racioćınio na matemática é incerta, existem muitas hipóteses

para a explicar. O fato concreto é que em 400 antes de Cristo a matemática grega já

tinha sido completamente transformada e o uso da lógica para justificar as proposições

foi completamente absorvida (Boyer, 1974).

2.2.1 Curvas Euclidianas

Anaxágoras de Clazomene morreu em 428 antes de Cristo, foi preso por ensinar

que o Sol não era um Deus e sim uma bola de pedra incandescente e que a Lua era uma

terra habitada que refletia a luz do Sol. Na prisão pensou no problema da quadratura do

ćırculo (BOYER, 1974).

A quadratura do ćırculo consiste em construir um segmento, com régua e compasso,
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cujo quadrado constrúıdo sobre ele fosse igual a área desejada. Sabiam quadrar triângulos

e poĺıgonos e achavam que era posśıvel quadrar o ćırculo.

A quadratura do ćırculo é um dos três problemas clássicos da matemática grega.

Os outros dois problemas são a trissecção do ângulo e a duplicação do cubo. Esses três

problemas devem ser resolvidos com uma régua não graduada e um compasso que a cada

construção deve ser fechado.

Régua e compasso são os instrumentos Euclidianos da matemática e da geometria

gregas, nome dado em homenagem ao matemático grego Euclides de Alexandria, que

escreveu Os elementos por volta do ano 300 antes de Cristo. Esse livro continha toda a

matemática conhecida até aquele momento.

Os gregos tinham números e grandezas (ou magnitudes). As grandezas eram com-

primentos, áreas e volumes portanto sempre valores positivos. Algumas operações, com

essas grandezas podiam ser realizadas: soma, subtração, multiplicação, divisão e o cálculo

do lado do quadrado, se conhecido sua área, é o equivalente a extração de ráız quadrada

em nossos dias atuais. Essas operações são obtidas do uso de razões e proporções e do

teorema de Thales e eram realizadas com régua e compasso.

Apenas em 1882 Carl Louis Ferdinand von Lindemann, matemático alemão, pro-

vou que o problema da quadratura do ćırculo era imposśıvel de ser realizado com os

instrumentos Euclidianos. Ele provou que π é um número transcendente, o que significa

que π não é raiz de nenhum polinômio de coeficientes racionais. Os detalhes da demons-

tração de Lindemann não são nosso foco de estudo, por isso não o abordaremos, apesar

de ser posśıvel entender a ideia principal de seu argumento, que usa cálculo e álgebra,

ferramentas que os antigos gregos não tinham (BOYER, 1974).

2.2.2 Curvas não Euclidianas

O matemático Hipócrates de Chios, trabalhou na quadratura de Lunas. Luna é

uma figura limitada por dois arcos circulares de raios diferentes. O problema de quadrar

lunas, se resolvido poderia ser usado para resolver o problema da quadratura do ćırculo

usando régua e compasso, como exigia a matemática grega. Hipócrates de Chios 1 obteve

algum sucesso na solução desse problema.

Hı́pias de Elis, outro matemático grego, que morreu em 399 a.C. construiu uma

curva mecânica para quadrar a circunferência e trissectar um ângulo, ele construiu uma

nova curva chamada de trissectriz de Hı́pias. Usava essa curva para resolver o problema

da trissecção do ângulo, mas pelas regras da matemática grega, essa forma de resolução

1Não confundir com Hipócrates de Cos que é considerado o pai da medicina.
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não era permitida. Também pode ser chamada de quadratriz de Hı́pias, pois também

resolve o problema da quadratura do ćırculo.

Hı́pias sabia que sua curva, podia ser usada para trissectar um ângulo, mas não

temos certeza de que ele sabia quadrar o ćırculo com ela. Dinóstrato, outro matemático

grego, descreveu o processo para quadrar o ćırculo usando a curva de Hı́pias, viveu por

volta do ano de 350 a.C.

Eudoxo, que viveu entre 390 a.C. e 337 a.C. já sabia que para calcular a área do

ćırculo deveria inscrever e circunscrever poĺıgonos e ir duplicando o número de lados mui-

tas e muitas vezes. Ao aumentar o número de lados dos poĺıgonos inscritos e circunscritos,

ele aproximava o valor da área do ćırculo. Também era obtido o valor do comprimento

da circunferência, pelo cálculo do peŕımetro dos poĺıgonos.

Mas uma pergunta ainda ficava: quando parar de realizar a duplicação dos lados

dos poĺıgonos? Esse processo era infinito? Os gregos não sabiam lidar com o infinito, por

isso não sabiam como resolver essa questão. Esse problema é o equivalente a trabalhar

com limites, que só foram formalizados no final do século 19, junto com os números reais

por Dedekind e Cantor: quase 2000 anos depois de Eudoxo.

Eudoxo resolveu esse problema com o seguinte axioma: dadas duas grandezas que

têm uma razão, nenhuma delas sendo zero, pode-se achar um múltiplo de qualquer uma

delas que seja maior que a outra.

Dessa forma é posśıvel demonstrar o prinćıpio de exaustão: no livro Os Elementos

de Euclides, essa proposição é a primeira do livro 10. O método da exaustão permite

calcular a área do ćırculo e o comprimento da circunfeência com o uso de argumentos que

usam o infinito,é uma maneira primitiva de se lidar com limites.

Arquimedes de Siracusa nasceu em 287 a.C. e morreu 212 a.C. Escreveu muitos

trabalhos, entre os quais destacamos O livro dos lemas, em que resolve vários proble-

mas de áreas de figuras curvas. Também calculou π ≈ 22

7
, usando um poĺıgono de 96

lados e calculou aproximadamente o comprimento e a área da circunferência. No livro O

método, descoberto no ińıcio do século 20, existem 15 proposições em que Arquimedes

prova, usando balanças, diversos teoremas geométricos que eram desconhecidos em sua

época. Ele também criou a espiral de Arquimedes, que resolve a quadratura do ćırculo e

a trissecção do ângulo, sendo a espiral uma curva transcendente.

Muito do trabalho de Arquimedes foi realizado usando o prinćıpio da exaustão,

que será tratado no próximo caṕıtulo.
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Em geral, temos que o limite da sequência xn, quando n → ∞0 é 0. Isso porque

essa sequência é uma progressão geométrica cuja razão está entre 0 e 1, isto é, 0 < q < 1.

Em outras palavras, se a razão q está entre 0 e 1, temos que

lim
x→∞

qn · x = 0

Os gregos usavam a metade por ser visual. Assim estamos estabelecendo uma relação

entre progressão geométrica e o prinćıpio da exaustão.

Para continuarmos, precisaremos definir limite de uma sequência.

Definição 1. Limite de sequência. Dados (an) uma sequência de números reais e

L ∈ R, dizemos que L = lim an, se para qualquer ϵ > 0, existe n0 ∈ N tal que, para todo

n ≥ n0, temos que |an − L| < ϵ.

Proposição 2. Desigualdade de Bernoulli. Se h > −1, então é verdadeira a ine-

quação a seguir: (1 + h)n ≥ 1 + nh para todo natural n.

Demonstração. Provaremos a desigualdade por indução.

Se n = 0, temos que (1 + h)0 = 1 e 1 + 0 · h = 1. Ambos os lados da desigualdade são

iguais a 1, portanto, 1 ≥ 1 é verdadeiro.

Suponha que a desigualdade vale para algum natural k, isto é, (1 + h)k ≥ 1 + kh. Mos-

traremos que a desigualdade é verdadeira para k + 1, isto é, (1 + h)k+1 ≥ 1 + (k + 1)h.

Partindo da hipótese de indução, temos:

(1 + h)k ≥ 1 + kh

Multiplicando a desigualdade por (1 + h) não muda o sentido da desigualdade pois,

h > −1 logo h+ 1 > 0, então fica:

(1 + h)k · (1 + h) ≥ (1 + kh) · (1 + h)

Segue que:

(1 + h)k+1 ≥ h+ 1 + kh2 + kh = kh2 + h (k + 1) + 1

Observe que a parcela kh2, é um número positivo, pois k é natural e h > 0 está

elevado ao quadrado, então:

(1 + h)k+1 ≥ kh2 + h (k + 1) + 1 > h (k + 1) + 1
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A(△ABC) ≤ A(R)

A(R) = A(R1) + A(R2) + A(R3) + · · ·+ A(R4n)

A(R) =
b

4n
· h
4n

+ · · ·+ h

4n
· b · (4

n)

4n

A(R) =
bh

42n
· (1 + 2 + 3 + 4 + · · ·+ 4n)

Nos parênteses está uma progressão aritmética, então temos:

A(R) =
bh

42n
·
[
(1 + 4n) · (4

n)

2

]

A(R) =
bh

42n
·
[
(4n + 1) · 4

n

2

]
Simplificando o 4n, temos:

A(R) =
bh

4n
·
[
4n + 1

2

]

A(R) =
bh

2
· 4

n + 1

4n

A(R) =
bh

2
·
(
1 +

1

4n

)
Chegamos que:

A (△ABC) ≤ A(R) =
bh

2
·
(
1 +

1

4n

)
(3.2)

Juntando as desigualdades 3.1 e 3.2, temos:

bh

2
·
(
1− 1

4n

)
≤ A (△ABC) ≤ bh

2
·
(
1 +

1

4n

)
Quando o número de retângulos cresce até o infinito, ou seja, n → ∞, temos que

1

4n
→ 0 e portanto A (△ABC) = bh

2
·

A conclusão que chegamos é que conhecendo apenas a área de retângulos ainda
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assim é posśıvel calcular a área de um triângulo que era desconhecida.

No próximo caṕıtulo calcularemos a área de um ćırculo usando o método da

exaustão, conhecendo apenas áreas de poĺıgonos regulares inscritos e circunscritos. E

finalmente calcularemos o comprimento da circunferência pelo método da exaustão.
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4 O COMPRIMENTO E A ÁREA DA CIRCUNFERÊNCIA

Poĺıgonos regulares são aqueles que tem todos os lados com mesma medida e todos

seus ângulos internos de mesma medida. Poĺıgonos regulares são equiângulos (ângulos

congruentes) e também equiláteros (lados congruentes).

O uso de poĺıgonos regulares inscritos e circunscritos na circunferência é fundamen-

tal para calcular a área do ćırculo e o comprimento da circunferência, porque usando os

poĺıgonos regulares, podemos encontrar uma cota superior e uma inferior para sua área,

isto é, a área do ćırculo está determinada entre esses dois números, e ao aumentarmos o

número de lados desses poĺıgonos diminúımos o intervalo das duas áreas.

Se pn é a área de um poĺıgono regular de n lados inscrito na circunferência e Pn é

a área de um poĺıgono regular de n lados circunscrito na circunferência, e seja A◦ a área

do ćırculo que queremos determinar, temos pn ≤ A◦ ≤ qn. Quando n → ∞ a diferença

qn − pn tende a 0 e a área do ćırculo pode ser determinada.

Nesse procedimento temos duas ideias centrais: o cálculo de limites e o de número

real, essenciais no cálculo diferencial e integral. Essas ideias que foram sendo formalizadas

matematicamente a partir do século 18 e portanto são muito recentes. Os gregos da

antiguidade, não sabiam lidar com o infinito então a sua versão do cálculo era o uso do

método da exaustão e a dupla redução ao absurdo para chegar às suas conclusões. Mas

para que pudessem usar essas duas técnicas tinham que de algum modo inferir o resultado

que queriam demonstrar.

Nesse caṕıtulo vamos demonstrar todas as proposições necessárias para usar o

método da exaustão no cálculo da área do ćırculo e no comprimento da circunferência,

usando apenas conceitos da geometria e da lógica que é a redução dupla do absurdo.

Proposição 4. Todos os poĺıgonos regulares são inscrit́ıveis e circunscrit́ıveis em uma

circunferência.

Demonstração. Primeiro o caso do poĺıgono regular inscrito na circunferência.

Sabemos que por três pontos distintos passa uma única circunferência. Seja a circun-

ferência de centro O passando por P1, P2 e P3, três vértices consecutivos, de tal maneira

que P1P2 ≡ P2P3. Tomamos o ponto P4 tal que P1P2 ≡ P2P3 ≡ P3P4, e também que

∠OP3P2 ≡ ∠OP3P4, queremos mostrar que OP4 é o raio da circunferência, dáı o ponto

P4 estará na circunferência, conforme a figura 13.

Os triângulos △OP1P2 e △OP2P3 são congruentes pelo caso LLL e isósceles, tendo

os ângulos da base medindo α, conforme a figura 14.
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A(r)

A(R)
<

r2

R2

Então,

A(r) <
r2

R2
· A(R) =⇒ ϵ =

r2

R2
· A(R)− A(r) > 0

Pelo prinćıpio da exaustão existe um poĺıgono qn, regular de n lados, circunscrito

a circunferência de raio r, tal que:

A(qn)− A(r) < ϵ

Ou seja,

A(qn)− A(r) <
r2

R2
· A(R)− A(r)

Calculando temos que:

A(qn) <
r2

R2
· A(R) (4.3)

Por outro lado, seja Qn um poĺıgono regular de n lados, semelhante ao poĺıgono

qn, circunscrito a circunferência de raio R, podemos escrever que:

A(qn)

A(Qn)
=

r2

R2

Assim, temos que:

A(qn) =
r2

R2
· A(Qn) (4.4)

Substituindo a equação 4.4 na desigualdade 4.3, temos que:

A(Qn) < A(R)

Contradição! O poĺıgono Qn é circunscrito então vale que A(R) < A(Qn). Por-

tanto, a hipótese de absurdo não se verifica, pode ser visto na figura 44.

Se um número não é maior e nem menor do que outro, ele só pode ser igual, ou

seja:

A(r)

A(R)
=

r2

R2
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E portanto, temos que o ângulo t é obtuso, o que implica que t > β. Em um

triângulo ao maior ângulo se opõe o maior lado, então no triângulo △C1DC2 temos que

DC2 > DC1.

Assim, podemos escrever que:

AB = AD1 +D1B

E como AD1 > AD =⇒ AD1 +D1B > AD +D1B, resulta em:

AB > AD +D1B

Sabemos que D1B > DC =⇒ AD +D1B > AD +DC, o que resulta em:

AB > AD +DC

E agora que sabemos dividir em duas partes, o arco pode ser dividido novamente

em várias partes até que a linha poligonal se aproxime do comprimento do arco. Essa

poligonal será sempre menor ou igual ao arco que por sua vez será menor do que o segmento

AB.

E repetindo o processo para a circunferência inteira, temos que o peŕımetro do

poĺıgono circunscrito à circunferência será sempre maior ou igual do que o comprimento

da circunferência.

Proposição 14. A área de um ćırculo de raio r é igual a área de um triângulo retângulo

cuja base é igual ao comprimento de uma circunferência e cuja altura é igual ao raio.

Demonstração. Uma ideia do que Arquimedes imaginou pode ser obtida tomando um

ćırculo de raio r e um triângulo retângulo de altura r e base C, que é o comprimento da

circunferência de raio r, podemos escrever que:

π · r2 = 1

2
· r · C =⇒ C = 2πr

Como na ilustrado na figura 56.

A área do ćırculo de raio r será denotada por A(r). Vamos demonstrar a proposição

pelo prinćıpio de exaustão, podem ocorrer três casos, são eles:

A(r) =
1

2
rC ou A(r) >

1

2
rC ou A(r) <

1

2
rC

Suponha por absurdo que:

A(r) >
1

2
rC
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5 SUGESTÕES PARA O ENSINO DO MÉTODO DA EXAUSTÃO

Nesse caṕıtulo, iremos sugerir algumas atividades para o professor aplicar em sala

de aula. As propostas de atividades podem ser desenvolvidas com alunos do ensino

fundamental, médio e superior e também na educação de jovens e adultos. Foram pensadas

para que o professor seja um facilitador ou mediador do processo de ensino aprendizagem.

As atividades propostas nesse caṕıtulo podem ser dadas sem uma ordem espećıfica

pois são pensadas para atender a demanda e a necessidade de cada turma, seja do ensino

regular ou de educação de jovens e adultos. A proposta é que os alunos tenham liberdade

para experimentar as ideias em pequenos grupos e, se posśıvel fazendo o uso de tecnologias,

como o uso do geogebra, software de geometria dinâmica.

As aulas devem ser realizadas levando em consideração a experimentação e o

diálogo, a fim de possibilitar um ambiente de amizade e descoberta. O ńıvel de abs-

tração de cada aula proposta é aumentado progressivamente.

Para avaliar cada atividade realizada, o professor pode pedir que os alunos entre-

guem, registros das suas medidas e de seus cálculos e também considere o envolvimento

da turma com as atividades desenvolvidas, porque o objetivo de todas as atividades é o

aprendizado do aluno, respeitando cada sujeito e não buscando promover o ranqueamento

por notas, pois pode ocorrer em um outro momento.

5.1 ATIVIDADE: MÉTODO DA EXAUSTÃO

Roteiro para o professor.

O objetivo desta atividade é verificar na prática que o prinćıpio da exaustão fun-

ciona. Os materiais necessários para essa atividade são régua, lápis, borracha e a folha

modelo, que disponibilizamos ao professor no final dessa descrição. O segmento AB tem 10

cm e o segmento CD tem 2 cm. Os alunos deverão medir esses segmentos para constatar

isso.

Depois os alunos devem medir o ponto E médio do segmento AB e construir um

novo segmento FG com a metade do tamanho do segmento AB ou um pouquinho menos

do que sua metade. Medir o ponto H médio do segmento FG e construir um novo

segmento IJ com a metade do tamanho do segmento FG ou com um pouquinho menos

do que a metade. Prosseguir até que o segmento obtido, seja menor do que o segmento

pré-estabelecido CD.

Em nosso exemplo, figura 59, o segmento OP é menor do que o segmento CD.
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Um fato interessante é dicutir com os alunos, para o número de casas decimais

para a aproximação.



Instruções ao aluno: Divida o segmento maior pela metade diversas vezes, 
até constatar que o segmento obtido é menor do que o segmento menor dado.







Instruções ao aluno: Meça o comprimento e o diâmetro da circunferência.
Calcule a razão do comprimento pelo diâmetro.





70

Quadro 1: Lista de atividades com as medidas

Comprimento (C) Diâmetro (D) C/D

Prato marrom 61 19 3,2105

Pires 44 14 3,1428

Copo vidro 20,9 6,5 3,2153

Tampa de panela 54,3 17 3,1941

Panela 76,8 24,3 3,1604

Tampa vermelha 34,9 10,7 3,2616

Cesto de roupa 141,5 44,2 3,2013

Prato microondas 84,7 27 3,1370

Suporte microondas 64,7 21 3,0809

Pote de metal 43,3 14,4 3,0069
Fonte: Elaborado pelo autor

Segue na figura 60b, uma foto montagem feita pelo autor, da medição desses ob-

jetos.

Figura 60b: foto montagem feita pelo autor
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Fonte: Elaborado pelo autor

5.4 ATIVIDADE: O MÉTODO DA EXAUSTÃO NO CÁLCULO DE UM TRIÂNGULO

Roteiro para o professor.

O objetivo dessa atividade é constatar que ao aumentar a quantidade de retângulos,

por dentro e por fora, que usamos para calcular a área de um triângulo a diferença entre os

retângulo de dentro e de fora do triângulo, resulta em apenas ao comprimento de sua base.

O cálculo da área do triângulo nessas condições já foi feita no caṕıtulo 3. Os materiais





Instruções ao aluno: Pintar somente a região que sobra, da diferença entre os retângulos
que estão fora e dentro do triângulo.

Instruções ao aluno: Pintar retângulos que cubram um andar do triângulo.



Instruções ao aluno: Pintar retângulos que cubram um andar do triângulo.

Instruções ao aluno: Pintar somente a região que sobra, da diferença entre os retângulos 
que estão fora e dentro do triângulo.
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A área do poĺıgono regular inscrito é:

a3 =
b3 · h3

2
=

8, 7 · 7, 5
2

= 32, 625 cm2

O peŕımetro do poĺıgono regular inscrito é:

p3 = b3 · 3 = 8, 7 · 3 = 26, 1 cm

Assim podemos concluir que a área do ćırculo A◦ é:

32, 625 ≤ A◦ ≤ 129, 75

E podemos concluir que o comprimento da circunferência C◦ é:

26, 1 ≤ C◦ ≤ 51, 9

Dividindo a desigualdade por 10 cm, estamos dividindo o comprimento da circun-

ferência pelo seu diâmetro e calculando um valor aproximado para π, no caso é:

26, 1

10
≤ C◦

d
≤ 51, 9

10

Resultando que π é um valor entre:

2, 61 ≤ C◦

d
≤ 5, 19

A atividade descrita nessa sessão se encontra na próxima página.



Instrução ao aluno: calcular a área do triângulo inscrito e circunscrito à circunferência.
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p6 = b6 · 6 = 5 · 6 = 30 cm

Assim podemos concluir que a área do ćırculo A◦ é:

64, 5 ≤ A◦ ≤ 87

E podemos concluir que o comprimento da circunferência C◦ é:

30 ≤ C◦ ≤ 34, 8

Dividindo a desigualdade por 10 cm, estamos dividindo o comprimento da circun-

ferência pelo seu diâmetro e calculando um valor aproximado para π, no caso é:

30

10
≤ C◦

d
≤ 34, 8

10

Resultando que π é um valor entre:

3 ≤ C◦

d
≤ 3, 48

A atividade descrita nessa sessão se encontra na próxima página.



Instrução ao aluno: calcular a área do polígono regular inscrito e
 circunscrito à circunferência.
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p12 = b12 · 12 = 2, 6 · 12 = 31, 2 cm

Assim podemos concluir que a área do ćırculo A◦ é:

74, 88 ≤ A◦ ≤ 81

E podemos concluir que o comprimento da circunferência C◦ é:

31, 2 ≤ C◦ ≤ 32, 4

Dividindo a desigualdade por 10 cm, estamos dividindo o comprimento da circun-

ferência pelo seu diâmetro e calculando um valor aproximado para π, no caso é:

31, 2

10
≤ C◦

d
≤ 32, 4

10

Resultando que π é um valor entre:

3, 12 ≤ C◦

d
≤ 3, 24

A atividade descrita nessa sessão se encontra na próxima página.



Instrução ao aluno: calcular a área do polígono regular  inscrito e
 circunscrito à circunferência.
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A área do poĺıgono regular inscrito é:

a24 =
b24 · h24

2
= 24 · 1, 31 · 4, 96

2
= 77, 97 cm2

O peŕımetro do poĺıgono regular inscrito é:

p24 = b24 · 24 = 1, 31 · 24 = 31, 44 cm

Assim podemos concluir que a área do ćırculo A◦ é:

77, 97 ≤ A◦ ≤ 79, 2

E podemos concluir que o comprimento da circunferência C◦ é:

31, 44 ≤ C◦ ≤ 31, 68

Dividindo a desigualdade por 10 cm, estamos dividindo o comprimento da circun-

ferência pelo seu diâmetro e calculando um valor aproximado para π, no caso é:

31, 44

10
≤ C◦

d
≤ 31, 68

10

Resultando que π é um valor entre:

3, 144 ≤ C◦

d
≤ 3, 168

A atividade descrita nessa sessão se encontra na próxima página.



Instrução ao aluno: calcular a área do polígono regular  inscrito e
 circunscrito à circunferência. Dica: use os pontinhos vermelhos.
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Assim podemos concluir que a área do ćırculo A◦ é:

250, 98 ≤ A◦ ≤ 259, 2

E podemos concluir que o comprimento da circunferência é:

56, 4 ≤ C◦ ≤ 57, 6

Dividindo a desigualdade por 18 cm, estamos dividindo o comprimento da circun-

ferência pelo seu diâmetro e calculando um valor aproximado para π, no caso é:

56, 4

18
≤ C◦

d
≤ 57, 6

18

Resultando que π é um valor entre:

3, 13 ≤ C◦

d
≤ 3, 2

A atividade descrita nessa sessão se encontra na próxima página.



Instrução ao aluno: calcular a área do polígono regular  inscrito e circunscrito à circunferência. 
Dica: use os pontinhos vermelhos.
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A área do poĺıgono regular inscrito é:

a48 =
b48 · h48

2
= 48 · 1, 18 · 8, 98

2
= 254, 31 cm2

O peŕımetro do poĺıgono regular inscrito é:

p48 = b48 · 48 = 1, 18 · 48 = 56, 64 cm

Assim podemos concluir que a área do ćırculo A◦ é:

254, 31 ≤ A◦ ≤ 254, 88

E podemos concluir que o comprimento da circunferência C◦ é:

56, 64 ≤ C◦ ≤ 56, 64

Dividindo a desigualdade por 18 cm, estamos dividindo o comprimento da circun-

ferência pelo seu diâmetro e calculando um valor aproximado para π, no caso é:

56, 64

18
≤ C◦

d
≤ 56, 64

18

Resultando que π é um valor entre:

3, 14666... ≤ C◦

d
≤ 3, 14666...

A atividade descrita nessa sessão se encontra na próxima página.



Instrução ao aluno: calcular a área do polígono regular  inscrito e circunscrito à circunferência. 
Dica: use os pontinhos vermelhos.
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6 CONCLUSÃO

Com esse trabalho, foi demonstrado, usando o método da exaustão, que a área do

ćırculo é πr2 e que o comprimento da circunferência é 2πr, complementando muitos livros

de geometria plana. Podendo auxiliar os alunos de graduação em matemática, bem como

os alunos do PROFMAT que estejam cursando a disciplina de geometria.

Uma preocupação muito grande que tive foi de construir muitas figuras no geoge-

bra, software livre de geometria dinâmica, para que o entendimento das proposições fosse

facilitado.

Foram abordados temas da história da matemática relacionados ao conteúdo e

discutidos o uso do cálculo de limites no ensino médio em situações que tivessem relação

com progressões geométricas no cálculo de áreas de figuras planas.

Também foram apresentados 5 sugestões de atividades, para o professor aplicar

nas suas aulas de matemática, quando abordar o cálculo da área e do comprimento de

uma circunferência, as atividades são:

� Constatar o prinćıpio da exaustão em uma atividade exploratória.

� Medir o comprimento de uma circunferência usando uma fita métrica, dividindo a

circunferência em poĺıgonos para facilitar a tarefa. E calculando a razão do compri-

mento obtido pelo seu diâmetro a fim de aproximar o valor de π. Ainda é posśıvel

discutir com os alunos, as diferenças encontradas devido ao processo de medição.

� Medir o comprimento de circunferências de objetos do dia a dia e de seu diâmetro

para aproximar o valor de π.

� Pintar o interior e o exterior de um triângulo com retângulos a fim de verificar que

podemos calcular a área do triângulo constatando que a diferença entre as áreas

dos retângulos externos em relação aos retângulos internos, quando a quantidade de

retângulos tender ao infinito, é a própria base do triângulo, possibilitando assim, o

cálculo de sua área.

� Cálculo da área e do comprimento da circunferência e aproximação do valor de

π, usando poĺıgonos regulares inscritos e circunscritos de 3, 6, 12, 24 e 48 lados,

imitando o processo que Arquimedes usou para calcular o valor de π.

Esse trabalho me permitiu compreender uma maneira de criar e construir ativi-

dades de estudo dirigido para trabalhar com meus alunos em sala de aula, de forma
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independente do livro didático. O que me faz também querer trabalhar na capacitação

e na formação de professores de matemática no sentido de desenvolver a resolução de

problemas, o conhecimento em história da matemática e o uso de ferramentas computaci-

onais para que o próprio professor se torne produtor de seus materiais didáticos e atenda

da melhor forma as necessidades de seus alunos.

Para concluir, no futuro, pretendo estudar as proposições geométricas que permi-

tam calcular, pelo método da exaustão, áreas e volumes de figuras espaciais curvas, como

por exemplo: cilindros, cones e esferas, dando continuidade a esse trabalho, preparando

novos materiais didáticos que possam ser usados em sala de aula, de modo a tornar o

aluno mais ativo em seu processo de ensino aprendizagem.
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[4] IEZZI, G. et al. Fundamentos de Matemática Elementar, volume 3 (trigonometria),
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