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RESUMO

Neste trabalho estudamos a conexidade do divisor excepcional total oriundo da redu-
¢éo de singularidades de uma folheagdo holomorfa singular ndo dicritica de codimen-
sd0 um em (C3,0), apds retirarmos do divisor as chamadas componentes nodais n&o
interrompidas. Descrevemos o divisor excepcional através do conjunto de listas .7, o
qual podemos estudar utilizando grafos, homologia simplicial e resultados de paridade.
As componentes nodais do conjunto singular de uma folheagao sao objetos de inte-
resse pois localmente provocam uma separagéo no espago de folhas. Em dimenséao
trés, tratam-se de unides de curvas cujos pontos genéricos sao singularidades nodais
em dimensao dois, e cujos pontos triplos sao também nodais. O divisor excepcional
total é obtido fazendo uma sucessao de blow-ups em centros permitidos; ao final da
reducao de singularidades, sera uma uniao de hipersuperficies invariantes. Mostramos
que se o conjunto das componentes nodais ndo interrompidas tem n elementos, entao
o complementar deste conjunto no divisor possui n+ 1 componentes conexas.

Palavras-chave: Folheagdes holomorfas singulares. Componentes nodais. Divisor ex-
cepcional.



ABSTRACT

In this work we study the conectivity of the total exceptional divisor obtained from
the reduction of singularities of a nondicritical holomorphic singular codimension one
foliation in (C3,0), after we exclude the so called uninterrupted nodal components.
We describe the exceptional divisor through the set of lists 7, which we can study
using graphs, simplicial homology and parity results. The nodal components in the
singular locus of a foliation are objects of interest because the locally cause a separation
in the set of leaves. In dimension three, they are unions of curves whose generic
points are nodal singularities in dimension two, and whose triple points are also nodal.
The total exceptional divisor is obtained by performing a succession of blow-ups at
permissible centers; at the end of the reduction of singularities, it will be a union of
invariant hypersurfaces. We show that if the set of uninterrupted nodal components
has n elements, then the complement of this set in the divisor has n+ 1 connected
components.

Keywords: Singular holomorphic foliation. Nodal components. Exceptional divisor.
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1 INTRODUGAO

Neste trabalho estudamos a conexidade do divisor excepcional oriundo da re-
ducéo de singularidades de uma folheagédo holomorfa singular de codimensdo um em
(C3,0), apds retirarmos do divisor as chamadas componentes nodais ndo interrompi-
das.

Considerando uma folheagédo holomorfa singular .# em dimenséao dois, sabe-se
que as singularidades nodais de .# atuam localmente como separadores das folhas.
Em dimenséo trés, o objeto correspondente é chamado componente nodal n&o inter-
rompida: trata-se de uma unido de curvas cujos pontos genéricos sao singularidades
nodais em dimensao dois, e cujos pontos triplos sdo também nodais. Estes objetos
foram descritos pela primeira vez em (7). Pelo fato de gerarem localmente uma se-
paracao no espaco de folhas, estes objetos sdo também chamados de separadores
nodais.

Em (18), os autores trabalham em dimensao dois e apresentam propriedades
da folheacado ap6s as singularidades nodais serem retiradas do divisor excepcional.
Este estudo é feito utilizando grafos de tipo arvore com peso nas arestas.

Em (5) é feita uma generalizacéo para dimensao n dos resultados apresentados
em (18). Os autores mostram que uma folheagdo nao dicritica e sem selas-n6 em C”
possui uma reducgao de singularidades especial (que coloca as singularidades nodais
em esquinas do divisor) e a partir disto, um estudo sobre o stratum do divisor excepci-
onal (que substitui o grafo em dimenséao dois) da resultados sobre a ndo-conexidade
do complementar do conjunto separador nodal no divisor. Grande parte deste artigo €
dedicado a definir e dar propriedades deste stratum do divisor, um objeto abstrato e de
dificil compreensao.

Nesta tese simplificamos a definicao deste stratum do divisor para folheacdes
nao dicriticas e sem selas-né em (C3,0). Ao introduzir no Capitulo 3 o conjunto #, que
chamamos lista, mostramos que é possivel associar a ele um grafo e um complexo
simplicial, o que nos permite utilizar resultados e ferramentas j4 conhecidos destes
dois objetos e trazé-los para o estudo de .7Z. Isso foi feito em detalhe nos Capitulos 4
e s.

No Capitulo 4 fazemos um estudo da conexidade do divisor excepcional utili-
zando grafos. Usamos a matriz de incidéncia para confirmar a conexidade do grafo
G, associado a J7, e usamos o Teorema de Seifert - Van Kampen para concluir que
G, é simplesmente conexo.

No Capitulo 5 construimos o complexo simplicial K ;. Calculamos o grupo de
homologia Hy(K ,») da vizinhanga de um ponto triplo, e utilizando a sequéncia de Mayer
- Vietoris, fazemos a colagem dos complexos simpliciais na vizinhanga de dois pontos
triplos.
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Com os resultados destes trés capitulos mostramos o seguinte
TEOREMA A: 77 é conexo e simplesmente conexo.

Uma outra parte relevante deste trabalho € transportar a informagédo nodal do
conjunto singular da folheacao para .77 e seus grafo e complexo simplicial associados;
isso é feito no Capitulo 6. Neste capitulo mostramos, via grupos de homologia e matriz
de incidéncia, que se .4 € uma componente nodal entdo 7\ .4 possui duas com-
ponentes conexas. Usando a sequéncia de Mayer - Vietoris, mostramos também que
se 0 conjunto das componentes nodais nao interrompidas tem n elementos, entéo o
complementar deste conjunto em # possui n+ 1 componentes conexas.

Finalmente, no Capitulo 7, retomamos a linguagem utilizada em (5) para o
estudo de 7\ .+ através da paridade de 0-caminhos em .7#: mostramos que ¢ pode
ser dividido na unido disjunta dos 0-caminhos que cruzam .4~ um numero par e o dos 0-
caminhos que cruzam .4~ um numero impar de vezes. Fechamos o texto apresentando
uma outra demonstracao, utilizando a paridade, do fato de que o complementar no
divisor do conjunto de componentes nodais ndo interrompidas tem n+ 1 componentes
conexas.

Com os resultados destes ultimos dois capitulos, mostramos o seguinte

TEOREMA B: Se o conjunto singular de .% tem n componentes
nodais nao interrompidas A3, ..., 4n, entdo 7 \{ANq,..., 4n}
tem n+1 componentes conexas.
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2 FOLHEACOES HOLOMORFAS SINGULARES DE CODIMENSAO UM

Neste Capitulo apresentamos resultados sobre folhea¢cées holomorfas singula-
res de codimensao um.

Na Secéo 2.2 apresentamos defini¢cdes e resultados bésicos sobre folheagdes
em (C2,0). Esta revisdo é necessaria pois estes conceitos sdo utilizados no estudo
em dimenséo trés, que fazemos na Sec¢ao 2.3. Nesta se¢cdo também apresentamos os
dois objetos centrais do nosso trabalho: o conjunto Nod.#, das componentes nodais
n&o interrompidas, e o divisor excepcional. Neste capitulo apresentamos também os
teoremas que garantem a existéncia de reducao de singularidades de folheagdes em
C?e C3.

2.1 CONCEITOS BASICOS

Um germe de folheagdo holomorfa singular % de codimensdo um em (C",0) é
dada pelos zeros de uma 1-forma diferencial

w = aydxq + asdxo + - - - + andxp (1)

satisfazendo a condigcédo de integrabilidade de Frobenius w A dw = 0 (em que A denota
o produto exterior), e tal que os coeficientes a; séo germes de fun¢des holomorfas em
(C",0) sem fator comum. Denotamos .# por w = 0. O conjunto singular Sing.# é o
subespaco de (C", 0) definido por

ag=ar=---=ap=0.

Este é um germe de conjunto analitico em (C", 0) de codimensao maior ou igual a 2.

A multiplicidade da folheagéo v = vp(.#) € dada pelo grau do polindmio homogeé-
neo de menor grau que aparece nas expansodes de Taylor das fungdes a;.

Uma separatriz € um germe de conjunto analitico H contendo 0 de modo que
H\ Sing(#) é localmente uma reunido de folhas de .#. Naturalmente, H deve ter
codimensao um. Se H for localmente dada por f = 0 (f fungdo holomorfa), entdo H é
uma separatriz de .# se e somente se for invariante por w; em outras palavras, existe
uma 2-forma a tal que

wANdf =fa.

Uma folheacao € dicritica se existe uma imersdao holomorfa ndo invariante
o1 (C2,0) — (C",0) tal que o(y = 0) é invariante por .Z e o pullback o*.% coincide com
a folheagao dx = 0 em (C2,0).

Em C2, uma folheac&o dicritica possui infinitas separatrizes passando pela ori-
gem. Em C23 (e dimensdes superiores) a situagdo é bem diferente. De fato, uma folhe-
acao dicritica pode nao ter nenhuma separatriz (germe de hipersuperficie analitica)
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passando pela origem. E o que ocorre no exemplo de Jouanolou abaixo; mais detalhes
sobre este exemplo podem ser encontrados em (11) e (17).

Exemplo 1 (Exemplo de Jouanolou). Em C3, Yvm € N, m > 2, considere a 1-forma

m+1 _xm m+1 _

w=(z y)ax + (x yM2)dy + (ym+1 -7z"x)dz , (2)

que descreve uma folheacdo .# = {w = 0}. Apds blow-up da origem, o divisor ex-
cepcional obtido é isomorfo a CP? e é nio invariante pelo transformado estrito de .#
(dizemos entao que o blow-up é dicritico). Além disso, o transformado estrito de .#
possui m? + m+ 1 singularidades sobre o divisor e ndo possui nenhuma hipersuperficie
invariante.

Porém, para germes de folheagcbes em ((CS,Q) temos alguns resultados de exis-
téncia de separatriz (3, 17). Neste trabalho, consideraremos apenas folheagcbes ndo
dicriticas.

Além de pedir que .# seja nao dicritica, pediremos também que .# nao te-
nha/ndo produza singularidades de tipo sela-n6. Como veremos mais adiante, uma
folheacdo em (C2, 0) é do tipo sela-né se é dada localmente por

w = xdy + (termos de ordem > 2).

Em dimensao n > 3, dizemos que .% nao é do tipo sela-n6 se nao existe morfismo
@ : (C2,0) — (C",0) tal que ¢*.% é uma sela-né.

2.2 PRELIMINARES: DIMENSAO DOIS

Nesta secao recordaremos alguns fatos basicos sobre folheagdes, singularida-
des e redugdo de singularidades em C2. O intuito & preparar o terreno para nosso
objeto de interesse de fato, que sio folheacdes de codimensdo um em C3.

2.2.1 Blow-up da origem 0 de C2

Uma das principais ferramentas utilizadas no estudo de folheagdes € o blow-up,
ou explosdo; iniciamos a exposicéo por ele. Em dimensdo qualquer, utiliza-se como
centro de blow-up subconjuntos analiticos de codimensdo > 2. Em C2, isto se resume
a pontos.

Considere duas cépias de C2, denotadas por Uy, Us com coordenadas locais
(x,t) e (u,y), respectivamente. Definimos uma variedade complexa C? através da
seguinte identificagao:

a: Up\{t=0}— Uy \{u=0}

(x, 1) — (17 tx)
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donde obtemos que (u, y) = (17 tx).

A subvariedade D = 71(0) é chamada divisor, e é tal que UynD={x=0}e
U> N D = {y = 0}. Note que como y = tx, D esta bem definida e é biholomorfa a CP(1)
(a reta projetiva complexa). Além disto, podemos definir uma submerséao P : C2->D
por Py, (x,t) = te Pl|y,(u,y) = u.

Consideremos agora a aplicacdo holomorfa 1 : C2 — C? definida por

my, (X, 1) = (X, tx) 5 1y, (U, y) = (uy,y) .

Uma vez que em Uy N Us temos y = tx e x = uy, m estd bem definida. Chamamos C?
de blow-up da origem de C2 (com aplicacdo de blow-down 7). Dizemos que |y, (X, t)
€ a primeira carta do blow-up, e [, (u, y) a segunda carta.

Podemos generalizar a construcao acima para definir o blow-up de um ponto p
qualquer em uma superficie complexa M. Para tanto, consideramos coordenadas locais
em uma vizinhanca de p, € um morfismo ¢ : W — C2, tais que W=n1 (p(W)) C C2e
o(p) = 0. Com isso construimos uma superficie complexa M colando M\pe W através
da identificacao

W\{p} c M < WAr1(0) c C2, 3)

usando o biholomorfismo 7! o . Isto é, um ponto g € W\ {p} identifica-se com
7 1(0(q)) € W\~ 1(0) e, analogamente um ponto Q € W\~ 1(0) identifica-se com
w1 (m(Q)) € W\{p}. N

Como antes, denotamos esta aplicacdo holomorfa por m : M — M. Note que
7~ 1(p) é a reta projetiva CP! e além disso

m: M\ (p) — M\{p}

€ um biholomorfismo.
Esta nova aplicagdo m nos permite fazer o blow-up de pontos sobre o divisor
m~1(0) obtido com a explosao da origem de C2. Observamos que:
i) Em cada nova explosao o divisor excepcional resultante € uma reta projetiva
CP! transversal aos divisores “mais antigos";

i) O unico ponto alterado € o centro da explosao.
Podemos assim fazer a composicéo de blow-ups; voltaremos a falar disto futuramente.

2.2.2 Folheagdes em C2

Em (C2, 0), um germe de folheagdo holomorfa singular .# de codimensdo um é
dado localmente em uma vizinhanga da origem pelos zeros de uma 1-forma w,

w = a(x, y)dx + b(x, y)dy
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em que a(x,y), b(x,y) sao germes de fun¢des holomorfas sem fator comum. O conjunto
singular Sing.# é dado por a(x, y) = b(x, y) = 0 (Que neste caso consiste apenas na
prépria origem). Seja v a multiplicidade de .. Podemos entdo escrever

ax,y)=av(x,y)+ad(x,y); bx,y)=b(x,y)+b(x,y)

onde a, e b, sdo polindmios homogéneos de grau v, e & e b’ germes de fungdes
holomorfas de ordem superior.
Queremos avaliar como fica a folheacao . apos a explosao da origem. Escre-
vendo
w = (ay(x,y) + d(x,y))dx + (by(x,y) + b'(x,y))dy ,

obtemos, na primeira carta:

(av(x, tx) + & (x, tx))dx + (by(x, tx) + b/ (x, tx))(tdx + xdt)
X'[(av(1, £) + th(1, ) + X(- - - ))dx + x(by(1, 1) + x(- - - ))lt] .

T w(X,tx)

Aqui precisamos considerar duas possibilidades. Se ay(1,1t) + tb,(1,t) ndo é
identicamente nulo, podemos dividir m*w por xV. A 1—forma @ = F17*(1) € chamada o

transformado estrito de w, e a folheagdo .# dada por & = 0 é o transformado estrito de
Z. O divisor " (0) tem expressido x = 0 e ¢ invariante por .# (ou seja, uma separatriz
de .Z). De fato, basta observar que @ A dx = x(by(1, 1) + x(- - -))dt A dx. Neste caso,
dizemos que o blow-up é ndo dicritico.

Agora, se ay(1,1t) + tby(1, t) = 0, podemos colocar mais um x em evidéncia na

1

expressdo de m*w, e portanto podemos dividi-la por x'*!. Neste caso, & = W1T*w
X

é o transformado estrito de w. O divisor 7 '(0) continua tendo expressao x = 0,
naturalmente; porém agora ele ndo é mais invariante por .%, ou seja, ndo é mais uma
separatriz de .# (basta observar que w A dx ndo é x a para uma 2—forma o). Dizemos
entdo que o blow-up é dicritico.

Para a segunda carta obtemos resultados similares. Vejamos dois exemplos
simples mas que exibem bem estas situagées.

Exemplo 2. Considere a 1—forma
w = ydx + xdy = d(xy) .
Na primeira carta, temos

T w(X,tx) = txdx + x(tdx + xdt) = x(2tdx + xdt) ;

1 3 ,
obtemos que w1(x,t) = }w*w = 2tdx + xdt é o transformado estrito de w, e 7 1(0) =
D = {x = 0} é o divisor. Note que o divisor & invariante por .Z; é de fato uma folha de

F.
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Para a segunda carta, temos
m'w = y(udy + yadu) + uydy = y(ydu + 2udy) ;

obtemos que ws(u,y) = %n*w = ydu + 2udy é o transformado estrito de w, e 7 1(0) =

D = {y = 0} é o divisor.
O]

Exemplo 3. Considere a 1—forma
w = ydx — xdy = y2d(y/x) .

A folheacao gerada por w € muitas vezes chamada folheacao radial (devido ao fato de
que suas separatrizes sdo retas passando pela origem).
Na primeira carta, temos

T w = txdx — x(tdx + xdt) = —x2dt .

. 1 , ,
Note que o transformado estrito wq = —zn*w = dt (apds uma troca de sinal, que
X
em nada altera a folheagéo) € néo singular apds explosao; além disso, o divisor D =
m~1(0) = {x = 0} é transversal & folheacao, e portanto ndo invariante.

Na segunda carta,
m*w = y(udy + ydu) — uydy = y2du .
. 1 .
Novamente (naturalmente) obtemos que o transformado estrito wo = —217*(1) =qadué
y
nao singular, e o divisor D = 7~ (0) = {y = 0} é transversal a folheagao. Este é o caso
de um blow-up dicritico. O

2.2.3 Singularidades de Folheacdes em C2

Em dimenséo dois, um germe de folheacédo de codimensao um pode ser dado
por uma 1-forma diferencial, como vimos na se¢ao anterior, mas também pode ser
obtido através do campo de vetores associado a esta 1-forma. Visualizar a folheagao
como o conjunto de trajetérias de um campo em (C2,0) nos permite classificar os
pontos singulares.

Seja entao .# um germe de folheacdo holomorfa singular de codimensédo um

m (C2, 0) dado pela 1—forma

w = a(x,y)dx + b(x,y)dy; a,be 0,.
O campo vetorial (holomorfo) associado a w é dado por

9 9
Xw = b(x, y)a—x —a(x, y)@ :
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A matriz Jacobiana do campo X na origem é portanto

ob ab

=-(0)
DX(0) = 8x %/a
8x( 8y

Sejam A4, Ao os autovalores da matriz DX(0). Estes autovalores tem papel importante
na classificagao das singularidades irredutiveis como mostra a seguinte definigcao:

Definicao 2.2.1. (17, 1) Nas condi¢cbes anteriores, dizemos que a origem é singulari-
dade reduzida de .# do tipo
1. Sela-no, se A{Ao> = 0 (mas um deles € ndo nulo);

2. Simples, seA\{A> #0 e — As

3 ¢ Q.. Neste caso, dizemos que a origem é
2

Aq
2.1 Sela complexa, se )\_ € C\R;
2

2.2 Selareal, se — A € R_g;
A2

2.3 Nodal, se; € R,0\Q.

Exemplo 4. Considerando novamente a folheacdo do Exemplo 2 temos que o campo
vetorial associado a w = ydx + xdy sera

0 0

Xw=xa—x—y@,

cuja matriz Jacobiana na origem é:

ob ob
DX(0) = ?(0) g_y(O) _ 1 0
%20) 42(0) 0 1
com autovalores {1,—1}. Chamando A = 1 e A» = —1 obtemos A— =—-1 € Qg, portanto

a origem é uma singularidade simples de tipo sela real. 2

Vejamos o que acontece apos o blow-up da origem. Como ja vimos no Exemplo
2 apo6s o blow-up da origem na primeira carta obtemos D = {x = 0} como divisor,
wq(x, t) = 2tdx + xdt, e #; = {w1(x, t) = 0} é o transformado estrito de .#. O campo

vetorial associado é

0 0 10
KXo =X =205 = wa1(0)=[0 _2]’
/ / Al —1
que possui autovalores A3 =1 e, =—-2 =-1-1. Logo 7\’ =5 € Q<o, € portanto a

origem da primeira carta carta € uma singularidade S|mples de tipo sela real.
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Na segunda carta, obtemos: D = {y = 0} como divisor, wo(u, y) = ydu + 2udy e
Fo ={wo(u, y) = 0} é o transformado estrito de .#. O campo vetorial associado é

2
Xw2=2U£—Y%=>DXw2(O) =[ ° ] :

ou 0 -1
A//
que possui autovalores A} = 2 e A, = —1, donde }\—,1, = —2 € Q9. Segue que a origem
2
da segunda carta também é uma singularidade simples de tipo sela real. O

Exemplo 5. Considere agora a folheacao radial do Exemplo 3, dada pela 1—forma
w = ydx — xdy. Apés troca de sinal, o campo vetorial associado €

0 0
X(U = Xa + y@ ,
cuja matriz Jacobiana é
1
DX(0) = [ 0 ] ,
0 1

: , A . -
que possui autovalores {1, 1}. Com isso obtemos /\—1 =1 € Q,p, portanto a origem nao
2
€ uma singularidade reduzida. Apds o blow-up da origem, vimos que nao ha pontos
singulares sobre o divisor excepcional.

O

O Exemplo 4 nos mostra que o blow-up de uma singularidade simples da origem
a duas singularidades sobre o divisor excepcional, ambas simples, enquanto que o
Exemplo 5 nos mostra que apos o blow-up de uma singularidade cujos autovalores séo
iguais, ndo aparecem pontos singulares sobre o divisor excepcional. Abaixo listamos
uma série de resultados que dizem que esta é a situacdo no caso geral.

Proposicao 2.2.1. (4) Seja p é uma singularidade de uma folheacdo % = {w = 0}
definida em uma superficie complexa. Sejam Xy, o campo vetorial associado e DXy (0)

a matriz jacobiana na origem.
Ay O
DXy(0) =
(4 2)

1. Se
com Ay # Ao, m'F possui duas singularidades sobre o divisor excepcional: a
origem da primeira carta, com autovalores {A{,A> — A4}, e a origem da segunda
carta, com autovalores {A{ — Ao, Ao}

2. Se
wa(0)=<A °>
0 A

comA # 0, entdo m*(.%#) ndo possui singularidades sobre o divisor excepcional.
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w@@=<2;>

paraA € C*, entdo m*.% possui uma unica singularidade do tipo sela-no sobre o
divisor excepcional.

3. Se

O resultado a seguir decorre de aplicar a Proposicao 2.2.1 repetidamente:

w@m=<ﬁ i)

e A1,Ao s§o tais que ;t-; € Q.g, entdo apos um numero finito de explosées os autova-

lores “transformados” serdo iguais ou o quociente sera um racional negativo, isto é,

A
7}_1 € @<0'
2

Corolario 2.2.1. (4) Se

Podemos resumir esta discuss&o como segue:

Proposicao 2.2.2 (Estabilidade por explosées). Seja p uma singularidade simples de
F esear: M— M a explosdo de p. Se .F' é o transformado estrito de .% por 1,
entao:

i) A explosdo é ndo-dicritica;

ii) A folheagdo .7' possui duas singularidades sobre o divisor excepcional que sao
também simples.

Facamos um breve comentario sobre o comportamento das folhas na vizinhanga
de singularidades do tipo sela e nodal. Suponha que .# seja dada por aydx +Bxdy = 0;
neste caso os autovalores sdo A1 = —a e A = 3, e suponha ‘FO‘ € C\Q.p.

Vamos primeiramente considerar o caso %" € C\R,; temos entédo que a origem
€ um ponto de sela complexa. Considere as curvas invariantes {x = 0} e {y = 0} e tome
A um pequeno disco transversal a {y = 0} em um ponto (xg, 0) préximo da origem. Seja
p = (Xp, Yp) um ponto em A e seja .%p a folha de .%# que passa por p. E possivel mostrar
que existem um ponto (0, yy) em {x = 0} e um pequeno disco A’ tal que .% intersecta
A’ no ponto q = (xq, yg) € A’. Entdo se nés tomarmos a unido de tais folhas %y, e
adicionarmos as curvas {x = 0} e {y = 0} a esta unido, obteremos uma vizinhanga da
origem. A Figura 1 ilustra esta situacao.
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c?
(0, 0)

—
p = (20, l/u)

0 (20,0) x

Figura 1 — Singularidade de tipo sela

Agora suponha ‘FO‘ € R\ Q; neste caso a origem € uma singularidade nodal.
Temos as mesmas curvas invariantes de antes, mas agora as folhas .Zp néo alcangam
(localmente) A’. Entao nds encontramos, localmente, trés conjuntos de folhas: as folhas
proximas de {y = 0} (que cruzam A); as folhas préximas de {x = 0} (que cruzam A’); e
as folhas que se acumulam na origem mas ndo cruzam A nem A’. Por isto os pontos
nodais sdo muitas vezes chamados de separadores. Esta situacao esta ilustrada na
Figura 2.

Figura 2 — Singularidade nodal

Como veremos futuramente, os eixos invariantes que aparecem na discussao
acima serdo substituidos (localmente) pelos divisores resultantes de explosdes de
pontos singulares. Por isto, podemos ampliar um pouco a definicdo de singularidade
simples para incluir o posicionamento com respeito aos divisores. O numero de com-
ponentes de um divisor D passando por um ponto singular P é denotado e(D,P); em
dimensao dois, podemos ter e(D,P) = 1 ou ¢(D,P) = 2. Se e(D,P) =1 e P é um ponto
simples, existe uma outra curva passando por P invariante pela folheacdo; neste caso,
dizemos que P é um ponto tipo traca. Se e(D,P) = 2, ndo ha outra curva invariante
pela folheacédo passando por P; temos uma situacao de “dois eixos invariantes”, como
acima. Dizemos que P é um ponto tipo esquina.
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2.2.4 Reducio de singularidades em C?2

Inspirados pela secao anterior, vemos que o objetivo é obter uma folheagao que
s6 possua singularidades reduzidas (isto €, simples ou sela-nd).

Uma redugéo de singularidades de .# é um morfismo m : My — My = (C2,0)
que é composigao de blow-ups, = mp0- - - 74, tais que o centro Ys de g, 1 € um ponto
singular de s = m*%4_1, e todas as smgularldades de %) séo reduzidas (simples ou
sela-n6). Em cada etapa temos Dg ¢ = "s+1 (Ys) ~ CP(1) e o conjunto DS*1 = Dy U
Do U---UDsU Dg, 1 é chamado divisor total (note que os Dy, D», ..., Ds foram obtidos
em blow-ups anteriores). Um resultado central diz que qualquer folheagcao holomorfa
singular de codimensdo um em (C2,0) admite uma reducéo de singularidades (3).

Teorema 2.2.1. (3, 1)[Teorema de reducao de singularidades] Seja .# uma folheacao
holomorfa singular de codimensdo um em (C2,0). Entdo existe uma sequéncia finita
de blow-ups

My =% .o 2 My T My = (C2,0)

tal que todas as singularidades de %y sdo reduzidas (simples ou sela-no).

O Teorema 2.2.1 tem como consequéncia o seguinte fato: se p € uma singulari-
dade simples de .#, entao por p passam exatamente duas separatrizes de .#, que sao
suaves e transversais.

Sejam .% uma folheacéao e  a reducéao de singularidades de .%. Suponha que
nao ha smgularldades tipo sela-né apds redugédo de singularidades. Ainda que as
singularidades de .# estejam ja reduzidas, é possivel fazer blow-up adicionais apenas
nas singularidades de tipo nodal de forma que as singularidades nodais que surgem
apds explosado sejam eventualmente esquinas do divisor excepcional (isto é, intersecao
de duas componentes invariantes). Esta composicdo de blow-ups € chamada uma
reducdo de singularidades refinada. Em (18) os autores demonstram a existéncia de
uma reducao de singularidades refinada em dimenséao dois.

2.3 PRELIMINARES: DIMENSAO TRES

Passamos agora a dimenséo 3. Comegamos falando sobre a nossa principal
ferramenta, o blow-up. O centro Y de um blow-up € um subconjunto analitico de
codimensdo > 2; em dimensao trés, Y sera portanto um ponto ou um germe de curva
analitica “bem posicionado” (essencialmente, um dos eixos). Primeiro definiremos o
blow-up da origem de Cs, para depois falar do blow-up dos eixos.

2.3.1 Blow-up da origem 0 de C3

Comegamos considerando trés copias de C3, digamos U, Us, U3 com coor-
denadas locais (x, t, u), (s,y,r) e (I,}, z), respectivamente. Definimos uma variedade
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complexa C3 através das seguintes identificagdes:
Em Uy N U> considere a bijecdo a4 dada por

ay: Ui\{t=0} — U \{s=0}
(x,t,u) — <17,tx, U> =(S,y.0);

Em U, N Uz, a bijecdo a» dada por
as: Us\{r=0}— Us3\{j=0}
sy ()=
E em U N Uy a bije¢éo a3 dada por
oz Uy\{u=0}— Uz\{/=0}
(x,t,u) — (% t, ux) =(1,j,2) .

A subvariedade D de C2 tal que
UnD={x=0}; UonD={y=0}; U3nD={z=0}

é chamada divisor. Observe que em Ui N Us temos y = tx,em UsN Uz temos z=ry e
em U; N Uz temos z = ux. Estas identificagdes nos mostram que D esta bem definido
e é biholomorfo a CP(2). Além disso podemos definir uma submersdo P : C3 — D
satisfazendo

Ply,(x, t,u) = (t, u)
Plu,(s,y,r) =(s,1)
P|U3(l!j! Z) = (/,_/)

Considere agora a aplicagdo holomorfa m : C3 — C3 definida por

|y, (X, t, u) = (X, tx, ux)

|, (S, ¥, 1) = (SY, Y5 1Y)
|y, (1,1, 2) = (Iz,jz, Z) .

Note que, pelas relagdes entre as variaveis nas intersegoes U; N U;, m esta bem
definida. Chamamos C3 de blow-up da origem de C3. Observe que w1 (0) = D ~ CP(2).
Dizemos que |y, € a primeira carta do blow-up, |, a segunda carta, e |, aterceira
carta.
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Figura 3 — Blow-up da origem de C3

2.3.2 Blow-up do eixo x de C3

Para definir o blow-up do eixo x de C3, comecamos considerando as copias Uy
e U, de C3 definidas na secéo anterior, com coordenadas (x, y, t) e (x, s, z) respecti-
vamente. Obtemos uma variedade complexa C3 = C x C? através da identificacao

a: U\{t=0} - U, \{s=0}
(x,y,t) — (x, 1? ty) = (x,8,2) .
A subvariedade D de C3 tal que
UynD={y=0; UynD={z=0}

€ novamente chamada divisor. Note que em U;NU,, temos que y = sz, ou ainda, z = ty
logo, D esta bem definido e é biholomorfo a @2 = C x CP(1). Além disto, podemos
definir um submersao P : C3 — D dada por

P|U1(X!y= t) = (X: t)
Ply,(x, s, 2) = (x, 5).

Considere agora a aplicagao holomorfa m : C3 — C3 definida por

1T|U1(X’y’ t) = (Xsys ty)
|y, (X, S, 2) = (X, 82, 2).

Chamamos 1 de blow-up do eixo x de C3. Pela relagdes entre as varidveis, temos que
 esta bem definida e 7' (eixo x) = D. Note que D N {x = 0} = CP(1).
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22 Carta

Figura 4 — Blow-up do eixo x

Os blow-ups dos eixos y e z sdo definidos de forma inteiramente analoga, e
estao ilustrados nas Figuras 5 e 6.

Figura 5 — Blow-up do eixo y
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Figura 6 — Blow-up do eixo z

2.3.3 Folheagées em C3

Em (C3,0), um germe de folheagédo holomorfa singular .# de codimens&o um é
dado localmente em uma vizinhanga da origem pelos zeros de uma 1-forma diferencial
nao-nula

w = a(x,y,z)dx + b(x, y, z)dy + c(x, y, z)dz (4)

satisfazendo a condicéo de integrabilidade w A dw = 0, aqui novamente w A dw é 0
produto exterior de formas, e tal que a, b, ¢ sdo germes de funcbées holomorfas sem
fator comum. O conjunto singular Sing.#, dado por a(x, y, z) = b(x,y,z) = ¢(x,y,z) =0,
€ um germe analitico de codimenséo 2.

Em vista do resultado principal de (2), uma folheacdo em (C3,0) admite uma
reducao de singularidades

2 (M, 1(0)) — (C3,0)

tais que todos os pontos de m*.%# sao simples. Nao entraremos aqui em muitos detalhes
sobre este processo em dimensao 3; em suma, o morfismo 1 € uma composicédo de
blow-ups como os descritos na se¢ao anterior, onde os centros de explosao sao pontos
isolados ou eixos, e a pré-imagem de cada centro da origem a uma componente do
divisor D = ~1(0). Neste trabalho, estamos supondo que .% é nio dicritica, e portanto
cada componente do divisor € invariante; e também estamos supondo que o centro do
primeiro blow-up é a origem de C3. Ao final do processo, o objetivo é que os pontos
singulares de m*.# sejam “o0 mais simples possivel” (uma certa condicao técnica sobre
os autovalores da parte linear de m*w € satisfeita) e estejam “bem posicionados” dentro
do divisor excepcional. Expliquemos o que queremos dizer por “bem posicionados”.
O tipo dimensional de um ponto P € D, 1, € o niumero de varidveis necessarias
para descrever m*.% localmente em P;temos 7 = 1,2 ou 3. Observe que se 7 = 1, entdo
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P é um ponto nao singular. Um ponto tal que T = 2 é chamado um ponto genérico, e
um ponto com 7 = 3 é chamado um ponto triplo. Seja agora e = e(D,P) o nimero de
componentes do divisor passando pelo ponto P; temos entdo que e(D,P) = 1,2 ou 3.
Na Figura 7 ilustramos as trés possibilidades.

D D
D P
P /P/
[ )
e=1 e=2 e=3

Figura 7 — Numero de componentes do divisor

Dizemos que P é de tipo esquina se e = 1; e de tipo traca se e = T—1. Na
Figura 7 estao ilustrados pontos de tipo esquina. Um ponto traga de tipo dimensional
2 serd como o ponto esquina com e = 2, mas no lugar de uma das componentes
do divisor, cologue um germe de hipersuperficie invariante. E um ponto traca de tipo
dimensional 3 serd como o ponto esquina com e = 3, mas novamente, substitua uma
das componentes do divisor por um germe de hipersuperficie invariante. Antes de
prosseguir, vejamos um exemplo.

Exemplo 6. Considere a folheacao dada por

w = Xyz (a% +,8% +y%> =0

onde a,B,y € C e aBy # 0. O conjunto singular € composto pelos trés eixos e pela
origem, e o divisor é dado por D = {xyz = 0}. Os pontos singulares ao longo dos eixos
sao genéricos, isto é, essencialmente singularidades em dimensao 2. Para entender
melhor como se comporta a folheag&o proximo a origem, que € um ponto ndo genérico,
vejamos 0 que pode acontecer em cada eixo.

Seja Px = (kx,0,0) um ponto genérico do eixo x, com ky # 0, e considere o
plano Ay = {x = kx}. Entdo %’]AX é dada por:

dy dz
kXyZ (187 +Y7> =0.
Os autovalores do campo vetorial associado a esta 1—formasdo Ay = e =y, e

portanto a natureza do ponto Px € determinada pelo quociente _7’8 de acordo com a
Definicao 2.2.1.
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Seja agora Py = (0, ky, 0) um ponto genérico do eixo y, com k, # 0, e considere
o plano Ay = {y = ky}. Entéo fi\Ay é dada por:

dx adz
Xkyz (07 +Y?> =0.

Os autovalores agora séo A = —a € A» =y, e como antes determinamos a natureza de
. , —a L
Py analisando o quociente 2 segundo a Definigdo 2.2.1.

Por dltimo, seja P, = (0,0, kz) um ponto genérico do eixo z, com k; # 0, e
considere o plano A; = {Zz = kz}. Entédo ‘?‘Az € dada por:

XyKz <a% +,8%) =0.

~ . , —A .
Os autovalores sdo A1 = —a e A» = 3, 0 quociente € dado por —- e prosseguimos como

antes.
z . - - - . . .
E claro que os quocientes —, — e — se relacionam entre si. Vejamos as
Yy v B
. o , : B a «o
possibilidades. Para simplificar, vamos considerar os quocientes -, y e —; observe

B
B

A primeira possibilidade é que os trés quocientes sejam reais. Se —, Ye % €
R.o, entdo de acordo com a Definigao 2.2.1, os pontos Px, Py e Pz sao dye t?;)o sela-
real, e dizemos que 0s eixos x, y e z sao genericamente sela-real. Neste caso, a
origem € um ponto triplo de sela. Agora, suponha que um dos quocientes seja negativo

(n&o racional), por exemplo % € R\ Q. Isto significa que o ponto genérico P, é

nodal; dizemos entdo que o eixo z é genericamente nodal. Entdo um dos outros
quocientes sera negativo, e o terceiro sera necessariamente positivo. Por exemplo,

que isto troca o sinal dos itens 2.2 e 2.3 na Definigdo 2.2.1.

suponha g € R\ Q; isto significa que o ponto Px € nodal, e portanto o eixo x é

. e e/ . )
genericamente nodal. Ademais — = % € R, 0 que implica que o ponto Py & sela-
real, e o eixo y € genericamente sela-real. Neste caso, diremos que a origem € um
ponto triplo nodal.

A segunda possibilidade € que um dos quocientes seja um numero complexo

nao real; por exemplo, suponha % € C\R. Isto significa que o ponto P, € uma sela

complexa, e o eixo z € genericamente sela-complexa. Segue que pelo menos um
dos outros dois quocientes serd também um numero complexo n&o real, por exemplo,
B - - . a alf
y € C\R; e o terceiro quociente pode ser um numero complexo ou real: y = W
C. Concluimos entdo que o eixo x sera genericamente sela-complexa, e o eixo y
pode ser genericamente sela-complexa, sela-real ou nodal. Mesmo se o eixo y for

genericamente nodal, ndo dizemos que a origem é um ponto triplo nodal. E se o eixo y

S
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for genericamente sela-complexa ou sela-real, dizemos que a origem € um ponto triplo
sela.

Resumindo: se a origem pertence a dois eixos genericamente nodais (0 que im-
plica que o terceiro eixo é genericamente sela-real), entdo dizemos que a origem € um
ponto triplo nodal. Caso contrario, a origem € um ponto triplo de sela (mesmo que um
- e apenas um - dos eixos seja genericamente nodal). Esta classificacao é justificada
pelo comportamento das folhas em uma vizinhanca da origem. Nao entraremos aqui
em muitos detalhes; de maneira sucinta, se tivermos um ponto triplo de sela, as folhas
préximas a um divisor (um dos planos coordenados) podem “passar” aos outros dois
divisores; ndo ha uma barreira ao transito das folhas. Por outro lado, se a origem é um
ponto triplo nodal, entdo ocorre uma separacao (localmente) no espaco de folhas. Esta
situacdo foi descrita em (6).

Vamos tentar generalizar a situagao vista no Exemplo 6. Seja P um ponto sin-
gular de uma folheacéo .%#, e sejam e e T como antes. Vejamos primeiro o0 caso 71 = 2.
Se e =1 =2 (isto é, P é uma esquina), entdo o divisor &€ dado localmente em P por
D = {xy = 0} e .# sera dada por

w = Xy <a%+b%)

onde a e b sdo polinbmios sem fator comum. JAse e=1—1 =1 (isto &, P é de tipo
traca), temos D={x =0} e

w=X(a%+bdy) :

Agora suponha 1= 3. Se e = 3 (P esquina), D = {xyz =0} e

onde a,b,c sdo polinbmios sem fator comum. Ja se e = 71— 1 = 2 (P traga), temos
D={xy=0}e
w = Xy (a%+b%+cdz) :
X y

Para os casos P esquina, definimos o vetor residual como segue:

T=2= 2= (A1,A) = (a(0), b(0))
T=3=X=(,A2,A3) = (a(0), b(0), ¢(0)) .

Se P é um ponto simples, o vetor residual esta definido também para pontos
de tipo traca, e é nao-nulo (5). Usamos este vetor para classificar P de acordo com
a Definicao 2.2.1, como fizemos no exemplo acima. Se um dos quocientes A;/A; € um
complexo nao real, o ponto P € de tipo sela complexa. Se os quocientes A;/A; sdo todos
reais, temos as seguintes possibilidades:
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1. A,-/)\j > 0, para qualquer i, j; neste caso P é de tipo sela-real;

2. existe um quociente A;/A; < 0. Neste caso, P € nodal.

Uma vez realizada a reducao de singularidades de uma folheacédo obtemos que
todos os pontos de m*.% sao simples de acordo com a descricdo anterior. Em (5) os
autores mostram o seguinte

Teorema 2.3.1. Uma folheacdo holomorfa .% admite uma redugéo de singularidades
refinada.

Isto é, podemos admitir que os pontos nodais de Sing m*.% sao pontos de tipo
esquina. O interesse por separar 0s pontos singulares entre “nodais” e “nao nodais” é
justificado pelo objeto que chamamos componentes nodais, que descrevemos a seguir.

2.3.4 Componentes Nodais

Sejam .# folheagdo holomorfa em (C3,0), e m : (M, (0)) — (C3,0) uma
reducdo de singularidades para .#. Como antes, denotamos D = 7~ 1(0) o divisor
excepcional. O conjunto singular de 7*.% é uma uniao conexa de curvas cujos pontos
sdo todos simples:

Singm*F =r{uU---Ulm.

Os pontos genéricos de cada I'; sdo de tipo dimensional dois, portanto podemos
dizer que I'; € genericamente traga, esquina, nodal, ou sela (como feito na Se¢éo 2.2.3)
de acordo com a natureza dos pontos genéricos.

Seja

Nod*.7 = {I € Singm*.% ; I' é genericamente nodal } .

Note que como visto no Exemplo 6, nem todos os pontos de uma curva I’ € Nod*.%
sao nodais. Note também que, pelo Teorema 2.3.1, todos os pontos das curvas em
Nod*.# sao de tipo esquina; ou seja, uma curva I’ C Nod*.# é a intersecao de dois
divisores.

Definicao 2.3.1. Uma componente conexa de Nod*.7 é chamada uma componente
nodal.

Definicao 2.3.2. Seja .4 uma componente nodal. Se todos os pontos triplos de .V
sS40 nodais, dizemos que ./ € uma componente nodal ndo interrompida.

Denotamos
Nod.7 = {_# C Nod*.7; .# componente nodal ndo interrompida} .

A importancia das componentes nodais ndo interrompidas é que elas atuam
como os separadores nodais em dimensao trés. Além disso, como veremos, elas estao
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relacionadas com a conexidade do divisor excepcional, cujo estudo é o foco deste
trabalho. De fato, nos Capitulos 6 e 7 veremos que se #Nod.# = n entao D\ Nod.7
possui n + 1 componentes conexas.

2.3.5 A construcdo do Divisor de uma folheacdo holomorfa .# em C3

Como observado anteriormente, a reducao de singularidades de .% € uma com-
posicdo de blow-ups e a formacdo do divisor excepcional total D € crucial para a
definicdo dos objetos com os quais trabalharemos. Por esta razdo, nesta secéo lis-
tamos os blow-ups possiveis para dar uma ideia de como D é construido a partir
destes morfismos. Apresentamos figuras que ilustram este procedimento; ressaltamos
que apesar de serem apenas ilustracdes dos divisores, elas sdo Uteis para ajudar na
compreensao do que esta acontecendo.

Seja . uma folheacao holomorfa de codimensdo um em (C3,0).

O primeiro blow-up, m{ : My — (C3,0) tem como centro a origem; obtemos a
primeira componente do divisor, Dy = 1771 (0); como dito na Se¢éo 2.3.1, Dy ~ CP(2),
veja a Figura 8. Neste momento temos D = D;.

{z=0}

Figura 8 — Dy = 171 (0)

O segundo blow-up m : My, — M; tem como centro Y; que pode ser um
ponto Py € Dy ou uma curva I transversal a Dy; obtemos o divisor Dy = 1751(Y1)
tal que Dy N D> # (), veja a Figura 9. Conforme observado na Sec¢édo 2.3.2 temos
Dy N Dy = CP(1). Neste momento, temos D = Dy U D5.
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D D,

Figura 9 — Dy =1, (Py) ou Do = 15 (I)

Como Dy N D, = CP(1) ndo importa se Y7 € um ponto em D4y ou uma curva
transversal a Dy, em ambos os casos a alteragdo causada no divisor total € a mesma:
0 acréscimo de uma componente que so intersecta Dq. Por este motivo a partir de
agora trataremos estes dois casos apenas através do blow-up de pontos.

O terceiro blow-up 3 : M3 — M, tem como centro Ys, que pode ser um ponto
P € Dy U D, ou a curva o = Dy N Do. Em ambos os casos obtemos D3 = 1751 (Yo)
como nova componente do divisor. Aqui temos D = Dy U Do U D3. Porém, a posigéo de
D5 com relacdo aos divisores antigos Dy e D, depende do centro escolhido, por isso
vamos analisar separadamente cada caso.

1. Seja Yo um ponto Py € (Dy U D5). Ap6s exploséo teremos ainda Dy N Dy # 0.
Temos trés situacdes a considerar:

[1.1] Yo = Py € Dy \ (D1 N Dy). Neste caso D3 N Dy # () mas D3 N Dy = 0),
veja a Figura 10.

D,
D2 D3

Figura 10 — D3 = 731 (Py)

[1.2] Yo = P> € D>\ (Dy N D5). Neste caso Dy n'Dy = 0 e D3N Dy # 0),
veja a Figura 11.
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- D,
Dl D3

Figura 11 — D3 = 731 (Py)

[1.3] Yo = Pio € Dy N D>. Neste caso D3N Dy #0 e D3N Dy ), veja a
Figura 12.

D,

Figura 12 — D3 = 131 (Py2)

2. Seja agora Y, a curva 1o = Dy N D,. Apbs exploséo temos Dy N Dy = 0,
D3N Dy #0 e D3N Dy # (), veja a Figura 13.

Dy
D2 D1

F23 F13

Figura 13 — D3 = 131 (1)
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Observe que nos casos 1.1, 1.2 e 2 ndo temos pontos triplos; o ponto triplo aparece
pela primeira vez na situagao 1.3.

O quarto blow-up m4 : My — M3 tem como centro Y3 que pode ser um ponto
P e D = Dy U D> U D3y ou uma curva Tij = D;n Dj, com i,j € {1,2,3}. Como nossas
analises sao sempre locais, quando Dy N Do N D3 = () a situagao local é uma repeti¢éao
dos casos ja listados no terceiro blow-up; apresentaremos entdo somente 0s casos
novos, que aparecem quando Dy N Do N D3 # () e envolvem a explosédo do ponto triplo,
partindo de uma configuragdo como temos na Figura 12.

Supondo entdo que Dy N D> N D3 = {Qq23}, temos duas possibilidades: Y3 =
{Qi23} ou Y3 = I; (uma das curvas de intersecdo). Em ambos os casos obtemos
Dy = 1r11 (Yz) e D= Dy U D> U Dz U Dy. Como antes, a posi¢éo de D, depende de Y3;
vejamos cada caso.

Comegamos considerando Y3 = {Qq23}; como Y3 & um ponto ndo alteramos as
intersegdes entre divisores antigos. Além disso temos D,ND; # 0, paratodo i € {1,2, 3},
veja a Figura 14.

D3

Figura 14 — Dy = ‘ITZ1 (Qq23)

Considere agora Y3 = 1o = Dy N Dy; como Y3 é a curva de intersegdo dos
divisores D¢ e Do, que contém o ponto triplo, ocorre que apds blow-up estes divisores
nao se intersectam mais e que D, N D; # (), para todo i € {1,2,3}. No entanto ainda
temos Dy N Dy # 0, e Do N D3 # (), veja a Figura 15.
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»

Figura 15— Dy = 1 (F'y2)

Se considerarmos Y3 = 13 = Dy N D3; da mesma forma que no caso anterior
passamos a ter Dy N Dy = (), e Dy N D; # (), para todo i € {1,2,3}. Mas neste caso
continuamos tendo Dy N Dy # ) e Do N D3 # (0, veja a Figura 16.

»

Figura 16 — Dy = 1 (I'y3)

E para o caso Y5 = o3 = Do N D3, passamos ater Do N Dy =0 e Dy D; # 0,
para todo i € {1,2, 3}. Mas continuamos tendo Dy N D, # () e Dy N D3 # (), veja a Figura
17.
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-

Figura 17 — Dy = " (I'p3)

Nos blow-ups subsequentes my : M, — Mj_4 o centro Yj_q sera um ponto
Py € D ouuma curva l’; = D;n D;; desta forma recuperamos uma das situagoes locais
descritas anteriormente.
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3 LISTAS

Neste capitulo introduzimos o conjunto .7, um objeto central para estudarmos
o divisor excepcional proveniente da reducédo de singularidades. A definicdo de 7
€ apresentada na Secao 3.1, na qual mostramos também que # é simplesmente
conexo. Na Sec¢ao 3.2, introduzimos as componentes nodais no estudo de 7.

3.1 O CONJUNTO 7

Como vimos no Capitulo 2, uma folheagao holomorfa . em (C3, 0) admite uma
reducéo de singularidades dada por

m: (M, 1(0)) — (C3,0), (5)

sendo 1 = 1Ty o1 0 - - - 0 TTp UMa composigao finita de morfismos 1r; (0s primeiros blow-
ups estao descritos na Se¢do 2.3.5). Cada morfismo ; tem como centro Y;_y que é
um ponto ou uma curva "bem posicionada", sendo Yy =0 € C3.A pré-imagem de cada
centro pelo morfismo correspondente da origem a uma componente D; = 17,-‘1 (Yj_1) do
divisor total D. Ao final do processo de redugao de singularidades, o divisor D sera
dado pela unido destas componentes conexas:

D=|JD; onde/={1,2,...,n}.
iel
Seja #(I) o conjunto das partes de /. Definimos uma topologia em (/) onde

os abertos sdo as unidées dos conjuntos de tipo #(J) tais que J C I. Denotamos 7, e
o chamamos lista, o subconjunto de &(/) formado por:

() ={{it]iel}
« A2 ={{i,}| D;nD; #0}
» #(3) = {{i,j,k} | D;n Dj N Dy # 0}
Note que s7°(2) lista as interse¢des entre duas componentes do divisor e 77(3)
lista os pontos triplos (intersecdes de trés componentes do divisor). Note também que
(k) =0, para k > 3.

Nosso objetivo neste capitulo é estudar a conexidade do divisor D, e faremos
isso estudando a conexidade do conjunto 7 = J7(1) U 52(2) U J7(3).

Definicao 3.1.1. Um 0-caminho em # de comprimento s > 0, é uma sequéncia finita
y = ({it}, {ia}, ... {is}) (6)

de elementos de (1) tais que parap =1,...,5=1,{ip, ip;1} € 7(2). Dizemos que'y
liga{i1} a{is} e denotamosy : {i1} < {is} .



Capitulo 3. Listas 41

O suporte Sup(y) e o subsuporte Sub(y) do 0-caminhoy = ({i1},{ix}, ..., {is}) séo
respectivamente dados por:

Suply) = {{ir}, {ig}, ..., lis}} 7)
e
Subly) := {{ir. io}, {ip, 3}, ... . {is—1. s} } (®)

Definicao 3.1.2. Um 1-caminho em ¢ de comprimento r—1 > 2, é uma sequéncia
finita
Y = (iy, o} {io, iz}, - - {ir—1, ir}) (9)

de elementos de 7 (2), tais que para q =2,...,r—1,{ig1,lq, iqgs1} € 7(3). Dizemos
quey liga{iy, o} a{i_y,Ir} e denotamosy : {iy, io} <> {i,_1, ir}-

O suporte Sup(y) e o subsuporte Sub(y) do 1-caminho
y = (i, o} {is iz}, - - {ir—1, 0r})

sdo respectivamente dados por:

Sup(y) = {{i1, o}, {io, i3}, . . ., {ir—1, ir} } (10)
e
Sub(y) := {{i1, I, i}, {i, i3, ia}, - - - {ir—2s i1, ir}} - (11)

Dados dois 0-caminhos y : {i1} <> {ia} e Y : {ia} + {/;3} em 7, a justaposicao de
yey éo0-caminhoy xy : {ij} + {/;8} = ({i1}, - {ialds - - .,{iﬁ}) em 7. E dados dois
1-caminhos y : {i1, o} <> {iy—1,la} € V' : {in=1, la} < {/;3_1 , /;3} em ¢, a justaposicao de
yey éo 1-caminhoy xy' : {iy, b} + {/'[;_1,/;3} = ({i1, o}y .. -, {ig—1, fa}s - - .,{iﬁ_1,/;3}) em
2. Exemplificamos abaixo a justaposicéo de dois 0-caminhos.

Exemplo 7. Consideremos os 0-caminhos y = ({i1},{ib},{i3}) e Y = ({iz},{ia},{i5}),
ligando i; a i3 e i3 a i5 respectivamente; Entdo a justaposicdo destes caminhos é
um 0-caminho ligando iy a i5, dado pory xy’ = ({i}, {ix}, {i3}, {ia}, {is})-

Dado um 0-caminho y = ({i1},{}, ..., {is}) em J#, o 0-caminho inverso em 7 &
por definicao y~! = ({is}, {is_1},...,{i1}), obtido invertendo a ordem dos elementos da
sequéncia y. De forma analoga, obtemos a inversdo de um 1-caminho. Apresentamos
a seguir um exemplo de inversao de 0-caminho.

Exemplo 8. O 0-caminho y = ({i1}, {ix}, {i3}, {i4}) em 5#, tem como inverso o 0-caminho
Y = ({ia}. {ia}, (i}, {in}) em 2.

Definicao 3.1.3. Um 0-caminhoy = ({i1},{b},...,{is}) em 5 é fechado se {i1} = {is}.
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Sey = ({i1},{io},...,{is}) € um 0-caminho qualquer em JZ, entdo o =y * y_1 é
um 0-caminho fechado; neste caso dizemos que o € um 0-caminho fechado trivial.
Estamos entdo aptos a apresentar o conceito de conexidade em 7.

Definicao 3.1.4. Dizemos que 77 € 0-conexo se para quaisquer dois elementos {i} e
{j} de 77 (1) existir um 0-caminho em ¢ ligando {i} e {j}. E dizemos que ¢ é 1-conexo
Se para quaisquer dois elementos {iy, in} e {j1, jo} de 7 (2) existir um 1-caminho em ¢
ligando {i1. ip} € {j1. jo}.

Segue imediatamente da construgao anterior que ap6s reducao de singularida-
des, o divisor D é conexo se, e somente se, 0 conjunto de listas 77 é 0-conexo.
Considere agora um subconjunto A C .7 e decomponha A na forma

A=A(1)UA®2)UA@3),

para A(1) = An (1), A2) = An s (2), A8B) = An (3). Um 0-caminho em A é
um 0-caminho y em 7 tal que Sup(y) e Sub(y) estdo em A; analogamente para um
1-caminho em A. Dizemos que A é 0-conexo se para quaisquer dois elementos de A(1)
existe um 0-caminho em A ligando-os. Analogamente, A é 1-conexo se para quaisquer
dois elementos de A(2) existe um 1-caminho em A ligando-os.

Dados dois subconjuntos A, Ao C 7. Se Ay e Ao sdo subconjuntos 0-conexos
tais que A{(1) N As(1) # 0, entdo A U A, é 0-conexo; analogamente, se Ay € A, sdo
subconjuntos 1-conexos tais que A4(2) N Ax(2) # 0, entdo Ay U A € 1-conexo.

Observe que 1-conexidade implica 0-conexidade: de fato, se existe um 1-caminho
y - ({i, }}, {/, k}), entdo existe o 0-caminho y’ : ({i}, {j}, {k}). Por outro lado, 0-conexidade
nao implica a 1-conexidade, uma vez que existem conjuntos de listas 0-conexo 7 =
(1)U #(2) U.#(3), com #(3) = (), implicando que .7 nao é 1-conexo; por exemplo
o conjunto de listas que representa do divisor obtido apds o 3¢ blow-up, representado
na figura 10.

Um par homotdpico elementar (s, ') em 2# é um par de 0-caminhos em 7 tal
gue, a menos de uma reordenacéo de ¢ e </, temos uma das seguintes situagoes:

1. e=¢/;

2. = ({it}. {2} {h}) e & = ({i1});

3. ¢ = ({i1}, {b}) e & = ({i1}, {iz}, {ix}), onde ({i1, i3}, {5, Ip}) € um 1-caminho em

J (isto é, {iy, in, i3} € 7(3)).
Dados 0-caminhos y4 e yo em 7, dizemos que y» pode ser obtido de y por uma

homotopia elementar (e denotamos y1 ~ y») se existe um par homotopico elementar
(¢,€’) e 0-caminhos 6 e p em 7, tais que

Y1 =0%ex*xp
Yo=6xc xp.
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Considere um subconjunto A c s#(1). Dois 0-caminhos y,y’ € # sdo homoto-
picamente equivalentes em ¢ com suporte em A, se existe uma sequéncia finita de
homotopias elementares

Y=Yo~Yi~ - ~Ys=Y,
tal que Sup(y;) Cc Aparar=0,1,...,s.

Definicao 3.1.5. Considere A C ¢ um subconjunto 0-conexo. Dizemos que A é
simplesmente conexo se quaisquer dois 0-caminhos em A sdo homotopicamente equi-
valentes em ¢ com suporte em A.

Teorema 3.1.1. O conjunto de listas 7 é simplesmente conexo.

Demonstracao: Faremos esta demonstracao analisando os conjuntos .77 obti-
dos ap6s cada blow-up.

Considere uma folheagao holomorfa .# € (C3, 0). Ap6s aplicarmos o blow-up 77
de centro na origem de C3, obtemos o divisor Dy = 1771 (0); neste caso 7 = (1) =
{{1}} é simplesmente conexo pois é um tnico ponto.

Para o segundo blow-up s com centro um ponto P € D4, obtemos um novo
divisor Dp = 1, (P), tal que Dy N Dy # §; desta forma 2 = {{1},{2},{1,2}}. Como
os 0-caminhos y4 = ({1}), e yo2 = ({1}, {2}, {1}) formam o par homotdpico elementar (2),
obtemos .7# simplesmente conexo.

No terceiro blow-up 13, considere inicialmente como centro um ponto P € Ds.
O divisor Dy = 13 (P) satisfaz Dy N D3 = ) e Do N D3 # ) (e mantemos Dy N Dy # 0).
Assim 7 = {{1},{2},{3},{1,2},{2,3}}. Caso P € Dy, a situagéo sera analoga. Note
que esta situagao repete o ocorrido no segundo blow-up, e obtemos .7 simplesmente
conexo.

Se tomarmos como centro do terceiro blow-up a curva I'io = Dy N Dy, en-
tdo o divisor D3 = 1751 (I') tera intersecdo nao vazia com Dy e D, e a intersegéo
Dy N D> deixa de existir (pois foi usada como centro do blow-up). Obtemos entéo
A = {{1},{2},{3},{1,3},{2,3}}. Os 0-caminhos que aparecem sdo homotdpicos: basta
aplicar localmente o par homotdpico elementar (2). Portanto .2# € simplesmente co-
nexo.

Ainda no terceiro blow-up, podemos tomar como centro um ponto P € Dy N Dy;
nesta situacdo, o divisor D3 = 1r§1(P) tera intersecdo n&o vazia com Dy e D5, e
continuamos tendo D; N Dy # (). Portanto 7 = {{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}.
Neste caso, aparecem os 0-caminhos y1 = ({1},{2}) e yo = ({1}, {3}, {2}), e 0 1-caminho
y’2 = ({1,3},{3,2}). Como (y1,y»2) formam o par homotépico elementar (3), concluimos
que 2 é simplesmente conexo.

Para o quarto blow-up, algumas situagdes ja apresentadas podem se repetir:
€ 0 que acontece se tomamos como centro um ponto em um divisor D;; uma curva
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de intersecao de dois divisores que nao contém um ponto triplo; ou um ponto na
intersecdo de apenas dois divisores. Portanto, precisamos apenas analisar o que
acontece quando o centro de m4 € o ponto triplo Dy N D> N D3 ou uma curva de
intersecao de dois divisores que contém este ponto triplo.

Comegamos supondo que o centro de 4 € o ponto triplo Q = Dy N Dy N Ds;
entdo o divisor Dy = 1711 (Q) tem intersecdo nao vazia com os trés divisores Dy, Dy e
D3 e néo alteramos as interse¢des entre Dy, Do, D3 ja existentes. Temos, portanto,

A = {{1},{2},{3},{4},{1,2},{1,3},{1,4},{2,3},{2,4},{3,4},{1,2,4},{1,3,4},{2,3,4} } .

Neste caso, temos quatro 0-caminhos de natureza distintas que precisamos mostrar
que sao homotopicamente equivalentes; sao eles:

y1=({1}5L{3});

Y2 = ({1}, {4},{3}), onde y’2 = ({1, 4}, {4, 3}) é 1-caminho;

v3 = ({1}, {2}, {3}), onde y’3 = ({1, 2}, {2, 3}) ndo é 1-caminho;

v4 = ({1}, {4}, {2}, {3}), onde Yit = ({1,4},{4, 2},{2, 3}) & 1-caminho.

Note que y1 e yo formam o par homotdpico elementar (3); portanto y ~ y».
Por outro lado, temos

ys = ({1}1.{2},{3}) = ({1}.{2}) = ({2}, {3})
= ({1}, {4}, {2}) = ({2}, {4}, {3})
= ({1}, {4}) = ({4}, {2}, {4}) = ({4}.{3})
= ({1}, {4}) = ({4}) = ({4}, {3})
={11{4L,{8) =r2,

portanto y» ~ y3. Por ultimo,

va = ({1}, {4}, {2}, {3}) = ({1}, {4}, {2}) = ({2}, {3})
({1}, {2}) = ({2}, {3})
({1} {2} {3}) =vs,

portanto y3 ~ y4. Concluimos entéo que .7 € simplesmente conexo.

Agora, consideramos como centro uma das curvas de intersecdo entre dois
divisores; sem perda de generalidade, suponha que seja 13 = Dy N D3. Neste caso,
apos blow-up passamos a ter Dy N D3 = () e o divisor Dy = 1711 (I'13) tem intersegéao
nao vazia com Dy, D> e D3, e continuamos tendo Dy N Dy # () € Dy N D3 # (). Obtemos
entao

A = {{1},{2},{3},{4},{1,2},{1,4},{2,3},{2,4},{3,4},{1,2,4},{2,3,4} } .
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Aqui, temos os seguintes 0-caminhos de natureza distintas que precisamos mostrar
que sdo homotopicamente equivalentes:

v1 = ({11,{2},{8}), onde ¥} = ({1, 2},{2,3}) ndo é 1-caminho;
Y2 = ({1}, {4},{3}), onde y’2 = ({1, 4}, {4, 3}) ndo é 1-caminho;
y3 = ({1}, {2}, {4}, {3}), onde yé = ({1,2},{2, 4}, {4, 3}) é 1-caminho.

(
(

Temos

y1 = {1}{2},{3}) = ({1}.{2}) = ({2}, {3})
{1},{4}.{2}) = ({2}, {4}, {3})
{

= ({1}.{2}
= ({1}, {4}
= ({1}, {4}) = ({4}, {2}, {4}) = ({4}.{3})
= ({1}, {4}
= ({1}, {4}

—~— -

)
{1}, {4}) = ({4}) = ({4}, {3})
{1 {4 5{3}) =Y2.

portanto, y1 ~ yo. Além disso,

({1}, {2}) = ({2}, {4}, {3})
({1}, {2}) = ({2}, {3})
({1} {2} {3) =v1

3 = ({1},{2},{4}.{3})

portanto, y1 ~ y3. Logo, .7 é simplesmente conexo.

Para os blow-ups subsequentes, as situagcdes locais apresentadas anterior-
mente se repetirdo. Qualquer 0-caminho em 7 é uma combinagao de justaposicoes
e inversdes dos 0-caminhos listados acima; Como cada uma destas anélises locais re-
sulta em pares homotépicos, ao “quebrar” um 0-caminho nesta combinacdo passamos
para uma analise local, que nos leva a concluir que s# € simplesmente conexo. u

Observacao 1. Nos Capitulos 4 e 5 iremos introduzir o grafo e o complexo simplicial
relacionados a .»#. Veremos que existe uma forte identificagdo entre os trés objetos: a
lista .7, o grafo G ,» e o complexo simplicial K ;. Neste sentido, poderiamos estudar o
conjunto .7# a partir destas trés perspectivas. Optamos por separar em trés conjuntos
diferentes para podermos utilizar as ferramentes especificas de cada um deles, porém
esta escolha torna por vezes os argumentos repetitivos.

3.2 COMPONENTES NODAIS EM .7

Nesta secédo, iremos adicionar a lista 7 as informac¢des das componentes
nodais.

Decorre do Teorema 2.3.1 que, apés um numero finito de blow-ups, é possivel
posicionar as componentes nodais da folheagcédo nas esquinas do divisor D; com isto,
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uma componente nodal, que é formada pela unido de intersecdes de dois e trés di-
visores, sera um subconjunto de 7 (2) U 27 (3). Sejam Nod*.# C Sing.# o conjunto
das componentes nodais e Nod.# C Sing.# o conjunto das componentes nodais nao
interrompidas.

Seja .4/ € Nod.Z uma componente nodal ndo interrompida e seja P um ponto
triplo de .#". Entao existem indices i,j,k tais que P = D; N D; N Dy; portanto, pode-
mos visualizar P em 7 através do elemento J = {i,, k} € 2(3). A menos de uma
reordenacao dos indices, a folheacao . é dada localmente em P pela 1-forma

em que Aj,Aj, Ak € Ryg. Assim, i{" <0e %" < 0 implicam que D; N Dy, D;j N Dy séo
curvas genericamente nodais e portanto estdo em .4; visualizando em 7, diremos
que {i,k}, {j,k} € 4. Além disso, como % > 0, entdo D; N D; € uma curva nao
genericamente nodal; diremos que {/,j} ¢ .1".

Mostramos com isso que para cada J = {i,j, k} € 4 N (3), temos
N D J k)i kYL kY e {i Y ¢ . (12)

Com isso, obtemos que a componente nodal ndo interrompida .4~ € um 1-caminho em
H.

Observamos que na 1-forma w, temos A; > 0, A; > 0, e A, < 0, 0 que nos
permite particionar o elemento J = {i,j, k} € A4 N (3) em J = J, U J- para:

Jp ={i,j} = P(Jy) = {{i}, 4}, (0.} }
Jo = {k} = P(d) = {{Kk}} .

Seja ) = A U P(J;) U P(J-). Queremos ver que o ato de retirar a informagéo
de .+ de J#; da origem a duas componentes conexas do divisor (localmente). O 0-
caminho y1 = ({i},{j}) € P(J+) é tal que yq1 N 4" = 0, ou seja, este € um 0-caminho
ligando {i} a {j} “fora de .#"". Portanto, P(J;) é localmente um componente conexa
de s\ .#". Como em P(J-) s6 temos o 0-caminho constante y» = ({k}), decorre que
localmente P(J-) é a outra componente conexa de .77\ .4". Vamos verificar que esta
situacao local se repete no caso global.

Recorde que, como ./ é uma componente nodal ndo interrompida temos a
seguinte propriedade: Se L € .+ N 7 (2), dado por L = {i,j}, entdo para cada k < / tal
que {i,, k} € 2(3) temos que {i,j,k} € V.

Apresentamos a seguir um resultado que mostra que as componentes nodais
”se colam” nos pontos triplos.

Teorema 3.2.1. Se ./, ¥ sdo duas componentes nodais ndo interrompidas, entao
N =N ouN NN =0.
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Demonstracdo: Suponha que exista {i, j, k} € .4 N .4 . Como vimos no estudo
local acima (ver equagéo (12)), se {i,, k} € ./ entéo

NS L, kLU KLU KYY e i e

Na verdade, vimos que {i, j} ndo é genericamente nodal; portanto {i, j} ¢ ./".
Agora, sendo .#" uma componente nodal ndo interrompida e {i, j, k} € ., tam-
bém pela andlise local da qual resulta a equacéo (12), sé resta uma possibilidade:

N O {{i kLKL KY) e (i e A

Portanto, na vizinhanga deste ponto triplo {i, j, k} temos que .# e .# sdo a
mesma componente nodal ndo interrompida.

Suponha agora existe {i,j} € 4 N .¥. Assim, para todo k € I tal que {i,j, k} €
A(3), como . e ¥ sdo componentes nodais nao interrompidas, temos que {i, j, k} €
A efi,j, k} € ¥, e voltamos & situacéo anterior.

Se percorremos as componentes nodais ./ e .4 replicando esta analise local
para cada ponto triplo nodal, obtemos que nas vizinhang¢as de todos os pontos triplos
estas componentes nodais coincidem, portanto .4 = .. n

Com isso concluimos que se .4 é uma componente nodal ndo interrompida
e {i,J} € ./, entdo para todo k € I, tal que {/,j, k} € 7(3) temos que {i,j,k} € /.
Mas se {i,J, k} € 4 entdo ./ contém, além de {/, j, k} e {i, j}, uma das curvas {i, k} ou
{j, k} (e ndo contém a outra); suponha {i, k} em .#". Agora, se existe um j' € [ tal que
{i,j/,k} € &, repetimos o argumento: uma das curvas {i,j’} ou {//, k} estdem .4, e a
outra ndo; suponha {j,k} em .#". Sejam J = {i,j,k} e J' = {i,/, k}. As 1—formas que
definem a folheacéo localmente em cada um deste pontos triplos sao:

—A-dXJ +A'dyJ 2 dZJ

Wy =—Aj k
XJ jYJ ZJ

_A,'dXJ/ —7\/- dyJ/ +A/ dZJ/

(00) =
J IXJ/ I yJ/ kZJ/
. N,
em que todos os coeficientes sdo numeros reais positivos nao racionais e —/\—’ = _7\_’/'
k k

Desta forma, temos
P ={ik} . PU)={} . PU)={k e PL)={ij}.
Obtemos entéo
P(JUJ)s) ={i,k} e P(JUJ)-)={i/}

e estas sdo as componentes conexas de .7#\.#". De fato, .4 é o 1-caminho ({i,j}, {i,k}, {j’ ,k})
e portanto os 0-caminhos y¢ = ({j}, {k}) e yo = ({i}, {j’}) unem os respectivos divisores
sem atravessar ./".
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4 GRAFOS

Neste capitulo fazemos um estudo da conexidade do divisor excepcional utili-
zando grafos. Nas Segdes 4.1 e 4.2, apresentamos uma revisdo da literatura sobre
grafos e matriz de incidéncia, nos baseando principalmente na referéncia (8), e in-
troduzimos o conceito do grafo associado a uma reducéo de singularidades de uma
folheacao holomorfa .. Na Sec¢éo 4.3 mostramos, usando a matriz de incidéncia de
um grafo, que o grafo do divisor excepcional oriundo de uma redugéo de singularidades
€ conexo. Na Secao 4.4 mostramos, utilizando o Teorema de Seifert - Van Kampen, que
0 conjunto 7 é simplesmente conexo, se e somente se, o grafo G, € simplesmente
conexo. Em face do Teorema 3.1.1, concluimos que G, € simplesmente conexo.

4.1 CONCEITOS BASICOS

Um grafo € um par G = (V, A) em que V = (), dado por, V = {vy,..., v} é um
conjunto finito e A € um subconjunto de (V,2) = {{v,-,vj} Vi, vieV distintos} (com a
propriedade que {v;, vj} = {v}, v;}). Os elementos de V sdo os vértices, e os elementos
de A sao as arestas do grafo G.

O numero de vértices de um grafo G € a sua ordem, denotada por |G|, 0 numero
de arestas do grafo sera denotado por ||G||. O grafo de ordem 1 é chamado grafo trivial.

Sejam G = (V,A) e G' = (V/, A) dois grafos. Dizemos que G e G’ sdo isomorfos,
e escrevemos G ~ @, se existe uma bijecdo

oV = Vcomix,y} e A {px),0y) e A,

para todo x, y € V. A funcéo ¢ é chamada de isomorfismo; no caso particular G = G,
chamamos automorfismo.

Definimos GUG = (VU V/,AUA)Ye GNG =(VNV,ANA).SeGNG =1
entdo G e G’ sdo disjuntos. Se V/ C Ve A C A, entdo G' é um subgrafo de G e
escrevemos G' C G. Neste caso, dizemos que G contém G'. Se G' C Ge G # G,
entdo G’ € um subgrafo proprio de G.

Um caminho em um grafo é um subgrafo no vazio £ = (V/, A’) da forma

V/={V,'1,V,'2,...,V,'m} e A/={{V,’1,V,'2},{V,'2,V,'s},...,{V,'m_1,V,'m}}

em que os V; sdo todos distintos. Um caminho é dito fechado se v;, = v; . O compri-
mento de um caminho € o numero m > 0 de arestas que o compde (se m = 0, temos 0
grafo trivial). Um grafo conexo sem caminhos fechados é chamado uma arvore.

Um grafo nao-vazio G é conexo se quaisquer dois de seus vértices sao ligados
por um caminho § em G. Sejam U C V, e B= An(U, 2), onde (U, 2) = {{u;, uit s uj, Uj €
U distintos}, neste caso o grafo G[U] = (U, B) € um subgrafo de G. Se G[U] é conexo,
dizemos que U é conexo em G.
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Proposicao 4.1.1. (8) Os vértices de um grafo conexo G podem sempre ser enumera-
dos v4, ..., vp, de forma que os subgrafos G; = G[vy, ..., V] SGo conexos, V i.

Considere | = {1,...,n} o conjunto minimo de indices para uma reducao de
singularidades m = 14 o --- o mp de uma folhec&do holomorfa . ¢ ((C3,Q). Dada a
construcgéao feita no Capitulo 3, obtemos um grafo associado a .77:

Obtemos imediatamente o resultado a seguir:
Proposicao 4.1.2. O grafo G, é conexo se, e somente se, 7 € 1-conexo.

Segue que, para mostrar a conexidade de 7, é suficiente mostrar a conexidade
do grafo G, o que faremos utilizando sua matriz de incidéncia. Na préxima Segao,
apresentamos a definicao e propriedades desta matriz, e nas sec¢oes posteriores mos-
tramos como obté-la durante a reducéo de singularidades.

4.2 MATRIZ DE INCIDENCIA

A matriz de incidéncia B = (bjj)nxm de um grafo G = (V, A) com V ={vy,..., vn}
e A={ay,...,am} é definida por
1, sevjea;,
bjj = e (13)
0, sevj¢a;.
Proposicao 4.2.1. (19) Propriedades da matriz de incidéncia B:
I) Cada coluna de B possui exatamente duas entradas unitarias;

Il) Uma linha que tem todas as entradas nulas corresponde a um vértice isolado
(que néo esta ligado a nenhum outro vértice do grafo);

Ill) Se uma linha possui uma unica entrada unitaria, entao ao excluir do grafo a unica
aresta que incide neste vértice ele se torna isolado.

1V) A permutagédo de quaisquer duas linhas (quaisquer duas colunas) de B corres-
ponde a uma rerrotulagem de vértices (arestas) de G.

V) Dois grafos sdo isomorfos se, e somente se, eles correspondem a matrizes de

incidéncia que diferem somente por uma permutacao de linhas e/ou colunas.

De acordo com (10), os conceitos de conexidade e caminhos sobre um grafo G
sdo traduzidos para a matriz de incidéncia do grafo G através da seguinte definigéo:

Definicao 4.2.1. Duas linhas (colunas) i, j da matriz de incidéncia sdo diretamente co-
nectadas se existe uma coluna (linha) da matriz que tem entradas ndo nulas em ambas



Capitulo 4. Grafos 50

as linhas (colunas). Duas linhas (colunas) i, j da matriz de incidéncia s&o indiretamente
conectadas se existe uma sequéncia de linhas (colunas) comegando na i-ésima linha
(coluna) e terminando na j-ésima linha (coluna), dada por (i, kq, ko, ..., K;,j) na qual
cada duas linhas (colunas) adjacentes estao diretamente conectadas. Duas linhas
(colunas) i, j da matriz de incidéncia sdo ditas conectadas se elas forem direta ou
indiretamente conectadas.

Definicao 4.2.2. Uma componente conexa de uma matriz de incidéncia é uma subma-
triz que consiste em um conjunto de linhas e colunas satisfazendo
(i) Cada par de linhas é conectado;

(i) Nenhuma das linhas esta conectada com linhas fora do conjunto;

(iii) As colunas possuem exatamente duas entradas ndo nulas nas linhas do conjunto.
Uma matriz de incidéncia é dita conexa se ela possui somente uma componente
conexa; caso contrario ela é dita separavel.

Segue da definicdo que uma matriz de incidéncia separavel pode ser trazida,
por trocas adequadas de linhas e colunas, para a forma

B 0 --- 0
0 B, - 0
Bg = . .2 , .
0 0 - B

onde B;, parai=1,2,...,k é amatriz da i-ésima componente conexa.

4.3 REDUGAO DE SINGULARIDADES E GRAFOS

Agora faremos a construgéo do grafo a partir da reducao de singularidades.

Assim como fizemos na Secdo 2.3.5, comecamos considerando uma folhea-
cdo holomorfa .# de codimensao um em (C3, 0); como ainda nao aplicamos nenhum
blow-up, ndo temos divisor e portanto Z = () e nesta situacdo nao temos um grafo
associado.

O primeiro blow-up da reducdo de singularidades é
m i My — (C3, 0) cujo centro é a origem; obtemos assim o divisor Dy = 1771 (0). Neste
caso, #7 = #1(1) = {{1}} (note que .73 (2), 7 (3) = 0). Portanto o grafo G4 = ({1},0),
€ o grafo trivial. Nesta etapa nao temos ainda a matriz de incidéncia.

O segundo blow-up mo : My — M; tem como centro Yy, que pode ser um
ponto P; € Dy ou uma curva I transversal a D{; em ambos os casos obtemos um
divisor Dy = 1151 (Y) tal que Dy N Dy # (). Nesta situagao temos % = 7#5(1) U 7#5(2)
em que J%4(1) = {{1},{2}} e 7%(2) = {{1,2}} (note que 7%(3) = 0). Assim, temos
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G = ({{1}.{2}}, {{1,2}}) e a matriz de incidéncia é dada por

e (1),

Note que as duas linhas desta matriz sdo diretamente conectadas, mostrando que o
grafo € conexo.

O terceiro blow-up 13 : M3 — M, tem como centro Y, que pode ser um ponto
P e Dy UD, ouacurvalis = Dy N Dy. Em ambos casos, obtemos D3 = 1151 (Yo) como
nova componente do divisor e J#3(1) = {{1},{2},{3}}. Porém, os conjuntos .73(2) e
3(3) dependem do centro escolhido; vamos analisar separadamente cada caso e
verificar qual a matriz de incidéncia do grafo obtido.

1. Caso Y, seja um ponto Py € (Dy U Dy), ap6s explosdo teremos ainda

Dy N Dy # 0, logo {1, 2} € #3(2). Temos trés situagdes a considerar:

[1.11 Yo = Py € Dy \(Dy n D). Neste caso D3 N Dy # () mas
D3 N Dy =, portanto .7#3(2) = {{1,2},{1,3}}; logo a matriz de incidéncia do
grafo G = (#3(1), #3(2)) € dada por:

Bs3(Pq) =

QO = -
—_ O -

[1.2] Yo = P, € D>\ (Dy N D,). Neste caso D3 N Dy = ) e D3 N
D, # 0, portanto #3(2) = {{1,2},{2,3}} e a matriz de incidéncia de G =
(23(1), 7#3(2)) é dada por:

B3(Po) =

QO = -
—_ - O

[1.3] Yo = Pio € Dy n Do. Neste caso D3N Dy # 0 e D3N Dy # 0,
portanto 73(2) = {{1,2},{1,83},{2,3}} e a matriz de incidéncia de G, =
(723(1), 7#3(2)) € dada por:

’
B3(Pi2) = | 1
0

—LO—L
_L_Lo

2. Caso Y, seja a curva 1o = Dy N Dy, apds explosdo temos Dy N Do = 0,
D3N Dy # 0 e D3N Dy # (. Obtemos #3(2) = {{1,3},{2,3}} e #3(3) = 0.
Utilizando a ordem lexicografica no conjunto de arestas A = .7/3(2), a matriz
de incidéncia de G4 = (v73(1), #3(2)) é dada por:
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10
Bs(f2)=] 0 1

1 1
Aqui, como estamos fazendo um blow-up cujo centro é a curva de intersecao
entre dois divisores, no divisor obtido apds blow-up ndo existe mais a interse-
céo entre Dy e Do; nestes casos podemos registrar na matriz de incidéncia

qual aresta foi eliminada zerando a coluna referente a esta aresta, obtendo
com isso a segunda matriz abaixo:

Bs3(l12) =

o O O

1
0
1

_L_Lo

Faremos isto todas as vezes que for interessante registrar na matriz o antes
e depois do blow-up cujo centro € uma aresta.

Note que nos casos 1.1, 1.2 e 2 obtemos matrizes de incidéncia isomorfas: de
fato, basta trocar as duas primeiras linhas de B3(P4) para obter B3(P») e trocar as
duas ultimas linhas de B3(P») para obter B3(I'10). Dessa forma, a matriz de incidéncia
nestes trés cenarios, difere da matriz a seguir apenas por uma permutagéo de linhas

e/ou colunas
1 1

0 1

Além disso, nos casos 1.1, 1.2 e 2 temos s#3(3) = ), enquanto na situagéo 1.3
temos, pela primeira vez, 73(3) = {{1,2,3}}. Com isso, o grafo Gz € uma arvore nas
situacdes 1.1, 1.2 e 2, e possui um caminho fechado de comprimento 3 apenas na
situacao 1.3. Isto se deve a existéncia do ponto triplo, fato que é evidenciado também
na matriz de incidéncia nesta situacao:

B3 =

O—L—L

1
0
1

_L_Lo

Em todos os casos, vemos que a matriz de incidéncia representa um grafo conexo.

O quarto blow-up m4 : My — M3 tem como centro Y3 que pode ser um ponto
P € D= DyUDyuU D3 ouumacurvalj; = Djn Dj, comi,j € {1,2,3}. Como nossas
andlises séo sempre locais, quando Dy N Do N D3 = () a situagao local € uma repeti¢éao
dos casos ja listados no terceiro blow-up; apresentaremos entado somente 0s casos
novos, que aparecem quando Dy N Dy N D3 # () e envolvem a explosao do ponto triplo.
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Supondo enté&o que Dy N Do N D3 = {Qq23}, temos duas possibilidades: Y3 =
{Q423} ou Y3 = Ij;. Em ambos os casos, obtemos D, = 1111 (Ys) e (1) = {{1},{2},{3},{4}}.
Como antes, analisaremos separadamente cada caso para encontrar J#4(2) e #4(3).

Para facilitar a compreensao do movimento que esta sendo causado no divisor
pelo blow-up 14 listamos em s#73(2) primeiro os elementos que ja existiam antes do
blow-up e que continuam existindo apds, em ordem lexicografica, como anteriormente;
depois acrescentamos os novos elementos que resultam deste blow-up, também obe-
decendo a ordem lexicografica. Esta ordenacao é estratégica, pois nos permite ver na
matriz de incidéncia do grafo G, a submatriz que corresponde ao grafo G ;.

Comegamos considerando Y3 = {Qq23}; como Y3 é um ponto, ndo alteramos as
intersegdes entre divisores. Além disso, temos D, N D; # (), para todo i € {1,2,3}, e
portanto .73(2) = {{1 , 2}, {1,38},{2,3},{1,4},{2, 4}, {3,4}}. Assim, matriz de incidéncia
de G €

O_L_L

10
0 1
B4(Qq23) = |

- O = O

1
0
0
0 00 1

Note que quaisquer duas linhas desta matriz sdo diretamente conectadas, por-
tanto o grafo G, € conexo e consequentemente o divisor D = Dy U Do U D3 U Dy €
também conexo.

Considere agora Y3 = 1o = Dy N Dy; como Y3 é a curva de interse¢do dos
divisores Dy e D, ocorre que, apds blow-up, estes divisores ndo se intersectam mais e
portanto {1, 2} ¢ 7#;(2). Todavia, ainda temos {1, 3}, {2, 3} € #(2). E como D4 N D; # (),
para todo i € {1,2,3}, obtemos .#(2) = {{1,3},{2,3},{1,4},{2,4},{3,4}}. Assim a
matriz de incidéncia de G, €

10100
01010
Baa)=1 1 4 4 0 1
001 1 1

Os casos Y3 = 13 e Y3 = [»3 resultam em grafos e matrizes de incidéncia
isomorfos aos da situa¢cdo que acabamos de descrever. De fato, se Y3 = 13, temos
#4(2) = {{1,2},{2,3},{1,4},{2,4}, {3, 4} } e a matriz de incidéncia de G é

B4(r3) =

o O = =
o = =+ O
—_ 0O O -
- O = O
- = O O
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e se Y3 = o3 temos .773(2) = {{1 ,2}4,{1,3},{1,4},{2,4}, {3, 4}} e a matriz de incidéncia
de G, €

B4(lp3) =

O_L_L

1 0
0 1
1 0

00 1

De fato, trocando as linhas 2 e 3 de By4(/12), € depois as colunas 4 e 5 da matriz
resultante, obtemos a matriz B4(I'13), portanto estas matrizes séo semelhantes, e seus
grafos isomorfos. Lembramos que a troca de linhas na matriz de incidéncia equivale a
uma rerrotulagem dos vértices, enquanto que a troca de colunas € uma reordenacgéo do
conjunto de arestas. De forma similar, vemos que By4(I'13) € B4(/23) sdo semelhantes.
Em todos os casos, a matriz de incidéncia indica que o grafo & conexo.

Nos blow-ups subsequentes my : M, — M,_4 o centro Yj_q serd um ponto
Py € D ouuma curva I = D;n Dj; desta forma, recuperamos uma das situagdes locais
descritas anteriormente. Note que em cada blow-up adicionamos uma linha a matriz de
incidéncia - sempre na ultima posi¢cao, uma vez que os vértices nascem ordenados pela
ordem dos blow-ups - e adicionamos também uma, duas ou trés colunas, a depender
da posicao de Y)_1 em D; para manter na matriz a memoéria do blow-up, colocamos
estas novas colunas em ordem lexicografica e ao final da matriz anterior. Em qualquer
caso, esta ultima linha terd entrada igual a 1 em cada uma das novas colunas e 0
no resto, e as colunas que sao adicionadas a matriz neste processo indicam a quais
vértices o0 novo vértice estara diretamente conectado. Assim, a cada etapa nasce um
vértice conectado ao grafo anterior, que ja era conexo.

Acabamos de ver que o grafo G, obtido apos blow-up &€ sempre conexo, e
portanto o divisor que ele representa é conexo. Como o0 processo de reducdo de
singularidades de uma folheagéo .# € (C3, 0) é finito, obtemos por inducdo que o grafo
do divisor excepcional final é conexo. Portanto, pela Proposicéo 4.1.2, obtemos que
(1) € 1-conexo.

4.4 G, E SIMPLESMENTE CONEXO

Nesta sec¢do, mostramos que o grafo G, é simplesmente conexo. Para isso
precisamos do Teorema de Seifert - Van Kampen, cujo enunciado para o caso mais
simples apresentamos abaixo; 0os enunciados e demonstra¢cdes para o caso geral
podem ser vistos nos livros (9) e (12).

A seguir, dado um espaco topoldgico X e um ponto xg € X, denotaremos por
1 (X, Xp) 0 grupo fundamental de X com ponto base xp.

Teorema 4.4.1 (Teorema de Seifert - Van Kampen). Sejam X um espacgo topoldgico e
U e V conjuntos abertos conexos por caminhos tais que X = UU V, e sejaxg € UNV
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um ponto base de X. Se U N V é conexo por caminhos, entdo o homomorfismo
@ (U, xg) *m1(V, Xg) — m1(X, X0)

é sobrejetivo e seu nucleo Ker(®) é um subgrupo normal gerado por todos os ele-

mentos da forma i*U(w)i*V(w)‘1, paraw € mi(UN V,xp), onde i,y : m(UN V, xg) —

m(U, xg) e i,y : m(UNV, xg) = m1(V, Xg) s&o 0s homomorfismos de grupos induzidos

pelas fungées de inclusdo iy : UNV — Ueiy : UNV — V. Consequentemente, ®

induz um isomorfismo

m1(U, Xp) * m1(V, Xo)
Ker(®)

12

m1(X, Xp) (14)

Se jy : m (U, xg) — m(X,Xg) e jy : m(V,xg) — m1(X, Xg) s&o os homomorfismos
induzidos pelas inclusées U — X e V — X, respectivamente. Podemos visualizar o
enunciado no seguinte diagrama comutativo:

(U V, x) i m1(U, xo)
*U
i*V jU
(U, xg) * m1(V, X
m(Vixg) e m(Xoxg) = TR (0
v (15)

Para mostrar que o grafo G ,» é simplesmente conexo, comegamos com a se-
guinte proposicao:

Proposicao 4.4.1. Sejam | um conjunto minimo de indices e ¢ C Z?(l) um conjunto
de listas dado por
H = (1)U (2)UH(3).

Entdo ¢ e simplesmente conexo se, e somente se, o grafo G, € simplesmente
conexo.

A demonstracéo desta proposicao sera feita por inducao na cardinalidade dos
conjuntos (#/, #.¢°) e envolve varios resultados, como veremos a seguir. Para a maioria
dos casos mostramos que ambos .77 e G tém grupo fundamental trivial. Para o caso
#1 >3 e (3) # (), usamos o Teorema de Seifert-Van Kampen 4.4.1 para mostrar que
os grupos fundamentais sdo isomorfos.

Caso 1: (#1,#¢) = (1,1). Neste caso, 77 = #(1) = {{1}} e G, = ({{1}}.0) é 0
grafo trivial, logo

(A, {1}) = 1(Gp. (1)) = {6} .

Caso 2: #l = 2. Ja vimos no Capitulo 3 que 7 = {{{1},{2}},{{1,2}}} é simples-
mente conexo: de fato, além dos 0-caminhos constantes y4 = ({1}) e yo» = ({2}), os
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outros dois caminhos fechados sao y4 = ({1}, {2}, {1}) e yo» = ({2}, {1}, {2}), que s&o ho-
motopicamente equivalentes a yq e y», respectivamente (ver Se¢do 3.1). Por outro lado,
G = ({{1},{2}}, {{1,2}}) € uma arvore finita, logo contratil, e como tal simplesmente
conexa (13). Assim

(A, {i}) = (G, {1}) = {€} .

Para o restante da etapa de indugéo, vamos separar os casos #(3) = () e
A (3) # 0.

Caso 3: #1 > 3 e s#(3) = . Intuitivamente, nesta situacdo 7 e G, sao
essencialmente o mesmo conjunto, e ja sabemos do Capitulo 3 que # € simplesmente
conexo. Abaixo enunciamos alguns lemas que transportam propriedades de .77 para o
grafo. Consideraremos caminhos fechados n&o triviais, segundo a Defini¢gdo 3.1.3.

Lema 4.4.1. Se#/ > 3 e s (3) = 0, entdo ndo ha caminho fechado nao trivial em ¢ .

Demonstracao: Suponha que exista um 0-caminho fechado n&o trivial y em J7;
note que isso implica que o comprimento de y € s > 3. Suponha primeiro s = 3; entéo
Y = ({f1}, {i2}, {is}, {i1}). Isso implica que {ij,b}, {i»,i3} € {i1, i3} s&o elementos de 7 (2).
Pela construcao de .77 proveniente da reducao de singularidades vista no Capitulo 3,
isto implica que 77 (3) # (), o que nos da uma contradicdo. O mesmo argumento se
repete no caso s > 3. |

Dado i € I, denote por Star (.7, i) o0 conjunto

Star(#,i) = {j € I {i},{i,j} € #} .
Lema 4.4.2. Se#l >3 e 7 (3) =0, existe i € | tal que #Star(,i) =1.

Demonstracdao: Comecemos com um conjunto Jy = {jy,j1} € #(2), com
o}, Ui} € #2(1). Se #Star(77,j;) = 1, acabamos. Se #Star(77,j;) # 1, entdo {ji}
pertence a outro conjunto J> = {jy, jo} € 5#(2). Caso #Star(7, jo) = 1 acabamos. Se
#Star (.7, jo) # 1, entdo {jo} pertence a outro conjunto Jz = {jo, j3} € 7#(2), e assim por
diante. Como .7 é finito, devemos chegar a um j, € | com #Star(7,jn) = 1 ou a um
conjunto Jn = {j_1,Jn}, N0 qual {jn} coincide com um dos {js} anteriores (suponha, sem
perda de generalidade, que seja jn = jy). Obtemos assim um 0-caminho fechado ndo
trivial y = ({jo}, U1} - - - » Un=1}, Uo}), 0 que contradiz o Lema 4.4.1. n

Lema 4.4.3. Se#l > 2 e 77 (3) = (), entdo todo 0-caminho fechado em ¢ é homotdpico
a um caminho constante.

Demonstracao: Como 2 < #/ < oo temos que 1 < #7°(2) < oo; vamos entao
usar a indug¢ao no numero de elementos de 77 (2). O caso #.77(2) = 1 € imediato, como
observamos no Caso 2 da Proposicao 4.4.1. Suponha o resultado valido para todo
conjunto 7 = (1) U 2 (2), com #57(2) = n.
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Considere um conjunto o7 = (1)U (2), com #7(2) = n+1. Pelo Lema 4.4.2,
existe i € I tal que #Star(s7,i) = 1, logo existe um unico j € [ tal que {i,j} € 7(2).
Escreva s (1) = {{i}} U #'(1), para 7'(1) = (1) \ {{i}} e #(2) = {{i.j}} U H"(2),
para " (2) = #(2)\ {{i,j}}. Entdo #5'(2) = n e portanto, por hipétese de indugéo, o
resultado vale para o conjunto 7’ = 7' (1) U 7' (2).

Dado qualquer 0-caminho fechado y em .7 que contém {i}, y necessariamente
contém o subcaminho fechado ({j},{/},{j}), que € homotopicamente equivalente ao
caminho constante ({j}); portanto y € homotopicamente equivalente a uma caminho
fechado y em .57’ que contém {j}. Por indugé&o, o resultado segue. [

O Lema 4.4.3 mostra que # é contratil, logo simplesmente conexo. Portanto,
m1(,{i}) = {€}. Os Lemas 4.4.1 e 4.4.2 implicam que G ,» € uma arvore finita e o Lema
4.4.3 implica que G €é contratil, logo simplesmente conexo. Portanto, (G », {i}) =
{e}.

Caso 4:#1 > 3 e #(3) # 0.

Caso 4.1:#/ = 3. Entdo I = {1, 2, 3},
2 = {{11,{2},13},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}} .

Ja vimos no Capitulo 3 que 7# é simplesmente conexo, mas repetiremos aqui 0 argu-
mento para a completude desta demonstracao.

Temos que ¥’ = ({1},{2},{8},{1}) € um 0-caminho fechado n&o ftrivial em 7.
Mostraremos que y’ é homotdpico ao 0-caminho constante y = ({1}) (sem perda de
generalidade, este argumento vale para os demais caminhos fechados). Basta con-
siderar em .# o par homotdpico elementar (¢, <’) = (({1},{2}), ({1}, {3}, {2})). Tomando
0-caminhos 6 = ({1}) e p = ({2}, {1}), vemos que

y=06xexp=({1}) = ({1}~ {1}1.{2D) = ({2}, {1} .
Y =8x<"xp = ({(11{24 {3} {1}) = ({1}) = ({1}, {38}, {2}) = ({2}, {1}) .

Com isso obtemos 14 (57, {i1}) = {€}.
Agora, o grafo associado a .77 é

Gy = ({{11,42}, {81}, {{1.2}.{1,3},{2,3}}) .

Sejam iy, ip, iz pontos linearmente independentes em R? relacionados aos indices
1,2,3. Uma realizagdo geométrica (desenho) de G, é dada (via homeomorfismo) por:

|Gyl ={iy +V-(lo—iy)+u-(g—i) | v,uec[0,1]ev+u=1}.

Considere a funcdo continua ¢ : |G| x [0,1] — G, tal que para cada
X=Ig+Vv-(p—iy)+u-(i3—1i1) em |G|, e cadat € [0, 1] temos

o, 1) = (=) g+t -liy + V- (p—iy)+u- (g—iy)]
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Note que QO(X,O) = i1 GQO(X,1) = i1 + V-(i2—i1)+U-(i3—i1).
Assim ¢ é uma homotopia entre a funcéo Id : |G| — |G x| e a aplicagéo
constante f : |G | — {i1}. Portanto |G | é contratil (13) e como consequéncia

m1(Gp, {i1}) = {€}.

Caso 4.2: #1 > 3.

Como J#(3) # (), existe um conjunto J = {iy, in, i3} € #(3). Considere os con-
juntos U= 2(J) e V =2 \{J}. Note que U N V = {{ir}, {io}, {is}, {i1, i}, {i1, iz}, {i, I} },
a qual podemos relacionar o 0-caminho fechado y = ({i1}, {i}, {i3}, {/1}) em 7. Note
também que 7 = UU V = (£ (J)) U (2 \{J}).

Como U e V sdo 0-conexos, podemos aplicar o Teorema de Seifert-Van Kampen
4.41:seip € UNn Vtemos

mi (U, {i}) x m1 (V, {i1})

Passando para grafos temos que G = Gy U Gy,. Como Gy e Gy sdo conexos,
sdo também conexos por caminhos; ademais, G~y € um subgrafo de G~ e o grafo

do caminho fechado y, logo é conexo.
Podemos novamente aplicar o Teorema de Seifert-Van Kampen 4.4.1: se

i1 € Gy n Gy, temos

(Gy:{i}) *m1(Gy, {i1})
(Gunv)

(G i) &

Pelo Caso 4.1 m1(Gy, {i1}) = {e}, logo,

m(Gy, {i})
(Gunv)

Agora, como V = Gy e (y) = Gyny, decorre que

(G, {it}) =

G y ' V’ . ] j
1T1<(GL>/m{/l>1}) ,=V1T1(<Y>{I1}) = 11(Gp, (i ]) = 11 (, (i) -

Isso conclui a demonstragao da Proposicéo 4.4.1.
Segue do Teorema 3.1.1 que G, é simplesmente conexo.
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5 HOMOLOGIA SIMPLICIAL DO DIVISOR

Neste capitulo construimos o complexo simplicial K, relacionado a Lista .7#. Na
Secéo 5.1, apresentamos uma breve reviséo de literatura sobre homologia simplicial,
incluindo resultados sobre a conexidade de um complexo simplicial. Na Secéo 5.2,
apresentamos a definicao e propriedades iniciais do complexo simplicial K ;. Na Secao
5.3, calculamos o grupo de homologia Hy(K ;) da vizinhanga de um ponto triplo, e na
Secéao 5.4, fazemos a colagem dos complexos simpliciais na vizinhanga de dois pontos
triplos utilizando a sequéncia de Mayer-Vietoris.

5.1 COMPLEXOS SIMPLICIAIS

Apresentamos nesta sec¢ao os resultados que relacionam a conexidade do com-
plexo simplicial K com seu grupo de homologia Hy(K). Usamos estes resultados nas
secdes seguintes para estudar a conexidade do complexo simplicial que representa o
divisor total D, oriundo de uma reducéao de singularidades. Para mais detalhes, verificar
as referéncias (9), (14) e (16).

Dizemos que os pontos V4, ..., Vi, V.1 € R" sdo linearmente independentes
quando os vetores Vo— V4, Va—Vy, ..., V;h,1— V4 € R sdo linearmente independentes.
Dados os pontos linearmente independentes V4, ..., Vm, V;y,1 de R”, o sim-

plexo m-dimensional (ou simplesmente m-simplexo) que tem estes pontos como vérti-
ces é o conjunto
S=(Vi,Vo,..., Vm, Vii1)

m+1 m+1

de todas as combinagbes afins p= 3 ;.7 a;V;,coma; >0e ) ;77 a;=1.
Fixado um subconjunto {iy,...,ik} C {1,...,m+ 1}, o simplexo (V;,..., V)

é chamado face de S. Um 0-simplexo (V;) é um ponto (ou vértice), um 1-simplexo
(Vi, Vj) € um segmento de reta (ou aresta), e um 2-simplexo (Vj, V;, Vi) € um triangulo
de vértices V;, V;, Vi, com seu interior incluso.

Considere V4 = (0,0), Vo =(1,0) e V3 = (0, 1) pontos linearmente independen-
tes em R2. Temos, por exemplo, o 0-simplexo (V) que € um ponto (ou vértice), o
1-simplexo ( V4, Vo) que é um segmento de reta (ou aresta), e o 2-simplexo (V4, Vo, V3)
que é um triangulo de vértices Vq, V5, V3, com seu interior incluso, como mostra a figura
18. Observe que o 2-simplexo (Vq, Vo, V3) tem como faces os 1-simplexos (Vq, Vs),
(V4, V3) e (Vp, V3) e cada 1-simplexo (V;, V}) tem como faces os 0-simplexos (V;) e
(V).
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V3

VIT V{ Vs Vi Va

0 - simplexo 1 - simplexo 2 - simplexo

Figura 18 — Simplexos

Definicao 5.1.1. Um complexo simplicial K é uma colecao finita de simplexos de R"
com as sequintes propriedades: i) cada face de um simplexo de K é um simplexo de
K ii) a intersecdo de dois simplexos de K é vazia ou uma face de ambos.

O complexo simplicial mais simples € um simplexo juntamente com suas faces.
A dimensao de um complexo simplicial € a maior dimensao de um dos seus simplexos.
Observe que um grafo € um complexo simplicial 1-dimensional.

Seguindo as notagdes de (9), definimos uma orientagcdo sobre um complexo
simplicial como segue: se m > 0, uma orientagdo em S = (V4,Vo,..., Vm, Viyi1) €
uma escolha de uma classe de equivaléncia na ordem dos vértices de S, onde duas
ordens sdo equivalentes se diferem por uma permutacao par, no sentido da algebra,
isto &, se para obter uma ordem a partir da outra € necessario fazer um nimero par
de transposigdes. Considerando a ordem Vq < Vo < --- < Vi < V.4, para o conjunto
de pontos linearmente independentes Vi, Vo, -, Vi, Vppq € R, denotaremos por
S =[Vq,Vo,..., Vm, Vpyiq1] 0 m-simplexo orientado com esta ordem. Se m = 0, um
0-simplexo orientado € um par (S, ) onde S € um 0-simplexo S = (V)), e ¢ = £1.

Dada uma face S; de um m-simplexo S = (V4, Vo, ..., Vm, Vp,1), @ orientagéo
S=[Vy,Vo,..., Vm, Vipi1linduz uma orientagdoem S; = (Vq, Vo, . . ., \7,-..., Vm, Vimst),
dada por S; = (-1)~1[V4, Vs, ..., \7,- oy Vm, Vimeq], @qui \7, significa que estamos ex-
cluindo o vértice V; do m-simplexo S, e olhando para o (m—1)-simplexo restante.

Considere um complexo simplicial K. Dado o grupo abeliano livre gerado pelos
r-simplexos orientados de K, Cr(K) = {ZS ngS|S=[Vy,Vo,..., Vr,V, 1], ng € Z},
definimos o grupo gerado pelas r-cadeias simpliciais K, orientadas positivamente,
como o conjunto Cr(K) = Cr(K)/ ~, onde (-1)S = —=S. Um elemento de C/(K) é
chamado uma r-cadeia. Se r > dim K, definimos Cr(K) = 0.

Como Cr(K) é um grupo abeliano livre, se dim Cr(K) = d, entao

Para cada r-simplexo orientado S =[Vj, ..., V., 1] de C/(K), definimos o opera-
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dor bordo 0r : Cr(K) — C,_1(K) por

r+1

Or([Vas oo s Vet D) = DDV LV, Vi)
i=1
Por exemplo, um 0-simplexo orientado S = [V] n&o possui bordo: dy([V]) = 0.
Para um 1-simplexo orientado S = [V4, Vo] temos 01([ V4, Vo]) = Vo — V4. Enquanto que,
para um 2-simplexo, S = [Vq, V5, V3] temos que, ds([ V4, Vo, V3]) = [Vo, V3] —[V4, V3] +
[V, Vo]; veja a Figura 19:

Vi Vi 12
[ J o ———hr—o
12 Va
0-simplexo 1-simplexo 2-simplexo

Figura 19 — Simplexos orientados

Seja K um complexo simplicial de dimensé&o m. A sequéncia de grupos abelia-
nos livres e homomorfismos,

Om m- 3, 0 0
0 —* Cim(K) — Cppt (K™ - - - —= Gy (K) === Co(K) =0
onde1:0 — Cm(K) é a funcao inclusao, € um complexo de cadeias.
O lema a seguir mostra que um complexo de cadeias € uma sequéncia exata.

Lema 5.1.1. (9) A composicdo C,,1(K) 2 C(K) —~ C,_1(K) é o homomorfismo

nulo, isto &, 0r(d,,1(c)) = 0, para todo ¢ € C,,1(K).

Disto decorre que Im(d,,1) C Ker(0r). Assim, definimos o grupo de homologia
simplicial Hr(K) de K como o grupo quociente

Ker(0r)
Hr(K)= ——.
T Im(0r4)

Os resultados abaixo, retirados de (16), mostram que para estudar a conexidade
de um complexo simplicial K é suficiente encontrar o grupo de homologia Hy(K). Por
este motivo, nas seg¢des a seguir iremos calcular o grupo de homologia Hy(K ,~), do
complexo simplicial K ,» associado ao conjunto 7.

Teorema 5.1.1. Se K é um complexo simplicial conexo, entdo Hy(K) = Z.
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Teorema 5.1.2. Se K é um complexo simplicial ndo conexo cujas componentes cone-
xas disjuntas séo Ky, . . ., Kn, entdo

Hr(K) = Hr (K1) @ Hr(Ko) @ - - - @ Hr(Kp) .

Corolario 5.1.1. Se K é um complexo simplicial, sdo validas:
» Se Ky, ..., Kn sdo componente conexas disjuntas de K, entdo
HK)=Z®- - -dZ

————
n

» Se Hy(K) = Z, K é conexo.

Assim concluimos que Hy(K) = Z se e somente se K & conexo.

5.2 O COMPLEXO SIMPLICIAL DE 7

Por meio de uma fungéo ¢, associamos a cada elemento {i/} de 2#(1) um ponto
(Vj) em R?, a cada elemento {i, j} de .#(2) um segmento de reta (V;, Vj) em R?, e a

cada elemento {i, j, k} € 7°(3) um triangulo de vértices (V;, V}, Vi) em R?, isto é,

gp:%”—ﬂ&z
(V); se d ={i},
J = {J) = (Vi V)); se d =i},
(Vi, Vi, Vi); se J ={i,], k}.

Assim, para J € JZ(r +1),com r = 0,1,2, temos que ¢(J) = (J) = S/ eR?6
um r-simplexo. Logo ¢(7#(1)) = Ag € o conjunto dos 0-simplexos, p(77(2)) = A1 é 0
conjunto dos 1-simplexos e ¢(7#(3)) = A> € o conjunto dos 2-simplexos, todos eles
associados ao conjunto de listas .77. As faces SY de 8Y sd0 imagens de subconjuntos
J' c J pela fungéo ¢.

Dado um subconjunto A C 7#, denotamos por K4 0 complexo simplicial definido
por Ka = Uyca SV, considerado como subespaco topoldgico de R2. Em particular,

Img) =Ky =) 8.
Jesx

Portanto, K, = Ag UA¢ UAs € R? é o complexo simplicial associado a .72
Dada a definigéo de K ,»~, obtemos a seguinte

Proposicao 5.2.1. O complexo simplicial K ;> € conexo se, e somente se, 7 € 0-
conexo.
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Demonstracao: O complexo simplicial K ,» é conexo se dados quaisquer dois
0-simplexos (V;), (V;) existe uma sequéncia de 1-simplexos

F: (Vi Vi) (Vips Vi) (Vi Vi)

Por outro lado, .»# é 0-conexo se dados quaisquer dois indices {/}, {i/'} € #(1),

existe um 0-caminho
y = ({i} (i}, i}, - .., i}, {i'})
em s ligando-os.

Como p({j}) = (V)) e o({j.k}) = (V}, Vi) temos {j} € 5(1) se e s6 se (V;) € um
0-simplexo de K e {j,k} € 7(2) se e s se (V}, Vi) € um 1-simplexo de K ;. Portanto,
segue que K, € conexo se e sO se 7 € 0-conexo. [

Repetindo os argumentos da Proposicao 4.4.1, obtemos também a seguinte

Proposicao 5.2.2. O complexo simplicial K, € simplesmente conexo se, e somente
se, /¢ é simplesmente conexo.

Para um complexo simplicial K # (), considere a seguinte sequéncia de grupos
de r-cadeias Cr(K) e morfismos 0Oy

0 0 O
0~ Co(K) ~2~ Cy(K) —2~ Gy(K) ~~0

em que 1 é o operador incluséo e do, J1 € Jy sao os operadores bordo. Entdo dyo 0 = 0,
e 01 o 0p = 0, implicando Im(01) C Ker(dg) e Im(0do) C Ker(04), respectivamente.
O grupo de homologia simplicial € portanto
Ker(0
oK) = TS
Se Hy(K) # Z,temos que K n&o é conexo (ver Corolario 5.1.1).
Além disso, o segundo grupo de homologia simplicial,
Ker(0
K0 = s
intuitivamente conta o numero de buracos de dimensédo 1 em K.
Como estamos considerando um complexo simplicial K ,» relacionado a lista 77
oriunda de um divisor excepcional, temos que Hy(K ) = {0}. De fato, a presenca de
um ponto triplo em 7 implica na presenca de um 2-simplexo correspondente em K ,».

5.3 GRUPOS DE HOMOLOGIA DA VIZINHANGA DE UM PONTO TRIPLO

Considere um ponto triplo P = Dy N D> N D3, cuja vizinhanga é descrita pelo
conjunto o7 = (1) U 2 (2) U 2 (3) dado por:
(1) = {{1}.{2},{3}} ;
2(2) = {{1,2},{2,3},{1,3}} ;
2#(3) ={{1,2,3}},
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para o qual obtemos o complexo simplicial K ;> = Ag UAj UAy € R?;

Ao(Kyp) = {IV41.[Val, [Val} ;
A1 (K%) = {[V1! V2]’ [V2= V3]! [V'I: V3]} )
Ax(Kyp) = {[V1, Vo, V3] } .

Vamos calcular os grupos de homologia Hy(K ;) e H{(K ). Considerando os
simplexos A;(K ;) como grupos nos quais cada um dos elementos é um gerador, temos

Co(Kyp) = ZIV4] @ Z[ Vo] © Z[ V3] ;
Ci(Kyp) = Z[Vq, Vol © Z[ Vo, V3] © Z[ V4, V3] ;
Co(Kyp) = Z[ V4, Vo, V3] .

Considere a seguinte sequéncia exata

na qual do, 01 e Jy sdo os operadores bordo. Temos:
0y ZBZLZdZ— {0}

e portanto Ker(9dg) = Dom(0g) =Z & Z & Z = Z[ V1] & Z[ Vo] & Z[ V3].
Agora,

01 1 Z[Vy, Vol @ Z[ Vi, V] @ Z[ V4, Va] =Z[ V4] & Z[ Vo] & Z[ Vs]
(i, j, K) (=K —i,i—j,j + k)

Temos
i01[Vy, Vol = i(Va = V) ;5 jO1[Vo, V3] = j(V3— Vo) 5 kO4[ V4, V3] = k(V3—V4).
Assim, o bordo de K, é

N (Kap) = 101[ V1, Vol + jO1[ Vo, V3] + k04[ V4, V3]
= iV2—iV1 +jV3—jV2 + kV3—kV1
=(k=DVi+(i—=))Vo+(+K)V3

Observe que Im(04) é gerada por
O1=V2—V1; 02=V3—V2; 03 = V3—V1
e temos que

O3 = V3—V-| = V3—V2+V2—V1 =0p—01 .
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Logo {01, 02,03} € linearmente dependente, e como o3 = 05 — 04, decorre que {01, 02}
é linearmente independente e uma base para a Im(01). Assim

Im(94) = Z[o4] @ Z[og]

Um elemento (i, j, k) pertence ao Ker(01) se, e somente se, d41((/,/, k)) = 0, ou
seja, se
-k—i=0
i—j=0
j+k=0.
Logo Ker(81) = {(Ia i!_i) | S Z} = Z([V1s V2] + [V25 VS]_[V1’ V3]) = Z.
Finalmente,
O Z[Vy, Vo, V3] =Z[ V4, Vol © Z[Vy, V3] © Z[ V4, V3]
(i, i,=i)
Vamos verificar que o conjunto imagem de 0> € de fato gerado por (/,/,—f) € que 0
operador esta bem definido dessa forma. Temos pela definicdo que
Jo ([V4, Vo, V3]) = [V4, Vo] +[Va, V3] —[ V4, V3],

e sabemos que

01(Kyp) = i01([V4, Val) +jO1([V2, V3]) — ko1 ([ V1, V3])
= (~k—)\Vy+(i=f)Vo+(j+KV3.

Assim obtemos

01(02(K ) = 01([ V4, Vo]) + 01([ V2, V3]) — 01([V4, V3])
=(Vo—-Vy)+ (V3= Vo)—-(V3-V4)=0

0 que mostra que o operador estd bem definido, e que
Im(0p) ¥ Z([Vy, Val +[Va, Va] = [ V4, Va]) 2 Z.

Portanto,

Ker(dp) _ ZIV1]1® Z[ Vo] © Z[ V3]

Ho(Ky) = Im(0y) ~ Zloq] @ Z[oo]

Vamos mostrar que Hy(K ) = Z; para isso vamos verificar quais sdo as classes
de equivaléncia de Hy. Como o Ker(9p) € gerado por {[V1],[V2],[V3]}, basta calcular
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as classes de equivaléncia de cada um desses elementos. Por definicdo temos, para
i=1,23,[Vj] =V, +Z[oy] ® Z[oo]. Além disso,

Vo= Vi =1(Vo— V) +0(V3 = Vo) = Vo — Vy € Z[ V4, Vo] @ Z[ Vo, V3],

V3 — Vo =0(Vo— Vi) +1(V3— Vo) = Va3 — Vo € Z[V, Vo] @ Z[ V2, V3],

Va— Vi =1(Vo = V) +1(V3 = Vo) = V3= V4 € Z[Vy, Vo] ® Z[ V2, V3] .
Pela transitividade da relacao de equivaléncia, obtemos

Vi~ Vo~ Vg = [Vi]=[Vo] =[V3].
Com isso, mostramos o seguinte

Lema 5.3.1. Ho(K%) = 7.

Isto confirma que K, tem uma Unica componente conexa. Além disso, temos
que

He (K, - Ker@1) _ Z(Vy, Val + [Vp, Vsl = 1V4, Vg)
PO T Im0,) T Z([Vy, Vol + [Va, Vgl =[ V4, Va])

12

{0}

mostrando que K ,» ndo possui buracos unidimensionais.

5.4 COLAGEM UTILIZANDO A SEQUENCIA DE MAYER-VIETORIS

Nesta secédo queremos colar o complexo simplicial de dois pontos triplos. Para
fazer isto utilizamos a Sequéncia de Mayer-Vietoris como apresentada em (9), que
expomos a seguir.

Sejam X um espaco topoldgico e A e B subespacos de X tais que X é a uniao
dos interiores de A e B. A seguinte sequéncia exata longa é conhecida como sequéncia
de Mayer-Vietoris:

= Hp(AN B) =%~ Hp(A) & Hn(B) —¥> Hp(X) —2~ Hp 1 (AN B) ——

0

Ho(X)

Em particular a sequéncia
H d [} W
-+ —= Hy(X) —= Ho(AN B) — Hy(A) & Hy(B) — Ho(AU B) —=0

é exata.

Consideraremos o espaco topoldgico X como sendo o complexo simplicial K ,»
associado ao divisor D de uma reducdo de singularidades, e tomamos um par de
subespacos A, B C X tais que X = int(A) U int(B). Como o grupo de homologia
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H¢(X) = 0, obtemos que a sequéncia de Mayer-Vietoris para X passa a ser a sequéncia
exata curta dada por

02 Hy(AN B) —2- Hy(A) & Hy(B) ¥~ Ho(AU B) - %20 .

Disto decorre que
* Im(01) = Ker(®) = Ker(®) = {0}. Logo ® € um monomorfismo de grupos;

* Im(®) = Ker(¥). Mas pela sequéncia de Mayer-Vietoris, ® = (i, jx), para
Ix : Hy(AN B) — Hy(A), e j« : Hy(AN B) — Hy(B) fungdes induzidas nos
grupos de homologia pelas fungdes de inclusao i : ANB — Aej: AnB — B.
Portanto, Im(®) = Hy(A N B);

* Im(¥) = Ker(0») = Im(yp) = Hy(AU B). Logo ¥ é um epimorfismo de grupos.
Agora, como ¥ : Hy(A)® Hy(B) — Hp(AUB) é um epimorfismo de grupos, pelo Primeiro
Teorema do Isomorfismo para grupos (15) temos que

Ho(A) & Ho(B) - Ho(A) & Ho(B) . Ho(A) & Hy(B)
Ker(@) —  Im®)  ~  Hy(AnB)

Ho(AU B) = (16)

Suponha que se tenha localmente o divisor representado na Figura 20, que
pode ser descrito pelo conjunto de listas 57 = 7(1) U #(2) U 22 (3) em que (1) =

{h Uh KLY, 22) = (Ui} (iKY (kY G (K e 2(3) = {{ij.k) (k1. Para

este conjunto obtemos o complexo simplicial K, = Ag UA{ UAs € R? em que

Ao(Kyp) = {IVIL V)], VKD, IVI} 5
A{(Kyp) = {IVi, VIL IVi, Vi 1Y), Vi TV, ViDL [V, Vi) S
Ao(Kyr) = {[Vi, Vi, VL LV, Vi, Vi)

D; {i,5} {5,

{4,k}
iy k} {k, 1}

Figura 20 — Representagéo local do divisor com dois pontos triplos

Para esta situagao local temos a seguinte
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Proposicao 5.4.1. K, é conexo.

Demonstracao:
Considere os subconjuntos abertos de 7# dados por

LERURTIRUIR (N RINSRTN IR IS
B = {Uh KL A okd, G Ak .k

e sejam Ky, Kg 0s complexos simpliciais associados:
Ka = {[ViI. IV}, [Vk]} U {Vi, Vi1 Vi, ViDL TV}, Vi U TV V) Vi)

K = {IVI.IVKL. IVII} U {TV}, VL, TV}, ViDL [V, VT U ATV, Vi, VD)
Note que .77 = AU B, logo K, = K4 U Kg. Além disso,

AN B = {{j},{k}, i,k}}

0 que implica
Kan Kg = {[Vj.[Vk]} U {1V}, Vil} -

Por contas analogas as ja feitas anteriormente, como [V}, V] € K4 N Kg temos
que Z[V}] = Z[ V], logo Hy(Ka N Kp) = Z[V;]. Como K4 e Kg sdo complexos simpliciais
de uma vizinhanca de um ponto triplo, decorre do Lema 5.3.1, que Hy(Ka) = Hy(KB) =
ZVj].

Decorre da Equacao (16), obtida através da sequéncia de Mayer-Vietoris, que

Ho(Ka) © Ho(Kp)
Ho(KanKpg)

Ho(KqU Kpg) =

assim substituindo os grupos de homologia acima, obtemos que
ZIVj] & Z[V)]

Ho(Ka U Kg) = ZIV]

=2V 22

Portanto, pelo Corolario 5.1.1, K,» = K4 U Kg é conexo. ]
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6 COMPONENTES NODAIS NO GRAFO G » E NO COMPLEXO SIMPLICIAL K,

Neste capitulo, introduzimos a informacédo nodal de uma folheacgao .#, no grafo
G e no complexo simplicial K,». Na Segéo 6.1, apresentamos a situagéo local
que gera o conjunto ., com a qual iremos trabalhar neste capitulo. Na Secao 6.2,
mostramos, via grupos de homologia e matriz de incidéncia, que 7 \ .4 possui duas
componentes conexas. Na Secdo 6.3, mostramos que o conjunto de listas .57’ obtido
apds blow-up ainda mantém a propriedade que .77’ menos a componente nodal possui
duas componentes conexas. Na Secao 6.4, utilizamos a Sequéncia de Mayer-Vietoris
para mostrar que K, \ .4 possui duas componentes conexas. Finalmente, na Secao
6.5, mostramos via Sequéncia de Mayer-Vietoris que se #Nod.%# = n entao K, \Nod.#
possui n+ 1 componentes conexas.

6.1 A COMPONENTE NODAL EM UMA VIZINHANCA DE UM PONTO TRIPLO

As componentes nodais (Capitulo 2.3.4) sao objetos cuja informagao pode ser
incluida em # (e consequentemente, no grafo G,» e no complexo simplicial K )
e que podem causar uma separacao no divisor; nosso objetivo é estudar esta situ-
acao. Devido ao Teorema 3.2.1 (que nos permite colar informagdes locais de uma
componente nodal), faremos o estudo sempre local.

Desta maneira, neste capitulo consideraremos a folheacédo .# = {w = 0} dada
localmente pela 1-forma

emquea,feyec R, \Q. Entdo '[73 e % € R0\ Q e portanto os eixos x e y sao generi-
camente nodais e 0 eixo z ndo é genericamente nodal (de fato, um ponto genérico do
eixo z € de tipo sela); veja a Figura 21.

z={1,2}
Dy

D,

Ds

B’
»
z = {2,3}

Figura 21 — Componente nodal em um ponto triplo
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Denote os divisores Dy = {x = 0}, D> = {y = 0} e D3 = {z = 0}. Com esta notagéo
obtemos o conjunto 7 = 27 (1) U o7 (2) U 5 (3) formado por:

(1) = {{1}.{2}.{3}} ;
2(2) ={{1,2},{2,3},{1,3}} ;
2(3) = {{1,2,3}}

que possui como subconjunto nodal
A ={{1,3},{2,3},{1,2,3}} = {eixo x, eixo y, origem} .

Nosso objetivo é mostrar que o complementar da componente nodal no divisor
tem duas componentes conexas. Veremos 0 que acontece quando se retira a informa-
¢céo de ./ dos conjuntos .77, Gy e K.

6.2 GRUPOS DE HOMOLOGIA DO COMPLEMENTAR DE UMA COMPONENTE
NODAL

O complexo simplicial relativo a .77 é K, = Ag UA{ UAs em que

Ag = {41, [Val, [Val}
Ay ={[V1, Val.[Va, V3], [V, Val}
A ={[V1,V2, Val} .

Sabemos pela Secao 5.3 que este complexo simplicial € conexo; o representamos
geometricamente na Figura 22.

1/ N\ {[Va Vil}

4 wivvy

’ .
’
‘
’
A}
’
R \
A}

{v, v}

Figura 22 — Complexo simplicial em um ponto triplo

{1, V-

Vamos agora estudar a conexidade de 7\ .4". Obtemos
H' =\ N = (1)U A 2)

em que J#’(1) = {{1},{2},{3}} e #”(2) = {{1,2}} (note que 7" (3) = ().
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Temos associado a .7 o complexo simplicial K = Ay UA} em que
Ap = {[V11 [Val, [Val} ;A ={[Vy, Val} ;
considerando-0s como grupos nos quais cada elemento é um gerador, obtemos
Co(Ker) = ZIVY] @ ZIVa] @ ZIV3] 5 Ci(Kyer) = ZLVy, Vel .

Com estes grupos construimos a sequéncia exata

0 0
- —= C|(Kypr) —= Cy(K ) —=0

em que 0y e Jdy sao os operadores bordo.

O operador 9y : Co(K 1) = Z. & Z. & 7 — {0} é tal que

Ker(@o) =2Z®L®L=7LV]DZ[Vo] ® Z[V3] .
O operador 8y : C}(K ) — C{(K ) é dado por
01 1 ZIVy, Vo] =Z[V4] @ Z[ Vo] & Z[ V3]
i (=i, i,0)
uma vez que (—i, i, 0) gera o conjunto /Im(04). De fato,
i01[Vy, Vo] = i(Vo — V) = iVo — iV = (—i,i,0) .

Dito de outra forma, Im(04) € gerada por o1 = Vo — V4: Im(01) = Z[o4].
Assim,
Ho(K ) = €T00) _ LIV G ZIVRl 9 Z1Va]
’ Im(04) Zlo1]
Como Ker(dp) é gerado por {[V1 1, [Vol, [V3]} basta entender as classes de equi-
valéncia [V;] = V; + Z[o4] (i = 1,2,3) em Hy(K ;) destes elementos:

V1—V2=—1(V2—V1)€Z[O1]:> V-| ~ V2
V3—V27=’k(\/2—\/1), Vk € Z = V20</V3
V3—V17=/k(V2—V1), VKEZ:>V1OOV3.

Logo, [V4] = [V5] # [ V3]. Acabamos de demonstrar a seguinte
Proposicao 6.2.1. Hy(K ) = Z[V{] D Z[V3] = Z @ Z.

Disto decorre que K/, e consequentemente .7\ .4, possui duas componentes
conexas.

Este estudo de conexidade pode ser feito também considerando os grafos
G = (1), #(2)) e Gy = (##'(1), #7(2)), cujas matrizes de incidéncia s&o res-
pectivamente as matrizes B e B’ abaixo. A fim manter o registro de quais sdo as
componentes nodais que serdo excluidas, convencionamos neste texto zerar as co-
lunas da matriz B que representam estas arestas nodais, obtendo assim a matriz B’
para o grafo G .
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B =

O_L_L
o O O
o O O

1
0
1

O_L_L
—L—Lo

Note que quaisquer duas linhas de B s&o diretamente conectadas, portanto
G_» € conexo. Por outro lado, B possui a linha 3 nula, o que implica que o vértice {3}
deste grafo é isolado, e portanto o grafo G, ndo € conexo.

6.3 O COMPLEMENTAR DA COMPONENTE NODAL APOS BLOW-UP

Considerando inicialmente a situacao local exposta acima, vamos analisar o
efeito de excluir a componente nodal ap6s o blow-up. Em todos os casos, se Y de-
nota o centro do blow-up, chamamos Dy = 7~ '(Y). Com isso apés blow-up temos
(1) = {{1},{2},{3},{4}}; portanto o conjunto Aq dos 0-simplexos e o grupo de 0-
cadeias Cp(K) séo

Ag = {[V1], V2], [Va], [Val} = Co(K) = Z[ V4] & Z[ Vo] & Z[ V3] ® Z[ V4] .

Como 4 C #(2) U #(3), temos que (1) N4 = ( logo, 7#(1) = 1)\ N
e Ag\ A =Ap. Assim o operador bordo 9y : Cy(K) — {0} sera o mesmo em todos os
casos e dado por dy : Z B Z & Z & Z — {0}. Assim

Ker(0g) =Z®ZBZ DL =7[V1] ® Z[ Vo] ® Z[ V3] & Z[ V4] .

Vejamos caso a caso.
Caso 1: Y = {0}. Neste caso temos

A(2) = {{1,2},{1,3},{1,4}.{2.3}.{2,4},{3,4}} ;
H(3) = {{1,2,4},{1,3,4},{2,3,4}} .

E a componente nodal é .4 = {{1 ,3}4,{2,3},{3,4},{1,3,4},{2, 3,4}}, veja a Figura 23.

Figura 23 — Componente nodal apds blow-up da origem
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Obtemos o complexo simplicial K,» = Ag UA{ UAs em que

Aq = {[Vy, Val,[Vy, V3], [V, V4l [Va, Val, [Va, Val, [Va, Val}

Ay = {[V4, Vo, V4, [Vy, V3, V4], [V, V3, Vul}

Além disso, o grupo de 1-cadeias €
C1(Kw) = Z[Vy, Vo]l © Z[ V4, V3] © Z[ V4, V4] @ Z[ Vo, V3] © Z[ Vo, V4] © Z[ V3, V4] .

A representagcdo geométrica de K, € dada na Figura 24:

~
-

; . N {[Vay Val}
AlVa, Vil \

Figura 24 — Complexo simplicial ap6s explosao da origem

Agora, retirando a componente nodal obtemos 7’ = 7\ 4 = s#(1) U s (2) U
'(3) em que

A'(2) = {{1,2},{1,4},{2,4}} ;
A'(3) ={{1,2,4}} .

Por sua vez, o complexo simplicial K, = Ay UA} U A, é tal que Ay = Ay,

A% = {[V4,Vo,Vy]}
e 0 grupo de 1-cadeias é

C{I (K%/) = Z[ V4, Vol ® Z[ V4, V4] & Z[ Vo, V4] .

Considere a sequéncia

o Oy (K er) 2 Cl (K o)~ 0
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onde 01 e Jy sdo os operadores bordo. Note que o operador 04 : Cq (Kpr) — Cé(K%,)
por:
81 : Z[V1, V2] ©® Z[V1, V4] ) Z[V2, V4] —>Z[V1] ) Z[Vz] ©® Z[V3] S5 Z[V4]
(i,j,K) = (=i+],i—k,0,j+K) .
Vamos mostrar que a imagem de d4 € gerada por (—i + j,i — k,0,j + k). Aplicando o
operador a cada um dos geradores de Cq (K ;1) obtemos:
i01[Vy, Vo] = iVo — iV
JO1[V, V]l = jV4 = jVy
ko1[ Vo, V4] = kV4 — kV> .
Com isso vemos que o bordo de K, é:
01(Kypr) = 1011V, Vol + jO1[ V4, V] + kO1[ V2, V4]
= IV2 - IV1 +jV4 —jV1 + kV4 - kV2
=i+ )Vi+(i—K)Vo+(j+k)Vy.
Note que Im(04) é gerada por o1 = Vo — V4, 00 = V| = V4 e 03 = V4 — V5. Temos ainda

03 = 00— 01, POis Vg4 — Vo = (V4 = Vq) = (Vo — V4); o conjunto {o4,05} é linearmente
independente e portanto base para Im(dq). Assim,

Im(91) = Z[o4] ® Z[o2]

e portanto

Ker(do) _ ZIV1]1 © Z[Vo] © Z[V3] © Z[Va]
Im(9y) Zloy] & Z[oy]

Vejamos agora as classes de equivaléncia de Hy(K »/):

Ho(Ker) =

V1—V2=—1(V2—V)+ (V1—V4):> V-| ~ V2

1) +0
—VaFa(Vo-Vy)+B(Vi—Vy) Va,BeZ= Vi~ V3
v1—v4=0(v2—v1)+1( V)= Vy~ Vy
Vo— Vg #a(Vo— Vi) +B(Vi—Vy) Va,BeZ = Vo= V3
Vo—Va=1(Vo- Vi) +1(V1=V4) = Vo~ Vg
Va— Vg £a(Va—Vy)+B(Vy = Vy) Vo,BeZ = Vg Vy.

Logo [V4] = [Vo] = [V4] # [ V3]. Portanto, Hy(K /) = Z[V41®Z[ V3] = Z®Z, 0 que mostra
que K ndo é conexo. Além disso, concluimos que K, possui duas componentes
conexas.

Assim como antes, o estudo da conexidade pode ser feito também considerando
os grafos Gy = (#7(1), #(2)) e G, = (H'(1), 7 (2)), cujas matrizes de incidéncia
sdo respectivamente as matrizes B e B’ abaixo.
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0
1
0
1

- a4 O 0
o O O O
o O O O
O O O O

10
0 1
00
1 1

O O = -

10 1
010
110
0 0 1

O O == =

Note que todas linhas de B s&o conectadas, logo G ,» € conexo. Por outro lado,
a matriz B’ possui a linha 3 nula, o que implica que o vértice {3} é isolado, e portanto
o grafo G ndo é conexo. Note que esta as linhas 1, 2 e 4 sdo conectadas, o que
mostra que G 4~ tem duas componentes conexas.

Agora passamos a estudar a situacéo apds o blow-up de um dos eixos. Como
observado na Secéao 4.3, os casos resultantes da explosao dos eixos x e y sao ana-
logos e portanto veremos apenas a exploséo do eixo x. Aqui, duas situacoées podem
surgir. Por ultimo, veremos o que ocorre apos blow-up do eixo z.

Caso 2.1: Y = {eixo x}.

Temos 77 = 7(1) U 7 (2) U 5 (3) em que

c]Qf(2) = {{152}’{153}’{154}!{254}!{3:4}} ;
A3) = 1{1,2,4),(1,3,4}} .

Considere que a componente nodal seja ./ = {{1,3},{1,4},{2,4},{1,3,4},{1,2,4}},
veja a Figura 25:

Figura 25 — Divisores e componente nodal apds blow-up do eixo x, uma possibilidade

Obtemos o complexo simplicial K, = Ag UA4 UAo (ver Figura 26) em que

Aq = {[V4, Vol,[V4, V3], [V4, V4l [V, Val, [V, Val}

Ap = {[V4,V2, V4], [Vy,V3,V4l}
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/ -7 N {[Va, Vi]}

doTvviy b

7

{[vy, Val}

Figura 26 — Complexo simplicial ap6s o blow-up do eixo x, uma possibilidade

Por sua vez, o grupo de 1-cadeias é
Ci(Kyp) = Z[Vq, Vol @ Z[ V4, V3] @ Z[ V4, V4] ® Z[ Vo, V4] ® Z[ V3, V4] .
O conjunto 7" = 2\ N = #(1) U s (2) U ' (3) é tal que
A'(2)={{1,2},{3,4}}; #'(3)=0.

Obtemos o complexo simplicial K = AjUA} em que Ay = Ag e A = {[V4, V5], [V3, V4l }.
O grupo de 1-cadeias é portanto

Cy(Kyer) = Z[Vy, Vo] & Z[ V3, Vy] .

Considere a sequéncia

0 O
= C(K ) —2= CY (K ) —2 0

onde dJy € o operador definido no inicio da se¢édo e 01 &, por defini¢ao,
01 1 Z[Vq, Vol © Z[ V3, V4] — Z[V4] @ Z[ Vo] © Z[ V3] © Z[ V4]
(i,)) = (=i, 1,1, ) -
Temos i81[V1, V2] = IV2 - iV1, ej81[V3, V4] =jV4 —jV3, portanto o bordo de K%/ é

01(Kypr) = 101[ V4, Vo] + jO1[ V3, V4]
= i(Vo = Vi) +j(V4—V3)
= (_i= i!_j’j) .
Com isto obtemos que Im(91) é gerado por o4 = Vo — V4 e 05 = V4 — V3, que formam
uma base para Im(d4). Logo,

Im(04) = Z[o4] & Z[oy] .
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Assim,
Ker(do) _ ZIV11® Z[ Vo] © Z[V3] © Z[ V4]

Im(4) ~ Zlo1] @ Zoy]
Vejamos as classes de equivaléncia de Hy(K ,»):

Ho(K 1) =

v1—v2=—1(v2—v1)+0(v4—v3);» Vy ~ Vs
—VaFa(Vo-Vy)+B(Va—V3), Va,feZ = Vi~ V3
—VyAa(Va— Vi) +B(Va—Va), Ya,BEZ = Vy = Vj
V2—V3#a(V2—V1 FB(Va—Va), Ya,feZ = Voo Vs
Vo— Vg £a(Va—Vy) +B(Va—Va), Yo, €Z = Vp oo Vy
0( )

)
)
)
Va— V= 0(Vo—Vq)=1(Vy—Va) = Vo ~ Vj .

(
(
(
(

Obtemos entao [V4] = [Va], [V3] = [V4] e [V4] # [V3], logo Ho(K 1) = Z[ V4] © Z[ V3],
mostrando que K, possui duas componentes conexas.

Assim como antes o estudo de conexidade pode ser feito também considerando
os grafos G = (27(1), #(2)) e G, = (#'(1), 7' (2)), cujas matrizes de incidéncia
sdo respectivamente as matrizes B e B’ abaixo

O O = =
o = O =
—_ 00 0O =
- O = O
- = O O
O O = =
O O O o
O O O o
o O O O
- = O O

Note que todas as linhas de B sdo conectadas, o que mostra que G ,» é conexo.
Por outro lado, a matriz B’ possui dois blocos conexos: as linhas 1 e 2 s&o diretamente
conectadas, assim como as linhas 3 e 4, mas o bloco de linhas {1, 2} nao esta conec-
tado ao bloco de linhas {3, 4}; com isso concluimos que o grafo G, ndo € conexo.
Note também que cada um destes blocos de linhas conectadas corresponde a uma
componente conexa de G .

Caso 2.2: Y = {eixo x}.

Aqui, o conjunto 7 € o mesmo do Caso 2.1; a diferenca € o posicionamento da
componente nodal no divisor. Suponha agora que .4 = {{1 ,3}1, {8, 4},{1,3, 4}}, veja a
Figura 27:
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Figura 27 — Divisores e componente nodal apds blow-up do eixo x, outra possibilidade

Como # é o mesmo do Caso 2.1, o complexo simplicial K,» & também o
mesmo do Caso 2.1. Na Figura 28 vemos a representagéao geométrica de K,» com a
componente nodal ./ destacada:

{[V2, Vi]}
{v1, Vi]}

|-

Vi, Val}

Figura 28 — Complexo simplicial ap6s o blow-up do eixo x, outra possibilidade

O conjunto 7" = #\ N = s#(1) U s (2) U #'(3) é dado por

%/(2) = {{152}!{154}!{2:4}} ;
A'(3) ={{1,2,4}} .

Obtemos assim o complexo simplicial K = Ay U A} U A5, em que A = Ay,
AY = {[Vq, Vo, [V4, Val, [Va, Vul}
A = {[Vy, Vo, Vgl} .
Assim, o grupo de 1-cadeias é
CY(Kyr) = Z[Vy, Vo] © Z[ V5, Vgl © Z[ V3, V4]
0 que nos da a sequéncia

0 15,
o C{(K ) 2= CY (K ) —2-0
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onde, como antes, dy € o operador ja definido e 04 é

01 1 Z[Vq, Vol ® Z[Vy, Vil & Z[ Vo, Va] — ZI V4] & Z[ Vo] & Z[ V3] & Z[ V4]
(i,j, k) — (i—j,i—k,0,j+k).

Aplicando 94 nos elementos da base de C}(K ) temos id1[Vy, Vo] = iVo —iVy,
j81[V1, V4] =jV4 —jV-|, e k81[V2, V4] = kV4 —kVQ. Portanto o bordo de K%/ é

O (Kypr) = 101[Vq, Vol + jO1[ V5, Va] + kO1[ V2, V4]
=i(Va—Vq) +j(Va— V1) + k(V4 - V2)
—(mi—j,i—k,0,j+K) .

Observe que Im(01) € gerado por oy = Vo= V4,00 = V=V i eo3 = V4— Vs, e que
O3 = V4— V2 = (V4— V-|)—(V2— V1) = 09 — 01, assim {01,02} € uma base de Im(81)
Logo,
Im(04) = Zloq] ® Z[oy] .
Portanto,
Ker(do) _ ZIV4] @ Z[ V] @ Z[ Va] & Z[ V]
Im(64) Zlo1] @ Zlog]
Quanto as classes de equivaléncia, temos:

Ho(K 1) =

v1—v2=—1(v2—v1)+0(v4—v1);» Vy ~ Vs
—VaFa(Vo—-Vy)+B(Va— Vi), Va,feZ = Vi~ V3

V1—V4=0(V2—V1)—1(V4—V1)=> Vi~ Vg

Vo— Vg #a(Vo— Vi) +B(Vy— Vi), Va,BeZ= Vo~ V3

Vo— Vg =1(Vo—Vy)=1(Va— Vi) = Vo~ Vg

Va— Vg #a(Va— Vi) +B(Va—Vy), Yo,B e Z = Vg Vy.

Logo [V4] = [Va] = [Vl e [V4] #[ V5] e portanto Ho(K) = Z[Vy] @ Z[ V5] possui duas
componentes conexas.

Considerando os grafos G = (1), 5(2)) e Gy = (H'(1), #'(2)), cujas
matrizes de incidéncia sdo B e B’ abaixo:

O O =
[ SRS o SN
_ 0O 0O =
- O = O
- 2 o o
O O = 4
O 0o oo
- O = O
o 0o o o

Pela matriz B vemos que G~ é conexo; ja a matriz B’ possui a linha 3 nula, o
gue como sabemos implica que o vértice {3} é isolado, e portanto G, ndo € conexo.
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Caso 3: Y = {eixo z}.

Aqui o7 é tal que
A(2) = {{1,3},{1,4},{2,3},{2,4},{3,4}} ;
#(3) = {{1,3,4},{2,3,4}}

e N = {{1 , 34 1{2,3},{8,4},{1,3,4},{2, 3, 4}}, veja a Figura 29.

Figura 29 — Divisores e componente nodal apds blow-up do eixo z

Obtemos o complexo simplicial K, = Ag UA{ U A5 (veja Figura 30)em que
Ay = {[Vy, V31, [ V4, Val, [Va, Va1, [Va, Val, [Va, Val}

Ap = {[V4,V3, V4, [Va, V3, Vil }

e 0 grupo de 1-cadeias é

C1(Kyp) = Z[Vy, V3] & Z[Vy, V] @ Z[ Vo, V3] @ Z[ Vo, V4] & Z[ V3, V4] .

/) Vs, VAT
l {va, Vi }I{ [Va, Vil }.

Figura 30 — Complexo simplicial apds o blow-up do eixo z

O conjunto 7" = 2\ N = (1) U s (2) U ' (3) é tal que
A'(2) = {{1,4},{2,4}}; #'(3)=0.
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Obtemos assim o complexo simplicial K = Ag UAL em que A = {[V;, V4], [Vo, V4l}.
O grupo de 1-cadeias é CQ(K%,) = Z[Vq, V4] ® Z[ V>, V4], que como antes gera a

sequéncia
) )
= G} (K ypr) —> C(K ) —= 0

onde Jy € 0 mesmo de antes e 04 é

01 1 ZIVy, V4l @ Z[ Vo, V4] — Z[V4] @ Z[ Vo] & Z[ V3] © Z[ V4]
(i,)) = (—=i,—,0,i +)) .
Assim 161[V1 ) V4] = iV4—iV1 ej81[V2, V4] =jV4—jV2, portanto
01(Kypr) = 101[ V4, Vgl + jO1[ Vo, V4]

= i(Va—Vy) +j(Va— V)
= (—i,—/,0,i+]) .

Observe que Im(01) tem como base o1 = V4 — V4 e 0o = V4 — V5. Logo,

Im(01) = Zloq] ® Z[oy] .
Assim
Hy( ) = KETO0) _ ZIVA & ZLVo] & ZIVa & Z{Va]
Im(04) Zlo1] @ Zoy]
Quanto as classes de equivaléncia de Hy(K ), temos

Vi = Vo =—1(Vy= V) + 1(Vy= Vo) = Vy ~ Vs
Vi = Vg #a(Vy— V) +B(Va— Vo), Va,B€Z = V4 = Vq
Vi—Va=—1(V4=V7)+0(Vy— Vo) = Vi ~ V4
Vo— Vg Za(Vy— V) +B(Va= Vo), Ya,BeZ = Vo = Vs
Vo=V =0(Va—Vy)=1(Va— Vo) = Vo~ Vg
Va—Va#a(Va— Vi) +B(Vy— Vo), Yo,BE€Z = V3= Vy
logo [V1] = [V2] = [V4] e [V4] # [V3]. Portanto Ho(K 1) = Z[ V4] ® Z[ V3] e K possui
duas componentes conexas.

Finalmente, os grafos G, = (#(1),#(2)) e G, = ('(1),#7(2)), cujas
matrizes de incidéncia sdo B e B’ abaixo:

10100 00100
p_|otorol w_| 00010
1100 1 00000
001 11 00110
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Através de B e B’ vemos que G .~ é conexo e G .~ nao.
H H

6.4 COLAGEM DAS COMPONENTES CONEXAS DE K o\ .4

Com o argumento da se¢ao anterior vemos que em uma vizinhang¢a de um ponto
triplo a curva nodal separa o divisor excepcional em duas componentes conexas. A
Proposicao 6.4.1 a seguir sintetiza estas situac¢des locais e mostra, utilizando grupos
de homologia, que estas componentes conexas “se colam” quando passamos de
um ponto triplo a outro (dentro da componente nodal). Para demonstra-la utilizamos
Sequéncia de Mayer-Vietoris, como visto na Segao 5.4.

Suponha que se tenha localmente o conjunto de listas 7 = (1) U 27(2) U
' (3) em que (1) = {{i}, i} (kL (I}, 22(2) = {{ij} 1 kY U.kY U (kG ) e 2(3) =
{{/,j,k}, {/‘,k,/}}. Temos duas possibilidades para .#” nesta configuracao:

i) A = {{i, kY, U,k} {1, K3, {ij,KY, .k} ), veja a Figura 31

D;j

D; {,5} {5,1} D

Dy

Figura 31 — Representacao local do divisor e .4 com dois pontos triplos nodais, uma
possibilidade

i) A = {{i, K}, U,k o} 0o KY, (oK ) veja a Figura 32:
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D;

{3.1}

Figura 32 — Representacao local do divisor e .4 com dois pontos triplos nodais, outra
possibilidade

Proposicao 6.4.1. o7\ v possui duas componentes conexas.

Demonstracao: O objetivo desta proposicao é “colar”’ as situagcdes locais de
cada ponto triplo utilizando a sequéncia de Mayer-Vietoris para o complexo simplicial
K,z \ /. Considere os conjuntos abertos de .7 dados por

A= {{i}, () (kY Aijh iKY .k Lk
B = {{h Ak} A Uk G0 (K IY Uoko T}
e sejam Ky, Kg 0os complexos simpliciais associados:
Ka = {IViL. IV IVi]} U {IV;, VILIV;, Vi TV}, Vid } U {TVi Vs Vi)
Kg = {lVj]. VK] IVI} U {1V}, VKL IV}, VL TV VT U {TY, Vi Vil
Note que .7 = AU B, logo K, = K4 U Kg. Além disso,
AN B = {{j},{k}, li,k}}

0 que implica
Kan Kg = {[V]I,[Vk]} UA{IV}, Vkl} -
No caso (i) temos A = {{i, k}, {J,k}, {l, k},{i,j,k}, {/',k,l}} e portanto

A= A\ = (i L ARL LR

B' =B\ A = {{j}L, {kL {40} -
Issonosda #' =7\ =AUB,

Ka = {IVILIVIL Ik} U{IV,V]]} e Kg ={[V]IVkl.IVI} U{IV,,Vil} -
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Logo
KA’UB’ = K%/ = KA’ U KB’ e KA’QB’ = KA’ N KB’ = {[Vj], [Vk]} .

Por contas analogas as realizadas anteriormente, como [V}, V]] € K4 decorre
que Z[Vj] = Z[V]], e como [V}, V]] € Kg temos que Z[V]] = Z[V|]; obtemos assim

Ho(Ka) = Z[ Vi1 © Z[ V)] ,
Ho(Kp) = Z[Vj] ® Z[ V(] ,
HO(KA’ N KB’) = Z[Vj] D Z[Vk] .

Usando a Equacgéo (16) obtemos
Ho(Ka) ® Ho(Kp)
Ho(Kay U Kg/) = i
o(Ka UKp) Ho(Ky N Kg')

Substituindo os grupos de homologia ja calculados chegamos a
ZIVil e Z[ V] @ Z[ V] & Z[ V,
[Vil ® Z[Vi] & Z[Vj] ® Z[ V] 7V @ 7V .

Ho(Ky U Kg) =
AR ZIV] & ZIVi]
Portanto, pelo Corolario 5.1.1, K ,»\ .4 = K4 U Kg possui duas componentes conexas

disjuntas, dadas por C; = {[V/],[V].[V]]} e Co = {[Vk]}.
No caso (ii) temos .4 = {{i, Kk}, {),k}, {0, {i,),k}, {j,k,/}} e portanto

A= AN = {11} G KL (i)}
B'= B\ = {{j}. {k}, {1}, {k.I}}

note que %' =\ NV =AUB,
Ka = {IVILIV]IVk]} U{IVi, ViI} e Kg = {[V.IVkL.[Vi]} U {[Vk. Vi}

Logo

KAluB/ = K%/ = KA’ U KB’ e KA’ﬂB’ = KA’ N KB’ = {[V/], [Vk]} .
Como [V;, Vj] € Kar, em Ky temos que Z[Vj] = Z[V]], e como [V, V|] € Kg, em K

temos Z[ V(] = Z[ V]], e portanto
Ho(Ka) = Z[Vj] © Z[ V]

Ho(Kp') = Z[Vj] ® Z[ V]
HO(KA’ N KB’) = Z[Vj] D Z[Vk] .
Novamente, usando a Equacgéo (16) obtemos

Ho(Ka) ® Ho(Kp)
Ho(Ka U Kg/) =
o(Kar UKg/) Ho(Ky N Kg')
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e substituindo os grupos de homologia ja calculados chegamos a
ZIVil & Z[Vi] & Z[Vj] & Z[ V)]
ZIVj] & Z[ V)]
Portanto, pelo Corolario 5.1.1, K ,»\ .4 = K4 U Kg possui duas componentes conexas

disjuntas: Cy = {[Vi].[Vl} e Co = {[V\].[VI]}.
Com isso concluimos que 7 \ .4 ndo é conexo. n

Ho(Ka U Kg)) =

= Z[Vi] © Z[ V]

A Proposigao 6.4.1 nos diz que, da mesma maneira que vamos colando uma
componente nodal através dos pontos triplos (como mostra o Teorema 3.2.1), podemos
também colar as componentes conexas de s# \ .4 ao longo dos pontos triplos.

Uma ultima observacao sobre a colagem das componentes conexas de 77\ .4
€ que poderiamos ter a seguinte situacao: seja .7 como anteriormente e considere
A = {{i,j},{i,k},{i,j,k}} (veja a Figura 33). Entdo neste caso .#" possui apenas um
ponto triplo. Entretanto, como temos {j,k}, {j,/}, {k,I} € 2 (2)\ .4, por calculos analogos
aos anteriores conclui-se que Z[Vj] = Z[Vy] = Z[V)] e portanto {j}, {k},{/} estao na
mesma componente conexa de 7\ 4.

D;j

D; {i, 5} {5,1} D

- m .- -

Figura 33 — Representacao local do divisor e .4~ com um ponto triplo nodal

6.5 COMPONENTES CONEXAS DE K, \ Nod.#

O Teorema a seguir é o objetivo deste trabalho, e devido a sua importancia
apresentamos duas possiveis demonstracdes para ele: a primeira utiliza os resultados
de homologia simplicial descritos neste capitulo, e a segunda utiliza resultados de
paridade, que serdo descritos no Capitulo 7. Ambas as demonstragdes seguem por
indu¢do no nimero n de elementos do conjunto Nod.%.

Seja Nod# = {4,..., 4n} C 5 0 conjunto das componentes nodais ndo inter-
rompidas distintas e seja Kyyq.2 0 complexo simplicial associado. Com os resultados
das secdes anteriores, vamos mostrar o seguinte
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Teorema 6.5.1. o7\ Nod.# tem n+ 1 componentes conexas.

Demonstracao:

Se n=1temos Nod.% = {4} e pela Proposi¢éo 6.4.1 o0 conjunto 7\ .4 possuli
duas componentes conexas.

Se n = 2 temos Nod.# = {47, A5}, com 47 N A5 = (). Pela Proposigéo 6.4.1,
\.4q tem duas componentes conexas, C e C'. Como .41 N4 = () temos que .45 esta
inteiramente contida em uma destas componentes, suponha .#> C C’. Considere dois
pontos triplos, um em cada componente nodal. E possivel encontrar um subconjunto
A = #"'(1) U (2) U #'(3) de # formado por

A (1) = {{i1}, {i}, {ke}, (ko) U1 AN}
A (2) = {{iy, ke, (i, b (ke b (o, ko) i, 1Y, Lk, 1Y}
A" (3) = {{iy, k1, j} {io, ko, 1}

Isto €, J; = {i1, kq,j} € A € Jo = {ip, ko, I} € A5 s@o 0s pontos triplos e observamos
que entre os divisores D; , D;, podem existir outros divisores que tem interse¢ao vazia

com o conjunto Nod.7; veja a Figura 34.

Ny N>

{ ]
{119.7} 1 7

il’kl 7k
L P {e ﬁ"..{l,’@}

{4, ka} .-~ Sunnnmic:
= -
......
.- D, Dy .~

Figura 34 — Representagao local do divisor com duas componentes nodais

Como o conjunto .7 é conexo, existe um 1-caminho y : {i1,k1} < {io,ko} em 7,
de comprimento r > 1 tal que y N Nod.# = (). Note que y liga os pontos triplos J; e Jo.
Seja Sy o conjunto dos elementos de .77°(1) pelos quais y "passa”, isto &, o conjunto dos
indices que aparecem em Sup(y) (ver Definicdo 3.1.2). Pela Proposi¢céo 5.4.1 obtemos
que Sy é conexo. Portanto, basta considerar a situagdo em que r, 0 comprimento de y,
é 1. Istoimplicaiy =ip =i e ky = ko = k, y = ({I, k}). Como .47 N 45 = (), decorre que
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{i,k} ¢ 47 U 5. Portanto,

N1 = {{I’j}!{]s k}’{i!j! k}} c M ;
No = {{i, Nk, I}, {i, k, /}} C M.

Ao conjunto .’ associamos o complexo simplicial K = Ag UA{ U Ay, com

Ag = {IVIL.IV]], VK], IVIL}
Ay = {IVi, Vil Vi, Vi, Vi, Vi1 T3 VL TV VI

Ao = {[V}, Vi, Vi1, 1V}, Vi, Vil -
Temos que K = K4 U Kg em que

Ka = {IViL. [V}, [VkD} UAIV}, ViDL TVGs Vi T Vi Vil
Kg = {IVi], [Vi], IV} ULV}, Vi, Vi, VD, [V, VIS

Note que, Kq N Kg = {[Vil, [Vk]. [V}, Vk]}-
Desta forma, Ky, C Ka e Ky, C Kg. A Proposicao 6.2.1 implica que Hy(Ka \
Kn,) = Z[Vi] ® Z[V]] e Hy(Kg\ Kn,) = Z[Vi] ® Z[V]], e a Proposi¢ao 5.3.1 implica
Ho(Ka N Kp) = Z[V]].
Entdo pela sequéncia de Mayer-Vietoris
Ho(Ka\ Kn,) © Ho(Kg \ Kn,)
Ho(K ' \ Nod.7) = i 2
olfor ) Ho(Ka N Kp)
_zVije ZIVil e Z[Vi] & Z[ V)]
Z1Vvil
= Z[V]] ® Z[Vj] ® Z[ V)]

e obtemos que 7'\ Nod.# possui trés componentes conexas.
Suponha, por indugéo, que se o conjunto Nod.# possui n—1 elementos entéao

Ho(77\ Nod.7) = Z[ V4] ® Z[Vo] & - - - ® Z[Vn] ,

isto &, 7\ Nod.# possui n componentes conexas.

Consideremos agora Nod.# = {47, 45, ,.4n}, em que 4 N N = () para
todo /,j,€ {1,2,..., n}. Repetindo o argumento anterior, tome dois pontos triplos Jy =
{i,j,k} € U}l‘ﬂ Nie do ={i,k, I} € A4, para os quais o 1-caminho y : ({/, k}) n&o cruza
0 conjunto nodal.

Considere o complexo simplicial K,» = K4 U Kg tal que Uf’:ﬂ N CKge Mn C
Kp; desta forma, KanKpg = {[Vi], [Vk].[V;, Vk]} e portanto Hy((KanKpg)\Nod.7) = Z[ V).

Pela Proposi¢édo 6.2.1, temos que Hy(Kg\ Nod.%) = Z[ V] ® Z[V/]. Pela hipbtese
de inducdo Hy(Ka\ Nod.7) = Z[ V] ® Z[ V1] ® Z[ Vo] & - - - & Z/[\V,'] @ - @ Z[Vn]. Entdo
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pela sequéncia de Mayer-Vietoris,
Ho(Ka\UZLT ) & Ho(Kg\ #n)
Ho(Ka N Kp)

Ve 2K @ ZVo] @ - @ Z[V] & - & Z[Va] © Z[V]] @ Z[V]]
) ZIV]]

Vi@ ZIile ZVol & - @ Z[V]] & - - & Z[ V] & Z[ V)]

Ho(K% \ NOng) =

Portanto, v# \ Nod.# possui n+ 1 componentes 0-conexas. [
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7 COMPONENTES NODAIS E PARIDADE

Neste capitulo final faremos o estudo de 7 \ .4 através da paridade de 0-
caminhos em J# com respeito a uma componente nodal fixada .#". Na Sec¢éao 7.1
mostramos que o conjunto de 0-caminhos em 7 pode ser dividido na unido disjunta
de dois subconjuntos: o dos 0-caminhos que cruzam .4~ um numero par e o dos 0-
caminhos que cruzam .4 um numero impar de vezes. Como consequéncia obtemos
que 7\ .4/ tem exatamente duas componentes conexas. E para fechar, na Secao 7.2,
mostramos que se #Nod.# = n entdo 7 \ Nod.7 possui n+ 1 componentes conexas.

7.1 PARIDADE DE 0-CAMINHOS EM 7

Seja ./ uma componente nodal ndo interrompida em . e considere y um
0-caminho em .»# dado pory = ({ip}, {1}, - - -, {is}), com

Sub(y) = {{ip, it} {i1, o}, - - - {is—1, is}} -

Definimos u_, (y) = #(Sub(y) N ./"), isto é, u_4(y) € 0 numero de vezes que y
cruza .#". Note que se y,y’ sdo 0-caminhos entao

Py =Y) =p () +par(y) -
Dado i € I, considere os conjuntos

P 4 (i) = {{j} € (1) | 3 um 0-caminho y : {i} <+ {j} em " com u_4(y) par} ;
Iy (i) = {{j} € #(1) | 3um O-caminho y : {i} > {j} em # com u_ (y) impar} .

Lema7.1.1. P, (i) #0 el (i) #0.

Demonstragao: Para ver que P , (i) # (), basta observar que {i} € P 4 (i). De
fato, o caminho constante y = e = {i} +» {i} é tal que u_4(y) = 0.

Finalmente, para ver que [ 4 (i) # () precisamos considerar dois casos. Se existe
J € Ital que {i,j} € .4, entdo o 0-caminho y = ({},{j}) € tal que u_4(y) = 1, isto &,
{j} € 1 4(i). Se néo existe j € Ital que {i,j} € .4, tome {j/, "} € .#". Entdo temos que ou
j el y(iouj” el (). De fato, se j/ € I ,(i), acabou, (basta considerar o 0-caminho
y {i} < {}). Se j ¢ | 4(i), tome os O-caminhos y = ({{/},{//H ey = {i},- -, {/})
em que Sub(y’) N .4 = (). Observe que p_4(y) = 1 e u_y(y') = 0. Entdo o 0-caminho
Y xy=({i,.... %L {"}) étal que Sub(y’ xy)n .4 ={j,j"}, o que implicau_y (y' *y) = 1.
Portanto, {/"'} € 1 4(i). n

Lema 7.1.2. Sgjamy ey’ dois 0-caminhos em ¢ unindo {i} e {j}. Entdo, o nimero
Uy (Y)—p_y(Y') é par. Em particular, para todo i € I, Py (i) N | 4 (i) = 0.
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Demonstracdo: Sejamy ey’ dois 0-caminhos em .7# unindo {i} e {j}. Como . #
€ simplesmente conexo, existe uma sequéncia finita de homotopias elementares que
transformam y em y’. Portanto basta considerar o caso que y ~ y’ € uma homotopia
elementar. Isto é, podemos assumirquey =6xcxp ey’ =6x¢ xp onde (g,¢') é um
par homotdpico elementar. Como

H(Y) =y ©xexp)=p y(0)+p y(€)+u r(p)
Py ) =p @ xe *p)=p y©6)+u () +py(p)

temos que, u_y (y)—p. 4 (Y') = p_y (€)—p_y ('), portanto é suficiente mostrar que p_y () —
u_y (') € um nGmero par. Lembre-se que (g,¢’) € um par homotdpico elementar nas
seguintes situagdes:
1. e=¢/;
2. = ({it}. {2} {h}) e & = ({i});
3. e=({i1}, {i}) e €’ = ({i1}, {is}, {io}) em que onde ({iy, iz}, {I3, Io}) € um 1-caminho
em 7.
Vamos analisar cada uma delas separadamente. O caso ¢ = £’ é evidente.
Suponha e = ({i1},{io}, {i1}) e ¢’ = ({i1}). Entdo u_,(¢') = 0 (j& que &’ € um caminho
constante) e
{o, se {iy, ip} & N;
Hoy(€) = o
2, sef{ij,b}eN;
Assim, p 4 () —p_y (') = 0 ou 2, e terminamos.
Suponha agora ¢ = ({i1}, {in}) € ' = ({i1}, {ia}, {io}). Denote J = {iy, in, i3} € (3).
Nos interessa a situagdo na qual J € .4, pois se J & .4 temos p_4(¢) = 0 = u_y ().
Temos dois casos a considerar:
A) {i1, b} € /. Neste caso, u 4 (c) = 1. Alem disso, como .#” € uma componente
nodal, temos que

{i,i3} € NV ={ip, iz} & N
ou
{i2,i3} GJV:>{i1,i3} &N .
Em ambos os casos temos p_y (') = 1. Assim, p_y(e) —p_y (') = 0.

B) {iy,io} ¢ .#". Neste casou_4 () =0 e {iy, i3} e {ir, i3} estdo em .4, implicando
que u_y (') = 2. Assim, u_y (&) —p_y (e) = 2.

Lema 7.1.3. Dados i, j € | temos:
1. se{j} e Py (i) entdo P 4 (j) = P 4 (i) el 4 (j) = | 4 (i),
2.se{jfely(iyentao P 4 (j)=1,(i) el 4 () =P y(i).
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Demonstracgao: Isto decorre dos fatos que p_y (y *Y/) = p_4 (y) + s (¥') € que
a soma de pares é par, a soma de impares é par e a soma de par e impar € impar. =

Note que a reciproca do item 1 do Lema 7.1.3 €, evidentemente, valida: de fato,
se P y(j)=P y(i)entdoje P 4(i),umavez queje P 4(j).

O resultado a seguir nos diz que dados dois indices i,j € [ tais que P_y (i) =
P 4 (j), existe um 1-caminho $ ligando {i} a {j} que n&o cruza .#". Portanto, {i} e {j}
estdo na mesma componente conexa de 7 \ .#". Antes, um pouco de notagao.

Considere dois indices i,j € [ tais que P (i) = P 4(j). Suponha que exis-
tam 7',/ e [ tais que {i,/"},{j',j} € .#". Seja W o conjunto dos 1-caminhos w =
(ko, k1, - .., ky) de comprimento u tais que ky = {i,i'}, ku = {//.j} € km € ¥ N H#(2)
paratodo m=0,...,u. Note que nestas condi¢cdes temos u > 1: de fato, se u =0 en-
to existe o 1-caminho w = ({i,j}) € Wj;, ou seja, w C .#". Entdo o 0-caminhoy = ({1}, {/})
étalque u 4 (y) =1, o que implica j € | 4 (/). Absurdo pois estamos supondo j € P (i)
e pelo Lema 7.1.2temos P_y (i) N [ 4 (i) = 0.

Lema 7.1.4. Na situagcéo anterior, existe um 0-caminho 3 em ¢ ligando {i} e {j} tal
que u_y(B) = 0.

Demonstracao: Procedemos por indugdo no comprimento u > 1 de um ele-
mento w € Wj;. Suponha que u = 1: existe 0 1-caminho w = (kg, k1) € Wj; em que
ko ={i,i1} e ky = {i1.,/}. Lembre que ky, ky estdao em .#". Isso implica que {i,j,i{} € A4 e
portanto {/,j} estd em J#(2) mas ndo estd em .#". Entdo 8 = ({/}, {/}) € um 0-caminho
tal que p_y(B) = 0.

Suponha u > 1 e seja w = (kg, k1, Ko, ..., ku) = ({i,i1}, {i1,io}, {in,iz}, ..., {iu.f})-
Como {i,i1},{i1,io} € A, isso implica {i,i1,lo} € ' (3) N A e também {i,ip} ndo esta
em .4 . Portanto existe o 0-caminho o = ({i},{ib}) e p_4(a) = 0. Considere agora o
1-caminho w' = (ko,...,ky) = ({io,i3},...,{iu,j}) de comprimento u— 2. Por indugao,
existe um 0-caminho B’ : ({ix}, {3}, . .., {iu}, {j}) tal que u_4 (B’) = 0. Assim, o 0-caminho

B =axp =i} {ia}, ... {iu} {1})

é tal que p_y(B) = p_y (@) +p. (B') = 0.

|

O resultado a seguir tem o enunciado muito similar ao do Lema 7.1.4, porém

a sutileza é que na situacdo do Lema 7.1.4 a componente nodal .4 passa pelos

divisores {i}, {j} (de fato, estamos supondo que {i,i"}, {/',j} € .#"). Para a Proposig¢éo
abaixo abrimos mao desta hipotese.

Proposicao 7.1.1. Para qualquer {j} € P 4 (i), existe um 0-caminhoy em 5¢ ligando
{i} e{j} tal que u_4(y) = 0.
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Demonstracao: Dado que {j} € P_, (i), existe um 0-caminho y : {i} < {j} tal que
M (y) = 2n, para n € N. Procedemos por indugdo em n. Se n = 0, temos u_,(y) = 0,
n&o ha nada a fazer, y ja € o caminho buscado e o resultado segue.
Se n =1, 0 0-caminho y : {i} « {j}, tem p_4(y) = 2. Portanto, y pode ser
decomposto nos seguintes em trés sub-caminhos:
6:{i} < {iy} com u 4(6)=0;
o :{i} < {igh = (s} ik, - - {ih, {ia}) com  p_y(a) = #{{i, i}, {ia, ia}} = 2 ;
p:{ig} < {} com py(p)=0.
Pelo Lema 7.1.4, existe um 0-caminho o’ : {ij} < {iy} tal que p_4 (&) = 0. Tome o
0-caminho y' : {i} <+ {j} = 6 x a’ x p. Assim
P y) =by () +p (@) +py(p)=0.

Se n> 1, 00-caminhoy : {i} <> {j} é tal que p_y(y) > 2. Escreva

y = (b {ith {iz}, ..., {ig}. {ia}. {is}, - .. {l}: {iz}, (/})
em que {{i1, o}, {is, is}} € .#". Como antes, decompomos y em trés sub-caminhos:
6:{i} < {iy} com u 4 (6)=0;
a: (i} {ig}, ... {ia}, {iah. {is}, ... Uigh {i7}) com p_y(a) =2n>2;
p:{izt & {j} com py(p)=0.

Agora, podemos decompor a em dois sub-caminhos, a = a4 * as, em que

ar t({iih ik}, ... {ish {is}) com p y(aq)=2;
ap 1 ({igh {is}, ... . {ie} {iz}) com p y(ap)=2n-2=2(n—-1).

Pelo Lema 7.1.4, existe 0-caminho o : {i1} « {is} tal que p_4(c’}) = 0, e por hipétese
de indugao existe um 0-caminho o, : {is} < {i7} tal que p 4 (a5) = 0. Portanto o O-
caminho o = o * o} : {i1} + {i7} ndo cruza a componente nodal, isto &, u 4 (') = 0.
Finalmente, y/ = 6 x o x p : {i} <> {j} é um 0-caminho ligando {i} a {j} tal que

B ) =p () +p @) +p y()=0.

Observacao 2. Como consequéncia da Proposicdo 7.1.1 temos que se {j} € [ 4 (i),
existe um O-caminho vy : {i} <> {j} em 7 tal que u_,(y) = 1.

De fato, para verificar isso considere J = {iy, i} € .# qualquer. Assuma sem
perda de generalidade que {i1} € P 4 (i), entdo {ib} € | 4 (i) = P 4 (j) e existem dois
0-caminhos o : {i} <> {ij} com u 4 (o) =0, e p : {i} < {j} com u_4(p) = 0. Portanto,
y =0 * ({i1},{ix}) * p € um 0-caminho ligando {/} a {j} com

p(y) =y )+ (({ig}, (i) +p () =1 .
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Corolario 7.1.1. Dado qualqueri € I, P 4 (i) e | 4 (i) sdo 0-conexos em 5\ N .

Demonstracao: Dados {i},{j} € P 4 (i), pela Proposi¢do 7.1.1 existe um O-
caminhoy : {i} +» {j} tal que u_4(y) = 0; isso mostra que P _, (i) € 0-conexo e n&o cruza
N, ou seja, é 0-conexo em 7\ 1.

Por outro lado, do Lema 7.1.1 temos que [ 4 (i) # 0; tome {j} € | ,(i). Do Lema
7.1.3 temos que [ 4 (/) = P _4(j) e portanto, como visto acima, / 4(/) € 0-conexo em
TO\NN. n

Corolario 7.1.2. Dado qualqueri € |,
(1) =Py () ULy (7).

Demonstracao: Dado j € s7(1) distinto de /, existe 0-caminhoy : {i} +> {j} (pois
(1) € 0-conexo). Entdo se u 4 (y) =2n,temos j € P 4 (i) e sepu 4(y) =2n+ 1, temos
J e Ly(i). n

Note que, como pelo Lema 7.1.1 P (i) e | 4 (i) s&o n&o vazios, e pelo Lema
712 P 4(i)yn 1 4 (i) = 0, concluimos do Corolario 7.1.2 que estes conjuntos sdo com-
ponentes conexas de 7(1).

Dado i € [, sejam

P (P 4 (i)) = 0 conjunto das partes de P _ (/)

P(l 4 (i)) = o conjunto das partes de [ (i)

e denote
P ()= P(Py(i)) N A,

F (i) = P(Ly () N A

Como consequéncia do Lema 7.1.1 temos que P (/) # D e I, (i) # 0, e pelo Lema
7.1.2 obtemos P_’/V(i) N I_’/V(i) = (). Além disso, pelo Corolario 7.1.1 temos o

Corolario 7.1.3. Dado qualqueri € I, PLV(i) e If/V(i) sdo 0-conexos em 7\ N .
Finalmente, como consequéncia do Corolario 7.1.3 obtemos o

Teorema 7.1.1. Dado qualqueric I, P’ (i) el (i) sdo as componentes conexas de
FO\NN.

7.2 COMPONENTES CONEXAS DE 77\ Nod.#

Seja Nod.# = {13, ...,#p} 0 conjunto das componentes nodais nao interrompi-
das (distintas). Com os resultados da secao anterior, vamos mostrar o seguinte

Teorema 7.2.1. J#\ Nod.% tem n+ 1 componentes conexas.
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Demonstracao: Se n =1, Nod.# = {_#} entdo pelo Teorema 7.1.1 7\ ¥
possui duas componentes conexas, a saber, Pf/V(i) e ILV(i) para algum i € /.

Se n=2, Nod.7 = {47, #}; note que pelo Teorema 3.2.1 temos 4] N A5 = (),
como na Figura 34. Tome i € | qualquer; pelo Teorema 7.1.1 0s conjuntos PL%(/) e
IL%(i) s&o componentes conexas de 7\ 43.

Agora, temos que 45 C J \ .47; suponhamos sem perda de generalidade
que A5 C I;%(i). Pelo Teorema 7.1.1, temos que PL%(/) e I;Vz(i) sdo as componentes
conexas de 7\ .45. Logo, os conjuntos

P2, 30) = Py (i) N 1y (i)

By =1, ()0 1y (i)
sd0 as componentes conexas de I(’/V1 (N\ 5.

Assim,
A \Nod.F = P, (i) U P2, () U 12, (i)

possui trés componentes conexas.
O argumento por indugéo funciona da mesma forma. Suponha que Nod.# =
{1, N2, .., N1} em queJﬁmJj:(Z), paratodo i,j € {1,2,--- ,n—1}. Dadoum i€ /
temos que
A \Nod.F = P, (i) UP5 () U---UPT (VU IT (i) . (17)

Seja agora Nod.# = {47, A5, --- , An} (como antes, disjuntas) e tome i € /. Pelo
Teorema 7.1.1, P%(i) e I%(i) sdo0 as componentes conexas de 7 \ 4. Suponha que
para € \{H1,..., 451} tenhamos a particAo como em (17) e suponha também, sem
perda de generalidade, que 5 C I%L (i). Entéo,

A\Nod.Z = P, (i) U P2, (i) U---U P (i) U Py (i) U I (i)

possui n+ 1 componentes conexas. m
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