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RESUMO

O problema de inclusão no envoltório convexo consiste em determinar se um ponto pode
ser escrito como combinação convexa de um conjunto finito de pontos dados, isto é, se tal
ponto pertence ao envoltório convexo dos dados pontos. Este é um problema de decisão com
importantes aplicações em geometria computacional e em fundamentos de programação
linear. Neste trabalho, propomos o uso de métodos de otimização de primeira ordem para
resolver o problema. Mostramos que métodos do tipo Frank-Wolfe e gradiente projetado,
quando equipados com novos critérios de parada, são eficazes para tal problema de deci-
são, e apresentam desempenho favorável em relação a um algoritmo recente específico ao
problema, chamado Algoritmo do Triângulo. Discutimos as conexões entre este algoritmo
e Frank-Wolfe, mostrando que o primeiro pode ser interpretado como um Frank-Wolfe
inexato. Apesar dessa semelhança, o Algoritmo do Triângulo é fortemente baseado em
um teorema de alternativas conhecido como dualidade de distâncias. Usando tal teorema,
desenvolvemos novos critérios de parada para métodos do tipo Frank-Wolfe e gradiente
projetado, especializando-os para o problema de inclusão. Reportamos experimentos numé-
ricos executados em exemplares artificiais, cuidadosamente gerados para cobrir diferentes
cenários, que indicam qual algoritmo é preferível de acordo com a geometria do envoltório
convexo e a posição relativa do ponto a ser consultado. No que diz respeito a aplicações
potenciais, apresentamos dois exemplos ilustrativos, um relacionado a problemas de viabi-
lidade de programação linear e outro relacionado a problemas de classificação de imagem.
Além disso, também consideramos uma reformulação do problema na qual o ponto a ser
consultado é a origem e os pontos do conjunto dado têm norma um. Investigamos uma
propriedade que, quando satisfeita a cada iteração, permite melhorar a complexidade de
iteração do Algoritmo do Triângulo. Introduzimos uma heurística que busca favorecer a
ocorrência de tal propriedade e resultados numéricos preliminares atestam sua efetividade.

Palavras-chave: Otimização Convexa; Métodos do tipo Frank-Wolfe; Algoritmo do Tri-
ângulo; Problema de inclusão no envoltório convexo.



ABSTRACT

The convex hull membership problem consists in deciding whether a point can be written as
a convex combination of a finite set of given points, that is, whether such a point belongs to
the convex hull of the given points. This is a decision problem with important applications
in computational geometry and in foundations of linear programming. In this work we
propose the use of first-order optimization methods to solve this problem. We show that,
Frank-Wolfe type methods and Projected Gradient methods, when equipped with new
stopping criteria, are effective for such a decision problem and perform favorably against
a recent problem-specific algorithm called Triangle Algorithm. We discuss the connections
between this algorithm and Frank-Wolfe, showing that the former can be interpreted as
an inexact Frank-Wolfe. Despite this similarity, the Triangle Algorithm is strongly based
on a theorem of alternatives known as distance duality. By using this theorem, we devise
new stopping criteria integrated for Frank-Wolfe type and Projected Gradient methods,
specializing them to the membership decision problem. We report numerical experiments
on artificial instances, carefully designed to cover different scenarios, that indicate which
algorithm is preferable according to the geometry of the convex hull and the relative
position of the query point. Concerning potential applications, we present two illustrative
examples, one related to linear programming feasibility problems and another related
to image classification problems. Furthermore, we also consider a reformulation of the
problem in which the query point is the origin and the points of the given set have norm
one. We investigated a property that, when satisfied at each iteration, allows us to improve
the iteration complexity of the Triangle Algorithm. We introduce a heuristic that seeks
to favor the occurrence of such a property and preliminary numerical results corroborates
its effectiveness.

Keywords: Convex Optimization; Frank-Wolfe-type methods; Triangle Algorithm; Con-
vex hull membership problem.
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1 INTRODUÇÃO

Seja A := {v1, v2, . . . , vn} ⊂ Rm e considere um ponto p ∈ Rm. O problema de
inclusão no envoltório convexo (ou CHMP, do inglês convex hull membership problem)
consiste em decidir se p ∈ conv(A), em que conv(A) denota o envoltório convexo de
A. Este problema está relacionado a conceitos fundamentais em programação linear e
encontra aplicações importantes em geometria computacional [13, 37, 53].

Na literatura há métodos específicos para resolver o CHMP, dentre os quais podemos
destacar Quick Hull [3], Graham’s Scan [28] e um recente algoritmo proposto por Kalantari
[37] inspirado em ideias geométricas, ao qual chamaremos de Algoritmo do Triângulo (ou
TA, do inglês Triangle Algorithm).

Diferente dos dois primeiros, que normalmente são usados em dimensão 2 ou 3, o
Algoritmo do Triângulo pode ser aplicado para problemas em qualquer dimensão finita.
Em termos de complexidade de iteração, Kalantari [37, Theorem 9] mostrou que o TA
encontra um ponto pε ∈ conv(A) a distância no máximo ε de p, ou determina que
p /∈ conv(A), em O(1/ε2) iterações. Este algoritmo também foi empregado com sucesso
para resolver outros problemas importantes relacionados ao CHMP. Por exemplo, [39]
considerou o problema mais geral de separação de dois conjuntos convexos compactos
(CHMP é um caso especial, quando um dos conjuntos é um único ponto). Mais ainda, em
[2] foi mostrado que aplicando o TA diversas vezes, é possível enumerar todos os pontos
extremos do envoltório convexo, mesmo que em dimensões grandes. Para outros trabalhos
recentes envolvendo o Algoritmo do Triângulo, veja [38, 40, 41, 43].

É interessante mencionar que o Algoritmo do Triângulo explora um teorema de
alternativas, chamado de dualidade de distâncias:

• ou bem para todo p′ ∈ conv(A), existe vj ∈ A tal que d(vj , p) ≤ d(vj , p
′);

• ou então existe p′ ∈ conv(A) tal que o hiperplano bissetor ortogonal ao segmento
que une p′ a p separa p de conv(A).

Por outro lado, também é possível abordar o CHMP através de modelos de pro-
gramação linear e quadrática. Definindo A := [v1 v2 · · · vn] ∈ Rm×n como a matriz na
qual cada coluna é um dos n pontos de A, podemos ver que p ∈ conv(A) se e somente
se p é uma combinação convexa das colunas de A. Seja e ∈ Rn o vetor com todas as
componentes iguais a um. Podemos descrever formalmente o problema de inclusão no
envoltório convexo como o seguinte problema de decisão:

Existe algum x ∈ Rn tal que Ax = p, eTx = 1, x ≥ 0? (1)

O problema (1) é um problema de factibilidade de programação linear cuja resposta
afirmativa garante p ∈ conv(A). Tal problema de factibilidade também pode ser resolvido
pelo seguinte problema de programação quadrática

min
x∈∆n

1
2∥Ax− p∥

2, (2)
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em que ∆n := {x ∈ Rn | eTx = 1, x ≥ 0} é o simplex unitário em Rn. Claramente,
p ∈ conv(A) quando o valor ótimo de (2) é zero. Além disso, se x é um ponto viável de
(2), então y := Ax ∈ conv(A). Portanto, outra possível formulação é dada por

min
y∈Rm

1
2∥y − p∥

2

s. a y ∈ conv(A),
(3)

que atinge um valor ótimo zero se, e somente se, p ∈ conv(A).
As formulações (1), (2) e (3) mostram que podemos resolver o CHMP com méto-

dos clássicos de programação linear ou quadrática. Com a formulação (2), por exemplo,
podemos utilizar métodos do tipo gradiente projetado [29, 30, 48, 56], uma vez que a
projeção no simplex unitário pode ser calculada em O(n log n) [16], ou seja, em tempo
computacional razoável.

Já para resolver o problema (3), métodos do tipo Frank-Wolfe (FW) [15, 23, 35, 45]
(conhecidos também como métodos de gradiente condicional), se mostram mais adequados,
podendo ser aplicados com custo por iteração de O(mn).

Tendo em perspectiva estes últimos métodos, os quais fazem uso de informações de
derivadas de primeira ordem, é que esta tese é desenvolvida, utilizando as características
geométricas do CHMP e do TA a fim de torna-los mais eficazes para o problema de
inclusão no envoltório convexo. As contribuições que trazemos são resumidas a seguir.

Na primeira contribuição deste trabalho investigamos como métodos de primeira
ordem, como os métodos de Frank-Wolfe e Gradiente Projetado podem ser empregados
para resolução eficiente do CHMP. Mais especificamente:

(i) Estudamos as semelhanças entre Frank-Wolfe e o TA: trabalhos anteriores so-
bre o Algoritmo do Triângulo [37, 39] mencionam brevemente o uso do método
de FW para CHMP e contrastam seu mecanismo de iteração com o do pri-
meiro. Mostramos que FW com um critério de parada baseado na dualidade
de distâncias (útil no caso p /∈ conv(A)) pode ser interpretado como uma ver-
são gananciosa do TA: tal versão é equivalente a um algoritmo atribuído a
von Neumann, como comunicado por [18]. Mais ainda, mostramos que o Algo-
ritmo do Triângulo é um método tipo Frank-Wolfe, com resolução inexata dos
subproblemas.

(ii) Com base nessa relação, propomos novas variantes do TA, bem como variantes
de Frank-Wolfe que aproveitam a dualidade de distâncias.

(iii) Propomos utilizar da dualidade de distâncias para criar critérios de parada
adequados para métodos tipo Frank-Wolfe e outros métodos de primeira ordem,
como o gradiente projetado, a fim de torna-los eficientes para a resolução do
CHMP.
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(iv) Comparamos o desempenho das novas variantes com suas versões clássicas e
outros métodos de primeira ordem, como métodos de gradiente projetado es-
pectral [8, 9], por meio de experimentos numéricos cuidadosamente planejados,
os quais cobrem não apenas cenários favoráveis, mas também adversários para
os algoritmos, indicando em qual situação um algoritmo é preferível a outro.
Salientamos que trabalhos anteriores [2, 47] relatam experimentos numéricos
comparando o TA com Frank-Wolfe, porém critérios de parada especializados
para CHMP não foram usados para FW. Visando uma comparação justa, in-
tegramos o FW (e os demais métodos de primeira ordem) com critérios de
parada especializados. Além disso, até onde sabemos, nenhum desses trabalhos
considerou os métodos Away-Step Frank-Wolfe (ASFW) [35, 45] e Gradiente
Projetado nos experimentos computacionais.

(v) Apresentamos duas potenciais aplicações que envolvem a resolução de um
CHMP: problemas de factibilidade em programação linear e problemas de clas-
sificação de imagens.

Estes resultados foram publicados recentemente no periódico European Journal of
Operational Research, pela autora desta tese e seus orientadores [22].

Na segunda contribuição deste trabalho, a qual esta em fase de preparação para ser
submetido para publicação, consideramos um problema equivalente ao CHMP, conhecido
como CHMP esférico. Seja S := {s1, . . . , sn} ⊂ Rm tal que ∥si∥ = 1, para todo i = 1, . . . , n.
O CHMP esférico consiste em determinar se a origem, isto é, p = 0 ∈ Rm pertence a
conv(S).

Em [42], foi provada a equivalência entre CHMP e CHMP esférico e proposto um
TA específico para o segundo. Assim como a versão clássica, tal algoritmo também tem a
mesma complexidade de iteração de O(1/ε2) para encontrar uma solução aproximada para
o problema (i.e., encontrar pk ∈ conv(S) tal que ∥pk∥ < ε ou determinar que 0 /∈ conv(S)).
Porém, sob hipóteses adicionais, em particular se cada iteração do TA satisfizer uma certa
propriedade (veja Capítulo 4), é possível melhorar a complexidade de iteração para O(1/ε).

Buscamos então desenvolver um procedimento heurístico, a ser integrado no Algo-
ritmo do Triângulo, capaz de favorecer a ocorrência de tal propriedade a cada iteração.
Em experimentos numéricos preliminares tal heurística mostrou-se efetiva. Em verdade,
em todos os testes realizados, sempre que acionada, a heurística retornou um novo iterado
cumprindo a propriedade desejada. Deixamos assim a corretude do procedimento proposto
como uma conjectura.

Esta tese está organizada da seguinte forma. No Capítulo 2 apresentamos notações e
conceitos preliminares sobre convexidade e otimização contínua que serão úteis no decorrer
do texto. O Capítulo 3 traz a primeira parte da contribuição deste trabalho, mostrando
como métodos de otimização de primeira ordem podem ser eficientes para o problema de
decisão CHMP. No Capítulo 4, apresentamos uma formulação equivalente para o problema
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de inclusão no envoltório convexo, proposta por Kalantari e Zhang [42], assim como uma
variante do algoritmo do Triângulo para tal caso. Além disso, propomos uma heurística
para acelerar essa variante e exibimos experimentos numéricos para validar esta nova
proposta. Conclusões e perspectivas futuras são encontradas no Capítulo 5.
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2 PRELIMINARES

Neste capítulo serão apresentados alguns conceitos, resultados teóricos e algoritmos
que são utilizados ao longo deste trabalho. Tal conteúdo é sobretudo baseado nas referências
[5, 7, 33, 52]. Quanto a notações, denotamos por e ∈ Rn o vetor com todas as componentes
iguais a um, por vT p o produto interno Euclidiano entre os vetores v, p ∈ Rm e por
∥ · ∥ sua norma induzida. Também denotamos a distância Euclidiana entre v e p como
d(v, p) := ∥v− p∥, a bola centrada em v com raio ρ como Bρ(v) := {p ∈ Rm | d(v, p) < ρ}
e a combinação convexa ou segmento entre v e p como [v, p]. Para indicar a ordem de
complexidade, seja de convergência ou de iteração, utilizamos O.

2.1 NOÇÕES DE CONVEXIDADE

Nessa seção trazemos algumas definições e resultados sobre convexidade de forma
extremamente sucinta, o suficiente para o desenvolvimento de resultados posteriores deste
trabalho. Para um tratamento didático, mais detalhado e com exemplos, veja [7, 33, 52].

Definição 2.1. Um subconjunto não-vazio C ⊂ Rm é dito um conjunto convexo quando
para quaisquer x, y ∈ C tem-se que

αx+ (1− α)y ∈ C, ∀α ∈ [0, 1].

Definição 2.2. Sejam v1, v2, . . . , vn e v vetores de Rm. Quando v =
n∑

i=1
αivi, com αi ≥ 0,

para i = 1, . . . , n, dizemos que v é combinação cônica dos vetores v1, v2, . . . , vn.

Definição 2.3. Sejam v1, v2, . . . , vn e v vetores de Rm. Quando v =
n∑

i=1
αivi, com

αi ≥ 0, para i = 1, . . . , n, e eTα = 1, dizemos que v é combinação convexa dos veto-
res v1, v2, . . . , vn.

Definição 2.4. Seja A = {v1, v2, . . . , vn} um conjunto finito de pontos. O conjunto de
todas as combinações convexas de qualquer número de elementos de A é denominado
envoltório convexo, casca convexa ou fecho convexo do conjunto A, o qual será denotado
por conv(A).

É possível mostrar que conv(A) é o menor conjunto convexo que contém A (como
ilustrado na Figura 1), ou equivalentemente, a intersecção de todos os conjuntos convexos
que contêm A. Para mais detalhes, veja [7, Appendix B].

Definição 2.5. Seja C um conjunto convexo. Dizemos que v é um ponto extremo de C,
se v não pode ser escrito como combinação convexa de outros elementos de C.
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(a) Pontos de A. (b) Representação geométrica do conv(A).

Figura 1 – Ilustração de Envoltório Convexo.

Definição 2.6. Seja C ⊂ Rm um conjunto convexo não-vazio. Uma função f : C → R é
dita convexa se para quaisquer x, y ∈ C:

f(αx+ (1− α)y) ≤ αf(x) + (1− α)f(y), ∀α ∈ [0, 1].

Na inequação acima, se valer a desigualdade estrita, para todo x ̸= y e α ∈ (0, 1),
então dizemos que f é estritamente convexa.

Proposição 2.7 ([7, Proposition B.3]). Sejam C ⊂ Rm um conjunto convexo não-vazio
e f : Rm → R uma função diferenciável em Rm. A função f é convexa sobre C se, e
somente se,

f(y) ≥ f(x) +∇f(x)T (y − x) ∀x, y ∈ C.

Definição 2.8. Seja C ⊂ Rm um conjunto convexo não-vazio. Uma função f : C → R,
diferenciável em Rm, é dita fortemente convexa se existe µ > 0 tal que, para quaisquer
x, y ∈ C:

f(y) ≥ f(x) +∇f(x)T (y − x) + µ

2∥y − x∥
2.

Teorema 2.9 (Teorema da Projeção [7, Proposition 2.1.3]). Seja C ⊂ Rm um conjunto
não-vazio, convexo e fechado.

(a) Para todo x ∈ Rm, existe um único elemento PC(x) ∈ C (chamado de projeção de
x em C) tal que ∥PC(x)− x∥ ≤ ∥z − x∥,∀z ∈ C.

(b) Dado qualquer x ∈ Rm, z = PC(x) se, e somente se,

(y − z)T (x− z) ≤ 0, ∀y ∈ C.

(c) A aplicação PC(·) é contínua e não expansiva, isto é

∥PC(x)− PC(y)∥ ≤ ∥x− y∥ , ∀x, y ∈ Rm.

(d) Dado x ∈ Rm, para todo y em C temos que ∥y − PC(x)∥ ≤ ∥y − x∥.



Capítulo 2. Preliminares 16

Definição 2.10. Um hiperplano em Rm é um conjunto da forma {x ∈ Rm | aTx = b},
em que a ∈ Rm, a ̸= 0, e b ∈ R. Os conjuntos {x ∈ Rm | aTx ≥ b}, {x ∈ Rm | aTx ≤ b},
são chamados de semi-espaços associados ao hiperplano.

Definição 2.11. Um subconjunto de Rm que pode ser expresso como a interseção de um
número finito de semi-espaços é chamado de poliedro.

Teorema 2.12 (Teorema do Hiperplano Separador [7, Proposition B.13]). Seja C ⊂ Rm

um conjunto não-vazio, convexo e fechado e x /∈ C. Então existe um vetor a ∈ Rm \ {0}
tal que

aT y > aTx, ∀y ∈ C.

O Teorema 2.12 nos diz que dado um conjunto convexo fechado C e um ponto x /∈ C,
existe um hiperplano que separa estritamente x do conjunto C. Não é difícil mostrar que o
hiperplano {y ∈ Rm | aT y = β}, em que a := PC(x)−x e β := (PC(x)−x)TPC(x), além
de separar x de C, tangencia C em PC(x): a este hiperplano damos o nome de hiperplano
suporte.

2.2 NOÇÕES DE OTIMIZAÇÃO NÃO-LINEAR

A seguir apresentamos definições e resultados fundamentais em otimização contí-
nua não linear suave. Novamente tais conceitos serão apresentados de maneira bastante
resumida; para mais detalhes recomendamos [7, 48].

Chamamos de problema geral de otimização não-linear:

min
x

f(x)

s. a h(x) = 0,
g(x) ≤ 0,

(5)

em que f : Rm → R, h : Rm → Rn, g : Rm → Rp, são funções continuamente diferenciá-
veis. Seja C = {x ∈ Rm | h(x) = 0, g(x) ≤ 0}. Qualquer ponto x ∈ C é chamado de ponto
factível (ou viável) de (5).

Definição 2.13. Um ponto x ∈ C é dito minimizador local de f em C, se existe ε > 0 tal
que f(x) ≤ f(y) para todo y ∈ C satisfazendo ∥x− y∥ ≤ ε. Um vetor x ∈ C é chamado
de minimizador global de f em C se f(x) ≤ f(y) para todo y ∈ C.

Definição 2.14. Seja x̄ um ponto factível para (5). Uma restrição gj(x) ≤ 0, para
j = 1, . . . , p é dita restrição ativa em x̄ quando gj(x̄) = 0. Se gj(x̄) < 0, dizemos que a
restrição é inativa.

Denotamos por I(x) ⊂ {1, . . . , p} o conjunto de índices das restrições de desigual-
dade ativas em x, i.e., I(x̄) = {j ∈ {1, . . . , p} | gj(x̄) = 0}.
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Definição 2.15. Considere o problema (5). Dizemos que o ponto factível x é regular se
{∇hi(x)}ni=1 ∪ {∇gj(x)}j∈I(x) é um conjunto linearmente independente.

Para o problema geral de otimização não-linear, minimizadores locais que satisfazem
certas condições de regularidade devem cumprir as conhecidas condições de Karush-Kuhn-
Tucker (KKT), as quais iremos apenas enunciar abaixo.

Teorema 2.16 (Condições KKT [7, Proposition 3.3.1]). Seja x minimizador local de (5).
Se x é regular, então existem λ ∈ Rn, µ ∈ Rp

+ tais que
∇f(x) +

n∑
i=1

λi∇hi(x) +
p∑

j=1
µj∇gj(x) = 0

µjgj(x) = 0, j = 1, . . . , p

h(x) = 0, g(x) ≤ 0.

Uma discussão detalhada sobre condições KKT, outras condições de regularidade
e demonstrações do resultado acima podem ser encontradas em [7, 48, 52].

A definição a seguir é de extrema importância para motivação dos algoritmos que
serão apresentados na próxima seção e para alguns resultados teóricos que veremos a
seguir.

Definição 2.17. Considere o problema (5) e x ∈ C. Dizemos que d ∈ Rm é uma direção
factível a partir de x, se existe γ > 0 tal que x+γd ∈ C, ∀γ ∈ [0, γ). Dizemos que d é uma
direção de descida para f a partir de x se existe ε > 0 tal que f(x+γd) < f(x), ∀γ ∈ (0, ε].

Sendo assim, se x⋆ ∈ C é minimizador local de (5), então não existe direção d ∈ Rm

factível e de descida. Uma condição suficiente para que dk seja uma direção de descida é
a do próximo resultado.

Proposição 2.18 ([24, Proposição 4.1]). Seja f : Rm → R uma função continuamente
diferenciável. Se ∇f(xk)T dk < 0, então dk é direção de descida para f a partir de xk.

Considere o problema (5), com xk ∈ C e dk direção factível e de descida. Métodos
de busca linear em direções factíveis (e de descida) determinam o iterado seguinte como
xk+1 = xk + γkdk, fazendo uma escolha adequada do tamanho de passo γk. Há várias
estratégias para escolher o tamanho de passo γk satisfazendo f(xk + γkdk) < f(xk),
entre eles: passo fixo, busca linear exata, busca de Armijo, backtracking e estratégias de
interpolação [7, 34]. A seguir apresentamos sucintamente duas maneiras que são utilizadas
mais adiante nesta tese.

A primeira maneira é escolher um tamanho de passo que diminui a cada iteração
k, ou seja, que converge para 0, isto é, γk → 0. No entanto, ao utilizar esse método
precisamos que

∑∞
k=0 γk =∞ para termos garantia de convergência[7, Section 1.2].
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Outra estratégia presente na literatura e que iremos utilizar é a busca linear exata
que consiste em escolher, garantindo xk + γkdk ∈ C,

γk = arg min
γ>0

ϕ(γ), (7)

em que ϕ(γ) = f(xk + γdk). Esse valor de γk é o melhor possível, no sentido de que
no ponto correspondente obtemos o menor valor de f entre todos os pontos de forma
xk + γ̂kdk, γ̂ ≥ 0, e que pertencem a C. Em geral, resolver (7) pode ser difícil [34, Seção
3.1], mas há casos que isso pode ser feito de maneira eficiente.

Por exemplo, considere f(x) = 1
2x

TQx − qTx, em que Q ∈ Rn×n é uma matriz
simétrica definida positiva1 e q ∈ Rn. Encontrar o minimizador global de ϕ(γ) equivale a
encontrar γk tal que ϕ′(γ) = ∇f(xk +γdk)T dk = 0. Usando o fato de que ∇f(x) = Qx−q
e que Q é uma matriz definida positiva, temos que γk que satisfaz (7) é dado por:

γk = −∇f(xk)T dk

dT
kQdk

.

Ao aplicarmos os resultados desta seção para o caso em que o conjunto C é convexo,
temos algumas especificações interessantes, as quais elucidamos na próxima seção.

2.3 OTIMIZAÇÃO SOBRE CONJUNTOS CONVEXOS

Os problemas de otimização que trataremos nessa tese, em sua maioria, terão o
formato

min
x∈Rm

f(x)

s. a x ∈ C
(8)

em que C ⊂ Rm é não-vazio, fechado e convexo, e f : Rm → R é uma função continuamente
diferenciável com gradiente L-Lipschitz, isto é, ∥∇f(x)−∇f(y)∥ ≤ L ∥x− y∥, para todo
x, y ∈ Rm, com L ≥ 0.

Perceba que o problema (5) pode ser descrito por (8), em que C = {x ∈ Rm |
h(x) = 0, g(x) ≤ 0}, desde que as funções hi(x) sejam afins e as funções gj(x) sejam
convexas.

Ao minimizar uma função continuamente diferenciável sobre um conjunto convexo,
podemos deduzir a seguinte condição necessária de otimalidade.

Teorema 2.19 ([7, Proposition 2.1.2]). Sejam C ⊂ Rm, não-vazio, convexo e fechado,
f : Ω→ R uma função continuamente diferenciável em um aberto Ω contendo C. Se x⋆ é
minimizador local de f em C, então:

∇f(x⋆)T (x− x⋆) ≥ 0, ∀x ∈ C. (9)
1 Uma matriz simétrica Q é definida positiva se xT Qx > 0, para todos vetores não nulos x ∈ Rn [7].
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Observação 2.20. Se f é convexa, a condição acima assegura que x⋆ é um minimizador
global de f em C.

Inspirado no Teorema 2.19, dizemos que x⋆ é um ponto estacionário para (8) se
para x⋆ ∈ C se verifica (9). Perceba que esta definição de estacionariedade implica que a
partir de x⋆ ∈ C não existe direção factível e de descida.

Observação 2.21. O Teorema 2.19 apresenta condições necessárias e suficientes para um
problema de otimização convexa suave (ou seja, quando C é convexo e f é diferenciável e
convexa). Além disso, as propriedades de projeção dadas pelo Teorema 2.9 nos permitem
demonstrar que um ponto x⋆ é estacionário para (8) se, e somente se, x⋆ = PC(x⋆ −
λ∇f(x⋆)) para λ > 0 [7, Section 2.3.1]. Este resultado será importante para métodos de
gradiente projetado.

2.3.1 Métodos do tipo Frank-Wolfe

Nessa seção revisamos métodos do tipo Frank-Wolfe (FW) [15, 23, 35, 45] (conheci-
dos também como métodos de gradiente condicional), que fazem uso de um oráculo linear
em sua iteração. Por oráculo linear, queremos dizer que minimizamos um funcional linear
restrito a C para determinar o novo iterado. Esses métodos são de primeira ordem, ou
seja, resolvem o problema (8) fazendo uso apenas da primeira derivada da função f .

O método de FW clássico está presente na literatura para solucionar o problema (8),
no caso em que f é convexa e continuamente diferenciável e C é um conjunto não-vazio,
convexo e compacto. Além disso, nessa seção veremos uma versão “acelerada” de FW,
denominada Away Step Frank-Wolfe (ASFW). A partir daqui consideremos que f de (8)
é uma função continuamente diferenciável com gradiente L-Lipschitz e convexa.

2.3.1.1 Frank-Wolfe

O método de FW clássico, que está sintetizado no Algoritmo 1, tenta resolver o
problema (8) com f convexa, através de uma sequência de subproblemas da forma

min
x∈Rm

∇f(xk)T (x− xk)

s. a x ∈ C,
(10)

em que xk denota o iterado corrente. O subproblema (10) é inspirado em uma aproxi-
mação linear da função objetivo em torno de xk. Perceba que no caso de C ilimitado, o
subproblema (10) pode não ter solução. Assim, assumiremos que C além de convexo, é
também compacto2. Se x̄k denota uma solução de (10), a direção dk := x̄k − xk é uma
direção factível e de descida para f a partir de xk, e o método de FW prossegue com o
novo iterado dado por xk+1 = xk + γkdk em que γk ∈ (0, 1].
2 No problema de inclusão que estamos interessados, conv(A) é sempre convexo e compacto, já que A é

formado por uma quantidade finita de pontos.
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Uma das principais vantagens desse método é que o subproblema (10), em muitos
casos, admite uma fórmula fechada, ou ainda tem um custo computacional menor do que
resolver subproblemas quadráticos (como é o caso dos métodos do gradiente projetado
[48] e do gradiente proximal [50]) [35]. Um exemplo disso é quando C = ∆m := {x ∈ Rm |
eTx = 1, x ≥ 0}, pois nesse caso, uma solução para (10) é dada por

x̄k = ei, i ∈ arg min
1≤i≤m

(∇f(xk))i,

que pode ser calculado em O(m) operações, enquanto a projeção sobre esse conjunto tem
custo de O(m logm) [16].

Além disso, em casos particulares, por exemplo quando C = conv(A), FW mantém
as iterações como combinações convexas de poucos pontos de A, o que é uma característica
interessante em problemas que requerem soluções esparsas [14].

Algoritmo 1: Frank-Wolfe
Dados: x0 ∈ C, ϵ > 0

1 para k = 0, 1, 2, . . . faça
2 Encontre xk ∈ arg min{∇f(xk)T (x− xk) | x ∈ C}.
3 dk ← xk − xk.
4 se ∇f(xk)T dk ≥ −ϵ então
5 pare
6 fim
7 Determine o tamanho de passo γk ∈ (0, 1]
8 xk+1 ← xk + γkdk

9 fim

Vejamos agora alguns resultados sobre taxa de convergência (global) e complexidade
de iteração de FW. Seja x⋆ uma solução de (8). Como f é convexa e diferenciável, temos
que

h(xk) := f(xk)− f(x⋆) ≤ −∇f(xk)T (x⋆ − xk) ≤ −min
x∈C
∇f(xk)T (x− xk) =: g(xk),

ou seja, g(xk) fornece um limite superior para o gap primal h(xk), a cada iteração do
Algoritmo 1, mesmo não conhecendo o valor ótimo f(x⋆) explicitamente. Isto justifica o
critério de parada no passo 4.

Mais ainda, como f tem gradiente Lipschitz com constante L > 0, temos que

f(xk+1) = f(xk + γkdk) ≤ f(xk) + γk∇f(xk)T dk + L

2 γ
2
k∥dk∥2

≤ f(xk)− γkg(xk) + γ2
k
L

2D
2,

em que D := max{∥x− y∥ | x, y ∈ C} é o diâmetro de C. Por essa inequação e a definição
de h(xk) obtemos
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h(xk+1) ≤ (1− γk)h(xk) + γ2
k
L

2D
2. (11)

A partir da desigualdade (11), utilizando uma escolha de tamanho de passo γk

específica, é possível mostrar que h(xk) = O(1/k). Com efeito, considere γk = 2
k + 2.

Iremos mostrar por indução que

h(xk) ≤ 2LD2

k + 2 . (12)

Para k = 0, γ0 = 2
0+2 = 1 e diretamente de (11) temos que h(x1) ≤ L

2D
2 ≤ 2LD2

3 .
Utilizando (12) como hipótese indutiva, temos

h(xk+1) ≤ (1− γk)h(xk) + γ2
k
L

2D
2 ≤

(
1− 2

k + 2

)2LD2

k + 2 +
( 2
k + 2

)2L
2D

2

=
( k

(k + 2)2 + 1
(k + 2)2

)
2LD2 = k + 1

(k + 2)2 2LD2 ≤ 2LD2

k + 1 + 2 ,

e assim a convergência sublinear de FW é estabelecida. Equivalentemente, são necessárias
O(1/ϵ) iterações para que f(xk) − f⋆ < ϵ, em que f⋆ é o valor ótimo de (8). Note
que se γk é obtido por busca linear exata, a análise anterior ainda é válida porque
f(xk + γkdk) ≤ f(xk + 2

k+2dk).
Infelizmente, este pior caso de complexidade de iteração O(1/ϵ) pode ser atingido

quando x⋆ está na fronteira de C, como mostrado em [11] .
No entanto, sob a hipótese adicional de f ser fortemente convexa, em certos casos

é possível alcançar convergência linear. De fato, considerando esta hipótese e definindo
ek := x⋆ − xk, temos que

f(xk + λek)− f(xk) ≥ λ∇f(xk)T ek + λ2

2 µ∥ek∥2 ≥ −

(
∇f(xk)T êk

)2

2µ , ∀λ ∈ R,

em que êk := ek/∥ek∥. Em particular, para λ = 1

−h(xk) ≥ −

(
∇f(xk)T êk

)2

2µ . (13)

Por outro lado, usando novamente que f tem gradiente L-Lipschitz obtemos que

f(xk + γkdk)− f(xk) ≤ γk∇f(xk)T dk +
γ2

k

2 L∥dk∥2. (14)

Seja γmax ∈ (0, 1] o maior tamanho de passo permitido. Se γ⋆
k := −∇f(xk)T dk

L∥dk∥2
≤ γmax,

tomando γk = γ⋆
k temos que

γk∇f(xk)T dk +
γ2

k

2 L∥dk∥2 = −

(
∇f(xk)T d̂k

)2

2L ,
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(a) Fenômeno de zigzag no Frank-Wolfe . (b) Iterações do Away-Step Frank-Wolfe.

Figura 2 – Exemplo de iterações FW e ASFW.

com d̂k := dk/∥dk∥. Note que, juntamente com (14), obtemos

h(xk)− h(xk+1) ≥

(
∇f(xk)T d̂k

)2

2L .

Este resultado, junto com (13), implica que

h(xk+1) ≤

1− µ

L

(
∇f(xk)T d̂k

∇f(xk)T êk

)2
h(xk). (15)

De (15), fica claro que a convergência linear dependerá de nossa capacidade de
limitar a razão (∇f(xk)T d̂k)/(∇f(xk)T êk). Isso pode ser feito em determinadas situações
para o FW clássico ou variantes do FW usando diferentes direções de busca dk.

Por exemplo, em [31, Theorem 2], Guélat e Marcotte mostram que se x⋆ está no
interior relativo de C, com distância até a fronteira de C de pelo menos ρ > 0 então, para
k suficientemente grande, ∇f(xk)T dk ≤ −(ρ/2) ∥∇f(xk)∥ e γ∗k ≤ 1, o que implica que

h(xk+1) ≤
[
1− µρ2

LD2

]
h(xk). (16)

Assim, temos convergência linear do método dependendo apenas das características da
função f e da geometria do conjunto C.

No entanto, para o Frank-Wolfe clássico, se x⋆ está na fronteira de C, então
∇f(xk)T d̂k pode ficar arbitrariamente próximo de zero e o método pode apresentar um
comportamento de zig-zag (veja Figura 2a).

A seguir, discutiremos uma variante do método de Frank-Wolfe, chamada Away
Step Frank-Wolfe (ASFW) que tem convergência linear independentemente da localização
de x⋆ ∈ C.

2.3.1.2 Away-Step Frank-Wolfe

O algoritmo ASFW está resumido no Algoritmo 2, que foi baseado em [45, Alg. 1].
Fornecemos a seguir uma discussão sobre suas principais propriedades. Para tal algoritmo
assuma que C := conv(A).



Capítulo 2. Preliminares 23

Seja VC o conjunto dos pontos extremos de C. Em cada iteração k do Algoritmo 2,
o iterado atual xk é uma combinação convexa de elementos de A:

xk =
∑
v∈A

αk
vv. (17)

Seja αk ∈ ∆n := {x ∈ Rn | eTx = 1, x ≥ 0} um vetor contendo os coeficientes de tal
combinação e defina Uk := {v ∈ A | αk

v > 0}, isto é, o conjunto dos elementos de A para
os quais os coeficientes αk

v em (17) são estritamente positivos. Sem perda de generalidade,
assuma que os elementos de A sejam ordenados de tal forma que x0 seja o primeiro: então
α0 = e1, é o primeiro vetor canônico de Rn.

Algoritmo 2: Away-Step Frank-Wolfe (ASFW)
Dados: x0 ∈ A, ϵ > 0, U0 = {x0}, α0 = e1 ∈ ∆n

1 para k = 0, 1, 2, . . . faça
2 Seja xk ∈ arg minx∈A∇f(xk)T (x− xk)
3 dFW

k ← xk − xk

4 Seja wk ∈ arg maxx∈Uk ∇f(xk)T (x− xk)
5 dA

k ← xk − wk

6 se ∇f(xk)T dFW
k ≥ −ϵ então

7 pare e retorne xk
8 fim
9 se ∇f(xk)T dFW

k ≤ ∇f(xk)T dA
k então

10 dk ← dFW
k , γmax ← 1

11 senão
12 dk ← dA

k , γmax ← αwk/(1− αwk)
13 fim
14 Determine o tamanho de passo γk ∈ (0, γmax]
15 xk+1 ← xk + γkdk.
16 Uk+1 ← {v ∈ A | αk+1

v > 0}.
17 fim

Em cada iteração do ASFW, duas direções de busca são computadas: a direção FW
dFW

k = x̄k−xk e uma direção away dA
k = xk−wk, em que x̄k é uma solução de (10) e wk é

tal que ∇f(xk)T (wk−xk) ≥ ∇f(xk)T (u−xk),∀u ∈ Uk. Se ∇f(xk)T dFW
k ≤ ∇f(xk)T dA

k ,
é escolhida a direção FW clássica e o tamanho de passo máximo é γmax = 1. Caso contrário,
γmax = αwk/(1−αwk) fornece um limitante superior conservador para o tamanho do passo
na direção dA

k garantir a factibilidade do novo iterado xk+1. De fato, note que xk é uma
combinação convexa dos pontos de Uk, ou seja, xk =

∑
u∈Uk αuu com

∑
u∈Uk αu = 1, e
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que wk ∈ Uk. Sendo assim, para γmax := αwk/(1− αwk), temos que

xk+1 := xk + αwk

1− αwk

(xk − wk)

= xk − αwkwk

1− αwk

= 1
1− αwk

∑
u∈Uk\{wk}

αuu ∈ C = conv (A),

pois Uk ⊂ C e
∑

u∈Uk\{wk} αu = 1− αwk .

Observação 2.22. Quando dk = dA
k e γk = γmax, então Uk+1 = Uk \ {wk}. Se o tamanho

do passo for menor que γmax, Uk permanece inalterado. Quando dk = dFW
k , se γk = 1,

então Uk+1 = {xk}, caso contrário Uk+1 = Uk ∪ {xk} , em que xk é dado no Passo 2
do Algoritmo 2. Isso significa que a cardinalidade de Uk diminui ou aumenta em um a
cada iteração. Portanto, se sk é o número de iterações, até a iteração k, em que dk = dA

k e
γk = γmax, e ℓk é o número de iterações em que um elemento foi adicionado a Uk, temos
sk + ℓk ≤ k − 1, sk ≤ ℓk e, portanto, sk ≤ (k − 1)/2.

Vamos definir dP
k := xk −wk, que é conhecido na literatura como direção pairwise;

veja [45]. Da definição de dP
k e do Passo 9 do Algoritmo 2 temos que

−∇f(xk)T dP
k ≤ −2∇f(xk)T dk.

Além disso, utilizando dP
k podemos estabelecer um limite para a razão

∇f(xk)T d̂P
k

∇f(xk)T êk

em (15). Para isso, consideramos o próximo lema, que é válido se o conjunto convexo C
for um poliedro compacto, ou seja, C := {x ∈ Rm | aT

i x ≤ bi, i = 1, . . . , ℓ}. A seguir, para
U ⊂ Rm, defina IC(U) o conjunto de restrições do poliedro C que são ativas em todos os
pontos de U , isto é, IC(U) := {i ∈ {1, . . . , ℓ} | aT

i u = bi,∀u ∈ U}.

Lema 2.23 ([6, Lemma 3.1]). Seja C := {x ∈ Rm | aT
i x ≤ bi, i = 1, . . . , ℓ} um poliedro

compacto com VC como o conjunto de seus pontos extremos, c ∈ Rm, e considere U ⊂ VC .
Se existe z ∈ Rm tal que aT

i z ≤ 0, para todo i ∈ IC(U), e cT z > 0, então

max
p∈VC ,u∈U

cT (p− u) ≥ ΩC

m+ 1
cT z

∥z∥
,

em que

ΩC := min
v∈VC , i∈{1,...,ℓ}|bi>aT

i v

bi − aT
i v

∥ai∥
.

O Lema 2.23 pode ser aplicado para C = conv (A), pois conv (A) é um poliedro
compacto [7], embora normalmente não conheçamos explicitamente as desigualdades line-
ares que o definem. Assim, se assumirmos que xk ∈ VC ⊂ A no Algoritmo 2, podemos
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escrever

−∇f(xk)T dP
k = −∇f(xk)T (xk − wk) = max

p∈VC ,u∈Uk
−∇f(xk)T (p− u),

e para z := ek = x⋆ − xk e c := −∇f(xk), podemos aplicar o Lema 2.23 para obter

−2∇f(xk)T dk ≥ −∇f(xk)T dP
k ≥

ΩC

m+ 1 (−∇f(xk))T êk > 0.

Esta última desigualdade mostra que, em cada iteração do ASFW para a qual γ⋆
k ≤ γmax,

temos

h(xk+1) ≤
[

1− µ

4L

(
ΩC

D(m+ 1)

)2
]
h(xk).

Quando dk = dA
k e γ⋆

k > γmax, só podemos garantir que h(xk+1) ≤ h(xk). No entanto,
como discutido anteriormente (veja Observação 2.22), esse tipo de iteração não pode
ocorrer com muita frequência. Portanto, para o ASFW temos

h(xk) ≤ h(x0)
[

1− µ

4L

(
ΩC

D(m+ 1)

)2
](k−1)/2

, ∀k ∈ N, (18)

que implica convergência global linear (já que ΩC ≤ D e µ ≤ L). Resumimos a discussão
acima, que combina a análise de [45] com o Lema 2.23, no seguinte resultado.

Teorema 2.24. Seja f µ-fortemente convexa, ∇f L-Lipschitz, C um poliedro compacto
(com diâmetro D) e seja f(x⋆) o valor ótimo para (8). Seja (xk)∞k=0 a sequência gerada
pelo ASFW para o problema (8) e suponha que xk ⊂ VC . Então, para todo k ≥ 1,

f(xk)− f(x⋆) ≤ (1− η)(k−1)/2(f(x0)− f(x⋆),

em que η := µ
4L

(
ΩC

D(m+ 1)

)2
, com ΩC como no Lema 2.23.

2.3.2 Métodos do tipo Gradiente Projetado

Nessa seção vamos rever brevemente outro método de primeira ordem bem conhe-
cido na literatura: o método do Gradiente Projetado. Iremos focar especificamente no uso
deste método para resolver o problema (8) [48], bem como exploraremos uma versão mais
recente [8, 10] do mesmo.

Dado um ponto factível xk ∈ C, o método consiste em realizar uma busca linear ao
longo da direção dk = xk − xk, em que xk = PC(xk −∇f(xk)). Não é difícil mostrar que,
se xk não é estacionário, então dk é uma direção factível e de descida, e que xk +γ dk ∈ C,
para todo γ ∈ [0, 1]. Note que se xk − ∇f(xk) ∈ C, a direção de busca é a mesma do
tradicional método do gradiente para otimização irrestrita [48].

O Algoritmo 3 sintetiza o método de Gradiente Projetado com busca linear.
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Algoritmo 3: Gradiente Projetado
Dados: x0 ∈ C, ε > 0.

1 para k = 0, 1, 2, . . . faça
2 Seja xk = PC(xk −∇f(xk))
3 dk ← xk − xk
4 se ∥dk∥ < ε então
5 pare
6 fim
7 Determine o tamanho de passo γk ∈ (0, 1] ;
8 xk+1 ← xk + γkdk

9 fim

Para xk ∈ C dado, se dk = 0, temos então, pela Observação 2.21 que xk é
estacionário. Isso justifica o critério de parada no Passo 4 do Algoritmo 3.

O principal custo por iteração dos métodos de gradiente projetado é o custo de
calcular a projeção PC(·). O cálculo da projeção pode ser simples para alguns conjuntos
como caixas, bolas, hiperplanos, semi-espaços, e arbitrariamente complicada em outros
casos. Uma alternativa para quando a projeção em C é muito cara é o algoritmo de
Frank-Wolfe apresentado nas subseções 2.3.1.1 e 2.3.1.2.

Nas últimas décadas, estratégias não-monótonas para otimização não-linear co-
meçaram a se tornar populares [29, 30, 56] e, juntamente com ideias de scaling, estão
presentes em versões aprimoradas do método do gradiente projetado.

Um exemplo é o método Gradiente Projetado Espectral (ou simplesmente SPG, do
inglês Spectral Projected Gradient), proposto por Birgin, Martínez e Raydan [8] e Birgin,
Martínez e Raydan [9], que usa o scaling espectral de Barzilai e Borwein [4] da direção do
menos gradiente e busca linear não monótona [17]. O Algoritmo 4 resume o método do
Gradiente Projetado Espectral como em [10].

A iteração do método SPG tem a forma xk+1 = xk + γkdk, em que a direção dk é
definida como dk := PC(xk − λk∇f(xk))− xk. Aqui, λk é o parâmetro espectral

λk =
sT
k−1sk−1
sT
k−1uk−1

, (19)

com sk−1 := xk − xk−1 e uk−1 := ∇f(xk)−∇f(xk−1). Em verdade, o Algoritmo 4 usa
uma versão de (19) com salva-guardas para evitar que tal parâmetro fique muito grande
ou muito próximo de zero.

Em vez de impor uma diminuição suficiente da função objetivo a cada iteração,
uma característica do SPG é empregar uma busca linear não monótona para favorecer
a aceitação do passo completo γk = 1, enquanto ainda garante a convergência global [9].
Por exemplo, a busca linear não monótona proposta por Grippo, Lampariello e Lucidi
[30] requer apenas uma diminuição em relação ao maior valor funcional das últimas M
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iterações. Mais especificamente, o tamanho de passo γ deve satisfazer

f(xk + γdk) ≤ fmax + ηγ∇f(xk)T dk,

em que fmax := max{f(xk−j) | 0 ≤ j ≤ min{k,M − 1}} e η ∈ (0, 1).
Em [29] é demonstrado que para f convexa, em O(1/ε) iterações do Gradiente

Projetado Espectral com busca não-monótona obtemos, f(xk)− f(x⋆) ≤ ε, em que x⋆ é
solução de (8).

Algoritmo 4: Gradiente Projetado Espectral
Dados: x0 ∈ C, ϵ > 0,M ≥ 1, η ∈ (0, 1), 0 < λmin ≤ λmax <∞ e

λ0 ∈ [λmin, λmax].
1 para k = 0, 1, 2, . . . faça
2 xk = PC(xk − λk∇f(xk));
3 dk ← xk − xk.
4 se ∥dk∥ < ϵ então
5 Pare: retorne xk.
6 fim
7 Compute fmax = max{f(xk−j) | 0 ≤ j ≤ min{k,M − 1}} e seja γ ← 1.
8 se f(xk + γdk) ≤ fmax + ηγ∇f(xk)T dk então
9 γk ← γ.

10 senão
11 γ ← γ/2 e vá para o passo 8.
12 fim
13 xk+1 ← xk + γkdk.
14 sk ← xk+1 − xk
15 uk ← ∇f(xk+1)−∇f(xk).
16 se sT

k uk ≤ 0 então
17 λk+1 ← λmax.
18 senão
19 λk+1 ← max{λmin,min{sT

k sk/s
T
k uk, λmax}}.

20 fim
21 fim

No próximo capítulo, investigaremos como os métodos do tipo Frank-Wolfe e Gra-
diente Projetado podem ser adaptados para resolver de forma eficiente o problema de
decisão CHMP.
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3 MÉTODOS DE PRIMEIRA ORDEM PARA O PROBLEMA DE INCLUSÃO
NO ENVOLTÓRIO CONVEXO

Neste capítulo discutiremos como métodos de primeira ordem podem ser eficientes
na resolução do problema de inclusão no envoltório convexo (CHMP). Mais especifica-
mente, nas Seções 3.1 e 3.2 apresentamos o problema de inclusão no envoltório convexo e
fornecemos uma descrição formal do Algoritmo do Triângulo, juntamente com seus princi-
pais resultados de convergência e complexidade de iteração. Na Seção 3.3, discutimos as
semelhanças entre os algoritmos do Triângulo e Frank-Wolfe aplicados ao CHMP. Mostra-
mos que FW com um critério de parada específico corresponde a uma variante gananciosa
do Algoritmo do Triângulo. Por outro lado, veremos também que o Algoritmo do Triângulo
pode ser visto como uma versão inexata de FW aplicada ao CHMP. A Seção 3.4 discute
a aplicação de métodos de gradiente projetado ao problema de inclusão e na Seção 3.5
propomos novos critérios de parada para Frank-Wolfe e métodos de gradiente projetado,
específicos para o CHMP.

Os experimentos numéricos relatados na Seção 3.6 mostram que os métodos de
primeira ordem equipados com critérios de parada adequados podem ser competitivos com
o Algoritmo do Triângulo e variantes. Relatamos isso em problemas gerados artificialmente
cobrindo diferentes casos (conforme descrito na Seção 3.6.1) com relação à geometria do
envoltório convexo e à posição do ponto a ser consultado. Duas potenciais aplicações
envolvendo o CHMP, uma no problema de factibilidade em PL e outra no problema de
classificação de imagens, são detalhadas na Seção 3.6.2 e na Seção 3.6.3, respectivamente.

Como mencionado na introdução, os resultados deste capítulo foram recentemente
publicados em artigo do periódico EJOR [22].

3.1 O PROBLEMA DE INCLUSÃO NO ENVOLTÓRIO CONVEXO

Vamos iniciar essa seção recordando a definição do problema de inclusão no envol-
tório convexo que já foi vista na introdução.

Definição 3.1. Sejam A := {v1, v2, . . . , vn} ⊂ Rm e p ∈ Rm um ponto dado. O problema
de inclusão no envoltório convexo (CHMP) consiste em determinar se

p ∈ conv(A),

em que conv(A) denota o envoltório convexo de A.

Seja A := [v1 v2 · · · vn] ∈ Rm×n a matriz em que cada coluna é um dos n pontos
de A. Podemos ver que p ∈ conv(A) se e somente se p é uma combinação convexa das
colunas de A. Relembre que o CHMP pode ser interpretado como o seguinte problema de
factibilidade de programação linear:

Existe algum x ∈ Rn tal que Ax = p, eTx = 1, x ≥ 0? (20)
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A resposta afirmativa para (20) garante p ∈ conv(A). Equivalentemente tal problema de
factibilidade também pode ser resolvido pelo seguinte problema de programação quadrática

min
x∈∆n

1
2∥Ax− p∥

2 =: Φ(x), (21)

em que ∆n := {x ∈ Rn | eTx = 1, x ≥ 0} é o simplex unitário em Rn. Claramente,
p ∈ conv(A) quando o valor ótimo de (21) é zero. Além disso, se x é um ponto viável de
(21), então y := Ax ∈ conv(A). Portanto, outra possível formulação é dada por

min
y∈Rm

1
2∥y − p∥

2 =: Ψ(y)

s. a y ∈ conv(A),
(22)

que atinge um valor ótimo zero se e somente se p ∈ conv(A). Vale ressaltar que a solução
de (22) é nada mais que a projeção de p sobre conv(A). No entanto, não sabemos como
obter tal projeção de forma direta/analítica pois, apesar de conv(A) ser um poliedro
compacto, em geral, se quer conhecemos as desigualdades lineares que o definem (temos
acesso apenas aos elementos de A).

Tendo as formulações (20), (21) e (22) pode-se simplesmente aplicar métodos
clássicos de programação linear ou quadrática para resolver o CHMP. Mesmo assim, em
[37], inspirado por ideias geométricas, Kalantari propôs um algoritmo específico para o
CHMP, chamado Algoritmo do Triângulo (TA), que mostra bons resultados numéricos
[47] em comparação ao método Simplex aplicado a (20) ou a métodos do tipo Frank-Wolfe
e Gradiente Projetado aplicados ao problema (21).

3.2 ALGORITMO DO TRIÂNGULO

O Algoritmo do Triângulo é baseado em um teorema de alternativas conhecido por
Teorema de dualidade de distâncias. Antes de enunciarmos tal teorema, apresentaremos
um resultado auxiliar.

Lema 3.2. Sejam A = {v1, v2, . . . , vn} ⊂ Rm e p ∈ Rm, p /∈ A. Temos que p /∈ conv(A)
se, e somente se, existe p′ ∈ conv(A) tal que d(vj , p) > d(vj , p

′), ∀vj ∈ A.

Em [37] tal resultado é demonstrado usando o conceito de célula de Voronoi. No
Apêndice A apresentamos uma demonstração alternativa baseada no Teorema da Projeção
(Teorema 2.9), apresentada pela primeira vez em [21].

Uma consequência do Lema 3.2 é que se p /∈ conv(A), o hiperplano bissetor orto-
gonal ao segmento [p′, p], dado por

H =
{
x ∈ Rm | (p− p′)Tx = ∥p∥

2 − ∥p′∥2

2

}
, (23)

separa estritamente p de conv(A), como ilustrado na Figura 3. Por esse motivo chamaremos
de testemunha um p′ ∈ conv(A) tal que d(vj , p) > d(vj , p

′), ∀vj ∈ A. É oportuno pontuar
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(a) TA quando p ∈ conv(A). (b) TA quando p /∈ conv(A).

Figura 3 – Iterações do Algoritmo do Triângulo.

que quando p /∈ conv(A), a projeção de p sobre conv(A) é uma testemunha, mas não é
a única, isto é, podem existir outros p′ ∈ conv(A) com a propriedade que acabamos de
mencionar. Além disso, podemos mostrar que quando p /∈ conv(A), para uma testemunha
p′, temos

1
2∥p
′ − p∥ ≤ ∆ ≤ ∥p′ − p∥, (24)

em que ∆ := min{d(v, p) | v ∈ conv(A)}. Assim, a distância de p a conv(A) é aproximada
por um fator de no máximo 2. Caso contrário, temos a garantia de que para cada p′ ∈
conv(A), existe v ∈ A tal que v está mais próximo de p do que de p′, o que da origem ao
seguinte teorema.

Teorema 3.3 (Dualidade de Distâncias). Sejam A = {v1, v2, . . . , vn} ⊂ Rm e p ∈ Rm.
Exatamente uma das seguintes condições é satisfeita

(a) p /∈ conv(A);

(b) Para todo p′ ∈ conv(A), existe vj ∈ A tal que d(vj , p) ≤ d(vj , p
′).

Com base neste teorema descrevemos o Algoritmo do Triângulo, o qual a cada
iteração seleciona vi ∈ A, tal que d(p′, vi) ≥ d(p, vi). Tal vi ∈ A é chamado de pivô. Se
um pivô não existir, podemos parar e declarar p /∈ conv(A), segundo o Teorema 3.3. Caso
contrário, o próximo iterado é o ponto situado no segmento [p′, v] que está mais próximo
de p. Seja R := max{d(vi, p) | vi ∈ A}. As iterações continuam até ∥p′− p∥ ≤ εR, quando
dizemos que p′ é uma ε-solução, e o algoritmo para, informando p ∈ conv(A). A Figura 3
ilustra esse procedimento (em que a sequência de iterados é denotada por p′, p′′, . . . ).

Este esquema iterativo é resumido no Algoritmo 5 e sua boa definição e corretude
seguem do Teorema 3.3 juntamente com o Lema 3.2.

Observação 3.4. Nos casos em que p ∈ conv(A) um critério de parada natural seria
d(pk, p) ≤ ε. No entanto, este critério de parada pode ser problemático quando o diâmetro
de conv(A) é muito pequeno. Por exemplo, considere que A ⊂ B(0, ε/2). Suponha p /∈
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Algoritmo 5: Algoritmo do Triângulo (TA)
Dados: A := {v1, . . . , vn}, p, R, ε ∈ (0, 1)

1 Escolha p0 ∈ arg min{d(vj , p) | vj ∈ A}
2 para k = 0, 1, 2, . . . faça
3 se d(pk, p) < εR então
4 pare
5 fim
6 se d(vj , p) > d(vj , pk),∀j = 1, . . . , n então
7 pare: pk é uma p-testemunha, p /∈ conv(A).
8 senão
9 Escolha um pivô: vj ̸= pk, tal que d(vj , p) ≤ d(vj , pk).

10 fim
11 Seja γ̄k ∈ arg min{d(p, (1− γ)pk + γvj) | 0 ≤ γ ≤ 1}.
12 pk+1 ← (1− γ̄k)pk + γ̄kvj .
13 fim

conv(A), mas p ∈ B(0, ε/2). Assim, d(p, conv(A)) < ε e para todo p′ ∈ conv(A) temos
que d(p′, p) < ε, isto é, o algoritmo pararia declarando p ∈ conv(A), mas na verdade
p /∈ conv(A). Assim, ao multiplicar ε por R = max{d(vj , p) | vj ∈ A} evitamos este
equívoco.

Com o objetivo de facilitar algumas demonstrações, condensamos no lema a seguir
algumas caracterizações equivalentes para um pivô que seguem de simples manipulações
algébricas.

Lema 3.5 ([21, Lema 2.4]). Seja pk ∈ conv(A), vj ∈ A e p ∈ Rm o ponto a ser consultado.
As seguintes afirmações são equivalentes:

(a)
∥∥vj − p

∥∥ ≤ ∥∥vj − pk

∥∥ ;

(b) 2vT
j (pk − p) ≤ ∥pk∥2 − ∥p∥2;

(c) (pk − p)T (vj − pk) ≤ −1
2 ∥pk − p∥2;

(d) (pk − p)T (vj − p) ≤ 1
2 ∥pk − p∥2.

Com o auxílio desse lema podemos perceber que o Algoritmo do Triângulo é um
algoritmo de descida, que reduz a distância em relação a p a cada iteração, como mostra
o seguinte resultado.

Lema 3.6. Na k-ésima iteração do Algoritmo 5, se d(pk, p) > εR e se existe um pivô vj,
então γ̄k do passo 11 tem uma fórmula fechada dada por

γ̄k = −
(pk − p)T (vj − pk)∥∥vj − pk

∥∥2 ∈ (0, 1]. (25)

Além disso, d(pk+1, p) < d(pk, p).
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Demonstração. Note que para calcular o minimizador irrestrito da função quadrática
convexa ϕ(γ) := d(p, (1− γ)pk + γvj)2 requerido no passo 11 basta derivar e igualar a 0.
Fazendo isso temos (25). Vamos mostrar que γ̄k ∈ (0, 1]. Do Lema 3.5(c), temos que

γ̄k ≥
1
2
∥pk − p∥2

∥vj − pk∥2
> 0,

em que a última inequação segue da hipótese de que d(pk, p) > εR > 0. Por outro lado,
da desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

γ̄k ≤
∥pk − p∥
∥vj − pk∥

≤ ∥pk − p∥
∥vj − p∥

≤ 1,

em que a segunda inequação segue do passo 9 junto com o Lema 3.5(a). A terceira
desigualdade é assegurada na primeira iteração pelo passo 1. Sua validade nas próximas
iterações segue do fato de que d(pk+1, p) < d(pk, p). Com efeito

d(pk+1, p)2 = ∥pk+1 − p∥2 = ∥(1− γ̄k)pk + γ̄kvj − p∥2 = ∥γ̄k(vj − pk) + (pk − p)∥2

= γ̄2
k∥vj − pk∥2 + γ̄k2(pk − p)T (vj − pk) + ∥pk − p∥2 (26)

< ∥pk − p∥2 = d(pk, p)2,

em que a última desigualdade decorre do fato de que γ̄k > 0 em (25) é o minimizador
estrito da quadrática em (26). Sendo assim, d(pk+1, p) < d(pk, p) e 0 < γ̄k ≤ 1 em cada
iteração na qual d(pk, p) > εR e existe um pivô vj .

Como consequência do Lema 3.6, temos que a sequência de distâncias dada por
δk := d(pk, p) é decrescente. Podemos de fato quantificar tal redução observando que
as desigualdades d(pk, p) ≤ d(v, p) ≤ d(v, pk) implicam que os pontos pk, p e v são não-
colineares e, assim, formam um triângulo não degenerado, como representado na Figura 4a,
em que o ângulo θk := ∠ppkv ∈ [0, π/2). Assim, temos que

∥pk+1 − p∥2 = (1− cos2 θk) ∥pk − p∥2 . (27)

Tendo em vista a caracterização de pivô (Lema 3.5), podemos ver que se ∥v − p∥ = r, cos θk

é mínimo quando v está sobre o hiperplano H definido em (23). Neste caso, cos θk = δk/2r,
conforme ilustração na Figura 4b.

Destas observações e de (27) temos o próximo teorema.

Teorema 3.7 ([37, Theorem 8]). Sejam p, p′, v pontos distintos em Rm e suponha que
d(v, p) ≤ d(v, p′). Seja p′′ o ponto no segmento [p′, v] que está mais próximo de p. Defina
δ := d(p′, p), δ′ := d(p′′, p), r := d(v, p) e assuma δ ≤ r. Então,

δ′ ≤ δ

√
1− δ2

4r2 .
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(a) Iteração do Algoritmo do Triângulo. (b) Pior caso para cos θ quando v é um pivô. A
área sombreada representa a região onde
um pivô pode ser encontrado.

Figura 4 – Motivação para a prova do Teorema 3.7.

Considerando o Algoritmo 5 e utilizando o teorema acima nós temos que

δk+1 ≤ δk

√
1−

δ2
k

4R2 ≤ δk exp
(
−
δ2
k

8R2

)
,

(lembrando que R = max{d(vj , p) | vj ∈ A}) em que a última inequação segue do fato
que 1 + x ≤ exp(x). Além disso, como δk > εR, segue a seguinte desigualdade

exp
(
−
δ2
k

8R2

)
< exp

(
−ε

2

8

)
< 1.

Com isso e com o Teorema 3.7 conseguimos formalizar a complexidade do Algo-
ritmo 5 no próximo resultado.

Teorema 3.8 ([37, Theorem 9]). O Algoritmo do Triângulo apresenta a seguinte comple-
xidade de iteração:

(a) se p ∈ conv(A), dados ε > 0, p0 ∈ conv(A), com δ0 = d(p, p0), o número máximo
de iterações Kε para computar um ponto pε ∈ conv(A) tal que d(pε, p) < εR é de

Kε ≤
48
ε2 = O(ε−2). (28)

(b) se p /∈ conv(A), o número de iterações K∆ para computar uma p−testemunha é de

K∆ ≤
48R2

∆2 = O

(
R2

∆2

)
,

em que ∆ := min{d(x, p) | x ∈ conv(A)}.

A complexidade de iteração O(ε−2) no Teorema 3.8(i) implica que a taxa de
convergência é apenas sublinear. No entanto, quando p ̸∈ conv(A), o Teorema 3.8(ii)
mostra que a complexidade de iteração de TA depende apenas da geometria do problema
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(ou seja, das constantes ∆ e R). Isto ocorre porque o mínimo de d(p′, p) para p′ ∈ conv(A)
será ∆ = min{d(x, p) | x ∈ conv(A)}. Então, tomando ε = ∆

R e usando (28) obtemos

K∆ ≤
48R2

∆2 = O

(
R2

∆2

)
.

Vale ressaltar que a priori não sabemos se p pertence ou não a conv(A), então o que
podemos afirmar é que em

O
(

max
{R2

∆2 ,
48
ε2

})
iterações o TA para com uma ε-solução ou com uma testemunha de que p /∈ conv(A).

Com o objetivo de melhorar essa taxa de convergência quando p ∈ conv(A) uma
definição mais restritiva de pivô é apresentada a seguir [37, Definição 8].

Definição 3.9 (Pivô estrito). Sejam p ∈ Rm e pk ∈ conv(A). Dizemos que v ∈ A é
um p-pivô estrito para pk, se o ângulo ∠pkpv entre os segmentos [pk, p] e [p, v] é tal que
∠pkpv ≥ π/2.

Assim como para pivô simples, conseguimos caracterizações de pivô estrito que
estão no lema a seguir.

Lema 3.10 ([21, Lema 3.7]). Sejam p′ ∈ conv(A), vj ∈ A e p ∈ Rm o ponto a ser
consultado. As seguintes afirmações são equivalentes:

(a)
∥∥vj − p

∥∥2 ≤
∥∥vj − p′

∥∥2 −
∥∥p′ − p∥∥2 ;

(b) 2vT
j (p′ − p) ≤ 2pT (p′ − p);

(c) (p′ − p)T (vj − p′) ≤ −
∥∥p′ − p∥∥2;

(d) (p′ − p)T (vj − p) ≤ 0.

Do Lema 3.5(i) e Lema 3.10(i) fica evidente que todo pivô estrito é pivô simples,
mas que a recíproca não é verdadeira, mostrando que ser pivô estrito é de fato mais
restritivo. Além disso, a interpretação geométrica de um pivô estrito pode ser vista na
Figura 5, em que o hiperplano H̄ é definido como H̄ := {y ∈ Rm | (p− pk)T (y − p) = 0}.
Analogamente a quando v é pivô simples, no caso de v ser um pivô estrito, temos

δk+1 = δkr√
r2 + δ2

k

≤ δkR√
R2 + δ2

k

≤ δk

√
1−

δ2
k

2R2 ≤ δk exp
(
−
δ2
k

4R2

)
.

Destacamos que também há um teorema de dualidade de distância para pivôs
estritos que é apresentado a seguir.

Teorema 3.11 ([37, Teorema 10]). Suponha p /∈ A. Então, temos p ∈ conv(A) se, e
somente se, para cada pk ∈ conv(A) existe um pivô estrito v ∈ A.
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Figura 5 – A área sombreada representa a região onde os pivôs estritos podem ser encon-
trados.

Apesar da inspiração para definição de um pivô estrito ser a de melhorar a com-
plexidade quando p ∈ conv(A), da mesma forma que o Teorema 3.8, o Algoritmo do
Triângulo usando pivôs estritos também requer O(1/ε2) iterações para encontrar uma
ε-solução (embora a constante multiplicativa seja menor; veja [37, Teorema 11]).

No entanto, pivôs estritos serão úteis para descrever uma situação em que a taxa
de convergência é linear. Primeiro, observe de (27) que a redução em δk = d(pk, p), a cada
iteração do Algoritmo do Triângulo, depende do ângulo θk = ∠ppkv (veja a Figura 4).
Portanto, se cos θk ficar afastado de zero, é possível melhorar os resultados de complexidade
para TA. De fato, formalizamos isso, que foi estabelecido em [37], com o auxílio da próxima
hipótese.

Hipótese 3.12. Existe uma constante c > 0 (chamada de fator de visibilidade) tal que a
seguinte desigualdade é satisfeita

sin θ′ ≤ 1√
1 + c

, ∀p′ ∈ conv(A)\BεR(p), (30)

em que θ′ = ∠pp′v e v é um pivô para p′.

Observação 3.13. Dado ε ∈ (0, 1), na Seção 7 do artigo [37] é provado que para

θ∗ = max{θ′ = ∠pp′v | v ∈ A, p′ ∈ conv(A), ∥p− v∥2 ≤
∥∥p′ − v∥∥2

,
∥∥p′ − p∥∥ > εR},

temos que
sin θ∗ ≤ 1√

1 + ε2 .

Note que usando o Algoritmo do Triângulo a cada iteração temos θk = ∠ppkvj e vj

é um pivô para pk e pela Observação 3.13, sin θk ≤ sin θ∗. Isto é utilizado na demonstração
do teorema a seguir.
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Teorema 3.14 ([37, Theorem 13]). Seja δ0 = d(p0, p), p0 ∈ conv(A) e assuma que a
Hipótese 3.12 é satisfeita.

(a) Se p ∈ conv(A), então o número de iterações para o Algoritmo do Triângulo obter
uma pε ∈ conv(A) tal que d(pε, p) ≤ εR é de

O
(

1
c

ln δ0
εR

)
.

(b) Se p /∈ conv(A) o número de iterações para o Algoritmo do Triângulo obter uma
p-testemunha é de

O
(

1
c

ln δ0∆

)
.

As complexidades de iteração do Teorema 3.14 são melhores em comparação com
as do Teorema 3.8, desde que o fator de visibilidade c seja limitado e continue longe de
zero. Como veremos adiante, este é o caso, por exemplo, quando p pertence ao interior
relativo de conv(A). No entanto, em outros casos, c pode estar muito próximo de 0 e,
como consequência, as complexidades do Teorema 3.14 podem ser piores do que as do
Teorema 3.8 . Quando isso acontece, o TA pode experimentar um fenômeno de ziguezague,
como mostra o Exemplo 3.15.

Exemplo 3.15. Considere A := {v0, v1, v2, v3, v4} ⊂ R2 em que {v0, v1, v2, v3} são vértices
de um quadrado unitário e v4 é um ponto interior. Assuma que o ponto de A mais
próximo de p é v4 (que foi gerado deslocando um pouco o centro do quadrado para a
direita). Analisamos duas situações representadas na Figura 6. Na Figura 6a, nós temos
que o ponto a ser consultado p é o ponto médio de uma das arestas do conv(A) e na
Figura 6b mostramos o caso em que p é movido para uma posição fora do quadrado. Em
ambos os casos, o comportamento em zigue-zague do TA aparece. Nós apenas mostramos
as primeiras 60 iterações do TA, pois o Algoritmo 5: leva mais de um milhão de iterações
para alcançar ∥pk−p∥ ≤ εR, com ε = 10−4 no caso (a) e 81 iterações para encontrar uma
testemunha no caso (b). Para p ∈ conv(A), temos que δ0 = 0.40 e R = 1.12. Monitoramos a
sequência (sin θk)k∈N baseado nas iterações do TA com o objetivo de estimar um limitante
superior para (30). Notamos que os valores se aproximam de 1 na medida em que k cresce
1. No caso em que p /∈ conv(A), temos δ0 = 0.45 e ∆ = 0.05. Novamente, observar
(sin θk)k∈N nos permitiu fornecer um limite superior para a constante de visibilidade c de
0.0044.

Sob a hipótese adicional de p estar no interior relativo de conv(A), pode-se mostrar
que tal c > 0 que satisfaz (30) existe. Além disso, podemos obter um limite inferior para
ele, em termos da geometria do problema.

Hipótese 3.16. Bρ(p) está contida no interior relativo de conv(A).
1 Para os pontos que calculamos, se o fator de visibilidade c existir, ele não será maior que 10−7.
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p0

p1

p3p5

p2
p4

v1v0

v2v3

v4

p

(a) p ∈ conv(A) na fronteira do quadrado

p0

p2
p4

p1

p3

v1v0

v2v3

v4

p

(b) p /∈ conv(A)

Figura 6 – Quadrado Unitário do Exemplo 3.15 com as primeiras 60 iterações do TA.

Seja pk o iterado atual tal que d(p, pk) > εR. Se, para um dado ρ > 0, a bola
Bρ(p) está estritamente no interior relativo de conv(A), então existe um q ∈ conv(A) que
pertence à extensão do segmento [pk, p] (veja Figura 7) com d(q, p) = ρ. Note que, se
existe um pivô estrito v satisfazendo (p− q)T (v − q) ≤ 0, então

ρR cos∠qpv ≥ ∥p− q∥∥v − p∥ cos∠qpv = (q − p)T (v − p)
= (q − p)T (v − q + q − p) = ∥q − p∥2 − (p− q)T (v − q) ≥ ρ2

implicando que

sin θk ≤ sin∠qpv ≤
√

1− ρ2/R2 ≤ 1√
1 + ρ2/R2 . (31)

Ressaltamos que (31) é necessário na prova do próximo teorema [37, Teorema 14],
e este foi obtido assumindo a desigualdade (p − q)T (v − q) ≤ 0. Assim consideramos a
seguinte hipótese.

Hipótese 3.17. Seja q = p+ τ(p− pk) para τ > 0 tal que q ∈ conv(A) e d(q, p) = ρ. O
Algoritmo do Triângulo usa, a cada iteração, um pivô estrito v que satisfaz

(p− q)T (v − q) ≤ 0. (32)

Teorema 3.18. Sejam R = max{d(vi, vj) | vi, vj ∈ A}, p0 ∈ conv(A), δ0 = d(p0, p), e
suponha que as Hipóteses 3.16 e 3.17 são satisfeitas. Para um dado ε ∈ (0, 1), o número
máximo de iterações que o Algoritmo 5 leva para computar um pε ∈ conv(A), tal que
d(p, pε) ≤ εR, é de

O
(
R2

ρ2 ln δ0
εR

)
.
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Figura 7 – Um pivô que satisfaz a condição (32)

Este resultado implica a convergência linear do Algoritmo 5, usando pivôs estritos
satisfazendo a Hipótese 3.17, quando p ∈ Bρ(p) ⊂ relint(conv(A)).

Observação 3.19. A prova do Teorema 3.18 segue as linhas de [37, Teorema 14]. Embora o
enunciado do Teorema 14 em [37] exija apenas o uso de um pivô estrito em cada iteração, a
condição (32) é essencial para obter a desigualdade (31) que é usada na prova do teorema.
Aqui destacamos que um pivô estrito não, necessariamente, satisfaz a condição (32). Note
que um pivô estrito, v, satisfazendo (32) é representado na Figura 7. Na Figura 8, a área
cinza representa a região em que podemos encontrar pivôs estritos. Observe que v1, v2
e v3 são pivôs estritos, mas v2 não satisfaz (32) pois está no lado errado do hiperplano
H̄q := {y ∈ Rm | (p− q)T (y − q) = 0}. De fato, somente pivôs estritos que estão na área
hachurada satisfazem (32).

Figura 8 – Diferença entre apenas pivô estrito e um pivô estrito que satisfaça a condição
(32)

Na próxima seção discutiremos em detalhes as semelhanças e diferenças do Algo-
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ritmo do Triângulo com o método de Frank-Wolfe, quando aplicado ao CHMP. Além disso,
mostraremos também que Frank-Wolfe aplicado a (22), sempre que possível, escolhe v ∈ A
que satisfaz as hipóteses do Teorema 3.18.

3.3 FRANK-WOLFE APLICADO AO CHMP

Note que se aplicarmos o algoritmo de Frank-Wolfe (Algoritmo 1) à formulação (22),
usando yk no lugar de xk e conv(A) no lugar de C, em cada iteração, devemos resolver o
subproblema

min
y

(yk − p)T (y − yk)

s. a. y ∈ A.
(33)

Como A = {v1, . . . , vn} é um conjunto finito, ȳk solução de (33) pode ser escolhido
como ȳk = vj , tal que vT

j (yk − p) = min1≤i≤n v
T
i (yk − p). Levando em conta que yk ∈

conv(A) para cada k, podemos associar yk ao iterado pk do Algoritmo 5 e re-escrever

vT
j (pk − p) = min

1≤i≤n
vT

i (pk − p). (34)

Em comparação, na k-ésima iteração, o Algoritmo 5 escolhe vi ∈ A tal que vT
i (pk−

p) ≤ (∥pk∥2 − ∥p∥2)/2, que, pelo Lemma 3.5, caracteriza um pivô. Assim, fica claro por
(34), que o Algoritmo 1 não apenas escolhe um pivô, mas aquele que minimiza o produto
interno vT

i (pk − p). Nesse sentido, Frank-Wolfe (Algoritmo 1) aplicado a (22), com busca
linear exata, pode ser visto como uma versão gananciosa do Algoritmo do Triângulo.

Por outro lado, o Algoritmo do Triângulo pode ser interpretado como uma versão
inexata de Frank-Wolfe, no seguinte sentido: semelhante a [35], consideramos ỹk ∈ C uma
solução inexata do subproblema FW (veja o passo 2 do Algoritmo 1 trocando x por y e f
por Ψ), se a seguinte desigualdade for satisfeita

(ỹk − yk)T∇Ψ(yk) ≤ min
y∈C

(y − yk)T∇Ψ(yk) + 1
2 δ̂kγ̄kCΨ,

em que δ̂k ≥ 0 é um parâmetro de inexatidão, γ̄k é dado em (25) e CΨ é a constante de
curvatura de Ψ em relação ao conjunto C (veja [35] para uma definição formal e discussão
detalhada sobre tal constante).

Se considerarmos (22), temos Ψ(y) = ∥y − p∥2/2, ∇Ψ(y) = y − p, e C = conv(A)
(para o qual CΨ = D2). Então, identificando yk com pk e definindo o parâmetro de
inexatidão como

δ̂k = 2
D2
∥∥vj − pk

∥∥2
, (35)
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em que j ∈ arg min{vT
i (pk − p) | 1 ≤ i ≤ n}, se vi é um pivô, temos

min
y∈C

(y − pk)T∇f(pk) + 1
2 γ̄kCf δ̂k = (vj − pk)T (pk − p) + 1

2 γ̄kD
2 2
D2
∥∥vj − pk

∥∥2

= (vj − pk)T (pk − p)−
(pk − p)T (vj − pk)∥∥vj − pk

∥∥2
∥∥vj − pk

∥∥2

= 0 ≥ −1
2∥pk − p∥2 ≥ (pk − p)T (vi − pk), (36)

no qual na segunda desigualdade usamos Lema 3.5(iii). Assim, (36) mostra que o pivô vi

na k-ésima iteração do Algoritmo 5, é uma solução inexata para o subproblema FW para
δ̂k como em (35).

Portanto, não é surpreendente que os resultados de complexidade para ambos os
algoritmos sejam semelhantes.

Conforme discutido na Seção 2.3.1 (veja desigualdade (12)), se y⋆ é solução de (22),
as iterações do método de Frank-Wolfe satisfazem

Ψ(yk)−Ψ(y⋆) = O
(

1
k

)
.

Se p ∈ conv(A), dado ε ∈ (0, 1), de acordo com o Teorema 3.8, o Algoritmo do
Triângulo em Kε ≤ 48ε−2 iterações obtém um ponto pε ∈ conv(A) tal que d(pε, p) < εR.

Dado um índice k, da desigualdade ⌈48ε−2⌉ ≥ k, temos que ε ≤
√

48/k, e assim

∥pk − p∥ <
√

48
k
R.

Equivalentemente,

Ψ(pk) = Ψ(pk)−Ψ(y⋆) < 24R2

k
= O

(
1
k

)
,

mostrando que TA tem a mesma taxa de convergência que Frank-Wolfe aplicado ao CHMP.
Curiosamente, a complexidade da iteração é melhorada para ambos os algoritmos

quando p está no interior relativo de conv(A) conforme Teorema 3.18 para o Algoritmo do
Triângulo com pivôs estritos e como pode ser deduzido a partir de (16) para Frank-Wolfe
(veja também [31, Theorem 2]).

Na Tabela 1, nós apresentamos uma comparação entre a complexidade de itera-
ção do Algoritmo do Triângulo, para o caso em que p ∈ conv(A), e a dos algoritmos
Frank-Wolfe e Away Step Frank-Wolfe (ASFW) sob diferentes hipóteses. A dedução das
constantes “geométricas” reportadas é detalhada no Apêndice B.

Contudo, note que quando p /∈ conv(A), de acordo com o Teorema 3.8(ii), as
iterações do Algoritmo do Triângulo dependem apenas da “geometria do problema”, isto
é, não dependem da tolerância ε. Como o FW pode ser visto como um Algoritmo do
Triângulo Ganancioso, essa afirmação também é válida, desde que os critérios de parada
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Tabela 1 – Complexidade de iteração para encontrar pk ∈ conv(A) tal que d(pk, p) < εR.
A última hipótese aplica-se apenas ao TA.

Hipóteses TA FW ASFW

p ∈ conv(A) O(1/ε2) O(D2/ε2) O
(

D2(m+1)2

Ω2
C

ln δ0
ε

)
com Hipótese 3.16 O(1/ε2) O

(
D2

ρ2 ln δ0
ε

)
O
(

D2(m+1)2

Ω2
C

ln δ0
ε

)
com Hipótese 3.17 O

(
R2

ρ2 ln δ0
εR

)
O
(

D2

ρ2 ln δ0
ε

)
O
(

D2(m+1)2

Ω2
C

ln δ0
ε

)

baseados no teorema de dualidade de distância (Teorema 3.3) sejam integrados ao FW
(faremos isso na Seção 3.5).

Com respeito ao custo computacional por iteração, embora no pior caso ambos os
algoritmos tenham que avaliar toda a lista de produtos internos vT

i (pk − p), espera-se que,
em geral, a iteração do Algoritmo 5 apresente um custo menor pois pede apenas um pivô
simples, em contraste com o método de Frank-Wolfe que precisa do pivô que minimiza o
produto interno vT

i (pk − p).

3.3.1 Frank-Wolfe como um Algoritmo do Triângulo Ganancioso

Acabamos de investigar a relação entre o Algoritmo do Triângulo e o método de
Frank-Wolfe aplicado ao problema (22): FW é equivalente ao Algoritmo do Triângulo
quando escolhemos um pivô vj tal que

vj ∈ arg min{vT
i (pk − p) | vi ∈ A \ {pk}}. (37)

A partir do Lemma 3.5(ii), o subproblema (37) mostra que o método de Frank-Wolfe (com
as peculiaridades do CHMP) é equivalente a um Algoritmo do Triângulo ganancioso, no
qual, ao invés de escolher vj tal que

vT
j (pk − p) ≤

∥pk∥2 − ∥p∥2

2 , (38)

selecionamos vj ∈ A \ {pk} tal que o lado esquerdo de (38) é mínimo. Chamaremos esse
algoritmo de Triângulo Ganancioso (ou simplesmente GT, do inglês Greedy Triangle) e o
sintetizamos no Algoritmo 6.

Observação 3.20. Ressaltamos que, para p = 0, o Algoritmo 6 coincide com um algoritmo
proposto por Von Neumann2 [20, 27, 51].

Observação 3.21. O critério de parada do Passo 7 é baseado na caracterização de pivô
estrito presente no Lema 3.10.
2 Comunicado por von Neumann a Dantzig na década de 1940 e estudado posteriormente por Dantzig

em [18].
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Algoritmo 6: Algoritmo do Triângulo Ganancioso
Dados: A, p, R, ε ∈ (0, 1)

1 Escolha p0 ∈ arg min{d(vj , p) | vj ∈ A} ;
2 para k = 0, 1, 2, . . . faça
3 se d(pk, p) < εR então
4 pare
5 fim
6 Escolha vj = arg min{vT

i (pk − p) | vi ∈ A \ {pk}} .
7 se vT

j (pk − p) > pT (pk − p) então
8 pare: pk é uma p-testemunha.
9 fim

10 Seja γ̄k = − (pk−p)T (vj−pk)
∥vj−pk∥2 .

11 pk+1 ← (1− γ̄k)pk + γ̄kvj .
12 fim

Sabendo que a inequação vT
j (pk − p) ≤ pT (pk − p) caracteriza um pivô estrito,

note que escolhendo vj como no Passo 6 do Algoritmo 6 temos que um pivô estrito é
sempre escolhido. Além disso, se houver pivôs estritos verificando a condição (32) (veja
Hipótese 3.17), o Algoritmo 6 escolherá um deles.

Proposição 3.22. Assuma que a Hipótese 3.16 é satisfeita.
(i) Se d(pk, p) > εR, então existe um pivô estrito w ∈ A satisfazendo a Hipótese 3.17.

(ii) O Algoritmo 6 sempre escolhe vj ∈ A satisfazendo a Hipótese 3.17.

Demonstração. (i) Seja pk ∈ conv(A) tal que d(p, pk) > εR. A Hipótese 3.16 implica
que existe τ > 0 tal que q = p+τ(p−pk) ∈ conv(A) e d(q, p) = ρ. Como q ∈ conv(A),
aplicando o Teorema 3.11 para q (ao invés de p), nós concluímos que existe um q-pivô
estrito w em p. Então, a inequação (32) segue do Lema 3.10(iv).

(ii) Considere vj como no Passo 6 do Algoritmo 6 e seja w ∈ A um pivô estrito satisfa-
zendo a Hipótese 3.17. Então,

(p− q)T (vj − q) = −τ(p− pk)T (vj − p− τ(p− pk))
= −τ(p− pk)T vj + τ(p− pk)T p+ τ2 ∥p− pk∥2

≤ −τ(p− pk)Tw + τ(p− pk)T p+ τ2 ∥p− pk∥2

= (p− q)T (w − q) ≤ 0.

Consequentemente, vj também satisfaz a desigualdade (32).

Uma possível desvantagem do Algoritmo 6, em relação com o Algoritmo 5, é que,
a cada iteração, é necessário percorrer toda a lista A para garantir o mínimo de (37).
Portanto, o custo por iteração é sempre O(nm).
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3.4 GRADIENTE PROJETADO APLICADO AO CHMP

Uma vez que o problema (21) é um caso particular do problema (8), em que f ≡ Φ
e C = ∆n (com x ∈ Rn), podemos aplicar os métodos de Gradiente Projetado, que foram
revisados na Seção 2.3.2.

Vale destacar que o principal custo por iteração dos métodos de gradiente projetado
é o calculo da projeção PC(·). Felizmente, a projeção sobre C = ∆n pode ser calculada a
um custo razoável de O(n log n) operações (para mais detalhes, consulte [16]).

É fundamental destacar que no caso em que p /∈ conv(A), o Algoritmo do Triângulo
para sua iteração ao encontrar uma testemunha. No entanto, o método de Gradiente
Projetado aplicado ao problema (21) irá parar próximo da projeção de p no conv(A). Por
este motivo é importante incorporar ao método de gradiente projetado critérios de parada
específicos para o CHMP (o mesmo acontece para métodos do tipo Frank-Wolfe aplicados
ao problema (22)). Tais critérios serão discutidos na próxima seção.

3.5 CRITÉRIOS DE PARADA ESPECÍFICOS PARA CHMP

A dualidade de distância (Teorema 3.3) é um resultado notável para o CHMP, e é a
chave do Algoritmo do Triângulo. Assim, é natural indagar se outros métodos de primeira
ordem para resolver o CHMP podem se beneficiar de tal resultado.

A partir da discussão da Seção 3.3.1, estabelecemos que Frank-Wolfe aplicado ao
CHMP pode ser visto como um Algoritmo do Triângulo Ganancioso, no sentido de escolher
vj ∈ A\{pk} que minimiza vT

i (pk−p). Dessa forma, no caso que vT
j (pk−p) > pT (pk−p),

podemos afirmar que não há pivô estrito (pela caracterização vista no Lema 3.10) a partir
de pk e p /∈ conv(A). Assim, como no Algoritmo do Triângulo, é possível parar o FW
(e suas variantes) assim que uma testemunha for detectada. Além disso, como no TA,
também paramos as iterações de FW assim que ∥pk − p∥ ≤ εR.

Outra questão importante é como definir a tolerância ϵ do Algoritmo 1 (Passo 4)
para garantir ∥pk − p∥ ≤ εR. Observe que o critério de parada clássico do Algoritmo 1 (e
do Algoritmo 2) é ∇Ψ(yk)T (ȳk − yk) ≥ −ϵ (aqui denotamos a iteração por yk ao invés de
xk pois estamos considerando o problema (22)). Seja y⋆ ∈ conv(A) a solução de (22). Da
Seção 2.3.1.1, para o problema (22) temos que

Ψ(yk)−Ψ(y⋆) ≤ ∇Ψ(yk)T (yk − ȳk) ≤ ϵ,

em que ȳk é solução do subproblema de FW. Isso é equivalente a

∥yk − p∥2 − ∥y⋆ − p∥2 ≤ 2ϵ,

implicando que ∥yk−p∥−∥y⋆−p∥ ≤ 2ϵ/∥yk−p∥. Sendo assim, impondo ϵ := ∥yk−p∥εR/2,
temos

∥yk − p∥ ≤ ∥y⋆ − p∥+ εR. (39)



Capítulo 3. Métodos de primeira ordem para o problema de inclusão no envoltório convexo 44

Se p ∈ conv(A), y⋆, solução de (22), é tal que ∥y⋆ − p∥ = 0 e então a inequação (39)
coincide com ∥pk − p∥ ≤ εR (para pk = yk).

Por outro lado, se ∇Ψ(yk)T (yk − ȳk) ≤ ∥yk − p∥εR/2 e ∥yk − p∥ > εR então, de
(39), ∥y⋆ − p∥ > 0 e concluímos que p /∈ conv(A). Portanto, em vez do critério de parada
clássico para FW, podemos usar o critério de erro relativo

∇Ψ(yk)T (yk − ȳk) ≤ ∥yk − p∥
εR

2 .

Quando se trata de métodos de gradiente projetado aplicados ao problema (21),
lembramos que ∇Φ(xk) = AT (Axk − p) e, desde que xk ∈ ∆n, podemos escrever pk =
Axk ∈ conv(A). Assim, cada componente do gradiente pode ser escrito como [∇Φ(xk)]i =
vT

i (pk−p) e, caso cada componente seja maior que pT (pk−p), podemos parar retornando
pk = Axk como uma testemunha de que p /∈ conv(A).

Em seguida, discutimos como definir a tolerância ϵ no Algoritmo 4 (Passo 4) para
garantir que ∥Ax̄k − p∥ ≤ εR (em que x̄k é do Passo 2). Para isso, primeiro enunciamos
e provamos o seguinte lema.

Lema 3.23. Seja f : Rn → R uma função convexa com gradiente L-Lipschitz e C ⊂ Rn

um conjunto não vazio, convexo e compacto, com diâmetro D. Se x⋆ ∈ C é o minimizador
de f sobre C e x̄ := PC(x− λ∇f(x)), para algum λ > 0 e x ∈ C, então

f(x̄)− f(x⋆) ≤ D

(
L

2 + 1
λ

)
∥x̄− x∥ .

Demonstração. Como x̄ é a projeção de x − λ∇f(x) sobre C, pela caracterização de
projeções em conjuntos convexos (veja Teorema 2.9) temos (w− x̄)T (x−λ∇f(x)− x̄) ≤ 0,
para todo w ∈ C. Em particular, como x⋆ ∈ C e λ > 0, ao fazer w = x⋆, obtemos

∇f(x)T (x̄− x⋆) ≤ 1
λ

(x̄− x⋆)T (x− x̄). (40)

Note também que

(x̄− x⋆)T (x− x̄) = (x̄− x)T (x− x̄) + (x− x⋆)T (x− x̄)
≤ −∥x− x̄∥2 + ∥x− x⋆∥ ∥x− x̄∥ . (41)

Portanto, usando (40) e (41), conseguimos, após algumas manipulações,

∇f(x)T (x̄− x) ≤ ∇f(x)T (x⋆ − x) + 1
λ

(−∥x− x̄∥2 + ∥x− x⋆∥ ∥x− x̄∥). (42)

Como ∇f é L-Lipschitz, usando (42) e a convexidade de f , temos que

f(x̄)− f(x)− L

2 ∥x̄− x∥
2 ≤ f(x⋆)− f(x) + 1

λ
(−∥x− x̄∥2 + ∥x− x⋆∥ ∥x− x̄∥),

implicando em

f(x̄)− f(x⋆) ≤ L

2 ∥x̄− x∥
2 + 1

λ
(−∥x− x̄∥2 + ∥x− x⋆∥ ∥x− x̄∥) ≤ D

(
L

2 + 1
λ

)
∥x̄− x∥ ,

em que, na última inequação, usamos o fato de x, x⋆ ∈ C, que tem, por hipótese, diâmetro
D.
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Agora, lembre que para o problema (21), f(x) := Φ(x) = 1
2 ∥Ax− p∥

2 e C = ∆n.
Nesse caso, L = ∥A∥2 e D =

√
2. Da definição de parâmetro espectral (veja (19)), temos

que 1/λk ≤ L. Então, podemos reescrever a desigualdade do Lema 3.23 como

Φ(x̄k)− Φ(x⋆) ≤ 3
2LD ∥x̄k − xk∥ , (43)

tomando xk como x e x̄k como x̄.
Como no Algoritmo 4, dk := x̄k − xk, e o critério de parada usual é ∥dk∥ < ϵ,

se impomos ϵ := ∥Ax̄k−p∥
3LD εR, a inequação (43) implica que ∥Ax̄k − p∥ ≤ ∥Ax⋆ − p∥ +

εR. Se p ∈ conv(A), x⋆, solução de (21), é tal que ∥Ax⋆ − p∥ = 0 e então a última
desigualdade coincide com ∥Ax̄k − p∥ ≤ εR. Observamos que o cálculo de x̄k tal que
a última desigualdade seja satisfeita é semelhante a encontrar uma ε-solução para o
Algoritmo do Triângulo já que Ax̄k ∈ conv(A). Por outro lado, se ∥dk∥ ≤

∥Ax̄k−p∥
3LD εR e

∥Ax̄k − p∥ > εR, então ∥Ax⋆ − p∥ > 0 e podemos concluir que p /∈ conv(A).
Com estes resultados, conseguimos aproveitar a dualidade de distâncias (Teorema

3.3) em outros métodos de primeira ordem para resolver o CHMP, possibilitando que
estes interrompam as iterações ao detectar que não há pivô (estrito) a partir do iterado
atual. Além disso, os critérios de parada usuais de Frank-Wolfe e Gradiente Projetado
também foram substituídos por novos critérios de parada usando “erro relativo” que
permitem detectar uma ε-solução para o CHMP, ou que p /∈ conv(A). Na próxima seção
iremos apresentar diversos experimentos numéricos envolvendo o Algoritmo do Triângulo,
sua versão Gananciosa, Away-Step Frank-Wolfe e Gradiente Projetado Espectral (os dois
últimos já com os novos critérios de parada desta seção).

3.6 EXPERIMENTOS NUMÉRICOS

Para avaliar o desempenho dos métodos de primeira ordem descritos nas Seções 3.2,
3.3, 3.4 munidos dos critérios de parada específicos (Seção 3.5) para resolução do CHMP,
apresentamos três conjuntos de experimentos computacionais.

Primeiramente, na Seção 3.6.1, consideramos exemplares do CHMP gerados arti-
ficialmente, organizados em 4 casos diferentes de acordo com a distribuição dos pontos
de A e a posição relativa do ponto de consulta p. Dessa forma temos algum controle
sobre os valores das constantes R, δ0, ∆ e c (dos Teoremas 3.8 e 3.14), e podemos avaliar
o desempenho dos algoritmos em condições favoráveis e desfavoráveis. Nas duas seções
seguintes, estudamos duas potenciais aplicações do CHMP. Na Seção 3.6.2, consideramos
problemas de factibilidade de programação linear que, sob hipóteses adequadas, podem
ser expressos como CHMPs. Na Seção 3.6.3 aplicamos os métodos estudados para um
problema de classificação de imagem, a fim de determinar se elementos do conjunto de
teste pertencem ao envoltório convexo dos elementos no conjunto de treinamento.

Todos os testes foram executados em computador pessoal com processador Intel
Core i7-8565U 1.80 GHz com 8 GB de RAM rodando Windows 10. Os algoritmos foram
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implementados em Matlab R2019a. Os códigos de nossos experimentos estão disponíveis
em https://github.com/rafaelafilippozzi/First-order-methods-for-the-CHMP.

3.6.1 Exemplares Artificiais do CHMP

Os exemplares artificiais do CHMP foram gerados seguindo um procedimento
semelhante ao proposto por [47]. Cada elemento de A = {v1, . . . , vn} é gerado segundo
uma distribuição uniforme na bola unitária em Rm [32]. Para isto, cada um dos n pontos
de A é gerado da seguinte maneira: primeiro geramos um vetor v̂ ∈ Rm com componentes
amostradas independentemente de uma distribuição normal padrão; então definimos v ∈ A
como v := m

√
u(v̂/ ∥v̂∥), em que u é amostrado da distribuição uniforme em [0, 1].

O ponto a ser consultado p ∈ Rm é gerado nos quatro casos a seguir:
(a) p ∈ conv(A) no interior relativo de conv(A);

(b) p ∈ conv(A) com fator de visibilidade próximo de zero;

(c) p /∈ conv(A) longe da fronteira;

(d) p /∈ conv(A) com fator de visibilidade próximo de zero.
Os casos acima foram selecionados com o objetivo de avaliar o desempenho dos

algoritmos de primeira ordem nos melhores e piores casos para o Algoritmo do Triângulo.
Para o caso (a) temos a complexidade de iteração melhorada dada pelo Teorema 3.18 para
o Algoritmo do Triângulo com “pivôs fortes” (veja Hipóteses 3.16, 3.17 e Proposição 3.22).
Nos casos em que o ponto p está fora de conv(A), a posição relativa de p afeta os valores
de ∆, R e δ0 nos Teoremas 3.8 e 3.14. Nos casos (b) e (d) tentamos forçar o fator de
visibilidade c a ser próximo de zero para obter exemplares mais difíceis para os algoritmos
do Triângulo (TA e GT). Os detalhes são fornecidos nas Seções 3.6.1.2 e 3.6.1.4.

Para todos os testes nesta seção, consideramos as seguintes tolerâncias, parâmetros
algorítmicos e detalhes de implementação:

• O número máximo de iterações foi definido como min{max{103n, 105}, 106}.

• Os critérios de parada usuais de Away Step Frank-Wolfe (ASFW) e Spectral
Projected Gradient (SPG) foram alterados de acordo com as discussões na
Seção 3.5.

• A tolerância para encontrar uma ε-solução para o CHMP foi definida em ε :=
10−4 para todos os algoritmos testados.

• Para a busca linear não monótona do SPG foi utilizado M = 15 pois obteve o
melhor desempenho em testes preliminares. Além disso, definimos λmin := 10−8

e λmax := 108.

• Como as variáveis x ∈ Rn na formulação quadrática (21) são os coeficientes da
combinação convexa (dos elementos de A), e não o ponto pk ∈ Rm como no
Algoritmo do Triângulo, consideramos o ponto inicial x0 = ei ∈ Rm, em que ei

https://github.com/rafaelafilippozzi/First-order-methods-for-the-CHMP
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denota o i-ésimo vetor canônico de Rn e o índice i é tal que

i = arg min
1≤j≤n

{
∥∥vj − p

∥∥},
assim Ax0 = p0, em que p0 é o ponto inicial para o Algoritmo 5.

• Na nossa implementação do Algoritmo do Triângulo, a cada iteração, construí-
mos a lista completa de valores vT

i (pk − p) (veja Lema 3.5(ii)), encontramos
todos os pivôs (se houver) e selecionamos um aleatoriamente. A escolha aleató-
ria de um pivô (em vez de um pivô vi com o menor índice i) é inspirada por
[57] e acaba sendo muito eficaz na redução do número de iterações de TA nos
quatro casos considerados em nossos experimentos. Embora pudéssemos testar
sequencialmente se vi, para i = 1, 2, . . . , n, é um pivô e avaliar os produtos
vT

i (pk−p) um por um, parando a busca assim que o primeiro pivô é encontrado,
nós “vetorizamos” a busca, o que normalmente tem um desempenho superior
no Matlab. Enfatizamos que no TA usamos pivôs simples (veja Lema 3.5) em
cada iteração ao invés de pivôs estritos como na Definição 3.9.

O custo computacional por iteração do TA e do GT é O(mn) operações aritméticas,
correspondendo a n produtos internos de vetores em Rm. No ASFW, também temos
operações aritméticas O(mn) por iteração para determinar as direções Frank-Wolfe e Away.
SPG é o algoritmo que tem o maior custo computacional por iteração, O(2mn+ n log n),
pois requer dois produtos matriz-vetor e a projeção no simplex unitário ∆n; veja Seção 3.4.

Observação 3.24. Os trabalhos [36, 39] mostram que com um pré-processamento de
O(mn2), o custo de cada iteração do Algoritmo do Triângulo pode ser reduzido para
O(m+ n). Essa estratégia pode ser interessante quando o número estimado de iterações
é muito maior que o número de pontos em A. No entanto, destacamos que tal estratégia
não foi utilizada em nossos experimentos.

Nos experimentos reportados nessa subseção, fixamos a dimensão como m = 100 e
variamos o número de pontos n em A de 500 a 105. Para cada valor de n, foram gerados
10 exemplares aleatórios. As tabelas no Apêndice C mostram o número médio de iterações
exigidas por cada algoritmo.

3.6.1.1 caso (a): p no interior relativo de conv(A)

Para garantir que o ponto de consulta esteja no interior relativo do conv(A),
selecionamos p = 0 ∈ Rm, o centro da bola unitária. Como cada vj ∈ A é originado a
partir de uma distribuição uniforme na bola unitária, sempre que o número n de pontos
em A for suficientemente grande, com alta probabilidade temos que p ∈ conv(A). Além do
mais, também é provável que Bρ(p) ⊂ conv(A), para ρ > 0 afastado de zero e, portanto,
neste caso, a Hipótese 3.16 é satisfeita.
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Figura 9 – Caso (a). Tempos de execução (em segundos) para a dimensão m = 100 e
aumentando n, o número de pontos em A.

Nesse caso, esperamos que GT tenha uma performance melhor que o TA. Lembra-
mos, dos Teoremas 3.8 e 3.14, que a complexidade por iteração do TA é

O
(

min
{

1
ε2 ,

1
c

ln δ0
εR

})
,

em que δ0 = d(p, p0), R := max{d(vi, p) | vi ∈ A} e c é da Hipótese 3.12. No entanto,
tendo em conta a Proposição 3.22, a Hipótese 3.17 é satisfeita pelo GT e sua complexidade
de iteração é dada pelo Teorema 3.18

O
(
R2

ρ2 ln δ0
εR

)
.

A Figura 9 mostra o desempenho dos algoritmos em termos de tempo de execução,
enquanto o número de iterações está listado na Tabela 6 (no Apêndice C). Conforme
previsto, GT requer menos iterações do que TA para recuperar pε tal que d(pε, p) ≤ εR.
Mais ainda, quando n é grande, GT também alcança o melhor desempenho em termos de
tempo de execução, seguido de perto por SPG e ASFW. Embora o custo por iteração do
SPG seja maior, ele exigiu apenas 12 iterações em média, enquanto GT e ASFW usaram
até 118 iterações.

3.6.1.2 Caso (b): p ∈ conv(A) com fator de visibilidade perto de zero

Aqui, nós geramos um ponto p ∈ conv(A) na fronteira do envoltório convexo,
semelhante ao Exemplo 3.15. Para isso, primeiro encontramos os dois pontos de A, vℓ e vq,
que têm os maiores valores do funcional linear ψ(v) = eT v: como conv(A) é um politopo
e pela forma como os pontos de A foram aleatoriamente gerados, esperamos, para um n

suficientemente grande, que vℓ e vq sejam pontos extremos de conv(A) (o máximo de ψ(v)
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é alcançado em pelo menos um desses pontos). Em seguida, definimos p = vℓ/2 + vq/2.
Além disso, para evitar que vℓ e vq sejam pontos de A mais próximos de p, adicionamos
a A um novo ponto vs tal que d(vs, p) < d(vℓ, vq)/2. Mais precisamente,

vs = p− β

2
∥vℓ − vq∥
∥p∥

p,

em que β = 0, 9. Este último passo é necessário porque se p0 = vq = argmin{d(v, p) | v ∈
A}, por exemplo, vℓ é um pivô estrito uma vez que

(p0 − p)T (vq − p) = (vℓ − p)T (vq − p) = 1
4(vℓ − vq)T (vq − vℓ) ≤ 0.

Nesta situação, GT poderia selecionar vℓ como pivô na primeira iteração e p seria re-
cuperado após a busca linear exata. De fato isso aconteceu quando não adicionamos
vs.

Os exemplares considerados nesta subseção são mais difíceis para algoritmos TA
e GT porque o limite superior 1/

√
1 + c em (30) pode ser muito próximo de 1. Como

p = 1
2(vq + vℓ), vq ou vℓ é um pivô para qualquer p′ ∈ conv(A) \ {p}. De fato, caso

contrário

(p′ − p)T (vℓ − p) >
1
2
∥∥p′ − p∥∥2 e (p′ − p)T (vq − p) >

1
2
∥∥p′ − p∥∥2

implicaria em
0 = (p′ − p)T (vℓ + vq − 2p) >

∥∥p′ − p∥∥2
,

uma contradição. Além disso, se vℓ foi o pivô escolhido para obter pk na iteração k− 1, da
busca linear exata (vℓ− pk)T (p− pk) = 0, portanto vℓ não é um pivô na iteração k, o que
implica que vq é. Portanto, começando em p0 ∈ conv(A) \ {vℓ, vq, p}, poderíamos ter em
cada iteração de TA (ou GT) pk como uma combinação convexa de p0 , vℓ e vq, com vq e
vℓ alternando como pivôs. Este fenômeno é semelhante ao do Exemplo 3.15. Consequen-
temente, já que 1/c pode ser relativamente grande, esperamos observar a complexidade
do Teorema 3.8 em vez da do Teorema 3.14 para TA e GT (em contraste com o caso (a)).
No entanto, as hipóteses do Teorema 2.24, para ASFW, ainda são satisfeitas.

Os algoritmos do Triângulo e do Triângulo Ganancioso atingiram o número máximo
de iterações e, portanto, não são relatados na Figura 10 e na Tabela 6. Em média, o
ASFW convergiu em 12 iterações, e em 7 delas a direção “away” foi usada. Da Figura 10 ,
vemos que o ASFW superou o SPG. Isso ocorreu porque, embora o SPG tenha atingido a
precisão desejada em no máximo 10 iterações (em média veja Tabela 6), este possui um
custo por iteração maior que o ASFW.

3.6.1.3 Caso (c): p /∈ conv(A) e afastado da fronteira

Agora, o ponto a ser consultado p está localizado fora de conv(A). Geramos p ∈ Rm

como no caso (b), seguido de uma dilatação: multiplicamos por 1, 5. Diferentemente do
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Figura 10 – Caso (b). Tempos de execução (em segundos) para a dimensão m = 100 e
aumentando n, o número de pontos em A.

caso anterior, não adicionamos outro ponto vs a conv(A) para evitar que p0 seja vq ou vℓ.
Observe que, dessa forma, como A ⊂ B1(0), p /∈ conv(A) e p está suficientemente distante
da fronteira. Isso garante que ∆ := min{d(v, p) | v ∈ conv(A)} seja suficientemente maior
que zero. Como pode ser visto na Tabela 7 (Apêndice C), todos os algoritmos encontraram
uma testemunha em não mais que 4 iterações. Vale lembrar que o Teorema 3.8 afirma que
a complexidade de iteração, neste caso, não depende da tolerância ε, mas das constantes
∆ e R (não é difícil mostrar que a razão R/∆ se aproxima de 1 à medida que ∆ aumenta).
A Figura 11 mostra os tempos de execução para este caso. Lembramos dos Teoremas 3.8
e 3.14 que a complexidade de iteração de TA e GT, quando p /∈ conv(A), é

O
(

min
{
R2

∆2 ,
1
c

ln δ0∆

})
,

em que c vem de (30) e depende da escolha do pivô. Como GT procura um pivô v que
minimiza vT (pk − p), normalmente sin θk será menor para GT do que TA (veja Figura 5)
e, portanto, esperamos uma constante c maior para GT do que TA, o que explica o menor
número de iterações para o primeiro.

Para os exemplares considerados nesta subseção, observamos 1, 58 ≤ R ≤ 1, 8,
0, 32 ≤ ∆ ≤ 0, 41 e 0, 68 ≤ δ0 ≤ 0, 81. Além disso, avaliando sin θk ao longo das iterações,
deduzimos que se o fator de visibilidade c existe, seu valor deve ser menor que 0, 02.

Além disso, o ASFW e o GT têm um desempenho melhor do que o SPG. A diferença
no tempo de execução entre ASFW (e GT) e SPG aumenta à medida que o número de
pontos aumenta. Embora o número de iterações exigidas pelo SPG seja semelhante aos
demais, lembramos que seu custo por iteração é maior devido ao custo de projeção no
simplex unitário (O(n log n)).

Observamos que nestes exemplares p0, o ponto de A mais próximo de p, pode ser
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Figura 11 – Caso (c). Tempos de execução (em segundos) para a dimensão m = 100 e
aumentando n, o número de pontos em A.

vq ou vℓ. Conforme discutido na seção anterior, se p0 = vq, então vℓ é um pivô estrito e
pode ser escolhido por GT e ASFW na primeira iteração. Como, para tais exemplares,
a projeção de p no conv(A) é uma combinação convexa de vq e vℓ, esses dois algoritmos
podem encontrá-la na primeira iteração, explicando os resultados na Tabela 7.

3.6.1.4 Caso (d): p /∈ conv(A) com fator de visibilidade perto de zero.

Motivado novamente pelo Exemplo 3.15, agora geramos p como no caso (b) mas
multiplicamos suas coordenadas por 1.01. Aqui adicionamos vs, como no caso (b) e,
conforme explicado na Seção 3.6.1.2, esperamos obter exemplares com fator de visibilidade
próximo de zero. De fato, analisando as iterações do TA para este conjunto de exemplares,
observamos que se existir um fator positivo c seu valor será menor que O(10−4). Além
disso, para os exemplares gerados neste caso, temos 0.007 ≤ ∆ ≤ 0, 008, 1, 34 ≤ R ≤ 1, 54
e 0, 57 ≤ δ0 ≤ 0, 75. Assim, a partir do Teorema 3.8 (e do Teorema 3.14) no pior caso TA
pode gastar O(104) iterações para encontrar uma testemunha.

Como pode ser visto na Tabela 7, o número médio de iterações de TA e GT é muito
alto em comparação com os outros algoritmos e isso se traduz nos tempos de execução
mostrados na Figura 12. Observamos que o número de iterações do SPG e ASFW também
aumentou neste caso quando comparado ao caso (c). Observe que o Algoritmo do Triângulo
leva praticamente o mesmo tempo que o GT.

Notavelmente, as direções “away” permitiram ao ASFW evitar o fenômeno de
zigue-zague visto no Exemplo 3.15: sendo o algoritmo mais rápido, seguido pelo SPG.

3.6.2 Problema de Factibilidade de Programação Linear

O problema de inclusão no envoltório convexo também está relacionado ao pro-
blema de factibilidade de programação linear. O conjunto factível de um problema de
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Figura 12 – Caso (d). Tempos de execução (em segundos) para a dimensão m = 100 e
aumentando n, o número de pontos em A.

programação linear pode ser dado por Ω = {x ∈ Rn | Ax = b, x ≥ 0}, com matriz
A = [a1 a2 · · · an], e vetores b, ai ∈ Rm. Suponha que estamos interessados em elementos
de Ω com norma limitada, digamos ∥x∥1 ≤ N . Em outras palavras, gostaríamos de decidir
se a interseção de Ω com o semi-espaço definido por HN = {x ∈ Rn | eTx ≤ N}, para um
dado N > 0, não é vazia. Segundo [42], este (mais específico) problema de factibilidade
de PL pode ser formulado comoA 0 −b

eT 1 −N
0T 0 1


αβ
γ

 =

 0
0
1

N+1

 ,

eTα + β + γ = 1,
α, β, γ ≥ 0,

(44)

que é equivalente ao CHMP para conv (Ã), em que o ponto a ser consultado é p =(
0T , 0, 1

N+1

)T
∈ Rm+2 e os elementos de Ã são as colunas da matriz de coeficientes em

(44). Não é difícil mostrar que Ω ∩HN não é vazio se e somente se p ∈ conv (Ã).

Observação 3.25. Seja pk ∈ conv (Ã) tal que d(pk, p) = ∥pk − p∥ ≤ εR, em que R é
o diâmetro de conv (Ã). Então, x̂ :=

(
α1
γ , . . . ,

αn
γ

)T
satisfaz ∥Ax̂− b∥ ≤ εR/γ =: ε′,∣∣∣eT x̂+ β/γ −N

∣∣∣ ≤ ε′,
∣∣∣γ − 1

N+1

∣∣∣ ≤ εR e x̂ ≥ 0.

Vamos considerar exemplares do problema de factibilidade em PL

Ax = b, x ≥ 0 e eTx ≤ N, (45)

e resolve-los como CHMPs usando TA, GT, SPG e ASFW, juntamente com os critérios
de parada descritos na Seção 3.5, e comparar o desempenho com o solver linprog (que
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é uma implementação do algoritmo Dual-Simplex) do Matlab aplicado a (45). Para cada
exemplar, as colunas de A foram geradas da distribuição uniforme na esfera unitária
centrada em e ∈ Rm (logo aij ≥ 0). Para gerar exemplares factíveis de (45), selecionamos
um vetor aleatório x ∈ Rn, em que cada entrada é gerada da distribuição uniforme em
(0, 1) e calculamos b como b = Ax. Note que a soma de n variáveis aleatórias independentes
com distribuição uniforme tem valor esperado n/2 e variância n/12. Nestes experimentos
consideramos n ≤ 2000, e para garantir eTx ≤ N , definimos N = 1200. Para exemplares
não factíveis, usamos o mesmo procedimento, mas no final multiplicamos a primeira
coordenada de b por −1.

Para linprog, testamos a factibilidade de (45) considerando uma tolerância de vio-
lação da restrição de 10−3 (o maior valor permitido por linprog) e também desabilitamos
os procedimentos de pré-processamento. Para os outros algoritmos aplicados à formulação
CHMP equivalente, usamos os mesmos parâmetros dos experimentos da Seção 3.6.1 exceto
para a tolerância ε, que aqui assumimos valores de {10−6, 10−7} e o número máximo de
iterações, ficou definido como 106. Na implementação do SPG, com base em experimentos
preliminares, definimos λmin = 10−10 e λmax = 1010 e usamos M = 60 para a busca
linear não monótona. Vale ressaltar que, para os exemplares que geramos, a constante R,
que depende da geometria do problema, fica em torno de 103.

Para cada par m e n consideramos 10 exemplares aleatórios e as médias dos tempos
de execução e os respectivos números de iterações são descritos nas Tabelas 2, 3 e 4. Na
Tabela 2, relatamos o tempo e as iterações de TA, GT, ASFW e SPG para problemas
factíveis, com dimensões variadas e tolerância ε. A Tabela 3 mostra o desempenho de
linprog (para o qual a tolerância de violação de restrição é fixa).

Observe que mesmo GT e ASFW, que apresentaram os melhores desempenhos nos
experimentos da Seção 3.6.1, tiveram dificuldades nesses experimentos, exigindo muitas
iterações e consequentemente apresentando tempos de execução maiores. Isso era de
alguma forma esperado porque o Teorema 3.8 declara a complexidade de iteração do TA
e suas variantes como O(ε−2) e agora ε é três ordens de magnitude menor do que o da a
seção anterior.

Quanto ao ASFW, observamos que a taxa de convergência linear que aparece na
equação (18) depende de µ, L, D, ΩC e da dimensão do problema. Nesses experimentos,
C := conv (Ã) e a dimensão é m + 2. A função objetivo de (22) implica que µ = L = 1.
De (44), deduzimos que D ≥ N + 1 e ΩC ≤ 1. Portanto,

ΩC

D(m+ 3) ≤
1

(N + 1)(m+ 3) .

Como, em nossos experimentos, N = 1200 e m = 102 a razão acima é menor que
10−5 e substituindo-a em (18) vemos que o fator de convergência é muito próximo de 1,
justificando a lenta convergência do ASFW para esses exemplares.

A Tabela 4 mostra os resultados (em média) para problemas não factíveis. Obser-
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Tabela 2 – O tempo de CPU (em segundos) e o número de iterações para problemas
factíveis. Os melhores resultados estão em negrito.

TA GT ASFW SPG
m n tempo iter tempo iter tempo iter tempo iter

ε = 10−6

50 200 0.5137 86491.4 0.3272 55952.9 0.1507 6286.7 0.0053 56.8
50 2000 0.2669 10318 0.0809 4472.4 0.0869 2190.3 0.2971 54.4

100 500 1.0028 74248.7 0.5599 46952.8 1.0131 27998.3 0.0083 122
200 2000 1.5370 29734.1 0.8193 17676.6 1.2437 18007.5 0.1833 268.5

ε = 10−7

50 200 2.1938 330132 1.2349 189164.6 0.7452 26773.2 0.0080 58.5
50 2000 0.6298 24588.7 0.1503 8173.1 0.2172 5847.9 0.5040 55.9

100 500 4.0366 313218.6 2.1494 186011.7 4.0959 112368.9 0.0148 125.2
200 2000 13.7279 245975.6 1.8809 39395.9 8.8099 123920.4 0.1923 266.2

Tabela 3 – Tempo (em segundos) para o linprog

m n factíveis não factíveis

50 200 0.0162 0.0103
50 2000 0.0294 0.0189
100 500 0.0297 0.0128
200 2000 0.2180 0.0424

Tabela 4 – O tempo de CPU (em segundos) e o número de iterações para problemas não
factíveis. Os melhores resultados estão em negrito.

TA GT ASFW SPG

m n tempo iter tempo iter tempo iter tempo iter

50 200 0.0011 21.1 0.0003 13 0.0084 253.9 0.0018 3.5
50 2000 0.0016 35 0.0007 33.2 0.0015 33.2 0.0352 11.3
100 500 0.0014 56.9 0.0009 45.4 0.0015 45.4 0.0053 3.7
200 2000 0.0053 109.2 0.0045 106.8 0.0060 106.8 0.0513 7.6

vamos que em problemas não factíveis, exceto linprog, os algoritmos param quando uma
testemunha é encontrada e isso depende apenas da geometria do problema, não da tolerân-
cia ε. Para os exemplares consideradas nesta seção observamos que R está em torno de 103

e 0, 14 ≤ ∆ ≤ 0, 99. Podemos ver que o algoritmo com melhor desempenho em relação ao
tempo em casos factíveis foi o SPG, seguido por linprog. Já para problemas não factíveis,
o GT encontrou mais rapidamente uma testemunha do que os outros algoritmos testados.

3.6.3 Um exemplo de CHMP em classificação de imagens

O banco de dados MNIST é um grande banco de dados de dígitos manuscritos,
que é muito popular para validar algoritmos de classificação de imagens [46]. Ele contém
60.000 amostras de imagens em tons de cinza 28× 28 em seu conjunto de treinamento e
10.000 imagens em seu conjunto de teste.

No interessante estudo de [54] foi mostrado que, para o conjunto de dados MNIST,
todos os pontos de teste estão consideravelmente fora do envoltório convexo do conjunto
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de pontos de treinamento. Além disso, nesse caso, o autor sugeriu o seguinte procedimento
de classificação: dado um ponto de teste, estimamos sua distância ao envoltório convexo
de cada classe3 e classificamos de acordo com a menor das distâncias. Os trabalhos [55] e
[54] relataram uma precisão de 98, 5% usando este procedimento.

Inspirados por esses estudos, aplicamos os algoritmos discutidos neste capítulo
para obter uma estimativa da distância de um ponto de teste ao envoltório convexo
das subclasses do conjunto de treinamento. A diferença para o trabalho de [54] é que
não resolvemos o problema (21) exatamente, mas paramos os algoritmos assim que uma
testemunha é encontrada. Lembramos de (24) que a distância de um ponto de teste a uma
testemunha não é maior que o dobro da distância deste ponto de teste ao envoltório convexo.
Assim, nos perguntamos como o uso dessa estimativa impactaria os resultados/conclusões
de [54].

Primeiramente, consideramos A ⊂ R784 como o conjunto de treinamento (com
60.000 imagens vetorizadas). Em seguida, para cada um dos 10.000 pontos de teste,
resolvemos os CHMPs correspondentes com os mesmos algoritmos4 testados na Seção 3.6.1.
Como em [54], descobrimos que todos os elementos do conjunto de teste não pertencem
ao conv(A). Da mesma forma que na Subseção 3.6.1.3, os algoritmos mais rápidos para
obter uma testemunha para os 10.000 pontos de teste foram GT e ASFW, que levaram
aproximadamente um tempo total de 12 e 13 minutos, respectivamente. O mais lento foi
o SPG, que levou 114 minutos.

Para obter a distância exata de um ponto de teste ao envoltório convexo também
consideramos uma versão clássica do SPG (sem os critérios de parada da Seção 3.5), que
chamamos de PROJ. O PROJ levou um tempo total de quase 9 horas para encontrar a
projeção de todos os pontos de teste no conv(A).

Para comparar as estimativas de distância com as distâncias exatas para o envoltório
convexo do conjunto de treinamento, apresentamos na Figura 13 um gráfico com a distância
(dividida por 255 que é o maior valor de pixel) de todos os pontos de teste para suas
respectivas testemunhas (dependendo do método usado) e um histograma para comparar
as distribuições de distância (estimativas) para TA e PROJ. Como esperado, as distâncias
entre as testemunhas e os pontos de teste não ultrapassam o dobro da distância até a
projeção.

Em segundo lugar, aplicamos o mesmo procedimento de classificação proposto em
[55], porém calculamos a distância dos pontos de teste à testemunha no envoltório convexo
de cada classe, e classificamos o ponto de teste de acordo com a classe cuja a distância da
testemunha ao envoltório dos pontos de treinamento daquela classe foi a menor. A melhor
precisão de 98% é alcançada pelo TA em menos de 10 minutos, o que não está muito
longe da precisão de 98, 5% do PROJ, que exigiu mais de 4 horas para processar todos os
3 Para MNIST, as classes são 0, 1, . . . , 9.
4 Aqui, M = 3 é usado na busca de linear não monótona para o SPG.



Capítulo 3. Métodos de primeira ordem para o problema de inclusão no envoltório convexo 56

0 2000 4000 6000 8000 10000
Test point number

0

1

2

3

4

5

6

7

8
D

is
ta

nc
e

TA
GT
SPG
ASFW
PROJ

(a) Estimativas de distância comparadas com
a distância ao casco convexo (PROJ).

1 2 3 4 5 6 7 8
Distance

0

100

200

300

400

500

600

700

800

nu
m

be
r o

f t
es

t i
m

ag
es

TA
PROJ

(b) Histograma com as distâncias entre a teste-
munha e o ponto de teste (TA), e as distân-
cias entre o ponto de teste e sua projeção
(PROJ).

Figura 13 – Resultados experimentos com MNIST.

pontos de teste.

3.7 CONCLUSÕES DO CAPÍTULO

Neste capítulo mostramos que é possível aplicar métodos de primeira ordem, como
métodos do tipo Frank-Wolfe ou Gradiente Projetado, para o problema de inclusão no
envoltório convexo e obter um desempenho competitivo em relação a algoritmos específicos
para tal problema.

Para tanto, exploramos um teorema de dualidade de distância que é a base teórica
para o Algoritmo do Triângulo, e desenvolvemos critérios de parada adequados para os
métodos de gradiente projetado, Frank-Wolfe e Away Step Frank-Wolfe.

Os experimentos numéricos deste capítulo mostraram que estes métodos tiveram
um bom desempenho, principalmente o ASFW para os casos mais desafiadores como os das
Seções 3.6.1.2 e 3.6.1.4. Contudo, o mesmo não ocorreu para os problemas da Seção 3.6.2,
nos quais o SPG apresentou um melhor desempenho (no geral) para exemplares factíveis,
enquanto o Algoritmo do Triângulo Ganancioso mostrou-se mais eficaz para detectar não
factibilidade. Por fim, para o experimentos de classificação de imagens notamos que a
utilização da testemunha no lugar da projeção não altera consideravelmente a precisão da
classificação, e permite grande economia em termos de tempo computacional.
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4 CHMP ESFÉRICO E UMA VARIANTE O(1/ε) DO ALGORITMO DO TRIÂN-
GULO

Nesse capítulo buscamos melhorar a complexidade de iteração do Algoritmo do
Triângulo para uma versão equivalente do CHMP: o CHMP esférico. Na Seção 4.1 apre-
sentamos o CHMP esférico, bem como resultados envolvendo o Algoritmo do Triângulo
específico para o mesmo. Veremos que quando uma propriedade específica é satisfeita pelos
iterados do algoritmo, sua complexidade pode ser melhorada de O(1/ε2) para O(1/ε). Na
Seção 4.2 apresentamos uma heurística que busca favorecer a ocorrência de tal propriedade.
Ela envolve a resolução de um subproblema não-linear. Uma estratégia para resolução
aproximada deste subproblema é apresentada na Seção 4.3, e indicam a efetividade da
heurística proposta.

4.1 CHMP ESFÉRICO

Sejam S := {s1, . . . sn} ⊂ Rm, com ∥si∥ = 1. O problema de inclusão no envoltório
convexo esférico (ou CHMP-esférico) consiste em decidir se 0 ∈ conv(S).

Perceba que a partir de um CHMP com A = {v1, . . . vn} ⊂ Rm, p ∈ Rm\A e
tomando si := (vi − p)/ ∥vi − p∥ temos um CHMP esférico. Sendo assim podemos dizer
que o CHMP esférico é um caso particular do CHMP com p = 0, e com cada si ∈ S
tendo norma unitária. Na Figura 14 temos um exemplo para comparar o CHMP para A
com o CHMP-esférico relacionado. Em ambas imagens o ponto a ser consultado, p e 0,
respectivamente, pertence aos devidos envoltórios convexos. No trabalho de Kalantari e
Zhang [42] a equivalência entre CHMP e CHMP-esférico é estabelecida. Revisaremos a
seguir tal resultado e as particularidades dessa equivalência.

(a) p ∈ conv(A). (b) 0 ∈ conv(S).

Figura 14 – Comparação do CHMP com o CHMP-esférico.
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Teorema 4.1. Seja A = {v1, . . . , vn} ⊂ Rm, p ∈ Rm, p /∈ A. Defina

R := max {∥vi − p∥ | vi ∈ A} e S := {s1, . . . sn} ⊂ Rm, com si := (vi − p)/ ∥vi − p∥ .

Então,
p ∈ conv(A) se, e somente se, 0 ∈ conv(S).

Demonstração. Suponha que p ∈ conv(A), assim p =
∑n

i=1 αivi,
∑n

i=1 αi = 1, α ≥ 0.
Logo

0 =
n∑

i=1
αivi − p =

n∑
i=1

αivi −
n∑

i=1
αip =

n∑
i=1

αi(vi − p). (46)

Como p ̸= vi, vi − p ̸= 0 e de (46) temos

0 =
n∑

i=1
αi ∥vi − p∥

(vi − p)
∥vi − p∥

.

Dividindo ambos os lados por
∑n

j=1 αj

∥∥vj − p
∥∥ temos que 0 ∈ conv (S), pois 0 =∑n

i=1 βisi,
∑n

i=1 βi = 1 e β ≥ 0, em que βi = αi ∥vi − p∥∑n
j=1 αj

∥∥vj − p
∥∥ . A recíproca segue

de forma análoga.

Teorema 4.2. Considere as definições do Teorema 4.1.
(i) Dado ε ∈ (0, 1), suponha que

p̂ε :=
n∑

i=1
αisi, com

n∑
i=1

αi = 1 e αi ≥ 0,

satisfaz ∥p̂ε∥ ≤ ε. Então,

pε :=
n∑

i=1
βivi, com βi := αi/ ∥vi − p∥∑n

i=1(αi/ ∥vi − p∥)
, (47)

satisfaz
∥p− pε∥ ≤ εR.

(ii) Assuma 0 /∈ conv (S). Seja HS o hiperplano que separa 0 do conv (S). Então, existe
um hiperplano H, paralelo ao HS , que separa p do conv(A).

Demonstração. (i) Uma vez que ∥p̂ε∥ ≤ ε, multiplicando por R temos

∥p̂ε∥R =
∥∥∥∥∥

n∑
i=1

αisiR

∥∥∥∥∥ =
∥∥∥∥∥

n∑
i=1

αi
vi − p
∥vi − p∥

R

∥∥∥∥∥ ≤ εR. (48)

Dividindo (48) por
∑n

j=1
αj∥∥vj − p

∥∥R e utilizando (47) concluímos

∥∥∥∥∥
n∑

i=1
βi(vi − p)

∥∥∥∥∥ ≤ εR∑n
j=1

αj∥∥vj − p
∥∥R. (49)
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Pela definição de R, temos que 1∥∥vj − p
∥∥R ≥ 1, logo

n∑
j=1

αj∥∥vj − p
∥∥R ≥ n∑

j=1
αj = 1.

Desse fato e de (49) podemos deduzir∥∥∥∥∥
n∑

i=1
βip−

n∑
i=1

βivi

∥∥∥∥∥ = ∥p− pε∥ ≤ εR,

como enunciado.

(ii) Note que, do Teorema 4.1, 0 /∈ conv (S) se, e somente se, p /∈ conv(A). Vejamos agora
como o hiperplano que separa p do conv(A) e o hiperplano que separa 0 do conv (S)
estão relacionados. Sem perda de generalidade, assuma p = 0, visto que caso contrário
podemos transladar p e os pontos de A para termos um problema de inclusão
no envoltório convexo equivalente. Sendo assim, R := max {∥vi − p∥ | vi ∈ A} =
max{∥vi∥ | vi ∈ A}. Seja AR := {vi/R : i = 1, . . . , n}. Suponha que p′ ∈ conv (S) é
uma testemunha de que 0 /∈ conv (S), logo o hiperplano HS := {x ∈ Rm | p′Tx =
1
2
∥∥p′∥∥2} separa 0 do conv (S). Assim, o semi-espaço

W :=
{
x ∈ Rm | p′Tx ≥ 1

2
∥∥p′∥∥2

}
,

contém todo S. Caso HS separe 0 do conv(AR) o teorema está demonstrado para
H = HS . Caso contrário, existem elementos de AR que não pertencem à W . Consi-
dere wi como a projeção de vi

R
sobre o segmento [0, p′], para todo vi

R
/∈ W . Denote

como ŵ o wi que está mais próximo da origem, como ilustrado na Figura 15.

Para vi/R ∈ W , temos

p′T
vi

R
≥ 1

2
∥∥p′∥∥2 ≥ 1

2 ∥wi∥2 ≥
1
2 ∥ŵ∥

2 .

Por outro lado, para vi/R /∈ W , temos que p′T (vi/R− wi) = 0, que nos leva a

p′T
vi

R
= p′Twi = ∥p′∥∥wi∥ ≥ ∥ŵ∥2 >

1
2∥ŵ∥

2.

Desse modo, temos que o hiperplano HR := {x ∈ Rm | p′Tx = 1
2 ∥ŵ∥

2}, separa 0
de conv(AR). Equivalentemente, uma versão escalada de HR, He

R := {x ∈ Rm |

p′Tx = R

2 ∥ŵ∥
2} separa 0 do conv(A).

Para p ̸= 0, uma versão transladada de He
R, denominada H, é que separa p de

conv(A) e temos o teorema.
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Figura 15 – Relação entre o Hiperplano que separa 0 do conv(S) e aquele que separa 0
do conv(AR).

Observação 4.3. Além da equivalência entre o CHMP e o CHMP-esférico (Teorema 4.1),
na prática é importante verificar as associações sobre as respostas de cada um desses
problemas. No item (i) do Teorema 4.2 vemos as associações entre a tolerância para
p ∈ conv(A) com a tolerância para aceitar 0 ∈ conv(S). Já no caso do ponto consultado
estar fora do envoltório convexo, o item (ii) do Teorema 4.2 nos mostra a relação entre os
hiperplanos de separação que separam p de conv(A) e 0 do conv(S).

Uma variante natural do Algoritmo do Triângulo para resolver o CHMP-esférico é
descrita no Algoritmo 7. Tal variante é denominada Algoritmo do Triângulo Esférico (ou
simplesmente TA-Esférico). Note que, diferentemente de TA, a cada iteração o algoritmo
procura um pivô estrito (veja Definição 3.9), além disso, o critério de parada do Passo 6 é
baseado no Lema 3.10 para o caso específico do CHMP-Esférico.

A complexidade de iteração do TA-Esférico, para problemas gerais, é de O(1/ε2),
a mesma que a do TA original. No entanto, em [42] é apresentada uma complexidade
de iteração melhorada quando a cada iteração o par iterado/pivô satisfaz a seguinte
propriedade.

Definição 4.4. Considerando o CHMP-esférico, ε ∈ (0, 1), 1
ε
≥ M ≥ 1. Dizemos que

um ponto p′ ∈ conv(S), que não é uma testemunha e tal que
∥∥p′∥∥ > ε, satisfaz a ε

M
-

propriedade se existe um pivô s a partir de p′ tal que

∥∥p′ − s∥∥ ≥√1 + ε

M
. (50)

O teorema a seguir apresenta uma complexidade melhorada para o TA-Esférico,
quando a cada iteração o par (pk, sj) satisfaz a ε

M
-propriedade.
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Algoritmo 7: Algoritmo do Triângulo Esférico (TA-Esférico)
Data: S, ε ∈ (0, 1)

1 Escolha p0 = s1
2 para k = 0, 1, 2, . . . faça
3 se ∥pk∥ < ε então
4 pare
5 fim
6 se sj

T pk > 0,∀j = 1, . . . , n então
7 pare: pk é testemunha para 0 /∈ conv(S).
8 senão
9 Escolha sj ̸= pk, tal que sj

T pk ≤ 0.
10 fim
11 pk+1 ← pk + pT

k (sj−pk)
∥pk−sj∥2 (pk − sj).

12 fim

Teorema 4.5 ([42, Theorem 9]). Considere o TA-Esférico e suponha que 0 ∈ conv (S).
Se a cada iteração o par pk (que não é uma testemunha), sj satisfaz a ε/M-propriedade,
então em O(M/ε) iterações, o TA-Esférico encontra pε ∈ conv(S) tal que ∥pε∥ ≤ ε.

Demonstração. Do Teorema 3.8 temos que se 0 ∈ conv (S), em O( 1
ε2 ) iterações consegui-

mos pε tal que ∥pε∥ ≤ ε. Nessa lógica, temos que em O(M
ε ) iterações conseguimos pkMε

tal que ∥∥pkMε

∥∥ ≤√ ε

M
. (51)

Se
∥∥pkMε

∥∥ ≤ ε, a prova está terminada. Caso contrário, seja k := kMε. Então do Algo-
ritmo 7, Passo 11, sabemos que o próximo iterado pk+1 é tal que

∥pk+1∥2 = ∥pk∥2 − ∥pk − pk+1∥2 . (52)

Por hipótese, o pivô escolhido no passo 9 é tal que ∥pk − s∥ ≥
√

1 + ε

M
. Considere q um

ponto no segmento [pk, sj ] tal que
∥∥sj − q

∥∥ = 1 (veja Figura 16 para uma ilustração).
Note que, por definição de pk+1 o ângulo ∠0pk+1sj é reto e, como

∥∥sj

∥∥ = 1, temos que
∥pk − pk+1∥ ≥ ∥pk − q∥ e assim

∥pk − pk+1∥ ≥
∥∥pk − sj + sj − q

∥∥ ≥ ∥∥pk − sj

∥∥− ∥∥sj − q
∥∥ ≥√1 + ε

M
− 1. (53)

Multiplicando e dividindo, o lado direito de (53) por
√

1 + ε

M
+1 e lembrando que M ≥ 1

e ε ∈ (0, 1) temos que

∥pk − pk+1∥ ≥
ε

M

1√
1 + ε

M
+ 1
≥ ε

M

1√
2 + 1

≥ ε

3M . (54)
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De (51), (52) e (54) temos que

∥pk+1∥2 ≤
ε

M
− ε2

9M2 .

Com isso, após T iterações temos que

∥pk+T ∥2 ≤
ε

M
− T ε2

9M2 . (55)

Como 1
ε
≥ M ≥ 1 o lado direito de (55) é não-negativo e para que ∥pk+T ∥ ≤ ε é

necessário que

T ≥
( ε

M
− ε2

)9M2

ε2 = 9M
ε
− 9M2.

Assim o número de iterações T para conseguirmos ∥pk+T ∥2 ≤ ε2 é O(M/ε).

Figura 16 – Iteração do Algoritmo do Triângulo Esférico.

Observação 4.6. Analogamente ao que vimos no Teorema 3.8, quando 0 /∈ conv (S) a
complexidade para encontrar uma testemunha só depende da geometria do problema, pois
o mínimo de d(p′, 0) para p′ ∈ conv (S) será ∆ := min{d(x, 0) | x ∈ conv (S)}. Note que
R = 1, então, tomando ε = ∆, sob as hipóteses do Teorema 4.5 em O(M/∆) iterações, o
TA-Esférico encontra uma testemunha.

Observação 4.7. Note que se M = 1/ε, qualquer pk ∈ conv(S) satisfaz a ε/M -propriedade
(enquanto não atingimos um dos critérios de parada), pois a ε/M -propriedade se reduz a∥∥p′ − v∥∥2 ≥ 1 + ε2, o que é automaticamente satisfeita ao escolher v como pivô estrito
visto que ∥∥p′ − v∥∥2 =

∥∥p′∥∥2 + 1− 2p′T v ≥
∥∥p′∥∥2 + 1 > ε2 + 1.

Observe que M = 1/ε, resulta na já esperada taxa de O(1/ε2), logo a melhoria na
complexidade é relativa, pois depende do quão grande é a constante M .



Capítulo 4. CHMP esférico e uma variante O(1/ε) do algoritmo do Triângulo 63

Proposição 4.8. Se ∥pk∥ ≥
√

ε

M
então para qualquer pivô estrito, o par (sj , pk) satisfaz

a ε/M-propriedade.

Demonstração. Como sj é um pivô estrito, temos que sT
j pk ≤ 0 e, por hipótese, ∥pk∥ ≥√

ε

M
. Assim,

∥pk∥2 − 2sT
j pk ≥ ∥pk∥2 ≥

ε

M
.

Sabemos que
∥∥sj

∥∥ = 1, logo∥∥pk − sj

∥∥2 = ∥pk∥2 − 2sT
j pk +

∥∥sj

∥∥2 ≥ 1 + ε

M
,

ou seja, o par (pk, sj) satisfaz a ε/M - propriedade.

Esta última proposição mostra que a ε/M -propriedade é naturalmente satisfeita nas
iterações iniciais do TA-esférico, para pk suficientemente longe da origem. Se ao contrário

das hipóteses da Proposição 4.8 vale ∥pk∥ <
√

ε

M
, nem sempre pk admitirá um pivô sj

cumprindo (50). Em [42] é apresentada uma heurística para quando pk não satisfizer a
ε/M -propriedade. A ideia é encontrar um novo par (pt, s) que garanta que ∥pt − s∥ seja
suficientemente grande com s pivô de pt. No entanto, os autores de [42] não apresentam
uma prova de corretude do procedimento interno, tampouco experimentos numéricos que
evidenciem uma melhor complexidade de iteração.

Na próxima seção, vamos propor uma nova estratégia para encontrar um iterado
pk e pivô s que satisfaçam a ε/M -propriedade.

4.2 UMA NOVA HEURÍSTICA PARA O CHMP-ESFÉRICO

Considere pk o iterado atual, sj um pivô estrito para esse iterado e θk := ∠pk0sj ∈
(π/2, π]. Observe que∥∥pk − sj

∥∥2 = ∥pk∥2 +
∥∥sj

∥∥2 − 2pT
k sj

= ∥pk∥2 +
∥∥sj

∥∥2 − 2 ∥pk∥
∥∥sj

∥∥ cos θk

= 1 + ∥pk∥ (∥pk∥ − 2 cos θk),

(56)

visto que
∥∥sj

∥∥ = 1.
Assuma que o par (pk, sj) não satisfaz a ε

M
-propriedade e que ainda não atingimos

uma ε-solução. Assim, da Proposição 4.8, temos que
√

ε

M
> ∥pk∥ > ε. Disso, e de (56),

queremos, se possível, garantir que ∥pk∥ − 2 cos θk ≥
1
M
. Observe que quando M = 1,

gostaríamos de ter ∥pk∥ ≥ 1 + 2 cos θk.
Nossa proposta é resolver um subproblema que “força” cos θk a ser o menor possível.

Além disso, para esse procedimento, consideramos apenas os elementos de S que já estão
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Figura 17 – Motivação para a nova heurística, em que pk é combinação convexa de
s1, s2, s3, s1 = s é um pivô estrito para pk e pt = S̃xt em que xt é solu-
ção do problema (57).

ativos na combinação convexa que resulta em pk. Para tanto, fixamos o pivô estrito s e
obtemos um novo iterado pt = S̃xt , em que S̃ ∈ Rm×ℓ é uma matriz com os ℓ elementos
de S que estão ativos na combinação convexa de pk (o iterado atual) e xt ∈ ∆ℓ é tal
que (S̃xt)T s seja o menor possível. Contudo, queremos preservar a distância de pk para a
origem, isto é, queremos que o novo iterado pt seja tal que ∥pt∥ ≤ ∥pk∥ , visto que nosso
critério de parada é ∥pk∥ ≤ ε. Note que isso é equivalente a pedir que

1
2∥pt∥2 ≤

1
2∥pk∥2.

Essa estratégia é ilustrada na Figura 17.
Assim, em cada iteração k do Algoritmo 7, na qual pk, com o respectivo pivô estrito

sj , não satisfazem a ε

M
-propriedade, iremos resolver o subproblema a seguir

min
x

(S̃x)T sj ,

s. a eTx = 1,
x ≥ 0,
1
2∥S̃x∥

2 ≤ 1
2∥pk∥2,

(57)

em que S̃ ∈ Rm×ℓ é uma matriz com os ℓ elementos de S que estão ativos na combinação
convexa de pk (o iterado atual), isto é, pk = S̃α̃ com eT α̃ = 1 e α̃ ∈ Rℓ

+. Note que (57) é
viável, pois α̃ satisfaz as suas restrições.

O problema (57) é um problema de otimização não-linear, em que somente uma
das restrições é de fato não-linear. Martein e Schaible [49] apresentaram uma versão mais



Capítulo 4. CHMP esférico e uma variante O(1/ε) do algoritmo do Triângulo 65

geral desse problema, e um dos resultados auxiliares presente no artigo é interessante para
uma análise que faremos posteriormente.

Para ficarmos condizentes com a notação de [49], considere o problema de progra-
mação linear

min
x

(S̃x)T sj ,

s. a eTx = 1,
x ≥ 0,

(58)

e defina SL como o conjunto de soluções ótimas para (58). Além disso, considere

K := {x ∈ Rℓ | ∥S̃x∥ ≤ ∥pk∥}.

O resultado a seguir nos mostra que a solução do problema (57) satisfaz a restrição
quadrática na igualdade.

Teorema 4.9 ([49, Theorem 1.1(iii)]). Se SL ∩ K = ∅, então qualquer solução x⋆ do
problema (57) é tal que ∥S̃x⋆∥ = ∥pk∥.

Demonstração. Seja xL ∈ SL solução de (58), isto é,

(S̃xL)T sj ≤ (S̃x)T sj para todo x tal que eTx = 1, x ≥ 0. (59)

Considere x⋆ solução de (57). Observe que a igualdade em (59) não pode ser
atingida para x = x⋆ pois implicaria em x⋆ ∈ SL, contradizendo a hipótese SL ∩K = ∅.
Portanto

(S̃xL)T sj < (S̃x⋆)T sj . (60)

Seja d := xL − x⋆ ̸= 0. De (60) deduzimos que d é uma direção de descida a partir
de x⋆. Agora suponha que ∥Sx⋆∥ < ∥pk∥, vamos provar que d é uma direção factível a
partir de x⋆. É claro que para t > 0, suficientemente pequeno, x̂ = x⋆ + t(xL−x⋆) satisfaz
x̂T e = 1, x̂ ≥ 0, uma vez que x̂ é combinação convexa de pontos no simplex unitário. Note
que ∥∥S̃x̂∥∥2 =

∥∥S̃(x⋆ + t(xL − x⋆))
∥∥2

=
∥∥S̃x⋆

∥∥2 + 2t(S̃x⋆)T S̃(xL − x⋆) + t2
∥∥S̃(xL − x⋆)

∥∥2
.

Ou seja, temos uma quadrática em relação a t com o termo independente
∥∥S̃x⋆

∥∥2
<

∥pk∥2 . Além disso,
∥∥S̃(xL − x⋆)

∥∥2
> 0, ou seja a concavidade da parábola é positiva. Logo,

para t suficientemente pequeno,
∥∥S̃x̂∥∥2 ≤ ∥pk∥2 . Disso, e de (60), temos que d é uma

direção factível e de descida a partir de x⋆ o que contradiz o fato de x⋆ ser minimizador
de (57). Sendo assim, x⋆ é tal que 1

2
∥∥S̃x⋆

∥∥2 = 1
2 ∥pk∥2 .
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Observação 4.10. De fato, caso o iterado pk, com o respectivo pivô s, não satisfaça a
ε

M
-propriedade temos que SL ∩ K = ∅, uma vez que em tal cenário ε < ∥pk∥ <

√
ε

M

e analisando o conjunto solução de (PL) temos que ej ∈ SL, em que j ∈ arg min{sT
i sj |

1 ≤ i ≤ ℓ}. Assim,
∥∥S̃ej

∥∥ = 1 > ∥pk∥ , ou seja, ej /∈ K.

Os próximos resultados nos motivam a encontrar uma solução x⋆ de (57), pois
assim obtemos um novo iterado pt := S̃x⋆ tal que ∥pt − s∥2 ≥ ∥pk − s∥2.

Proposição 4.11. Seja pt := S̃x⋆, em que x⋆ é solução de (57). Então ∥pt − sj∥2 ≥
∥pk − sj∥2.

Demonstração. Do Teorema 4.9, temos que qualquer solução x⋆ de (57) é tal que ∥S̃x⋆∥ =
∥pt∥ = ∥pk∥. Além disso, sabemos que pt

T sj ≤ pT
k sj pois pk = S̃α e α é viável para (57).

Dessa inequação temos
(pk − pt)T sj ≥ 0. (61)

Então, utilizando (61), segue que∥∥pt − sj

∥∥2 −
∥∥pk − sj

∥∥2 =
∥∥sj

∥∥2 − 2sT
j pt + ∥pt∥2 −

∥∥sj

∥∥2 + 2sT
j pk − ∥pk∥2

= 2(pk − pt)T sj

≥ 0.

Colorário 4.12. Seja x⋆ solução do subproblema (57). Se existe p̂ ∈ Rm tal que ∥p̂−sj∥2 ≥
1 + ε/M, com p̂ := S̃x, x ≥ 0, eTx = 1 e ∥p̂∥ ≤ ∥pk∥, então pt := S̃x⋆ satisfaz a
ε/M-propriedade.

Demonstração. Do Teorema 4.9 temos que ∥pt∥ = ∥pk∥. Além disso, como p̂ é um ponto
viável para (57) temos que:

pt
T sj ≤ p̂T sj .

Logo: ∥∥pt − sj

∥∥2 −
∥∥p̂− sj

∥∥2 = ∥pt∥2 − ∥p̂∥2 + 2(p̂− pt)T sj ≥ 0.

Com isso,
∥∥pt − sj

∥∥2 ≥
∥∥p̂− sj

∥∥2 e, portanto, pt satisfaz a ε

M
-propriedade.

Portanto, o procedimento a ser integrado ao TA-Esférico, como apresentado no
Algoritmo 8, fornece um novo iterado pt que satisfaz a ε/M -propriedade, ou, que pelo
menos cumpre

∥∥pt − sj

∥∥2 ≥
∥∥pk − sj

∥∥2
. Dessa maneira, chamamos tal procedimento de

heurística, na medida em que, não temos garantias teóricas de que o novo par (pt, sj) irá
satisfazer a ε/M -propriedade.

Tanto quanto sabemos, não há uma solução analítica para o problema (57). Na
próxima seção discutiremos um método para resolução aproximada de tal subproblema.



Capítulo 4. CHMP esférico e uma variante O(1/ε) do algoritmo do Triângulo 67

Algoritmo 8: Algoritmo do Triângulo Esférico com Heurística (TA-
EsféricoH)

Data: S, ε ∈ (0, 1)
1 Escolha p0 = s1
2 para k = 0, 1, 2, . . . faça
3 se ∥pk∥ < ε então
4 pare
5 fim
6 se sj

T pk > 0,∀j = 1, . . . , n então
7 pare: pk é uma p-testemunha.
8 senão
9 Escolha sj ̸= pk, tal que sj

T pk ≤ 0.
10 se ∥pk − sj∥2 < 1 + ε/M então
11 Faça pk ← S̃x⋆, em que x⋆ é solução de (57)
12 fim
13 fim
14 pk+1 ← pk + pT

k (sj−pk)
∥pk−sj∥2 (pk − sj).

15 fim

4.3 RESOLVENDO O SUBPROBLEMA

Começamos esta seção apresentando as condições KKT do problema (57). Considere
x ∈ Rℓ um ponto que satisfaz as condições KKT, com multiplicadores λ ∈ R, µ ∈ Rℓ e η ∈
R, isto é, que sejam válidas

S̃T sj + λe+ ηS̃T S̃x− µ = 0,
eTx = 1, x ≥ 0, µ ≥ 0, η ≥ 0,

1
2
∥∥S̃x∥∥2 ≤ 1

2 ∥pk∥2

η
(1

2
∥∥S̃x∥∥2 − 1

2 ∥pk∥2
)

= 0,

µTx = 0.

(62)

Agora exploraremos o dual do problema (57), levando em conta apenas a restrição
quadrática, deixando as restrições que definem o simplex unitário como restrições de
domínio da função objetivo. Para isso, definimos a função Lagrangiana associada, com
η ≥ 0 e x ∈ ∆ℓ por

L(x, η) := (S̃x)T sj + η

2

(∥∥S̃x∥∥2 − ∥pk∥2
)
.
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Logo, para η > 0,

L(x, η) = η

(
−(S̃x)T (−sj/η) + 1

2

(∥∥S̃x∥∥2 − ∥pk∥2
)

+
∥∥sj

∥∥2

2η2 −
∥∥sj

∥∥2

2η2

)

= η

(
1
2∥S̃x+ 1

η
sj∥2 −

∥pk∥2

2 − 1
2η2

)
.

Considere a função dual definida pelo subproblema de otimização:

ϕ(η) := min
x

L(x, η)

s. a eTx = 1,
x ≥ 0

(63)

Para cada η > 0 fixo, o problema que define ϕ(η) em (63) equivale a:

min
x

1
2∥S̃x+ 1

η
sj∥2

s. a eTx = 1,
x ≥ 0

. (64)

Observe que (64) está associado ao seguinte CHMP: determinar se −sj/η pertence ao
envoltório convexo das colunas de S̃. Além disso, as condições KKT para (64) são:

1
η
S̃T sj + λ̂e+ S̃T S̃x− µ̂ = 0,

eTx = 1, x ≥ 0, µ̂ ≥ 0,
µ̂ixi = 0, ∀i,

para λ̂ ∈ R, µ̂ ∈ Rℓ. Dessa forma, fica claro que se x⋆ é uma solução de (64) com∥∥S̃x⋆
∥∥ = ∥pk∥ , as condições KKT de (64) equivalem as condições KKT de (57) com

λ = ηλ̂ e µ = ηµ̂.

Nossa estratégia para resolver o subproblema (57) é resolver (64) variando η até
que

∥∥S̃x⋆
∥∥ = ∥pk∥. Usaremos para tanto o método de Uzawa [1, 19, 44] que, grosso modo,

a fim de encontrar um ponto sela do Lagrangiano (64), aplica um método de máxima
subida à função dual ϕ(η). Para ηt > 0 fixo, resolve-se (64), cuja solução determina xt.
A seguir, o multiplicador é atualizado da forma ηt+1 := max{ηt + δ

2(∥S̃xt∥2 − ∥pk∥2), 0}.
Este processo é resumido no Algoritmo 9.

Observação 4.13. Seja w tal que (w−sj) ∈ Im(S̃). Perceba que escolhendo λ = −(S̃ej)Tw

em que j = arg min(S̃ei)Tw, µi = (S̃ei)Twi − (S̃ej)Tw para i ̸= j e µj = 0, temos que:

(−λe+ µ) = S̃Tw.

De (62) temos que ηS̃T S̃x = −λe+ µ− S̃T sj e assim

ηS̃T S̃x = S̃T (w − sj).
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Algoritmo 9: Método de Uzawa para o subproblema (57)
Dados: η0 ∈ Rn, δ > 0, r = ∥pk∥ , ε > 0.

1 para t = 0, 1, 2, . . . faça
2 Encontre xt solução de (64);
3 Defina qt := S̃xt;
4 se | ∥qt∥2 − r2| ≤ ε então
5 pare
6 fim

7 ηt+1 := max {ηt + δ

2(∥qt∥2 − r2), 0}
8 fim

Como (w − sj) ∈ Im(S̃), existe x tal que

S̃x = 1
η

(w − sj).

Note que se η =
∥∥w − sj

∥∥
∥pk∥

temos que
∥∥S̃x∥∥ = ∥pk∥ . Infelizmente não temos

garantia de que tal x satisfaz as outras condições de (62), mas esta análise nos motivou a
escolher η0 como O

( 1
∥pk∥

)
nos experimentos numéricos.

4.4 EXPERIMENTOS NUMÉRICOS PARA O TA-ESFÉRICO

Nessa seção apresentamos dois conjuntos de experimentos computacionais para
resolução do CHMP Esférico.

Na Seção 4.4.1, temos como objetivo principal investigar os resultados de com-
plexidade de iteração do TA-Esférico em comparação ao TA-EsféricoH (Algoritmo 8).
Posteriormente, na Seção 4.4.2, consideramos problemas gerados aleatoriamente para
investigar a eficiência da heurística proposta em termos de tempo computacional.

Novamente todos os testes foram executados em computador pessoal com processa-
dor Intel Core i7-8565U 1.80 GHz com 8 GB de RAM rodando Windows 10. Os algoritmos
foram implementados no Matlab R2019a. Os códigos dos experimentos dessa seção estão
disponíveis em https://github.com/rafaelafilippozzi/Spherical_TA.

4.4.1 Investigação empírica da complexidade de iteração

Nessa seção queremos investigar os resultados de complexidade de iteração vistos
na Seção 4.1. Para isso geramos A := {v1, . . . , vn} como na Seção 3.6.1 e p como no cenário
(b) (Seção 3.6.1.2), pois foi o cenário mais desafiador para o Algoritmo do Triângulo. Dessa
forma o problema de inclusão no envoltório convexo esférico que iremos analisar é para
S = {s1, . . . , sn} ⊂ Rm, com si := (vi − p)/ ∥vi − p∥ .

https://github.com/rafaelafilippozzi/Spherical_TA


Capítulo 4. CHMP esférico e uma variante O(1/ε) do algoritmo do Triângulo 70

Lembramos que, do Teorema 3.8, a complexidade de iteração do TA-Esférico, que
é um caso específico do TA, é

O
(

1
ε2

)
.

Contudo, como vimos no Teorema 4.5, se a cada iteração o par (pk, sj) (quando pk não é
uma testemunha), satisfaz a ε/M -propriedade, temos que a complexidade de iteração do
TA-Esférico para encontrar uma pε-solução é

O
(
M

ε

)
.

Da Observação 4.7 temos uma melhoria na complexidade de iteração, desde que 1 ≤M <
1
ε
. Nos testes computacional consideramos M = 1.

Salientamos que o passo 11 do TA-EsféricoH (Algoritmo 8) foi resolvido utilizando
o Método de Uzawa para o subproblema (57) (Algoritmo 9). Por sua vez para a resolução
do problema (64) utilizamos o solver quadprog do Matlab. Além disso, optamos por definir
o número máximo de iterações como 1

ε2 com base na complexidade de iteração para o
TA-Esférico. Foram gerados 10 exemplares aleatórios (como descrito no início da seção)
fixando a dimensão como m = 50 e o número de pontos como n = 500 e variando a
tolerância ε de 10−5 a 10−3.

A Figura 18 mostra o desempenho do TA-Esférico e TA-EsféricoH em termos de
número médio de iterações (em escala logarítmica) para encontrar um ponto tal que
∥pε∥ ≤ ε, variando ε. Para referência acrescentamos as curvas de (log10 de) 1/ε e 1/ε2.
Observamos que a heurística proposta promoveu uma melhoria na complexidade, de
O
( 1
ε2

)
para O

(M
ε

)
, mesmo não tendo garantia teórica de gerar iterados “corrigidos”

satisfazendo a ε/M - propriedade.
Observamos que em exemplares nos quais a heurística foi acionada, ou seja, ε/M -

propriedade não foi satisfeita em alguma iteração, em no máximo 3 iterações após o
acionamento, o TA-EsféricoH encontrou uma pε-solução (e nestas iterações a heurística
também foi acionada).

Vale ressaltar que o Algoritmo do TA-Esférico e do TA-EsféricoH, coincidem nas
iterações iniciais, enquanto a ε/M -propriedade é satisfeita. Por exemplo, para um exemplar
com ε = 0.001, o TA-EsféricoH acionou a heurística 3 vezes a partir da iteração 750 e
parou após a iteração 752, enquanto o TA-Esférico parou somente na iteração 249997.

Além disso, todas as vezes que o par (pk, sj) não satisfez a ε/M -propriedade, a
solução do subproblema resolvido pelo Algoritmo 9 com η0 = 1

∥pk∥
, em apenas uma

iteração, resultou no par (pt, sj) satisfazendo a ε/M -propriedade, em que pt = S̃xt.

4.4.2 Exemplares artificiais para o CHMP Esférico e tempo de execução

Nessa seção optamos por gerar os exemplares como em [42] para comparar tempo
computacional do TA-Esférico e TA-EsféricoH. Foram gerados 10 exemplares aleatórios
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Figura 18 – Relação entre o número de iterações conforme aumentamos a tolerância para
a dimensão m = 50 e n = 500.

para cada dimensão variando de m = 50, n = 500 a m = 300, n = 3000, como especificado
na Tabela 5.

A Figura 19 apresenta o tempo computacional para ε = 10−7 e na Tabela 5 temos o
número de iterações (em média) para finalização do TA-Esférico e TA-EsféricoH. No caso
em que 0 ∈ conv(S) e as dimensões são menores o TA-EsféricoH possui um desempenho
um pouco pior que o TA-Esférico em relação ao tempo computacional, porém necessita
de menos iterações para encontrar uma pε-solução. Isto ocorre pelo custo de resolver (64),
pois até o momento não encontramos uma maneira analítica de resolver tal problema e
optamos por utilizar o solver quadprog do Matlab.

Já no caso de encontrar uma testemunha de que 0 /∈ conv (S), ambos algoritmos
detectaram uma testemunha em poucas iterações e com tempo computacional bem baixo.
Além disso, nesse caso o TA-EsféricoH não acionou nenhuma vez a heurística proposta.

Salientamos que novamente nos casos em que TA-EsféricoH acionou a heurística,
a ε/M - propriedade foi satisfeita para o novo par (pt, sj) com pt = S̃xt sendo xt solução
de (64). Além disso, nesses casos a heurística foi acionada apenas uma vez, na iteração
anterior a encontrar uma ε-solução.

4.5 CONCLUSÕES DO CAPÍTULO

Neste capítulo apresentamos um procedimento heurístico integrado ao Algoritmo
do Triângulo Esférico a fim de promover a ε/M -propriedade a cada iteração. Embora não
tenhamos comprovação teórica de que o novo ponto pt, juntamente com o pivô sj , irá
satisfazer a ε/M -propriedade, nos experimentos numéricos percebemos que isso ocorreu
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Figura 19 – Tempos de execução (em segundos) para o CHMP-Esférico.

Tabela 5 – Média de iterações dos experimentos com CHMP-Esférico

0 ∈ conv(S) 0 /∈ conv(S)
m n TA-Esférico TA-EsféricoH TA-Esférico TA-EsféricoH

50 500 1512.3 1272.0 128.8 128.8
100 1000 2949.7 2403.8 60.6 60.6
200 2000 5561.2 4336.7 15.8 15.8
300 3000 8560.3 6400.0 7.6 7.6

em todos os exemplares (que precisaram realizar esse procedimento). Portanto temos a
seguinte conjectura.

Conjectura 4.14. Considere que na k-ésima iteração do Algoritmo do Triângulo Esférico
o iterado pk é tal que ε ≤ ∥pk∥ ≤

√
ε/M . Seja sj um pivô para pk e assuma que o par

(pk, sj) não satisfaz a ε/M -propriedade. Então o par (pt, sj), em que pt := S̃xt com xt

solução de (57), satisfaz a ε/M -propriedade.

Percebemos que para encontrar uma pε-solução o número de iterações do TA-
EsféricoH diminui consideravelmente em relação ao TA-Esférico, principalmente em casos
de maior dificuldade como na Seção 4.4.1. Como trabalho futuro pretendemos otimizar
a resolução do problema (64), encontrando, se possível, uma forma analítica, pois dessa
maneira o TA-EsféricoH se tornará mais competitivo em relação ao tempo computacional.
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5 CONSIDERAÇÕES FINAIS E TRABALHOS FUTUROS

Na primeira parte deste trabalho propusemos a aplicação de métodos do tipo Frank-
Wolfe e Gradiente Projetado para o problema de inclusão no envoltório convexo. Para
isso, desenvolvemos critérios de parada adequados, que permitiram a resolução eficiente
do problema de decisão associado. Experimentos numéricos considerando vários cenários
diferentes do CHMP indicaram um melhor desempenho do ASFW quando comparado com
o algoritmo do Triângulo (e variantes), que é específico para o problema, especialmente
em exemplares mais difíceis, com geometria desfavorável, como os casos das Seções 3.6.1.2
e 3.6.1.4.

Dentre as aplicações, consideramos problemas de factibilidade em programação
linear que podem ser formulados como um CHMP. Os resultados indicam que os métodos
de primeira ordem podem ser superiores ao algoritmo dual simplex clássico e o Algoritmo do
Triângulo Ganancioso aparenta ser uma alternativa eficiente para detectar infactibilidades.
Apesar do ASFW possuir taxa de convergência linear, a geometria do problema nesse
caso influencia negativamente em sua convergência resultando em um desempenho inferior
nos casos de factibilidade. Observamos que o desempenho dos algoritmos do tipo Frank-
Wolfe em instâncias factíveis de problemas de factibilidade em PL foi diferente do que
observamos nas Seções 3.6.1.1 e 3.6.1.2. Conforme discutido na Seção 3.6.2, isso tem a ver
com o condicionamento do problema (que depende da geometria do envoltório convexo), o
que torna as coisas mais difíceis mesmo para o ASFW que possui convergência linear. Em
trabalhos futuros planejamos investigar isso precisamente, bem como possíveis estratégias
de aceleração para métodos do tipo FW aplicados ao CHMP.

Também apresentamos a aplicação do CHMP para o problema de classificação de
imagens. Vimos que utilizar a distância de um ponto teste a uma testemunha ao invés
da distância do ponto ao envoltório convexo não altera consideravelmente a precisão da
classificação. Mais ainda, vimos que os métodos de primeira ordem específicos para o
CHMP resolveram esses problemas cerca de vinte vezes mais rápido do que computando
a projeção exata.

Para investigação futura pretendemos aplicar o CHMP e os métodos desenvolvidos
nesta tese para a classificação de imagens em outros conjuntos de dados. Além disso,
buscaremos considerar outras variantes do método de Frank-Wolfe, como pairwise [45]
e fully corrective [35], para o CHMP, com o intuito de ter um estudo numérico mais
aprofundado.

Na segunda parte deste trabalho apresentamos o problema esférico de inclusão
no envoltório convexo e um algoritmo do Triângulo adequado a este problema, o TA-
Esférico [43]. Propomos uma heurística que visa melhorar a complexidade de iteração deste
algoritmo de O

(
1
ε2

)
para O

(
1
ε

)
. Experimentos preliminares indicam que tal heurística

cumpriu bem seu papel. Contudo, ao analisarmos a questão do tempo computacional
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não notamos uma diferença significativa entre o algoritmo clássico e o algoritmo com a
nova heurística. A razão é o custo computacional na resolução do subproblema quadrático
demandado pela nova heurística. Em um estudo futuro pretendemos usar métodos ADMM
(Alternating Direction Method of Multipliers) [25, 26] ou métodos PDHG (Primal-Dual
Hybrid Gradient) [12] para a resolução eficiente de tal subproblema.

Por fim, em todos os experimentos numéricos realizados observamos que a heurística
foi capaz de gerar iterados satisfazendo a ε/M -propriedade, que garante a complexidade
O
(

1
ε

)
, embora não tenhamos uma demonstração formal para este fato. Deixamos então

esta questão como uma conjectura.
Vale ressaltar novamente que boa parte do Capítulo 3 foi publicada no artigo

[22]. Mais ainda, a autora dessa tese apresentou, parte de tal capítulo na “International
Conference on Continuous Optimization (ICCOPT)” em Bethlehem, Pennsylvania, 2022,
assim como parte do Capítulo 4 foi apresentado no Congresso Nacional de Matemática
Aplicada e Computacional (CNMAC), virtualmente em 2022.
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APÊNDICE A – DEMONSTRAÇÃO LEMA 3.2

A seguir temos a demonstração do Lema 3.2.

Demonstração. Como conv(A) é um conjunto não-vazio, fechado, e convexo, pelo Teo-
rema 2.9, se p /∈ conv(A), existe um único p+ ∈ conv(A) tal que

∥v − p∥ >
∥∥v − p+∥∥ , ∀v ∈ conv(A) \ {p+}.

Como todo vj ∈ A pertence ao conv(A), usando p′ = p+ provamos que d(vj , p) >

d(vj , p
′),∀vj ∈ A.
Por outro lado, considere agora que existe p′ ∈ conv(A) tal que d(vj , p) > d(vj , p

′),∀vj ∈
S, isto é,

∥∥vj − p
∥∥ > ∥∥vj − p′

∥∥ ,∀vj ∈ A. Em particular,∥∥vj − p
∥∥ > ∥∥vj − p′

∥∥ ,∀vj ∈ E,

em que E ⊂ A é o subconjunto de A dos pontos extremos de conv(A). Daí, de
∥∥vj − p

∥∥2
>∥∥vj − p′

∥∥2, segue que

∥p∥2 −
∥∥p′∥∥2

2 > (p− p′)T vj , ∀vj ∈ E. (65)

Além disso, ∀v ∈ conv(A), v é combinação convexa dos vj ’s em E, isto é,

v =
|E|∑
j=1

αjvj , em que
|E|∑
j=1

αj = 1, αj ≥ 0, ∀j.

Então, de (65), temos que ∀v ∈ conv(A)

(p− p′)T v = (p− p′)T

 |E|∑
j=1

αjvj

 <
∥p∥2 −

∥∥p′∥∥2

2 . (66)

Em particular, para v = p′ temos

∥p∥2 −
∥∥p′∥∥2

2 > (p− p′)T p′,

do que segue que

(p− p′)T p+
∥p∥2 −

∥∥p′∥∥2

2 > (p− p′)T p+ (p− p′)T p′

= (p− p′)T (p+ p′)

= ∥p∥2 −
∥∥p′∥∥2

,

e portanto

(p− p′)T p >
∥p∥2 −

∥∥p′∥∥2

2 . (67)

De (66) e (67) concluímos que p /∈ conv(A).
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APÊNDICE B – DEDUÇÃO DAS CONSTANTES DA COMPLEXIDADE DE
ITERAÇÃO (TABELA 1)

Considerando o problema (22), no caso que p ∈ conv(A), temos que Ψ(y⋆) = 0,
L = µ = 1. Deduziremos a seguir as constantes que aparecem na complexidade de iteração
da Tabela 1.

De (12), para o método de Frank-Wolfe temos

Ψ(yk) = 1
2 ∥yk − p∥2 ≤

2D2

k + 2 ,

sendo assim, para que √
4D2

k + 2 ≤ ε,

é suficiente que
4D2

ε2 − 2 ≤ k.

Já para Frank-Wolfe satisfazendo a Hipótese 3.16 conseguimos outras constantes.
De (16) e utilizando o fato que

1 + t ≤ exp t, ∀t ∈ R, (68)

temos

∥yk+1 − p∥2 ≤
[
1− ρ2

D2

]
∥yk − p∥2

≤ exp
[
− ρ2

D2

]k
∥y0 − p∥2 .

Dessa forma, para que

exp
[
− ρ2

D2

]k/2
∥y0 − p∥ ≤ ε,

é suficiente que
2D2

ρ2 ln δ0
ε
≤ k,

em que δ0 = ∥y0 − p∥ .
Para finalizar a dedução das constantes da complexidade de iteração (Tabela 1),

segue os resultados para o Away Step Frank Wolfe.
Note que de (18), utilizando (68), temos

∥yk+1 − p∥2 ≤

[
1− 1

4

(
ΩC

D(m+ 1)

)2
](k−1)/2

∥y0 − p∥2

≤ exp
[
− 1

4

(
ΩC

D(m+ 1)

)2 ](k−1)/2
∥y0 − p∥2 .
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Dessa forma, queremos que

exp
[
− 1

4

(
ΩC

D(m+ 1)

)2 ](k−1)/4
∥y0 − p∥ ≤ ε,

implicando que
16D2(m+ 1)2

Ω2
C

ln δ0
ε
≤ k.



84

APÊNDICE C – TABELAS ADICIONAIS DA SEÇÃO 3.6.1

A seguir temos as tabelas contendo a média do número de iterações que cada
algoritmo utilizou para cada cenário da Seção 3.6.1.

Tabela 6 – Números de iterações (em média) para o caso em que p ∈ conv(A)

Cenário (a) Cenário (b)
n TA ASFW GT SPG ASFW SPG

500 2557.3 573.9 662.2 23.7 12 8
1000 1544.8 242.8 247.9 15.9 12.5 8.8
1500 1428.1 195.0 196.5 15.0 13 9.3
2000 1373.0 167.4 169.7 13.8 12 8.0
2500 1317.2 153.4 153.7 13.1 12 7.8
3000 1345.9 147.3 146.1 13.1 12.5 10
3500 1288.7 139.1 139.5 13.1 12 8.6
4000 1295.5 132.3 133.3 13.0 12 8.9
4500 1270.0 129.8 129.8 13.0 13 10.3
5000 1309.7 126.1 126.6 13.0 12 8.4

1× 104 1261.5 110.7 110.5 12.0 13 11.8
2× 104 1254.6 99.0 99.0 11.9 13 12.4
3× 104 1220.8 93.4 93.4 12.0 13 10.6
4× 104 1251.6 88.0 87.8 12.0 12 11.0
5× 104 1235.0 86.7 86.7 12.0 12 12.6
6× 104 1243.1 84.1 84.1 12.0 13 12.8
7× 104 1265.8 83.5 83.4 12.0 12 9.4
8× 104 1247.3 82.2 82.2 12.0 13 13.1
9× 104 1233.6 80.7 80.8 12.0 13 11.0

105 1225.5 79.3 79.4 12.0 12 10.2
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Tabela 7 – Números de iterações (em média) para o caso em que p /∈ conv(A)

Cenário (c) Cenário (d)
n TA ASFW GT SPG TA ASFW GT SPG

500 2.3 1 1 1.3 6570.6 9.2 6575.2 4.6
1000 3 1 1 1.3 7347.5 9.1 7358.4 4.0
1500 1.9 1 1 1.2 6474 9.2 6483.2 4.8
2000 2.6 1 1 1.3 7233.5 9.0 7246.2 4.5
2500 2.2 1 1 1.5 6604 9.1 6616.4 4.1
3000 2.2 1 1 1.5 6657.9 9.2 6670.2 4.6
3500 3 1 1 1.4 6519.3 9.2 6529.5 4.0
4000 2.0 1 1 1.7 5553.0 9.2 5560.4 4.8
4500 2.7 1 1 1.5 6275.2 9.2 6283.2 5.1
5000 2.3 1 1 1.5 6628.0 9.1 6638.5 4.3

1× 104 3.3 1 1 1.3 6154.4 9.1 6165.8 4.9
2× 104 2.1 1 1 1.8 5671.3 9.2 5680.0 5.2
3× 104 2.6 1 1 1.6 6184.6 9.0 6201.9 4.0
4× 104 2.9 1 1 1.6 6146.2 9.0 6159.5 4.0
5× 104 2.6 1 1 1.6 5795.8 9.2 5811.4 5
6× 104 2.6 1 1 1.6 6390.5 9.1 6416.2 4.4
7× 104 3.4 1 1 1.5 5890.2 9.0 5903.4 4.6
8× 104 2.7 1 1 1.6 5783.6 9.1 5803.0 4.9
9× 104 2.6 1 1 1.4 5324 9.2 5334.4 5

105 2.6 1 1 1.7 5542.4 9.0 5560.3 4.4
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