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Resumo

Nesse trabalho estudamos agoes parciais de grupos em conjuntos e agoes parciais de ca-
tegorias pequenas em conjuntos. Inicialmente estudaremos agoes parciais de grupos em
conjuntos, com objetivo de demonstrar que toda agao parcial de grupo possui uma globa-
lizacao universal. Em sequéncia, estudaremos acoes parciais de categorias pequenas em
conjuntos e exploraremos resultados que nos auxiliarao a demonstrar uma generalizacao
do resultado anterior que diz que toda acao parcial de categoria admite uma globalizacao
universal. Por fim, estudaremos um pouco de agoes parciais de grupoides e mostraremos

uma leve melhoria a um resultado de Gilbert.

Palavras-chave: Acoes parciais. Globalizagao. Globalizacao universal. Grupos. Cate-

gorias.
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Abstract

In this work we study partial group actions on sets and partial actions of small catego-
ries on sets. Initially we will study partial group actions on sets, with the objective of
demonstrating that every partial group action on a set admits an universal globalization.
Next, we will study partial actions of small categories on sets and explore results that will
help us prove a generalization of the previous result that says that every partial category
action on a sct admits an universal globalization. Finally, we will study some partial

groupoid actions and show a slight improvement to Gilbert’s result.

Keywords: Partial actions. Globalization. Universal Globalization. Groups. Categories.
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Introducao

A nogao de acado parcial apareceu pela primeira vez na literatura em (11), em um
trabalho desenvolvido por Exel no contexto de C*-Algebras onde o conceito de produto
cruzado de uma C*—Algebra por uma acao parcial do grupo ciclico infinito foi introduzido.
O trabalho de Exel foi generalizado posteriormente por McClanahan em (18) onde uma
definicao formal de produto cruzado de uma C*-Algebra por uma acgao parcial de um
grupo discreto foi apresentada. Desde entao, acoes parciais de grupo foram extensivamente

exploradas e estudadas em diversas outras areas.

A nogao de agoes parciais de grupos em conjuntos foi introduzida por Exel em (13)
motivado pelo grande interesse no conceito de agoes parciais de grupos em C*—Algebras.
Desde entao, o conceito de agoes parciais de grupos vem aparecendo em diversos contextos

diferentes.

Acoes globais induzem naturalmente acoes parciais e é um problema importante
saber quando uma acao parcial pode ser obtida através da restricao de uma acao global.
Mais especificamente, dada uma acao global de um grupo G em um conjunto X, pode-se
obter uma nova acao restringindo a acao global inicial de X para Y. A acao resultante é
uma agao parcial de G em Y que pode nao ser uma agao global (se Y nao for G-invariante).
Por outro lado, dada uma agao parcial de um grupo G' em um conjunto Y, podemos nos
perguntar se existe uma acao global de G em um conjunto X que contém Y tal que,

restringindo-a, obtemos a acao parcial inicial de G em Y.

Essa discussao nos leva a nogao de globalizagao universal, também conhecida
como ac¢ao envolvente. Uma globalizagao universal de uma acao parcial 8 de um grupo
G em um conjunto Y é uma acdo global § de G em um conjunto X D Y tal que 6 é a

restricao de 6 e, além disso, satisfaz certas condi¢oes minimais.

A questao da existéncia de globalizagoes universais de ac¢oes parciais de grupos foi
estudada inicialmente por Abadie em (2, 1) e por Kellendonk e Lawson em (16), de forma
independente. Em (2), Abadie obteve um resultado que diz que toda agao parcial de
grupo em um conjunto admite uma globalizacao universal. Nesse mesmo trabalho Abadie
também estudou agoes envolventes de acoes parciais de grupos em espacos topoldgicos e
C*-Algebras. Em (16), além do contexto de conjuntos e espagos topolégicos, Kellendonk

e Lawson também estudaram acoes parciais em semirreticulados.

Motivados pelo problema da globalizacao de agoes parciais, muitos trabalhos
foram desenvolvidos em vérios contextos explorando: acoes parciais de grupos em objetos
como espagos topoldgicos, anéis, C*-Algebras; acoes parciais de estruturas como monoides,

semigrupos inversos, algebras de Hopf, grupoides ordenados, grupoides e categorias; e
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até contextos envolvendo agoes torcidas. Podemos citar (3, 6, 9, 10, 12, 19, 21, 5, 7,
20, 15), por exemplo. Além disso, sugerimos o interessante trabalho de Dokuchaev em
(8) apresentando um histérico do desenvolvimento e desdobramentos do estudo de agoes

parciais.

Nesse trabalho estamos interessados em estudar o problema da globalizagao para
acoes parciais em conjuntos. Inicialmente, estudamos acoes parciais de grupos em con-
juntos e mostramos o Teorema de Abadie que diz que toda agao parcial de grupos em
conjuntos admite uma globalizacao universal. A demonstracao da versao apresentada
aqui é adaptada de uma demonstragdo de Exel em (14), com uso de notacdo inspirado
em (16, 20).

Na segunda parte do trabalho estudamos agoes parciais de categorias em con-
juntos inspirado em (20). Mostramos que, assim como para agdes parciais de grupos,
toda acao parcial de uma categoria em um conjunto admite uma globalizacao universal.
Esse resultado generaliza simultaneamente o Teorema 4.23 de (2) para agoes parciais de

grupos, a Proposic¢ao 2.6 de (19) para agoes parciais de monoides e o Teorema 4.9 de (15).

Por fim, descendo ao caso mais especifico de a¢oes parciais de grupoides em con-
juntos, encerramos o trabalho dando uma pequena contribuigao de nossa autoria genera-
lizando a Proposigao 4.10 de (15). Basicamente, mostramos que a globalizagao construida

no Teorema 3.25 é, no contexto de acoes de grupoides, a melhor possivel em certo sentido.
Para isso, este trabalho foi dividido em quatro capitulos, como segue:

No primeiro capitulo, apresentaremos as defini¢oes de categorias, de grupoides, e
outras necessarias ao longo do trabalho. Estes conceitos serao utilizados com frequéncia no
terceiro e quarto capitulo. Fundamentalmente, nesse capitulo estabelecemos as notagoes

a serem utilizadas ao longo do trabalho.

No segundo capitulo trataremos sobre acoes parciais de grupos em conjuntos. Este
capitulo foi principalmente baseado em (14) e (2), as notagoes utilizadas foram baseadas
em (16) e (20) e foi dividido em trés se¢oes. Na primeira se¢ao, apresentamos a definigao
de agoes globais e (G-conjuntos, juntamente com alguns exemplos. Essa secao nos leva a
segunda secao, que trata de agoes parciais e globalizacao. Nesta segunda se¢ao definimos
o que é uma acao parcial de grupo em conjunto, mostramos uma equivaléncia entre a
definigao dada neste trabalho e a defini¢gao dada em (14), e apresentamos alguns resultados
envolvendo acoes parciais de grupos em conjuntos. Na terceira secao, desenvolvemos as
nocoes de restricao e globalizagao. Dada uma agao parcial de um grupo G em um conjunto
X, definimos uma relagao de equivaléncia sobre G x X e induzimos uma acao global de GG
no quociente de G x X por essa relacao. Por fim, demonstraremos que toda agao parcial
de grupos em conjuntos admite uma globalizacao universal, dada basicamente por essa

acao global construida.
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No terceiro capitulo, abordamos acoes parciais de categorias pequenas em con-
juntos. Este capitulo foi inteiramente motivado por (20) e foi dividido em duas segoes.
Na primeira se¢ao, definimos o que ¢ uma acao parcial de categoria ¢ apresentamos uma
definigdo equivalente nos mesmos moldes da definicao utilizada em (14). Na segunda
secao, a partir de uma acgao parcial de uma categoria pequena em um conjunto, definimos
um conjunto X contido em G x X e uma relacio reflexiva ~ sobre X e, a partir da
relagao de equivaléncia ~ gerada por ~, novamente teremos uma acao global de G' no
quociente X /.. Em sequéncia, demonstraremos que toda acdo parcial de categoria em
conjunto admite uma globalizacao universal, que basicamente é dada por essa acao global
construida. Por fim, apresentaremos alguns exemplos de agoes parciais de uma categoria

GG em um conjunto X e calcularemos a globalizacao universal de X.

No quarto capitulo, discorreremos sobre agoes parciais de grupoides em conjun-
tos. Este capitulo foi motivado por (20). Nele, definiremos agoes parciais de grupoides em
conjuntos, mostraremos uma equivaléncia entre a definicao de acoes parciais de grupoides
e agoes parciais de categorias no contexto em que a categoria é um grupoide. Mostraremos
também uma equivaléncia entre as definigoes de agoes parciais de grupoides em conjuntos
visto em (20) e (17) a menos de uma leve ponderacdo. Para finalizar o trabalho, mostra-
remos uma leve generalizacao da Proposigao 4.10 em (15). Se 6 é uma acao parcial de
um grupoide G em um conjunto X, mostramos que para qualquer acao global 6 de G em
Y O X tal que 6 é restricio de 6, a funcao mediadora obtida pela propriedade universal
de acdo envolvente de # ¢ injetiva em R, = {[g,7] | (g,7) € X e c¢(g) = e} para cada e
objeto de G.
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1 Conceitos basicos

Este primeiro capitulo tem como objetivo apresentar ao leitor algumas defini¢oes
e principalmente introduzir as notacoes que serao utilizadas nos Capitulos 3 e 4, em que
trabalharemos com agoes parciais de categorias em conjuntos e agoes parciais de grupoides

em conjuntos.

Defini¢ao 1.1. Uma categoria G é uma sextupla (Ob(G), mor(G),d, ¢, 0,i) em que:

e Ob(G) é uma classe chamada cole¢ao dos objetos de G;
e mor(G) é uma classe chamada colegao dos morfismos de G;

e d,c : mor(G) — Ob(G) sdo fungdes que a cada morfismo g € mor(G) atribuem

objetos d(g) e ¢(g) chamados dominio e contradominio de g, respectivamente;
e o:G? — mor(G) é uma fungao, chamada de composigao, em que
G? C mor(G) x mor(G)

é formado por todos os pares (g, h) tais que d(g) = c(h). Um par (g,h) € G* é
chamado componivel e a composicao o aplicada a (g, h) é denotada por g o h ou

simplesmente por gh.

e i: Ob(G) — mor(G) é fungao injetiva.
Satisfazendo:

(i) d(gh) = d(h) e c(gh) = c(g) para qualquer (g,h) € G
(ii) (kg)h = k(gh) para quaisquer (k,g), (g,h) € G
(7ii) d(i(e)) = e = c(i(e)) para qualquer e € Ob(G);

() i(e)g = g = gi(f) para quaisquer e, f € Ob(G) e g € mor(G) tal que d(g) = f e
(g) =e.

Dado um morfismo g, costumamos escrever g : e — f para dizer que d(g) = e e
c(g) = f. Além disso, se (k, g), (g, h) € G?, entdo pelo item (i), temos (k, gh), (kg, h) € G*
e assim, o item (i7) faz sentido. A seguir, exibimos dois exemplos bem conhecidos de

categorias.
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Exemplo 1.2. A categoria Set tem como objetos a classe de todos os conjuntos e como
morfismos a classe de fungoes entre conjuntos. Além disso, se f : X — Y é uma funcao,
entdo d(f) = X e ¢(f) =Y, o é a composicao usual de fungoes ¢ i(X) = Idx, para todo

conjunto X, em que Idy denota a funcao identidade em X.

Exemplo 1.3. A categoria Grp tem como objetos a classe de todos os grupos ¢ como
morfismos a classe de todos os homomorfismos de grupos. Se f : G; — G5 é um homo-
morfismo de grupos, entdo d(f) = Gy e ¢(f) = Go, o é a composi¢ao de homomorfismos

de grupos ¢ i(G) = Idg para todo grupo G.

Nos exemplos acima a classe de objetos é uma classe prépria, isto é, nao é um
conjunto. Neste trabalho estamos interessados em estudar acoes de categorias pequenas

em conjuntos.

Definicao 1.4. Uma categoria é dita pequena se a classe de objetos e a classe de morfismos

forem conjuntos.

Um primeiro exemplo de categoria pequena é um grupo. Mais precisamente:

Exemplo 1.5. Um grupo G pode ser visto como uma categoria pequena em que a classe
de objetos é um conjunto unitdario formado pelo elemento neutro de G, e a classe de
morfismos é o préprio conjunto dos elementos de GG. De fato, nesse caso, d, ¢ sao triviais,

o é a operacao do grupo e ¢ é a funcao inclusao.

Esse exemplo é um caso particular de uma classe de categorias pequenas impor-

tantes para a sequéncia desse trabalho.

Exemplo 1.6. Um grupoide G é uma categoria pequena em que todos os seus morfismos
sdo invertiveis, ou seja, para cada g € mor(G), existe g~' € mor(G) tal que gg=' = i(c(g))
e g lg=i(d(g))

Quando estivermos trabalhando com categorias pequenas, utilizaremos a funcao
i da Definigao 1.1 para identificar Ob(G) como uma subclasse de mor(G). Isto é, dado
e € Ob(G), veremos o objeto e também como um morfismo e, assim, passaremos a omitir
a fungao i. Com essa identificagdo podemos substituir os itens (iii) e (iv) da definigao de

categorias por:

(17i) d(e) = e = ¢(e) para qualquer e € Ob(G);

(iv) eg = g = gf para qualquer e, f € Ob(G) e g € mor(G) tal que d(g) = f e c¢(g) = e.

Além disso, podemos reparar que (g,d(g)), (c(g),g9) € G* para qualquer g € mor(G) e,
g9d(g) = g = c(9)g-
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Definicao 1.7. Seja G uma categoria. Um morfismo g € mor(G) é dito ser um mono-
morfismo se, para quaisquer morfismos hy, hy € mor(G) tais que (g,hy), (g, he) € G* e

ghy = ghsg, entao necessariamente hy = ho.

Definicao 1.8. Seja G uma categoria. Uma subcategoria G' de G é uma categoria
(Ob(G"), mor(G"),d', ', o',i") em que a colegao de objetos Ob(G’) é uma subcole¢ao de
objetos de G, a colegao de morfismos mor(G’) é uma subcolecao de morfismos G, d' e
coincidem com d e ¢ em mor(G'), o’ coincide com o em G”* = {(g, h) € G?| g, h € mor(G)}

e ¢ coincide com i em Ob(G").
Em particular, veja que:

e Se g € mor(G’), entao d(g),c(g) € Ob(G);
e Se g,¢ € mor(G’) sao tais que (¢',g) € G*, entao a composicao ¢'g € mor(G');
e Se f € Ob(G"), entao i(f) € mor(G").

Defini¢ao 1.9. Uma subcategoria G’ de G é dita ser plena se, para qualquer g € mor(G)
tal que d(g), c(g) € Ob(G'), tem-se que g € mor(G’).

Definicao 1.10. Dadas uma categoria GG, uma subcategoria plena G’ da mesma e ¢ €
Ob(G) e € € Ob(G’), dizemos que um morfismo e — €’ é uma reflexao de G em G’ se,
para todo morfismo e — f, com f € G’, tivermos que existe um tnico morfismo e — f

tal que o seguinte diagrama comuta.

e—> f
e

Além disso, dizemos que G’ é uma subcategoria reflexiva de G se para todo objeto

e € G', existe uma reflexao de e em G'.

Definigao 1.11. Sejam G e G’ categorias. Um funtor covariante F' : G — G’ consiste
de uma funcao entre Ob(G) e Ob(G’) que atribui para cada objeto e € Ob(G) um objeto
F(e) € Ob(G") e uma aplicagdo entre mor(G) e mor(G’) que atribui para cada morfismo
g : e — f em mor(G) um morfismo F(g) : F(e) — F(f), satisfazendo as seguintes
propriedades:

e Se g, h € mor(G) tais que (g,h) € G2, entdo (F(g), F(h)) € G” e

F(goh)=F(g)o F(h).

o F(i(e)) = i(F(e)) para todo e € Ob(G).
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Definigao 1.12. Seja G uma categoria e G’ uma subcategoria reflexiva da mesma. As-
sociando a cada e € Ob(G) uma reflexao e — F(e) em G, isto nos induz um funtor
F : G — G’ que associa a cada morfismo e — f o tnico morfismo F(e) — F(f) que
comuta o diagrama

Je—> F(e)

f—=F(f)

em que e — F'(e) e f — F(f) s@o as respectivas reflexdes de e e f. Chamamos um funtor

assim induzido por refletor.
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2 Acoes parciais de grupos em conjuntos

Neste capitulo estudaremos agoes parciais de grupos em conjuntos e explorare-
mos dois conceitos importantes, que sao o de restricao e globalizacao. Nosso objetivo é
demonstrar o Teorema 2.35 que diz que toda acao parcial de grupos em conjuntos admite

uma globalizacao universal.

Para este capitulo, denotaremos G como sendo um grupo, com unidade denotada

por e e X como sendo um conjunto.

2.1 Acodes Globais

Definigcao 2.1. Sejam X um conjunto e G um grupo. Uma acao global # de G em X é
uma fungdo 6 : G x X — X, denotada por 0(g,x) = ¢ - x, satisfazendo:

(1) e-x =z, para qualquer z € X;

(i7) g-(h-x) = (gh) -z, para quaisquer x € X e g,h € G.

Neste caso, dizemos que o par (X, 0) é um G-conjunto e, por vezes, por um abuso

de linguagem, dizemos apenas que X é um G-conjunto, quando nao houver confusao.

Exemplo 2.2. Sejam H um subgrupo de um grupo . Considerando G como um con-

junto, temos que H age em G via:

m: HxG — @
(h,g) + hg'

chamada de acao por translacao.

Na Definicao 2.1, para cada g € G, obtemos uma funcao 6, : X — X tal que

0y(x) = 6(g,x) = g - x. Isso possibilita reescrever a defini¢do de acdo da seguinte forma.

Definicao 2.3. Sejam X um conjunto e G um grupo. Uma acao global 8 de G em X é

uma cole¢do {0,},ec de fungodes 6, : X — X satisfazendo

(1) 6. = Idx, onde e é o elemento neutro de G;

(it) 0400, = 04, para quaisquer g,h € G.

Agora, introduziremos o conceito de G-funcgao para o caso de agoes globais.
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Definicao 2.4. Sejam G um grupo e X e Y G-conjuntos. Uma fungao ¢ : X — Y é dita
uma G-fungao se p(g-x) = g-¢(x), para todo g € G e x € X.

Note que o simbolo - aparece em g -z e g - ¢(z) com significados diferentes. Se
(X,0x) e (Y, 60y) sao os G-conjuntos envolvidos, entao g - = denota fx(g, z) enquanto que

g - ¢(x) denota by (g, p(x)).

Observagao 2.5. Para cada grupo G, podemos formar uma categoria, denotada por
o/ (G), cujos objetos sd@o os G-conjuntos e cujos morfismos sao as G-fungoes. De fato,
d e c sao as funcoes que a cada G-funcao ¢ atribuem seu dominio e seu contradominio,
respectivamente, o é a composigao usual de fungdes (composicao de G-fungées é G-fungao)
e ¢ é a funcao que atribui a cada GG-conjunto X a funcgao identidade sobre X, denotada

por Idx, que é claramente uma G-funcao.

Seguindo, temos o conceito de subconjunto G-invariante. Veremos adiante que,
quando temos uma acao global em um conjunto X, dado um subconjunto G-invariante

Y, podemos obter uma nova acao global restringindo a acao de G a Y.

Definigcao 2.6. Seja G um grupo e X um G-conjunto. Um subconjunto Y C X ¢é dito
ser G-invariante se g -y € Y para todo g € G ¢ para todoy € Y.

Exemplo 2.7. Sejam G um grupo, (X,6) um G-conjunto e ¥ C X um subconjunto
G-invariante. Como Y é G-invariante, a imagem de G X Y por 6 esta contida em Y e,
assim, a funcao
0y : GxY — Y
(9:9) — 0(g,9)

satisfaz trivialmente os axiomas (i) e (ii) da Defini¢ao 2.1.

2.2 Acodes parciais e globalizacao

De certa forma, o Exemplo 2.7 motiva a definicao de acao parcial de grupos que
veremos nesta secao. No contexto do Exemplo 2.7, quando Y C X nao é G-invariante, o
problema que surge é que a imagem de G X Y por § nao esta contida em Y. Mas, e se
definissemos 6|y apenas para os pares (g,x) € G x Y tais que 0(g,z) € Y7 Nesse caso,

Oly : G x Y — Y seria uma funcao parcial, como nas Defini¢oes 2.8 e 2.11.

Definigao 2.8. Sejam A e B conjuntos. Uma fun¢do parcial o de A em B é uma relacao
de A em B tal que, para cada elemento a € A no dominio de ¢, existe um tnico elemento
b € B tal que a ~, b. Assim como para funcoes, utilizamos ¢ : A — B para denotar
uma fungao parcial de A em B e, se a € A é um elemento do dominio de ¢, denotamos
por ¢(a) o tnico elemento de B tal que a ~, ¢(a). Além disso, dado a € A, diremos que

o(a) estd definido se a pertencer ao dominio de .
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Exemplo 2.9. Se G é uma categoria pequena, entao a composicao que aparece na De-

finigdo 1.1, de categoria, pode ser vista como uma fungao parcial o : mor(G) x mor(G) —

mor(G).

Observagao 2.10. Voltando a discussao anterior a Definicao 2.8, obtemos assim uma
fungao parcial f|y : G x Y — Y cujo dominio é formado pelos pares (g,y) tais que
0(g,y) €Y. Sey €Y, claroque e-y =y €Y e, assim, 0|y estd definida em (e, y) para
qualquer y € Y e o Axioma (i) de 2.1 é trivialmente verificado. J& para o Axioma (i7) de
2.1, dado y € Y, podem existir g, h € G tais que g-(h-y) ¢ Y ou (gh)-y ¢ Y. No entanto,
é claro que g - (h-y) € Y se, e somente se, (gh) -y € Y ja que 0(g,0(h,y)) = 0(gh,y).
Assim, se 0|y (h,y) estd definido, entao tem-se que 0|y (g,0|y(h,y)) esta definido se, e
somente se, 0|y (gh,y) estd definido e, nesse caso, verifica-se o axioma (i7) de 2.1. Essa

discussao motiva a seguinte definicao.

Definicao 2.11. Sejam X um conjunto e G um grupo. Uma acdo parcial 0 de G em X

é uma funcgao parcial 6 : G x X — X, denotada por #(g,x) = g - x, satisfazendo:

(G1) Para qualquer z € X, e -z estd definido e e - z = x;

(G2) Se x € X e h € G sao tais que h -z estd definido, entdao, para qualquer g € G
tem-se que g - (h - x) esta definido se, e somente se, (gh) - = esta definido e, nesse

caso, g - (h-z) = (gh) - x.

Veja que, na Definicao 2.11, se g - x esta definido para todo g € G e x € X, entao
a acao parcial em questao é uma agao global. Portanto, a definicao de acao parcial é uma
generalizagao do conceito de agao global, que frequentemente é denominada apenas por

acao.

Dessa forma, se § é uma acao parcial de G em X, dizemos que o par (X, 6) é um
G-conjunto, estendendo a nogao de G-conjunto para acoes parciais. Assim como antes,

se nao existir chance de confusao dizemos apenas que X é um G-conjunto.

Se 6 é uma acao global de G em X e Y C X, entao a acao parcial de G em Y

obtida pela restrigao da agao de G em X é denotada por 6|y .

Exemplo 2.12. Seja X um conjunto e ¢ : G x X — X funcao parcial tal que, para
qualquer z € X, ¢(g, ) estd definido se, e somente se, g = e. E claro que ¢ é uma agao
parcial de G em X chamada acdo supertrivial. Este é um caso particular de acao trivial.
Dizemos que uma agao ¢ : G x X — X é trivial se ¢(g,x) = x sempre que ¢(g, z) esta
definido.

O leitor ja familiarizado com a nocao de agoes parciais de grupos possivelmente es-

teja acostumado com uma literatura (veja (14, 2), por exemplo) que apresenta a defini¢ao
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de agao parcial em uma roupagem diferente. Aqui, nos baseamos na notacgao utilizada
por Nystedt em (20) para apresentar a Defini¢ao 2.11 desta forma. Uma defini¢ao nesses

moldes pode também ser consultada em (16).
Nosso objetivo inicial sera apresentar a definigdo de agao parcial dada em (14) e

mostrar que esta definicao é equivalente a definicao de agao parcial dada em 2.11.

Definicao 2.13. Uma acdo parcial 6 de G em X é um par ({D,}geq, {0, }ec) em que

D,},cq ¢ uma colecao de subconjuntos de X e {6,},c¢ ¢ uma colecao de fungoes
959 959
99 : Dgfl — Dg
satisfazendo as seguintes condigoes:

(1) Do =X, e b, =1idx é a funcao identidade.

(1) 6400, C by, para todo g, h € G.

A composigao 6,060, que aparece no item (i7) da Defini¢ao 2.13 se refere a fungao
cujo dominio sao todos os elementos = € X tais que 0,(6,(z)) esta definido pois, a imagem
de 0}, nao precisa necessariamente estar contida no dominio de ,. Dessa forma, o elemento

x deve estar em Dj-1 e 0),(x) deve estar em Dy-1, ou seja, o dominio de 6,086, é o conjunto
{x € D1 | Oy(x) € Dyr}

que pode ser reescrito como
~1
6, (Dg-1),

ou
0, (D, N Dy-1).

Além disso, o simbolo “C”que aparece no item (i) da Defini¢ao 2.13 quer dizer
que a fungao 0, é uma extensao da fungao 6, o ), e consequentemente 0~*(Dj, N d,-1) C

D(gh)fl.

Agora, mostraremos uma proposicao que nos auxiliard a verificar a equivaléncia

entre as definicoes 2.11 e 2.13.

Proposicao 2.14. Sejam G um grupo e X um conjunto tais que G age parcialmente
sobre X segundo a definicao 2.11. Se g € G e x € X sao tais que g - x estd definido,
entao g~' - (g - x) estd definido e g7' - (g-x) = .

Demonstragao. Sejam g € G e x € X tais que g - x estd definido. Pelo axioma (G1) da
Definicao 2.11, (¢g7'g) -2 = e- x estd definido e é igual a z. Pelo axioma (G2) da definigao
211, g7 (g - z) estd definido e g7' - (g-x) = (¢97'g) - = e~ = x, como querfamos. [
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Agora, estamos em condicoes de provar uma implicacao da equivaléncia prome-
tida. Para isso, suponha que G age parcialmente sobre um conjunto X e, para cada g € G,
defina
Dy1:={x € X | gz estd definido}.

Pela Proposicao 2.14, temos {g -z | © € Dy} C D,. Além disso, se y € D,, entdo

~1.y) estd definido e y =

g~ -y estd definido e, novamente pela Proposigao 2.14, g - (g
g- (g7t y) €{g-x|x € Dy} Logo, Dy ={g-x |z € Dy1}. Assim, para cada
g € G, temos uma funcao 0, : D,-1 — D, tal que 0,(x) = (g, ), para todo x € Dy-1.

Construimos assim um par
({Dg}gEGv {GQ}QGG)J (2.1)

em que {D,} e ¢ uma colecao de subconjuntos de X e {6,},c¢ é uma colegao de funcoes
99 : Dg—l — Dg.

Proposicao 2.15. Seja 6 uma a¢do parcial de G em X. O par ({D,}gec,{8,}4ec) dado

como em (2.1) é uma agao parcial de G em X, sequndo a Defini¢ao 2.13.

Demonstragdo. Sejam 6 uma acao parcial de G em X e ({Dg}gea, {05 }4ec) 0 par como
definido em (2.1). Seja e o elemento neutro de G. Note que, para cada z € X, e -z
estd definido, ou seja, z € {e-x | x € D1} = D, e, portanto, D, = X. Além disso,
O.(x) =0(e,z) = e-x =z, ou seja, 0. ¢ a funcao identidade em X.

Agora, tome g, h € G e x um elemento do dominio de 6,06, isto é, 6,(6,,(z)) estd definido.

Isto nos diz que € Dj-1 e Op(x) € D,-1, assim,
Oy(0n(x)) = bg(h-x) =g (h- )

e como 0 é acao parcial, pelo item (G2) da Definigao 2.11, temos que (gh) - x esta definido

eg-(h-x)=(gh)-z. Logo, z estd no dominio de 0, e

Ogn(z) = (gh) -2 =g+ (h-x)

portanto, 0, o 8, C 0, para todo x no dominio de 6, o 6j,. O

Reciprocamente, se ({D,}4eq, {0y}4ec) € uma agao parcial de G em X segundo
a Defini¢do 2.13, ent@o a funcado parcial 6 : G x X — X dada por 0(g,z) = 0,(z) para
x € Dy é uma funcao parcial de G em X segundo a Defini¢ao 2.11. Mas, antes de provar

isso, vamos explorar um pouco mais a defini¢cao 2.13.

Note também que as funcoes 0, : D, — Dy da Definicao 2.13 sao bijecoes.

Proposicao 2.16. Seja 0 uma acao parcial de G em X sequndo a Definicao 2.13, entao,

para cada g € G, a funcao 0, ¢ uma bijecao com inversa 99_1 = 0g-1.
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Demonstra¢ao. Dado g € G, observe que, pelo item (ii) da Defini¢ao 2.13, temos
0100, C 041, =0,

ou seja, 0,1 06, é a funcao identidade em seu dominio, que é Dy -1.
De maneira similar, ¢, o 6,1 é a identidade em D,. Portanto, temos uma bijecao entre

Dy1 e Dy, e 0,1 € ainversa de 0. O

A seguir, temos uma proposicao que nos fornece uma equivaléncia para a Definicao

2.13 que serd usada para mostrar a reciproca prometida.

Proposicao 2.17. Seja {D,} e uma coleg¢io de subconjuntos de X, e seja {8,},ec uma
colecao de funcoes

Hg : Dg—l — Dq

Entao, ({Dg}eec, {04} gec) € uma agao parcial de G em X sequndo a Definicao 2.13 se,

e somente se, para todo g,h € G, tivermos que

(i) Do =X €0, =1idyx ¢ a fun¢do identidade.
(i1") O4(Dg-1 N Dy) C Dy
(i11") O4(0n(x)) = Ogn(x), para todo x € D1 N Dgpy-1.
Demonstragao. Suponha que ({Dg}geq, {0,}4ec) seja uma agdo parcial de G em X se-

gundo a defini¢do 2.13. Note que as condigoes 2.13(7) e (i') s@o iguais.

Mostremos que vale (i7'). Sejam g,h € G, sabemos que o dominio de 6, o ), ¢
precisamente 0, *(Dj, N Dg_l). Além disso, sabemos por 2.13(ii) que 6,06, C 0y, € que o

dominio de 04, é D(y4)-1. Logo, temos que
0, (Dn N Dy-1) © Digry-1.
Sabendo que 0;1 = 0),-1, e substituindo h por g~ e g por h™!, temos
Qg(fo1 N Dh) C Dyp,

que é precisamente o item (ii’).

Mostremos (iii'). Seja x € D1 N Dgpy-1. Como & € Dy-1 e & € D(gpy-1 temos

que O(z) e O,(x) estao definidos. Além disso, por (i) temos que

Qh(l') € Qh(Dh—l N D(gh)—l) - th—lgfl = Dgf17

ou seja, x estd no dominio de g, 0 6,. Como 6, 06, C 0, temos que 0,(0,(x)) = Ogp ().

Agora suponha que valem as condigoes (i'), (i) e (iii') do enunciado e vamos

mostrar que valem 2.13(i) e 2.13(éi). Novamente, como 2.13(%) ¢ igual a (i'), nada a fazer.
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Mostremos primeiramente que, para todo g € G, 99_1 = 0,-1. Note que, se

1

escrevermos h = g~', o item (7i¢’) nos diz que para qualquer z € D, temos

0,(0,-1(x)) =2
ou seja, 0,1 € uma inversa a direita de 6,. Substituindo g por g~ !, temos que 041 € uma
inversa a esquerda de 0, e portanto, 99_1 = 04-1.

Mostremos que vale 2.13(iz). Tome z tal que pertenca ao dominio de 6, o 6, ou
seja,
2 € 0, (DN Dy-1) = -1(Dy, N Dy-1).

Pelo item (i), temos que 6-1(Dy N Dy-1) € Dpy-1,-1, mostrando assim que o dominio
de 0, o 0}, estd contido no dominio de 6,,. Como x estd no dominio de 6, temos que
x € Dp-1 N Dy-14-1 e portanto, pelo item (ii7'), segue que 04(0x(x)) = Ogn(x), ou seja,

temos que 0, 0 0, C Oy, O

Podemos ainda fazer uma leve mudanga no item (ii’) da Proposi¢ao 2.17.

Proposicao 2.18. Seja § = ({D,}yec, {0y }4ec) uma acdo parcial de G em X sequndo a
Definicao 2.13. Entao, para todo g, h € G, temos que

04(Dy-1 N Dy) = Dy N Dy,

Demonstra¢do. Pela Proposicao 2.17, temos que 64(Dy-1 N Dy) C Dyy,. Além disso, a

imagem de 6, estd contida em D, logo,
0y(Dg-1 N Dp) € Dy N Dy
Agora, aplicando ¢,-1 na inclusao acima, obtemos

0,1 (Hg(Dg_l N Dh)) - 99—1 (Dg N Dgh)

g

que resulta em
Dy N Dy COp~1(Dy N Dyp,).

Substituindo g por g~! e h por gh, obtemos
Dy N Dy, € 04(Dy-1 N Dy,).

Portanto, 0,(D,~» N Dy) = Dy N Dy, para todo g, h € G. O

Finalmente, estamos em condigoes de mostrar a reciproca da equivaléncia entre

as definicoes de acoes parciais.

Proposicao 2.19. Se ({D,}sec, {0y}sec) € wma agio parcial de G em X segundo a
Defini¢ao 2.13, entio a fun¢do parcial 0 : G x X — X tal que g - x = 0(g,x) = 0,(z),

para todo (g,x) € G x X com x € Dy-1, € uma agdo parcial segundo a Definicao 2.11.
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Demonstragao. Seja 6 : G x X — X funcdo parcial tal que g - = = 6(g,x) = 0,(z) para
todo (g,z) € G x X tal que x € Dy-1. Dado z € X, temos que z € D,, ou seja,
e-x=0(e,x) = 0. (x) estd definido, e como 0, é a funcao identidade, e - x = x.

Agora, tome z € X e h € G tal que h-x esteja definido. Tome g € G tal que g-(h-x) esteja
definido, logo, © € Dj-1 e Oy(x) € Dy-1, assim, 0,(0,(x)) = (6, 0 0;)(x) esta definido,
e como 0, 0 0, C b, para todo g,h € G, segue que 8,,(z) = 0(gh,z) = (gh) - = esta
definido.

Por outro lado, seja g € G tal que (gh) - * = O,,(z) esteja definido. Note que, como
h-x = 0y(x) esta definido, entdo x € Dy-1 e & € Dgpy-1, assim, pelo item (zi4’) da 2.17,
temos que g - (h-x) = 0,(0,(x)) estd definido e (gh) - & = Oy,(z) = 0,(01(x)) = 0,(h, z) =
g-(h-x). O

A partir de agora, voltaremos a utilizar a notagao vista na Defini¢ao 2.11.

Vamos finalizar esta secao estendendo o conceito de G-funcao visto na Definicao
2.4 para o contexto de agoes parciais e mostrando que, assim como no Exemplo 2.5,

podemos formar uma categoria que contém 7 (G) como subcategoria plena.

Definicao 2.20. Sejam G um grupo e X e Y G-conjuntos. Dizemos que uma funcao
p: X — Y éuma G-funcgao se para quaisquer g € G e x € X tais que g - z esta definido,
entao g - p(x) estd definido e g - p(z) = ¢(g - x).

Vejamos alguns exemplos de G-fungao:

Exemplo 2.21. Se X é um G-conjunto, Idx é claramente uma G-funcao. Além disso,
se Y é outro G-conjunto e a acao de G em X é a supertrivial, entao qualquer funcao

¢ : X — Y é claramente uma G-funcao.

Exemplo 2.22. Se 6 é uma acao global de Gem X e Y C X, entao ainclusaoi : Y — X

é uma G-fungao entre os G-conjuntos (Y,0]y) e (X, 0).

Observagao 2.23. Definido G-fungoes para agoes parciais, podemos formar a categoria
27,(G) das agOes parciais, para um grupo G dado. Os objetos desta categoria sdo os G-
conjuntos e os morfismos sao G-fungoes. Veja que a categoria o7 (G) é uma subcategoria
plena de @7,(G) pois, dados dois objetos de &7 (G), isto ¢, duas ac¢oes globais, todo morfismo
de 27,(G) entre essas duas acgoes serda uma G-funcao entre acoes globais, logo, pertence
aos morfismos de &7 (QG).

Observagao 2.24. Os monomorfismos de 47,(G) sdo as G-fungodes injetivas. De fato, se
v é uma G-fungao injetiva, entdao claramente ¢ é monomorfismo. Por outro lado, sejam

(X,0x) e (Y,0y) G-fungoes e ¢ : X — Y monomorfismo. Seja 6 agao supertrivial de G
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em X. Sejam a,b € X tais que p(a) = ¢(b) e defina P : X — X de forma que

z, se x ¢ {a,b}
P(xz)=<a, sex=>

b, se x =a
assim, P : (X, 60) — (X, 0x) é uma G-funcao tal que
poh=¢p=ypoldx.
Como ¢ é monomorfismo, temos que P = Idx e, portanto, a = b.

Definigao 2.25. Seja X um G-conjunto. Dizemos que (p,Y) é uma extensio de X se
Y é um G-conjunto e ¢ : X — Y é uma G-fungao injetiva. Se, além disso, a acao de G
em Y for global, dizemos que (¢,Y) é uma globaliza¢io de X. Se nao houver chance de

confusdo, por um abuso de notagao, escreveremos apenas Y ao invés de (p,Y)

Observagao 2.26. A nocao de restricao nao é exatamente a oposta da nogao de globa-
lizagdo. Mais precisamente, se (X,0x) e (Y,0y) sdo G-conjuntos tais que Y C X, Oy é
uma acao global de G em X e 6y (g,y) = 0x(g,y), para todo y € Y, entao (i, X) é uma

globalizacao de Y em que i : Y — X é a inclusdo. Mas, ndo necessariamente x|y = 0y

Exemplo 2.27. Seja 7 : Zo X Ziy — Zi agao por translagao e 0 : Zy X Zy — Ziy a agao

supertrivial, entao (Idg,, (Zz, 7)) é uma globalizacao de (Zs, 0), mas 0 # m = 7|z,.

Perceba que, na observagao anterior, Idz, : (Z2,0) — (Z2,7) é uma G-fungao
bijetiva, mas nao é um isomorfismo em 7,(Z,), ja que a funcao inversa Idyz, nao é uma
G-fungao entre (Zs, 7) e (Zs,0). De fato, se X e Y sdo G-conjuntos, entdo uma G-funcao
¢ : X — Y bijetiva é um isomorfismo em 7,(G) se, e somente se, a funcao inversa

¢ 1:Y — X for uma G-funcao.

Em (4), uma G-fungao f é dita forte se g - f(z) definida implica g - x definida.
Alids, na referéncia (4) vérias construgoes categdricas sao feitas em «7,(G) e ¢ verificado

que essa categoria é completa (veja Corolario 9, (4)).

2.3 Restricao e Globalizacao

Vimos que, quando temos inicialmente uma agao global de G em um conjunto Y,
através de um processo de restricao obtemos uma acao parcial de G em um subconjunto
X CY. Por outro lado, podemos nos perguntar se, iniciando com uma ac¢ao parcial de GG
em um conjunto X, existe uma ac¢ao global de G em um conjunto Y que contenha X de
tal forma que a agdo de G em X seja obtida pela restrigdo da agao de G em Y. A resposta

para essa questao de globalizacao nos leva ao resultado mais importante desse trabalho,
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que nos diz que toda acao parcial de uma categoria G em um conjunto X admite uma
globalizagao (Teorema 3.29), e, em particular, que toda agao parcial de um grupo G em

um conjunto X admite uma globalizagao (Teorema 2.35).

Nessa se¢ao, nosso objetivo sera desenvolver as ferramentas necessarias para pro-
var o principal teorema desse capitulo que diz que toda acao parcial é a restricao de uma

acao global.

Definicao 2.28. Sejam X e Y G-conjuntos e ¢ : X — Y uma G-funcao. Dizemos que
(p,Y) é uma globalizagcdo universal de X se (¢,Y) é uma globalizagdo de X e ¢ é uma
reflexdo de X em &7/(G). Isto é, (¢,Y) é uma globalizagao de X e para qualquer G-
conjunto Z em que a acao de G em Z é global e qualquer G-funcao \ : X — Z, existe

uma unica G-funcao o : Y — Z tal que o diagrama

X-7.

wj o
£

A

comuta.

Agora, definiremos uma relacao em G x X e em seguida construiremos um con-

junto R(X) equipado com uma agao global de G.

Definicao 2.29. Seja X um G-conjunto. Defina uma relacao ~ sobre G x X da seguinte
mancira: dados (g,z),(h,y) € G x X, (g,x) ~ (h,y) se, ¢ somente s¢, (h~1g) - x csté
definido e (h™'g) -z = y.

Proposicao 2.30. Seja X um G-conjunto. A relacao ~ definida em 2.29 ¢ uma relacdo

de equivaléncia em G X X.
Demonstracao. Provemos que ~ é de fato uma relacao de equivaléncia.

e Reflexividade: Seja (g,z) € G x X, observe que (¢7'g) -z = e - = estd definido e,
(97'9) - @ = e-x =z, portanto, (g,2) ~ (g, ).

e Simetria: Sejam (g,z), (h,y) € G x X e suponha que (g,x) ~ (h,y). Logo, (h™'g) -z
estd definido e (h™'g) -2 = y. Como (h™'g) -2 = y, pela Proposicao 2.14 temos que
(g7'h) - y estd definido e

(g7'h) -y = (g7 h) - ((h7'g) - x) = .
Portanto, (h,y) ~ (g, ).

e Transitividade: Sejam (g,x), (h,y), (k,z) € G x X e suponha que (g,x) ~ (h,y) e
(h,y) ~ (k,z). Dessa forma, temos que (h™1g) -z e (k7'h) - y estao definidos bem
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como (h™tg)-x =ye (k7'h) -y = 2. Assim, pelo axioma (G2) da Defini¢ao 2.11,
(k7g) -x = (k"'hh™1g) - x est4 definido e

(k'g) - = (k7'hh™g) o = (k"h) - ((h™'g) - @) = (K'h) -y = =.
Portanto, (g,z) ~ (k, z).

Assim, concluimos que ~ é uma relacao de equivaléncia em G x X. O

Definicao 2.31. Defina R(X) como sendo o quociente de G x X pela relacao de equi-
valéncia definida em 2.29. Denotaremos por [g, x| a classe de equivaléncia com represen-
tante (g,z) € G x X.

Agora que temos o conjunto R(X) em maos, utilizaremos a a¢ao de G em X para

induzir uma acdo de G em R(X) que serd uma agao global dada pela expressao a seguir.

Defini¢ao 2.32. Definimos uma funcao 0z : G x R(X) — R(X) tal que

Or(g,[h,2]) = [gh, 7], (2.2)
para todo g, h € G e para todo =z € X.

Proposigao 2.33. A funcdo 0 definida em 2.32 estd bem definida e é uma ag¢do global
de G em R(X).

Demonstragao. Mostremos que fr estd bem definida. Sejam [hy, x], [he, y] € R(X), tais
que [hy,x] = [ho,y]. Assim, temos que (hy,x) ~ (hs,y), logo, pela Definicao 2.29, temos
que (hy'hy) - x estd definido e (hy 'hy) - & = y. Assim, para todo g € G, temos que

((gh2) ' (gh1)) - @ = (hy'g " gh1) - & = (hy'hy) - @

estd definido e é igual a y. Logo, Or(g,[h1,x]) = [ghi,z] = [ghe,y] = Or(g, [h2,y]).
Portanto, fr esta bem definida. Mostremos agora que #r é uma acao global de G em

R(X). Primeiramente, temos que
Or(e, [h,2]) = [eh, x] = [h, ],
para todo h € G e x € X. Além disso, para g, ¢ € G temos que
Or(g' Or(g, [l 2])) = Or(d, [gh, 2]) = [¢'gh, 2] = Or(d'g, [, 2]),

para todo ¢g,¢',h € G e v € X. Pela Definigao 2.1, 0z é uma acao global de G em
R(X). O

Estamos em condigoes agora de enunciar e provar o principal resultado desse

capitulo. Vamos apenas apresentar mais uma definicao antes de enunciar o teorema.
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Definigao 2.34. Sejam G um grupo e (X, 0x) e (Y, 0y) G-conjuntos. Dizemos que uma
globalizacao (¢,Y) de X induz a agdo 0x de G em X se ¢ : X — (X)) é um isomorfismo
entre (X, 0x) ¢ (¢(X), 0y |yx)) em #,(G).

O seguinte resultado foi devido Abadie em (2). A versao da demonstracao que

apresentaremos a seguir é uma adaptagao da demonstracao de Exel em (14).

Teorema 2.35. Se G ¢ um grupo e (X, 0) é um G-conjunto qualquer, entao, existem um
G-conjunto (R(X),0r) e uma G-fungio i : X — R(X) tal que o par (i, R(X)) é uma

globalizagao universal de (X, 60) que induz a agdo original de G em X.

Demonstragao. Seja R(X) como definido em 2.31 e 0 como definido em 2.32. Pela
proposicao 2.33, (R(X),0g) é um G-conjunto tal que a acao 0 de G em R(X) é global.
Seja i : X — R(X) a fungdo dada por

it X — R(X)
r = ez,

para cada x € X. Verifiquemos inicialmente que i é injetiva. Sejam z,y € X tais que
le, 2] = [e,y]. Note que, como [e, z] = [e, y], temos que (e, z) ~ (e,y), logo, y = (e~te)-w =

e-x = x e portanto, 7 é injetiva.

Vamos verificar que ¢ é uma G-fungao. Para isso, considere g € G e x € X tal que
g-x estd definido. Note que (g,z) ~ (e, g-z) pois, (e"g)-x estd definido e (e71g)-z = g-.
Logo, [g,z] = [e, g - x] e, portanto,

g-i(x)=g-le,z] = [ge,x] = [g,2] = [e,g -] = i(g - ).

Logo, (i, R(X)) ¢ uma globalizagao de (X, ).

Mostremos agora que esta globalizacdo ¢ universal. Suponha que (Z,07) ¢ um
G-conjunto em que a acao 6z de G em Z é global e seja j : X — Z uma G-funcao. Defina

a seguinte fungao

b:Gx X —Z

para todo (g,7) € G x X. Agora observe que, se (g,z) ~ (h,y), entao, (h™1g) - = estd
definido e (h™1g) - 2 = y. Logo,

i) =j((h7"g) - x) = (h'g) - j(x),

e, portanto,

o(h,y) =h-jly) =g-j(x) = d(g,v).
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Por consequéncia, temos que a funcao ¢ se fatora através do quociente R(X') a uma fungao
¢ : R(X) — Z tal que o diagrama

Gx X2z
T
R(X)

comuta, isto é, tal que QNS([g, z]) = ¢(g,2) = g- j(x), paratodo g € G ez € X.

Provemos agora que ¢ é uma G-fungao. Como as agoes 0 e 05 sao globais, para

todo g,h € G e x € X temos que

o(g- [h,z]) = d([gh, z]) = (gh) - j(z) = g- (h- j(x)) = g &([h, x]).
Portanto, ¢ é G-funcio. E, além disso, o diagrama,

I g

X
L 3
R(X)

\

comuta, pois
(¢oi)(z) = o[e,z]) = e-j(x) = j(x),
para qualquer x € X.

Falta ainda mostrar que ¢ é tinica. Suponha que ¢’ : R(X) — Z é outra G-funcéao

tal que o diagrama

X1 .7
| A
R(X)

comuta. Como ¢’ é G-funcao, temos que

¢ (lg9,2]) = #(g-le.a]) = g- ¢'(le;a]) = g~ (¢ 00)(2) = g j(2) = 6([g,2])

para todo g € G e x € X, o que garante a unicidade de gB

Para finalizar, vamos mostrar que a agao global de G sobre i(X) induz a agao
parcial de G sobre X, isto é, vamos mostrar que a co-restricio i : X — i(X) é um
isomorfismo entre (X,6) e (i(X),0r|ix)). De fato, é claro que esta funcao é uma G-
funcao bijetiva. Resta mostrar que a funcao inversa é uma G-fun¢ao. Para isso, sejam
r,y € X e g € G tal que g-i(z) estd definido e ¢ - i(x) = i(y). Queremos mostrar que
g - x estd definido e g - x = y. Note que [g,2] = g [e,z] = g -i(x) = i(y) = [e, y] ou seja,
(g,2) ~ (e,y). Assim, g-x = (e"'g) - = estd definido e g - x = (e71g) -z = y. O
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Esse teorema nos fornece um funtor R : @7,(G) — &7 (G) refletor que a cada G-
conjunto (X, @) associa o G-conjunto (R(X),0|r) e a cada G-funcao ¢ : X — Y associa
a unica G-funcio pg : R(X) — R(Y) que comuta o diagrama

Ainda, se a agao de G em X é global, entdo ix é um isomorfismo entre X e R(X).

Ainda é possivel melhorar um pouco o resultado apresentado no teorema anterior.
Em certo sentido, a globalizacao (i, R(X)) construida é a menor globalizacao de X que

induz a agao original de G em X. Mais precisamente, temos a seguinte proposicao.

Proposigao 2.36. No contexto da demonstragio do Teorema 2.35, se (§,Z) é uma glo-

balizacio que induz a acdo original de G em X, entio a G-funcio ¢ - R(X) = Z ¢

mjetiva.

Demonstragio. Sejam (g, ), (h,y) € G x X tais que ¢([g,z]) = ¢([h,y]). Pela definicio
de ¢, temos que g - j(z) = h - j(y). Como a acdo de G em Z é global, h=" - (g - j(z)) estd
definido e

(h™tg) - j(x) =h""(g-j(2)) = h™" - (h-j(y)) = 5(y)-
Como j induz a agao original de G em X, segue que (h™'g) - 2 = y. Pela Defini¢ao 2.29,
segue que (g,z) ~ (h,y). Isto é, [g,x] = [h,y]. O

A hipétese de que a globalizacao (j, z) induz a agao de G em X original é essencial,

como podemos ver no exemplo a seguir.

Exemplo 2.37. Seja (X, ) um G-conjunto tal que 0 é a acdo supertrivial. Veja que, se
(g,2) ~ (h,y) em G x X, entdo g = h = e e x = y. Logo, cada classe de equivaléncia em

R(X) ¢ unitaria e podemos identificar R(X) com G x X. Além disso, a agao
ér: G x R(X) = R(X)

nesse caso é dada por g - (h,z) = (gh,x) para quaisquer g,h € Gex € X.
Veja que, se fx é uma acao global qualquer sobre X, entdo (Idx, X,0x) é uma
globalizagao de (X, 0). Nesse caso, temos que $: G x X = X é simplesmente fy.

Em particular, se G = Zy, X = Zsy e Ox é a acao por translacdo, como na

Observacao 2.26, entao ¢ nio é injetiva.

Ainda, o teorema nos permite concluir que qualquer globalizacao universal de X

induz a acao original de G em X.
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Proposicgao 2.38. Seja G um grupo e (X, 0) um G-conjunto. Se (Y,0y) é um G-conjunto
ep: X =Y € uma G-funcao tal que (p,Y) é uma globalizagdo universal de X, entdio
(Y, 0y) € isomorfo a (R(X),0r) em %,(G) e (¢,Y) induz a agao 6 de G em X.

Demonstragao. Como (¢,Y) e (i, R(X)) sao globaliza¢oes universais de X, existem tinicas

?

G-fungdes ¢ : R(X) = Y e : Y — R(X) tais que o diagrama

X——Y

l 6 T

comuta. Logo,

p=¢oi=¢o(hoyp)=(so)oy.
Novamente pela universalidade de (¢, Y) e (i, R(X)), segue que Pod e po sdo os tnicos

morfismos que comutam os diagramas

%)

X —=R(X) XY
7 4
i T SOL q} P
T 1pog e}
R(X) Y.

Como Idpx) e Idy sao G-fungoes que comutam esses diagramas, segue que Pogd = Tdpx)
e ¢ o = Idy e, portanto, ¢ é um isomorfismo entre (Y,0y) e (R(X),0z).

Mostraremos agora que (¢, Y') induz a agao original de G em X. Para isso, sejam
z,2' € X e g e G tais que g-p(z) = @(2). Assim, temos que g-¢(i(z)) = ¢(i(2’)). Como
P é G-funcio. g - P(p(i(z))) = g - i(x) estd definido e é igual a P(g - ¢(i(z)). Logo,

Finalmente, como (i, R(X)) induz a agao original de G em X, segue que g-z esté definido

eg-x=u1x. O
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3 Acoes parciais de categorias em conjuntos

Neste capitulo desenvolveremos um pouco da teoria de agoes parciais de categorias
em conjuntos. Nosso objetivo é demonstrar o Teorema 3.29, que nos diz que toda acao

parcial de categoria em conjunto admite uma globalizacao universal.

Ao longo deste capitulo, abordaremos a definicao de acao parcial de categoria
em conjunto e quando esta acao é global. Além disso, veremos também o conceito de G-
funcoes e globalizagao universal no contexto em que G é uma categoria. Ademais, temos
diversas defini¢oes e resultados que nos auxiliarao na demonstragao do 3.29, e que estao
de certo modo ligados aos resultados ja vistos no capitulo 2, uma vez que, um grupo G

pode ser visto como uma categoria pequena (exemplo 1.5).

Como mencionado no primeiro capitulo, as categorias que estaremos interessados
sao as categorias pequenas. Sendo assim, nesse capitulo denotaremos G como sendo uma

categoria pequena e X um conjunto.

3.1 AcgoOes parciais

Definig¢ao 3.1. Sejam X um conjunto e G uma categoria. Uma acao parcial  de G em
X é uma funcao parcial 6 : mor(G) x X — X, denotada por 0(g, ) = g - x satisfazendo

0s seguintes axiomas:

(C1) Para todo z € X, existe um objeto e € Ob(G) tal que e - x estd definido. Além
disso, se f € Ob(G) e x € X sao tais que f - x esta definido, entao f -z = z.

(C2) Sex € X e g € mor(G) tal que g - x esteja definido, entdo d(g) - = esta definido.

(C3) Se (g,h) € G* e x € X tal que h -z estd definido, entao (gh) - z estd definido se, e

somente se, g - (h - z) estd definido e, nesse caso, (gh) -z =g - (h-x).
Dizemos que a acao de G em X é global se o seguinte axioma for valido.
(C4) Se g € mor(G) e z € X tal que d(g) - = esta definido, entao g - = esta definido.

Novamente, dizemos que o par (X,#) é um G-conjunto e, por um abuso de lin-

guagem, dizemos apenas que X é um G-conjunto quando nao existir chance de confusao.

Pelo Exemplo 1.5, podemos ver todo grupo GG como uma categoria pequena e,
nesse sentido, as Definicoes 2.11 e 3.1 sao compativeis, ou seja, as acoes parciais de G

sobre um conjunto X segundo a Definicao 2.11, sao precisamente as agoes parciais de G
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sobre X segundo a Definicao 3.1. Logo, a Definicao 3.1 é uma generalizacao da Definicao
2.11.

Ainda, temos uma maneira alternativa de descrever uma acao parcial de uma
categoria GG em um conjunto X através de subconjuntos de X e funcgoes parcialmente
definidas. Para isso, suponha que tenhamos um conjunto X equipado com uma acao

parcial de (G. Dado g € GG, definimos os seguintes conjuntos

Xy={r € X | g-x esta definido}

X ={g-z|xeX,}

Definimos a funcao oy : X, = ;X por a,(x) = g-x, para x € X, assim temos uma tripla

({Xg}gEmor(G)7 {QX}gEmor(G)> {@g}gemor(G)) (31)

consistindo de subconjuntos X, e ;X de X e funcoes o, : X, — ,X, para g € mor(G).

Proposigao 3.2. Seja 6 uma acao parcial de G em X. A tripla

({Xg}gEmor(G)a {gX}gGmor(G)a {@g}g€mor(G))

dada em (3.1) satisfaz:

(C1’) X = U X, e ae = Idx, para e € Ob(G);
e€Ob(Q)
(C2’) Para qualquer g € mor(G), temos que Xy C Xy(g);

(C3’) Suponha que (g,h) € G?. Entdo, X, N Xy, = a5 (X, N1 X) e ay(an(x)) = ag ()
para x € Xp N Xgy,.

Se a acao de G em X for global, entao vale a sequinte propriedade.
(C4’) Se g € mor(G), entdo Xy = Xag).

Demonstragao. Vamos comegar mostrando (C'1’). Dado = € X, por (C1), existe e €
Ob(G) tal que e -z estd definido, ou seja, * € X, para algum e € Ob(G). Portanto
T € Ueeonq) Xes € assim X = (J cop(q) Xe- Além disso, dado e € Ob(G), temos que

ao(z) =e-x =2 = Idx, (x)

para todo x € X, e, portanto, a, = Idy,.

Agora mostremos (C2'). Sejam g € mor(G) e x € X,,. Assim, g - 2 esta definido
e, por (C2), d(g) - x esta definido, ou seja, x € Xy(,. Portanto, X, C Xg().
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Provemos (C3'). Sejam (g,h) € G* e x € X;,. Como h - z estd definido, temos
pelo item (C3) que (gh) - « esta definido se, e somente se, g - (h - z) estd definido. Dessa
forma, temos que x € X, se, e somente se, ap(z) € X, e, portanto, z € Xy, se, e somente
se, T € a,:l(Xgﬂ;,,X). Assim, segue que = € X; N X, se, e somente se, z € 04,:1(XgﬁhX)7

e para um tal z, vale que ay(ap(x)) = agn(r) por conta de (C3).

Por fim, suponha que a agdo de G em X é global, e vamos provar que vale (C4').
Seja g € mor(G), ja sabemos por (C2') que Xy C Xyp). Seja z € Xy, entdo, d(g) - x
estd definido, logo, por (C4) temos que g - x esta definido e portanto x € X, mostrando

com isso que X, = Xg(g). 4

Proposicao 3.3. Se uma tripla da forma

({Xy}QEmor(G)7 {gX}gEmor(G)a {&g}QEmor(G))

em que, para cada g € mor(G), X, e ;X sao subconjuntos de X e oy : X, — 42X € fungao,
satisfaz as propriedades (C1'),(C2") e (C3') listadas na Proposicao 3.2, entao a fun¢ao
parcial o : mor(G) x X — X dada por g -z = a(g,z) = ay(z) para cada g € mor(G) e
x € X,, € uma acgao parcial da categoria G em X.

Mais ainda, se a propriedade (C4") também se verificar, entdo essa agdo é global.

Demonstra¢ao. Mostremos (C1). Seja x € X, como X = UX,, para e € Ob(G), entao
r € X, para algum e € Ob(G), logo, e - z estd definido. Além disso, e -z = «a.(z) =
Idx_ (x) =z, pois e € Ob(G).

Mostremos (C2). Sejam z € X e g € mor(G) tais que g - = esteja definido, ou
seja, g-x € Xy Como g € mor(G), sabemos por (C2') que Xy C Xy, logo, z € Xy, €
portanto d(g) - = esté definido.

Mostremos (C3). Seja (g,h) € G* e z € X tal que h -z esteja definido. Suponha
que (gh) - = esteja definido, assim, x € Xy, e, portanto, x € X, N X,. Dessa forma, por
(C3), segue que ay(z) € X, N X, isto é, h-x € X, e portanto g - (h - x) esté definido.
Agora, suponha que g-(h-x) estd definido, assim, ay,(z) € X,NpX. Por (C3'), z € X,NXy,
e, portanto, (gh) - x esta definido. Em caso afirmativo, obtemos que z € X, N Xy, € por
(C3), aglan(x)) = agn(z), e assim, (gh) -z =g- (h- ).

Por fim, suponha que (C4') vale. Seja g € mor(G) e z € X tal que d(g) - « estd
definido. Logo, z € Xg) e como X, = Xy, segue que x € X, e portanto g - x estd
definido. O

Através das Proposicoes 3.2 e 3.3, temos duas maneiras de descrever uma acao
parcial de uma categoria G em um conjunto X, de modo que, dependendo do contexto que

serao descritas as acoes, a mudanca de notagao pode facilitar a escrita e compreensao.
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No decorrer deste trabalho, continuaremos utilizando a notagao da Definicao 3.1 para

descrever as agoes parciais.
Vejamos a seguir, alguns exemplos de acoes parciais.
Exemplo 3.4. Seja G uma categoria tal que Ob(G) = {e, f} e mor(G) = {e, f, g} com

g:e— fesejaX ={1,2,3,4} um conjunto. Definimos uma acao parcial de G em X da

seguinte forma:

e-1=1, f2=2, g-2=2
e-2=2, f-3=3, g-3=2,
e-3=23, f-4=4

Assim, temos

X, ={1,2,3}, X; ={2,3,4} ¢ X, = {2,3}.

Os axiomas (C1) e (C2) sao facilmente verificados. Para o axioma (C3) veja
que os pares componiveis sao (e, e), (e, 9), (g, f), (f, f) de onde facilmente se verifica (C3).

Além disso, a agao de G em X nao é global, pois d(g) = e e X, # X..

Repare que, no exemplo acima temos g -2 = g - 3, fendmeno que nao era possivel
no caso de grupos, como visto na Proposicao 2.16. Além disso, repare que a categoria
desse exemplo pode ser mergulhada em grupoide G (simplesmente adicionando a mor(G)
um inverso ¢! para g), mas ndo existe agio de G em X tal que as agoes de e, f e g sejam
dadas como acima. De fato, caso contrario, como g-2 ¢ g-3 estao definidos, (g7, g) € G?,
glg=ecee-2ee-3estao definidos, por (C3) deverfamos ter g=' - (g-2) e g7 - (g - 3)
definidose2=¢€¢-2=¢g'-(g-2)=¢g ' (9-3)=e-3=3.

Exemplo 3.5. Sejam G uma categoria tal que Ob(G) = {e, f} e mor(G) = {e, f, g},
comg:e— feX ={1,23} um conjunto. Definimos uma acao parcial de G em X da

seguinte forma:

Assim, temos

X.={1,2}, X; ={2,3} ¢ X, = {2}.

Assim como no exemplo anterior, os axiomas (C'1),(C2) e (C3) sao facilmente

verificados.
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Veremos a seguir que, ao contrario do Exemplo 3.4, agora podemos adicionar
uma inversa g~ de g a mor(G) de modo que seja possivel definir uma acao do grupoide

resultante em X ¢ as acoes de e, f ¢ g sejam dadas como no exemplo anterior.

Exemplo 3.6. Seja G uma categoria tal que Ob(G) = {e, f} e mor(G) = {e, f, 9,97},
comg:e— feg!:f—eeseaX ={1,2 3} Definimos uma agao parcial de G' em

X da seguinte forma:

Assim, temos
Xe={L,2}, X;={2,3}, X, ={2} e X,- ={2}.

Por 1ultimo, e nao menos importante, um exemplo de acao global.

Exemplo 3.7. Seja G uma categoria tal que Ob(G) = {e, f} e mor(G) = {e, f, g}, com
g:e— fesejaX ={1,2,3}. Definimos uma agao global de G em X da seguinte forma:

Assim, temos
X. ={1,2,3}, Xp= {1,2,3} e Xg= {1,2,3}.

Vamos finalizar essa secao estendendo o conceito de G-fungao para acoes de ca-
tegorias e, assim como foi feito na Observagao 2.23, falar da categoria das agoes parciais

de uma categoria G.

Definicao 3.8. Scjam G uma categoria ¢ X ¢ Y dois G-conjuntos. Dizemos que uma
fungdo ¢ : X — Y é uma G-funcao se para quaisquer g € mor(G) e z € X tais que g -«
estd definido, entao ¢ - ¢(x) também estd definido e g - p(z) = (g - x).

Exemplo 3.9. Seja G uma categoria e X um G-conjunto. A funcao Idy é uma G-funcgao,
pois, dado g € G e z € X tal que g - z estd definido, g - Idx(x) = g - x também estd
definido e

Idx(g-z)=g -x=g-Idx(x).
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Definicao 3.10. Agora que definimos G-fungoes para categorias, podemos definir as
categorias o/ (G) e o7,(G), em que G é uma categoria. Os objetos de ambas categorias

sao os G-conjuntos ¢ os morfismos sao as G-fungoes.

Observagao 3.11. As G-fungoes injetivas sdo claramente monomorfismos em 7,(G).
Mas, ao contrario do que acontece no caso de agoes parciais de grupos, um monomorfismo
em 7,(G) nao é necessariamente uma G-fungao injetiva.

Por exemplo, considere a categoria G em que mor(G) = Ob(G) = {e, f} eseja X = {0, 1}.
Seja 0 : G x X — X funcao tal que 0(g,z) = z para quaisquer g € mor(G) ez € X e
seja Ox : G x X — X fungao parcial definida em {(e,0), (f, 1)} e tal que Ox(e,0) =0 e
Ox(f,1) = 1. Entao, 0 e Ox sdo agoes de G em X.

Veja que a fungao ¢ : X — X tal que ¢(0) = ¢(1) = 0 é uma G-fungdo entre os
G-conjuntos (X,0x) e (X,0) que nao é injetiva. Seja (Y,60y) um G-conjunto e sejam
Y1, Py 1 Y — X G-fungdes entre (Y, 0y) e (Y, 0x) tais que g oy = ¢ oPy. Suponha que
exista y € Y tal que Pq(y) # W2(y). Podemos assumir sem perda de generalidade que
P1(y) =0 ePy(y) = 1. Sendo (Y, 0y ) G-conjunto, devemos ter (e, y) ou (f,y) no dominio
de Oy .

Se Oy (e,y) estivesse definido, como Py e Py sdo G-fungodes, teriamos que Ox(e,0) =
Ox(e,P1(y)) e Ox(e, 1) = Ox(e,P2(y)) estariam definidos, o que ndo é o caso. Similar-
mente, Oy (f,y) ndo pode estar definido, contradizendo o axioma (C1), j& que nao existe

um objeto de G agindo em y € Y. Logo, ¥;(y) = Y2(y) para todo y € Y.

Definigao 3.12. Seja X um G-conjunto. Dizemos que (¢,Y’) é uma extensao de X se Y
¢ um G-conjunto e ¢ : X — Y é um monomorfismo em <7,(G). Se além disso a acdo de
G em Y for global, dizemos que (¢,Y) é uma globalizagao de X. Se nao houver chance

de confusao, por um abuso de notacdo, escreveremos apenas Y ao invés de (¢,Y).

Exemplo 3.13. Considere as acoes dadas nos Exemplos 3.5 e 3.7, observe que o conjunto
X de ambos exemplos é o mesmo. Note também que a funcao Idy que vai de X defi-
nido em 3.5 para X definido em 3.7 é uma G-fungao, assim, a acao dada em 3.7 é uma

globalizacao para o conjunto X dado em 3.5.

3.2 Globalizacdo

Se temos uma agao parcial § : mor(G) x Y — Y e X C Y, podemos restringir
o dominio de 6 aos pares (g,z) em que x € X, 0(g,x) esta definido e 0(g,z) € X para
obter uma funcéo parcial 0] x : mor(G) x X — X. E facil ver que 0|y satisfaz os axiomas
(C1),(C2) e (C3) da Defini¢ao 3.1. Logo, 0|x é uma acao parcial de G em X.

Além disso, a inclusao i : X < Y é uma G-funcao entre (Y, 68|x) e (Y, 0). E, sendo

i uma funcdo injetiva, ela ¢ um monomorfismo em 7,(G), assim (7, Y') ¢ uma extensao de

X.
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Agora, se a agao original  de G em Y for global, entao |x serd uma acao global

de G em X se X CY for um subconjunto G-invariante no sentido da seguinte definicao.

Definicao 3.14. Seja G uma categoria e Y um G-conjunto. Dizemos que um subconjunto
X C Y ¢é G-invariante se g - v € X para todo g € mor(G) e z € X tais que g - x estd
definido.

Se X C Y nao for G-invariante, significa que existe x € X e g € mor(G) tal que
(g9, ) estda definido, mas 0(g,z) ¢ X. Logo, 0|x(g,z) ndo esta definido, mas por (C'1)
tem-se que 0(d(g), z) esta definido e 6(d(g),z) = = € X. Logo, 0|x(g,x) ndo esta definido

e 0]x(d(g),z) estd definido, de onde segue que 0|x nao é uma acao global de G em X.

Resumindo, se a acdo € de G em Y original for global, a acao f|x de G em X

obtida pela restricao serd global se, e somente se, X C Y for um conjunto G-invariante.

Novamente, restricao e globalizacao nao sao nogoes exatamente opostas. Deno-
tando os G-conjuntos vistos nos Exemplos 3.5 e 3.7 por (X, 0;) e (X, 65) respectivamente,
temos que 61(g,x) = 02(g, z) para todo z € X, isto é, 6 é uma globalizagao para X em

3.5, entretanto, a restricao de #, por X resulta na propria acao 6y, que é diferente de 6;.

Assim como no caso de acoes parciais de grupos, surge entao a questao: se temos
uma acao parcial de uma categoria G em um conjunto X, serd que existe uma acao global
de G em um conjunto Y que contenha X e tal que a restricao da acao de G em Y a X

seja a ac¢ao parcial original?

O objetivo dessa secao ¢é responder afirmativamente essa questao através do Teo-
rema 3.29, que ¢ o principal resultado desse trabalho. Em suma, o Teorema 3.29 diz que
toda agao parcial admite uma globalizacao universal de modo que a acao parcial original

pode ser obtida da globalizacao por restricao.

Comecemos definindo globalizacao universal.

Definicao 3.15. Sejam X e Y G-conjuntos e ¢ : X — Y uma G-funcao. Dizemos que
(p,Y) é uma globalizagcdo universal de X se (¢,Y) é uma globalizagdo de X e ¢ é uma
reflexdo de X em &/(G). Isto é, (p,Y) é uma globalizagdo de X e para qualquer G-
conjunto Z em que a acao de G em Z é global e qualquer G-funcao \ : X — Z, existe

uma unica G-funcao o : Y — Z tal que o diagrama

) R

Z

comuta.

O primeiro passo a ser dado é encontrar o conjunto que contenha X.
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Definicao 3.16. Sejam X um G-conjunto e
X ={(g9,z) € mor(G) x X | d(g) - x esté definido}.

Definimos uma relacio ~ em X da seguinte maneira: dados (g, ), (¢',2') € X, dizemos

que (g,x) ~ (¢’,2") se um dos dois casos ocorrer.

(i) Existe h € mor(G) tal que (¢',h) € G2, h - x estd definido e valem as igualdades
g=gdhex' =h-z.

(ii) 2 =2, 9,9’ € Ob(G) e g-x ¢ ¢’ - 2’ estdo definidos.

Observacao 3.17. Note que, vendo um grupo GG como uma categoria e denotando por e
o seu elemento neutro temos d(g) = e para todo g € G e assim, d(g) - x estd definido para
todo € X e todo g € G. Isto é, neste caso, X = G x X. Além disso, mostraremos que

nesse caso as relacoes ~ definidas em 2.29 e 3.16 sao exatamente as mesmas.

De fato, sejam (g, ), (¢', 2") € G x X tais que (g,x) ~ (¢', 2") pela Defini¢ao 3.16.

Logo, existem duas possibilidades para tais elementos estarem relacionados, sao elas:

e Se (g,z) ~ (¢',2") por 3.16(7), entdo, existe h € G tal que h-z estd definido, g = ¢'h
ea’ =h-z. Assim, ¢’ 'g = h e, portanto, (¢’ 'g) - = estd definido e (¢ 'g) -z = .
Logo, (g,z) ~ (¢',2’) pela Defini¢ao 2.29.

e Se (g,z) ~ (¢',2') por 3.16(i7), entdo, x = 2’ e g = ¢’ = e. Logo, como e - x esta
definido e e - x = z, segue que (¢’ 'g) - = esta definido e (¢’ 'g) - © = #’. Portanto,

(g,2) ~ (¢',2) pela Definicao 2.29.

Reciprocamente, suponha que (g, ) ~ (¢, 2') pela definicao 2.29. Assim, (¢’ 'g) - x estd
definido e (¢’ 'g) - & = #’. Basta tomar h = ¢’ g, pois assim, ¢'h = g, h - x esta definido
eh-x=2a' Isto é (g,2) ~ (¢',2") pelo item (i) da defini¢ao 3.16.

Assim, concluimos que, se G é um grupo visto como uma categoria, entao a
relacao da Definicao 2.29 é exatamente a mesma relacao da Definicao 3.16. Infelizmente,
no caso mais geral em que G é uma categoria pequena qualquer, esta relagdo nao é
necessariamente uma relagao de equivaléncia. Nesse caso, podemos apenas garantir que

a relagao ¢ reflexiva.

Proposicao 3.18. A relagcao ~, como descrita em 3.16, € reflexiva.

Demonstracio. Seja (g,x) € X, entdo, temos que d(g) - z estd definido. Como d(g) é um
objeto de G, entdao d(g) - * = x, além disso, (g,d(g)) € G*. Dessa forma, observe que
(9,2) = (9d(g), x) se relaciona com (g,d(g) - x) = (g, x), pois pelo item (iv) da Definigao
1.1, (g,d(g)) € G?, d(g) - = estd definido e g = gd(g) e d(g) - = d(g) - x. Portanto, a

relacao ~ ¢é reflexiva. O
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Como comentado anteriormente, quando G' é uma categoria pequena qualquer,
a relagao ~ nao é necessariamente simétrica e nem transitiva, como mostra o exemplo a

seguir.

Exemplo 3.19. Considerando o Exemplo 3.4, temos que d(e) = e, d(f) = f e d(g) = e,

assim, obtemos o seguinte conjunto

X ={(e,1),(e,2),(e,3),(£,2), (f.3). (f,4). (9, 1), (9. 2). (9. 3)}.

Agora, observe que alguns elementos de X estéo relacionados por ~. Temos que

e (9,3) ~ (f,2), pois g € mor(G) tal que (f,g) € G? g -3 estd definido, g = fg,
e, como f é um objeto, o mesmo atua como morfismo identidade, logo, 2 = g - 3,

satisfazendo assim o item (i) da Defini¢ao 3.16, para h = g.

e (9,2) ~ (f,2), pela mesma justificativa anterior, pois g € mor(G) tal que (f,g) €
G?, g - 2 estd definido, g = fge2=g-2.

e (f,2) ~ (e,2), pois f,e € Ob(G), 1 = x2 (no caso, 2 =2), e f-2 e e-2 estao

definidos, satisfazendo assim o item (7i) da definicao 3.16.

e (¢,3) ~ (f,3), pela mesma justificativa do item anterior.

Note que nesse exemplo a relagdo ~ nao é simétrica. Vejamos que (f,2) «¢ (g, 3).
Observe que e é o tinico morfismo de G tal que (g, ¢) € G?, (pois (g,9) ¢ G* e (g, f) ¢ G?).
Além disso, e -2 estd definido, porém, f # ge = g e 3 # e -2 = 2. Portanto, o item (i)
da defini¢do 3.16 nao é satisfeito. Além disso, o item (i) ndo se aplica nesse caso, pois
g ¢ Ob(G). Dessa forma (f,2) % (g,3).

Ainda, nesse exemplo, temos que (g,3) ~ (f,2) e (f,2) ~ (e,2), porém, nao é
verdade que (g,3) ~ (e, 2) pois, e é o tinico morfismo de G tal que (e, e) € G2, assim, e¢-3
estd definido, no entanto, g # ece = e e 2 # e-3 = 3. Além disso, g ¢ Ob(G). Dessa
forma, nenhum dos itens da definicao 3.16 é satisfeito. Portanto, neste caso, a relacao ~

nao é transitiva.

Observagao 3.20. Sc G ¢ um grupoide podemos garantir que a relagao ~ sera simétrica.
De fato, suponha que G é um grupoide e (g, z), (h,y) € X sdo tais que (g,2) ~ (h,y).
Se (g,z) ~ (¢',2") pelo item (ii) da Definicao 3.16, entao é direto que (h,y) ~ (g, x).

Se (g,z) ~ (h,y) pelo item (i), entao, existe p € mor(G) tal que (h,p) € G?, p - x estd
definido e p-x = y e g = hp. Disto temos que (g,p~*) € G?, pois c¢(p~!) = d(p) = d(g),

e temos também que p~! - y estd definido e p~!

-y = x, pois além de p - x estar definido,
temos que (p~!p) - x estd definido, j& que p~'p = d(p) = d(g) e (g,2) € X. Logo, pelo
axioma (C3), p~' - (p - x) estéd definido e p~' - (p- x) = x. Por fim, gp~' = (hp)p~* = h.

Portanto, (h,y) ~ (g, ) pelo item (i) da defini¢ao 3.16.
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Reciprocamente, se G é uma categoria tal que, para qualquer G-conjunto X, a
relagdo ~ é simétrica (além de reflexiva), obtemos que a categoria G' é um grupoide. De

fato, scja g € G ¢ vamos mostrar que g ¢ um isomorfismo.

Note que, se g é um objeto de GG, temos automaticamente que g é um isomorfismo.
Consideremos entao o caso em que g nao é um objeto.
Seja X um G-conjunto para o qual exista x € X tal que g - = esteja definido. Nesse
caso, temos que (g,x) ~ (c(g), g - x) pois, (c(g),9) € G?, g -z estd definido, g = c(g)g e
g-x=g-z.
Como ~ é simétrica, (c(g),g-x) ~ (g,z). Logo, existe h € mor(G) tal que (g,h) € GZ,
h-(g-x) estd definido, h-(g-z) = x e ¢(g) = gh. Dessa forma, (h,g-z) ~ (d(g), z) pois,
(d(g),h) € G*, h-(g-x) estd definidoe h-(g-x) =z e h =d(g)h.
Novamente, usando a simetria temos que (d(g),z) ~ (h,g - x). Assim, existe p € mor(G)
tal que (h,p) € G?, p -z estd definidoe p-x = g-x e d(g) = hp. Como d(g) = hp e
c(g) = gh, temos que

g = gd(g) = g(hp) = (gh)p = c(g9)p = p.

Logo, d(g) = hg e c¢(g) = gh e com isso, concluimos que g é isomorfismo. Da arbitrariedade

de g segue que G ¢ grupoide.

No entanto, mesmo G sendo um grupoide, nao podemos garantir a transitividade

de ~ como podemos ver no exemplo a seguir.

Exemplo 3.21. Considere a agao parcial dada no Exemplo 3.6. Temos que d(e) = e,

d(f)=f,d(g) =eed(g™') = f, assim, obtemos o seguinte conjunto
X ={(e,1),(e,2),(£,2),(£.3),(9,1),(9,2), (47", 2), (97", 3)}-

de forma que os elementos relacionados por ~ sao:

(e,2) ~ (f,2), pois x1 = z9, e, f € Ob(G) e e-2 e f-2 estao definidos, satisfazendo

assim o item (i) da defini¢ao 3.16.

(f,2) ~ (e,2) pelo mesmo motivo que acima.

(€,2) ~ (¢g71,2), pois g € mor(G) tal que (g7, g) € G?, g -2 estd definido, e =

g lg=ec2=g-2=2 satisfazendo assim o item (i) da definicio 3.16.

(g71,2) ~ (e,2), pois g~! € mor(G) tal que (e,g7') € G?, g~' - 2 estd definido e

gl=egle2=g1 2

(9,2) ~ (£,2), pois como (g,), (g,97) € G e (,2) ~ (g7',2), pela proposicio
3.24 temos que (ge,2) ~ (g9, 2), que é o mesmo que (g,2) ~ (f,2).
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o (f,2) ~ ( ,2), pois g~' € mor(G) tal que (g,g7" € G?, ¢! -2 estd definido e
f=g9 " e2=g"-2

Dessa forma, podemos ver claramente a simetria de ~ neste exemplo em que G é um

grupoide. Observe que (e,2) ~ (f,2) e (f,2) ~ (g,2), porém, nao é verdade que (e,2) ~
(9,2), pois

e ¢ € mor(G) tal que (g,e) € G2, e - 2 estd definido, mas e # ge = g. Além disso,

e ¢! € mor(G) tal que (g,g7%) € G%, g! - 2 estd definido, mas e # gg~' = f.

Assim, o item (i) da defini¢ao 3.16 nao é satisfeito. Ainda, o item (i7) ndo se aplica nesse
caso, visto que g ¢ Ob(G). Portanto (e,2) 2 (g,2) e assim, ndo temos a transitividade

de ~.

Em 2.29, definimos uma relagao ~ sobre G' x X e mostramos em 2.30 que tal
relacao é de equivaléncia. De maneira similar, definimos em 3.16 uma relagao reflexiva ~

sobre o conjunto X, porém, é de nosso interesse obter uma relacao de equivaléncia.

Observagao 3.22. Relagao de equivaléncia gerada por uma relagao reflexiva] Se R for
uma relacao reflexiva sobre um conjunto A, entdao podemos considerar a relacao de equi-
valéncia gerada por R. A relacgao de equivaléncia em questao é igual ao conjunto dos pares
(a,b) € A x A com a propriedade de que existe um nimero inteiro n > 2 e ay, ...,a, € A
tais que a; = a, a, = b, e para cada i € {1,....,n — 1}, tem-se que (a;,a,41) € R ou que
(ait1,a;) € R.

A ideia aqui é que podemos formar uma cadeia de elementos de A relacionados

por R, de forma que o primeiro e o iltimo estarao entao relacionados pela nova relacao.

Defina S como o conjunto de todos os pares (a,b) € A X A para os quais existem
n>2ea,..a, €A tais que a; = a, a, = b e (a;,a;11) € R ou (a;41,a;) € R para cada
i€ {l,..,n—1}. Afirmamos assim que S é a menor relacao de equivaléncia sobre A que

contém R. Mostremos primeiramente que S é de fato uma relagao de equivaléncia.

e Reflexividade: Seja a € A. Como R é reflexiva, (a,a) € R. Assim, paran =2, a; = a
e ay = a, temos (ay, az) = (a,a) € R. Logo, (a,a) € S.

e Simetria: Suponha que (a,b) € S. Como (a,b) € S, existem n > 2 e ay,...,a, € A
tais que a; = a, a, = b e (a;,a;11) € R ou (a;41,a;) € R para cada i € {1,....,n — 1}.
Seja b; = ap—it1. Assim, by =a, =b, b, = a1 = a e (b, bi11) = (@p—it1,an—;) € R ou
(bix1,b;) = (an_i, an_i41) € R. Logo, (b,a) € S.

e Transitividade: Sejam (a,b), (b,c) € S.

Assim, existem n,m > 2 e ai,...,an,b1,...,b,, € A tais que a; = a, a, = b = by,
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by, = ¢, (a;,a;11) € Rou (a;41,a;) € R paracada i € {1,...n—1} e (b;,b;11) € R ou
(bix1,b;) € Rparacadai € {1,...,m—1}. Sejam k =n+m e, paracadai € {1,....k},

a;set1<n
C; =

bi_, se i > n.
Note que, ¢ = a; = a, ¢ = by_,, = b,, = ¢, e assim temos que

— (¢, ¢ip1) = (@i, aiq1) € Rou (cig1,¢) = (@iv1,a:) se i € {1,...,n — 1}
- (Ci7ci+l) = (anpbl) = (b, b) € Rse1= n;
_ (Ci7c’£+1) = (byjfn,bH»lfn) & ROU (Ci+lyci) — (bi*nvbi+1fn) c Rsei c {n+17 7]{:_1}

Logo, (a,c) € S.

Portanto, S é uma relacao de equivaléncia.

Mostraremos agora que R C S e, em seguida que S é a menor relagao de equi-
valéncia que contém R. Suponha que (a,b) € R. Sejam n = 2, a; = a e ay = b, assim,
temos que (a1, az) = (a,b) € R, logo, (a,b) € S. Agora suponha que T" seja uma relagao
de equivaléncia que contenha R e seja (a,b) € S. Assim, existem n > 2 e ay,...,a, € A
tais que a1 = a, a, = be (a;,a;41) € Rou (a;11,a;) € Rparacadai € {1,...,n—1}. Como
R C T e T érelacao de equivaléncia, por simetria, (a;, a,41) € T paracadai € {1,...,n—1}

e, por transitividade, (a1, a,) € T, isto é, (a,b) € T.

Assim, temos a relagao de equivaléncia que queriamos inicialmente e, finalmente
podemos obter um andlogo da Definicao 2.31 para o caso em que G é uma categoria

pequena.

Definicao 3.23. Sejam X um G-conjunto, X e ~ como definido em 3.16 e ~ a relacio
de equivaléncia gerada por ~ em X, conforme a Observagao 3.22. Denotamos por R(X)
o quociente de X pela relacdo de equivaléncia ~. Denotaremos por [g,z] a classe de

equivaléncia de cada (g, 7) € X.

Ainda, quando temos elementos de X que estao relacionados, se houver morfis-
mos de G que possamos compor com os morfismos em questao (respectivo aos elementos
de X que estao relacionados), entdo obtemos novos elementos relacionados. Mais especi-

ficamente, temos:

Proposigao 3.24. Se (g,7),(¢,2") € X satisfazem (g,7) ~ (¢',7'), entdo para todo
p € mor(G) tal que (p, 9), (p,g') € G?, temos que (pg, x) ~ (pg', ).

Demonstracao. Inicialmente, cabe ressaltar que d(pg) = d(g) e d(pg') = d(¢') e, portanto,

(pg,z) e (pg', x') sdo elementos de X. Agora, separaremos a demonstracdo em dois casos.
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O primeiro caso é quando (g,x) ~ (¢, 2') pelo item (i) da Defini¢ao 3.16, e o segundo

caso, quando (g, x) ~ (¢’,2) pelo item (ii) da Definigao 3.16.

Para o caso (i), como (g,z) ~ (¢, 2'), entdo existe h € mor(G), tal que (¢',h) €
G?, g - v esta definido, g = ¢’h e ' = h-z. Seja p € mor(G) tal que (p,g) € G* e
(p,g’) € G?, assim, compondo p & esquerda de g = ¢’h obtemos pg = pg'h, assim o
morfismo h continua satisfazendo os requisitos de 3.16(i) para os pares (pg,x) e (pg’, x’)
e, temos que (pg,z) ~ (pg’, x').

Agora faremos o caso (i1). Como (g,x) ~ (¢',2'), entdo z = 2’ e g,¢' € Ob(G),
g-xe g -2’ estao definidos. Seja p € mor(G) tal que (p, g), (p,g') € G?, observe que como
9,9 € Ob(G), g = d(p) = ¢, logo, (pg,z) = (p,z) = (pg’, x), assim, pela proposic¢ao 3.18
obtemos que (pg, z) ~ (pg’, x). O

Proposicao 3.25. Suponha que (g,7),(¢,2") € X. Se [g,7] = [¢/,2'], entdo g - x estd

definido se, e somente se, ¢’ - x' esta definida. Nesse caso, g-x = ¢ - x'.

Demonstragio. Sejam (g, ), (¢',2") € X tais que [g, 7] = [¢’, 2]. Pela definicio de relacao
de equivaléncia gerada, sabemos que existem n > 2 e (g1, 1), ..., (gn, Zn) € X tais que
(91,21) = (9,2), (gn,xn) = (¢',2') e para cada i € {l,...,n — 1} uma das seguintes
situagdes ocorrem, (g;, x;) ~ (gi+1, Tiv1) ou (Gir1,Tiy1) ~ (gi,x;). Vamos provar por
inducao em n que g -z estd definido se, e somente se, ¢’ - 2’ esté definido, e que nesse caso

g-r=g¢g -

Suponha que n = 2. Entéo temos que (g,z) ~ (¢',2’) ou (¢',2") ~ (g,z). Como
os casos sao andlogos, vamos considerar sem perda de generalidade que (g,z) ~ (¢',2').

Entao, pela Definicao 3.16 temos duas possibilidades.

Caso (i): existe h € mor(G) tal que (¢',h) € G?, h -z estd definido, g = ¢g'h e
x’ = h-x. Disto, segue do Axioma (C3) da Definigao 3.1 que g-z = (¢’h)-x esté definido se,

e somente se, ¢’ - (h-x) = ¢’ -2’ estd definido, e nesse caso g-x = (¢’'h)-x = ¢'-(h-x) = ¢'- 2.

Caso (ii): temos que x =2/, g, ¢’ € Ob(G) e g-x e ¢’ - 2’ estao definidos. Disto,

segue do axioma 3.1(Cl) que g-x =x =2 =¢ -2

Agora suponhamos que n > 2 e que g - x estd definido se, e somente se, ¢’ - 2’
estd definido para todo m < n. Por hipdtese de inducao, temos que ¢ - x esta definido
se, e somente se, ¢,_1 - T,_1 estd definido e nesse caso, g - = ¢,_1 - x,_1. Pelo caso
n = 2, temos que ¢g,_1 - T,—1 esta definido se, e somente se, ¢’ - 2’ estd definido e nesse
caso, §n_1-Tn_1 = ¢ -x’. Assim, segue que g - x estd definido se, e somente se, g,,_1 - T,_1
esta definido, que por sua vez esta definido se, e somente se ¢’ - 2’ esta definido e, nesse

Caso, § T = gn1 Tn_1 =9 -2 O

De maneira similar ao que foi visto para grupos em 2.32, temos agora uma ac¢ao
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da categoria G no quociente R(X) = X /., e esta acdo é global.

Definigao 3.26. Definimos uma fungao parcial 0p : G x R(X) — R(X) da seguinte
maneira. Dados g € mor(G) e (h,z) € X, tem-se que (g, [k, 7]) estd no dominio de fg
se, e somente se, existe (h',z2') € X tal que (h,x) ~ (I',2') e (g,h') € G*. Nesse caso,
g~ [h, 2] = Or(g, [h, x]) = [gl', 2'].

Proposicao 3.27. A funcao parcial da Definicao 3.26 estd bem definida e é uma a¢ao
global da categoria G em R(X).

Demonstragao. Vamos mostrar inicialmente que a fungao parcial 0z : G x R(X) — R(X)
estd bem definida. Sejam g,h,h’ € mor(G) e x,2' € X tais que (h,z),(h,2') € X,
(g,h), (g, 1) € G* e [h,x] = [I,2]. Queremos mostrar que [gh, z] = [gh’, z'].

Primeiramente observe que, se A’ € Ob(G), entao h' = d(g) = c¢(h) e como
(h',2") € X, segue que d(h') - 2 = 2 esta definido e, portanto, temos que A’ - 2 estd
definido. Dessa forma, pela proposicao 3.25, segue que h - x esta definido e é igual a 2/,
logo, do item (i) da definicao 3.16, temos que (h,x) ~ (c(h),h-x) = (R',2’). Assim, pela
proposi¢ao 3.24, segue que (gh,z) ~ (gh', 2') e, portanto, [gh, z] = [gh’, z/].

Como [h,z] = [, 2], entdo existe n > 2 e (hi,21),..., (hn,z,) € X tais que
(hi,21) = (h,z), (hn,z,) = (I/,2') e para cada i € {1,....n — 1} uma das seguintes

situacoes ocorrem, (hy, ;) ~ (Rig1, Tig1) ou (Pig1, Tigr) ~ (i, 5)

Agora mostraremos que [gh, z] = [gh’, 2'] por inducao sobre n. Considere o caso
em que n = 2. Entao, de [h,z] = [I/,2'], temos que (h,z) ~ (W,2') ou (W, z') ~ (h,x).
Utilizando a proposigdo 3.24, obtemos que (gh,z) ~ (gh',z) ou (gh',x) ~ (gh,z) e
portanto [gh, z] = [gh’, 2'].

Considere o caso em que n > 2 ¢ suponha que o resultado ¢ valido para m <
n. Além disso, suponha que h,h’ ¢ Ob(G), pois quando A’ € Ob(G) ou h € Ob(G),
ja verificamos que [gh,z| = [gh',2']. Assim, podem ocorrer duas situagoes, sao elas
(hp,xp) ~ (hp—1,Zpn_1) ou (hy_1,24-1) ~ (hp,x,). Na primeira situagao, pelo item (i) da
definigao 3.16 temos que existe h € mor(G) tal que h,, = h,_1h, e na segunda situagao,
novamente pelo item (i) da defini¢ao 3.16, temos que existe h € mor(G) tal que h,_; =
hph. Em qualquer caso, temos que ¢(h,—1) = c¢(hy,) = c¢(h') = d(g). Assim, pela hipétese
de indugao, obtemos que [gh,z] = [ghn_1,%,_1] e disso voltamos para o caso n = 2, ou
seja, [ghn_1,xn_1] = [gh', 2'] e, portanto, [gh, x] = [gh/, 2'].

Agora que mostramos que a acao estd bem definida, mostraremos que valem os
axiomas (C'1), (C2),(C3) e (C4) da Definigao 3.1.

Mostremos (C1). Seja [h,z] € R(X). Dessa forma temos que (h,z) ~ (h,z) e
(c(h),h) € G2, lembrando que c(h) é um objeto de G, assim c(h) - [h,x] estd definido.
Além disso, se f € Ob(G) e [h,z] € R(X) tal que f - [h,z] esteja definido, entao existe
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(', 2") € X tal que [I/,2'] = [h,x] e (f, 1) € G*. Logo, f-[h,x] = [fW,2] = [W,2'] =
[h, z].

Mostremos (C2). Sejam [h, z] € R(X) e g € mor(G) tal que g-[h, z] estd definido,
assim, existe (R',2') € X tal que (h,z) ~ (h,2') e (g,h') € G Como (g,h') € G?,
c(h') = d(g), logo (d(g), ') € G* e portanto d(g) - [h, x| estd definido.

Mostremos (C3). Sejam (g,h) € G* e [k,z] € R(X) tais que h - [k, z] esteja
definido. Suponha que (gh) - [k, 7] esta definido, assim, existe (k',2') € X tal que (k, z) ~
(K'.2') e (gh,k') € G*. Assim, (h, k') € G? ¢, portanto, h - [k,z] = [hK',2']. E como
(g,hk") € G?, segue que g - [hk',x] = g - (h - [k, z]) estd definido e nesse caso

g (h-[k.z]) = g- [0k 2] = [ghk', 2] = (gh) - [k, z].

Suponha agora que ¢ - (h - [k, z]) estd definido. Como h - [k, x] estd definido, existe
(K, 2") € X tal que (k,z) ~ (K,2') e (h, k') € G*. Mas, como (g,h) € G2, temos que
(gh, k') € G?, portanto (gh) - [k, z] esté definido e nesse caso

(gh) - [k,x] = [ghk', 2] = g - [hK,2'] = g - (h - [k, 2]).

Logo, (gh) - [k, x| estd definido se, e somente se, g - (h - [k, x]) estd definido e, nesse caso
(gh) - [k, 2] = g (h- [k, x]).

Mostremos (C4). Seja g € mor(G) e [h, z] € R(X) tal que d(g)-[h, =] estd definido.
Assim, existe (h',2") € X tal que (h,x) ~ (W', 2) e (d(g), ') € G*. Como (d(g), ') € G?,
temos c(h') = d(g) e, portanto, (g,h') € G?, logo, g - [h, z] estd definido. O

Agora que mostramos que fr é uma agao global de G em R(X), temos as fer-
ramentas necessarias para demonstracao do principal resultado deste capitulo. Apenas

apresentaremos primeiro uma definicao e na sequéncia enunciaremos o teorema.

Definicao 3.28. Scjam G uma categoria ¢ (X, 0x) ¢ (Y, 6y) G-conjuntos. Dizemos que
uma globalizagdo (¢,Y) de X induz a acao fx de G em X se ¢ : X — ¢(X) é um
isomorfismo entre (X, 0x) e (¢(X),Oy|y(x)) em 2,(G).

Teorema 3.29. Seja G uma calegoria. Para qualquer G-conjunto (X,0) existem um
G-conjunto (R(X),0r) e uma G-fungio i : X — R(X) tal que o par (i, R(X)) € uma

globalizag¢ao universal de (X, 0) que induz a a¢do original de G em X.

Demonstragao. Sejam R(X) como Definido em 3.23 e 0 : G x R(X) — R(X) como
definido em 3.26. Pela Proposi¢ao 3.27, (R(X),0g) é um G-conjunto tal que a agao 0g
de G em R(X) é global.
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Definimos entao uma funcao ¢ : X — R(X) da seguinte maneira. Dado x € X,

temos por 3.1(C1) que existe e € Ob(G) tal que e - x estd definido. Assim, defina

it X — R(X)
r = e xl.

Vamos mostrar inicialmente que a fungao i estd bem definida. Suponha que e, e5 € Ob(G)
tais que e; - x e ey - x estejam definidos, entdo, pelo item (ii) da Defini¢ao 3.16, segue que

(e1,2) ~ (e, x) e portanto [er, x| = [e, x].

Agora mostraremos que a fungao i é uma G-fungao. Sejam z € X e g € mor(G)
tais que g-x esteja definido, vamos mostrar primeiramente que g-i(x) estd definido. Como
g - x estéd definido, por 3.1(C2) temos que d(g) - x estéd definido, além disso (g,d(g)) € G?,
portanto, g - [d(g), z] esta definido, e assim g - i(x) estd definido.

Além disso, como g - x estd definido e (c(g),g9) € G?, segue de 3.1(C3) que
c(g) - (g-x) esté definido e ¢(g) - (g-x) = (c(9)g) - = g -z, portanto i(g - z) = [c(g9), g - x].
Dessa forma, pelo item (i) da Definigao 3.16, temos que (g, x) ~ (¢(g), g - x) e, portanto,
i(g-x) =[clg),9 2] =g.2] = g-[d(g),2] = g - i(2).

Mostremos que a fun¢ao i : X — R(X) é injetiva. Sejam z, 2’ € X ee, e’ € Ob(G)
tais que e-x e €'z’ estejam definidos e suponha que i(x) = i(2'), ou seja, que [e, x] = [¢/, 2/].
Como [e,x] = [¢/, 2] e e-x e €2 estao definidos, segue da proposigao 3.25 que e-x = €’-2/,
daf temos que x = e-x = €'-2’ = 2/, portanto a fungao i é injetiva. Dessa forma, (i, R(X))
¢, em particular, uma globalizacao de X. Mostremos que esta globalizagao ¢ universal.
Suponha que (Z,0z) é um G-conjunto em que a acdo 0z de G em Z é global e seja

j: X = Z uma G-funcao. Comecamos entao definido uma funcao
p: X = A
(g,2) — g-jz)
para todo (g,7) € X.

Vejamos que ¢ estd bem definida, isto é, vejamos que ¢ - j(x) estd definido para
qualquer (g, z) € X. De fato, como (g,z) € X, temos que d(g) - = est4 definido e como j
é G-fungao, d(g) - j(x) estd definido. Além disso, como a acao de 07 de G em Z é global,

o axioma 3.1(C4) se verifica e, portanto, ¢ - j(z) estd definido.

Vamos mostrar agora que ¢ se fatora através do quociente R(X).
Sejam (g, 1), (¢,2") € X tais que [g,7] = [¢/,2'], assim, sabemos que existem n > 2
e (g1,21), - (gn, ) € X tais que (g1,21) = (¢,2), (gn,2n) = (¢',2') ¢ para cada i €
{1,...,n — 1} uma das seguintes situagoes ocorrem, (g;, z;) ~ (gi+1, Ti+1) OU (Gis1, Tit1) ~

(gi, ;). Provaremos que ¢(g,z) = ¢(¢’, ') por indugao sobre n.

Caso n = 2. Nesse caso, temos que (g,z) ~ (¢',2) ou (¢',2') ~ (g,z). Como os

casos sao andlogos, suponha sem perda de generalidade que (g,x) ~ (¢, 2’). Temos agora
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dois subcasos. Comecemos pelo caso (i) da defini¢ao 3.16.
Subcaso (i): existe h € mor(G) tal que (¢',h) € G?, h-x estd definido, g = g’he ' = h- .
Como j é G-fungdo, h - j(x) esta definido e é igual a j(h-x). Disto, segue de 3.1(C3) que

d(g,2) =g-jx)=(gh)-j(x) =g - (h-j(x) =g -j(h-2) =g -j(z') = ¢(g.2).

Subcaso (i7): temos que x = ', g,9' € Ob(G) e g-x e ¢’ - 2’ estdo definidos. Entao, por
3.1(C1), segue que g-x =z =2’ = ¢’ - 2/, portanto,

o(g,x) =g-j(x) =jlg-x) =jx) = j(z') = jlg' - 2') = ' - j(a) = &g, 7).

Agora considere o caso em que n > 2 e suponha que o resultado vale para m < n.

Entao, por hipdtese de inducao e pelo caso n = 2, temos que

¢(g7 23) = ¢<gn—1; :Un—l) = ¢(g/7 x/)'

Por consequéncia, temos que a funcao ¢ se fatora através do quociente R(X) a uma fungao

¢ : R(X) — Z tal que o diagrama

comuta, isto é, tal que gg([g, 7)) = ¢(g9,2) = g - j(z) para todo (g,7) € X.

Vamos mostrar que a funcao ¢ é G-funcéo. Seja (h,z) € X e g € mor(G) tais

que (g,h) € G*. Temos que h - j(z) estd definido, logo, por (C3), segue que

(9 - [h.z]) = &([gh, 2]) = (gh) - j(z) = g - (h-j(2)) = g (([h,z])) = g - &([h, x]).

Além disso, o diagrama

comuta. De fato, dado x € X, seja e € Ob(G) tal que e - = esteja definido, ou seja,

e-x = z. Entdo, como j é G-funcao, e sabendo que i(z) = [e, x|, temos que

(¢0i)(x) = ¢(i(x)) = o([e,2]) = - j(x) = j(e- x) = j(2).

Vamos mostrar que a funcio ¢ é tnica. Suponha que exista outra G-funcao ¢’ : R(X)—Z

%

R(X)

tal que o diagrama

Z
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comuta. Assim, dado (g,7) € X, temos que

¢'(l9.2]) = ¢'(g - [d(g), 2]) = g - ¢([d(9). 2]) = g - (¢' 0 i) (z) = g j(z) = &([g, 2]),
para todo (g,7) € X, o que garante a unicidade de .

Para finalizar, vamos mostrar que a agao global de G sobre i(X) induz a agao
parcial de G sobre X, isto é, vamos mostrar que a co-restricao i : X — i(X) é um
isomorfismo entre (X,0) e (i(X),0g|i(x)). Agora, tome y,z € X e g € mor(G) tais que
g-i(y) esteja definido e g-i(y) = i(z). Vamos mostrar que g -y esta definido e é igual a z.
Sejam p, ¢ € Ob(G) tais que p-y e q-z estdo definidos. Como g-i(y) estd definido, existem
y € X e h € mor(G) tais que (g,h) € G*, d(h) -y estéa definido e i(y) = [p,y] = [h, V]
Disto segue que [gh,y'] =g - [h,y] =g [p,y] = g-i(y) =i(z) = g, 2]

Observe que ¢-z estd definido, logo, da proposigao 3.25 temos que (gh)-y’ também
estd definido e (gh) -y = q - z = z, porém, como p - y esta definido, segue da proposi¢ao
3.25 que h -y estd definido e h -y = p-y = y. Assim, utilizando o axioma 3.1(C3),
obtemos que ¢ - (h-y') estd definido e g - (h-y') = (gh) - ¢y’ = z, portanto concluimos que
g-y=g-(h-y) esta definidoeg-y=g-(h-y) =z O

Esse teorema nos fornece um funtor R : o7,(G) — @7 (G) refletor que a cada
G-conjunto (X, ) associa o G-conjunto (R(X),0g) e a cada G-fungao ¢ : X — Y associa
a unica G-funcdo ¢r : R(X) — R(Y') que comuta o diagrama

X—* .y

Nt

R(X) .- R(Y).

Ainda, se a agao de G em X é global, entao ix é um isomorfismo entre X e R(X).

Ainda, assim como acontece no caso de grupos, o teorema nos permite concluir
que qualquer globalizagao universal de X é injetiva e induz a acao original de G em X.
Lembre que, uma globalizacao é, em particular, um monomorfismo em %Z,(G) e como
que, 3 ) p ) p

vimos na Observagao 3.10, monomorfismos em .27,(G)) ndo necessariamente sao injetores.

Proposicao 3.30. Seja G uma categoria e (X,0) um G-conjunto. Se (Y,0y) é um G-
conjunto e p : X =Y € uma G-funcao tal que (¢,Y") é uma globaliza¢ao universal de X,
entio (Y, 0y) € isomorfo a (R(X),0r) em o,(G), ¢ € injetiva e (¢,Y) induz a a¢cdo 6 de
G em X.

Demonstragao. Como (¢,Y) e (i, R(X)) sao globalizagoes universais de X, existem unicas
G-funcoes ¢ : R(X)—Y e :Y — R(X) tais que o diagrama
X——Y

T

R(X)
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Por um argumento analogo ao utilizado na demonstragao da Proposigao 2.38 (versao para
grupos), segue que \ o b= Idgx) e b o = Idy e, portanto, ¢ é um isomorfismo entre

(Y 0y) e (R(X),0r).

Mostraremos agora que ¢ € injetiva. Sejam z,z’ € X tais que p(z) = ().

Logo, i(x) = (Yo p)(z) = (Y o p)(2') =i(z'). Da injetividade de i, segue que = = 2.

Resta mostrar que (¢,Y) induz a agao original de G em X. Sejam z,2’ € X
e g € mor(G) tais que g - p(x) estd definido e ¢ - p(x) = @(z’). Assim, temos que
g-9(i(z)) = o(i(z')). Como P é G-funcao, g - (4(i(x))) = g-i(x) estd definido e é igual

a P(g - ¢(i()). Logo, g-i(z) = W(g- 6(i(x))) = W(¢(i(x'))) = i(a’). Finalmente, como
(7, R(X)) induz a agao original de G em X, segue que ¢ -z estd definidoe g-z =2'. O

Agora apresentaremos exemplos de agoes parciais e calcularemos a globalizagao

universal em cada caso.

Exemplo 3.31. Considere a acao parcial dada em 3.4. Como visto em 3.19, temos o

seguinte conjunto X:

X ={(e,1),(e,2),(€,3),(£,2), (£.3), (f,4), (9, 1), (9,2), (9. 3)}

e temos as seguintes relacoes entre os elementos de X:

(9,3) ~ (f,2), (f,2) ~(e,2), (e,3) ~ (f,3) e (9,2) ~(f,2).

Disto, temos que [g,3] = [f,2], [f,2] = [e,2], [e,3] = [f,3] ¢ [g9,2] = [f,2] ¢ portanto

obtemos o seguinte conjunto R(X):
R(X) = {[67 1]7 [6, 2}7 [67 3]) [fu 4}7 [g) 1]}

Dessa forma, a agao global da categoria G em R(X), seguindo a Defini¢ao 3.26,

¢ dada por
e-le,1] =[e, 1] frle2l=1e2]  g-le1]=[g1]
e le,2] =[e,2] fle 3] = e 3 g-le,2] = [e,2]
e-le.3[=le3]  f-lf4=1f4  g-[e3]=]e2]
f-19,1] = [g,1]

e a G-funcao injetiva i : X — R(X) é dada por

W=l iQ=[2 i3 =[3  i4)=[4
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Exemplo 3.32. Considere a acao parcial dada em 3.5. Note que, d(e) = e, d(f) = f e

d(g) = e, assim, temos o seguinte conjunto

Y - {(67 1)) (672)7 (fa 2)7 (f7 3)7 (97 1)? (gv 2)}

Agora, observe que

o (e,2) ~ (f,2), pois satisfaz o item (i7) da Defini¢ao 3.16.
e (g,2) ~ (f,2), pois, g € mor(G) tal que (f,g) € G?, g-2 estd definido, g = fg (pois
f€0b(G)) e2=g-2=2. Assim, o item (¢) da Definigdo 3.16 ¢é satisfeito.

Como (,2) ~ (£.2) e (9.2) ~ (£.2), temos que [¢,2] = [£.2] e [3.2] = [£.2], logo,
obtemos o seguinte conjunto R(X):

R(X) = {le, 1], [e, 21, [, 3], [g, 1}

Dessa forma, a ac¢do da categoria G em R(X), através da Defini¢ao 3.26, é dada por

e-le,1] = [e,1] J-153 =113 g-le,1] = [g,1]

6'[6’2]:[672] f'[g71]:[gvl] g'[672]:[6’2]'
A fungao injetiva i : X — R(X) é dada por
i(1) = [e, 1] i(2) = [e,2] i(3) = [f.3]-

Exemplo 3.33. Considere a agao parcial dada em 3.6. Através do Exemplo 3.21, sabemos

que o conjunto X é dado por

X ={(e,;1),(e.2), (£,2),(£.3), (9, 1), (9:2), (97", 2), (97, 3)}
e os elementos de X relacionados por ~ sdo: (e,2) ~ (f,2), (f,2) ~ (e,2), (¢,2) ~ (7%, 2),
(97.2) ~ (e.2), (9.2) ~ (f.2) e (f,2) ~ (9.2).
Assim, temos que [e,2] = [f,2], [e,2] = [¢7%,2] e [9,2] = [[,2] e, portanto,

obtemos o seguinte conjunto R(X)

R(X) = {[e, 1], [e, 2], [£,3]. g, 1], [s7", 3]}

Dessa forma, a acdo global da categoria G (que neste caso é um grupoide) em
R(X) é dada por
6'[6,1]:[6,1] f[f73]:[f73] 9[671]:[971} g_l-[g,l]:[e,l]

6'[6,2] :[672] f'[gvl]:[gu 1] g'[672] = [672] g_l'[€>2]:[672}

e-lg7h3] =197 3] g 153 =197%3
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Portanto, a G-fungao injetiva i : X — R(X) é definida por

i)=le1]  i2=l2  3)=153
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4 Acoes parciais de grupoides em conjuntos

Neste capitulo, falaremos um pouco sobre as acoes parciais de grupoides em
conjuntos. Apresentaremos uma definicao para acao parcial de grupoide em um conjunto
como em (20) e mostraremos que nesse contexto, essa defini¢do é equivalente a agao parcial

de uma categoria (pequena) em um conjunto.

Neste capitulo, denotaremos GG como sendo um grupoide e X um conjunto.

4.1 Acoes parciais
Comecemos diretamente pela definigao mencionada.

Definicao 4.1. Sejam X um conjunto e G um grupoide. Definimos uma a¢dao parcial de
G em X como sendo uma fungdo parcial 6 : mor(G) x X — X, denotada por (g, z) = g-x,

satisfazendo os seguintes axiomas:

(GR1) Para cada x € X, existe e € Ob(G) tal que e - = estd definido. Se f € Ob(G) e

x € X sao tais que f -z esta definido, entao f - = x.

(GR2) Se z € X e g € mor(G) sao tais que g - = estd definido, entao g=* - (g - z) estd

definido e ¢ igual a z.
(GR3) Sejam (g,h) € G* e x € X tais que g - (h - z) estd definido, entdo (gh) - = estd
definido e é igual a g - (h - x).
Dizemos que a acao de G é global se o seguinte axioma for satisfeito.

(GR4) Se g € mor(G) e x € X sao tais que d(g) -z estd definido, entao g - x esta definido.

Como mencionado na introdugao do capitulo, vamos verificar agora uma equi-
valéncia entre as Definicoes 4.1 e 3.1. Esta equivaléncia é muito 1til, pois torna vélido

diversos resultados ja vistos no capitulo 3.

Proposicao 4.2. Seja G um grupoide e X um conjunto. Nesses termos, G age parci-
almente sobre X sequndo a Definicao 3.1 se, e somente se, G age parcialmente sobre X

sequndo a Definicao 4.1.

Demonstra¢ao. Suponha que valem os axiomas (C1), (C2) e (C3). Observe que os axio-
mas (C1) e (GR1) sao iguais, logo, vale (GR1).
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Mostremos que vale (GR2). Sejam xz € X e g € mor(G) tais que g - x estd
definido, entao, por (C2) sabemos que d(g) - = esta definido, e por (C1) que d(g) - = x.
Além disso, como d(g) = g~'g, entdo (g 'g) - x estd definido. Como (g7, g) € G?, temos
por (C3) que g7 - (g - x) estd definido e g7' - (g-x) = (¢g7'g) - x = d(g) - * = x, portanto
vale (GR2).

Mostremos (GR3). Sejam (g,h) € G? e v € X tais que g - (h - x) estd definido,
assim, h-x estd definido, logo, por (C3), (gh)-x também estd definido e (gh)-x = g-(h-z).

Reciprocamente, suponha que valem os axiomas (GR1), (GR2), (GR3) e vamos
mostrar que valem (C1), (C2) e (C3). Como ja mencionado anteriormente, os axiomas
(C1) e (GR1) sao iguais, logo, vale (C1).

Mostremos que vale (C2). Sejam x € X e g € mor(G) tais que g - x esteja
definido, entdo, por (GR2) temos que g~' - (g-z) estd definido e por (GR3), g7+ (g-x) =
(g7'g) - © = d(g) - = esté definido, portanto vale (C2).

Mostremos (C3). Sejam (g,h) € G* e z € X tais que h - x esteja definido.
Suponha primeiramente que g - (h - z) esta definido, entao, por (GR3) temos que (gh) -
estd definido e g - (h - x) = (gh) - . Por outro lado, suponha que (gh) - x esta definido.
Por (GR2) temos que h™' - (h - x) estd definido e h™! - (h - x) = z. Dessa forma, temos
que (gh) -z = (gh) - (h™' - (h - x)) estd definido, de modo que, de (GR3) segue que
(ghh™) - (h-2) =g (h - 1) esta definido. O

Note que, por termos uma equivaléncia entre as Definicoes 4.1 e 3.1, obtemos

uma tripla

({Xg}gEmor(G)v {gX}gEmor(G); {ag}gEmor(G))a
em que os conjuntos {Xg}gemor(),{gX Fgemor(c) € as funcoes {ay}gemor(e) sdo definidas
como em (3.1). Veremos agora que, para cada g € mor(G) temos X, = ,-1.X e também
o € bijecao.
Proposicao 4.3. Se G ¢ um grupoide e X um conjunto equipado com a acdao parcial de G,

entao, utilizando a notacao vista em (3.1), temos que para todo g € mor(G), ;X = X,—1

e a fungao oy € bijetiva e (ag)™" = ay-1.

Demonstragao. Seja g € mor(G). Segue diretamente da definicdo de 4X em (3.1) que «,
¢ sobrejetiva, mostremos que ¢ injetiva. Observe que por (GR2) temos que ;X C X -1 ¢
ag-1(ay(z)) = = para x € X, e, portanto, a, é injetiva.

Agora, dado z € X -1, observe que por (GR2) ,-1.X C X,. Logo, novamente por (GR2)

temos que & = ag(ay-1(x)) € (X, assim, (X = X 1. O

Essa proposi¢ao nos possibilita reescrever a tripla dada em (3.1) como um par

({XQ}QEmor(G)7 {ag}gEmor(G))7 (41)
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em que, para cada g € mor(G), X, = {z € X | g - x estd definido} e oy : Xy = Xy
é uma bije¢ao dada por oy(x) = g -« para todo x € X,. De fato, o leitor familiarizado
com acgoes parciais de grupoides pode estar acostumado com a definicao em um formato

semelhante a esse (formato semelhante a 2.13 e 3.2).

Encerraremos essa secao apresentando a definicao de acao parcial de grupoide
dada em (5) e verificaremos que, adicionando um pequeno requerimento a essa definicao,

obtemos uma defini¢ao equivalente a 4.1.

Definicao 4.4. Uma a¢do parcial o de um grupoide G em um conjunto X é um par
a = ({Dg}gemor(@): {0 : Dyg-1 = Dy}gemor(c)), em que, para cada g € mor(G), Dy €
um subconjunto de X, Dy é um subconjunto de D, e a4 é bijetivo. Além disso, valem

as seguintes propriedades.

(PA1) a. = Idp,, para qualquer e € Ob(G);
(PA2) a; ' (D, N Dy) C D(gr)-1, para todo (g, h) € G?;

(PA3) ay(an(z)) = ag(z), para todo € oy, ' (D,~1 N Dy), para todo (g, h) € G2.

Mostraremos primeiro que assumindo a definicao 4.1, podemos chegar na defini¢ao
4.4, e, em seguida, mostraremos que, assumindo a defini¢do 4.4 e adicionando a hipotese

que a uniao de todos os X, com e € Ob(G) é igual a X, chegaremos na definigao 4.1.

Proposigao 4.5. Seja G um grupoide e X um conjunto. Se G age parcialmente sobre X

sequndo a Definicdo 4.1, entao, G age parcialmente sobre X sequndo a Definicdo 4.4.

Demonstragao. Seja ({Xg}gemor(@)s 1% }gemor(e)) um par dado como em (4.1). Assim,
para cada g € mor(G), X, = {x € X | g-x estd definido} e a, : X; — X,-1 é uma bijegao

1

tal que ay(x) = g -« para todo z € X, e (og)”" = ay-1. Assim, para cada g € G, defina

Dy = X4-1 ¢ mostremos que o par

a = ({Dg}gemor(@), 1 : Dg-1t = Dy} gemor(c))

¢ uma acao parcial de G em X, segundo a Definicao 4.4. E claro que D,4) é subconjunto
de X e, como mencionamos oy € bijecao. Vejamos que Dy é subconjunto de D, 4. Observe
que, trocando g por r(g), obtemos que D, ¢é tanto o dominio como o contradominio de

(g), Visto que r(g) = (r(g))~". Dessa forma, temos que D, C D, (. Verifiquemos agora
(PA1),(PA2) e (PA3).

Mostremos que vale (PA1). Scja e € Ob(G). Observe que, dado x € D,, temos
que a.(z) =e-x =a = Idp,(x). Dessa forma a, = Idp,.

Mostremos (PA2). Observe que, dado (g,h) € G? e x € ;' (X, N, X), segue
pelo item (C3') da proposicio 3.2 que X, N X, = ;' (X, N X, ). Logo, D;* N Dgry-1 =
a;, ' (Dy-1 N Dy) e, em particular, a; ' (D1 N Dy) C Dgny-1.
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Para mostrar (PA3), utilizaremos novamente o item (C3') da proposigao 3.2. Seja
(9,h) € G*ex € a; (D1 N Dy) = a;, (X, N X, 1) Pelo item (C3), x € X, N X,p =
Dy N Digny-1 e aglan(z)) = agn(). O

Proposicao 4.6. Seja G um grupoide e X um conjunto. Se G age parcialmente sobre X,
sequndo a Definicao 4.4 e X = UeeOb(G) D., entao G age parcialmente sobre X, sequndo
a Definicao 4.1.

Demonstra¢do. Seja o = ({Dg}gemor(), {0g : Dy=1 = Dy}yemor(c)) Uma agao parcial de
G em X como na definigdo 4.4. Defina uma fungdo parcial mor(G) x X — X tal que
(g9,2) — ay4(x) para todo (g,z) € mor(G) x X tal que x+ € D,-1. Denote por g - x a

imagem de um par (g,z) tal que x € D,-1.

Mostremos (GR1). Seja x € X, como X = UeeOb(G) D,, temos que x € D, para
algum e € Ob(G), ou seja e - x estd definido. Além disso, como a, = Idp, por (PAl),

temos que e -z = a.(z) = Idp, (x) = x.

Mostremos (GR2). Seja g € mor(G) e seja € X tal que ¢ - x esté definido, isto
é, x € Dy-1. Assim, oy(z) € Dy e, portanto, esta no dominio de ay-1 : Dy — D,y-1. Logo,
gt (g-7) = ay-1(ay(x)) estd definido. Além disso, por (PA3), ay-1(ay(2)) = ay-14(x) =
a(g) () pois x € o' ((Dg-1y-1 N Dy). Por (PA1), temos g~ - (g - &) = aqg) () = .

Por fim, mostremos (GR3). Seja (g,h) € G* e z € X tal que g - (h - x) estd
definido, isto é, z € Dy-1 e oy () € Dy-1. Dessa forma, temos que x € o ' (Dy—1 N Dy) e
portanto, pelo item (PA3), segue que o, (an(x)) = agn(x), ou seja, (gh) - x estd definido
e éiguala g-(h-x). O

4.2 Globalizacao

Na presenca da Proposicao 4.2, o teorema 3.29 se aplica para acoes parciais de
Grupoides. Isto ¢, toda agao parcial de um grupoide G em um conjunto X admite uma

globalizacao universal.

Em (15), Gilbert mostra (Teorema 4.9) que toda ac¢ao parcial de um grupoide
ordenado em um conjunto admite uma globalizagao canonica. O processo de construgao
dessa globalizacao é similar ao apresentado na Segdo 3.2. Dado um G-conjunto (X, 8),
Gilbert define um conjunto G' ®y X dado pelo quociente do conjunto X (como definido
em 3.16) pela relacdo de equivaléncia que relaciona elementos (g,x), (¢',2') € X se, e
somente se, existe h € mor(G) tal que (¢',h) € G?, h -z estd definido, g = g’hea’ =h-h
(item (i) da definigao 3.16).

Lembre que a relagdo definida em 3.16 nao é necessariamente transitiva, mesmo

que G seja um grupoide (veja exemplo 3.21). Logo, a relagao definida em 3.16 é estrita-
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mente maior que a relagdo definida por Gilbert e, por consequéncia R(X) é menor que
G®yX.

Ainda, Gilbert denota por ¢ ® z a classe de um elemento (g, z) € X e a acdo de
G em G ®y X definida por Gilbert é dada por h- (¢ ®z) = hj @ z, para g @ x € G ®y X
e h € mor(G) tal que (h,j) € G2

Exemplo 4.7. Considere a acao parcial dada no FExemplo 3.6. No Exemplo 3.32, vimos
que R(X) = {le,1],[e,2],f,3],[9,1],[¢g7 ", 3]}. No entanto, ao considerarmos a relagao
de equivaléncia utilizada por Gilbert, vemos que perdemos as relagoes (e,2) ~ (f,2)
e (f,2) ~ (e,2) que vimos no Exemplo 3.21. Assim, terfamos no contexto de Gilbert
GRypX={e®1,e®2,fR2,fR3,gQ1,g7' ®3}.

Gilbert também mostra que, se X é um G-conjunto e (p,Y’) é uma globalizacao
de X, entao existe uma G-fungao P : G®Ry X — Y tal que P(gRx) = g-¢(x) e é injetiva
em cada conjunto da forma {g @z € G ®¢ X | d(g) = e = ¢(g)}, para e € Ob(G) (veja
Proposigao 4.10 de (15)).

Apresentamos agora uma proposi¢ao que, no caso em que a relagao de ordem no
grupoide ¢ a igualdade, generaliza esse resultado de Gilbert e é um anédlogo da Proposig¢ao

2.36 para grupos.

Proposicao 4.8. Seja G um grupoide. No contexto da demonstracao do Teorema 3.29,
se (7, 7) € uma globalizag¢do que induz a ag¢ao original de G em X, entdao a G-fungdo
¢: R(X)— Z ¢ injetiva em R, = {[g,7] € R(X) | c(g9) = e} para cada e € Ob(G).

Demonstracao. Seja e € Ob(G) e sejam |g,z], [h,y] € R, tais que é([g,x]) = é([h,y]).
Sem perda de generalidade, podemos assumir que ¢(g) = e = ¢(h).

Pela definicio de ¢, temos que g - j(z) = h - j(y). Por (GR2), h™' - (h- j(y))
estd definido e ¢ igual a j(y). Logo, h™' - (g - j(x)) estd definido e é igual a j(y). Como
c(g) = c(h), por (GR3) (h™1g)-j(x) esté definido e h~t-(g-j(x)) = j(y). Assim, obtemos
que (h™1g)-j(x) = j(y). Como j induz a acao original de G em X, segue que (h™1g)-z = y.
Pelo item (i) da Definigdo 3.16, segue que (g,x) ~ (h,y). Logo, [g,x] = [h,y]. O

Veja que, se G é um grupo, a proposicao acima coincide com a Proposicao 2.36.
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Consideracoes Finais

Neste estudo de ac¢oes parciais de grupos e de categorias pequenas em conjuntos
e seus respectivos teoremas de globalizacao, pode-se ver uma parte da riqueza que sao

esses conceitos.

Apesar da definicao de acao parcial aparecer em diferentes formas, todas equiva-
lentes, isso pode facilitar o estudo e aprendizado, dependendo do contexto. Além disso,
na construcao das ferramentas necessarias para demonstracao do teorema, pode-se ver
diversas relacoes entre os resultados vistos para grupos, categorias e grupoides. De certa
forma, os argumentos se repetem e/ou sdo adaptados em cada contexto. Isso possibi-
lita ver como essas estruturas estao de certa forma interligadas, o que torna o trabalho
mais interessante, e até deixa oportunidades para futuras pesquisas, como por exemplo:
O teorema de globalizacao é valido para acoes parciais de semigrupoides? Como se da
a construcao deste teorema, caso seja valido? Serd que as técnicas que utilizamos para
agoes parciais de grupos podem ser repetidas e/ou adaptadas para obter um teorema de

globalizagao para agoes parciais de semigrupoides em conjuntos?

Para contextualizar, semigrupoides sao estruturas algébricas introduzidas por
Exel e ja foi desenvolvida uma nogao de acao parcial de semigrupoides inversos em con-

juntos.

Ainda, em (4) foram feitas varias construgoes categéricas em 7,(G), com G
grupo, como produto, coproduto, equalizador, pullback. Isso nos da a oportunidade de
explorar essas construgoes para ver se elas podem ser adaptadas para <7,(G), com G

categoria pequena.

Agradeco novamente ao meu orientador Paulinho por toda dedicacao e por me
apresentar esse estudo de acoes parciais (que na minha opinido foi muito interessante), e

agradego novamente ao CNPq pela oportunidade da bolsa de estudos.
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