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RESUMO

Atualmente, a tecnologia permite a resolugéo de diversos problemas de engenharia por
meio de métodos computacionais. Dentre eles, para a solucdo de equacdes diferenciais,
o MEF é muito utilizado. De fato, existem diversos softwares que utilizam o procedimento
numérico. No entanto, é fundamental o conhecimento basico do método implementado
nesses programas, pois, s6 assim garante-se a correta aplicacdo pelo usuério. Além
disso, tais aplicagdes requerem certa expertise matematica para serem desenvolvidas.
Portanto, o estudo do MEF é imprenscindivel para um engenheiro de estruturas. Tendo
em vista essa necessidade, o presente trabalho visa levantar aspectos importantes
e introduzir os conceitos iniciais para o estudo do MEF. Nesse sentido, o trabalho
contempla a implementacao computacional da formulacdo paramétrica do MEF e
de elemento paramétrico bidimensional triangular de trés nds. As implementacdes
foram realizadas em Python e as malhas de elementos finitos foram geradas no
programa GMesh. Apresenta-se um estudo da formulagdo paramétrica de MEF, a
sua correlacdo com a metodologia de programacéao e a formulagdo dos modelos de
andlise implementados: estado plano de tensédo e estado plano de deformagao. O
funcionamento adequado dos varios recursos implementados é comprovado por meio
de dois exemplos numéricos nos quais é utilizado material elastico linear isotrépico.
Com base no levantamento bibliografico reunido, o algoritmo objetiva auxiliar outros
académicos a compreender o MEF de maneira introdutéria, aliando a formulacéao teérica
as implementag¢des computacionais.

Palavras-chave: MEF. Problemas lineares-elasticos. Elementos triangulares de trés
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ABSTRACT

Currently, the technology allows to solve engineering problems by computational
methods. Among them, FEM is widely used in order to solve differential equations. In fact,
there are many softwares that implement the numerical procedure. However, the basic
knowledge about these methods is important to ensure its correct applications. Beyond
that, these applications request a certain mathematical expertise to be developed.
Therefore, studying FEM is essential to an structural engineer. In view of that need,
this work aims to list importants aspects and introduce the initial concepts to FEM
studying. In this way, the work contains a bidimensional parametric FEM computational
implementation with three nodes triangles. The code is written in Python and the meshes
are generated by Gmsh program. It is presented a FEM parametric formulation study,
its correlation to programming methodology and the equations for the plane stress and
plane strain analysis models. The algorithm is validated by two implementations of
isotropic elastic material. Based on the bibliography presented, the algorithm presented
aims assist other academics to understand the FEM in an introdutory way, allying the
theorical formulation to the computational implementation.

Keywords: FEM. Linear elastic problems. Three node triangular elements.
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1 INTRODUCAO

A andlise estrutural consiste em resolver um problema de meio continuo
da estrutura real, substituindo-o por um modelo mateméatico por meio de hip6teses
simplificadoras. Contudo, as equacgdes diferenciais que regem estes modelos s6
possuem solugao analitica em poucos casos simples. Mediante a dificuldade existente
em soluciona-las, adotam-se modelos numéricos aproximados, que sdo chamados de
discretos. Dentre os mais conhecidos, destaca-se o método de elementos finitos (MEF)
(GONGCALVES, 2004).

O MEF, entao, fornece uma forma de gerar algoritmos discretos para
aproximacao das solucdes de equacgdes diferenciais, a fim de serem calculados por
um computador. O método requer, entretanto, uma certa habilidade matematica para
implementacado (BRENNER; SCOTT, 2008). Logo, o pleno conhecimento matematico
do tema é indispensavel para a criagao de aplicagdes que utilizam método de elementos
finitos.

Existem, atualmente, diversos programas comerciais que fazem o uso do
método. De fato, conforme o avango tecnoldgico presenciado nos ultimos anos, a
aplicacao do MEF se tornou fundamental para estudos de engenharia em alto nivel,
proporcionando rapidas solucdes de estruturas seguras e inovadoras. Contudo, tais
programas estao condicionados a aplicagcdes e interpretacdes de um usuario, havendo
a possibilidade de equivocos decorrentes de um baixo nivel de conhecimento sobre o
MEF.

O presente trabalho, portanto, justifica-se pela importancia da compreensao do
MEF para o académico de engenharia, que por vezes nao tém a oportunidade de entrar
em contato com o tema ao longo da graduacao. Entender de que maneira os problemas
sao solucionaveis por meio do MEF é fundamental para garantir a interpretacao
adequada dos resultados obtidos por programas de dimensionamento estrutural,
que poderédo ser utilizados cotidianamente na vida profissional dos engenheiros e
para fundamentar a implementagcdo e o correto funcionamento de novos projetos
computacionais.

Mediante a justificativa relatada, o desenvolvimento deste trabalho tem como
intuito apresentar o MEF de maneira introdutéria, aliando a formulagao tedrica
as implementacdes computacionais. O levantamento bibliografico reunido e os
procedimentos referentes a implementacao do MEF permitiram a elaboracao de um
algoritmo de solugcdo para modelos de analise Estado Plano de Tenséo (EPT) e Estado
Plano de Deformagéao (EPD). Assim, poder-se-a contribuir para o estudo introdutério



11

sobre o tema de maneira pratica e aplicada.

1.1 OBJETIVOS

1.1.1  Objetivo Geral

O objetivo geral deste trabalho é aplicar o MEF para solucionar modelos de EPT
e EPD de maneira pratica e didatica, relacionando os conceitos tedricos necessarios
para compreensao do método.

1.1.2 Objetivos Especificos

O objetivo geral é orientado pelos seguintes objetivos especificos:

* reunir a formulacdo paramétrica do Método dos Elementos Finitos e do elemento
paramétrico triangular de trés nés;

» desenvolver um algoritmo utilizando elementos finitos para resolugdo de
problemas com os modelos de analise implementados: estado plano de tensao e
estado plano de deformacéo;

+ validar as implentagbes desenvolvidas e o funcionamento dos recursos por meio
de exemplos numéricos, comparando os resultados obtidos com as respostas
analiticas encontradas na literatura;

+ auxiliar académicos a compreender o MEF de maneira introdutéria, aliando a
formulagao tedrica as implementagdes computacionais.
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2 FUNDAMENTAGCAO TEORICA

O equacionamento dos problemas de mecénica dos sélidos e mecanica
estrutural € fundamental para a modelagem matematica e simulacao numérica. De
maneira geral, solidos e estruturas séo projetados com a fun¢do de absorver e suportar
carregamentos. As cargas impostas produzem tens&do na estrutura do material, que
responde de forma a aliviar essas tensdes por meio de deformagdes. Conhecer de que
maneira o sélido efetua essa atenuagéo permite prever deslocamentos e tensées (LIU;
QUEK, 2003).

Com o intuito de introduzir os conceitos relacionados a essa sistematica, o
presente capitulo traz equacionamentos para o Estado Plano de Tenséo (EPT) e Estado
Plano de Deformacgéo (EPD) para materiais elastico-lineares isotrdpicos, discretizagao
dos modelos matematicos e solucao por meio do MEF.

2.1 ESTADO PLANO DE TENSAO E DEFORMACAO

Problemas de soélidos tridimensionais podem, em certos casos, ser
simplificados em modelos bidimensionais. Na verdade, € comum reduzir problemas de
engenharia dessa forma. De maneira geral, assume-se que as variaveis do problema
sao independentes de um eixo, geralmente o z, perpendicular ao plano adotado (LIU;
QUEK, 20083).

Existem duas situagdes de solidos bidimensionais. Solidos em estado plano de
tensédo possuem a espessura na direcao z muito menor que as na direcao = e y. Nesse
caso, as forcas externas atuam somente no plano xy. Logo, as tensdes na direcao z
sdo nulas. Por outro lado, sélidos em estado plano de deformagéo sdo aqueles em
que o comprimento na direcao z € muito maior que os na dire¢ao x e y. Além disso,
as forcas externas sao aplicadas uniformemente ao longo do eixo z, resultando em
deformacdes no eixo = nulas (ONATE, 2009).

Para introduzir o conceito de tenséo e deformacgéo, € comum a apresentagao
de um modelo de elemento infinitesimal, como ilustrado na Figura 1.
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Figura 1 — Elemento infinitesimal 2D

Ty
0“.‘(‘.‘(

Fonte: adaptado de Esch.e-nauer et al. (1997, p. 19)

Considera-se que o;; é a tensdo em que o indice i representa a superficie na
qual a tensao atua, e o indice j a direcao. Tomando como referéncia o sistema de
coordenadas cartesianas, no caso bidimensional, ha quatro componentes de tensao
(visto que as componentes atreladas ao eixo z sao dispensadas): as tensdes normais
0. € 0y, € as tensdes de cisalhamento o, € 0,, (0U 7,, € 7,,). Como h4 a reciprocidade
das componentes de cisalhamento no tensor de tenséo, ¢;;=0,; (VECCI, 2017). Logo,
0.y = 0y,. O tensor de tensdes pode ser descrito na forma matricial conforme Equagéo
1.

Quando submetido a uma tensdo, o elemento infinitesimal sofrera uma
deformacao como forma de absorver a energia transmitida, ou seja, para cada tenséo,
ha uma deformacéo associada. As componentes de deformagdo sdo denotadas por ¢;;.
Analogamente a tensao, o indice ¢ diz respeito a face na qual a deformacéo ocorre e 0
indice j a direcao da qual a deformacao acontece. A deformacao nao é deslocamento,
mas a mudanca de forma no sélido, expressa na forma da grandeza adimensional «.

Para um sistema de coordenadas cartesianas, no caso bidimensional, ha
guatro componentes de deformacao (visto que as componentes atreladas ao eixo z séo
dispensadas): as deformagoes normais ¢,, € ¢, € as deformagoes de cisalhamento
ey=€yz- A EQuagéo 2 traz o tensor de deformagdes para o caso bidimensional.
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Eschenauer et al. (1997) deduzem que, se u, € v S0 0s deslocamentos nas

coordenadas x e y, respectivamente, entdo as deformacgdes sdo descritas na Equacéo
3.

TR T T
o Y gy Y oy O

Por fim, Liu e Quek (2003) escrevem a relacao deformacao-deslocamento na
forma matricial, conforme Equacgéao 4.

e=LU (4)

em que L € a matriz de operadores diferenciais (Equacédo 5) e U é a matriz de
deslocamentos (Equagéo 6).

t~
I
g = gl
Flo&le =
—~
o1
N—

Para as analises estruturais, ainda sdo consideradas as equacdes constitutivas,
definidas como expressdes matematicas que, por meio de propriedades dos materiais,
relacionam tensao e deformacao. Ou seja, elas dependem da constituicao do material
(LIU; QUEK, 2003). Se nao ocorrem deformagdes permanentes quando aplicada uma
tensao, diz-se que o regime é elastico. Além disso, se a taxa de deformacao por tenséao
€ constante, o material possui comportamento elastico linear (ESCHENAUER et al.,
1997).

Karasudhi (1991) descreve o modelo elastico linear conforme Equagéo 7, em
que c é a matriz constitutiva, composta por constantes inerentes do comportamento do
material. Para a condicao elastico linear em EPT, ¢ é descrita pela Equacao 8. Ja para
EPD, c é dada pela Equacao 9.
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o =ce (7)
g 1 v O
c= T2 v 1 0 (8)
1—v
00 5=
—v
c= z 1 0 9)
(14+v)(1—-2v) |t¥ 0 1w
2(1—v)

em que E € o mddulo de elasticidade do material e v o coeficiente de Poisson.

Uma vez determinada de que maneira o material se comporta diante de uma
tensao, inicia-se a analise de equilibrio estatico do corpo. Seja f uma forca que atua no
elemento infinitesimal, segundo Eschenauer et al. (1997), as Equagdes 10 e 11 regem
o equilibrio estatico para sélidos bidimensionais.

004  00yg

= 1
0oy 0oy, B
o By +f,=0 (11)

Liu e Quek (2003) escrevem as Equacdes 10 e 11 na forma matricial como na
Equacéao 12.

LTo+ f, =0 (12)

Substituindo a Equacao 4 e 7 em 12, tem-se a Equagéo 13 (LIU; QUEK, 2003).

LT¢LU + f, =0 (13)

A resolucéo da Equacao 13, segundo Liu e Quek (2003), é muito menos custosa
computacionalmente quando comparado com o modelo tridimensional. Portanto,
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quando possivel, € muito vantajosa a simplificacdo de problemas estruturais em
modelos bidimensionais.

22 MEF

Em problemas estruturais, é desejavel determinar deslocamentos e tensées
e a analise estrutural é o estudo que permite suprir tal necessidade. De maneira
geral, o problema fisico do meio continuo da estrutura é substituido por um modelo
matematico por meio de hipbdteses simplificadoras. O resultado é um conjunto de
equacdes diferenciais cuja solucao analitica, nem sempre é possivel. De fato, as
solucdes analiticas sdo conhecidas apenas para alguns poucos casos de equacdes
diferenciais (MOREIRA, 2006).

A fim de evitar a complexidade relacionada a resolucéo analitica das equacoes
diferenciais, faz-se a discretizacdo do dominio e utiliza-se um modelo numérico
aproximado. O MEF é um dos mais difundidos para tal (MOREIRA, 2006).

O MEF, entdo, é uma abordagem numeérica para resolucao de equacdes
diferenciais que consiste na discretizacdo do problema matematico. Dessa forma,
€ possivel obter a solugao aproximada da equagao computacionalmente.

A equacgao do MEF para um problema estrutural bidimensional elastico pode
ser escrita por meio do Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV) conforme Equagao 14.
(ONATE, 2009)

08,0, + 08,0, + 084,04, ) tdA = dub, + ovb,)tdA + P(ouF, + dvF,)ds+
N g~y Y Y 4 ) . )

> (0u;Py, + 6viP,) (14)

(2

em que a integral ao lado esquerdo da equacéo representa o trabalho realizado pelas
tensées o,, 0, € 0., frente as deformagdes virtuais éc,, de,, dc,,. J& a integral de area
ao lado direito representa o trabalho virtual das forgas de corpo b, e b, e a integral de
linha referente a carregamentos na fronteira ¢, e t,,. O somatdrio é a parcela de trabalho
executado por meio de carregamentos externos pontuais P, e P,,. Ainda, A representa
a area e t a espessura do sélido 2D.

Reescrevendo 14 na forma matricial, segundo ONate (2009), tem-se a Equagéo
15.

/ / selatdA — / / du"btdA — 7{ ou'Fds =Y (6u]p;) (15)
A A

! i



17

Parte-se entao para a etapa de discretizacdo do modelo, com o intuito de
resolver a Equacao 15 de forma aproximada.

2.3 DISCRETIZAGCAO DO MODELO

Existem diversas formas de discretizar o modelo. A mais simples e introdutéria
é triangular linear. Divide-se, entdo, o modelo em diversos elementos finitos triangulares
de trés ndés (ou trés vértices). Cada né possui 2 graus de liberdade, isto é, pode se
deslocar em z e y (ONATE, 2009). A Figura 2 ilustra a discretizacdo com esse tipo de
elemento finito.

Figura 2 — Discretizagédo por elementos triangulares de 3 nés.

)

Fonte: adaptado de ONate (2009).

Define-se que os deslocamentos nodais da estrutura global podem ser
aproximados por uma fun¢do dos deslocamentos de cada elemento, chamada de
funcéo de forma. Ou seja

Ul(z,y) ~ N(z,y)u’ (16)

em que U é o vetor coluna dos deslocamentos globais, u€ dos deslocamentos locais
do elemento e e IN € uma matriz composta pelas chamadas fungbes de forma, descrita
na Equacao 17 (LIU; QUEK, 20083).
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Nt 0 Ny 0 N3y O
N- M 2 ’ (17)
0 Ny 0 Ny 0 Nj

Para o elemento triangular linear € adotada uma fung¢ao polinomial linear em
z e em y. ONate (2009) e Liu e Quek (2003) demonstram que as funcdes de forma
podem ser escritas como na Equagéo 18.

NZ:CLz—szI—i-CZy, 221,273 (18)

Dessa maneira, aproximam-se os deslocamentos globais como combinacao
linear dos deslocamentos nodais do elemento. Existem algumas formas de obter os
coeficientes a;, b; € ¢;. Liu e Quek (2003) demonstram que

1
a; = Q_Ae(%yk - fkyj)
1
b; = oA (Y5 — w) (19)
1
Ci = 2Ae(ﬂsz — z5)

em que A, é a area do elemento triangular, dada pela Equagéao 20 e 4, j e k variam em
uma permutacao ciclica de 1 a 3.

A= %[(%ys — 23Y2) + (Y2 — y3)z1 + (T3 — 22) Y1) (20)

Definido os deslocamentos, parte-se para o calculo de suas derivadas para
obtencdo da matriz de deformacdo. Aplica-se, entdo, a Equacdo 16 em 4 (ONATE,
2009). Tem-se, entao

e=LNu (21)

em que LN = B. Fazendo a multiplicagdo matricial de L e IN e aplicando as derivadas
nas func¢des de forma, tem-se que
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by 0 by 0 b3 O
B=1|0 C1 0 Co 0 C3 (22)

C1 bl Co b2 C3 bg

Entdo, utilizando a Equacéo 15 (PTV), para o elemento triangular tem-se que

// selatdA — // SulbtdA — j[éuTFds = dulq, (23)
A A !

Como du? = 6u. NT e de’ = ou.’B”, pode-se colocar os deslocamentos do
elemento em evidéncia e arbitra-se os deslocamentos virtuais, ou seja,

// Su.. BlotdA — / Sues NTbtdA — jl{zmeTNTFds = 5ueTq6

[ / / BlotdA — / / NTbtdA — 7{ NTFds} = dul'q. (24)
/ / BTotdA — / / NTbtdA — 7{ NTFds =q,
A A l

Por fim, ONate (2009) substitui as tensdes em funcdo dos deslocamentos
nodais

/ / BTcButdA — / / NTbtdA — jf NTFds =q, (25)
A A l

Ainda, como as matrizes B e c e a espessura do elemento ¢ é constante,
tem-se que

Keue - fe = Qe (26)

em que K. = BT¢B, chamada de matriz de rigidez do elemento e f. é a soma das
forcas externas atuando no elemento (LIU; QUEK, 2003).
Definido a Equagéao de Equilibrio 26, monta-se o Sistema Global de Equagdes.
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2.4 SISTEMA GLOBAL

Segundo ONate (2009), a equacéo de equilibrio global pode ser deduzida
considerando que os nos estdao em equilibrio, ou seja, a soma de todas as forgcas em
cada no j anulam os carregamentos pontuais p;. Portanto, tem-se que

> qe,=pj, j=1N (27)

em que g., é o vetor de forgas nodais atuantes no né i do elemento e e p; o vetor de
forcas nodais resultantes na estrutura global. A montagem da matriz de rigidez global é
feita de maneira analoga.

Busca-se, entéo, solucionar o sistema linear global (Equacéao 28) calculando
as contribuicées dos elementos e montando a matriz de rigidez global da estrutura.

Ku=f (28)

em que K é a matriz de rigidez da estrutura, u € o vetor de deslocamentos nodais
e f € o vetor de cargas externas. Para haver solucao da Equacao 28, é necessario
a imposicao das condicdes de contorno da estrutura. Estas podem ser impostas em
forma essencial (deslocamentos nodais) ou em forma natural (forgas nodais) (ALMEIDA,
2005). Impostas as condi¢gdes de contorno, o sistema se torna particionado. Tem-se
que

[[Km [Kch] [[Uf]] _ [[Ff]] (29)

ou,

KUy + Ky U, = Fy
chUf + chUc = Fc

(30)
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em que os indices f (free) sao os graus de liberdade livres da estrutura e ¢ (constrained)
os restritos. Primeiramente, calculam-se os deslocamentos desconhecidos Uy, e depois
as forcas nodais restritas F..
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3 METODOS

O trabalho inicia na pesquisa bibliografica. Sua esséncia € permitir obtencao
de dados (ZANELLA, 2013). Nessa etapa, os conceitos e equacionamentos acerca do
método dos elementos finitos foram levantados utilizando livros e artigos publicados,
fato que garante a integridade cientifica.

Uma vez mapeado o funcionamento do MEF, desenvolveu-se um algoritmo
para aplicacdo do método de elementos finitos para um problema de estado plano de
tensao elastico linear. Para desenvolvimento, Python foi escolhido como linguagem
de programacao devido ter sintaxe simples e intuitiva, além de diversas bibliotecas
cientificas de cédigo aberto.

3.1 PROBLEMAS PARA VALIDACAO DO ALGORITMO

Para a validacao do cdodigo, foram escolhidos dois problemas elastico lineares
com materiais isotrépicos. Um problema é de viga parede, em que se considera o
modelo de analise de EPT e outro de uma barragem, em que se considera o modelo
de analise de EPD. Ambos os exemplos foram escolhidos com base em Almeida (2005)
e serao detalhados no Capitulo 4.

Para executar o algoritmo nas condi¢cées exigidas pelo modelo criado é
necessario prover as informacoes sobre as hipéteses simplificadoras relacionadas
ao material, carregamento, condi¢cdes de contorno e geometria que gerem a malha e
os atributos do modelo.

Na etapa de montagem e resolugdo do modelo, combinam-se as informagao
matematicamente representadas, de modo a produzir equagdes algébricas que, quando
solucionadas, permitem obter as diversas grandezas. Na avalicdo de resultados,
0 analista faz critica e verifica a adequacédo dos mesmos ao problema em estudo
(ALMEIDA, 2005).

Neste trabalho, a etapa (1) de criacdo do modelo (pré-processamento) foi
realizada utilizando Gmsh e Python. Gmsh é um gerador de malhas para elementos
finitos com CAD (Computer Aided Design) e pos-processamento embutido (GEUZAINE;
REMACLE, 2009). O software foi escolhido por ser de cédigo aberto, possuir interface
grafica e facil aplicacao. O Item 3.2 descreve o pré-processamento.
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3.2 PRE-PROCESSAMENTO COM GMSH E PYTHON

O pré-processamento realizado no Gmsh consistiu em desenhar as estruturas
dos problemas tratados, aplicar os grupos fisicos desejados para posterior identificacao
nas condigbes de contorno e gerar as malhas de elementos finitos conforme os
algoritmos disponiveis. O programa é dividido em médulos, e para esta etapa foram
utilizados o geometry para desenho e grupos fisicos e 0 meshing para gerar a malha
do modelo. As geometrias criadas sao salvas em arquivos de extensao .geo, enquanto
as malhas utilizam .msh.

Apéds gerar o arquivo .msh com a malha do modelo, é necessario obter as
informacgdes contidas no arquivo e aplicar no algoritmo de MEF. A documentacéo do
Gmsh é ampla e contempla de que forma os arquivos .msh séo escritos. Tendo em
vista a necessidade da transi¢ao, foram desenvolvidos modulos em Python para realizar
a tarefa. Uma vez feita a leitura dos arquivos, os dados estdo prontos para serem
inseridos no modelo de MEF implementado.

3.3 MEF EM PYTHON

Para a compreensao da etapa (2) de montagem e resolugédo do modelo, seréo,
serdo apresentados alguns passos e trechos cruciais do cédigo implementado. No
decorrer do c6digo, nota-se o0 uso da biblioteca numpy abreviada em np, amplamente
utilizada e difundida no Python.

Primeiramente, faz-se as definicbes de input das propriedades do material,
qgual o modelo de andlise (EPT ou EPD), qual a aceleragéao de corpo a qual o material
€ submetido, os caminhos para o arquivo .msh e onde se deseja salvar os resultados,
como descrito na Figura 3.
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Figura 3 — Propriedades do material e malha.

geometry_label =
analysis_type =

QP <™

material _props = Props2D(E, v, h, d)
g = -9.81

# body acceleration
ba = np.array ([

0, g, 0, g, 0, g
D

file_name =
dirname = path.dirname(__file__)

mesh_path = path.join(
dirname ,

>

geometry_label,
file_name

)

result_path = path.join(
dirname,

>

geometry_label

Fonte: O autor (2021).

Posteriormente, define-se uma funcdo para as condicbes de contorno. A
imposicdo das condi¢cées de contorno € particular de cada problema. De maneira
geral, faz-se a imposicao de forgas e deslocamentos prescritos. A fungéo deve receber
os n6s do Gmsh e os vetores U e F, aplicar as condigdes de contorno (prescricao de
deslocamentos em U e aplicagao de forcas em F') e retornar os vetores resultantes
junto com os valores dos graus de liberdade restringidos. Para cada imposi¢do de
deslocamento feito, deve ser adicionado o grau de liberdade correspondente em "cdof".
A Figura 4 mostra um exemplo implementado para o problema da viga parede, tratado
detalhadamente no Capitulo 4.
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Figura 4 — Funcao para aplicacado das condi¢cdes de contorno na viga parede.

def boundary_conditions (U, F, nodes):
embeddedNodes = []
fixYNodes = []
loadedNodes = []

for node in nodes:
physicalGroups = node.entity.physicalGroups
for physicalGroup in physicalGroups:
if physicalGroup.name ==
embeddedNodes . append (node . tag)
if physicalGroup.name ==
loadedNodes . append (node. tag)
if physicalGroup.name ==
fixYNodes.append (node.tag)

= [1
0
-1

for nodetag in embeddedNodes:
cdof . append (2*(nodetag-1))
cdof . append (2*(nodetag-1)+1)
U[2*(nodetag-1)] = u0
U[2*(nodetag-1)+1] = u0

for nodetag in fixYNodes:
cdof .append (2*(nodetag-1)+1)
U[2*(nodetag-1)+1] = u0

for i, nodetag in enumerate(loadedNodes):
if i==len(loadedNodes)-1:
break
node0ind = nodetag-1
nodelind = nodetag
node0 = nodes[nodeOind]
nodel = nodes[nodelind]
1 = np.abs(node0.coordinate.componentX - nodel.coordinate.componentX)
F[2*(nodeOind)+1] += f0 * 1 / 2
F[2*(nodelind)+1] += £f0 * 1 / 2

return U, F, cdof

Fonte: O autor (2021).

Definidos estes parametros, parte-se para a construcao do objeto Solver. Solver
€ a classe implementada para executar a solucéo via MEF de problemas bidimensionais
de materiais elastico lineares isotrépicos. O objeto criado contempla diversos métodos
e atributos, divididos e criados com o intuito de facilitar a leitura e organizacao do
codigo.

O método __init _ da classe Solver (Figura 5) possui todas as inicializacdes
das variaveis envolvidas no MEF. Nota-se que a implementacédo segue o conceito de
encapsulamento na inicializagcao das variaveis com inicio "__", cujo objetivo é progeter
as variaveis do objeto para garantir a integridade do modelo. Todas essas propriedades
sao definidas no escopo da classe, para que o implementador do objeto possa utiliza-las,
mas nao sobrescrevé-las.
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Figura 5 — Inicializacdo de variaveis no objeto Solver.

def __init__(
self,
analysis_type,
mesh_path,
result_path,
material_props,
boundary_conditions,
ba
)
self.__analysis_type = analysis_type
self.__mesh_path = mesh_path
self.__result_path = result_path
self.__material_props = material_props
self.__boundary_conditions = boundary_conditions
self.__ba = ba
self.__gmshr = read_gmsh(mesh_path, False)
self.__triangle_tags = [
element .tag for element in self.gmshr.elements
if element.elementType ==

]
self.__triangles = [
Triangle (
element .nodes [0] . coordinate,
element .nodes [1] . coordinate,
element .nodes [2] . coordinate
)
for element in self.gmshr.elements if element.elementType ==
]

self.__n_dofs = 2xlen(self.gmshr.nodes)

self.__adof = np.arange(self.n_dofs)

self.__K = np.zeros((self.n_dofs, self.n_dofs))
self.__U = np.zeros((self.n_dofs))
self.__F = np.zeros((self.n_dofs))

self.__n_elements = len(self.gmshr.elements)
self.__Sxx np.zeros (self.n_elements)
np.zeros (self.n_elements)

self.__Syy
np.zeros (self.n_elements)

self.__Sxy

self.__Exx
self.__Eyy
self.__Exy

np.zeros (self.n_elements)
np.zeros (self.n_elements)
np.zeros (self.n_elements)

if (analysis_type == ’plane_stress’):
self.__element_stiffness = lts.element_stiffness_plane_stress
self.__strain_and_stress lte.strain_and_stress_plane_stress
elif (analysis_type == ’plane_strain’):
self.__element_stiffness lts.element_stiffness_plane_strain
self.__strain_and_stress lte.strain_and_stress_plane_strain
else:

raise ValueError("analysis_type {} not supported".format(analysis_type))

Fonte: O autor (2021).

A funcgéo read_gmsh faz a leitura do arquivo .msh e salva as informagdes em
um objeto "GmshReader", que possui propriedades contendo as informacdes da malha.
A partir dela, pode-se consumir os dados dos elementos e noés.

Para solucionar o problema basta chamar o método solve (Figura 6). Entéo,
o algoritmo executa outros cinco métodos, que constituem as etapas: aplicacdo das
condi¢Oes de contorno, montagem da matriz de rigidez, particionamento do sistema
global, solugéo do sistema linear e montagem das matrizes de deformacao e tensao.
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Figura 6 — Método solve.

def solve(self):
self.apply_boundary_conditions ()
self .assemble_stiffness ()
self .partitionate_system()
self.solve_system()
self.assemble_strain_stress ()

Fonte: O autor (2021).

O primeiro método self.apply _boundary conditions consiste em executar a
funcao de condigbes de contorno passada como argumento pelo implementador (Figura
7) e definir os graus de liberdade restritos e os livres.

Figura 7 — Aplicacdo das condi¢des de contorno.

def apply_boundary_conditions (self):
self.__U, self.__F, self.__cdof = self.__boundary_conditions (

self .U,
self .F,
self . gmshr.nodes

)
self.__fdof = list(set(self.adof)-set(self.cdof))

Fonte: O autor (2021).

A etapa da montagem da matriz de rigidez € descrita na Figura 8. No foor loop
¢ feito o célculo da matriz de rigidez de cada elemento e ja se faz a adicdo na matriz
de rigidez global K. Nota-se que, para a correspondéncia de cada né do elemento
com o nd global é utilizado um vetor d. O vetor d contém as posi¢des de cada grau de
liberdade do elemento na matriz de rigidez global. A subtracédo -1 das tags dos nos é
feita para corrigir a diferenca entre o Python e Gmsh. No Python, a contagem padréo é
realizada a partir do zero, enquanto no Gmsh é utilizado um.
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Figura 8 — Montagem da matriz de rigidez.

def assemble_stiffness(self):
for element in self.gmshr.elements:
if element.elementType == 2:
nodes = element.nodes

xy = np.array ([
L
node.coordinate.componentX,
node.coordinate.componentY

for node in nodes

D
ke, fe = self.element_stiffness(xy, self.ba, self.material_props)
d = [

2% (nodes [0] . tag-1),
2*(nodes [0] . tag-1)+1,
2% (nodes [1] . tag-1),
2*(nodes [1] . tag-1)+1,
2% (nodes [2] . tag-1),
2*(nodes [2] . tag-1) +1

for j in range(6):
p = dl[jl
self.__Flpl += feljl
for k in range (6):
q = dl[k]
self.__K[p, ql += kelj, kI

Fonte: O autor (2021).

A matriz de rigidez de cada elemento k. € montada por meio da funcao
element_stiffness_plane_stress ou element_stiffness_plane_strain contidas na classe
LinearTriangularStiffness, conforme Figura 9.
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Figura 9 — Calculo da matriz de rigidez do elemento triangular linear.

class LinearTriangularStiffness:
O@staticmethod
def element_stiffness_plane_stress(
Xy,
ba,
props: Props2D

E = props.youngModulus

V = props.poisson

h = props.thickness

d = props.demnsity

Ae = 1tsf.area(xy)

B = 1ltsf.assemble_b_matrix(xy)

ke = hxAexB.T.dot(lte.plane_stress_C(E, v)).dot(B)
fe = d*hx(Ae/3.0)*xba # verificar

return ke, fe

@staticmethod

def element_stiffness_plane_strain(
Xy,
ba,
props: Props2D

props.youngModulus
props.poisson
props.thickness
props.density

Qb < ™

Ae = 1ltsf.area(xy)
B = ltsf.assemble_b_matrix(xy)

~
[0}
]

h*AexB.T.dot(lte.plane_strain_C(E, v)).dot(B)
fe = d*h*x(Ae/3.0)*ba # werificar

return ke, fe

Fonte: O autor (2021).

Os valores de A, (area do elemento triangular) e B (derivadas das funcdes de
forma) sdo calculados na classe LinearTriangularShapeFunctions, conforme Figura 10.
Ja as matrizes constitutivas foram implementadas na classe LinearTriangularElasticity
(Figura 11).



Figura 10 — Calculo da &rea e da matriz B do elemento triangular linear.

class LinearTriangularShapeFunctions:

@staticmethod

def area(xy: list):
X xy[:, 0]
y xyl[:, 1]

non

P

np.array ([

[1, x[o0], y(lol],
(1, x[11, y([111,
[1, x[2], y[2]]
D

Ae = 0.5%np.abs(np.linalg.det(P))

return Ae

O@staticmethod
def assemble_b_matrix(xy: list):
x = xy[:, 0]
y = xyl[:, 1]
Ae = LinearTriangularShapeFunctions.area(xy)
bl = y[1] - yl[2]
b2 = y[2] - yl[o]
b3 = y[0] - yl[1]
cl = x[2] - x[1]
c2 = x[0] - x[2]
c3 = x[1] - x[0]

B = (0.5/Ae)*np.array ([
[b1, 0, b2, 0, b3, 0],
[ 0, ci, 0, c2, 0, c3],
[c1, b1, c2, b2, c3, b3]

D)

return B

Fonte: O autor (2021).

Figura 11 — Calculo das matrizes constitutivas.

class LinearTriangularElasticity:
O@staticmethod
def plane_stress_C(E, v):
C = (E/(1-v*%2)) x np.array ([
[1, v, 01,
[V, 1, O]’
[0, 0, (1-v)/2]
D

return C

@staticmethod
def plane_strain_C(E, v):
C = (Ex(1-v))/(1+v)/(1-2%v) * np.array ([
[1, v/(1-v), O],
[v/(1-v), 1, O],
[0, 0, (1-2%v)/(2x(1-v))]
D

return C

Fonte: O autor (2021).
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Uma vez montada a matriz de rigidez global, vetores de deslocamentos e de
forca, pode-se fazer o particionamento do sistema. A Figura 12 mostra a maneira que
esta etapa foi implementada utilizando numpy.

Figura 12 — Particionamento da matriz de rigidez.

def partitionate_system(self):

def

self.

self.
self.

self

self.

self

self.

self

__Kff = self.K[np.ix_(self.fdof, self.fdof)]
_Kfc = self.K[np.ix_(self.fdof, self.cdof)]
_Kcf = self .K[np.ix_(self.cdof, self.fdof)]
_Kcc = self .K[np.ix_(self.cdof, self.cdof)]
_Uf = self.U[self.fdof]

_Uc = self.U[self.cdof]

__Ff = self.F[self.fdof]
_Fc = self.F[self.cdof]

Fonte: O autor (2021).

O sistema linear, finalmente, pode ser resolvido. Para isso, utilizou-se 0 método
solve do package scipy.linalg. Encontra-se os valores de deslocamentos livres Uy e
substitui-se na Equacao 30 para obter as reagdes de apoio. A Figura 13 mostra essa
etapa.

Figura 13 — Solucao dos deslocamentos e reacdes de apoio.

solve_system(self):

self
self

self

self.

_Uf = solve(self.Kff, self.Ff-self.Kfc.dot(self.Uc))
_Ulself.fdof] = self.Uf

_Fc = self.Kcf.dot(self.Uf) + self.Kcc.dot(self.Uc)

__F[self.cdof] = self.Fc

Fonte: O autor (2021).

Finalizada a solucdo do problema por elementos finitos, parte-se para o
célculo das tensdes e deformacdes para serem apresentadas em graficos no pds-
processamento. Entdo, itera-se os elementos filtrando os triangulos para calcular as
deformacodes e as tensdes no elemento e ja se adicionam as parcelas na matriz de
global, similarmente ao processo de rigidez. A Figura 14 mostra a implementacéo.
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Figura 14 — Montagem das matrizes de tensdes e deformacdes.

def assemble_strain_stress(self):
for element in self.gmshr.elements:

if element.elementType ==

nodes = element.nodes

xy = np.array ([
[
node.coordinate.componentX,
node.coordinate.componentY

for node in nodes

D

d = [2*(nodes [0].tag-1),
2% (nodes [0] . tag-1)+1,
2*(nodes [1] . tag-1),
2% (nodes [1] . tag-1)+1,
2*(nodes [2] . tag-1),
2% (nodes [2] . tag-1)+1]

ue = self.U[d4]
Ee, Se = self.strain_and_stress(

Xy, self.material_props.youngModulus,
self .material_props.poisson,

ue
)
self.__Sxx[element.tag-1] = Se[0]
self.__Syylelement.tag-1] = Sel[1]
self.__Sxyl[element.tag-1] = Se[2]
self.__Exx[element.tag-1] = Ee[0]
self.__Eyyl[element.tag-1] = Ee[1]
self.__Exy[element.tag-1] = Ee[2]

Fonte: O autor (2021).

Nota-se que as tensdes e deformacdes também sao calculadas na classe
LinearTriangularElasticity (Figura 15).

Figura 15 — Montagem das matrizes de tensdes e deformacgdes.

class LinearTriangularElasticity
@staticmethod
def strain_and_stress_plane_stress(xy: list, E, v, Ue):

B = ltsf.assemble_b_matrix(xy)
e = B.dot (Ue)
s = LinearTriangularElasticity.plane_stress_C(E, v).dot(B).dot (Ue)

return e, s

@staticmethod
def strain_and_stress_plane_strain(xy: list, E, v, Ue):

B = ltsf.assemble_b_matrix(xy)
e = B.dot (Ue)
s = LinearTriangularElasticity.plane_strain_C(E, v).dot(B).dot (Ue)

return e, s

Fonte: O autor (2021).



33

Com os valores de tensdes e deformacdes calculados para cada elemento,
inicia-se a etapa de p6s-processamento.

3.4 POS-PROCESSAMENTO COM GMSH E PYTHON

Para utilizar o pés-processamento no Gmsh € necessario salvar os valores
de tensdes e deformagdes obtidos para cada elemento em um arquivo .msh. A
documentacdo do Gmsh possui exemplos e explica de que forma o arquivo deve ser
escrito. Para isso, foi desenvolvida uma fungdo no Python que faz a escrita conforme a
documentacéo. A Figura 16 traz a implementacao.

Figura 16 — Funcéo para escrita das tensdes e deformacdes num arquivo .msh.

def write_element_result(
file: str,
label: str,
result: list,
tags: list

fout = open(file, "w")

fout.write ("$MeshFormat\n")
fout.write("4.1 0 8\n")

fout.write ("$EndMeshFormat\n")
fout.write("$ElementDatal\n")
fout.write("1\n")
fout.write(’"{}"\n’.format (label))
fout.write("1\n")
fout.write("0.0\n")
fout.write("3\n")
fout.write("0\n")
fout.write("1\n")
fout.write("{}\n".format(len(tags)))

for tag in tags:
fout.write("{} {}\n".format(tag, result[tag-1]))

fout.write("$EndElementDatal\n")

fout.close ()

Fonte: O autor (2021).

No Gmsh, entao, faz-se um merge do arquivo .msh que contém a malha do
s6lido com o .msh que contém os valores de tensao e deformacgéao calculados para os
elementos.
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4 RESULTADOS

Neste capitulo sdo apresentados dois problemas bidimensionais discretizados
com elementos finitos triangulares que visam verificar e validar os recursos
implementados neste trabalho: a viga parede avaliada com o modelo de analise em
EPT e a barragem analisada em EPD. As solu¢des obtidas pelo programa desenvolvido
sdo comparadas com as solugdes analiticas correspondentes e com os resultados
numeéricos obtidos por Almeida (2005).

4.1 EXEMPLOS DE VERIFICAGAO

4.1.1 Viga parede

O problema da viga parede ¢é ilustrado na Figura 17. O objetivo da
implementacédo da analise numérica é obter resultados semelhantes a solugéo exata
deste problema, conforme encontrado em Timoshenko e Goodier (1951). Dessa forma,
€ possivel validar o algoritmo implementado para EPT. O material da viga é elastico
linear, com modulo de elasticidade £ = 2 x 10° MPa e coeficiente de Poisson v = 0, 3.
A condicao de contorno essencial é fixagdo em = e y no né com coordenada (-0.5, -1.5)
e fixacdo em y nas extremidades longitudinais da viga.

Figura 17 — Problema de viga parede
g=1 MN/m

AL
Y Y YYYYYYYYYYYYNY

c

1,0 m —x
c
Y

L L 0.1

Fonte: Almeida (2005).
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4.1.2 Barragem

O problema da barragem é ilustrado na Figura 18. O objetivo da implementacao
da andlise numérica é obter resultados semelhantes aos apresentados por Almeida
(2005) e validar o algoritmo implementado para EPD. O material é considerado elastico
linear, com maédulo de elasticidade £ = 20, 8 x 10° M Pa e coeficiente de Poisson v = 0, 2.
O carregamento é hidrostatico, conforme fungéo ¢(y) = 180 — 10y (kN/m/m). A condi¢do
de contorno essencial € a fixagdo em x e y dos nés da base da barragem.

Figura 18 — Problema de viga parede

aly)

18,0m

»X

18,0m |

Fonte: Almeida (2005).

4.2 PRE-PROCESSAMENTO COM GMSH E PYTHON

O pré-processamento com o Gmsh foi executado com o CAD integrado. As
Figuras 19 e 20 mostram as geometrias desenhadas para o problema da viga parede e
da barragem, respectivamente.
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Figura 19 — Geometria criada para o problema da viga parede.

Fonte: O autor (2021).

Figura 20 — Geometria criada para o problema da barragem.

Fonte: O autor (2021).

Com a geracdo da malha de elementos triangulares lineares, obtiveram-
se as discretizacbes apresentadas nas Figuras 21 e 22, que também mostram
as configuracées de malha utilizadas. Nota-se uma distribuicao uniforme dos 518
elementos para a viga parede e 1888 para a barragem.



Figura 21 — Geracao da malha para a viga parede.
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Fonte: O autor (2021).

Figura 22 — Geragédo da malha para a barragem.
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Um ponto interessante do Gmsh é sua flexibilidade. Ao adicionar um ponto
dentro da superficie da malha, o processamento leva em conta que ele deve deve ser
tratado como um né. Isso contribui para obter diretamente os deslocamentos desejados
no centro da viga parede, por exemplo. O mesmo se aplica a curvas para 0 caso
bidimensional. Uma forma de identificar esses ndés, ou curvas, é o adiciona-los a um
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grupo fisico, facilmente filtravel no cdédigo em Python.

Uma vez gerado o .msh, verificou-se a eficacia da leitura do arquivo no Python
por meio da plotagem de graficos contendo os nds e os elementos. As Figuras 23 e 24
mostram que as malhas obtidas no Python sdo as mesmas representadas no Gmsh
nas Figuras 21 e 22, respectivamente.

Figura 23 — Malha da viga parede lida no Python.
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Fonte: O autor (2021).
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Figura 24 — Malha da barragem lida no Python.
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Fonte: O autor (2021).

4.3 MEF EM PYTHON

Para analise do algoritmo em Python, plotaram-se as particdes da matriz de
rigidez global, de modo a verificar a simetria e comportamento. As Figuras 25 e 26
mostram que as matrizes sdo simétricas.



Figura 25 — Particdes da matriz de rigidez da viga parede.
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Fonte: O autor (2021).
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Figura 26 — Particdes da matriz de rigidez da barragem.
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Fonte: O autor (2021).

Obtidos os valores dos deslocamentos no processo de calculo, pode-se fazer o
pds-processamento do resultado de forma a visualizar a deformada obtida e verificar
o comportamento das estruturas. Entdo, de maneira geral, os resultados do MEF séo
apresentados na secao de pds-processamento.

4.4 POS PROCESSAMENTO COM GMSH E PYTHON

Calculados os deslocamentos, as deformadas sao apresentadas para
visualizacao inicial do comportamento da estrutura e, por serem muito pequenas,
foram exageradas por um fator adequado para visualizagao.

Uma vez escritas as tensdes e deformag¢des em um arquivo .msh, foi possivel
fazer a leitura no Gmsh e obter os graficos com os valores calculados. E importante
ressaltar que a etapa de visualizagao também pode ser feita por meio da biblioteca
matplotlib do Python. Para demonstrar as duas opgodes, os resultados da viga parede
foram pés processados em Python e o da barragem no Gmsh.

Nesta secao, serdo separados os resultados obtidos para cada analise.



42

4.41 Viga parede

A Figura 27 mostra que a viga sofreu flexdo com tracdo em sua parte inferior e
compressao na superior. Nota-se, também, que as condi¢cdes de contorno essenciais
foram satisfeitas, uma vez que nao houve deslocamentos em y dos nds nos apoios da
viga e nem em z no nd totalmente fixado na coordenada (-0.5, -1.5).

Figura 27 — Deformada da viga parede (aumentada em 250 vezes).
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Fonte: O autor (2021).

Conforme observa-se na Tabela 1, Almeida (2005) discretizou a viga parede
com trés malhas triangulares com diferentes nimeros de elementos. A malha mais
grosseira, com 16 elementos, gerou o erro relativo mais elevado, da ordem de 49% em
relacdo ao deslocamento analitico, enquanto que para malha mais refinada, com 192
elementos, o erro relativo foi reduzido a ordem de 9%. A discretizacdo com a malha de
518 elementos deste trabalho gerou um deslocamento vertical 6 = 0,7702 mm, e um
erro relativo em relagdo do deslocamento analitico de apenas 2,29%. Deste modo, os
resultados obtidos neste trabalho, especialmente em relagdo ao deslocamento vertical,
sdo compativeis e muito proximos a resposta analitica e até mesmo semelhantes a

resposta numeérica calculada por Aimeida (2005) com o uso de outro software de analise
estrutural.
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Tabela 1 — Comparagéo dos deslocamentos em y no centro da viga parede.

Solugao Malha | 6, (mm) | Erro percentual relativo (%)
Timoshenko e Goodier (1951) - 0,7931 -
16 T3 | 0,4019 49,32
Almeida (2005) 96 T3 | 0,6532 17,63
192 T3 | 0,7155 9,78
O autor (2021) 518 T3 | 0,7702 2,29

A Figura 28 mostra as isofaixas das tensdes o, obtidas para a viga parede.
Assim, a cor vermelha representa a compressédo e a cor azul tracdo. Observa-se
coeréncia em relacdo a deformada da Figura 27, visto que a parte inferior da viga
esta tracionada e a parte superior esta comprimida. De fato, esse é o comportamento
esperado para uma viga biapoiada com o carregamento imposto definido no problema.

A solucao analitica para o problema pode ser encontrada em Timoshenko e
Goodier (1951), onde o, € calculado pela Equacgéao 31.

q ;9 2 q (253 2,
=57 - — |y — = 1

em que L é o comprimento da viga, ¢ a altura sobre dois e I 0 momento de inércia.
Para = e y utilizaram-se as coordenadas dos centrdéides dos elementos triangulares. A
Figura 28 mostra o comparativo da solugao analitica com a numérica.
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Figura 28 — Isofaixas de tenséo o,, numérica e analitica.

o, analitica
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Fonte: O autor (2021).

As deformacgdes correspondentes ¢, podem ser visualizadas na Figura 29.
Nota-se a compatibilidade com as tensdes atuantes o,,, em uma relacéo diretamente
proporcional.
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Figura 29 — Isofaixa de deformacao <.
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Fonte: O autor (2021).

A Figura 30 mostra as tensdes cisalhantes. Observa-se que as tensdes sao
maiores préximo aos apoios, onde, de fato, os esforgcos cortantes sédo elevados. Ja a
Figura 31 traz as tensées o,,. A solucdo de Timoshenko e Goodier (1951) considera
que a viga sofre flexdo pura, em que as tensoées o,, sdo consideradas nulas. De fato,
as tensdes obtidas pela simulagdo sdo consideravelmente inferiores, 0 que corrobora
para a validacao do algoritmo.
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Figura 30 — Isofaixa de tenséo o,, (MPa).
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Figura 31 — Isofaixa de tenso o, (MPa).
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4.4.2 Barragem

A deformada da barragem é ilustrada na Figura 32. Nota-se que a lateral
submetida a carregamento sofre deslocamento na dire¢cao esperada. Ainda, de maneira
anéloga a viga parede, as condi¢des de contorno essenciais foram satisfeitas (todos os
nds da base da barragem séo fixos).

Figura 32 — Deformada da barragem (aumentada em 1000 vezes).
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Fonte: O autor (2021).

Os deslocamentos horizontais e verticais obtidos nas diregées x e y podem
ser visualizados nas Figuras 33 e 34, respectivamente. Nota-se que os maiores
deslocamentos estao localizados no ponto A (ver Figura 18), com valor de 2,97 x 10~*m
na diregdo x e de 9,81 x 10~°m na dire¢do y. Na Tabela 2 s&o escritos os deslocamentos
obtidos no ponto A obtidos neste trabalho e por Almeida (2005) para as suas
quatro malhas de elementos finitos. E importante ressaltar que Almeida (2005) adota
elementos triangulares de seis nés (T6), que possuem interpolagdo quadratica e
sao classificados como elementos de segunda ordem. O autor observou que os
deslocamentos horizontais e verticais convergiram ao refinar as malhas de elementos
T6, conforme mostra a Tabela 2. O elemento triangular de trés nds aqui utilizado
tem interpolacao linear, e é classificado como elemento de primeira ordem. Assim,
a diferenca entre os elementos triangulares de trés e seis noés justifica o porqué dos
valores de deslocamentos verticais e horizontais ndo terem convergido para os valores
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obtidos por Almeida (2005) com a malha mais refinada. Os resultados aqui obtidos foram
muito semelhantes aos de Almeida (2005), assim como o comportamento estrutural da
barragem.

Figura 33 — Deslocamentos horizontais §,,.
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Fonte: O autor (2021).
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Figura 34 — Deslocamentos J,.
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Tabela 2 — Comparacao dos deslocamentos no ponto A da barragem.

Solugao Malha 9y (mm) | &, (mm)

16 T6 0,2993 | 0,0992

. 90 T6 0,3041 0,1009
Almeida (2005) 360 T6 0.3050 | 0.1012
108 Q8 e 144 16 | 0,3050 | 0,1012

O autor (2021) 1888 T3 0,2970 | 0,0981

A Figura 35 mostra as isofaixas de tenséo o,,. Nota-se, de maneira analoga a
explicada para a viga parede, que a regiao trapezoidal da barragem possui tensdes
positivas, indicando compressao (regido vermelha). Ja para a face a montante, tem-se
tensdes negativas, indicando tragdo. Tendo em vista que a combinagéo de carga com o
engaste da base tende a fletir a barragem a jusante, faz sentido essa distribuicao de
tensao.
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Figura 35 — Isofaixas de tenséo o, (kPa).
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Ao analisar o grafico de deformagdes ¢,,, mostrado na Figura 36, nota-se a
compatibilidade tensdo-deformacao, de maneira analoga a viga parede.
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Figura 36 — Deformagdes ¢,,,.
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Com aplicacdo de ambos os modelos de analise EPT e EPD foi possivel
reproduzir os comportamentos estruturais de elementos que foram analisados
numericamente por Almeida (2005) e analiticamente por Timoshenko e Goodier (1951).

E possivel melhorar os resultados por meio da implementagao de outras formas
de discretizacdo, como fez Almeida (2005). No entanto, como o trabalho objetiva
introduzir o MEF, utilizar a discretizagdo de elementos triangulares com funcgdes de
forma lineares é pertinente. A simplicidade aliada com bons resultados fazem dessa
abordagem a mais adequada em um contexto introdutério.
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5 CONCLUSOES

O trabalho de concluséo de curso aqui apresentado teve como objetivo principal
apresentar e aplicar o MEF para solucionar problemas de EPT e EPD de maneira préatica
e didatica. Assim, este trabalho propiciou as seguintes constatacoes:

» 0 Gmsh é uma ferramenta interessante para pré e pds-processamento de malhas,
tendo em vista que supriu as necessidades deste trabalho;

» 0 Python possui diversas ferramentas que auxiliam na solugdo de problemas
numeéricos via MEF, como as bibliotecas numpy e scipy para tratamento numérico
e até mesmo matplotlib para visualizacao;

* 0S equacionamentos necessarios para aplicagéao basica do MEF foram levantados;

* 0s resultados obtidos neste trabalho, validados por dois exemplos para os modelos
de andlise EPT e EPD, foram possiveis em razdo do algoritmo desenvolvido e da
unido entre os recursos tecnoldgicos Gmsh e Python;

* apesar de constituir a discretizagdo mais simples para problemas bidimensionais,
os elementos triangulares de trés ndés com funcdes de forma lineares
apresentaram bons resultados as discretizagbes utilizadas;

« foi possivel desenvolver um material de consulta introdutério ao MEF para a
comunidade académica que possa se interessar pelo método;

» como propostas de trabalhos futuros, é possivel analisar os problemas aqui
discutidos do ponto de vista de refinamento de malha e implementar o elemento
finito triangular de seis nos.
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