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(Para a Quarta Série dos Cursos Ginasiais)(?)

1. Niimeros reais — prética com nlimeros irracionais — radicais: poténcias
com expoente racional relativo — operagdes e propriedades;

2. Eguagbes do segundo grau — generalidades — resolugio — relagdes
entre os coeficientes e as rafzes; equagdes biquadradas e equacdes
irracionais; sistemas simples do segundo grau — problemas;

3, Fungdes — dominio e conjunto-imagem; funcgdo linear e sua repre-

sentacdo grafica cartesiana — resolugdo gréfica de sistemnas de equagdes;
fungdo trindmio do segundo grau e sua representacdo gréfica carte-
siana; inequagdes do segundo grau;

4. Semelhanca — razdo e proporcionalidade de segmentos — Teorema de
Tales — semelhanca de tridngulos — semelhanca de poligonos; razdes
trigonométricas;

5. Reldgbes métricas — num tridngulo retingulo — . Teorema de Pitdgoras;
num tridngulo qualquer — lei dos senos e lei dos co-senos; relagdes

métricas num circulo;

6. Poligonos regulares ¢ medida da circunferéncia — poligonos regulares
inscritiveis e circunscritiveis numa circunferéncia; construgdo e re-
lagdes métricas entre os elementos do quadrado, do tridngulo eqiiilatero,
do hexédgono e decdgono regulares; nogdes sbbre a medida da circun-
feréncia — célculo de =.

Apéndice: Niumeros complexos; Areas de regides planas; Mapas
topolbgicos. : ‘

(1) De acérdo com os Assuntos Minimos para um moderno Programa de Matem4tica
para os Ginésios, aprovado pela Diretoria do Ensino Secundério, do Ministério de Educacdo
e Cultura, no Curso de Treinamento Bésico para Professdres Secundérios, realizado em
Brasflia, de 25 a 30 de novembro de 1963, e Sugestdes para um roteiro de programa para a
cadeira de Matemdtica, Curso Secundério — 1.2 Ciclo — quarto ano ginasial, da Secretaria
de Educagidio de Sdo Paulo, publicadas no Didrio Oficial de 19/1/1965.

(2) Designacdo genérica do 1.° Ciclo dos Cursos Médios, compreendendo os Ginésios,
os Ginésios Modernos, os-Ginésios Experimentais, os Ginésios Vocacionais, os Ginésios
Industriais, os Gindsios Comerciais e os Ginésios Pluricurriculares. .
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oY, e
’ te  Tecnicas operatérias com
b nimeros irracionais (radicais)

Radicais
l. Cdleculo

i S
i érie ginasial, foi efetuado no corpo do
1 série ginasial, Ao
literal, na terceira i g L
namggidfngg Para' ol oo i - ‘:‘?ﬁ;?cios iperatérias com 0s
nesta série — .vocé necessitard de mais qlgumas é gk s L
~ 8 Serl ‘onais, quando os numerais que 0s repr i |
T rmelanls lo: V7 é um nimero irracional represen
Assim, por exemplo: )
um radical de indice 4 e radicando 7.

Outros exemplos: r e

| ¥ 5 i \;/-:‘7‘5’ vy 5, T

| \’ 2' J:; ’ \./.2_

8 I o . ) V2 é 0o mesmo que :
17 Parte * Técnicas operatorias com | Nota: Nio se esqueca de que

’ - . . icai ; 1 be que:
numeros Irracionais (radtca|s) ' Por outro lado, vocé jd sabe q

jacdo sdo 1 s uma da outra
1.°) As operacdes radiciacdo e potenciagdo sdo inversa
. (desde a 1.» série ginasial...). Entdo:

2 Parte . Equagoes do segundo grau;

| 5 3 V=1
A Y e [Me= [t = T ou - .
relacoes entre os \:/‘7:::21 de um radical com expoente igual ao indice é igual
- - -’ i '. I
coeficientes e as raizes i Ll i Outros exemplos: SN
T L 32 =3, (VB =8, (\/—) =~
3. Parte . Equacoes biquadradas; LY e e 4 ;’ PRIy
= G 5 C ma olenci 3
' €quacoes irracionajs Z edienis ipaden g 2 e expoente fraciondrio
* Sistemas simples do e Ll
.® ser Y
Segundo gray -. VI = 7i
- Problemas do segundo gray

Outros exemplos: . :
2 e b2 51 - 1 5
V42 = 43, V25 = 257, \/—3'_ = (3)

3




2. Transformagdo de radicais; aplicacdes

A transformacdo de radicais estd baseada nas seguintes propriedades:

. R-1 O valor de um radical ndo se altera quando se multiplicam (ou S€
dividem) o expoente do radicando e o indice por um mesmo nimero
inteiro maior que 0.
3 Ix 5 3
De fato, como: 28 = 24%5 (O valor da fragio 7 nio se altera
& l | quando se multiplicam o nume-
entao: V28 = #%5,[23%5 rador e o denominador por 3)

S—r

APLICACOES Da R-1:

Redugao d'e um radical & expressdo mais simples (simplificagdo): bastd
“ . . » i , g '
suprimir” os fatéres comuns ao indice e ao expoente do radicando.

Exemplos:
20,215 XSRS - T
N 1
N ]

VST T

(Para generalizar o uso da propriedade R-1,
(fatorou-se: 16=21)

convenciona-se que o radical de indice 1 éo
préprio radicando)

V512 = /54 =

=53 (Quando o expoente do radicando & divisivel
Nt 1 pelo indice do radical, basta dividir aquéle por
[ ] ® éste, que o radical ‘‘desaparece’...)

V3 =728 =2 (Aqui, j& néio & possivel...) -

Reducdo de radicais ao mesmo indice: da mesma forma que VOC€
reduziu fragdes ao menor denominador comum, vai agora reduzil

radicais ao menor indice comum. Para isso, basta determinar 0 m.m.C. -

dos indices e, a seguir, dividi-lo pelo indice de cada radical e multi-
plicar o quociente obtido pelo respectivo expoente do radicando-
Exemplo:
Reduzir ao mesmo indice (de preferéncia ao menor) os radicais:
T T a UarTy
V22, V'8, V5

Disposigdo pratica:

3M2M4 = 12 g
/28, /g6, /59

e

3..) Comparagido de radicais: dados dois radicz}is, é sempre possivel
~ saber qual déles € o de maior valor. Se os dois radicais tem 0 mesmo
indice, o maior € o que tem maior radicando. Exemplo:

Quil ¢ o maior: V7 ou V4?7 Temos que: V7 > V4
No caso geral, € suficiente reduzir os radicais ao mesmo indice.
Exemplos:
1. Qual é o maior: V721 ou V87
Reduzindo ao mesmo indice: V218, V8
V441, V312

Como: V512 > V 441 (caso anterior), entdo V8 > v 21

ou

3 Escrever em ordem de grandeza decrescente os radicais:
= 3/ 4 -_2
VS5, V9, V'3
w5t Yoi, V3¢

w75, V76561, V' 729
5

Temos:
ou

¢, portantot

U 1 { dlfe m e p i 3 g

g icando.
de mesmo indice dos fatéres do radica

_ V7x V5
Assim, por exemplo: VIx5 = V7 X

De fato: 1 o W P =
5 _ 7 52 = il o
VI X5 = (7><5)1PJE;M_)7 X 3

\.Lf_f.//o
o

37 V2
Também: V—f = 573

L WL 9

: 3|72 NG L2 s

i NZ-(3) -5
\.

/‘

wn



De um modo geral, s

€ a e b sdo nimeros racionais ndo-negativos €
n 2 2 (inteiro), entio:

\"4

APLICAGOES DE R-1 g R-2- Simplificacdo de radicais. Exemplos:
Simplificar os seguintes radicais:

1°) Y8 Temos: v§ — V38 = V323 = V3 43 2V2

fat, R-2 e

Logo: | V8 = 2v3

g

2.°) V250° Temos: V250 = Ve e R VTS 593
R R-1

fat.

Logo: | ¥v250 = 5v/3

39) YaTp

b (a e b, nimeros racionais ndo-negativos)

Temos: VaZz p = Va2 VB = 4 Vb
R-2 R-1
Logo: | Va2 b = 4y
4.°) V586

Temos
Logo: | v56 — 5v%

o 1] 16a%% R .
5:9) 2506~ (@ b, ¢, nimeros racionais ndo-negativos, ¢ = 0)

Temos:

4[ 16434 v 16a3b* v 24g3pi 20 Vad  2pV ad

25¢8 gpa & TEAe o \*/?—Ci—cz :[ ) = = C_‘/?

;/W _ 2 Vg
25¢6 ¢ V5¢

Logo:

Nora: Lembre-se (desde a 3. série...) de que:

7 7 Egﬂtl’w nao repre-

AS e ‘ TPt | de fﬂdlce pa [4 ad!can ¢ i l ;
alzes €xpressas pﬂr radlcals r 4 T d(') n :

g . numeros ICﬂl‘S, iStO é, nﬁo pertEHCc“l ao ConlLlnlo R f‘ss“-“) por exe"lpo

V¢ R, \‘/?Elén, \'/—:i¢R, \'/'Z?SE.?’R

icai 1 7 icando negativo
Porém, as raizes expressas por radicais de findice impar e radic g
orém, : :
representam niimeros reais. Exemplos:

V-1 € R (pois V-1 = -1, porque (-1)* = ~1); V=32 € R; V-100 € R

N digdes vocé pode aplicar a R-2 também na simplificacio de radicais
estas condig 3 _
de indice fmpar e radicando negativo. Exemplo:

Simplificar: v =5 e L
Hpe— Ve ¥ e 5 J— 5
: V5 = V1.5 =V-1.V5 = -1V-5
R, N sfat. R-2 R-1

EXERCICIOS DE FIXACAO — Gruro 1

1 p . . . . 18nci
. Ieencha as IaCun"lS a fim de tornar Uefdade"a Cada uma das Segulntes €quivaléncias:
a9,

— : . 3 -2 23=8

1) (Modélo) V'8 = 2 ¢= 29 = ... Temos: V8 =
28) V8l = 3 & 3 = 81
I VE =[O 02 =...
L T
4.2) V7=A4=)... 3

58) VRl = =1 < (-I)'"" = ...
6.‘)‘\,/.5. = :)."'5-..

2. Idem, com as seguintes sentencas:

1.%) (Modélo) (ﬁ)s = ... Temos: ('\7—8‘)3 = 8
o 4T -
28) (V5)2 = ... 3.-)('\/-2_) <l
45 (VO,1)E = ... 55 (Va2b)2=... (@20,b320)
3. Idem, com as seguintes sentengas: " 4
15 (Modélo) V42 =... Temos: vV 4% = 43
f N 4 1 3_ o \./TB=... 5-a)\'/_2':('___'._
20) V25 = ... 389 \/(7) =... 49 2
1 N2
; 5 a 6T 5 = e
en)z%=... 78 4% = .., 81 325 = ... 9.)(3)
7



4. Simplifigue, aplicando as propriedades R-1 e R-2, os seguintes radicais:

1.2 (Modélo): ~ 24 Temos. ¥ 2% = V2% m V27 2 = © 22 V2 =202

R-1 R-
§ = - - .'l‘ﬁ o
29 Vv 24 32 V36 4.0 vV 8] 5 o) \ ( .l )‘ 62 vat taz
Fa

79 VI2U  89) Y727 9o W3n s o O

5. Reduza an menor indice comum os seguintes grupos de radicais:
L) V2, Vv3 V3 Iy VI8, ¥, V3
20) VS, ¥, ¥R 49 N7, ¥ 23

6. Escreva em ordem de grandeza decrescente os radicais:

3

2 e "
V4, Vv 23« 4"
7. ldem, em ordem de grandeza crescente os radicais:

3

V2, 12, VI
- Aplicando as propriedades R-1 ¢ R-2, simplifique os radicais:

L.

1) V32 6.0) V2 112 N 16ath (a20. b20)
29 V108 701 V28 % 32 1220 vV 16ath?
T 3 H24q:2 y
3o Vv 648 80 vV -8 13 .0) \/ ,2,‘“ b iaz0, h=0, c20
‘-h
4°) V1.024 9.0) v 210 140) v~ p
50) V144 102) V30 x 24 % 50 150 \ 256ath*

3. Operagdes combinadas com radicais; radicais semelhantes

I - Adicido e Subtracio
Observe bem as seguintes sentengas:

V16 + V9

= V16 + 9 é FaLsA!
V16 - VO = V16 - 0 & FaLsa!
pois:
Vie+ V9 = Vi6 ¥ 0 V16 - VO = v16 - 0
! £ty 1 I b )
4 + 3 =+25 4 3=1\7
— s 2 S——— 2 o
7 = 5 (falso!) 1 = \7 (falso!)

ou seja, ndo se obtém um radical cujo radicando seja a soma ou diferenca
dos radicandos de dois radicais dados!

8

: 4 . ém um radical que
Nora: Sdomente se um e/ou outro radical for nulg -zn?;l::'sc ohtém : 9
seia a soma (ou diferenga) de dois radicais dados. Ex :

V16 + \li = \ |6‘ J;'o

Tl trair radicais ? No caso
a ra aaicionar ou sub di ;
Ema?, e ik 4 el i “exatas’’, as adicoes e subtracoe_s.
de os radicais nio representarem raizes B
Para efeito de célculo, sdo efetuadas somente com 5

(por falta ou por excesso). Exemplos:
1) \2 4 V3~ 1.41 + 1,71 ~ 3,12 (aproximagdo por falta a menos

de 0,01) ) .
200 V6 \5~24 22~ 02 (aproximagio por falta a menos

de 0,1) g s0!)
3) V16 4+ V9 = 4 + 3 = 7 (... sem aproximagao: o
47) V8 \32~200 1.41~ 0,50 (aproximagio por falta a menos
o L —> » ’
de 0,01) |
g g ; or exemplo
No caso especial de se operar com radicais iguais, como p
Na adigdo de: :
\ 2 == A 2 X 2 3 *2
. AY
ntar essa soma:
Y0¢€ pode usar um numeral mais simples para represe

De fato: = 14+ DV2 = e
V24 V34 VI T+ VT2 =004
Do mesmo modo: V2 - \ e B EEE 5 -0V2=0
\'—2-\.‘2“:]\-42-']\5:(' l,\?’:
Radicais, como: T
3\‘-2' S \2v _2 v 2' iy . d ra-
3 sdo denominados

que POssuem o mesmo indice e mesmo radicando,
dicajg Ssemelhantes.

: uma
Os exemplos seguintes mostram alg

icais seme-
s reducdes com radicais se

Hiames'.

L.%) Efetuar: 4v72 +3V2- 5\?— 5V2 = 2V2
Temos: 4\1_2+3\f—2__5\{2=(4+3_

2 Efetuar: 8V'5 +2V'5 v'5

Temos: g¥/5 + 2¥/5 = (8 + 2)V'5

9




Algumas vézes os radicais ndo aparentam ser semelhantes. E neces-
sario entdo aplicar a R-1 e a R-2, para que a semelhanca "apareca .,
caso exista. Exemplos:

1.©) Efetuar: V50 + V98- V32 + V2

Aparentemente ésses radicais ndo parecem semelhantes; todavia,

aplicando a R-1 e a R-2, obtém-se:

VB0 + VOB- VI +VI=VZ X 52+ V2 X 72- V2o + V2 =
=5V2 4+ V2 -22V2 + V2 =
=5V 4+ W2 -4V2 4 V2 =
=54+7-4+ 1DV2 =9V2

Logo: 9V2 é o numeral mais simples para representar a expressao:

V50 + Vo8- V32 + V2

o Efetiar: 3\/5 + = 625
: 8 27

9

Temos: %3%+—é—\’/—675=%3\/% + %\’/_33—
= 2 V455V =
=254 3vs=(Z 4+ 5)V5

LEMBRETE AMIGO

Assim como, operando com as fragoes:

3 2
T+?#

342
4+5

vocé ndo somava numeradores entre si nem denominadores
entre si..., também, operando com radicais:

V9 + V16 = V9 + 16

vocé ndo soma os radicandos!

10

TESTE DE ATENCAO — GRUPO 2

; alsas:
Escreva V ao lado das sentencas verdadeiras e F ao lado das f

15 Y2 4+ V3 = V5
2.8 V2 + V3 =14 + 1,7 = 3,1 (aproximagdo por falta de 0,1)
33 VO 4+ V16 = V9 + 16

4. V3 + V3 = V6

53 V3 4+ V3 = 2V3

6.4) \jg‘— V—S— = \'_14

75 V6 - V5 = 2,4 - 22 = 02 (aproximagdo por falta de 0,1)
8. ¥10 - {/‘1-0 =

0
9.5 V10 - V10 = 0

093V + VT - 3 VE

EXERCICIOS DE FIXACAO — Gruro 3

Calcule o numeral mais simples das seguintes exnressoes:
19) 8V2 4+ 3V2 4+ V2

29 4V5 + “2V'5 + %"/? + 3V5

34 2v3 - 4V3

42) V48 + V75 - VI2

54 2718 - 5V50 + 3V98 - V72 + V8

6% V320 - V135 + V625

75 ¥5 4+ V20 4+ V125 4+ V1.445

82 V243 + V3 + V75 + V192 + V507

94) 7V50 + 9V98 + 3V8 - 6V162 + 2V32 + 7V 242

18 B
10.2) \/z_s + V32 - \f;—

14316 5 5= 32
n TS 7-—‘/ 3
11.2) = Va7~ 2 54 -4 \/125

124 2v0a - Vda + V625a (a > 0)

11




IT — Multiplicacdo e Divisdo

Como aplicagdo imediata da proprledade R-2, o produto (ou 0
quociente) de radicais de mesmo indice é calculado ficilmente. Exemplos:

1) V16 X V9 = V16 X 9 = V144
29 VEXVE=VEXad= V20
3 = §y— 37#
3.9) V27:~/8=x/27;s=\/38z
4.) V'2a% X V'3a% = V24 X 3a% = V6a®? (a > 0, b > 0)

Quando os radicais ndo tém o mesmo indice, procura-se primeira-
mente reduzi-los ao mesmo indice, e o calculo segue naturalmente.
Exemplos:

1.2) Efetuar: V2 X V3 X V5
Temos: V2 X V3 X V5=4Y728 x /306 x V5= \/2’X3“><5‘

2.°) Efetuar: V' 3:v 2

I 1533
Temos: Vv 3:vV2 33;*5\! 5 = 5
I — Potenciac¢io e Radiciacio

Para se elevar um radical a uma poténcia, basta elevar o radicando a
essa poténcia. Exemplos:

1.°) (V'5)3 = V53
De fato: (\7§)3=\7§X\‘/3X\7—5ﬂ= V5EX5X5=

def. pot. R-2
2.9) (V2a%h)* = VvV (2a20)* (a2 0, b2 0)

Nora: Simplificando o resultado: v (2a2b)* = v (2a2b)3 .

(2a%h) = 2a2b™ 2a%b

A raiz de um radical é um noévo radical cujo indice é o produto dos
indices. Exemplos:

10) V2 = %3472 = ¥3
= oo At Wl

De fato: \/«’/E:V23=(23)4=23"4=2122{7
N °

12

2.%) \F\TTS =8
6| 33— e R
VVVIE = T8

4.%) \’Q‘\T—/:l_;.! — A7 g2

Nora: No caso de V3 V2, temos: V3

EXERCICIOS DE FIXACAO — GrUPO 4

1. ; P .
Efetue ag seguintes operagoes indicadas: .

11.%) V8 : V4

49 YT % VL 14y V3V
12 B

54 VI x v 155) 4132? K
0 Vs — _ a — ’\V_f

— 1375 . 243
T VY x4V x 2V2 gy i3
e | T
‘ — 2 4 : ——"‘qﬁ
B Ve x Vgt x V@ (@ >0 184 _5_\/1 2
: 2,J1 . w7
9.")_-_ Y3 5 1 % 432 192 3N7
3 :.3va (@2 0
10.8) (_l_)“ Ve 1 {/ 2 20.4) 6V a
X \/ 2 X 3V 22 X 2 ey Posswe]:
- Efetye as operagdes indicadas, simpliﬂcando os resultados 4
3
J R = 37y 3 VRN 4.8 (\{’22’;3)
Y (V5 2")(\/1) 34 (V3)
' 2
a o ‘_-_l;ﬂ(aza‘bzo)
N VIR 6 (L\'/W)E 7 (VD 87 G430
3 ’ 3
: Idem; \f—\;j—r’i’.
) VVE 0 VW2 s YV ¥ V3Va(az0)
— — a 3Yalaz
5y Vg 6.5 V V2 ] N8 g

4. aldades:
Venf;que qQue & verdadeiro o conjunto das seguintes i8Y “"__J;—;;_{
e ————"— . ‘J? + 2+

Ve Vo p g V24 V2t Ve

13



4. Casos simples de racionalizagdo

p Dadt? um nimero real, por meio de uma fragdo que contém um ou
mais radicais (sem raiz exata) no seu denominador, como por exemplo:

V2

V3
chama-se racionaliza¢@o ao processo de se determinar um névo numeral
para o mesmo namero real, que ndo contenha radicais no denominador.

A racionalizagdo é mais uma vantagem para o cdlculo, como mostrardo
os exemplos estudados a seguir:

e V2
1.°) Racionalizar a fragdo: —

V3
Como o denominador é uma raiz quadrada constituida sdmente por
um radical de indice dois (V 3), basta multiplicar ambos os térmos da fragdo

por.ﬁ:
Vi Vi3 _ V6 _ Ve
3 Y3N3 A3 3
l 1

e a fracdo est4 racionalizada.

Osservacgio: O cdlculo de 139 (isto é, da fragdo % racionalizada) com apro-

ximagdo por falta de 0,01, isto é:

ol

o 2,45
= 3

ul“‘—

= 0,80

i
é muito mais preciso e menos trabalhoso que o célculo da fragdo original 6.5 onde,
com a mesma aproximacgdo, seria: . V3

Y2 141
V3 il o N
OUTROS EXEMPLOS:
1) —-5-— = 52 = 5V2 (basta multiplicar ambos os térmos da fragdo
V2 V2.V2 por \/—2)

2 34 _ 3a.Va _ 34Va _
2Vva 2VaVa 24

(a > 0)

%\G (... idem por Va)

14
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2.°) Racionalizar a fracado: 75

Nesse caso, sendo o denominador uma raiz cibica, é necesséri‘o mul«.‘
tiplicar ambos os térmos por /722, a fim de obter para denominador:
V2% = 2. Observe que /722 tem o expoente (2) do radicando cog}%_{ a
diferenca entre o indice (3) e o expoente (1) do radicando dado: ( )
1 VB YR Y2

Vi vVave VB 2

Logo:

OuTROS EXEMPLOS:

1 6— = 6._\’/ﬁ# (Multiplicaram-se ambos 0S térmos da frag}:io por
V3 VRV ~/ 33, porque agora a diferenca entre 0 indice (5)
e o expoente (2) do radicando & 3)

Logo: B - 6'\5/¥__ 8 \55__3—5 =,K‘W =2V 38

T VnRUB VI Fd

) 2a_ _ 2a.V al he 2a.Va - 2.V a o 2_-—-\’5/_& (...idem por va')
5vVas 5vVat.val 5V 5A
(a>0)

o33 il B 4
3.°) Racionalizar a fragdo: Y6+ V2

; i r uma
Agora a fragio tem para denominador uma soma (POQI:;:I“;{::ﬁo 45
diferenca) de dois radicais de indice dois. Nesse caso d ract

fracdo & obtida multiplicando-se ambos os térmos pela expressao: -{-E_. V2,
também denominada conjugada da expressdo V6 + V2. Entdo:
4 ' 4(V6- V2)
V6+ V2 (V6+ V2)(V6- V2)

Vocé j4 sabe que o produto da soma indicada pela diferenca indicadd
de dois ntmeros é -igual ao quadrado do primeiro niimero menos 0

quadrado do segundo niimero, e portanto: i
4 4(V6-V2) _ 4(V6-V2) _ 46 - V2) _
Ve+ V2 (Vé6+ V) (V6-V2) (V6)2-(V2)? 62

L HNE= AR e o

15



OUTROS EXEMPLOS:

] . . $ gtscs . - - P ' Ty 7=y "5
) Racionalizar: = A expressdo conjugada de V7- V3 é V74V 3

1(V7 + V3) V74 V3

V7-V3 (V7 V3 (V7 + V3)  (VDr- (V3

Logo:

; : 2
2) Racionalizar: -3 ) A expressdo conjugada de V5 - 4 é V5 + 4

Logo: — = —_2 (V5 +_4) = .2(\1_5 i 4). = 2(\’?‘_'*7#.) o
V5-4  (V5-4)(V5+4) (V5)2- (4) 5-16
-2 =
= (V5 + 4)
34 Ractondlisar: 3ab - :
acionalizar: 2\/_————\’__ (a>0, b>0). A expressdo conjugada de
&N 2Va + Vb é2Va - Vb
3ab 3ab (2 Va- Vb) _3ab(2Va-Vb) _

Lo

B NG+ VE 2Vat+ VO 2Va-vb) Var- (\Vb)2

_3ab(2Va- Vb) b
a 4a - b (a a —4—)

EXERCICIOS DE FIXACAO — Grriro 5

Racionalize as seguintes fracdes:

1 Vs 2 8 .

18} = B = AN o 4l "—5 50 2 gm )
2 V3 375 56 243 ] o RGE

4 V2 -3a /'3
83) —— 93 —=— 10 R a 8 e 3 A
S e T w20 W s RS

1 2 52 12 0
13.2) r= ) — 15}) r— Ly 172 -—1——‘:t
3V5 - V3 2V5 -1 4 YD 2V5-342 7')5\1'3'—2115

o 1 3ab
188) — (a2 0,b2 0) 192) ——  202) ———
) v Vb J 5Yva+3vb

2." Parte -Equacoes do segundo grau;
relacoes entre os
coeficientes e as raizes

Equacdes do segundo grau

1. Definicdo

Equagio do segundo grau na variavel x é téda sentenca aberta da forma:

ax? + bx + ¢c=0

onde a, b e ¢ representam nimeros reais, com a condigdo de a ser diferente

de 0. Exemplo:
5x2 + 8x + 4 =0

ou 5x2 + 8 - 4 =20

é uma equacdo do segundo grau na variavel x, onde a = 5b=8ec= "4

Observe que o maior expoente com que figura x nessa equagdo é 2.
Esse fato lembra o grau da equagdo que estid sendo estudada: segundo

grau.

Abreviadamente, vocé ja pode escrever:

[eq. 2.° grau] = [ax* + bx + ¢ = 0, Vq, b,c €ER ea 0]

Diz-se também que na equagao:
a é o coeficiente de x*

ax? 4+ bx + c = 0 @b € o coeficiente de x
™ ¢ & o térmo constante ou independente

Por que o coeficiente a de x2 deve ser necessariamente diferente de 07

b i




Ora, se a = 0, entdo vocé teria:
0x2 4 bx + ¢c = 0Qoubx! + ¢ = 0

que é uma equacdo do primeiro grau na variével x, se b 5 0 (lembre-se de
que o maior expoente de x agora é1). As equagdes do primeiro grau
vocé jé sabe resolvé-las desde a 2.* série ginasial; por isso sabe que
Nb, e b =10;

bx+¢=01=>bx=‘c¢=.>x=?

S _ n
onde V = {_b—} e, portanto, a raiz da equagdo é o niimero real: 5
Nos exemplos seguintes serdo destacados a varidvel e os coeficientes

(inclusive o térmo constante) de algumas equagdes do segundo grau. Procure
guardar bem &sses resultados: '

ia]

~ variavel: x

1.e x2 = 5x 6 = 0
) * ~ coeficientes: a = 1, b = =5, ¢ = 6

~ varidvel: y

2.0) 292- 9 (3 .
) Bk o=t N coeficientes: a =2, b =9, c = V2

3.°) 3x2-27 =0 o mesmo que: 3x2 + 0x-27 =0

 varidvel: x
“ coeficientes: a =3, b =0, ¢c = 27

4°) 422 4z =0 o mesmo que: —4z° + 1z+0=10

 varidvel: z
“ coeficientes: a = 4, b=1,c =0

5.9) 8x2 =0 o mesmo que: 8x> 4+ 0x + 0 =0

~ variavel: x
™ coeficientes: a =8, b=0,¢c=0

e RS
6) 5 - V5. =0 o mesmo que: = V5.64+0=0
» varidvel: t 1
~ coeficientes: a = 3 b=-Y5 ¢c=0

18

70) px2-2mx +n=0 (p#0)

~ varidvel: x
\ coeficientes: a = p, b= "2m, c =n

OBSERVACHES:

uem os coeficientes b=0 (como nos exemplgs
iguais a 0 (exemplo 5.°) sdo
do grau, pois falta o térmo

1.%) As equacdes do segundo grau que poss
3.0e 59 ou c=0 (exemplos 4.°, 5.2 ¢ 6.°) ou aindabec
também denominadas equacdes incompletas do segun
do primeiro grau ou o térmo constante ou ambos.

2.%) As equagdes do segundo grau que apresentam letras como coeficientes (exemplo 7.°)

- $d0 também denominadas equacdes literais do segundo grau.

TESTE DE ATENCAO — Gruro 6

l. Destaque a varidvel e os coeficientes de cada uma das seguintes equacdes do segundo
grau;
2.3y +0=0
19 2x2 —8x + 3 = 0 R
My e e ] =0 8n) u2 —u =0

3 -.;—yﬂ + 2V¥3y = 0 9% Y542 =0

42) 22 = 0 10.) %%yﬂ + 04y -2V3 =0
x2 X

B = - a) = — =0

5)5 1 0 11.%) 5x2+2+5

62) x2 + (a+b)x —ab = 0 12 my? — (m=-n)y + mn =0

(x, variavel)
(@ =-b, a=0,bs=0)

(v, variavel)
(m =0, n =0, mszn)

2. Assinale com (i) ou (I), respectivamente, as equagdes do segundo grau do Exercicio 1

que sejam incompletas ou literais.

3. Assinale quais das seguintes sentengas matemaéticas ndo representam equacdes do

segundo grau, na varidvel x:

18) 3x2 4 5x =0 5.8) 0x% o 5x2—~ 3% nf 1 =0
28 0x2 — 5% +-V6 = 0 6.5 0x2 = 0
3.8) 5x# 4 322 =5 = 0 78 ax?2 + bx 4+ ¢ = 0 (a =0)

4.1 8x? =0 8% 4x3 - x =0

19




2. Como resolver uma equacdo do segundo grau

Vocé ja sabe que resolver uma equacio é determinar o seu Conjunto-
ng’dade. Logo, uma raiz ou solugio da equacio do segundo grau:
ax? + bx + ¢ = 0 (a # 0), é qualquer elemento do Conjunto-Verdade
dessa equagio.

Como determinar tal Conjunto-Verdade?

Vocé vai ‘“‘descobrir” os elementos désse conjunto, ‘“‘explorando”
por enquanto a resolucdo de equagdes do segundo grau que possuam 0
coeficiente a = 1, como por exemplo a equacgio:

x2-5x+6 =0

Vamos “adiantar” que o Conjunto-Verdade dessa equagdo é consti-

tuido pelos elementos 2 e 3, isto é:
V=12, 3}
E facil verificar que 2 e 3 sdo as raizes da equagdo:
x?-5x +6 = g

pois, substituindo x por ésses valbres, obtém-se, respectivamente:

?
raiz 2 = 22-52)4+6=0 raiz3=>32—5(3)+6?0
?
4-104+6=0 9-]5+6?0
2
6 4+6=0 6+ 6=0
0=0(V) 0=0(V)
Entdo a equagao:
x2-5x 4+ 6 =0

tem por raizes os nimeros 2 e 3. ATENGAO, pois vamos agora relacionar
as raizes 2 e 3 com o coeficiente 5 e o térmo constante 6 da equacio. Ob-

serve que estas raizes sdo tais que:
1.°) a soma (2+3=5) nada mais é que o oposto do coeficiente de x(b="5);

2.°) o produto (2X3=6) é precisamente o térmo constante ¢ da equagdo
(c = 6), isto é:

x2- 5 4+ 6 =0

—

2+3) (2X3)

20 .

Quais sdo, entdo, as raizes da equagdo:

x2-Tx+12=07

Basta procurar dois niimeros cujo produto seja 12 e cuja soma seja 7.
Para isso, fatora-se o 12 como produto de dois nimeros:

1el2 2eb 3ed

Os (nicos, entre ésses nameros, que, adicionados, ddo por soma 7

sdao 3 e 4, isto é:
x2 - Tx + 1Z =0

——

(3+4) (3X4)

Logo: V = [3, 4] e as raizes da equacdo sio os nameros 3 e 4.
TESTE DE ATENGAO — Gruro 7

I. Determine o Conjunto-Verdade de cada uma das seguintes equagdes do segundo

grau:
1) 2 - 6x + 8 =0 V=2 -l
29 x2 - 6x + 9 =0 V= (- 3
3 x* - 6x + 5 =0 Vo foan ol
42 x%2 = Tx 4+ 10 = 0 V=[]
52 x2 - 15x + 56 = 0 V'= 0% =
62 x2 - 4x 4 0 = 0 ve=1[0 -]
78 x2 - 5x 4+ 0 =0 V= [o-dd
8.4 x2 - 20x + 100 = 0 Vo= Lz =4
92 x2 — (a+4+bx +ab =0 V= {d -l
| = (SR |

10 x2 - (m +n)x 4+ mn = 0

2. Vocé j4 resolveu muitas equagdes incompletas do segundo grau, no Conjunto R,
desde a 3.® série ginasial(*). Eram equacgdes da forma:

x2 = 16

cujo Conjunto-Verdade V = [~4, 4] ¢ facilmente determinado, pois tanto ~4 como
4 satisfazem a equacgdo. Verifique.

Determine agora o Conjunto-Verdade de cada uma das seguintes equagdes:

18) x2 = 25 V s o9
2 x2 = 1 = R e
3 x2 = 0 V=1, -J_
43 x2 = 8 Vo= R 243
58 x2 = 9 IR O

(» Matemdtica, 3 — Curso Moderno, pag. 31.
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62 x2 = 10 V= vI0, .}

78 x2 = 2 V= o _, .

8.8) x% = g2 V= feg ]

9% %2 = a (a>0) V= (_ Vg

1
108 x2 = 6 W eay sl
3. Lembre-se de que no Conjunto R a equacdo do segundo grau:

x? = —4

ngo tem solucdo, isto ¢, o seu Conjunto-Verdade & vazio, porque ndo existe em R
numero algum cujo quadrado dé como resultado um mimero negativo!

Logo: se x? = 4, entio V = (¥

gle‘x’_"‘:és agora, o Conjunto-Verdade de cada uma das seguintes equagdes do segundo

L% 22w ~]
28 %2 = |
34) 2x2 = -8
48 2x2 = 8

3. Resolugdo de uma equacdo completa
do segundo grau; férmula resolutiva

Seja a equacdo completa do segundo grau, na varidvel x:

ax? 4+ bx +¢c =0 comas=0, b0 ¢c0

A determinacgdo de seu Conjunto-Verdade em R é feita por inter-
médio de equagées que lhe sejam equivalentes e de solugdes simples, como
serd visto a seguir.

A obtencdo das equacdes equivalentes 4 equagdo: ax? + bx + ¢ = 0,
€ conseguida, inicialmente, transformando o seu primeiro membro numa
ia)xpresséio Jatordvel que seja o quadrado de um bindémio, na varidvel x.

ara isso:

1.°) multipliquemos ambos os membros da equacio por 4a:
4a?x% 4 4abx + dac = 0
2.°) transportemos o térmo 4ac do primeiro para o segundo membro:
4a%x? + 4abx = —4ac
3.°) adicionemos b? a ambos 0s membros:
4a%x? + 4abx + b2 = b2 - 4ac

22
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Ora, o primeiro membro dessa equacio é o quadrado de 2ax —+ b,

”

isto é:
(2ax -+ b)2 = b? — 4ac

e supondo b? - 4ac = 0, é possivel extrair-se a raiz quadrada dos dois
membros:
2ax + b = + Vb% - 4ac(*)

Logo, j4 conseguimos a equivaléncia:
ax? +bx+c=0¢& 2ax +b = +Vb2-4ac
Por outro lado (preste atengdo agoral), temos que:

2ax + b = + Vb2 — dac

> 2ax+b= +Vb—4ac ou 2ax+b= Vb dac <=
> 2ax =~b+ Vb2-4ac ou 2ax ==b -Vb?-4ac
b+ Vb*-4ac _ b -Vb*—4ac
[ ——] x =T ou X __ZG
Portanto, Va, b, c e a = 0:
~b + Vb2 - dac ~b - Vb2 - 4ac
ax2+bx+c=01=rx=———2a—-—- ouxz——ﬁ-—

e chegamos a estabelecer as equagdes mais simples possfyeis, equiualgntes
d equagdo: ax® + bx + ¢ = 0, cujo Conjunto-Verdade é dado, de ime-

diato, por: ;
{—b+\fb2—4ac —b—\/b2-4ac}
V = )
2a 2a

Desta forma as raizes da equacio do segundo grau:
ax®> + bx +c =0
b - Vb2-dac b+ Vb —4ac

2a 2a

sS40 0S numeros reais:

As equagdes equivalentes a ax® 4+ bx + ¢ = 0, ora deduzidas, sdo
geralmente indicadas do modo tinico:

¥ b + Vb2-4ac
B 2a

i : duas sentengas simples
) Desde a 2.5 série, voce deve saber que: uma sentencga aberta composta de
ljgadas.(p)elo ecmfgcﬁvo ou é' verdadeira se qualquer uma das sentengas simples é verdadeira,

(Exemplo: x = +5 ¢ x="*5o0ux="5)
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. : | bt VE-dac |
atribuindo-se a expressdo: ] == 0 nome de férmula reso-
: =]
hitwa_ da equagao do segundo grau. Observe que na formula resolutiva
ndo figura a varidvel x, que participa somente da equacdo (que é sempre

uma sentenga aberta!).

Q b* - 4ac, geralmente indicado por A (letra grega maitscula, delta),

isto ¢:
A = b? - dac

é deno'minado discriminante da equagdo do segundo grau e desempenha
papel importantissimo no estudo dessas equacdes.

Osservagio: Se b? - 4ac < 0, a sentenga:

(2ax + b)? = b* - dac
equivalente a: ax* + bx + ¢ = 0, tem o seu Conjunto-Verdade vazio, isto €:
V=g

pois nenhum nimero real elevado ao quadrado pode ser igual a um nimero negativo!

EXEMPLOS PRATICOS: As seguintes equagdes do segundo grau serao
resolvidas no Conjunto-Universo [R.

1) SE2x2=i0xi— 5. = 0

= Z
Temos: @— b = —9
M ="5

Aplicando a férmula:

b LV P—aac |
2a

vocé ja tem as raizes “prontinhas”. Entdo:

x_—("9)J_r~J(—9)2—4><2><—5_9¢V81+—Jﬁ_9im1=
il 2 X2 . 4 - 4
T T EE L) - N, L | e W
" S AT TR S i 3 2
T . =1 : =
Logo: V = 15, 7 e as raizes sdo 0s niumeros reatsSe—i.

24
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Verificacdao: Basta substituir na equagdo: 2x* — 9x — 54 =102 POX

1
5 ou x por —.
por 2

? = 7= -1\ * e ?
raiz 5 == 2(5)2-9(5)-5 =0 raiz -z—ﬁZ(?) -9(7)-5=0
—45-5=0 ?
2X25-4 2(_;;_)_{_%.45,-_-0
50 - 50 = 0 (V)
1 9 ?
5 Fpsasl
10
?—5 =0 (V)
OBSERVAGAO IMPORTANTE:
O discriminante: A = b2 — 4ac = 121, & um nimero positivo (121), isto &:

A >0
e, thda vez que vocé encontrar um discriminante positivo, o Conjunto-Verdade da equagao

. -1
& constituido de dois elementos diferentes (no exemplo: 5 e 7).

Entao:

se A > 0, a equacdo do segundo grau admite duas raizes
reais desiguais.

2.9) [ = 5x -+ 6/=0)

Vocé ja aprendeu a determinar as raizes (2 e 3) dessa equagdo (que
possui a = 1), lembra-se? Porém, querendo aplicar a férmula:

—_ ,a= 1
b + Vb2 —4ac onde @ b = -5  elas aparecerdo rapidamente. . .
2d Me= 6

De fato: x2-5x+6=0
54V -4 xX1x6_ 5+V25-24 541 _
- B w1 - 2 e (e
5+ 1 541 5.1

== <_-:>x=——~2 =3 oux= 3 = 2

Norta: A medida que vocé vai resolvendo as equagdes do segundo grau, ird empre-
gando os recursos de cdlculo ja conhecidos. Assim, por exemplo, no lugar de =(~5) vocé

ja escreve 5, etc.
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3.%) ESSROVER25E= 10

ad= 1
Temos: @— b = -10
o= 25

10 £V100-4 X TX25 10 +V100-100 10 + V0
2 X 1 ~ 2 N

=5

_10+0 1040 o

Neste caso o Conij V

i onjunto-Verdade sé tem um elem i

. ; ento (5) e por 1SS0
Nao precisa figurar duas vézes. Entdo: WD ER

V = [5] e diz-se que a raiz é de multiplicidade dois
Verificacao:
raiz 5 — (5)2—10x5—f—25?=0
25-50 + 25 -i— 0
=25 425 = 0 (V)
OBSERVAGAO IMPORTANTE:

Agora o discriminante A = b2 - 4ac = 0, e tdda vex que vocé encontrar um

discriminante nulo, isto é:
A=0

o Conjunto-Verdade da equaca i
. ¢do € constituido soment b 03
que ¢é denominado raiz de multiplicidade dois. R R ’

Entdo:

se A = 0, a equagdo do segundo grau admite duas raizes
reais iguais.

e

i
o

42) T22—z+ 1
a= 9 . YRARer 5 NEPS
Temos: @— b = —1 z=Ii\’1“4><7><1=l-_f-_v’l—zszli\f—z’i
Ne= 1 2 X7 14 14
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Como V 27 q:R (pois ndo existe no conjunto R raiz quadrada de
um niimero negativo)

o Conjunto-Verdade dessa equagdo é vazio, isto é: V=g, e a equacdo:
722 —z -+ 1 = 0 ndo tem solucdo em R, ou & impossivel em R.

OBSERVAGAO IMPORTANTE:
O discriminante é agora negativo, ou seja, A = 27, e tdda vez que vocé encontrar

um discriminante negativo:
A<O

o Conjunto-Verdade da equagio & vazio: V = @

Entéo:

se A < 0, a equagdo do segundo grau ndo admite raizes
reais e, portanto, ndo tem solucdo em RR.

Nora: Mais tarde, quando for ampliado o Universo de trabalho para o conjunto
dos niimeros complexos (€), entdo jd serd possivel resolver equagdes do segundo grau

de discriminante negativo.

~ __LEMBRETE AMIGO ——

Guarde bem a importante equivaléncia:

va, b,c €Rea = 0

-5 -VA _ b+Va
ax2+bx+c=04=bx-————2a ‘ou S

onde o Conjunto-Verdade da segunda sentenca é:

b -va -b+VaA
e 2a

V=

e, portanto, as raizes da equagdo do segundo grau: ax® + bx + ¢ =0,
sd0 0s niimeros reais:
~b -VA eh +Va
2a 2a

desde que A 2 0.
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EXERCICIOS DE APLICACAO — Gruro 8

Resolva as seguintes equacoes do segundo grau em R:

|
1M "5x2 4+ 3x + 1 = ¢

Como a= "5 ¢ negatj
ambos os membrosg 3:2:11535‘: po (P}as ndo hi obrigagdo nenhuma. ..) multiplicar
de todos os coeficientes: - PO 1+ © que equivale a *‘tracar” o sinal qualificativo

5x¢ 3 A fim: 3
¥~ 1 =00-b="3 e, aplicando a Sférmula, vem:
\ c="1
3+ V945w e — o
e _v924><55>< 1_3£V9+20 3+ V%9 . 34720 3-29
X 10 ~ 10 A==N0 IR
~oatile {3+‘]29' 3‘\}2_91 rafzes: 3+ 929 3-29
10 10 I : T 10
Verificaco:  raiz 3+ Y2 HE: VB (34 VI
- = 5 -
1c 10 +3| =35 ] +1=0

—5[9+6V'2_9+29] 34+ V29 =
100 +3[T‘]+'“0

~45 - 30 V29 - 145 29
4 9+3~J29+1=0

100 10
190730475 1,907 3045 + 1o’
100 b
0 =0 (V)
23 g2 ioy—1 =0
a=1 e — s
.f,bfz y= 2% Va4xXIX"1 _2+Va+4 _2+V8 2322 i
Wedrd 2 X 1 3 ST Iy, TRy
= y=1+VZouy=1-7V2
Logo: V = (14 V2, 1-1v7) raizes: 1+ V2 e 1-V2

Verifique vocé mesmo.
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S S s e Sr

3. | u? +2V?u-—l =0_.

_ 2V5 + V4 X5+4

a= 1 T il -
o b 2 mom PN (22;)14.><1x1_ i
Noe="1
= ‘2\(5; V24 _ -2\!5:2#6:—\;& V6 & u =-V5 +V6 ou u=-5-6

Logo: V= [-V5 + V6, -V5-v6) rafzess ~V5 + Vo e ~V5- V6
Verifique vocé mesmo.

4.8) 3x2-27 =0  (equagio do segundo grau incompletal)

a= 3
@— b= 0 (tome nota!)
N oc="27

Se quiser aplicar a férmula na equagdo: 3x? + 0x-27 = 0, vem:
0+ VO-4Xx3x-27 0+ VO+324 0+ V324 _
2 X3 = 6 “F 6 ag

- L Y3 "324,:.31:_18= +3 &= x =3oux = 3
6 6
V = (3, 3] raizes: 3 e 3
= (), deixar de usar a fér-mu!a, pois as técnicas
{zes de equagdes do segundo grau incompletas

Logo:
Nora: Vocé pode, nesse caso (b
que j4& conhece permitem determinar as ra
mais rdpidamente, porque:
27
3x2—27=0¢=>3x2=2742=x2=—3—=9
oux? =9 ¢ x=1+ V9= +3(*) ¢ x=30ux="3

Logo: V = [3, 3] rafzes: 3 e 3

A verificagdo € imediata.

3x2 + 27 = 0| (observe
= 27 = x% =

OBSERVACAO: Se a equagdo proposta fbsse:

que sb diferem pelo siﬂf), entdo: 3x2 + 27 = 0 & 3x2

=9 ¢ x = +V9.
Como: V9 ¢ R, o Conjunto-Verdade é vazio, isto é, V = Jea equagdo 3x2 +
4 27 = 0 ndo admite solucdo.em R. '

(%) J4 foi visto na 3.s série ginasial que: = Y9 = + 3, eque V9 = 3.

29



52

6.2)

422 + 3z = 0 (equagdo do segundo grau incompletal)

A a=4
@—b=3
N =0 (tome notal)
Também agora, se vocé quiser aplicar a férmula, vem:

B3£V9+4X4X0 _ 3:VOF0 -3+,
. =

T =

2 X 4 8
343 =343 o0 “3-3 6 -3
8 ¢=?Z--_-—8 ="8*=00u2=——-=§'=?
Logo: V= {0. %—3} raizes: 0 e;—3

Verifique.

Nora: Quando ¢=0, pode-se dispensar o uso da férmula, pois:
422 4 3z = 0 = z(4z + 3) = 0 (pela propriedade distributiva)
Como: z(4z+3)=0¢=az=00u4z+3=0
isto é, a Gltima sentenca compde-se de equacdes do primeiro grau, e temos: a raiz

da primeira equagdo (z=0) € 0, e a da segunda: 4z + 3 =0,é:

4z+3=04:~=‘>42==-‘3=av::=x-—42,ismé,:‘—E

Logo: = 3 : =3
{0. 4} rafzes: 0 e 2

5% = 0 (equacdo do segundo grau incompletal)

. a=5
®— b=0 (tome 'notal)
™ c=0 (tome notal)

O “bom senso” manda agora ndo aplicar a férmula:

gensﬂfj) = 0, entdo x2 = 0 (pois o primeiro fator, 5, é diferente de 0 e o produto
u .

Logo: x2=0m:c.x=0¢_=b'x=00ux=0
Portanto: V = [0] o 0 & raiz de multiplicidade dois,

Verifique.
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EXERCICIOS DE FIXACAO — Gruro 9

Resolva as seguintes equagdes do segundo grau (na varidvel x,ouy,ouz out) em R:

1% 3x2 = 10x 4+ 3 = 0 132 2y2 - 4V2.y + 2=0

29 y2 -7y + 12 = 0 14.%) 5x2 - 45 = 0

30 422 - 12z +9 = 0 152) 5x2 4+ 45 = 0
0

4% 12 4+ 8t + 15 s 16.%) 8y = 0

55 2x2 +x + 5 =0 17.8) 3t2 - 12t = 0
6 ~x2 4 10x + 25 = 0 18 3t2 4 12t = 0
75) y2 - 10y - 25 = 0 195 z2 -1 = 0

2
81 1,2x2 4 0,1x - 0,6 = 0 20.%) -é-xz -5x =0

21.%) 4x2 4 20 = 0
228 5z2 - 20 = 0O
23.%) 10x2 - 1.000 = 0
24 ~10x* - 1.000 = 0

9 “3x2 4+ 2x -6 = 0
102) 2t2 — 4t + 2 = 0
112 x2 ~2x -1 = 0
128) =5y + 3y + 1 =0

5 LEMBRETE AMIGO

Embora vocé possa sempre aplicar a férmula:

—b + Vb2 - 4ac
2a
na resolugdo da equagdo do segundo grau: ax® + bx e =g
(a  0) pode, também (principalmente tendo pressa. . .)'. dispensar
0 seu uso, no caso de a equagdo do segundo grau ser incompleta.

EXERCICIOS DE APLICACAO — Grupo 10
Neste Grupo serdo resolvidas algumas equagdes do segundo grau que ndo
se apresentam diretamente na forma: ax? + bx + ¢ = 0 (a0). Também algumas

equagdes literais do segundo grau, bem como equagdes “‘fracionarias’’ cuja reso-
lugdo depende de equagdes do segundo grau, serdo estudadas.

Todas as equagdes propostas serdo resolvidas em R.

1) x2 + 12x = 160
Procurando escrever a equagio sob a forma ax® + bx + ¢ = 0, temos:

x2 + 12x — 160 = 0, cuja resolugio, aplicando a férmuia, é imediata.

Vocé encontrara: V = [20,8 rafzes: 20e 8
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28 | V2.x2= : B
X 2x ‘ 58 x2~(¢l+b)x-{-ab-0 i

Bl
Procedendo da mesma forma, obtém-se: | Aplicando diretamente a formula, vem:

(a-+b) Va? +2ab+ b dab _

\I?_;\;2 e P e XTI P
* = 0, que & uma equagio do segundo grau incompleta. Portanto: sl (at? :i"lg‘i__b)—'i@ e 2
— X = 0 ] } e P e
x(\'2.x~2)=00u.< B B . ] _(a+b Vaz-2ab+b% _ (@a+b) V(a-by* _
V3 ,5-2m0 =5 V3w b gutm i BY2_ 7 R 5 E
2 242 % a+b+a-b _ 2a
LOgO: " 2, - __.,._—-——2 = -; = d
= [0, V2] raizes: 0 e V2 _@+btla-b _ o~ )
2 \a+b-a+b___2_!f_b
2 T

39| 2x+1)2 = 4 T Logo, va, b, o Conjunto-Verdade €:

V = l[a, b raizes: ae b

Desenvolvendo o quadrado:

A & 4 i 6.2 ’ig 2 ’.‘__—_Z =.3 Excluidos de R os valores 3 e "2 (que anulam o deno-
X+ 1=4¢c>4x> +4x+1 + 4 = 0 ¢ 4x* + 4x +5 =0 =30 xh2 minador, isto &, x ¥ 3 e x ¥ "2
Comy 3 3
= —g4nf§, Efuaqao do segundo grau 0o A = 16 - 4 X 4 X 5 = 16 - 80 = Eliminando os denominadores (m.m.c. (x - 3) (x + 2)), vem:
< 0, a equagdio ndo tem solugdo em R, isto é&: V = .
NJ (x+2)(x+5)—(x—3) (x—?)m‘i(x-fl)t:c+2)
mesma ggg % [1{1“1“ lObf_:eTVaqéo mais cujdadosa da equagdio proposta mostraria que 2 ou x2 4+ Tx + 10 - x2 + 10x— 21 = 3x?-3x-18
memt;m e ; solugio em R, pois ndo existe algum valor de x que faca o primeiro
, que é um quadrado, ser igual a um nimero negativo (=4). otl e T = 0
e, multiplicando por -1:3x2 -20x - 7 =0
: 1\ . 1
(= s i Aplicando a formula, vem: V = {7, & raizes: T e -
x | 3x-x2 3 3
4. P e 2l €
2 3 3 . .
| S 78) (x- k)® = k? (x varidvel, RER)
“Eliminando’’ os denominadores (m.m.c. (2, 3) = 6), vem:
B = 1) = 260 ' Desenvolvendo o quadrado, vem:
= 1) = 23x - x%) = 6x + 2 &> 3x -3 - 6x + 2 = 6 2
ey e - 2kx + k2 = k? &= x? ~2kx + k¥ -k* =0
“Reduzindo” os térmos semelhantes: ou x*-2kx+0=0
s A X = 0
2k ~6x —6x + Ix -3 -2 =10 ‘ ou x(x -2k =007
ou 2x2 -9x -5 =0 Nyo2k =06 x =2k
= Logo, Yk, temos:
Aplicando a férmula: = _l\ : 1 e
2o SRS L SR V = [0, 2kl raizes: Oe 2k
33
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EXERCicIOs DE FIXACAO — Grupo 11
Resolva as Sseguintes equagdes em R:
ISy S b Y
4x 21 x4 24x = |5 + 10x
3% 0,2 + 0,8y = y2

4.%) x* + 140 = 20 - 26x
6.%) t(t-15)-100 = 0
8.5 (x +20) (x-20) =0

10%) (2x +2)2 = -16

52 x(x~1)- 60 = 60 + x
7 (% 45) (x +2) = 40
9.4) f)'+l)2=-.3+y
118 @2x +1)2 =

13.%) (%-4)? =0

Tz
1908) Sl 2
) 33 = 4~

8
12.2) 106 = 0,6x — x2

p 3 Tx
145) x2 4 3 _ Tx
kT Lk
16.5) 3y'~'+%=~4},

170 6 T s s
u 4 5y +5—0 18.“)x+1=“3x2

195 (x-8)2 4 (x~1)2 = ( : =t -
= (x + 1)2 ggey ol M-k 2
) 3 3 x+3
219 3%-1 9x43 24 (x-1)2 9
7 T e BN g e
1
BYy+——=5 A L .
~ y % 3) 248 = L 3
y-3 Vg tegs7 Gr3
10 8
25.‘)x(—+x) Lz e
E 268 = ~ i
3 3 ‘a1 tgpant el
15 72-6x —_
ATy A S0X ©
19 2-5 o2 (0 28.-)";"1+1= = @m0, x#1)
e
295 By + 1)2 + 17 = 6y + 1 2 : ¥
3 Y e —_— l
0)x2._l+x+l e B o
2y-1 y+1
) Bl | AT e =
L = s Ly e ) 33.=)3:2=%(r+—;-)+212
1 1 1
339 (x+—-)(x———) =N 3 ¢ 3 ;
4_n = =2 - 11
x+l35 3 9 ).1:2—1 x + 1 2 x+1 ix;f-l)
35.9) = 2 (x#0, x%2) 36.%) 2;_:_11~:111"=y‘_; (y # 1,
=
y#—z’y;éz)
LS e A S
womt T =1 & ;:é—;i 38 (x - a)? = a? (x varidvel, a € R)

(mmec.: 3 X4 X (x2 - 9))"
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39.%) kx? = m (x varidvel, mER, kER
e k=0)

41 x2 - 4ax + 3a? = 0O (x varidvel)
43.%) x? 4 (a4 b)x +ab=0 (x varifvel)
452) 12 — 2abt — g2b2 = 0 (t varidvel)

. x2 — g2 i
47 ~p = * — b (x varidvel, b>0)

490) z2_ (4 E) b "
)2 (b+a z +1 0 (z va
ridvel, a # 0, b # 0)

40.%) mx* 4+ mx = 0 (x varidvel, mE R
e m=0)

422) y* - 8Bay + 15a% = 0 (y varidvel)

44.2) x2? - 2ax + a® - b2 = 0 (x varidvel)

46.") 4y* -2(a + b)y + ab = 0 (y variével)
a+b ab

48.%) y2 + = y-{—?n—z = 0 (y va-
riavel, m = 0)

x 2a Ba* 4
50.2) ed Ea e (x varia-

vel, x » a, x # —q)

EXERC{CIOS EXPLORATORIOS — Gruro 12

Serd que conhecendo sdmente os sinais de a e de ¢ na eqdagio ax? + bx 4 ¢ =
= 0 (a = 0), vocé poderia “‘adiantar’” que tal equagdo admite raizes reais? Preste

atencdo em alguns exemplos:

A equacio:

2 -0x -5 =0,tema=2e c= "5 isto é a e c tém sinais

3 -1
diferentes. Resolvendo-a, vocé encontraré: V = {5, —5} 4

A equagdo: ~12x2 +6 =0, tem a

~12 e ¢ = 6, isto &, a e c tém sinais dife-

2.5

rentes e, resolvendo-a, vocé encontrard: V = { T

O mesmo ocorre com a equacdo: x*-2x—-1 = 0, onde a e ¢ tém sinais diferentes

e V=1{l+ V2, 1- 7

Seré que tdda vez que a e c tiverem sinais diferentes a equagdo admitira raizes reais?

Escolha ou invente qualquer equagio do segundo grau que tenha a e ¢ com sinais

diferentes e responda & pergunta.

Nora:

Depois que vocé defender o seu resultado, dé uma “olhada” no discriminante:
A = b? - 4gc, de uma equagdo do segundo grau que possua a e ¢ com sinais

contrdrios. Esse discriminante é sempre positivo, pois:

b2 & positivo (porque é um quadrado)

~4ac também é positivo (porque, se a e ¢ tém sinais diferentes, o produto ac é
negativo e, multiplicando-o por —4, torna-se positivo)

Logo: A > 0 e, como vocé ja sabe,

sempre admite raizes reais!

quando o discriminante é positivo, a equagdo

Diga, agora, sem resolver, quais das seguintes equagdes vocé tem certeza de que

possuem raizes reais:
18) x2 - 10x - 25 = 0
23) 3x2 -x 4+ 8 =0
38 8x2 +5x +6 =0
42 x2 -5x + 6 =0
58 5x2 —x -1 =10

6% x2 4-2 =0
) x2 +2 =0
88)x3 -2 = 0

98 ~x2 -4 =0

10.2) ~4x2 + 64 0



4. Discussa S raizes
$ao das raizes de umaq equagao

do segundo grau em R

. Recordemos que a ‘*‘alma”
ax- _-_- - -
+bx +c =0 (q = 0), é o discriminante:

' pois o s indicara sténcia
p eu valor indicari a existencia ou ndo das raizes em R

Vocé j4 estud i
ou sdi gl .
que: » POT Intermédio de exercicios (aplicando a férmula),

L) Sea>0, entio \’E#OeoConjunto—Verdade- V= f"i?'_i' va "b_'_—_i-é}
' \ 22 ' 2a

indica como raizes os nimeros reais: b+ Va b Va ue, de
2a 2a 3=a

-
agora em diante p i e -

E » para simplificar a di i S -
tivamente, por: P a discussdo, serdo indicados, respec

-b - \.'—A

Sabe també . ’ ’"

x'a ’difere em& q;e' X #x, pelo fato de x’ representar a soma €

i "1¢a de duas quantidades ndo-nulas. Portanto, as raizes x’ €
Tepresentam nimeros reais desiguais.

Verifique tudo isso com o exemplo: x? - 5x 4+ 6 = 0.

2.0 — — ‘r" . i
) Se 4 =0, entdo Va =0, ¢ o Conjunto-Verdade: V = {—-b\
2af
Ne ’ __ s i . - . .
Sse caso x' = x' = 3 ISto €, as raizes sdo mimeros reais iguats,

e diz-se que a raiz é de multiplicidade dois.
Tire a prova com o exemplo: -2x2 4 8x- 8 = (
3.9) Se A < 0, entsio ﬁigfn eV=g
Nesse caso ndo existem raizes reais e a efuagio diz-se impossivel em R.

Confirme ésse resultado com o exemplo: 3x2 -2x 4+ 5 = 0

36

de uma equagio do segundo grau:

= {_ RESUMO

.l) A>0= 3Jx, x" €R |x' = x" esdo
A raizes da equagdo
ax? 4+ bx +c=0|0—2) A =0 3x",x"”" €R |x’ = x"" e sdo
N raizes da equagdo
(a = 0) J) A< 0= fraizes reais da equacgdo

EXERCICIOS DE APLICAGCAO — Gruro 13

1. Por intermédio do discriminante discuta a existéncia das raizes das seguintes equagdes
do segundo grau em R:

|
L") 3x2-11x-4=0 |

Temos: A = (C11)2 -4 X 3 X(74) = 121 + 48 = 169 =2 a4 >0

Logo, se A > 0 ¢ existem duas raizes reais desiguais

Verifique como exercicio.
Norta: Observando que a e c tém sinais diferentes, segue-se imeditamente que A > 0.

2.4) 4x2 -4x +1 =0

Temos: A = (4)2 -4 X 4 X1 =16-16=0=>A=0

Logo, se A = 0 ¢ existem duas raizes reais iguais (escreve-se somente uma
delas, que é de multiplicidade dois).

Verifique como exercicio.

J.=) 522 +x4+3=0

]

Temos: A = 12 -4 X 5 X3 =1-60 =-59 —> A< 0

Logo, se A < 0 ¢ ndo existem raizes reais

2. Diga para que valdres de m a equagio:

x* -6x + m = 0

1.°) admite raizes reais desiguais
2.°) admite rafizes reais iguais
3.°) ndo admite raizes reais

Tudo vai depender do discriminante da equagdo. Como:

A =0Db%-4a oa A = 36 -4m

37



e atendendo ds questdes propostas, quando:
1°) 36 — 4m > 0 ¢ raizes reais desiguais
ou 4m > -36
ou m< 9
2°) 36 - 4m = 0 < raizes reais iguais
ou 4m = 36
ou m = 9
3°) 36 - 4m < 0 & ndo hd raizes reais

ou “4m < 36

ou m > 9
Logo:

1.2) Se m < 9, a equagio x? - 6x + m = 0 admite duas rafzes reais desig“ﬂ_‘ls;

“tire” a prova fazendo, por e = 8, isto & acao:
R e por exemplo, m = 8, isto &, resolvendo a equagd

2°) Sem =9, a equagiio x2? - 6x + m = 0, ou seja, x? -6x + 9 =0 admitiré
duas raizes reais iguais. Confirme,

3°) Sem > 9, a equagdo x? - 6x + m = 0 ndo admitird raizes reais; verifigué
resolvendo a equaciio: x2 - 6x + 10 = 0, por exemplo.

. Qual deve ser o valor (o‘u valdres) de k, a fi i is iguai da
= , a fim de que sejam reais iguais as rafzes
equacio: %2 + (k-1)x + k-1 = Qem R? g

Ora, as raizes serdo reais iguais se A = 0, isto é:

(k-1)2 - 4(k-1) = 0
k? -2k + 1 -4k + 4 =0
k2 -6k + 5 =0

As rafzes dessa equacgdo sdo: 1 e 5.

. Portanto, se k =1 ou k =5, a equagdo: x2 +(k-1)x+k-1=0, st
_ raizes reais iguais.

Verificacdo: se k = 1, a equagiio serd: x2 4 0x 4 0 = 0, ou seja, x* = 0
cujas raizes sdo iguais a 0.

se k =5, a equacdo serf: x2? + 4x -+ 4 = 0, cujas rafzes $3°
iguais a ~2.

EXERCICIOS DE FIXAGAO — Gruro 14

. Por intermédio do discriminante, discuta a existéncia das raizes das seguintes equagtes
do segundo grau em R:

12) 322 - 10x + 3 =0
2 x2 —x + 5 =0 7312 -2t 4+1 =0
32) 4y2 -y 4+ 1 =0 8% 3x2 = -1

4% 22 4+ 4z + 4 =0 932) 5k2 — 65k + 9 =0
58) 6x2 —46x + 4 = 0 10%) 2x2 — 4x + 2 = 0

6.2) 522 — 6z = 0

38

2. Diga para que valdres de m a equagdo: x* — 4x + m = 0 mER)

1.°) admite raizes reais desiguais
2.°) admite raizes reais iguais
3.9) ndo admite raizes reais
3. Mesmo problema com relagio a equagdo: x* — 8x -1 = 0.

4. Determine o valor (ou valbres) de n para que as rajzes da equagio:
(:1—1)x2+2(1—n)x+3n-=0 n € R)

sejam reais iguais.

5. Determine o valor (ou valores) de k, a fim de que a equagdo:
x2 4+ 2kx + Tk2 =0 (kR € R)

admita raizes reais desiguais.

6. Determine o valor (ou valbres) de m, a fim de que a equacdo:
(4m - 1) x2 + 12mx +9m -8 =0 (m €& R)

ndo admita raizes reais.

Relacdes entre os coeficientes e as raizes

- ™ - S ey il
). roprieaaqaes

Vocé j4 sabe que na equagdo do segundo grau:
x2—-5x + 6 =0, onde a = 1
as raizes 2 e 3 sdo tais que:
a soma (2 + 3 = 5) é o oposto do coeficiente de x (b = —5)
o produto (2 X 3 = 6) & o térmo constante da equacgdo (c = 6)
Agora vocé ird demonstrar que no caso geral da equagdo:
ax?2 +bx +c =0 (a #0)

quando A > 0, valem as seguintes relacdes entre as raizes x’ e x'’ e 0s

nimeros 4, b e c:

1. a soma das raizes é igual a =
Py c
2. o produto das raizes é igual a %
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Em si mbolos, temos:

A demonstr :
dgdo é ficil : .
respectivamente, por: de ser obtida, pois sendo as raizes expressas,

basta adicio
nd- imei
las para que o primeiro resultado seja obtido:

x4 xt = b;;V'A “b-' VA ‘b+\yz+ b - \Vﬁ b
%ﬁ a

Mu!t:plicando—as, obtemos o segundo resulta T

x' X x = 0+ V4 x b-Vva va _ b+ Va)(-b-Va) _ Chp-(Vay: _ b*-4
2(1 2a 4a2 402 = —‘i-(;a—

€ substituindo A pelo seu valor: b2 - 4qc:

e =
# Xy Lo -da) B84 gac _dac_ o
4d 4a? T % = q 9%

Exemplo prdtico:
Quanto vale a somq e O produto das raizes da equagdo:
6x? 4+ 7x-3 =

Como: A=49 4 2=121 = A>0e a=6, b=7 e c=-3, temos:

’ W=,
L A=
X'+ x" = F R (soma das raizes)
R e o 6 o =
x' Xx!'= e 2 (produto das raizes)
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TESTE DE ATENCAO — Gruro 15

Determine a soma e o produto das rafzes das seguintes equagdes:

1.%) 2x2 - 9x - 5 = 0 52) y2 + By = 0

2% "3y 4+ 10y-3 =0 65 x2 - 16 = 0

3% x2 4 x + 5 = 0 (cuidado!) 7.) x2 + 16 = 0 (cuidado!)

42 12 4 10t -25 = 0 82 px2 + gx +r =0 (p # 0)

EXERCICIOS DE APLICACAO — Gruro 16

Na equagdo x2 — mx + 36 = 0, determine m de modo que uma de suas raizes
seja igual a 9.

Aplicando as propriedades das rafzes e supondo A 2 0, devemos ter:
X' = 0 (dado do problema)

[ -b m

x' 4+ x' = m (porque Pt S - m)

36
x' X x" = 36 (porque % ik

Como x' = 9 e, sendo x' X x'" = 36, segue-se que:

3
9><x"=361=ox"=36-4

Logo: m = x' + x"" =9 4+ 4 = 13

Verificacio: Se m = 13, temos a equagdo: x2 — 13x + 36 = 0, cujas raizes sdo
9 e 4, que satisfazem ao problema.

Determine p na equagio: x? — 8x + p = 0, de modo que uma das raizes seja o
triplo da outra.

Com a condigdo imposta pelo problema e mais as propriedades das rafzes, devemos
ter as seguintes equacgdes:

x' = 3x'
x' + x!" = 8
x' X xu e p

Substituindo x’ por 3x’' na segunda equagdo, temos:

Ix"” 4+ x” = 8 & 4x" = 8 > x" = 2 e, portanto:
xX =3 = =3X2=6

Logo: p = x' X 5" =6 X2 =12

Verifique vocé mesmo que p = 12.
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32) Determine o valor de m na equacio:

Jxﬂ_(lm-i-%)x-{-l..o

de modo que a soma de suas raizes seja igual a 3

1
Comoa=3eb= "(2m + -g-) vem, pela propriedade das raizes:

x! + Sl o o) (
a = 3 (dado do problema)
2m + -15- b
Resolvendo a equacdo: e % = 2m + % —1e&em=7 P
10 5

2
Logo: m = i Verifique.

4°) Calcule m de modo —que a equagdo: x2 — 15x + (8m + 2) = 0, tenha 2 diferens®
das raizes igual a 5. ?

Agora, podem ser escritas as seguintes equagdes:

x + x' =15 (1
x X x' = 8m 4 2 (2)
R T (3)
x' 4+ x" =15
De (1) e (3), vem: {x’+ ., 2 que d4: x' = 10 e x” =5
B

Como: x' X x'' = 8m -+ 2, segue-se que: 8m + 2 = 10 X 5

ou 8m+2=50¢=¢8m=484ﬁ»m=’6
Portanto: m = 6. Verifique.

EXERCICIOS DE FIXACAO — Grupo 17

1. Na equagdo: x? — nx + 36 = 0, determine n de modo que:

10) x' = 4 (é o mesmo que dizer: uma das rafzes & igual a 4)
PG R G RS as rafzes sdo iguais)
Bi0) el o= AL (T AR L as raizes sdo opostas)
A0y 51 AB e uma das raizes & 4V 3)

-

A9

a (] modo que:
5. Determing m na equagdos k3 =8 aiiet =R0:g

4
1) uma das raizes seja igual a 7
29) uma das raizes seja nuld

: )
- ’ — —
3.0) as raizes sejam inversdas entre si (x o

2 i ne 4 (x)2 = 40]
4.°) a soma dos quadrados das raizes seja igual a 40 (=)* +

: = 0, a fim de que:
. Determine k na equagdo: 2 - (k + 4%+ 4k + 1)

1.%) as raizes sejam reais iguais
25) as rafzes sejam reais € Opostas
35) uma das raizes seja nula

4. Calcule n de modo que as raizes da equagao: oy
e (13 i et T

sejam reais igudis.

5. Calcule m de modo que @ equagdo: LR
o R

tenha a diferenca das raizes igual a 4-

i s raizes
Conseqiiéncias das proprledade; dzrau
de uma equacao do segundo

: rau
6. Forma (S; P) de umd equagdo do segundo &

S 1w gob a forma:
de raizes ¥ € x'y 8

x”—Sx—f-Pst(forma SHE)

— S (Soma das raizes)

x! + xl.r :
anlg { e p (Produto das raizes)

”~ ’ F
DJ

to:
De fato, se a = 1 = o8-} bx - C =.0 e, portan

! Hsj_-—:"b::s ) '

R ‘ e vale a equivaléncia:

x'Xx"=-£i—=c=P R
x”—l—bx-i—c-—-Oqﬁ’x'z—Sx—!— =
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7 Composicio de uma

eéquacao do segundo grau,
Conhecidas qs raizes

O problemg agora é tnyerso: conhecem-se as raizes de uma equagdo
0 segundo gray e quer-se saber qual ¢ €ssa equacio. '

se x’' e y’ Tepresentam as rajzes conhecidas, isso significa que
Procuram a undo grau, cujo Conjunto-Verdade é:

x'-'-Sx—i—P=0
=Sex’Xx”=P.

OBsenvacio IMPORTANTE :

onde: x’ o

=B g P oL Oéumadaseq
as equagdes que |he sdo equivalent,

kixtw Sx 4 P)

uagdes que possui 0 ¥ — [x’, x"}, pois todas
es, da forma:

0 (kR € R), tém 0 mesmo Conjunto-Verdade: UV — =, =1
Exemplos:

L.°) Escrever Uma equagio do segundo 8rau que possua 2 e 5 como rajzes.
A equacio Procurada tem a forma:-

x* - Sx 4+ p = 0, onde V = {2, 5]
T f2+5 = 7.5 (cuidado que na equacio deve figurar -S)
255 = dp - P (aqui ¢ o mesmo sinal. . )

Substituindo os valdres encontrados Para S e P na equagio (S, P), temos:

€quacdo que responde 3 questdo proposta.

49-40 7-3 _
Verificacao: x=1ﬂ¥‘£=—[—i¥=%—3m:=7§3=5oux=7—z

Nora: x? - Tx 4 10 =0tem V = {2::5]

mas também: 2(x2 - 7x 4 10) = o :
ou 2x? — 14x 4 29 =0 tem V = (2, 5}
€ também: 3(x2 _ 7 + 10) = ¢

ou 3x? - 21x 4 39

0tem vV = (2, 5}
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1
2.°) Compor uma equacdo do segundo grau cujas raizes sio: -3 e g

T
Temos: x'-‘—Sx+P=0€V=13’T
= 1 _ 241 -1 (- . .lembre-se do sinal que deve ser
[ RS 4 trocado!)
Como: l 13
P = -3 X T . 4
11 3 imi denominadores:
Logo: x2 4 e 0 ou, eliminando os

i 4x2 + 11x -3 = 0 que ¢é a equagdo procurada.

Verifique vocé mesmo que as raizes dessa equagdo sdo: 3 e 4
. . Z0: e u-u,
3.°) Formar uma equacdo do segundo grau cujas raizes sdo: u + v e u
Temos: x2-Sx + P=0¢e V= [u+vu-y
JS = @+ +@-v) = 2u

= \P = (utv). (u-v) = uz-p? !

292 = (
Logo, a equagdo procurada é: x2 - 2u 4+ u-y ‘
Verifique.

j do: V2el-V2.
4.°) Compor uma equagdo do segundo grau cujas raizes sao_. 1+ s
Temos: x2 ~Sx + P =10 e V=[l+\ri.l-\
=14V 4+1-V2) = 14V24+1-V2 =2

2 22 =1-2 = "1
e {P=(1+V_2).(l—112)= 12-(V2)2 = 1-2

I
% P ] 2= 0
Logo, a equagio procurada & | x? - 2x

Verifique.

8. Determinacdo de dois mimeros dos quais
Se conhecem a soma e o produto duto (P) déles,
Ora, conhecida a soma (S) de Eiois e er:-::asnt‘:a ?rsp:g:‘zl;s da equagdo
é féCl! C'OnCluir que ésses niimeros sao precisa B )
xemplo:

. at-Sx+P=0]
do segundo grau que se pode formar: | x? - Sx |

: é 84.
s 3 e cujo produto
) . . cuja soma é 19 :
uails 0s numeros = es da
(13) eterm:gar qlg e P = 84, os nimeros procurados sdo as raiz
0Omo: = 3

€quacdo: x2-19x +84 =0
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e — —_——— £ ——— T e ¥

. Resolvendo-a, encontramos as raizes 12 e 7, que representam O0S . " ; e P
numeros procurados. | ey bavA VA . b-

Verificacdo: Soma: 12 47 = 19(S); Produto: 12 X 7 = 84 (P)- B STET 2 “da  ~Aa

LEMBRETE AMIGO —
Vocé ja sabe resolver (e bem!) os dois problemas:
Problema (direto): dada uma equagdo do segundo grau, deter- 3. Parte -Equacoes biquadradas;
minar as suas raizes. equacoes irracionals
Problema (inverso): dadas as raizes, determinar uma equacdo do - Sistemas simples do
segundo grau que possua tais raizes. segundo grau
— it T . Problemas do segundo grau

EXERCICIOS DE FIXAGCAO — Gruro 18

1. Determine a equagio do segundo grau (vamos supor @ = 1) que possua como raizes:

A Equacoes biquadradas
12 V=1, 3 119 V= B4 2,3-V3
20) V= (7,3 129) V= (V3 41, V3-1} ‘ L. Definicao :
A R {l +2~, = 1—: 21} Equagio biquadrada na variavel x é tdda sentenca aberta da‘forma:
° o k . 0
A V= -8, 7] 14°) V= {a, b} gt 4 b2+ =0 vabeoE Reas
28] Wi= 10,-2) 150) V= {_a, il Exemplo: xt - 5x2+4=0
: T 2 3 : i4 i somente
62) V= {3, 3\ 16°2) V= [a+b, a-b} i Observe que numa equagao thuadmda a c;namavegi 0x:fllglélra[lj c:ftantclo:
o] , com expoentes pares: x*, x*, x" (1o s¢ esqlfeg? é ique uacdo biquadrada
N T e 1 1 \ faz=b#0 ¢ = ¢cxY) e, como o maior expoente da variavel € 4, a eq q
P G2VER 2 ) ek e {a + b a—bf( ¥ é uma particular equagdo do quarto grau. Aihiten Bt guatta
b b Nestas condicdes, as equagoes biquadradas admite
82) V= [3;0,5) 18°) V= {" £ 7 c= 5f (idem) raizes reais.
iy 2 1 a — a -+
92) Wrm 2 d, 5 19°) V= {a2-b2, a? + b?] e
10 / 1 - 3 i 2. Resolugao
2) V= {70,002; — 20°) V= {a+Vb, a-Vb} (b2 o :
\ 5/ A resolugio da equagdo biquadrada.
2. Determine os niimeros que tenham, respectivamente, por soma e por produto: ] ax* + bx2 + ¢ = 0 (a=0)
i ¢ fei or intermédio
12) 18 e 45 6.2) 19 e 92 ou seja, a determinacdo de seu C;ODJUHtO‘Verdadf’ & feslgfnp%es
27 g de equagdes que lhe sejam equivalentes e de solugoes I g S
20°) 14 e 49 7°) 2e & Todo o seu conhecimento de equagdes do segundo grau sera aplica
3°) 4 e ~12 82) (a+b) e ab agora, a partir da primeira equivaléncia:
40) “10 e 16 90) 2a e a2 + b2 antitipye HY > a(x?)? + bx24+c =0
5=')Er?_ﬂL 10.2) 2a e a2 - b2
TR ' 47



Como: a(x2)? + bx? + ¢ = @
2 _ Tb+Va

. 9a ou

‘:x=+\/—b+\m 0ux=~\/—b+\/§ o, .

=

€, portanto, o Conjunto-Verdade da equagdo: ax* 4 bx? +c =0 é&:

w L H BTV ~\/-b+ﬁ + Fo-va - [b-Va
V{\/zﬂ'_fla_’\/m’ Za}

€ as suas raizes sdo 0s niimeros redais:

\/—bw“ . ~z,+r + [b-Va - [b-Va
2a

2a

b+ VA S 0

se A>20
5 2a =

Exemplos prdticos: Resolver as seguintes equacdes biquadradas em R:

1A= 52 44 = 0

Temos:
-5x7 4+ 4 =0 (x)*-5x2+ 4 =0

2a

(x2)2—5x2+4=04=bx2=5_"2%11_6 oux,=5_\1225—16
c__:')x2=5+.d9 Ouxzzij_? l(___---:_—)
2 2
2 3
¢=)x2=4 Oux2=l P

= x=V4oux=-V4
—x=2 oux=-2

Logo: V' =2, 72, 1, ~1}

e as raizes sd0 Os numeros reais: 2, -2, 1 e
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oux=Vioux=-V1

oux=1 oux=-I

=1

Temos:
P , 1+ V1+24 1 - V1424
6{x2)2-x2 ~l=0c=-—-‘>x“=v-—T ou x? = _12-_ —
, 1+V25 , 1-V25
c—:ox3=—12— e a= = S =
2 A g 1=
> x? = T ou x 3 =
=ETETY e
ISP LD P AL
= x = -2—0ux= rz—oux— 3 = 3

<=>x=—2—‘ oux =

Logo: V = ﬁ, o V2 , isto é o Conjunto-Verdade & constituido
R 2
somente de dois elementos, e

nGmeros reais.

m virtude de os outros dois ndo serem

0! o gl i o a ortanto, 0S nutmeros
As raizes da equagdo: 6x*-x*-1=0, sdo, p ,

Vi V2

reais; — e ——
2 2

39 24324 1=0

Temos: . s,
-3+v9-8 = -3-V9-8
2(x)2 4 352 + 1=0 > x? = N p
== L
z_:3_t.\l_1 oux? = 3
& X° = 4 4
< o Ve )
= x? = 3:' ! ou x* = 3 =
49



- =]
¢=>x-=? oux? = -] =
-1 - 9 = e
= x = 5 oux = ?oux=\’—loux=—\f”l
\ \

r Sem Sin Syn

Portanto: V = g

e a equagdo: 2x*+ 3x2+4 1 =0, ndo admite solucdo em [R, pois
nao existem raizes reais.

4.) 3xt—x2 L 5 _ o

L AT o, I
Temos: 3(x)*-x24+5=0¢=x? = H \61 2] ou x2=l \6“ 604‘-—-?

PAIND I . L NS (VS . P

6 6
\ \
\Jé:R \“e}r\'
nem ¢ preciso continuar. . .

V = &, e a equagdo ndo admite solucdo em [R.

EXERCICIOS DE FIXACAO — Gruro 19

Resolva as seguintes equacdes biquadradas em R:
11.5) (x—1)(x+2)(x—4)(x+3)+10x;274
129 422 +91 = 22 o

15 x4 —5x2 4+ 4 = 0

28) x*—13x2 436 =0
x2
a ) 2 = ay 12 47
32) 4x4-37x2 +9 = 0 13,;25::2—]-5;5:? (x #0)
4.%) 2x% - 18x2 4+ 28 =0 14%) x4 481 =0
58 x4-16 =0 15.%) x% + 4abx? - (a2 - b2)* = 0
6.%) 5x%-x2 4 4 = 16.%) xt - (9a2 4 1)x2 +9a2 =0
7% ~x* 4 8x2 49 =9 17.8) 4(a2x4 4 1) = (16a2 + Dx?  (ax0)
88) x4 —x2 =0 18.%) a2b2xt - (a4 + pi)x2 4 42p2 = 0
(a=0Absz0)
9.2) (4x2~1) (22 4 1)= 26 192) x1-2(a + b)x2 + (a+b)2 =0
2 142 2_3y2 = i a a <4 2 v
10.%) (x? -1)2 4 (x2 - 3) 20 20 m+2‘;2—+§=1 (x=lex="1)
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Equacoes irracionais

3. Definicdo
Equagdo irracional é 16da sentenga aberta que possui radicais e
Cuja variavel figura no radicando. Exemplos:

Vx =6
V2x + 12 =x-6
Va2-2=vV1-x

4. Resolucio

A resolugdo de uma equagdo irracional é feita, geralmente, e!eua_ndorse
ambos os membros da equagdo a uma poténcia conveniente, a.flrn de
transforma-la numa equagdo sem radicais, de resolugdo conhecida.

A seguir, verificam-se quais os elementos do Conjunto—Verdage
desta Gltima equagdo. que pertencem ao Conjunto-Verdade da equacio

IIracional proposta.
Esta verificagdo é necessdria, pois, elevando-se ambos os membros

de uma equagdo ao quadrado, por exemplo, ndo obtemos necessariamente
Uma equagio equivalente a equagdo dada. De fato:

a4 equagdo: x = a (a = 0), tem por Conjunto-Verdade: V = [a}

Elevando-se ambos os membros ao quadrado:

@ equagdo: x? = a% tem o Conjunto-Verdade: V = {4, —al

Entio, as equagles: x = a e x? = a? ndo sdo equivalentes, por ndo

bossuirem o mesmo Conjunto-Verdade.

5. Tipos diversos

.Por intermédio de exemplos, serdo resolvidos alguns tipos mais
freqiientes de equacoes irracionais.

L) Iy =6

Elevando ao quadrado ambos os membros da equacdo (isto porque o
indice do radical é dois), temos:

(Vx)2 = (6)2 ou x = 36
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Foi assim obtida uma equacdo do primeiro grau na variavel x, cujo
Conjunto-Verdade é: V = [36].
Serd que 36 é ruiz da equagdo irracional proposta?

Basta verificar, substituindo na equagio proposta x por 36:
?

V36 = 6
6 6 (V)

Logo: 36 é raiz da equagéo irracional Vx = 6.

ix-2Vx =15
Isolando o radical do primeiro membro (a finalidade é deixar O
radical “sozinho™. . .) e transpondo para o segundo membro os outros
térmos: ol

2Vx =15-x

Elevando ao quadrado (ji sabe porque. . .):

(2Vx)? = (15 - x)*
ou

4x = 225 - 30x + x?
ou

“x2 4 30x + 4x-225 =0
~x2 4 34x -225 = 0 &> x%?-34x + 225 =0

que é uma equagio do segundo grau na varidvel x, cujo Conjunto-
Verdade é:

V = {25, 9] (é s6 aplicar a férmula. . .)

Sera que os dois valéres 25 e 9 do Conjunto-Verdade da equagdo:
x? — 34x + 225 = 0, sdo raizes da equagdo irracional proposta:

x-2Vx =157
Vamos testar:

Substituindo x por 25 Substituindo x por 9

s B e
25-2V25 = 15 9-2V9 =15
? 7
B5=335=15 9-2%3 =15
? ?
25—-10 =15 9-6 =15
15 = 15 (V) 3 = 15(F)

Logo: a solugdo da equagdo irracional proposta é sémente o nimero 25.
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3. x =34 VaZ-5x + 6

Isolando o radical, agora no segundo membro:
x-3=Vx2-5x+6

Elevando ao quadrado:
(x-3)? = (Va? - 5x + 6)*
ou x3-6x+9=x2-5¢+46
ou 6x +5x =6-9¢& x= 3=x=3

Obtemos uma equagdo do primeiro grau cujo Conjunto-Verdade é
V= (3]
Ficil é verificar que 3 também ¢é raiz da equacdo irracional proposta:

3=34+V9-15+6

323440
3=3 (V)

49 (NI F7ed4-Vi-=x

Neste caso existem radicais nos dois membros. Primeiramente, eleva-se
a0 quadrado ambos os membros:

(V2x + )2 = (4-V2-x)°
ou 2x+T=16-8V2-x+2-%
A seguir, isola-se o radical que restou num dos membros (caso ja
conhecido), reduzindo-se os térmos semelhantes:

3x-11 = 8V2-x

Elevando ao quadrado novamente:

9x2 — 66x + 121 = 64(2 — x)
ou 9x2—66x+l21=128—64x1=>9x2—2x—7=0

que é uma equacdo do segundo grau, cujo Conjunto-Verdade é:

N

7 : a1 sg B
Ambos os valbres: 1 e 9 sio raizes da equagdo irracional proposta.

Il

Verifique vocé mesmo.



5.0)

6.)

7.9

Va+Ve-1=V2x-3

Elevando ao quadrado ambos os membros:
x+ Vi-1=2x-3
Isolando o radical:
Va-1=2x-x-3
ou Vx-1=x-3 (caso conhecido)

Elevando ao quadrado novamente:
x-1=x*-6x+ 9 x2-7x + 10 = 0 onde V = {5, 2}

Dos valéres encontrados 5 e 2, o #inico que é raiz da equagdo irracional

proposta é o 5. Verifique!

_2\’/4x—1 = v 2x + 7

Elevando ambos os membros ao cubo (. . .agora o indice do radical é 3):

2V 4x - 1)3 = (V' 2x+7)3 ou 8(4x — 1) = 2x+7 q
. ou32x-8=2x+7 < 30x=15 & x=

N— p—

1
Obtemos, pois, uma equacdo do primeiro grau cujo V = {7

Verifique que % é raiz da equagdo proposta.

W e o

S

Elevando ambos os membros & quarta poténcia:

(N7 6) = @)t su 17— Y Tx=5= 16
ou V' Tx—6 = -1

Elevando, agora, ao cubo:

. ~(7x — 6) = ~1
ou Tx +6="1 Tx=TTx=Tx =1
Equacdo do primeiro grau, cujo V = {1}

O nGimero 1 é também raiz da equacdo irracional proposta. Verifique.
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)
2.8)
32
4

5.)

6.4)
7.
8.1
9.%)
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EXERCI{CIOS DE FIXACAO — Gruro 20

Resolva, em R, as seguintes equacdes irracionais:

11" V5x+6 =24 V5x-6

Va=5

Vx +2x =21 128) 3V +3=2Vx-12 +5Vx—-9
V2x = 4x-21 135 V5 +VI +5x=3

V25 %2 = 1-x 145 Vi—avaz-1==x-1

Vig-2x = Vx + 6 T 158 3\[1T% =VI-x (x=0)
16%) Va+a-Vaa-Vx+Il+Va-1=0
178 Vai-1=V8
188 Ve-vVax-1=1
198) 3a-x = V5a2 —x?
200 Vat+x+ Vo-x= Va+b

Vax? ;- 7x-2 = x + 2
2V 5% —1 = 3 3x—72

8xt-1=5VxZ  4x-3
Vix +1-V3x-2 =1
6V4x +13-7V5x-9 =0

Sistemas simples do segundo grau

6. Apresentacdo e resolugdo

A resolugdo de sistemas simples do segundo grau, que envolvem uma

equagdo do segundo grau e outra do primeiro grau, é feita geralmente

por

1.%)

intermédio do método da substituicdo.
Os exemplos a seguir esclarecerdo a resolugdo preconizada:
{ % -2 =5 '
3 —2x = 20
“Tirando” o valor de y na segunda equacgdo e substituindo na primeira:
Yy =204 2x =>x2-2(20 4 2x) = 5
ou x*~40-4x -5 =0¢=> x2-4x—-45 =0
cujo: V; = {9, —5]
Voltando 4 equagdo: y = 20 + 2x, e substituindo x uma vez por
9 e outra vez por —5, obtemos:
x=9=9=204+2X9 ou x=5=y=20+4+2X 5
y =20+ 18 y = 20-10
y = 38 ; y =10
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Logo: V = [(9, 38), (-5, 10)} e a solucdo do sistema é dada pelos
pares ordenados: (9, 38) e (-5, 10).

T
92 - 2%x38=5 81-76=5 (V)

Verificacdo: par (9, 38) { ?
38 - 2x9 =20 l38—18 20(V)
B ?
(5)2-2(10)=5 {25—20=5 (V)
u

par (=5, 10) { ? o
10-2(-5)=20 104-10=20 (V)

N Faae 9y = 1
2.9 { x v 11
x.y = 10

“Tirando’’ o valor de x da primeira equagio e substituindo na segunda:

3x-2y = 11 = l_l#

Hy +2y% = 30 < 252 + 11y~ 30 = 0, cujo: V, = {2- _‘;2}

Para &tes valores de Y a equagdo: x = M: fornece os va-

léres de x: [ 3
y=2==y = 11F2X2_11+4 -15 “+2xﬁ;5 11-15 4
3 T 3 oouy=—=oy= 5 e
Logo: { (5, %), ( 4 15 }

Solucdo do sistema: os pares ordenados (5, 2) e A, 329

—_ —

2
Verifique.
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3_‘,){x 3 =98

x2 + y2 = 34
“Tirando’’ o valor de x da primeira equagio e substituindo na segunda:
x=Guy = (8-y)*+y*=34

ou 64-16y+y2+y?=34 < 2y?-16y+30=0
ou y?-8y+15=0, cujo V,={5,3]

Logo: y =5=—x=8-5=3 ou y=3=x=8-3=5
Portanto: V = [(3, 5), (5, 3)} :
Solugdo do sistema: os pares ordenados (3, 5) e (5, 3)

EXERCICIOS DE FIXACAO — Grupo 21

Resolva, em R, os seguintes sistemas simples do segundo grau:

|u){x2_33’“_“_20 ' Ix2+y2—-29
y-4x =0 S P
2_n){33c+4y=39 i f 5x2 + 4y? = 41
xy = 30, : l2x +3y =11
3. {x_2y= so){x+y=a
xy = 10 xy=>5b
I'x+y=—§» {x2+y2=25
4.0) 90) ¢ x — y o
== (x#7y
3:!u:y=i x+y 7
2
x 4
585y 3 10.0){21"' =
xy =3 ¥y b

Problemas do segundo grau

7. Que é um"'problema do segundo grau?

Diz-se que um problema é do segundo grau quando a sua resolugdo

- depende de uma equagdo ou de um sistema do segundo grau.

A resolugdo de um problema do segundo grau — a exemplo do que
ja foi estudado com os problemas do primeiro grau — consta das
seguintes fases:

a7



a) construir a sentenca (ou sentencas) matemdtica(s) correspondentes ‘ Resolvendo a equagdo obtida, vem:
ao problema;

6x(x + 1) 6(x + 1) + 6x = 5x(x + 1)

~ o ; . ¥ ] o ) B9

b) resolugdo da equagio (ou Sistema) relativa 4 sentenca matemética g '

estabelecida; i 6x + 6 + 6x = 5x% + 5x

¢) interpretacdo das raizes obtidas. . e -3

) p & dail 5x2-Tx -6 = 0’ cujo V= 2: 5

Os exemplos seguintes Pordo em evidéncia tais fases.

" : : e, | . - : ¢ i odem

1.°) Qual é o ntimero €ujo quadrado é igual ao sey triplo aumentado de 28?7 E preciso agora saber interpretar as duas raizes obtidas, que p

i ou ndo representar solu¢do do problema. :
LRt 5 LM e No caso de se tomar para x o nimero inteiro 2, entdo o consecutivo

2 i = j0°
¥ 0 seu quadrado x + 1 serd 3, e os nimeros procurados (solugdo) sa

a seguinte sentencq matemdtica corresponde ao problema:

TSR G NI
x? = 3y + 28 2 e 3 Verificagao: 7 = 3 = 6
ou x? — 3x 4 28 — 342 1 3
a 6 6
€quacdo do segundo grau cujo V = {7, =4 (... & sé resolver. . -)- 5 g
L9g0, = p_roble:_na admite duqs solugdes, pois tanto o nGimero 7 como O | T e
MHMEro 74 satisfazem 4 sentenca estabelecida.
;fenfzcagm:: O valor %3 é rejeitado, porque a natureza do problema exige como
== 72 = o 0 s
: ? gy =2 (42 =3 X:™4 + 28 ' resposta niimero inteiro.
49" = 214 23 ?
16 = _12 28 s .. , B o
49 =49 (V) 16 16(3-) 3.¢) Determinar um namero positivo que, diminuido de sete vézzs a

sua raiz quadrada, dé como resultado 44.

2.°) Determi Fal = i
) minar dois nimeros Inteiros consecutivos tais que a soma de A sentenca matemdtica correspondente é:

Seus inversos seja igual g T

x-TVx = 44
Representando por: @ * um dos nGmeros (1.°) : acdo irracional cuja resolucdo vai depender de uma
: que € uma equaca : . do
Sy g seu consecutivo equagdo do segundo grau. Basta isolar o radical e elevar ao quadra
1 ; a seguir:
T Tepresentard o inverso de x o
entio: .< ' “TVx = 44 -x
1 o
;—_*-_—1- representars o inverso de x i 49x = 1.936 - 88x + x*
ou x? - 137x + 1.936 = 0, cujo V = {121, 16}

Sentenca matemdticq correspondente aq problema:

Désses valéres, somente 121 satisfaz as condigdes do problema. Por

1 1 5 qué?

x+x+1 6
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4.9)

Perguntado sébre sua idade, Mario, para ser “esnobe”’, respondeu:
O quadrado de minha idade menos o décuplo dela ¢ igual a 56”.
Qual é a idade de Mirio?

Representando por x a idade de Mario, a Sentenca matemdtica cor-
respondente ao problema ¢:

x* - 10x = 56
ou

x2-10x -~ 56 = 0, cujo v = (14, —4)
O valor —4 ¢ rejeitado em virtude de a idade de
negativa! (.. .se nio ndo teria nascido. . .),

Logo: a idade de Mirio € 14 anos.

Mario ndo poder ser

Tire a prova.

sitados. Déste modo os colegiais restantes
NCr$2,40 a mais cada um. Qual o nimero de todos o colegiais

Representando POT x 0 niimero de todos os colegiais premiados

72

, entdo:

receber

72 . 4
x — 5 '¢Presenta a importancia que cada
recebeu depois que 5 desistiram,

um dos x -5 colegiais

A sentencq matemdtica correspondente é-

72 72
x_s = -_x'—'+2140

Resolvendo €Ssa equacdo, e depois de

“muita simplificacio”. dai
resulta: P Sy

X*~5x ~ 150 = 0, cujo vV = (15, ~10}

Rejeitando a raiz negativa

710, vocé ters COmo resposta o ny de
ita i imero
colegiais bremiados: 15, Ty %

ire a prova,

60

6.) Determinar dois ntimeros cuja soma & 25 e cujo produto é 150.

1.% Solugao: Os niimeros procurados sdo as raizes da equagdo:

x*-Sx+P=0
ou x* - 25x + 150 = 0, cujo V = {10, 15}

Logo, os nimeros procurados sdo: 10 e 15 ou 15 e 10.

2.% Solugdo: Resolvendo o sistema do segundo grau:

x+y= 25 EFe
x.y = 150 (método da substituigio)

cuja solucdo & o par ordenado (10, 15) ou o par orde-
nado (15, 10).

EXERCICIOS DE FIXACAO — Gruro 22

1
Resolva os seguintes problemas do segundo gra

ésse namero seja
1.°) Determine o ntimero cujo triplo de seu quadrado somado com
igual a 2. 1
2°) Diga qual o niimero que, somando 10 ao quintuplo de seu quadrado,_
. resultado 27 vézes o seu valor. i i R 1Y M2
i de um certo numero € o si
3.2) A diferenca entre o quadrado
e S dos seus quadrados seja 25,
4.%) Ache dois ntimeros consecutivos tais que a soma dos

j B I a ll-
) DeCOIIIpOI: dIH.S fatores tais que a sua soma seja 1gua
ha 0 numero 28 em
: i S l ? .
J Dete“"“le 0 numero que, multlpllcado PEIOS'SQU —_ dé (o] ploduto 12
q u Q € numero ?
) Se do uadrado de um niimero subtrairmos 6, o resto Seré 30. ual é Bssi ?
0 ¢
8 ) Qual é O numero que é exCedldO de 6 pEIO ddbro de seu quadlad s

g- DEEE 5 e CI.Ii produtc é 156.
) rmine dOlS numeros cuja soma é 2 0 .
quadlﬂl dOS de trés numeros consecutivos é 194. Detenmne ésses
10') A soma dOS
T i i entado
) i um numero tal que o seu quﬂdrﬂdo seja lgual ao seu tnplu aum
ll' DEtermlne
dE 28

i sabendo que o oaum déles é 2.808. (Nora:
is ni ecutivos, q pr ’ :

12.0) i\che dois nimeros sparesrcol;s cut : = b * it ok
embre-se de que, se x representar um nimero par, o par consecutivo se £pIC

sentado por: x + 2.)

. roduto é igual
tivos, sabendo que o seu p
; imeros impares consecutivos, s 4 impares conse-
i et r:‘zl;msoma (Nota: representacdo de trés nu'mer:: u:flquer.)
R sete vézesxa-’s_ 2, x + 4, onde x_representa um niimero impar q
cutivos: x, o ) :
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14.°) Determine dois niimeros inteiros consecutivos tais que a soma de seus inversos

seja —.

T 3
15.2) Ache cinco ntmeros inteiros consecutivos, sabendo que a soma dos quadrados
dos quatro primeiros niimeros € igual a quarenta e duas vézes o quinto numero.

16.°) Ache o ntimero inteiro que, aumentado de 43, dd o quadrado do nimero sucessivo.

17.2) Ache dois nGimeros impares consecutivos tais que a diferenga de seus quadrados
seja igual a 8.000.

18.2) Uma fragdo tem o denominador superando de 2 o numerador. Somando 2 ao

numerador e 1 ao denominador, a fragio aumenta de Determine-a.

i

3 30°

19.2) O quociente de uma divisdo € os Yy do divisor, e o resto 36 ¢ a qiiinquagésima
quinta parte do dividendo. Ache o divisor.

20.0) O dividendo de uma divisdo é 1.235. Sabendo que o divisor é igual ao quociente

2 ke . .
e que o resto € os = do divisor, determine o divisor.

21.°) O divisor de uma divisdo ultrapassa de 5 o quociente que, por sua vez, ultrapassa

o resto também de 5. Determine o divisor dessa divisdo, sabendo que o dividendo
¢ 1.075.

22 .°) Dividindo um nimero de dois algarismos, cuja soma & 9, pelo quociente da divisdo

do algarismo das unidades pelo algarismo das dezenas, obtém-se o quociente
18. Qual ¢é ésse namero ?

23.9) Um pai tem 54 anos e seu filho 12. Ha quanto tempo a idade do pai foi igual
ao quadrado da do filho?

24.°) Um pai tinha 24 anos ao nascer o seu filho. O produto das atuais idades de
ambos & o triplo do quadrado da idade do filho. Quais sdo as duas idades?

250) A idade de uma crianca daqui a 6 anos serd o quadrado da idade que tinha hé
6 anos. Pergunta-se a idade atual dessa crianga.

26.°) Determine as idades de Vera Maria e Silvia Maria, sabendo que a sua diferenga
€ 4 e o seu produto 32.

27.2) Dois garotos tém juntos 240 figurinhas. Quantas tem cada um, se a soma de seus
quadrados é igual a 29.6007?

28.%) Vendendo um objeto por NCr$ 255,00, ganho duas vézes a raiz quadrada do prego
Pago. Quanto paguei por ésse objeto? -

29°) Calcule as’ dimensbes de um retdngulo, sabendo que tem 78m de perimetro €
360m2 de 4rea. \

30°) Uma quantia de NCr$ 4.000,00 deveria ser repartida em partes iguais por um
certo namero de pessoas. No momento da partilha, quatro delas desistiram em
beneficio das demais. Nessas condigdes a parte relativa a cada uma das pessoas
remanescentes aumentou de NCr$ 50,00. Qual o nimero de pessoas que deveriam .
ser beneficiadas e quanto recebeu cada uma depois das quatro desisténcias?

31.°) Duas fontes podem, juntas, encher um recipiente em 18 horas. Qual o tempo

que cada uma, sdzinha, leva para encher ésse recipiente, se a primeira emprega
nessa operacdo 27 horas mais que a segunda?
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32.0)

33.0)

34.9)

35.9)

36.0)

i é ali ma torneira.

i tros, ¢ alimentado por uma tC
com a capacidade de 270 litros, A areasirin Do
s litros a torneira despeja

Um reservat6rio i e i
Se essa torneira' despejar mais um htrcim%c:; Se(%uanté
encher o reservatorio diminul de 45 seg . ,

por segundo?

de 260km, reduziria de 36 minutos a duragao de sua viagem

Um trem, num percurso elocidade horéria. Determine a sua velocidade nestas

se aumentasse de S5km sua Vv
condigdes. :
q irecio a uma vila distante 90km. (0]

em d :
Dois ciclistas partem ao mesmo tempo chega ao destino uma

rre 1km por hora mais que O segundo,

imeiro, que perco : um?
E‘:m x m'esq dopqutro. Qual a velocidade de cada

numero m em duas partes als g P Oduto de]a ] g n.
I'\epaltlr (s} t ue o I s seja 1 llal a

a parte serd repre-
(N e x representar a primeira parte paoct;racfléa, a segunda p
OTA: S g
sentada por: m-—2%, e a sentenga correspon ; ~ N
% - mx = n = 0 {equaca0d do segundo g
x(m - x) = noux* - ik ke
ici i inante: m nz0&
Para que as raizes sejam reais, ¢ suficiente que o discrim S
<‘:’a ar -
i y Sen = M 5 discriminante serd nulo e as duas pa
- _—) * Tl tard o mdximo
AR ™. . jgualdade dessas duas partes acarre
=y e n > 2 ! equagio correspondente ao pro-
se .
g G gl blema ndo serd posstvel.)

: to, 0 pro
blema ndo admitird rafzes reais e, portanto, 0 P

Re ¥ i e P i i
0 numero aem duas pﬂrtes tais que a soma 0 q ra com
pana m d l]i](l'l '](l() da pnme a

o dobro da segunda seja igual 2
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17 Parte

2. Parte

3.° Parte

4. Parte

* Fungoes; dominio e
conjunto-imagem
- Sistema de coordenadas
Cartesianas; grafico das
funcoes

* Funcoes lineares: iniciacao 3
Geometria Analitica

* Funcao trinomio do segundo

grau; grafico
. Estudo algébrico do trindmio;
INequacoes do Segundo gray

- Fungoes; dominio e _
conjunto-imagem

Funcoes
. Conceito de funcdo

“ " a idéia de
_— explorar” a idéia
5 tir-lhe, agora, S ben
los vdo permi A ematica. E bom sa
Alguns ’ezzr:?nais importantes de toda ac‘;\ffcaﬁen;jgeiramente daquele
Juncdo, _qm?f? do de funcdo, a ser estudado, dife
que o significado #1640, :
usado na linguagem diaria. g lica¢do ou, ainda, transfor-
M: st @ palaves furiols (OV op ial entre dois coungntos,
.E'm dtemada para designar uma relagdo espec eletrBhtes
n G rega T eus e
:anﬁzz,feeﬁa gcerta correspondéncia entre os s

o | relacao entre C()n[ulltOS d 1ros f razis:
€ numeros natu
I ") Se 4 a I

. aa by
0 nitmero 2x
“ j la niimero natural x o
associar a cac

. p tacio:
Desenhando temos a seguinte representac,
]

dobro (2x)

n.enatural (x)

( { I) 2
"a caaa elem ' I :
Glelnento 2x (dObI‘O dO numero na tl.ll'a )
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Assim, por exemplo:

ao nimero 1 estad associado o tinico elemento 2 (ddbro de 1)
20 niimero 2 esta associado o tnico elemento 4 (débro de-2)
a0 nimero 3 esta associado o tinico elemento 6 (dobro de 3)

2.°) Seja a relagdo:

“associar a cada crianca o seu pai”

entre o conjunto A (de criangas) e o conjunto B (de homens):

criancas ... .. e

e
. “homens

Essa relagdo também é uma fungfo, pois:

“a cada elemento (crianga) do conjunto A estd associado um tnico
elemento (pai) do conjunto B”

OBSERVA(}E)E_S (que podem ser apreciadas facilmente pelo desenho):

1) como cada cn‘:zn!;a possui apenas um pai, entdo de cada ponto do conjunto A parté
apenas uma ftinica ﬂecha dirigida a um ponto do conjunto B;
2)

se acontecer de vdrias criancas terem o mesmo pai (ou seja, criangas irmas), éste 20
no desenho é traduzido da seguinte maneira: no conjunto B vio existir pontos qué
sdo extremidades de mais de uma flecha, que partem de pontos distintos do conjunto A
(no desenho, um ponto de B ¢ extremidade de duas flechas que partem de dois pontos
distintos de A);

3) como existem homens que ndo sdo pais, existem no desenho pontos do conjunto B
que ndo sdo associados (ou correspondentes) de nenhum ponto do conjunto A.

De qualquer maneira, éstes dois exemplos j4 lhe permitem compreender
bem o traco caracteristico de uma funcgdo:

“q cada elemento do conjunto A estd associado um tinico element?
do conjunto B”
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Contra-exemplos:

1.°) A relagdo: ]

’ xll
“associar a um nimero natural x um nimero maior que

; = jo. Por qué?
entre conjuntos de nameros naturais, ndo ¢ uma funga q

sociado um
Porque a cada elemento X (nimero_natural "tat:-af:hrina?isores que x).
tinico elemento e, sim, muitos (todos 0S nGmeros naturais

Assim, por exemplo:

: . (todos maiores que 1)
ao niimero 1 estdo associados 0§ elementos: 2,3, 4 5iue sl

. _(todos maiores que 2)
a0 niimero 2 estio associados 05 elementos: 3, 4, Z ? ‘ EtOdOS n
ao niimero 3 estdo associados 05 elementos: 4,56, 7, .-

2.%) A relagdo: )
«pssociar a cadd pai o seu filho

L jancas), também
entre o conjunto A (de homens) e O conjunto B (de criangas),

ndo é funcdo!

69



De fato: exi :
quais estio asseoé?,t:jgls elementos (pais) do conjunto A (de homens) ao0s
é mais de um elemento (filhos) do conjunto B

O desenho mos

; tra que a um mes ;

sociados dois fi : esmo pai (um ponto 30 as-

s dois filhos (dois pontos distintos de B).p Alémdecli?s)()eset:i(:;tz;
?

E é bom le :
mbrar, ma .
ar, is uma vez: para haver funcdo, é necessario

que a cada elemento de A (isto ¢é co
is i
y sl ) (isto ¢, qualquer!) esteja associado um 1ni

- e RESTUMO s oo i
|

Funcdo é uma a

: relagdo especial g ]

a cada elemer . entre dois conjuntos A ¢ B 1
ento do conjunto A um tinico elemento do 3::33:53%61

Observe: n

{ nos de

do conjunto A ¢é Origse(:;]h;S que traduzem essa definicdo, cada ponto
omente de uma tinica flecha, néc; importand0

que no conjunto B
; possam sobrar
extremidades de mais de uma flegl?a?tos’ SRR et i
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Quando algum ponto do
ou ndo é origem de nenhum

-

E o que nos dize

m 0S$ seguintes desen

conjunto A ¢ orige
a flecha, entdo a re

hos:

m de mais de uma flecha
lagdo ndo € funcao!




TESTE DE ATENGCAO — Gruro 23

Assinale quais dos seguintes desenhos de relacdes representam funcaes:

1.9)
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4.)
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EXERCICIOS DE APLICACA -
AO N - n o : |
it 54 45 "Associar a.cada ndmero inteiro par o ndmero 0 e a cada nimero inteiro impar o

Caracterize cada uma das i f i
Car: : Silates R numero 1"
conjuntos por intermédio deg deser:h{:mmes' destacando a correspondéncia entre 05
. R e L ’
“Associar a ¢z ¥ i
I a cada nimero natural x ¢ nimero x 4 3 X (par) — 0 -
e — x (impar) — 1
X3 x 43 | ey
S | x 0= 0
x=1 =) 143=4 x =1 =1
Xm=2 =5 24 3mb i X =2 =3 0
P 343=6 X X =3 =1
X=4 — 44.3=7 ey o

5.) “Associar a cada nemero real x o nimero 2x? - 1"

“Associar a cada ng »

s | numero real x o nimerg x2+ & » 2x? - 1
[ -t | e

bt xm B W1 =IRE=] = 7
xz:lj-:‘—‘>(7ﬁ=4 x="1=> AN -1=2xX1-1=1
X="- — ~TA\

1= (2 o x=0=> 202-1=2X0-1="1
= 2 SN

x~3::.>(?)= x= 1=>2Xx12-1=2X1-1=1

- o x = 2=>2X2-1=2X4-1=17

=0 — 0
1

(n‘A 1
ssociar g (

cada niimerg real x o ntiimero 3"
e e S

x+—-»3i

EXERCICIOS DE FIXACAO — Gruro 25

1. Caracterize cada uma das seguintes fungdes, destacando a correspondéncia entre os
conjuntos por intermédio de desenho.

Nora: A qu
valor ::m-ibuidt:1 aaxl%lslg 3
Sempre associado, pely ‘
funcio, o 1inico valor 3, ‘
I_\Ieste Caso a fungip
€ denominada CONS- ¥ H
TANTE.

1.%) Associar a cada nimero natural x o nimero 3x
I S 2.%) Associar a cada niimero inteiro x o niimero x — 2
i o I o 3.%) Associar a cada néGmero real x o nimero 2x + 1
e 4.®) Associar a cada nGimero real x o ntimero 5
5.%) Associar a cada ndmero real x o nimero x2
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6.%) Associar a cada nimero real x o nimero 4x*
75) Associar a cada namero real x o nGmero 3x* - x
8.5) Associar a cada namero real x o nimero x* -5x + 4 .
9.%) Associar a cada nimero inteiro par o niimero 2 e a cada nimero inteiro imp
o namero 3
2. Assinale, entre as relagdes seguintes, as que sdo funcdes. Justifique:
1) Associar a cada pessoa o seu nome
28
<

Associar a cada nome a pessoa que atende por é&sse nome
Associar a cada animal a classe zool6gica a que pertence
(Ex.: cachorro — mamifero)

Associar a cada Estado do Brasil a sua capital

Associar a cada jovem a sua altura g

4>
52)
6.%) Associar a cada altura (dada por uma medida) o jovem que possui essd alturd
7») Associar a cada aluno a sua nacionalidade

8.5)

o)
10.%)
11.") Associar a cada Estado brasileiro a pessoa nascida nesse Estado

12%) Associar a cada ano entre 1960 e 1967 o atual presidente do Brasil

Associar a cada palavra em Portugués a sua classificagdo gram.atical
Associar a cada pessoa o seu tio

Associar a cada pessoa o seu sobrinho

LEMBRETE AMIGO — |

As funcbes estdo presentes na maioria de nossas atividades-
Quando os jornais dio destaque ao ‘‘grafico” que mostra 5
crescimento da produgio anual de automéveis no Brasil, estdo res-

saltand.o a relacdo entre o ano de producdo e o niimero de automdvers
produzidos nesse ano.

Esta, pois, presente uma fungdo: a que associa a cadd ano
(elementos de um conjunto A de anos) um tinico nimero de auto”

mdoveis p)roduzidos (que sd@o elementos de um conjunto B de n(meros
inteiros).

Também a relacdo entre a temperatura e o volume de merciirio
de um termdémetro & uma fungdo, porque:

“a cada temperatura esti associado um tinico valor para o volumé
de mercirio que o termdmetro registra”

Vocé j4 pensou que confusdo seria se essa relagio nao

fosse funcdo? Num mesmo instante o doente poderia ter
duas febres diferentes!. ..

4____.._—-—4'
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ini ] -1 e uma funcdo
2. Notagdo usual; dominio e conjunio imagem d if

0 inGsculas:
E comum representarem-se as fungoes pelas letras m

I & B

i um
a relagdo que associa a cada elemento de

Uma fungdo f & pois, B. Nestas condicdes, diz-se que:

conjunto A um nico elemento do conjunto
definida em A
a fungdo f esti®, . valéres em B

€ escreve-se . A— B ‘
” f 1 conjunto de
junto Aé denominado dominio da fungao ) €0 j)
O conju

tOdOS 0 0 (o] de A pela fuﬂgao f;
S e ementos i s ao0s element S g ]
L de B aSSOCIad A ; I i .

omina o

dominio Dom f conjunto-imagent: Im f
ominio: _

B (conjunto de chegada)
A (conjunto de partida) §

< i f
Dom f (dominio de ) Imf (conjunto-imagem de f)

a ominados IMAGENS
Os elementos do conjunto-imagen (Im f) sdo den

om f)-
dos respectivos elementos do dominio (D hD;

DBSERVJ\G&D Nas ’elacoe-s gE’ ats q“e se POdEI" eSmbeleCEI entre dOlS con)j ntos,

tida e, o conjunto &,
a ios, A e B, o conjunto A é denominado conjunto de par i 1 B
ndo-vazios, A

unto de relagoes especiais entre
i hegada No caso partlcular das fungoes, que sdo relago
con o c . it ]

: : ¢
i to de partida A, isto &,
i 50 & o proprio conjun o la,
%)cis Gonfuntas A £ g:;—?g::;:ﬁ gault:nsilbconjunto do conjunto de chega s
m = A, e o conjun

e i la fungdo
Se x for algum elemento do dominio, a zm‘?ég;:gs .de x, pe
f, é indicada por f(x) (le-se: ¢f de xg); € €5H€

f: % e f(x)

que se 18: f “leva’ x em S(x)-
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i ja é hecimento:
A determinacdo pratica das imagens ja € de seu con

K i x —— f(x) = 2%
| = f)=2X1=2

- 1)=2><;1=~1
' 5 =27 2

3 = f(3) =

Quando o conjunto-imagem é constituido somente de nimeros, @
funcio é denominada numérica (os exercicios do Grupo 27 sao de
funcdes numéricas).

As funcdes numéricas que iremos estudar nesta série sio definidds )
em R com valéres em R. A maioria delas possui como dominio o
conjunto R e como conjunto-imagem um subconjunto de R.

Exemplos:

1.°) Construir o dominio e o conjunto-imagem da funcdo numérica f
“associar a cada niimero real x o numero 2x”

Simbdlicamente, temos:

0 pela fungdo f7 &
do elemento 10 p de 10, pela fungao

Qual é a imagem ;
; m
Temos: f(10) = 2 X 10 = 20. Logo, 4 image
f, & 20. I
é inio cuja 1
e . R Qual & o elemento do domi

a 0is:
Agora, temos queé resolver uma equacao P

e ) magem pela o 1847

: =9
f(x)=2x=184<.-=>x=184.2¢:=>x

i & é 92.
Logo, o elemento cuja imagem pela f & 184, €

; j0 numérica g
2.°) Qual é o dominio € O conjunto-tmagent da fungao

’ 5:!?
“gssociar a cada numero real x o numero

Temos: g: x ———5
. . i r ) n: (slevaﬂ X en'l 5)
Tanto o dominio (constituido pelos niimeros reais) como o conjunto” que se lé: (g
imagem (constituido pelo débro daqueles n(imeros reais) sdo o proprio
conjunto R. Portanto:

o Domf=Re Imf = (5} (que & um subconjunto de R)

Domf=R e Imf = R A
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Qual é a imagem do elemento

Temos: £(1.000) = 5, isto é, a ima

(como de resto ¢ imagem de qual
esta constante).

1.000 pela fungido g7

gem de 1.000 pela funcio g é 5
quer nimero real, pela g, por ser

3.%) Construir o dominip € O conjunto-imagem da funcio numérica h:

“associar a cadqg nimero inteirg

bar o niimero 0 e a cada nimero inteiro
impar o niimero ]

Temos: - {x(par) T
X (impar) —; |

que se lé: (p

“leva” x par em 0 € x impar em 1)

E facil concluir que:

Domf = o, 1, 2, 3, 4 5.} eImf = o 1]

Qual é a imagem do elemento 28 Pela fungigo 47

28 é par; portanto, segue-se que: h(28) = ¢
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TESTE DE ATENCAO — Gruro 26

; i 6es ndo-numéricas:
Descreva o dominio e o conjunto-imagem das seguintes fung

= i a o seu nariz” (Modélo) M
3 TASSOCIaE) nm‘i;lda [I:)zs.s;)as? e Imf = [narizes das pessoas que pertencem ao dominio}
emos: Do =

2:%) “Associar a cada pessoa o seu nome’
3.) “Associar a cada pessoa a sua idade”
4.%) *“Associar a cada pessoa a sua bbca”
5% “Associar a cada pessoa a sua cabega”

EXERCICIOS DE FIXACAO — Gruro 27

S" . . : . . .
fi do fnm 0 Coﬂjunto l?, determine o co“l“"m‘“ﬁﬂgﬂn‘ d gu
Pondu como m as seguintes
coes lllllllé!lcas.

ny f- — 5
1Y fi x —.x 52). f: % ¥
29 g x —— 4x 6.2) gixi—— 2
3-") fs ey x2 7_") h: x — 3x°

x (par) — 10 B 1t % —— Vo
4. 4.
i {x(impar) — 15

iti oes
3. Fungges definidas por sentencas matemdticas (equagoes)

5 i m valéres em R,
E usual exprimirem-se as fungdes definidas enr]n f&ucc?gb'es. Astins e
Mediante sentencas matemdticas que se traduzem e

€xemplo, a equagio: R

; U imbolicamente:
define a funcdo f: “y é o triplo de x mais um” ou, simbdlic
fix———3x+1 (f “leva” x em 3x + 1)

jada a imagem
€ntendendo-se que a qualquer valor real de x estd associad
T ini 3 ociadas
Assim, para os elementos 1, 20 e —3 (do E‘iomtim':ga;i::;) :;sgis:
respectivar’nente as imagens 4, 61 e —8 (do conjunto-i b

= 1= fl)=3X l+1= 4

para.ix=20=.>f(20)-—-3x20+l=f>1
Mx=-3=f3)=3XT3+1=-8
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Qual é o elemento x (do dominio) cuja imagem pela funcdo f é 227
Temos: fix) =3x4+1=22 = 3x=21¢=x=17

Logo: 7 & o elemento do dominio cuja imagem, pela fungio f, é 22.

OBservagao: Salvo aviso em i ini
= contririo, o dominio das ) iremos estudar
serd sempre o conjunto R. ’ Rugries que en:

EXERCICIOS DE APLICACAO — Gruro 28
1°) Seja a funcio f, definida pela equagio:
i‘ y = x2 -1
Entdo:
i % i x?-1 (f “leva” x em x2-1)

a) Calcular: f(5) (é o mesmo que dizer: calcular a imagem do elemento 5 pela fungio f)

Temos: f6) =52 -1 = 25-1 = 24 (que é a imagem de 5)

b 7 ” . - . i
) R:)al =e oeflimimg)do dominio cuja imagem pela f ¢ 87 (é o mesmo que escrever:
Temos: f(x) =8 = x2-1 =8¢ x? =9 ¢—> x = +3 ¢=> x = Joux = 3
Portanto, sdo dois (3 e ~3) os elementos do dominio cuja imagem ¢ 8.
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2.9) Seja a fungdo f, definida pela equagdo:

y = x2-5x + 6

ou seja: fix—— x2 -5x + 6 (f “leva” x em x? - 5x + 6)

a) Calcular: f(4), f("1), f(6) e f(0)

Temos: f(4) =42-5X4+6=16-20+6=2
fl)=(C12-5X"1+6=1+5+6=12
f(6) = 62 -5 K 6+6=36-30+6=12
0) =02-5%X0+6=0-0+6=6

b) Qual é o elemento do dominio cuja imagem pela f € 07
Temos: f) = 0 &= x? - 5x + 6 =0
equagio do segundo grau que tem: V = {2, 3}

Portanto, os elementos procurados sdo 2 e 3.

¢) Qual é o elemento do dominio cuja imagem pela fé 0257

[2,5]

Temos: f(x) = —0,25 & x2 - 5x + 6 = 70,25, cujo V =
Agora, o finico elemento 2,5 do dominio é que tem por imagem -0,25.

d) Existe algum elemerto do dominio que tenha, pela fungdo f, a imagem =42

f(x)=—3¢=>x2—5x+6=-3,cujov=g
-3 € Im f.

Vejamos:

Logo, ndo hd elementos do dominio que tenham —3 por imagem, isto é:
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EXERCICIOS DE FIXACAO — Gruro 29

As seguintes fungdes f, onde Dom f = R, sio definidas por equacies. Responda as
perguntas constantes em cada exercicio e ilustre as respostas com desenho:

1o) 9 =2x 4+ 5

e — e
e e e I ———

onde: ' fix — 2x 4 5
1 -5
Icule: - 2 B

Calcule a) f0),  f-2), _f( 2), f( 2)

el SRt I L 2. Parte - Sistema de coordenadas

) flx) = —.1,— x = ? &) flx) ==1 x=7 cartesianas; grafico das

] funcoes
2°) (y =x2-3 | Grafico das funcoes

onde: Foog ey %y 4. Cﬁordenadas cartesiands no pldno
Ealcule; DICN, A, - f0), V5 Vocé ja aprendeu, nas outras séries, a localizar exatamente a posicdo

de um ponto na reta numerada, mediante a sua abscissa (que é um niimero
real, lembra-se ?).
Agora vocé vai aprender a localizar a posicdo exata de um ponto
no plano. Como?
Por intermédio de duas retas
| numeradas — também chamadas
( €1x0s — que se interceptam num

Calcule: a f2),  f3),  f5), f(V2) ponto O, denominado origem. De
b) flx) = 0 x=7 d)flx) =10 x=7? preferéncia, consideram-se:

¢) flx) = -2.35 x = et “prt .
g N Sl @ s am i 1) ;Jls eixos perpendiculares entre e
2) a mesma unidade de medida
nos eixos.

Bflx) =183 % =7 dfx) =5 x=2
x

Ofx) = 0 x=17 ¢ fx) = 1

]

?

3.0) 5 J' ‘%32 - 7x + 10 reixo-y

inde; fix— x —7x 4 10

P(3.2)

'23455780(0-)(

5 i
e I I

"

. O eixo horizontal é denomi-
nado eixo-x e, o outro, eixo-y.
A localizagdo de um ponto (P na figura) no plano (determinado pelos
eixos) é feita_por intermédio de um par ordenado de niimeros reais (3 e 2
{ na figura). Estes nimeros reais sdo conhecidos quando se tracam por P
as paralelas aos eixos-x e y, respectivamente. A paralela ao eixo-y inter-
cepta o eixo-x num ponto que possui determinada abscissa (3, na figura),
assim como a paralela ao eixo-x intercepta o eixo-y, num ponto de deter-
minado valor (2, na figura).
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Nestas condicdes, ao ponto P corresponde um par ordenado de niimeros
reais (3, 2) e, reciprocamente, conhecido o par ordenado de niimeros reais,
fica determinado o ponto, como interseccio das retas paralelas aos respecti-
vos eixos (na figura, a reta que passa por 3 no eixo-x e a reta que passa

por 2 no eixo-y).

Ha, pois:

uma correspondéncia biunivoca (ou um a um) entre pares ordenados
de nimeros reais e pontos do plano.

Na figura temos:

G, 2)=

P

O primeiro nimero do par é denominado abscissa de P e, o segundo,
ordenada. Sdo ambos chamados de coordenadas cartesianas do ponto P ’
em homenagem ao matemético e filésofo francés do século XVII, Rene¢
DescarRTEs (CARTESIUS, em latim).

Indicagdo: P(3, 2)

| — abscissa

— ordenada

}coordenadas cartesianas de P

Os pontos pertencentes a0
eixo-x tém ordenada nula, € 05
pontos pertencentes ao eixo-y tem
abscissa nula. A origem O tem
como coordenadas o par (0, 0)-

‘ z.‘..m..?c(z,:a) Na figura, estdo localizados
' . il 0s pontos:
RN TS a s e % C@2,3); A40) D(,3,3);
NETD Ly N(-3,-1); M(-5, 4); 0(0,0)
:i D(0,73.5) pertencentes a um plano detel‘ﬂ_‘li’

nado pelos eixos-x e y, que, assim
em conjunto, constituem um 557
temd de referéncia cartesiano.

EXERCICIOS DE FIXACAO — Grupo 30

Localize, num plano, por intermédio de um sistema de referéncia cartesiano, 05 $€°

guintes pontos dados

pelas suas coordenadas:

A(-1, ~2) E(2, 4) M(;_z 0)
B(3, -1) F(-1,5; 2,4) N(D, %)
c(, 3) G0, 0) P(-vV2, V2
D(2, 4) H(V2, 0) (-5, =5)
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TESTE DE ATENCAO — Gruro 31

Num sistema cartesiano de referéncia de eixos perpendiculares (também chamado
ortogonal):
1.°) Marque os pontos: A("2, 0), B(0, 2) e C(0, 3).

Unindo ésses pontos, que espécie de tridngulo vocé obterd:
c) escaleno?

a) eqiiildtero? b) is6sceles?

2.°) Mesma questdo para os pontos: M(=2, 0), N(0, 2) e P(0, V2).

3.°) Que figura geométrica vocé obtera unindo consecutivamente (A, B, C, D) os pontos
A(2, 3), B(6, 3), C(6, 7) e D(2, )?

LEMBRETE AMIGO
Uma vez fixadas duas retas perpendiculares no plano como
eixos, vocé entra em contacto com mais uma fungdo f:

“‘a que associa a cada par ordenado de nimeros reais um unico
ponto do plano”

5. Grdficos das fungbes cujo dominio é o conjunio R,
definidas por equagdes

1.°) Seja la fungdo f, definida pela equagdo do primeiro grau nas varidveis
x e y:

Vocé ja sabe que o dominio e o conjunto-imagem dessa funcdo é o
préprio conjunto R e que: :

fix——2x (f “leva” x em 2x)
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O grdfico dessa fungdo vai ser construido por intermédio de um sis-
tema cartesiano de referéncia, onde o eixo-x representara o dominio
(R) e, o eixo-y, o conjunto-imagem (IR).

Cada ponto' (x, y), de coordenadas (x, 2x) (basta lembrar que, s€
y = 2x, a segunda coordenada € o ddbro da primeira), pertence a0
grafico.

Para facilitar a determinagio dos pontos que pertencem ao grafico
dessa fungdo, atribua a x os valdres reais que vocé quiser (de prefe-
réncia escolha nimeros inteiros) e calcule o valor correspondente de y-

x|y pOﬂtOS

Nl L st

| x=0= y=2X0=0 ou 0|0 (0, 0)

v + x=1= y=2X1=2 ilz @2

(ézu ----- l x=3 $y=2x3=6 3 6 (3! 6)

S ABG # AN '

S 1 i )

T -'l —— —+R Escolhendo para x niimeros inteiros negatvos:

i (DOMINIO) S

e x|y ponto

/: e

o x="3 = y=2X-3=6 ou =3 |76 (3,70

; o= x=—2 — y=2Xh2=H4 _*2 _4 (_2! —4)

x=-1 =3 y=2x-1==2 -1!-2 (1,72}

O conjunto de todos os pontos de coordenadas (x, 2x) é a curva repres
sentativa da fungdo: y = 2x.

. . . g I3
O gréfico obtido mostra que a curva é uma RETA (. . .a “mais simples
das CUTYaS!) e as coordenadas (x, y) de todo ponto pertencente a essa
reta satisfazem 4 equagdo: y = 2x. Assim, por exemplo:

—parax=6 => y=2X6=12 e o ponto (6, 12) € a reta y=2%

—parax="1 = y=2X"1="2 e o ponto (-1, 2) € a reta y=2%

— para x=1.000 => y=2X1.000=2.000 e o ponto (1.000, 2.000) €
d reta y = 2x

(Esse ponto néo € “visto” no desenho da reta porque a félha do livro
€ pequena e a retd. . .)
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Entio:

a cada valor de x (do dominio) estd associado um tinico valor y (do
conjunto-imagem) que, nessa ordem, constituem as coordenadas
cartesianas de um ponto da reta: y = 2x.

Também existem pontos do plano que ndo pertencem i reta y = 2x.
Eo caso, por exemplo, do ponto (I, 5), cujas coordenadas nio satis-
fazem a equagdo: y = 2x.

Logo: (1, 5) € a reta y = 2x, pois: 5 =2 X 1 (falso)

E o ponto (w‘,:, l) pertence ou ndo a reta y = 2x? Verifique.

2.°) Representar graficamente a funcao f definida pela equacdo do pri-

meiro grau- em duas varidveis: R
vt

2x +3y =6
“Tirando’’ o valor de y, essa

forma equivalente: \

equagdo pode ser escrita sob a
_ 6-2x \

M= 3 (3.0) X

6—2x
3

Logo:

=

Construgdo do grdfico:
L pontos

6-2 XO-_-6_0=2 ou 0} 2 (0, 2) — intersecgdo com

VR | o eikoy
x=1———>y=6_23x 1=6;2=§_ 1 !f_;_ (1, _;[)
T
x=3=>y=6—23x3=6; e L Y intersecgdo com
x=6my=‘1€i5=9}lg= -2 6 | -2 (6, -2)

89




OBSERVAQAO IMPORTANTE:

A fungdo f: 2x 4 3y = 6 €, como no primeiro exemplo, definida por uma equagdo
do primeiro grau com duas varidveis, e o seu grifico continua sendo. .. RETA.

Ser4 que tdda equacdo do primeiro grau com duas varidveis tem por gréfico, no
plano, uma RETA?

Sim. A demonstracdo désse fato serd feita mais tarde. Por enquanto vocé vai
verificando experimentalmente pelo desenho. . .

Agora, para a construgdo rdpida da RETA — que € o grdfico de uma equacdo do
primeiro grau com duds varidveis — vocé vai desfrutar da vantagem da unidade dos di-
versos assuntos da Matemdtica, preconizada nestes quatro anos de curso:

Diz a Geometria (3." série):

“Dois pontos distintos determinam uma e somente uma reta” (P1)

Entdo basta conhecer as coordenadas de dois pontos para que a reta possa ser dese-
nhada e o grifico estar pronto. ..

De preferéncia, ésses dois pontos podem ser os da interseccdo da reta com os eixos-
x e y, respectivamente. As suas coordenadas sdo obtidas assim: faz-se, primeiro, x = 0
e calcula-se o valor de y (que ¢ o ponto de intersecgdio com o eixo-y); a seguir, faz-s€
y = 0 e calcula-se o valor de x (que é o ponto de intersecgdo com o eixo-x).

Os pontos de intersecgio da reta: 2x + 3y = 0, com os eixos sdo, respectivamente:

6-2X0 6-0 ;
x=0=—=>y-= —3>i~ Bicm <5 2 isto é: (0, 2) (intersec¢io com o eixo-y)

: i g '
y=0=—=x = % = % = 3 isto é: (3, 0) (intersecgdo com o eixo-x)

3.°) Representar graficamente a funcdo f definida pela equagio:

iy=x3—x—6

que é do segundo grau em duas varidveis.

Temos: gl a6
A equacdo que agora define a fungdo f ndo é do primeiro grau, por-
tanto ndo espere obter uma RETA como grafico... Vocé terd idéia
da curva que representa a funcdo f, construindo o maior namero de
pontos (cujas coordenadas satisfagam 4 equacdo: y = x2~x—0) €
tracando uma linha continua por ésses pontos. Iniciemos construindo
os pontos de abscissa —3, em seguida =2, —1,0, 1, 2,. .. e obteremos:

x| y pontos
Bo= R 3 = (VP B-E =01 3-6= 6 =F| 6,3, 6
x="2=y=(2)2-12-6=4+4+2-6= 0 -2| 0 (-2, 0) — intersecgdo com
x="1=y=(1)2-"1-6=1+1-6=-4 -1|-4 ("1, ~4) o0 eixo-x
x= 0=y=02-0-6=0-6="6 076 (0, 6)
x= 1=Dy=12-1-6=1-1-6 =6 1,76 (1, =6)
x= 2= y=22-2-6=4-2-6=-4 2 =4 2, =4)
x= 3=—y=32-3-6=9-3-6= 0 3{ 0 (3, 0) — intersecgdo com
x= 4=y =42-4-6=16-4-6 =6 4] 6 (4, 6) o eixo-X
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(-3,6)

(-2'.0)

1.74)

(0.76)

A curva que se vai “esbogando’ recebe o nome de pardbola. O seu

estudo, com mais pormenores, R
serd feito com as funcdes qua- ’E"y
drdticas (segundo grau). g
o)
EXERCICIO EXPLORATORIO — Gruro 32 El..
)
Revendo a definigio de fungdo, jus- g
tifique a seguinte sentenga: (s}
+ R
“O gréifico que representa, num sistema INIO) X
cartesiano de referéncia, uma jfuncdo'é
interceptado por qualquer reta paralela

a0 eixo-y num’ UNICO ponto.”

Lembre-se de que o eixo-x esté repre-
sentando o dominio da fungdo e o eixo-y
0 conjunto-imagem. . .

LEMBRETE AMIGO

No plano:
1.°) Téda equagdo do primeiro grau com duds varidveis:
y = ax + b (a # 0)
tem por grafico uma reta.
2.°) Téda equagio do segundo grau com duds varidveis da forma:
y = ax? + bx + c (a =0)
tem por grafico uma pardbola.
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EXERCICIOS DE FIXAGAO — Grupo 33

I. Represente o grifico das seguij ]
3 juintes funcdes, definidas por & i
¢ o conjunto R, e o conjunto-imagem tan;bém ¢ R: FOF SARRG e

LY oy x o 3 5y - x = 4

28 yi=3x A O8) i ONT ]
38 y = X

. y—-i 75 y = xd

4%) 3x + 2y = 6 8.“)y=x'-‘45x+6

2. Assinale quais das seguintes sentengas sdo verdadeiras:
1.3 (4, 6) Cdretay = x 4 3
25 (-1, 2) 5{5 T

X

2
48 {1y 2) ?,(zl reta 3x 4 2y = 6
S0 e parabola 3x2 - |

3% (0, 0) € 4 reta y

6.*) (0, 0) d parabola y = x2
75 3, 0) jfa pardbola y = x2 — 5y 4 ¢
B (B 0) £ a Pardbola y = x2 — 5x 4 ¢

: 3. Quais dos seguintes pontos:
6,2, (V2,5), (<15, 52) e (2, -
Y ]2,52 e 28w
pertencem a paribola: Yy =2x2 41 ?
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dominio

3." Parte Funcoes lineares; iniciagao a
Geometria Analitica

FuncgoOes lineares
6. Definicdo; grdfico

Uma funcdo f diz-se linear(*) quando é definida pela seguinte sentenga
aberta do primeiro grau com duas varidveis:

y=ax+b Va,b& Rea=0

O nome linear neste caso decorre do fato de o grdfico dessa fungdo ser
Uma reta (conforme foi visto nos exemplos das pags. 88-89). Tanto o domi-
nio como o conjunto-imagem de uma fun¢do linear sdo o conjunto R e:

fix——ax+b (f “leva’ xemax + b)

Exemplo: f definida por: y = 3x + 1 é uma fungdo linear, onde:
fix——3x+1 (f “leva” x em 3x + 1)

(*) Atualmente ¢ chamada fungdo afim, por'ser composta da fungdo y = ax (que & chamada linear)
€om uma translagdo b. )
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7. Raiz ou zero de uma funcdo linear

O valor de x que tem por imagem 0 é denominado raiz ou zero da fungdo
linear. Nestas condicGes a raiz ou zero da fungio linear: y = ax + b

_b .
(a = 0) é: — 7 pois:
ax +b=0&ax = —b4=)x=:aé
Exemplos: YER

1.°) Seja a fungdo linear f definida por:
y=2+4 | K

ou seja: frx—— 2x + 4

O grdfico dessa fungdo — que é uma 20 *
reta— pode ser determinado mediante i
dois de seus pontos (em particular
pelos pontos de intersec¢do com os
eixos-x e y, respectivamente). Assim:

x|y pontos

e

x=0=y=2X04+4=0+4=4

A raiz ou zero da fungdo linear é obtida resolvendo-se a equagdo:

2x + 4 = 0 & x ="2 e, portanto, a raiz ou zero & ~2.

Observe, no grafico, que a raiz ou zero da fungdo linear: y = 2x + 4

& a abscissa do ponto-interseccdo da reta, que a representa, com O
eixo-x.

2.°) Seja a fungdo linear f definida por:

Y = 3%

isto é: fi x—— 3x

O ponto-intersecgdo da reta y = 3x com o eixo-x é a origem, PoiS

para x = 0 =y = 3 X 0 = 0, o mesmo podendo dizer-se da inter-
secgdo com O eixo-y.
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ou 04 (0, 4
y=0=2"x+4=0c2x=4cx="2 2|0 (2,0

Désse modo, o grdfico & obtido cons- A
truindo-se outro ponto que, juntamente
com a origem, determinardo a reta (por
exemplo: o ponto (1, 3)). (1.3)

I pontos

olo (0,0
ilsg (1,3

0,040

A raiz ou zero da fungdo linear y=>3x ¢ 0:

= e = .
NO! A ‘]() ca H jcular ill!lgil() ll!lear. y = X,0 seu gréflCD é a I'Qtil que CIJIHé[]l
. SO pdr[lc ] dd b .
a bissct? 1z (‘l() ang l‘o I()rnlad(] l)el(:s eixos. COllStI ua o g[df!CD e cer tlflqllEdSE

OBSERVAGOES: |
au com duas varidveis se apresenta, por exemplo, como:

1) Sest sapks do pUIeEps 38 o valor de y para colocé-la na forma: y = ax + b

2x 4 3y = 6, basta “tirar
(a # 0), isto é: -

= —x + 2
¥ =y

cujo grafico figura na pag. 89.

i _se somente com a variével
2) Se acontecer de uma equagdo do primeiro grau apresentar-se so

v, como por exemplo:

cujo significado é frx—12,

y =2
ibuido a x ésempre 2.
i« 2 imagem de cada valor atri se
?Etlet; l;%lse?xo-x,gporque a equacdo y = g ir»e ve;lgc?os:;i
Basta lembrar que vocé pode escreve-la so

y=0x+2

entio temos uma funcdo constd
O seu grafico & uma reta pard
qualquer valor atribuido a x.

1 mas de ordenada 2,
para se convencer de que todos os pontos com qualquer abscissd,

pertencem a reta paralela ao e€ixo-x-

R
VS
Y&
g
<<
=
o
o
it
p=1
2
ol Z
15
1= . —= R
0 (pomiiNIO) X

do — € i tada por
Lemb . g reta y=2 — por representar uma fungao g & intercep P
b guafquer reta paralela ao eixo-y num finico ponto!
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EXERCICIOS DE FIXACAO — Gruro 34

Construa o grdfico das funcoes lineares definidas pelas seguintes equagoes:

18y =x 4+ 2 6y — 2 = 8§
28 y = 3x - 1 x4y =0
3,5-}y=:2—1x+4 84y = x

48 y = V2x - 3 9% y = 4 (cuidado!)
5.0y 2x + 3y =12 104 y = -2 (cuidado!)

Inicia¢do 2 Geometria Analitica

8. Problemas equivalentes tratados algebricamente
e geometricamente

O estudo das funcdes lineares e dos respectivos grdficos permite que
vocé faga o tratamento algébrico e geométrico de um mesmo problema,
dentro daquela unidade da Matemdtica, preconizada por René DESCARTES
em sua Geomeiria Analitica. :

1.°) —a— Problema (em Geometria): Determinar as coordenadas do ponto-
intersecgdo da reta y = ax -+ b (a £ 0) com o eixo-x.

1.) —b— Problema equivalente (em Algebra): Resolver a equagdo do pri-
meiro grau: ax +b =0 (a > 0)

1.5) <o~ o o 1 =
—b
ax +b=0=ax="b>x ="
5 -b
55O Logo: V= {F}

&= R i : e
X = é a raiz ou zero da fungao:

y =ax -+b
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2.%) -a- Problema (em Geometria):

2.%) —b- Problema (em Algebra):

Exemplo: Determinar o ponto-interseccdo da
reta y = 2x —4 com 0 Cc1x0-X. .

O ponto-interseccdo dessa reta com ¢ Clxo-x
tem a ordenada y = 0, e a abscissa (xj cor-
respondente é a raiz da equagdo:

Ix-4 =02 =4x = 2
isto é: 2 /I
Logo, o ponto-intersecgdo € (2, 0).

Determinar as abscissas dos pontos
0) localizados “acima’ do eixo-x.

da reta y = ax + b (@ #
Resolver a inequagdo do primeiro grau:
ax +b >0 (a>0)

— ax + b (a # 0) situados “acima’ do

tivas, isto & y > 0, a resolugﬁg da ine-
te determinar as abscissas (x)

Como os pontos da reta y
eixo-x tém as ordenadas posl .
quagdo: ax + b >0 (a > 0), permi
désses pontos.

. “) o 2.“) _b_

ax-|—b>0¢-‘-‘——>dx>—b¢—=-’>x>?

; -b
Logo: = {x |x > F}

e (lé-se: ‘‘conjunto dos numeros x

g : abscissas ? X *b
tais que x > —a—)

Exemplo: Determinar, no conjunto dos nimeros inteiros, as abscissas

dos pontos da reta y = 2x—4 localizados

“acima’ do eixo-x.

Basta resolver a inequagdo: y
-4>0c2>4c=>x>12

e a solucdo é constituida dos nameros intei-

ros maiores que 2, isto e: 0/, T

erijalldllds
! poTlhvaﬁ
[ B 18 B

V= fxlx>2 = (3,456..]

- 13 3 M do
e, portanto, 0s pontos localizados “acima
eixo-x sdo: (3, 2), (4, 4), (5, 0), - - - (fazendo /
x=3==>y=2><3—4=6—4=2,etc.)
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Osservacgio: O problema equivalente ao de determinar as abscissas dos pontos
da reta y = ax + b (a # 0) localizadas “abaixo” do eixo-x & resolver a inequagio:
ax + b < 0 (a > 0.

3.°) —a— Problema (em Geometria): Determinar o bonto-interseccao das
retas r e s, respectivamente de equagdes:
reta r: y =aix + b, (a, = 0)
reta s y = dox + bo (as = 0)
3.9) —b— Problema equivalente (em Algebra): Resolver o sistema das duas
equagoes simultdneas do primeiro grau nas varidveis x e ¥
fy=ax+ b (a; =0
|\ ¥ = aox + by (az = 0)

Como o ponto (x, y), interseccdo das retas r e s, deve satisfazer, simul-

tdneamente, as equacdes dessas retas, segue-se que a solugdo do sis-
tema formado pelas equacdes:

[y =ax+b (a, = 0)

\y=a2x+bg (03#0)
que & um par ordenado de nimeros reais, representa as coordenadas
do ponto-interseccdo.

Exemplos:

1. DEter[ninar (0] ponto—-intersccgﬁo P das retas r e S, respectivamente de
equacoes:

reta v; y = 2x+8 retas y= 4x376
Solucdo geométrica:
- - VA 3
reta r: y = 2x 4 8 \
Palie i | )y pontos (08)
SI0AN (0 8)
410 (4,0)
reta s! y = 4x3— 6 P(32)
x | 3% pontos | g /[%,D) (4.0) X
0 ”2 Q=) (072)
3 3

Na figura as retas se interceptam no ponto P(3, 2).
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Solugido algébrica:

Basta resolver o sistema formado pelas equagdes das retas:

[ 3= “2x + 8
) 4x - 6
Loy=—5

Pelo método da substituicdo (nesse caso & s6 comparar), temos:

2x 4 8 =4xh6<.=:> “6x + 24 = 4x -6 & ~10x = o= x=3
3

Portanto: y=—2><3+8="6+3=2€V=[(3.2)]

Geomeétricamente as coordenadas do ponto-interseccdo sao dadas pelo

par (3, 2), isto é, P(3, 2).

5 * = = 5
Determinar o ponto-interseccdo das retas: x +y=3ex+Yy

Solugdo geométri..:a: 05
reta: x + y = 3 ‘l reta: x + A= 5 ©3

| x|y pontos A SUBPODTOS. . GONGO
0|3 (0 3) 0|5 (0,5) \\\
30 @ 0 510 GO

j i é, sa las.
Na figura as retas ndo se interceptam, isto e, sao parale

Solucdo algébrica:

Seja o sistema:

{x+y=3
£ty =S

Substituindo o valor de x = 3 —y (da primeira equacdo) na segunda:

J_yty=5e&y+y=5-3¢e>0y=2
portanto: A
%ylo-y = 2 (ndo existe valor de y tal que multiplicado por 0 dé 2)

Portanto, o sistema proposto & impossivel c]e_ ser reso]vnd’o,_ou seja,
ndo admite solucdo, por envolver duds condigdes incompativeis.
do ponto procurado,

etri jo existindo a ordenada y :
Geométricamente, ndo e et

ndo existird o ponto-intersecgdo das retas desenhadas e,
elas sio paralelas.

99




Assim, nos exemplos estudados, pode-se saber a posigdo relativa das

3. Determinar o ponto-intersec¢do das retas: x +y =3 e 2x + 2y = 6
retas, examinando os seus coeficientes angulares:

Solugdo geométrica:

Y= 2x+ 8 = a; = —2
g o 2 4 B 4 @2
x | ¥ pontos ly =g~ = =>da=-r
051 SEE=(0TE3 =
3/0 53, 03 Como: q, s as, as retas sdo incidentes

y

x+y=3 y=_x+3'-;ﬁa]=—1, b1=3
i {x+y=5 s y=_x+5—_-=$ﬂ'2=_l, bo=5

Como: aj=az e b #bo,

reta: 2x + 2y = 6

x | y pontos :
as retas sdo paralelas

013 (0, 3)
310 (3, 0
Na figura as retas sdo coincidentes. T E—eS ) — \(0-33
Solucdo algébrica: \\ (30)
Escrito o sistema: o §=0 = £
{2x+2y=6 3 { x+ y=3 {y=—x+3:>a1=leb1—3
d ; ou 5 =1 e ha=3
nem adianta tentar resolvé-lo, pois uma simples observagdo mostra 2x + 2y=6 y="x+ 3 =42 1e b
que as equagOes que o compdem sdo equivalentes (para constata-lo, Como: a;=as e by =bs, as retas sdo coincidentes

basta multiplicar ambos os membros da primeira equacdo por 2) &
portanto, os infinitos pares ordenados de niimeros reais que satisfazem
4 primeira equacdo satisfardo também a segunda.

Norta: Considerando o paralelismo como uma relalgiiOédeu?gl)uvalenctd, as retas
coincidentes também seriam paralelas (a distancia entre elas € nuia).

Portanto, o sistema proposto é : : . S :
sto é possivel e indeterminado, isto €, admite 5
. = = 5
mais de uma solugdo por envolver duas condices idénticas. TESTE DE ATENGAO — Gruro 3
C‘;j'qn};étrlcamente: as retas representadas por essas equagoes, ten;:[o Complete as seguintes sentengas, de modo a tornd-las verdadeiras:
mfmitos pontos em com a . 0 e =
o8 Pontoquue tém Cgmznzozigeggéﬁgi?]?ﬁlges‘ e e i e 1) Se duas retas sdo incidentes, entdo os seus coeficientes anguldres S30 . .........
€ros Interros: 20 Se duas retas sio pardlelas (ou coincidentes), entdo 0s seus coeficientes angulares
(OFS(y 20, 0 1) (3, )i () =14 s ch L e
ertencem as ‘ 2 ' 2 =
p s “duas retas” (na verdade é uma sé!). EXERCICIOS DE FIXAGAO — Gruro 36
OssErvagio: Maneira prdtica (sem resolver o siste & G i iX0-X:
ma d es. .. para ; : = m o eixo-x:
saber o ‘“‘comportamento” de duas retas no plano, dadas ;elas fgsl:;::f:?.ivas zaqlf.lacﬁef’: 1. Determine as coordenadas do ponto-inferseccad das seguintes retas col
y = aix + by (a; # 0) 18 y= x+2 65 y=% (cuidado!
y = ax + by (ax = 0) 28] iy il 75 x = 4 (cuidado!)
se dj f daz, as;’ retas se interceptam: isto &, sio incldentes num ponto : e Tlos 8s) 3x = 6
se ap = az e by # by, as retas ndo se interceptam, isto é, sio paralelas 2
se a; = dz e by, = by, as retas sdo coincidentes 45 2x + 3y =6 98 y=mx+n (M= 0)
—c (a=0eb=0)

Os nlmeros reais: d; e a2, denominam-se coeficientes angulares das respectivas 58 y= 3x+2 102) ax +by =¢

retas.
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Determine as abscissas dos pontos das seguintes retas:

1% y=2x-8 localizados ‘“‘acima’ do eixo-x
28 y="x+4+6 localizados “‘abaixo” do eixo-x
3.8 2y + 3x = 12 localizados “acima’ do eixo-x
45 y=x localizados “abaixo” do eixo-x

Determine o ponto-interseccdo (caso existal) das retas dadas, rCSpectivamentc,.pelqs
seguintes sistemas de duas equacdes simultdneas do primeiro grau com duas varidveis
(resoluctes geométrica e algébrica):

ER et o {325 1]
29 {& 326 29 f o T 4
3.o>{g;:%§:é 3.“){2;135221
a9 {32345 i ges3
24 {ii’-‘;:‘; 3L {;:3 (Facil. . )

Modélo de uma prova mensal(¥)

Represente, num mesmo sistema cartesiano de referéncia, as
retas:
y=x+5 ¢ y="x+4+1

Considere a reta: y = —x + 1 e responda:

1.°) quais as coordenadas do ponto-intersec¢io com o eixo-x?
2.°) quais as coordenadas do ponto-interseccdo com o eixo-y?

3.%) para que valéres de x, y <0? (o mesmo que: quais as abscissds
dos pontos localizados “abaixo” do eixo-x?)

4.°) para que valéres de y, x > 0? (o mesmo que: quais as orde
nadas dos pontos localizados ““a direita” do eixo-y?)
5.%) resolva o sistema formado pelas duas equacdes dadas e verifique

a solugdo com o grafico das respectivas retas
—

LEMBRETE AMIGO —

Quem fala em funcdes lineares: y = ax + b (a  0), estd falando:

em equacdes do primeiro efou em retas situadas num
grau com duas varidveis plano

—
G B

(*) A Prova foi elaborada e dada em classe (4. série) pela Profs Renate G. Watanabe, do
“Virgilia Rodrigues Alves de Carvalho Pinto".
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Uma “‘famfilia

Uma “‘familia

diferentes).

> de retas ...

Conhec¢a algumas ““familias’

» de retas paralelas (tbda:

» de retas que passam pela origem [
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s tém o mesmo coeficiente angular: 1).

. e de coeficientes angulares



9. Grdficos de inequucoes do primeiro grau com duds
varidveis e de sistemas

Seja a inequagdo do primeiro grau com duas varidveis:

x+y<5‘

Qual seria o grdfico dessa i = !
& r a 1Ineguacao num M .
referéncia ? quag sistema cartesiano de

AVoce p(_)de encontrar, facilmente, alguns pontos do grafico procurando
aquele:r, cujas coordenadas satisfacam a inequagdo: x—}—, =5 De
preferéncia, comece com 0s pontos que pos- ' * '
suam, como coordenadas, nimeros inteiros yJ‘

ndo-negativos. Assim, por exemplo:

‘(0, 0),.(1; ), (2, 0), (3; 0);, (4, 0) Iz @
(0t 1Y 12, 1Y 13,0 0) 444

©, 2), (1, 2), (2, 2) TN
(0 3); (15 3)

0, 4)

zﬁgrgcént?js que satisfazem & inequagdo: x +y <5 (‘iaasta substituir as
nadas . ..) e, portanto, pertencem ao seu grdfico.
sidadlzazlae entercltderfmelhor o grdfico da inequagd@o: x + y < 5, temos neces-
um “gréfico auxiliar’, que é a reta representativ ao:
a (ol
Xy =5ouy= %45 ’ q i

Tracada essa reta (grafico auxiliar), os pontos do plﬂano ficam repar-
tidos nos dois semi-planos determinados pOr ela. Um déles contém todos
0s pontos cujas coordenadas satisfazem a inequagdo: x + ¥ <’5, e o seu
“reconhecimento” é baseado no fato de que um s:em{—plano é determi-
nado pela reta que o define € mais um ponto nio-situado nessa reta.

Basta, pois, tomar um ponto qualquer que ndo pertenga ao grafico

auxiliar e “‘testa-lo™:
o ponto satisfazem & inequagdo, entao glee a

mi-plano procurado; '
satisfazem @ inequacao, o semi-

— se as coordenadas d
reta determindam 0 S€
— se as coordenadas do ponto nao

plano procurado & 0 oposto.
e a origem O (0, 0) para “testar”_o s-emlfplano
calculos ficam bem mais simples.

+ y < 5, temos:

Se possivel, emprega-se &
procurado. Com o (0, 0) da origem 08

Para o grdfico da inequagdo: X
x+y<5
ou 040 é 5 (testando @ origem)
0<5 (V)

Logo, a origem pertence a0 semi-plar
quagio x +y < 5 ¢ o semi-plano (colori

Nota: O grafico da inequagdo:
x+y >3

do e o grdfico da ine-

no procura 1
a contém.

do na figura) que
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é o semi-plano oposto ao que contém a origem, pois:
Xy >0

4
04+0>5
0 > 5 (F)

Outros exemplos:
1. Construir o grdfico da inequagdo: ~ 5x—-4y + 20 > 0
Inicialmente construimos como ‘‘grafico auxiliar’” a reta:

5x-4y 4+ 20 =0

Cxy

A seguir ‘“‘testamos’ a origem:
5x -4y +20>0
e L 7
5X0-4X0+420>0

?
0-0+20>0
20 > 0(V)

Logo, a origem pertence ao semi-plano que representa o grdfico da
inequacdo: 5x —4y + 20 > 0.
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2. Construir o grdfico da inequagdo: = y-2x >0

y-2x = 0) passa pela origem, em-

Como o “grafico auxiliar” (reta: :
- : tar” o semi-plano procurado. Assim,

prega-se um outro ponto para ‘‘tes :
por exemplo, para o ponto (0, 2), temos:

A 2x >0
2-2%0>0
50 0 ot 2 0

Logo, o semi-plano procurado & 0 que contém o ponto (0, 2).

-5

A L

)‘("

: ] imei m duds
No caso de um sistema de duas inequagcdes do pr:imgz'ocﬁzﬁu chl e
varidveis, procede-se de forma analoga a estuda
das inequagfes que o compoem.
O grdfico do sistema & o conjunto-intersecg
correspondem ds inequagdes do sistema.

do dos dois semi-planos que
Exemplo:
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Construir o grdfico do sistema de inequagoes:

x+ ¥y>. 5
2x — 4y > "8
Inicialmente construimos os ‘“‘gréficos auxiliares™:
retas: x + y = 5 ed e _.4y = —8
A seguir, ‘‘testamos’ a origem:
X -E gy b 2x -4y > 8
T T
0-+0>5 ) 2X0-4X0> "8
?
0> 5(F) 0-0>-8
0>-8(V)
(a origem ndo pertence-ao (a origem pertence ao
semi-plano) semi-plano)

. O conjunto-interseccdo (grafico do sistema) estd no desenho colorido
duplamente.
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LEMBRETE AMIGO

O grdfico de:
— uma inequagdo do primeiro grau com duas varidveis é um
semi-plano

— um sistema de duas inequagdes do primeiro grau com duas
varidveis é um conjunto-intersecc¢do de dois semi-planos

e ——

EXERCICIOS DE FIXACAQ — Grupo 37

L. Construa o grdfico das seguintes inequagdes do primeiro grau com duas varidveis:

le) x4+ y> 4 50) 3x +2y-6<0
29) 4x - 5y < 20 6°) y—x >0
i 0y
38) y.— 2% <iT8 7.")—i*+—j-<12
4°) y - 4x>0 89 x>y
2. Construa o grifico dos seguintes sistemas:
14 x+ y< 4 3'3){23:+3y<12
"l 4x - 5y > 20 : x-2y< 4
6 -2x>0
25) {2"+3x 3 49) {y
y+ x>5 VX
109



i ‘

e

4. Parte -Fungao trinomio do segundo
grau; grafico

- Estudo algébrico do trindmio;

inequagoes do segundo grau

Funciao trinémio do segundo grau

10. Definiciio

Diz-se que f é uma fungdo trinémio do segundo grau (ou simplesmendtg
fungdo trinémio) quando é definida pela seguinte sentenca aberta
segundo grau com duas varidveis:

|y=ax2+bx+c_ va,bc € R ea =0

O dominio da funcdo trinémio do segundo grau é o conjunto R, €0©
conjunto-imagem € um subconiunto de R e:

fix———ax?+bx+c (f “leva” x em ax? + bx + ¢)

Exemplo: f definida por y = 3x2 + 5x + 1 & uma funcao tyinémio
do segundo grau, onde:
fio——=328 £+ 55 + 1

110

1. Grdfico; raizes ou zeros; outros pontos principais -

A construgdo, por pontos, do grdfico da fungdo trinémio jé foi feita
quando vocé estudou o grafico da funcdo: y=x2-x-6,  pag. 90, lembra-se ?

A curva obtida — denominada pardbola — merecers agora maior
atencdo, por intermédio de outros exemplos, nos quais serdo destacados os
S€us pontos mais importantes (vértice, pontos de interseccdo com os eixos, etc.).

Como no caso das funcées lineares, serd usada a equivgléncia exis-
tente nos tratamentos algébrico e geométrico de um mesmo problema.

Chama-se raiz ou zero do trindémio y=ax2+bx+c (a0) ao valor de x
que tem 0 por imagem. Um trindmio pode ter duas raizes, uma ou nenhuma.

Algebricamente a determinacido das rafzes de um trinémio equivale
a resolver, em IR, a equacio do segundo grau:

ax? 4+ bx +¢c =0 (a = 0)

Nota: A = b2 - 4ac é o discriminante tanto da equagdo como do trindmio do
Segundo grau.

Se o Conjunto-Verdade dessa equagdo:

— contém dois niimeros distintos, o trindmio (cujo A > 0) possui
duas raizes ou zeros;

— contém sdmente um ntimero, o trindémio (cujo A = 0) possui uma
raiz ou zero de multiplicidade dois;

— & vazio, entdo o trinémio (cujo A < 0) ndo possui raiz ou zero.

Geometricamente a determinacgdo das raizes de um trinémio equivale
a determinar as abscissas dos pontos gde interseccdo

(dois, um ou nenhum) da pardbola com o eixo-x y
) Exemp[os: Estudar as seguintes fungﬁes trind- eixo da simetria
M0 do segundo grau: (0,10 )P —---cvevees

ey

LY 'y =x2-7x+ 10 |

1) grdfico:
x | y pontos
0 |10 (0, 10) — intersecgdo com eixo-y
1|4 (1, 4 e
raiz—2 | 0 (2, 0)— interseccdo com eixo-x
3 | =2 (3, —2) raiz
vl =2 (4,72)
raiz—5 | 0 (5, 0)— intersecgdo com eiXo-x
6| 4 (6 4)
7 |10 (7, 10)
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2)

3)

a)

raizes ou zeros:

Determinacdo (algébrica): basta resolver a equacio:
x*2-T7x + 10 = 0, cujo V = {2, 5}

e, portanto, as raizes ou zeros sdo: 2 e 5.

Por outro lado (geomeétricamente), a parabola intercepta o eixo-x
nos pontos (2, 0) e (5, 0), e as abscissas désses pontos ddo as
raizes ou zeros: 2 e 5.

pontos principais:

Vértice: € o ponto (V) da parabola que representa o seu ponto
‘e L 4 3 » - i : ] » 3
mais baixo” (minimo) ou o “mais alto” (mdximo).

»

Geometricamente, o vértice é o ponto-interseccdo da pardbola com
o eixo de simetria, dessa curva, que passa pelo ponto médio do

segmento (AB no exemplo), cujas extremidades sdo os pontos
de intersec¢do da parébola com o eixo-x ((2, 0) e (5, 0) no exemplo)
ou pelo ponto médio de qualquer segmento (MN no exemplo),
cujos extremos sdo pontos da parabola que possuem a mesma
ordenada ((1, 4) e (6, 4) no exemplo).

Algeébricamente, basta determinar as coordenadas do ponto V.
o 2

Nesse exemplo, conhece-se a abscissa 3,5 (pois: x = —;——5 = 3,5,

abscissa do ponto médio de AB) e, portanto, a ordenada sera:

y =(3,5)2-7 X 3,5 + 10 = =2,25. Logo: ¥V (3,5; —2,25).

Nota: Nesse exemplo o vértice V representa o ponto ‘“‘mais baixo”, isto &, MINIMO

‘ : : i
2) [yie 2yt SHEONIH

1) grdfico:
X | y pontos
0 | =5 (0, 5) — intersecgdo com eixo-y .

raiz— 1 | 0 (1, 0)— interseccdo com eixo-x ™
203 (2 8) o
3| 4 (3, 4)— vértice
4 3 (4, 3)

raiz— 5 | 0 (5 0)— intersecgdo com eixo-x
6 155 (6:55) (o-s)fP

2) raizes ou zeros:

Basta resolver a equagdo: ~x?+6x-5=0
(determinacdo algébrica) cujo V={[I, 5} e,
portanto, as raizes ou zeros sdo: 1 e 5.

Ch(6.7s)

Os pontos de intersecgdo da pardbola com o eixo-x {determinagdo

geométrica) sdo: (1, 0) e (5, 0), cujas abscissas (1 e
ou zeros do trinémio.

3) pontos princi pais:

5) sdo as raizes

a) Vértice: representa o ponto “mais alto”, isto ¢, mdximo da

parabola. 145
/ X = T = 3
Coordenadas de V\
Logo: V(3, 4)

b) Ponto-interseccio com o eixo-y:
=0 o
— 0246X0-5=-5 Logo: P(0, —5)
LA (0.8)

= ~324-6X3-5 = —9+18-5 = 4

da parébola (como bem mostra o gréifico), onde a ordenada y assume o menor vaior
possivel. Algébricamente, ésse minimo é o menor niimero do conjunte-imagem da funcao

trindbmio: y = x2 - 7x + 10.

b) Ponto-interseccdo com o eixo-y: basta procurar a ordenada do

ponto de abscissa nula, para determinar as suas coordenadas. | x | y pontos
No exemplo, fazendo x =0 em y = x*?-7x + 10, obtemos: 0 | 8 (0, 8) — interseccdo com eixo-y
1E8D S ((143)
y = 02-7 X 0 + 10 = 10, para ordenada do ponto P. raiz “"g- 0 (2, 0) — vértice ; =
2 (3, 2) f‘u." vorlice
418 (4,8

Logo: P(0, 10) é o ponto de interseccdo da parébola com o eixo-y-
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2) raizes ou zeros:
2x*-8x+8 = 0 cujo V= {2]

Logo, o trindmio s6 tem uma raiz ou zero: 2, e geométricamente
diz-se que a parabola tem um ponto de contato (ou de tangéncia)
com 0 eixo-x.

3) pontos principais:

a) Vértice: representa o ponto ‘‘mais baixo’’, isto é minimo da
parabola.

Coordenadas de V<: Logo: V(2, 0)

X =
yi=0
b) Ponto-interseccdo com o eixo-y:

prE=9 i PO, 8

- )
. ';: y b
0 oy i Ko %
4 ) SRR P (-2|o)x (a.10)
1) grdfico: d
x|y pontos ?
-2| 10 (72, 10) — intersecgdo com eixo-y -
-1| 5 L, 5)
0 2 (0: 2) (0.2) \1 (2.2)
1/ 1 (1, 1)— vértice ! A
2|1 2 2, 2) - 2 —
3 5 (3! 5) & vertice
4110 (4, 10)
2) raizes ou zeros:

x2-2x+2 =0 cujo V= (pois: A =-4=>4<0)

Logo, o trindmio ndo possui raizes ou zeros e, geométricamente,
diz-se que a parabola ndo intercepta nem tem ponto de contato
com 0 eixo-x.

3) pontos principais:

a) Vértice: representa o ponto “‘mais baixo”, isto é, minimo da
parabola.

Coordenadas de V{‘i i : Logo: V(1, 1)
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b) Ponto-interseccdo com o eixo-y:

P{jfg Logo: P(0, 2)

EMBRETE AM

== L IGO

O gréfico da funcdo trinémio do segundo grau:
y = ax? + bx + ¢ (a = 0)

€ a curva denominada pardbola.

e—

Uma “‘familia” de pardbolas que passam pela origem. ..

EXERCICIOS DE FIXAGCAO — Gruro 38

. Estude as seguintes fungies trinémio do segundo grau, construindo o grdfico, deter-
Minando as raizes ou zeros e os pontos principais:

18 y=x2-8x 4 7 62 y=x2 4 8x+ 15
28) y=-x2 4 5x-4 7 y = "x2 4 2x + 15
3%) y= %2 4+ 2x-2 81) y = 3x2 - 6x
4°) y = 2x2 +8x-8 9.0) y = x2
52 y=2x2-x+4 10 y = —2x2
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EXERCICIO EXPLORATORIO - Gruro 39

“Travessuras' do coeficiente a . ..
Seria possivel — sem desenhar — reconhecer a posicao do vértice da pardbola
(y = ax®* + bx + ¢, a # 0) como um minimo (k.U) ou mdximo (f/\), conhecendo-se sdmente

o sinal do coeficiente a?
SiM. Basta vocé prestar bem atengdo ao sinal qualificativo do coeficiente a nos

exemplos hi pouco estudados.
Assim, no trindbmio:
y = x2 - 7x + 10 (1.° exemplo, pég. 111)
o coeficiente a = *1 tem o sinal qualificativo positivo e o vértice da parébola correspon-
dente é um ponto de minimo (k,)) (o mesmo ocorrendo nos exemplos 3° e 4.°)
J4 no trindmio:
y = x% 4 6x - 5 (2.° exemplo, pig. 113)
cujo coeficiente a = ~1 tem o sinal qualificativo negativo, o vértice da pardbola cor-
respondente € um ponto de mdximo (rl\) (o mesmo ocorrendo com alguns exercicios do
Grupo 37).

Conclusio: Agora vocé ji pode reconhecer — sem desenhar! — se o vértice da
pardbola y = ax? + bx + ¢ (a % 0) & um ponto de minimo ou de
mdximo:

sea > 0 = V é um ponto de minimo
sea < 0 == V & um ponto de mdximo

Procure verificar, com outros exemplos, esta conclusao.

Estudo algébrico do trinémio do segundo grau

12. Decomposicdo do trinémio do segundo grau em fatdres
do primeiro grau
Seja o trindmio:
y=ax?+bx +c (a#=0)
onde A = 0, isto é admite raizes ou zeros.

Nestas condicdes é possivel decompor o trindémio no produto de dots
lembrando as

fatéres do primeiro grau, envolvendo tais raizes. De fato,
propriedades principais das raizes de uma equagdo do segundo grau:

x' + x! = :; ou % = ~(x' + x'’)

Cc
xfxxn_: -
a
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0 trinémio y = ax® + bx + ¢ (a = 0) pode ser escrito:

Y = ax’+bx+c = a(x‘-’ + %x—f— %) =

a[x*~(x'+x")x+x'x"] = (... substituindo -g— e —g- pe-

il

los valbres acima)
a(x?-x'x-x""x+4x'x"") = (... propriedade distributiva)
alx(x—x')—x"(x-x')] = (... fatorando)
(... fatorando)

]

]

= a(x-x') (x—x"")

y = a(x—x") (x—x")

Logo:

€ 0 trindmio estid decomposto no produto de dois fatdres do primeiro grau
(x - x") e (x - xu)'

No caso particular de o trinémio ter: A = 0, isto é x' = x", entdo
& decomposicao ter4 a forma:

y = a(x - x')?

. Exemplos: Decompor em fatéres do primeiro grau os seguintes tri-
Nomios:

0
o
=
B
=
Il
2
=
!
®
=
~~
=
!
R“
5

<
@
3
e
I
N
—~
®
|
ol
v
R
i
[*%]
S
o
c
A
Il
~~
S
=
4
——
=
=
|
w
S

Temos: a="1eA =0 e portanto: UV = [3]
Como: 3 =alx—-x9?
vem: y="1x-3)20uy= ~(x-3)*
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3. PN " Nesse primeiro caso, dado que A > 0, o trindmio y = ax? + bx 4 ¢
(a > 0) pode ser decomposto no broduto de fatéres do primeiro grau:

Temos: a=1e A =12= A > 0e, portanto: V = [~V 3, V3} ; y = a(x-x") (x - %)
R i T T i = I8 - VBl A3 :
I(x-—-V3)(x-V3) ouy=(x+ v3)(x-V3) Todo valor de x tal que: x < x’ ou x > x”, é exterior (“fora”) ao

lﬂtervalo das raizes, e todo valor de x tal que: x’ < x < x'/, é interior
(“dentro”) ao intervalo das raizes.

<
)
3
=

li

EXERC{CIOS DE FIXAGAO — G 0
C RUPO 4 Qual serd o sinal do trinémio (y) & medida que X, percorrendo os valbres

Bsmmpne ot JEShen B St o on SEiieE HHiridutics: de R, é exterior ou interior ao intervalo das raizes?

. 5 1 A resposta ser4 dada representando um determinado valor d *
il BB 2 PG 7 IR | - e x por x
By Syt ol 65} y =ogaipxt g (nmero real) e supondo:
20) y="x2 4+ 9x-18 TRy = ¥R { 1) .
39) y= x2-6x+49 89) y = 4x2 - Bx X" exterior ao intervalo das raizes:
4°) y= 2x2 4 3x-2 9.'i',‘|y‘= x2-25 =
59) y = ~x2 + 3x + 10 100) y = x* 4 x T — : - R
' ) - e ' . . ou
13. 1.% aplicagao: variagdo do sinal do trinémio o
+ <
Em Algebra o problema equivalente ao problema: g F—— e
. +
reconhecer os pontos da pardbola y =ax? + bx + c (a = 0) que estdo Entdo, as diferencas: '
situados ‘‘acima” ou ‘‘abaixo” do eixo-x . -
P ;. x¥—xl <0 ou ¥ —xl >0
. g x*—xt 0 x*—x"" >0
estudar a variagdo do sinal do trindmio y = ax* + bx + ¢ (a = 0) sdo ambas negativas sdo ambas positivas
quando x varia em [R W i ' -
: ! — . b €, portanto, em qualquer um dos casos o produto dessas diferencas
Nestas condiges, sempre que possivel, serd feita a interpretacd0 Serd sempre positivo. ¢
Stri shri inomi rau. i : ;
geométrica do tratamento algébrico a ser dado ao trinémio do segundo g A decomposicio do trinémio:

Seja o trinémio: y = ax® + bx + ¢ (a = 0), e o seu discriminante:

A = b? - 4ac, que pode satisfazer aos seguintes casos: y = a(x* - ). (x* - x")

e e Ve
= & - (ambas negativas)
+ . 4+ (ambas positivas)
+

1. Caso: A>0= 3x,x"|x" # x"

) —-
) —

O conjunto de valéres de x compreendidos entre as raizes x' e x'’

¢ denominado intervalo das raizes (x’, x''). No intervalo das raizes .
que figura na reta numerada (conjunto [R), a raiz x’ é suposta menor

que &', isto: & x’ =< &

mostra que, sendo o produto (x*-x') (x*-x") sempre positivo, o
sinal de y (trinémio) ser4 o mesmo sinal de a, isto é:

~-intervalo das raizes— =R a> 0= y >0

x : a<0=y<0
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a<o = y<0

a>o==y>0

isto &, pontos de abscissa ‘‘fora’’ do intervalo das raizes tém orden
com o sinal igual ao sinal de a.

ada

2) x* interior ao intervalo das raizes:

e R

Nesta hipétese as diferencas tém sinais contrdrios, pois:
x*—x’ > 0 (positivo) e x* - x” < 0 (negativo)
e o produto delas serd sempre negativo:

¥ = g{E —%): " - 5")
| \.T/ L —
? ? -

Entdo o sinal de y (trindmio) sera sempre contrdrio ao sinal de a,

isto é:
a>0=—=>y<0

a<0=y>0

Nota: Se x* = x’ ou x* = x', o trinémio (y) se anula (pois x’ € x' sdo as raizes

ou zeros do trindbmio).

Graficamente, temos:

ach =>y>0

a>0=> y<o

com abscissa ““dentro” do intervalo das raizes tém orde-

isto é, pontos : .
nal contrario ao sinal de a.

nada com o 8i

120

] mla 0 cla 0 mfa
ConcLusio po 1.° caso (A > 0): | | > R
xl xl!

Se A > 0: o sinal do trinémio (y) é o mesmo de a (abreviatura: m/a)
para valbres de x exteriores ao intervalo das raizes, e é
contrdrio ao de a (abreviatura: c/a) para valéres de x
interiores ao intervalo das raizes.

O valor do trinémio (y) é nulo (0) quando x é igual a x’ ou x"’.
2.0 CASO: A=0=— 3x’, x! I x = x"

O intervalo das raizes serd representado, agora, na reta real por um
ponto de abscissa x’ = x’':

A decomposicdo do trinémio, neste caso, é:
y = a(x—x')*
e para qualquer valor x*, diferente das raizes, o quadrado da diferenca:
(x* e xr)z

Mt e’

+
é sempre positivo e, portanto, o sinal de y (trindmio) serd sempre o
mesmo de a. Logo:
0B 4s0=y>0

a<0=y<0

Graficamente, temos:

A'go.ra, a ordenada de todos os pontos da pardbola, com excegdo do
vértice, tem o mesmo sinal que a.
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3.° Caso:

ConNcLusio po 2.° caso (A = 0):

Se A = 0: o sinal do trinémio (y) é o0 mesmo de a (m/a) pata qualquer
valor de x diferente da raiz dupla (vx, x = x').

A<= ;ﬁ raizes reais

Neste caso ndo é possivel decompor o trinémio em fatéres do primeiro
grau. Todavia, o estudo do sinal do trinémio (y) é feito por intermédio
de uma outra decomposicdo do trinémio, conhecida pelo nome de
forma canénica e obtida da seguinte maneira:

y=ax>4+bx+c (a0)

b c
2 — Eel
a(x -+ x -+ )

Il

ouy

b 2 2 b2
ouy a(x2 < 2 5% = %‘2‘ == -Z— = -‘f;) (somando e subtraindo —4-&5)

It

. d ——
2 — k2
(x+2b—a) %”— (4ac — b% = —A)
b 2 i
ouy=of (++5) +35)
+

Ora, como A < 0, entdo A > 0 e, portanto, 4—:: é sempre positivo

(lembre-se de que 4a® é positivo); também para qualquer valor x* de ¥
2
o térmo (x* - ﬁ%) é sempre positivo (...é um quadrado).

Entdo, o trindmio (y), sendo igual ao produto de @ por um nimero
sempre positivo, terdi o mesmo sinal de a, isto é:

a>0=y>0
a<0=y<0
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a<o = y<o

a>0=py>0
No caso de a pardbola ndo interceptar o cixo-x, a ordenada de qual-
quer de seus pontos tem o mesmo sinal que o de a.

m/a
IR ) -

CoNcLusio o 3.° Caso (A < 0):

Se A < 0: o sinal do trinémio (y) para qualquer valor de x (Vx) é o
mesmo de a (m/a).

LEMBRETE AMIGO

E bem facil conhecer o sinal do trinémio:
y =ax? 4 bx + ¢ (a #0)

quando x varia no conjunto [R: basta conhecer qual é 0o A e qual ¢
o sinal de a. Assim:

m/a 0 cja 0 mja

se A > 0, entdo ——— R e - R

x,r ,Y“

mia 0 mja
se A =0, entio ——m—-—|- —— —— S R
xflef i
mia

se A < 0, entdo e ——— S R
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EXERCICIOS DE APLICACAO  Grupo 41 Graficamente. . . y
Estude a variacdo do sinal dos seguintes trindmios do segundo grau:
1°)  y = 5x2 + 9x — 2
1 ) T 1 | u X
Temos: a = "S5eA =121 = A>0— V= (‘2, ?) (s6 resolver a equagdo. . .) ‘ Hh
mia c/la  mja + 0 0 =
Se A > 0, entao —— oy ———! SES—ET
bay o -2 1
5
Portanto, o trindbmio y sera:
\ "
. 1
1) positivo: para x < “2 ou x > 5 ( .. valéres de x exteriores ao intervalo fas
raizes “2 e *5—) Je) 3y = x2 - 4x 4 4 "
| R e )
2) negativo: para x > -2 ou x < — (ou 2 et g i) (...valbres de x in- Temos: AR
5 5 teriores. . ) mfa mfa __+d|
2 1 Se A = 0, entdo o ou 2
OBsERVAGEES: 1.4) O trindmio ¥ € nulo para as raizes: x' = -2 ou x"' = 5 Al de x # 2, é positivo (que € o sinal de
: k ; ' alor de x »
2%) Voce pode apreciar toda essa variagdo do sinal do trinbmio ¥ Portanto, o trindmio y, para qualquer v
desenhando a pardbola que o representa: a = *1).
Y
Y4
L +
+
| |
X y‘
; s ) 7% — 10, é:
4.9) Para que valores de x o trindomio: ¥ = X H P
; 1) positivo? 2) nulo? 3) negativo’
Temos: u=‘le3=9ﬂﬂ>0:">v={2‘5]
. - 0 + 0 N BT
cla mja B
2.0 = —3x2 9x - 9 : mfa A l
)y + Se A > 0, entdo ~——~;|,‘- x!,, 9 5
= = ; o ; |
Temos: a = 3eA="2T=—=A<0— V= @, isto &, ndo existem raizes reais. I e, portanto, o trindmio y serd:
5 e B, 1) positivo: para x >2 e x< 5@<%<3)
Se A < 0, entdo ————— oy S ' 2) nulo: para x =2 ou X = ;
: : ; T K
Portanto, o trinémio y, para qualquer valor de %, € negativo (que é o sinal de a = ~3) 3) negativo: para x < 2 ou
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5.9) Idem, para o trindmio: y = 2y2 _ 3x + 4
Temos: g = ‘2e A= 23 — D) = f S &

mja e
Se A < 0, entig ——- e 1Y Vi

€. portanto, o trindmio ¥ serd:

1) positivo: Para qualquer x (wx) |
2) nulo: Para nenhum x (4x Py = Q) (
3) negativo: para renhym x(ﬁx a0y

EXERCICIOS DE FIXACAO - Grupo 42

. Estude a variacao do singl dos seguintes trinémios do segundo gray:
19) y =x2 -5¢ 4 ¢ 6°) y = 3x2 £ 12,
20 y = 3x2—% .0 70) y = 15x2 x-6

38 y=at o g 4 4 80) y = ";: + 36
e L 9.5) ¥ = x2 —6x 4 7
59 y = x2 25

100) y = 4x2 _¢

2. Determine Para que valdres de 0s seguintes trindmios do segundo
tivamente: Positivo, negativo ou nujg:

l."} y

grau sio, respec-

]

x? ~6x 4- 8

5,”) y = ‘2x‘." + 6x
2_u)y=‘3x2+x—-6 6-01)’:12*81-{-16
30) = X495 79) y = 3y2 e
4-"))’=29¢2+4 82) y = x2 -1

14. 2% aplicacdo: reconhecimento (.
real em relagdo gs raizes de ym
sabendo-se que elgs existem

a posicdo de ym nimero
trindmio do Segundo grau,

: — Ssabet se um dado ntmero
Intervalo das rajzes do trinémio: y = gx2?

+ bx + ¢ (a = 0).

Suponhamos, Por exemp]o, que o nimero re

2 al n seja exterior ao
intervalo das raizes (no desenho: n.< x'):

.__,_ﬁ__l o

———— . R
n *’ x'
pPara x = n — y

=an’+ bn 4 ¢ = Yiew (valor numérico do trinémio y
para x = n),

I

~
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- e

] ortanto, o
Como n é exterior, entio Yo tem o mesmo sinal de a e, p ;

broduto: a.y,y > 0 (é positivo)

Se n fésse interior ao intervalo das raizes:

inal contrdrio ao de a e,
= an® + bn + ¢ = y,, tem sin
Para x = n = y = an® +
ortanto, o. produto: ' !
e ? a.yim < 0 (é negativo)

Logo: i

a.yo > 0, entdo n é exterior

/ 2 - -
se @ a e interior
Ma.ym <0, entdo n é

Exemplo: Dizer, em relagio ao intervalo das raizes do trinémio:
xemplo: .
y = ~12x? 4 246x - 120,
qual a posigdo dos niimeros —2 e 4.

N a i nimeros “grandes”, para
Os coeficientes do trindémio sdo, prop(:;!t?lmeme,
ta e B e i i trindémio. . .
evitar que se queira determinar as raizes do

Temos:  ye-5 = ~12(~2)* + 246(~2) - 120 = ~2§2
Yoo = “12( 4)? + 246( 4)- 120 =

i ] oduto:
€ sendo: a = 12 (negativo), basta considerar o sinal do pr

~12(-660) = > 0 == 2 é exterior
=12( 672) = < 0= 4 € interior

It

a‘y( 2)
a‘y( 4)
| C H q P i eal em
OBSERVA AQ: SE VO{:é uiser recisa a0 de um numero
i r melhor a posig: I
lela 40 e x” T €, t Confl'on[é‘lo com a semzi-
a dO t lnamlﬂ dO S gundo grau basta
G S rajzes x ]
b
. s
J'\SSIHI por exemplo, co namero “2 — que é exterior a(.l llHerval() d'as
i » plo, m re]agao a0 nu :
é d de saber se éle é menor que a menor raiz (A ) ou mator que a mai
aizes voce ainda PO Ol

raiz (x”), confrontando-o com o nimero: :
el e
x' 4+ sl ;

xl xl’
soma: —-42'—. =

2 T 24 4
Logo: IR L T e
g0: -2 x" 4 10_41_ ;

1
1 = 0—
"2 estd 4 “esquerda” de x’ porque ~2 < 1 3

; » 1
(que é "lte?ﬂo) também esté a eSqIIEIda d() pOIltO Illédlcl, pois 4 < 10—
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EXERCICIOS DE FIXACAO — Gruro 43

Deé a posigdo dos seguintes niimeros, em relagiio ao intervalo das raizes, dos trindmios:

1.°) nameros: 1 e 10 trindmio: y = x% - 39x 4 270

trindmio: y = 2x* — 64x + 480
trinbmio: y = ~63x? 4 55x - 12
trindmio: y = 36x2 -9

2°) nimeros: =5 e 8
3.0) nadmero: 1

42°) namero: 0

Inequactes do segundo grau

15. Definicdo e resolugdo algébrica

Chama-se inequagdo do segundo grau na variavel x a tdda sentenga
aberta da forma:

ax®> + bx + ¢ > 0 (a = 0)
ou ax? + bx + ¢ < 0 (a = 0)

A resolucdo de uma inequagdo do'segundo grau, em [R, isto é, a deter-
minacdo de seu Conjunto-Verdade, reduz-se ao estudo do sinal do trindmio.
Isto porque se procuram os valéres de x que tornam o primeiro membro
da inequagdo — que é o trindmio y = ax® + bx + ¢ — positivo ou negativo.

Portanto, as “pecas” fundamentais na resolugdo de uma inequacido
do segundo grau sdo: o sinal do coeficiente a e o discriminante A.

Exemplos: Resolver as seguintes inequagdes do segundo grau, no
conjunto R:

1.") 4x2-3x-1>0

Temos: a = +4 (positivo) e procuram-se os valéres de x que tornam

o trindmio 4x* - 3x — 1 positivo (> 0), ou seja, com o mesmo
sinal de a (m/a).

Simbolicamente, pode-se simplificar da seguinte maneira:
|

l !
positivo positivo
mla

128

462 - 3x ~ 1 > 0 (m/a)
N 1

Tudo depende, agora, do A: " l}
Como: A=9+16=25=>A>0=> V= 3

m/a ‘m/la"—
"‘m i R
=1
)

e, portanto:

i i a exteriores
isto &, os valores de x que dao ao trinémio o m/a sdo 0s ‘
] v 3
ao intervalo das raizes. Logo:

=]
,__.0ux>1
x<4

i 4 indicada:
e a solucdo da inequagao proposta sera in

s 5.se: ‘“conjunto dos n.°® X tais que
V=[x|x<j4—oux>1] (le-se j d

n _ ou maiores que 1)
sejam menores que

i . 4x2 - 3x -1 < 0 (c/a)
Nota: Se a inequagdo fosse: I4.':c 3x 2

il
iti negativo
positivo ga
c/a 3
i isto €:
interi intervalo das raizes, is
a solugdo seria constituida pelos valéres de x interiores 20
-1 '
i 1, ou seja:
cla
e = R
-1 1
I

Est4 claro que terd a mesma i ”‘_1)
-4x2 4 3x + 1 > G
|4x + s

negativo

=1
v=[x|7<"<“

solucdo a inequagao:

positivo
e e——

cla %
i j0, obteremos a inequa-

‘ x membros dessa inequacao, . inequa-

POiS,ﬁmulti{:ugandg 2por3x1 ?mﬁo 3 O;j..cmbre.se de que, multiplicando por 1, a ineq

Glio ja resolvida: 4x? —3x-— ; .

¢io muda de sentido.

x2-1 23

2.%) 26+ 1D >3+ 3

a i ca forma
Primeiramente, procuramos c:olocar2 a mequagioofl-ada sob
conhecida (ax® + bx + ¢ > 0 ou ax* + bx + ¢ :
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2(x2-1)-12(3x+1) > 18+3(2x2-5) (m.m.c. dos denominadores: 6)
ou 2x2-2-36x-12 > 18 + 6x*—15

ou —4x2 - 36x - 17 > 0 e, se quiser:
4x2 4+ 36x + 17 <0
Logo, a inequagdo a resolver é:
4x2 4 36x + 17 < 0 (c/a)
| b4

v 1
pOSitIVO negativo

cla

Como: A =102 = A>0= V

If
e
®
N] —
2| L
St

vem:
Solucdo:

3.5 | 5x2 =2 5ked0

Temos: 5x2 — 2x + 5 < 0 (cla)
* N/

L )
_positivo negativo

cla

Sendo: A= 96=—A<0=—= V = & (ndo existem raizes reais)

e, portanto: mla

-

Entdo, como para Vx o sinal do trinémio é o m/a e, de acérdo com a
inequagdo proposta, procuramos os valbres de x que ddo ao

trmérr.uo o sinal c/a, segue-se que a inequagdo ndo tem solugdo,
ou seja:
V=g

Nota: Se a inequacdo fosse: 5x2 -2x 4+ 5 > 0 (m/a ~ - o
valor atribuido a x, isto é: (m/a), a solucdo seria: qualq

V=R
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4  x2+8x-16<0

Temos: ‘:lc” 4+ 8x - 16 i/O
L
negativo

m/a

negativo

(mfa)

Como: A=64_64=0=—_->A=0==>V=[4]

e, portanto!

Logo, Vvx, x # 4 & solucdo da inequagao, isto €:
V= [x]|x#4

Nota: Se fosse para resolver a inec}uggsaz; <
igual a zero”), sua solucdo seria dada por Io Lfer 2
mais os que o anulam, isto €, para qualq

Logo:

v=

-x2 4 8x - 16 £ 0 (lé-se: ‘‘menor ou
lores que tornam o trindmio negativo,
gmero real.

R

EXERCICIOS DE FIXACAO — Gruro 44

Resolva as seguintes inequagoes do segu

13 x2-7x + 10 >0
Z.8) —x2 + 8x -7 >0
38 -7x2 +x+6>0

40 3x2-x+8<0

55) x2- 6x +9 >0
6.2) x2 + 16x—-80 < 0
75 9x% —30x + 25 <0

8.°) 22 -5x +820

98 x2 +x-8%0
108 4x2 +2x-3<0

112) 16x2 2 9

128 (x-1)2-130 < ~(x + 1)?

131

ndo grau no conjunto [R:

138) 3x% -12x < 0

145) 5x2-12 0 r

15.8) 3x* 130 > 51 + 2%

16.5) 1;—'- - % <0

178 4x2 4+ (x + 2)2 > 4x(x +2)
182) 3(x - 1) - 6x 2 2-2x (x - 3)‘
198 (2x-1)% - 4x2 > x2-4x + 8

2 Ix2
200 S-4@+D<F 4

-2 (x + 1)x—3)
g St g g e

3 ~
228) (2-3x)% - S —3= (2% —1)*

1 2dxy -+ 1?
23.1 -E(x—l) N (¢

24.4) (1 -—%x)- <0



ou

minador, o que permite determ

16. Inequacses cuja resolucdo se redyz a de uma in
: do segundo grau

Exemplps:

Pode-se, ainda, multiplicar por —
(nes!_:e €aso s6 afeta .q Numerad
Pratica interessg trabalhar com

Esta altima inequagio ¢é resolvida estudando-se
dos tri

equacdo

Resolver as seguintes inequagées no conjunto [R:

o) RS2 3x-1 o
1.2) m(m(x#l,x# 3)

by 3x—1 o
“Transportando” 2¥~1 Para o primeiro Mmembro:
x+3
x42 3x-—1]
T2 _ s E e 3
Bt oS0 ( € sendo o mm.c.; (x 1) (x + 3))

(x+3)(x+2)-(x—l)(3x—l) 0
@-)x+3 ——<

x2+5x+6~3x2+4x—1

2x%24-9x -5
G-1) x F3) R e e

x2 4+ 2x -3 =l

I ambos 0s membros da inequagdo
or do primeiro membro), pois na
0 coeficiente ¢ positivo, isto é:
2x259x55>0 é equivalente 3 i 3 t
T —— ue a

X £ 2x"3 » que e equivalente 3 nequacdo propos

a variacdo do sinal
rinémios que figuram, Tespectivamente, no !

inar os valgres reais de x que tornam

bositivo o quociente désses trinémios,

Indicando, respectivamente, por Y1 € y2 0s trinémios que figuram
N0 numerador ¢ denominador

, temos:
Y1=22-9y_ 5

a=+2eA,=121=:>A'>0=-_—.> e {;, 5}

+ ‘ ~ I +
=4 5
2

132

Yo =x%+42x-3
a=*leds=16=24>0=> Vs = {3, 1}

- | p +

=3

[ P

- crescente, vem:
Dispondo as rafzes dos trinémios segundo o seu valor 2

1
-3 21,5
3, =

i 3 osta, ao variar x em R,
aca i inequacdo proposta, il
sinal que sofre a 1 R L
Aozir;ﬁa;gfhor ap?eciada no segumtf quadrﬁooggergferzﬂq ég 2 4o
gitervalos é feita por tragos ‘‘fortes”, quan

do respectivo trindmio:

T —11 5
x _37
: R
y1+5+ m,:
I T I
o e B
8 L
[ 1 1 i
o e
&+5-;'+;l !
Y2 : I

i a vari uociente
Observando a iiltima linha do quadro (que da a variagdo do q
== i inémios é positivo para os
l) concluimos que o quociente dos triné b
E)
N2

: e A i 40 proposta:
guintes valores de x, que constituem a solucdo da inequagio prop
se

5. ux>5
x<—3011-2—<x<10

& LG <1oux>
Logo: Ve=[x|x< S0l s ®
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e e  —— e e e

2 | @2=Tx + 12)3x2-x + 5) < 0

Temos, indicando:
Y1 =x2-T7x + 12
a=+leA1=1=>A>0——-->U1=[3,4]
ot A
3 4
y2 =3x?-x+ 5

a=ﬂem=~59=>a<0——_—>v2~_-g

% 3 4
Y1 + I £
i i
e 2t A S T
} i
Y1y + 1 !
1-Y2 - = i
| e
A
tO%?’;af;‘ Onfnglicul;o(c?gr:a?pgndeme mostra que os valéres de x que
etio - acordo com a inequacio duto
Y1y2 dos trindmios sio aquéles compreen(?ido‘gs entﬂoSpgS;?):; o<p; o< 4.
Logo: ’

V=1[x]|3<x< 4

2_11 s |
3.0) [t 1
) 2x+1>l("¢7) |

Temos: ﬁﬂ_
x*-11-12x + 1) 2
ou x-2% - 12
2x + 1 b ; >0

2x + 1
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y|=x‘-"2x 12
G =+l ed =52 =>45>0=V =[1-V13 1+ VI3

[-1}
yo = 2x + 1 (fungdo linear) Yo = ]7[
= y + )
*_I
2
e -1 ]
x | -4 13 = 1+V13
. " ;_H_T__—H‘_i__ R +
yr | + i ! | ,
! L
R | :
B : E ' + 1 =5
4 : - = A
T e i
= ' | Pt
372 | : | '
et -1 s
Logo: y—'>0para1—\/13<x<70ux>1+\’13
ya2
. S -1 =
e, portanto: Us[xfl—\’13<x<7oux>1+\’l3]

Quais os valdres que devemos atribuir a k, a fim de que o trinomio:

y = kx? + (R=Dx + k-1

seja negativo para vx, x € R ?

empre um #inico sinal — no exemplo,

Ora, para que tal trindmio tenha s : : _
P discriminante A seja negativo (mfa),

negativo — é necessario que 0 seu
o que obriga k a ser negativo.
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A<0=>(k-1)2-4k(k~1) <0
ou 3k2+2k+1<0&3k2-2k-1>0 (m/a)

=1
onde: a="3ed; =16=4,>0= V, = {—3. ll[

ot
3

k<§l ou kR >1

Como, atendendo a condicdo imposta pelo problema, k deve ser

negativo, rejeitam-se os valéres de k > 1. Logo, a solugdo do
problema é:

V={klk< }

v
3

EXERCICIOS DE FIXACAO — Gruro 45

1. Resolva as seguintes inequagdes no conjunto R:

x2 -5 6
1.5) -ﬂ—_%< 0 75) (x2+413x+40) (-3x?+14x-8) 2 0
2‘)x2—5x+4>0 snx~1>2x+1
"' %2 —3x - 128 et b 1
3% (x242x-3) (3x2-4x+4+8) < 0 e i O =
Eik8) G Vrowe G moe e
e k] x%-125
‘5;'):c2—6:vc+9$0 10 3x76<0
5.4 (“x2+46x-5) (4x2-5x+1) (x24x+4) > 0 115) 2_-2-’5% 20
X -
(Nota: Agora sdo trés: yi, ya e y;...)
) —5x2 +2x -4 (x-5)x-(7Tx + 6)
e T B, s

. Para que valbres de k o trindmio: y = (k + 1) x2 — 2(k — 1)x + 1, é positivo para
qualquer que seja x?

Nota: Condigdes a serem impostas: A < 0 e (k + 1) > 0.

136

. Para que valores de n 0

. Para que valores de k

. Determine o valor de m,

indmio:
namero 3 estd compreendido entre as raizes do trind
£ 2
N=‘2x‘+3nx-9. i
i s raizes) € “2.5(3)
N Condicdes a serem impostas: & > 0 (por)que existem a
OTA: Loy -
(porque o m‘:‘r,nem 3 deve estar entre as raiz Ryl

: izes do
m ndido entre as ral

’ -4 nao estad compree
o namero 4

trinbmio: y = 3x% + 5kx + 2k*?

> De 3_y('4) < 0.

Nora: Condigdes a serem impostas: & Resposta: 4 < k ou k > 6

a fim de que a desigualdade:
R T s 10
seja verificada para qualquer valor de x.

Resposta: m > 11
Nota: Unica condigdo: a < 0.
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17 Parte

2" Parte

3." Parte

4" Parte

*Razao ¢ Proporcao de
Segmentos
* Feixe de paralelas

- Teorema de Tales

. Semelhanca entre figuras

_ geomeétricas
* Tridngulos semelhantes
* Razoes, trigonométricas

de um angulo
* Similitude central oy

homotetia

* Relagoes métricas no

triangulo retangulo
- Teorema de Pitagoras

* Relagoes métricas num

triangulo qualquer
* Relacges métricas no circulo

* Poligonog regulares
* Medida g3 circunferéncia;
calculo de T

@ . a0 e proporcao de
1 Parlg: +Razao e prop segmentos
- Feixe de paralelas
- Teorema de Tales

a 0S
Razio e propor¢iao de segment

l. Razdo de segmento

ivi m dois segmentos:
Seja i o A—B i ¥ ql'J; 3 d“::llie ePor exemplo) sao
€ e CB' ot i mesma unidade, ,
AC e CB, cujas medidas (na
respectivamente: 3 e 4.

ivi mento A—és de
Nestas condicées, diz-se que o ponto C divide o seg

3 icagoes:
A para B, na razdo 3 : 4 ou - Indicag

GB & @

mAC) _ 2 ou, usando a notagdo simplificada: =g
= 5 ou,

m(CB)

~

por AC e m(CB) por CB, nos
c a indicagdo de m(AC) por - S redis.
estud I;'ml‘:é sf :;alsecn?m(i%r’t:ﬁ?;?'}lc e CB estiio representando niimero

os q guem.

ivi AB, de B para A, na razdo
Diz-se, também, que C divide o segmento AB / b

4:3 ou ;: cuja indicacdo é, analogamente: e =3

OBSERY, a 0is se; ntos é um
i 1 gme
ERVACA . T 4 -
Nitmero ract'onal, os segmentos sdo denominados comensurdveis
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No exemplo estudado os segmentos AC e CB sio comensurdveis,
a8 = (nimero racional)
o1 i

pois:

e - , " i g -~ Los
Se a razdo das medidas é um niimero irracional, entdo os segmen
sdo denominados incomensurdveis.

D
Assim, por exemplo, a diagonal e o lado de um

mesmo quadrado, ABCD, sdo segmentos incomensurdveis,
porque a razde de suas medidas (sempre na mesma
unidade) & igual ao nimero irracional V 2, isto é:
e . B
AC V2 (nt Tt L o—— freereeeree
1 = 1 (namero irracional)

! » ; " , L
De qualquer maneira, a razdo entre dois segmentos é um numero red

LEMBRETE AMIGQ m |
AB representa um segmento.

m(AB) = AB, representa a medida do segmento AB.

CD Tepresenta a razdo entre os segmentos AB e CD.

TESTE DE ATENCAO — Gruro 46
1. Na figura: !

P i o

1.°) qual a razdo entre PT e TQ?
2°) qual a razio entre TQ e PT?

P
3°) quanto vale: a) P—":l{; b) %; c) _1_;_%?

T e

2. Na figura:

+ I

os segmentos AB, BC, CD e DE sio congruentes, isto é: AB = BC = €D = DE-

Complete as seguintes sentencas, tornando-as verdadeiras

o AB _ o BA BD

1 BE 2.)m_ W 3,B)D_.._.E=___
wlAB A EA

4 g = - 38 =5 = ... 68) = e

7.%) a razdo entre os segmentos AC e CE é
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EXERcCiCIOS DE FIXAGAO — Gruro 47

upo" a um chlllﬁllto AB e ] G.JLB- SB 1 “’lde o SEglllelllo JLB na razao b
c JlB 20 determlnc (¢} Valol de A‘ e o Valol de

3

(Modélo)

Temos: AP o 2enB=20

PB 3
AFERE ?'_ﬂ (propriedade das proporc;ées)
Como: ~7I—J'__ 2
= = 20
20 _ 3 porques AP PB=AB= 0
vem: TE"3
20 X2 _ 8
ou AP = s
20093 2
g0 8 g
Também: PB = ,:_,’_ — 5 .
Logo:
Verificacd AP _ 8 _ -
erificacdo: g = 12 ;
valor de PM'e o valor
2. M divide o segmento PQ na razio 3:2e PR=10 Calcule 0
: ivide
de MQ. :
oL 2 = Calcule AP ¢ PB.
a8 = 2 e AB =2
Ay FEAE PB 5
B.
ar = Calcule AB e P
A% . 6 e AP=12
4, PEAB, PE
B.
. — 8. Calcule AP e P
2= 3 e AB
5. PCAB, =B

2. Proporcdo de segmentos

1 is nessa
= OD. MN i .se proporczm}az‘s ;
: S PQ’ .dizem. a s dois Gltimos.
d o4 Seg::iec? goi&z&ﬁ%bs dois primeiros ¢ igual & razao do
ordem, qua
Indicacdo: dBe MN
e 20 |
AB D sdo proporcionats
% e tos AB e CD_sao proporcionds
. <e também que O0s segmen = o et
os slgézmseentoz; MN e PQ ou que 0s segmentos AB, CD,
a
em proporgdo.
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12
AF_\,
8 __ Seré que os segmentos

4 4B, CD, MN e P) (da
C'-————-qD ﬁgm;a ao lado) estio em pro-
bor¢ao? Sim, pois:
W AB | MN
20
N —=_°2 = —_—— . =
D~ 3 =4e Pg=s =4
l‘-———-g____‘
P Q Logo A3 - 21
PQ

TESTE DE ATENCAO — Grupo 48

Quais 0S segme o
gmentos da figura que estio em broporcao?
3

T <4 14
A BC':\..\I 6
DE fe—

FMm N

2°) Se AB, BC, 4D DE est3
estio em Proporcio ? Por qué

. Para dizer que: AB, CD . EF sio Proporci AN,

arazéaentreREegﬁé_" :,entéoarazﬁoentre(f)eﬁaé_,_e

l'o) se AB:BeEF

=2, entio Cp =
2°) se AB= 4 ¢ pp i

=9 entio Cp = __
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terminados sébre a transversal por um d
feixe de paralelas, gozam de certas proprie-

Feixe de paralelas — Teorema de Tales

3. Feixe de paralelas

Ao conjunto de trés ou mais retas de um plano, paralelas entre si,

dé-se o nome de feixe de paralelas. /
Qualquer reta (#, na figura) que nio . "

Pertenca ao feixe é uma transversal que - 2

Intercepta tédas as retas do feixe (coro-

lario do Postulado de Euclides). 3

Os segmentos 4?8, B_C, 65, .« o de-

ades que serdo estudadas pelos teoremas

que se seguem:

(I Se um feixe de paralelas determina segmentos cong;'uenttes ssél;:e
7 uma transversal, entdo determina sdébre outra qualgquer transv

sal désse feixe segmentos também congruentes.

allblcld e
a A M
H { s e t transversais ]l + .
b B F" -X
|AB~BC~¢C ]l £
; ¢ C . S 4 Y
T { MN ~ NP ~ P f\o
d D, i /i
T \
DEMoNnsTRACAO: !
A firmagoes Justificacdes
- MR /| AB; NS |/ BC e PT Jj ED 1. Postulado de Euclides
(... construindo) . 1
. Os quadriliteros AMRB, BNSC e 2. Lados opostos paralelos dois a dois
CPTD sio paralelogramos
. AB ~ MR, BC ~ NS e CD ~ PT 3. Lados opostos de um paralelogramo
sdo congruentes
. MR ~ N§ ~ PT 4. Hipb6tese e propriedade transitiva da
congruéncia
- AMRN = A NSP =~ A PTQ 5. Caso A.L.A. (por qué?)
. MN =~ NP ~ PQ 6. Lados correspondentes de tridngulos
congruentes d
c.q.d.
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o) 8 3 B : i
245 T%OREMA pE TaLes: Um feixe de retas paralelas determind
sdbre duas transversais segmenlos proporcionais.

’ { aﬂb /[[¢; s e t, transversais
ABe BCEs; MN e NP ¢

e NP sdo proporcionais

DEMONSTRAGAO:

Se AB e BC sa SRS
C sfio comensurdveis, entdo existe um segmento de medida

L AB
ATy e a fi T e _3_
BC‘ q (nd lgufd. BC = 5)

Tracando-se, pelos pontos de divisdo dos segmentos AB e BC, as
X : -——,

retas paralelas as retas do feixe, elas interceptardo os segmentos MN e
NP respectlvamente em segmentos congruentes entre si (pelo T. 1) Nestas

146

i & i vézes
condicdes, existe um segmento de medida v, também contido p Vez

em MN e g vézes em NP, isto &, vale a razdo:
3
MN P : ~ MN _ d)
NP~ a— (na figura: gp 5

AB  MN o .oqis i 1.
. AB MU 50 iguais, 1510 €
Portanto, as razoes pa NTE sdo ig :

AB _ MN
BC NP
e 0s segmentos AB, BC, MN e NP sio proporcionais. c.q.d.

i iti a o caso no
Norta: Por escapar ao contetdo déste livro, serd admitido sem prov

qual AB e B(_f SA0 segmentos incomensuraucls.

CoNSEQUENCIA IMPORTANTE:
S tmnsformagécs de p

roporgoes, vocé sabe

Lembrando © estudo da

que:
se ﬁ—'é = __MN —
BC NP :
entao: .f‘_.B- =5 E_g
" ISMN G NE

(alternando os meios da primeira prOPOI‘GaO)

e também:
. AB_MN
5 BC ~ NP

_ " AR+ BC M NE
entao: AB = ___F—————MN

(a soma dos dois primeiros térmos estéa para - - -
SR ACHIIMES
i AB - MN
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TESTE DE ATENCAO — GRupo 49

L. Seafby G preencha os claros:

Nos diversos Sfeixes de baralelqs,

EXERCIiCIOs pg APLICACAO — Gruro 50

calcular o valor de x:

ou

Logo:

ou

Logo:

Temos:

ou

Logo:
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Temos:

Temos:

—2— = é (Tales)

0 valor de x ¢ 75

4 6
e 5 (Tales)

4X8

16
=—.__=L_=5
% 6 3

0 valor de x ¢ 5—;—

x
0= 16 (Tales)

5X16
ey

0 valor de x ¢ 4

W=

1
EXERCICIOS DE FIXACAO — Gruro 5

v IO de nos Seg intes fEiICS dc retas pﬂrﬂ‘c]as.‘
Ca[CUIL’ 0 valor x u

29)
1.°)
3.2 4.)
£ =~

6.2)
72) 8.2)




4. s _
Tales e trzangulo iy PROBLEMAS (acérca de TaLEs...) — GRrRupo 52

‘ 1. Num tridngulo, dois lados medem, respectivamente, 16cm e 20cm. Sdbre o primeiro,

SE- T5 : >
. qua paralela a um lado de um tridngulo determing sdbre os outros @ 4cm do vértice, toma-se um ponto, tragando-se a seguir por éste ponto a paralela
dois lados Segmentos broporcionais. PR ao terceiro lado. Determine os comprimentos dos segmentos que essa paralela de-

termina sdbre o segundo lado.
2. A paralela a um dos lados de um triangulo divide os outros dois na razdo 3 : 4. Ache os

! comprimentos dos segmentos determinados por essa paralela sdbre éstes dois lados,
sabendo que éles medem, respectivamente, 21cm e 42cm.

H [ DE J; BC

AD AE
Bl = Aok
{ DB EC 3. Num trapézio os lados nio-paralelos prolongados determinam um tridngulo de lados
24dm e 364m, respectivamente. O menor dos lados ndo-paralelos do trapézio mede
10dm. Calcule o comprimento do outro lado do trapézio.
DEe e
MONSTRACAO: 4. Os lados de um triingulo medem, respectivamente, 14cm, 18cm e 24cm. Calcule os
Tra q iy segmentos determinados sbbre o maior lado pela bissetriz do dngulo interno oposto a
a erti . Y al > — [
um .feixeg dr:e %Efci?e;c’!esrt;;? 5 . [ BC, obtemos juntamente com DE /| BC o ke " o
A 5. O perimetro do tridngulo ABC é igual a 54cm. A bissetriz do dngulo interno B divide
0 lado oposto (de medida b) em dois segmentos, que medem 10cm e- 14cm, respec-
A—D- - AE (Tal ) tivamente. Calcule as medidas (a e c) dos lados BC e AB, respectivamente.
DB ~— Er €s g0 > i
5 = 6. Num trapézio, uma paralela as bases divide um dos lados na razéo e Medindo o
T ‘ c.q.d. | outro lado nio-paralelo, encontra-se 14cm. Calcule os comprimentos determinados
i . 4 ;. ] sObre éle pela referida paralela.
*2 " A bissetriz de ym dngulo interno 3 | T o BT io ABCD (AB, ba
0posto em segmentos 5o [CTno de um tridngulo divide o lado | 7. Prolongando os lados nio-paralelos (AD e BC) de um t“fpéz“’ A PRIy e
borcionais gos lados q djacentes. ; :,Eior), determine o valor do lado BE, do triﬁngll)lo ABE assim formado, sabendo que
= =12, AD = 5 e BC = 3 (medidas em cm).
H [ AD bissetri A '
Zdo A (4= E s T 2
(n=m) i _ 8. No tridngulo ABC, temos: MN /[ AB, % =3 e BC = 20. Calcule, em cm, as
7! BD _BA - & 4 / medidas dos segmentos CN e NB.
DG AC L . \
DemonstRAGZo: '
g8
b c
Tra - s e
Sa=se, por C, CE /| AD tal que: CE N B (E}
No A BCE, comoA'_'D,r;(f_é:___bﬁl_JzBA "
omo A ACE ¢ jsgs T -
g =n (correspondentes dcee l?:élgso lzéf;zgo(gorque p=m (alternos iritextiog);
que AE = AC e, portanto: S)en=m (hipétese)), segue-se
BD "B4 . BD B4
DC =~ AR — = = 242
4E "7 DC T AC
c.qg.d.
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-2." Parte - Semelhanca entre figuras
W geometricas
* Triangulos semelhantes
*Razoes trigonométricas
' de um angulo
* Similitude central ou
homotetia

Semelhang:a COmo correspondéncia
5. Idéig i
geral sébre semelhanca entre Jiguras geométricas

Quando se diz ;
possuem exatam ntgl;e i:?’izlguras sd0 semelhantes, voce j4 sabe que €las
tamanho. Jorma, mas nio necessariamente o mesmo

Assi ) a
SIm, por exemplo, sio semelhantes:

R A

duas circunferénc;
cias .
dois quadrados dois tridngulos eqiiildteros

——

-— .

dois segmentos
‘- - €stas duas figuras
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LEMBRETE AMIGO

A ampliacao e a reducdo de uma fotografia sdo exemplos de
figuras semelhantes ‘‘usuais™ . ..

Os mapas do Brasil de diferentes ‘‘tamanhos’ que vocé costuma
ver no Colégio, no seu Atlas, etc., sdo outros exemplos de figuras

semelhantes. ]

6. Semelhanga de tridngulos

Considere os tridngulos escalenos, ABC e MNP, cujas medidas
dos lados (sempre na mesma unidade) estdo indicadas nas figuras:

P

/\
A B M 10 N

Estes dois triéngulos estio numa relagdo especial, pois existe uma
correspondéncia entre os seus vértices, a saber:
ABC <~ MNP

tal que:
1.°) os lados correspondentes sio proporcionais
2.°) os dngulos correspondentes(*) sdo congruentes

Uma correspondéncia désse tipo é denominada semelhanca.
OBservAGAO: A semelhanga do exemplo acima ndo é uma congruéncia, pois os

lados correspondentes ndo siao congruentes (basta ver que os lados do A ABC medem,
respectivamente, o ddbro dos correspondentes lados do A MNP).

Logo:

Dados dois tridngulos, chama-se semelhan¢a a uma correspon-
déncia entre seus vértices, tal que os lados correspondentes sdo
broporcionais e os dngulos correspondentes sao congruentes.

{*) Subentendem-se os 4ngulos como elementos correspondentes na correspondéncia.
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O simbolo que indica a semelhanca é: ~ (lé-se: *‘é semelhante a”’).

Se existe uma semelhanca entre dois tridngulos ABC e MNP, dizemos
que sdo semelhantes. Indicacdo: A ABC ~ A MNP

Portanto:

ABC ===—=> MNP

AB _BC CA
AABCANMNP = § MY NP FPM
ALM BN C=P

O valor comum das razdes iguais: ﬁ = E = ﬁ. = k, é deno-

minado razdo de semelhanga e caracteriza a “passagem’ do & ABC ao seu
semelhante, A MNP. No exemplo, a razio de semelhanca é k = %, pois, sendo

B (1B 1) ol 5 4B PO_OA L
MN 10" 2'NP 8 2 PM 6 2 S Tm=Np PM 2

ATENGA0: Vocé ji sabe que numa correspondéncia é fundamental
a ordem com que sdo tomados os elementos. Assim, nos tridngulos A
e MNP da figura acima:

a correspondéncia: ABC « MNP ¢ uma semelhanca

enquanto a correspondéncia: ABC < MPN ndo é uma semelhangd

pois A~ M, mas Bk P e ¢ 2 R AR B Lo
% %QN. bem como MP~- PN~ NM
C e os tridngulos serem egiiildteros (onde
al) &€ que a ordem dos vértices ndo importa.
A semelhanca é uma Relacdo de Equivaléncia.
De fato, a semelhanca de tridn

Relacdo de Equivaléncia, porque:
1. A ABC ~ A ABC (propriedade reflexiva)

2. SeAABC~A MNP, entdo A MNP ~ A ABC (propriedade sfmétTiCd)

3. Se & ABC ~A MNP e A MNP ~ A DEF, entio A ABC ~ A DEF
(propriedade transitiva)

Excegdo: Sodmente no caso d
ha sempre semelhang

gulos, como a congruéncia, é uma
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Procure fixar bem a distingdo entre as duas correspondéncias:
congruéncia (=) e semelhanca (~)
j4 estudadas entre os vértices A, B, C e M, N, P de dois tridngulos:
Egm,B_CgN—P,CE":‘PMUadOS
correspondentes congruentes)
A~ M B~ N, 0 =~ P (angulos cor-
respondentes congruentes)

AB BC _ E’i (lados correspondentes

MN ~ NP~ PM " hroporcionais)

A~ ]\/Af, B~ l\':f, (=~ ﬁ (Angulos corres-
pondentes congruentes)

se A ABC =~ A MNP, entdo

se A ABC ~ A MNP, entdo

Por outro lado, dois tridngulos congruentes sdo necessariamente
semelhantes (a razdo de semelhanga ¢é igual a 1)!, porém dois tridngulos
semelhantes ndo sdo necessariamente congruentes!

LEMBRETE AMIGO

Relembrando novamente as fungoes . . .: A
Uma correspondéncia f entre 0s vértices A, B, Ce A’, B/, C' de
dois tridngulos é uma SEMELHANGA S€:
1. f & uma funcdo .
2. A=jfA), B=fB) C=fC)
AR o EBO A T CA
3 5A) B ~ fB)-SC) _ FO-JA)
sendo: Dom f = {4, B, C]
Imf=[A" B, C]

A'=f(A)
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A Natureza e os triingulos
semelhantes.. . .

A ilustragio mostra o corte de
uma turmalina (Foto Life).

7. Semelhanca entre poligonos

Considerados dois poligonos convexos,

de mais de trés lados, se entre
0S seus vértices existe uma correspondénc

ia tal que:
1.°) os lados correspondentes sio broporcionais
2.°) os dngulos correspondentes sdo congruentes

entdo essa corres

Pondéncia é umg semelhanga, e os poligonos dizem-se
semelhantes.

Exemplos:

1. Os retangulos ABCD e A'B'C'D’

. sd0 semelhantes, porque a corres-
pondéncia:

ABCD « A"B’Cfo

D C
€ uma semelhangq, por ter: ot c
2 i
ABANSES €D, D4 | R
AB " BCSCD DA =1 3 <

e A~ 4, B p, Cx¢, Dy
Logo: D ABCD ~ O A'B'C'D’

2. Os pentigonos ABCDE e A’B'C'D'E’ serio semelhantes se:

ABg. Y BC CD DE EA

f——

(todos medem 90°)

AB - BCTOD " bP - by
e AdA, BB, O v, Dx~p, E~p
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Contra-exemplos:

I. A correspondéncia: ABCD ~ A’B'C'D’ entre os vértices dos dois
retdngulos:

ndo é uma semelhanga, apesar de terem os dngulos correspondentes
congruentes (sdo todos retos), pois nao pqs- 3 d L Meict
suem os lados correspondentes proporcionais. - !_‘5 R

Como ndo existe nenhuma cqwrrespondén— 1.5_l
cia que seja semelhanga, entdo: A 4 AT

0 ABCD ~ O A'B'C'D'’

2. A correspondéncia:
ABCD «— MNPQ

ri i é é uma
entre os vérti i ildteros da figura também ndo .
értices dos dois quadr 1 _ :
semelhanca, pois, embora os lados correspondentes sejam proporcionais
Ll 2

AB BC CD DA 1

4 = — = -—
60 s MN-NP - PQ - OM 2
ID1 3 K os 4dngulos correspondentes ndo sdo con-
Y : M 4 gruentes, como é fécil de se constatar.

Logo: [JABCD 7L<>MNPQ

TESTE DE ATENCAO — Gruro,. 53

t idas entre os vértices

Assinale com V qua' da egu'll €. correspondénc:as, estabelecid ! =

¢ SSit llﬂ gulos ABCI: A'SB'SC’, ;5; ;melhangas (cuidado com a ordem dos vérnces.).
dos tridn

43) BAC - C'B'A’
53) BAC « B'A'C'
6.3) CBA « A'B'C’

1.8) ABC — A'B'C’
2.8) ABC - B’A'C’
3.%) CAB - C'A'B’

2. Se os tridngulos ABC e MNP sio eqiiiléterm‘;, entio ABC « MNP é uma
‘ semelhanga. verdadeira ou falsa esta sentenca?
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3. Escreva a semelhanca que vocé pode estabelecer entre pares das seguintes figuras,

destacando a razdo de semelhanca

de cada uma delas;

4. Preste bem atencio neste exercicio
ABCD é um quadrilitero e 0 perten

B
A
DQ D
C

Se M, N, P, Q sdo respectivamente os pontos médios dos segmentos OA, OB, OC e OD,

entao:

4 F c) 3
39
L=
2 3 o
4 E 55
H z )
N 3 fe]
R 3.0 s
n
6 6 = v
\/
&
P 3 Q

porque vocé terd que fazer o seguinte ...:
Cce a sua regido interior:

quadrildtero ABCD ~ quadrilétero MNPQ
De fato, no A OAB, por exemplo, tem-se:

M é ponto médio de OA
N é ponto médio de OB }

Analogamente ocorre com os tri

- i
NP = - BC, PQ =~
Como: A~Mm
A
028 {oor
D~

{ "ENH:‘;E (Teorema j4 conhecido)
MN = S AB (idem. ..)
angulos OBC, OCD e ODA, onde, sendo:

oD eQu~lpa_, AB _BC_ oD _ pa _,

MN NP

terem lados respectivamente paralelos)

segue-se que: quadrilitero ABCD ~ quadrildtero MNPQ

5. Considere um pent4gono convexo ABCDE e um

interior. Depois de tracados OA
pontos médios: M, N, P, e

ponto O pertencente a sua regido

, OB, O_C, 0D e OE, e considerados os respectivos

R, demonstre que:

pentdgono ABCDE ~ pentdgono MNPQR
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Principais teoremas sobre tridngulos semelhantes

8. Teorema fundamental sébre tridngulos semelhantes

T.5 : Se uma reta paralela a um dos lados de um tridngulo intercepta
o0s outros dois lados (ndo pelo vértice comum!), entdo o tridngulo
que ela determina é semelhante ao primeiro.

H[A ABC|DEJ/BC, DE AB, D= A e D = B

T{A ADE ~ A ABC

{|
| DEMONSTRACAO:

Afirmacoes
i S i AD AE
n’ l. D€ AB e DEJ/ B ——“"’Z—=A_
| = = = -
i 2. A4 DxBeExC
{ e AE _ BF
' AE _DE

AC ~ BC

!

4

: 4. BF ~DE —»
1

! AD AE DE
| AB~ AC~ BC
[ 6. A ADE ~ p ABC

|

Justificacies

. Hipétese e T.3

. Propriedade reflexiva da congruéncia

e 4ngulos correspondentes em retas [/s

. Construgdo e T.3

. Lados opostos do paralelogramo

DBFE e de 3

L De 1e 3
e e 2iess

c.q.d.

Casos classicos de semelhanca de tridngulos

9. Uma nova “‘economia’ . ..

. Assim como para reconhecer se dois tridngulos sdo congruentes

(.. .desde a 3.® série) ndo é necessario verificar se possuem todos os trés
St i A A

lados correspondentes congruentes e todos os trés dngulos correspondentes
congruentes, pois basta verificar se os dois tridngulos possuem somente

SE—



trés dos elementos correspondentes congruentes (casos: L.A.L., A.L.A.,
L.L.LL. e L.A.Ag). Também, para reconhecer se dois tridngulos sdo se-
melhantes, ndo € necessario verificar se todos os trés lados correspondentes
sdo proporcionais e se todos os trés dngulos correspondentes sio con-
gruentes: basta usar somente dois ou trés dos elementos correspondentes.

Essa nova “economia’’ constitui os chamados Casos cldssicos de seme-
lhanga de tridngulos.

1.° Caso de semelhanca de tridingulos (Caso A-A)

T6: Se dois tridngulos sdo tais que dois dos dngulos de um déles s@o

congruentes a dois dos dangulos do outro, entdo os dois
tridngulos sdo semelhantes.

H{AABC e AABC |A~A e B~
T{A ABC ~ A A’B'C’

A A’
i
) D) E A\ ;
B’ &
B C
DEMONSTRACAO:
Afirmacges Justificacoes
1. DE AB |AD >~ A'B’ 1. Construgio
e E€ AC |DE |/ BC
2. AABC ~ A ADE - 2. TS
3. AADE = A A'B'C’ 3. Caso AL.A. (congruéncia de As)
I A >~ A (propr. reflexiva)
AD ~ A'B' (por construgdo)
D =~ B’ (congruentes ao B)
4. A ABC ~ A A'B'C 4. De2e3
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c.q.d.

2.° Caso de semelhanga de tridngulos (Caso L-A-L)

"T.7  Se dois tridngulos possuem dois lados correspondentes propor-
cionais ¢ 0s dngulos compreendidos congruentes, entao
os tridngulos sdo semelhantes.

AB AC

H[{AABC e AA'B'C W=WCA2—‘_A
T{AABC ~ AA'B'C
A A’
D = ,
........... / af C
B C
DEMONSTRACAO:

De maneira analoga ao T.6, constréi-se 0 A ADE, tal que:

AB . AG
A ABC ~ AADE==>E5=E

e como: AD =~ A’B’ (por construgdo), vem:

AB  AC:
A’'B’ AE Rk ég 1k ‘?__CJ (propriedade transitiva)
B AC AE A'C

€, por hipétese: B = AT
G AC
Sendo as fragoes AE e C

os denominadores também serdo iguais, isto & AE = A’C’.
Entio: A ADE ~ A A’B'C’ (caso L.A.L. de congruéncia de As, pois:

iguais -e de mesmo numerador, entdo

AD~AB, A=A e AEx~A'C)
Como: AABC~ AADE e AADE=~ A A'B'C’
vem: AABC ~ A A'B'C
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3.0 Caso de semelhanca de triangulos (Caso L-L-L)

T.8 : Se dois tridngulos possuem os trés lados corres pondentes pro-
porcionais, entdo os tridngulos sdo semelhantes.

o] AB _ BC _ CA
H{AABC e AABC IA‘;é, = 'B,C, = CA

T{AABC~ AA'B'C

A

B

DEMONSTRAGAO:

Como no caso anterior, constroi-se:

AT . BABG s A8 _ AC_ BC

AD  AE DE
Sendo AD >~ A’B’ (por construcdo), vem:

ﬁEJ_AC]
AB = AE
e, por hipétese: AB . AC AE ~ A'C
’ . A’Br -—4 A._’C’

Também: Aé’—g‘ = _IB)%_

BC BC
) ——— = — = !

e, por hipotese: AB _ BC DE B'C =.DE B
] & A,B, = B'C'

Logo: A ADE ~ A A'B'C’ (caso L.L.L. de congruéncia de As, POIS*
AD~ A'B', AE~ A'C’ e DE ~ B'C)
Como: A ABC ~A ADE e A ADE ~ A A'B'C’
— A ABC ~ A A'B'C
c.q.-d-
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Os Casos de semelhanga de tridngulos sdo tres:

Casn L-L-L

Caso L-A-L
Casa A-A > . =y

-7

-

~--.--..-‘
e

TESTE DE ATENGAO — GruPO 54

idngulos
” Destaque, para cada par de tri
i i iangulos semelhantes. 2 srmar que os tridngulos
¥ ?x%éas is’ff\?ilf. ?grse? igtelrgs), t?‘claso de semelhanga que permite afirmar 4 g
sio semelhantes:

2.) o
1.°)
M MLN
c & So ’
N T 4
4
3 P
B
A ; a8 2 A
4.9
3.0




B N o]

2. Sdo semelhantes ou nio 0s tridngulos ABC e A’B'C’ da figura. Por qué?

A A
r)P
2 ; 2
o o B a
W = 335
c
29
A

. Se AB ]| BC B r
MN | BC.
DC | BC e
quantos pares i
na figurapv res de triGngulo semelhantes vocé encontra g* N .
r’.& : M

L-&

Figuras semelhantes nascidas do espelho (Fotg Li)
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- Calcular o valor de x na figura:

- No tridngulo ABC, MN// BC. Provar que x = 5

s

EXERCICIOS DE APLICACAO — Grupo 55

Temos: A NPM ~ A NQL (porque PM // QL)
4 X2 =g 2

= . = — T

Logo:

N w

isto é, o valor de x & 2—;

'

Temos: MN [/ BC =—> A AMN ~ A ABC —
— P~_?. A
_.»—I _x<=>x b b
q
L. P X = —
it p c.g.d.

3. Dado: A ~ D, provar que: AB.BE = DB.BC

A

o

Comeo:
c

A=~ 0D (hipbtese) \

A ABC ~ A DBE (caso A-A)
e ABC ~ BDE (0.pv.) f

AB 0BG . AR .BE = DB.BC

DB~ BE c.qd.
4. Dados: A
B~ m M
aB & <
AB = -117 NM (o mesmo que e = —2—)
Provar que: 1
BM = l——z— oM
Co ﬁg NOM h &)
mo: AOB ~ A caso A-A, por qu
A?g OB l( ; 1
vem: Eonetrc = - —0B=—- 0OM
NM oM (hip.) 2 2
Sendo: BM = BO + OM. entio BM = -~ OM + OM = 12 oM
2 2 c.q.d.
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o Dado: MPO ~ MNP
Provar que: (MP)? = MN . MO
N = P A MPO ~ A MNP (caso A-A, por qué?) =
ﬁ—e = Mp— (Observe, com atengio, a ordem com que foram consideradas as
MN — MP “yorras; — —
MPO — MNP)
Logo: =~ q.
MP .MP = MN . MO < (MP)¢ = MN . MO Lot
LEMBRETE AMIGO T

Ao exprimir a proporcionalidade dos lados correspondentes em dois
tridngulos semelhantes, obedeca 4 ORDEM com que sao tomadas
as letras que representam os vértices. Assim, por exemplo:

PM ML

XY Yo 22X

o LP
ALPM ~AXYZ = —
| ) A

1ic

EXERCICIOS DE FIXACAO — Gruro 56

Escreva V nas sentengas verdadeiras e F nas falsas. Justifique as respostas:
1.*) Todos os triingulos eqiiiliteros sdo semelhantes

2.*) Todos os tridngulos is6sceles sidio semelhantes

3% Todos os tridngulos isbsceles e retangulos sdo semelhantes

4") Todos os retingulos sio semelhantes

5.%) Todos os quadrados sdo semelhantes

6.%) Todos os tridngulos semelhantes sio congruentes

7.%) Todos os tridngulos congruentes sio semelhantes

Dois dngulos de um tri4ngulo medem, respectivamente, 60° e 40°, enquanto qué dois

angulos de um outro tridngulo medem, respectivamente, 60° e 80°. Sao semelhantes
ou ndo esses tridngulos? Por qué?

. Dado: B=~D

4. Dado: 673]/43_6
Prove que: AO.DO = BO.CO Prove que: x = =

m
B

O
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5. Dados: AB//CD e AD N BC = (0}

BO
Prove que: AB = DC‘E@

7. Dado: paralelogramo ABCD
Prove que: DO.EO = BO . AO

D c

P

A B

»

9. Dado: A =(
Prove que: PA.PB = PC.PD

A

11. Dados: € = D (retos)
B e F complementares
Prove que: A BCA~ A EDF

de
do: Lembrar que angulos ¢
(Sugestao It;lesrno s oo

congruentes)
A
£
&F
B C D
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6. Dado: ITEI/ BC

Prove que: x = p*

8. Dado: X&/[ ATC!
AB A'B
Prove que: —&= = Zigy
B

O

A

T B S
10. Dados: (¢ ~ D (retos)
ED /| AB e EF /| BC

i BC
Prove que: ED = EFE". BA
CA

(

(o}
A

12. Dado: AD bissetriz de CAE

BD BA
Prove que: &p = 0h

go: Tragar éﬁ'h’ AD, usar
e orT‘%S e lembrar que ©
A FAC é isbsceles. . .)




. Dois tridngulos retian

PROBLEMAS (acérca de Semelhanga) — Grupo 57

As alturas de duas 4rvores estdo entre si assim como 2 estd para 3. A menor delas
mede 6m. Quanto mede a maior?

Qual & a altura de uma coluna de pé cuja sombra tem 5m no mesmo instante eﬂ;
que um bastdo de 0,45m, colocado verticalmente, projeta uma sombra de 0,15m?

Qual ¢ a escala da planta de um terreno, na qual um comprimento de 50m foi repre-
sentado por um segmento de 5cm?

(Sugestdo: Reduzir 50m em cm e determinar a razdo... que é 1:1.000)

. Qual o comprimento do segmento que representa numa planta, na escala 1:10.000,

uma rua de 800m de comprimento?

. A distincia entre duas estacdes ferrovidrias, na planta de uma cidade, na escald

de 1:8.000, é de 15cm. Determine a distAncia real entre as duas estagdes.

Numa planta na escala 1:1.000, que dimensdes devem ser atribuidas a um compar-
timento de 5m por 6m?

. Qual a razdo de semelhanga dos pisos de dois quartos cujos perfmetros valem,

respectivamente, 14m e 56m?

A “bbdca’ de uma piscina tem forma quadrangular e suas dimensdes sdo 10m por 20m.

Determine o perimetro de uma piscina semelhante na qual a dimensdo correspon”
dente a menor das dimensdes da outra é de 15m.

As bases de um trapézio medem 9cm e 12cm, respectivamente, e a altura € igual 2

5cm. Ache a altura do tridngulo formado pela base menor e os prolongamentos
dos lados ndo-paralelos.

Dois poligonos convexos sio semelhantes e uma das diagonais do primeiro & igual
2 .
a3 de sua correspondente no segundo poligono. Sabendo que o perimetro do

primeiro poligono & igual a 32cm, calcule o perimetro do segundo.

TEOREMAS (acérca de Semelhanca) — Grupo 58
Demonstre que
Dois tridngulos istsceles sio semelhantes quando os seus 4ngulos dos vértices sdo
congruentes.

gulos sdo semelhantes quando um dngulo agudo de um déles
€ congruente a um 4ngulo agudo do outro.

. Dois tridngulos

) que tém os lados correspondentes paralelos ou perpendiculares,
sdo semelhantes.

E:m d_ois tridngulos semelhantes, as alturas, as medianas e as bissetrizes sdo propor-
cionais aos lados correspondentes,

. Os segmentos que unem dois a dois os pés das medianas de um tringulo deter”

minam quatro tridngulos semelhantes ao tridngulo dado.

. Se num trapézio a base maior ¢ o débro da menor, as diagonais se dividem na razao

de 2 para 1.

. As diagonais de um trapézio dividem-se mituamente em partes pmporcionais.
. Dois poligonos regulares, com o mesmo ntmero de lados, sio semelhantes.
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Similitude Central ou Homotetia

t

. Lo rin hara veduzir e ampliar figuras
9. Uma importante transformagao para recuizit ¢ Ci liar fig

Vocé, que ja estudou a semelhanga entre figuras geomemcast Elasx}ﬁi,
’ . - ¥
vai agora aprender a ampliar ou a reduz:r_ f_lguras, gragz;si auull?;lm:)tnetia
magdo geométrica plana denominada similitude central o

Um ponto A’ de um plano diz-se transformado homotético de um Si?lr::te(;
A em relagio a um centro O e a um NUMEro real k se as seg
condigdes forem satisfeitas: y
1.") o ponto A’ pertence  reta OA
2.4) existe um namero real k tal que 0A’ = |R|. O_A’ e
3.2) Se k > 0, o ponto O & exterior a(l_s’egmento AA' e se
ponto O é interior a0 segmento AA"

O ponto O é chamado centro da similitude ou centro d:l [};ngofé:;peloq
néimero real k, coeficiente da similitude ou coeficiente da homotetia.

9g0B7F
S

Logo:

lano é

Uma transformagdo na qual qu_alquer ponto ?a fif) zn:‘ n? anos

transformado num ponto A’, homotético de A em 1€ mitos) e
O e a um numero real k (constante para todof DSd 2 l n(;
nada uma similitude central ou homotetia do plano.

Exemplos:

éo
1.9) Se k = 2, o transformado homotético do & ABC, de cengzg n?énte
" AABC cujos vértices A’, B e C’ pertencem, respect :

as semi-retas OA, OB e OC.

Entao:
. A 0A’ = 2.0A
R LY OB’ = 2.0B
0 L5 L 0C = 2,06
res
k-2 169



1.

E facil concluir que nessa transformagdo, também:

R \ lados correspon-

g!B’ 2.AB l l A'B' B'C = C A’ e S::Sntes dos triﬁn%u:
¢ =12.BC { = AB ="BC S los ABC e A'.BC

Gl =2, CA [ ] sdo praporcionais)

T
\=> ‘ AABCNAA’B'C;‘

(os 4ngulos correspondentes dos triin-
‘gulos ABC e A'B'C’' sdo congruentes)

2.9 Se- b = :3}, o transformado homotético do quadrilatero ABCD, de

centro 0, é o quadrilatero A’B'C'D’ cujos vértices pertencemm,
respectivamente, s retas OA, OB, OC e OD, e OA' = = s

0 . el p o
OB' = = OB, OC' = = OC e OD' = — OD.

kA
A 3

B o
: . o

A

Q
Qe

Cc

Também, agora, vocé conclui que:

Lquadrilétero ABCD ~ quadrilatero A’B'C'D’ l

Portanto:

As figuras geoméiricas que se correspondem numd
homotetia sdo semelhantes.

I[sto significa que a proporcionalidade entre segmentos correspon”

dentes e a congruéncia entre 4ngulos correspondentes sdo preservadas
numa homotetia, ou seja, sdo invariantes.
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qualquer figura geométrica

1

L : b
2. Ampliar de trés vézes © seguin

1. Amplie de duas vézes © tamanh

a ampliar ou reduzir

i ¢todo par : :
4 tem um meto P homotetid. Exemplos:

o, A
Nestas condigbes voce plana. Basta usar uma

; ue é um
Reduzir 3 metade o poligono ABCD: 4

1 0
e e (D)ICENTO
pentagono convexo. Temos: k=7

é interior ao poligono.

do Brasil. Agora, k=3¢

a
e map figura dada.

- jor da
o centro O foi escolhido no extert

k-3

0 — GRUPO 59

TESTE DE ATENCA

o das seguintes figuras:

iser.
Nota:. Escolha o centro 0 como qu

24)
1 _n)

171



2. Reduza de trés vézes o tamanho das seguintes figuras:

£ t 23)
i j !r

R T TR Lo R ——

Mais uma estrutura de GRUPO . . .

A operagio composigdo de duas transformagdes homotéticas sucessivas de

mesmo centro O e de coeficientes, respectivamente, k, e ka, é ainda uma trans-
formagdo homotética de centro O e cosficiente k = k, . Ra.

Assim, por exemplo: se A’ é o transformado de A, de centro O e coeficiente
2, e A" o transformado de A’, de centro O e coeficiente 3, entdo A’ € o trans-
formado de A, de centro O e coeficiente 6.

De fato: OA’ =2.0A e DA”" =3 . 0A'=3X2.0A=6.0A

Verifique que, para trés transfor-
macdes homotéticas sucessivas, vale a
propriedade -associativa (A).

Por outro lado, existe a transforma-
¢do homotética neutra, de mesmo centro
O e coeficiente k = 1, pois neste caso:

0A’=1.0A=0A, e o transformado A’
€ o prbprio A.

Também, para cada transformagdo homotética, de centro O e coeficiente
k (por ex.: 2), existe a transformagdo homotética inversa: éa que possui o mesmo
e 1
centro O e coeficiente & (por ex.: %)

Logo, o Sistema Matematico constituido:

[ pelo conjunto de tédas as homotetias do plano, de mesmo centro
\ pela operacao composicdo de duas homotetias consecutivas

possui estrutura de GRUPD COMUTATIVO, porque valem as propriedades:

Associativa, Existéncia do elemento neutro, Existéncia do elemento inverso
e a Comutativa (A-N-I-C)
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mam po
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LOgo_'

‘—_—————_'_
bsery
5 que o y 1
igu ; alor
aiu?;g g edldas do Ido Sen C pode ser ado or
6° » Usado Para defin; 9 Uidngylo reti By qualguer das razoes
, entio: . efini-lo, PO exe an? lo, de mesmo dngulo
{ MPlo, se 0 dngulo ¢ mede
sen 360 — §§_
CB

M que foi defin:
dngulog reténgmogegmdo 0 sen C vocé pode, dada a

A4B, Ca’'p, CAvge derers

Mingy ]
tes. Atsau.tras razgeg iguais us
Sim, ag Tazjes 1'gu:1is e

CA CA’ C I

CB = Gpr = I
CB ‘—C—g’?‘_"- BA BI,
i P A BH "
i B~

t
angente da Medida d,
(tg C)

dngulo C

cos 3ge 2911
CB ¢ tg36 . B4
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Entdo, usando somente o tridngulo retingulo CAB (que é semelhante
a0s tridngulos CA’B’, CA”'B”, . . .), vocé pode resumir as definicées das
razoes trigonométricas(*): Seno, co-seno e tangente da medida do 4ngulo

agudo (', da seguinte maneira:

¢ _ medida (cateto oposto)

B =R G- ‘@  “medida (hipotenusa)
. C= b _ medida (cateto adjacente)
¢ ’ T T T hediE (hipotenusa)
p C= ¢ _  medida (cateto oposto)
& b A B ™ Fedida (cateto adjacente)
Exemplo prdtico:
4
8 sen C = 5= 0,8
3
o . = { cos C = T 0,6
4
= — = ],333...
" . | g C 3

As razées que definem o seno e o co-seno, da medida de um angulo
dgudo, sdo nimeros reais sempre menores do que 1 (por qué?), ,enqulanto
que a razdo que define a tangente da medida de um dngulo agudo é qualquer

nimero real positivo (por qué?).

Em virtude do uso freqiiente das razdes trigonométricas na resolugi;io
de uma grande variedade de problemas, cEOnstroem’se"tabe!ans, onde sdo
registrados os valdres de tais razdes, dos dngulos de 1° a 89°, com uma

certa aproximacdo. Essas tabelas — que majs tan‘:fe vocé ira aprender_a
construir — denominam-se tdbuas das razdes trigonométricas naturais.

Neste compéndio consta uma tdbua (pég. 181), _onde as razdes trigo-
nométricas (sen, cos e tg) dos dngulos de I’ a ’89°' sdo dadas com a apro-
Ximagdo de 0,000.1 por falta. A sua le:turfl é sl:mp]es:‘ t{asta procurar
na coluna do sen, cos ou tg o valor da razdo trigonométrica correspon-

dente & medida (em graus) do 4ngulo dado.
Inversamente, conhecido o valor da razdo trigonométrica da

medida de um certo dngulo — que deve ﬁgu.rar numa das colunas

(sen, cos ou tg) — procura-se, na linha horizontal correspondente,
]

a medida do dngulo desejado.

(*) No Curso Colegial serdo estudadas as fungbes trigonométricas: seno, co-seno e tangente, com

significado muito mais amplo.
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: Universo 2
Conjunto”
r mando pam
' - < trigonométricds e
2, Resolva as seguintes equacoes 181
Tos: tdbua trigonométrica da PAg- X = 05774
Exemplos: 3 i 6m 8 3
" ) sen x° = 0, .
1. Determinar as razdes trigonométricas do dngulo de 30e. > _ 02588 iR
a, 75 sen o idado*
Basta, na tabua, procurar o valor na correspondente colun 23 cos xo = 0,500.0 (1 ” )050.515-0 (cu
obter: g8.») cos
para 0 866 0 30 0 577 4 } 3") tg X0 = 1,000-0 (:‘ 21 2)0 = 0:932‘5
en 30° = 0,500.0 cos 30° = i tg 30° = U071 9.s) tg
S ) 45) sen 2x° = 0,484.8 e = 0,999.8
A ® 10.8) se
2. Idem, para o angulo de 72°. 52) cos 3x° = 0913.5
Temos: sen 72° = 0,951.1 cos 72° = 0,309.0 tg 72° = 3,077 Ko — Gror © B
CAC seguin
. ; o iynto- ¢ g APLI ._gicadas noS
3. Problema inverso: Usando a tdbua trigonométrica como Conjunt EXERCICIOS D Jas medidas indica 3
Universo, resolver a seguinte equacdo trigonométrica: ; e strica, 0 VIOr
« Determine, usando a tdbua 18
sen x° = 0,422.6 - tridingulos: or definisa®: o c
- . - . tos C temos, P g
Procurando na coluna dos senos (cujos valores estdo dispos 5 1) No tridngulo retangulo AB 0 X sen 35
em ordem crescente), vocé encontrard que 0,422.6 corresponde 2 St < c:-‘-‘—>‘=1 - A
seno do dngulo de 25°, isto é: sen 25° = 0,422.6. sen 10 o c
= . " 4 =
Logo, a raiz da equagdo proposta & 25. e, usando a tdbua: 10 « 0,573-6 =2
c =
4. Idem, resolver a seguinte equacdo trigonométrica: Lowal o vk devei 5,736.
cos 2x° = 0,927.2 e ol 1
: <t30 2) Como, por definigdo: p e 10028 w6 22 o
Agora, vocé procura na coluna dos co-senos (cujos valores € ; 22° = o5 %
i i 27.2, corres” tg 100 = 40,
dispostos em ordem decrescente), onde vai encontrar 0,927.2, o0 « 0,404 o
pondendo ao 4ngulo de medida: 22°. Entdo: oux=1 AHB © AHG, ©
0,4- los
2 =2 = x° =22°:2 = 11I° Portanto: o valor de ¥ € 4 Angulos etdn 52
: A I s os to _10xo
Portanto, a raiz da equagdo: cos 2x° = 0,927.2 é 11 38 Consteulidn AH L B0, st gH =1 o
SEA
BH H = 10 X € 0,906-
) c0560°=—<_-:>B _20%
10 HC =
TESTE DE ATENCAO — Gruro 60 c 20 X €08 i 23,120
; c0525°=%¢==’ﬂc‘; 5_;_18.16== :
1. Usando a tdbua trigonométrica (p4g. 181), determine os valdres das seguintes _ BH + HC =
razbes trigonométricds: . x =
1.*) sen 32° 6.2) tg 45° 11.8) cos 75° X
2.2) cos 15° 7.%) cos 30° 12.%) sen '15° '
32 tg 60° 8.%) sen 60° 13.0) tg 13
4.2) sen 45° 9.2) tg 89° 14.%) sen 30° . b
Logo: o valor de * € 23,12
5.%) cos 45° 10.*) sen 1o 15.2) cos 77° ‘ 177
L
176
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2. Oir . ) "
= Qﬂiﬁfi‘ﬁ%‘g.ﬁ”d‘j“.” cic(a) dngulos de elevagio (conhecido com o nome de teodolito)
-8 tra de 1,20m do solo, onde se encontra, também, uma torre. Sabendo-

S€ que o instrumento dista 10m da torre
€ que o ponto mais alto desta ¢ visto

sob um dngulo de 56¢, qual ¢ a altura
[i.‘l I|‘)fr0 -

- h'
Femos: l';J = tg 56Y ¢ h'=10X1tg 56"
ol h' =10 x 1,482.6 = 14,826

Portanto, somando-se 1,20 a 14,826,
determina-se a altura da torre, isto é&:

o= 14,826 + 1,20 = 16,026

Logo: a altura da torre ¢ de 16,026m.
OBsERVAQAO:

Por uestio A= s
nos demais problem 3 de comodidade,

S p a visada is alto
as, serd considerad de um ponto ma ;

A como se fosse feita ao nivel do solo.
3. Determinar a med

ida d =
de uma bandeira, © ingulo de elevagao do Sol quando o ponto mais alto do mastro

u .
2‘1 € mede 2,74m, Projeta uma somsra de Im de comprimento.
Temos: g xo = 274 _

I =274

€ a tdibua indijca- X4 = 70»

Logo: o angulo de elevacio mede 700,

! 2,74

178

ra torre de T.V. sob um

t
vista-se a base de uma ou -
s s U T'V-'fi J;:szl;s:?':mcia entre as duas torres de T.V., sabendo-se

dingulo de depressan de 25°. Qu e
que a altura da primeira é de 10m:

B

-10

b3

0 an ulo de 5 i 250
eSSl ual a entao 0 d Ilgu 0 B Iﬂmbém mede
Se d a (. -g I 25". t l Al
g e depr a0 1

(por qué?). Dai:

10 _ 10 _ 31445
10 _ g 250 = % = g5~ 0,463 .

x
& de 21,445m
Logo: a distancia entre as duas torres de T.V. ¢

A 62
EXERCICIOS DE FIXACAO - GruroO

; strica, o valor
1. Determine, empregando a tdbua trigonometrics

3.7
o 2.0)
1.9) )
-]
O 8
\e)
9 3 5 60°
90 X
5.0)
4.°) .
50°
X G
10
52° 38°
X
179

de x nos seguintes tridngulos:



TABUA DE RAZOES TRIGONOMETRICAS(*)

2. Usando
a tdbua trigo et
: i nom
seguintes mangulos;g étrica, d

etermine :
a medida dos 4ngulos assinalados nos
sen cos tg | Angulo [ sen cos tg

1.9) 2.0) Angldo
3.9) G
‘ 1° 0,0175 | 0,9998 0,0175 46° 0,7193 | 0,6947 | 1 0355
22 0,0349 | 0,9994 0,0349 47° 0,7314 | 0,6820 | 1,0724
| 30 0,0523 | 0,9986 0,0524 480 0,7431 | 0,6691 | 1,1106
30 2,904.2 4° 0,0698 | 0,9976 0,6099 49° 0,7547 | 0,6561 | 1,1504
50 0,0872 | 0,9962 0,0875 500 0,7660 | 0,6428 | 1,1918
)
1 6° 0,1045 | 0,9945 0,1051 51° 0,7771 | 0,6293 1,2349
30 % Vi 0,1219 | 0,9925 0,1228 520 0,7880 | 0,6157 | 1,2799
: 8e 0,1392 | 0,9903 0,1405 53¢ 0,7986 | 0,6018 1,3270
PROBLEMAS — G 9e 0,1564 | 0,9877 0,1584 54° 0,8090 | 0,5878 1,3764
{Ackrea ds g RUPO (3 10° 0,1736 | 0,9848 0,1763 550 0,8192 | 0,5736 1,4281
régo das razg ; = ‘ <
1. Sabendo que de um pasto z8es trigonométricas) i 110 | 01908 | 0,9816 | 0,1944 | 56> | 0,8290 0,5592 | 1,4826
um prédi POsto de observaca ' 120 | 02079 | 0,9781 | 0,2126 ' 57° 0,8387 | 0,5446 | 1,5399
2. Um navi 0 sob um 4nguly de 48:\,?::;’ a 50m da base, se vé o ponto mais alto de 130 | 02250 | 0,9744 | 0,2309 56 | 0,8480 (10,5299 | 3O
Um navio se encontra a 100 , determine a altura désse prédio. i i3 | 02415 | 0o703 | 02493 [ 59 | 08572 f 03150 1,6643
um ponto de aps,00m de um farol. Calcule : 1% | 02588 | 09659 | 0,2679 [ 60> | 08660 | 0,5000 1,7321
3. Calcule o po ¢d0 do navio sob um 4 a altura désse farol, que é visto

vador quf vr:ém em que se encontra, afa ngulo de 8. 160 | 0,2756 | 0,9613 | 0,2867 | 61° 0,8746 | 0,4848 | 1,8040
S o alto désse muro éob atado de um muro de 4m de altu bser- 17° 0,2924 | 0,9563 0,3057 62° 0,8829 | 0,4695 | 1,8807
Sual & o angulo sob o qual ¢ i m angulo de 30e. alture; kT oboRk 180 | 03090 | 0,9511 | 0,3249 | 63° 0.8910 | 0,4540 | 1,9626
ura por um observag al € visto o ponto mai 190 0,3256 0,9455 0,3443 '64° 038988 054384 230503
or que se e ais alto de um eucalipto de 18m de 200 | 03420 | 0,9397 | 0,3640 | 65° 0,9063 | 0,4226 | 2,1445
0,9336 | 0,3839 66° 0,9135 | 0,4067 2,2460
0,9205 | 0,3907 2,3559

nc
ontra afastado 18m da 4rvore ? |
210 0,3584

5. Sob que angulo é vi
' 220 | 03746 | 0,9272 | 0,4040 | 67°
09272 | 0,3746 | 2,451

do obseryad Sta uma est4
Or ao po % tua de 16m d
6. Sendo de 700 ¢ s gpulntz mais alto da estétuae ? l&l;mjzigl?)endo—se que a distincia .
ot : ; 230 | 03907 | 0,9205 | 0,4245 | 68°
240 0,4067 0,9135 0,4452 69° 0,9336 0,3584 2,6051
0,9397 0,3420 2,7475

elevacio do Sol em o
‘ 250 | 04226 | 0,9063 | 0,4663 | 70°

mento da
sombr, s
35m a projetad do i :
de altura ? 2, nesse mesmo insram; m;ga nte, qual serd o compri-
» Por uma antena de T.V. de

7. Do alto ¢
e u
depressdo de rgu_fa?]’ <

uja altura é de 2 i
ue distanci Om, avista. 260 | 04384 | 0,8088 | 04877 | 710 | 0,9455 0,3256 | 2,904
que distincia do farg] Se"g’nta se um navio sob um 4ngulo de 270 | 0/4540 | 0,8910 | 0,5095 7% | 0/esil | 0,309 30771
contra tal navio? : 280 0,4695 | 0,8829 0,5317 730 g.ggfg ggggg g’%;?g

290 | 0,4848 | 0,8746 | 0,5543 | T4 X ; ;
0,9659 0,2588 3,7321

8. O angulo d
‘0 de elevagio de
ﬁﬁtg:ns;mado diretamenti?:;);l;;eg‘: vista de um ponto
ke essa nuvem, mede Goilue se encontra a 100m do 300 0.5000 | 0,8660 0.5774 750
queasedde um canteiro de f, . Qual é a altitude dessa
a diagonal désse retar ot o Fetan 310 | 0,5150 | 0,85 6 | 0,9703 | 0,2419 | 4,0108
gul ; 8572 | 0,6009 | 7 ) X
Quanto mede a outraeg%ngulo_forma coma; btem 50m de comprimento. Sabe-se 320 | 05299 | 0,8480 | 0,6249 | T77° 0,074 | 0,2250 | 4,3315
10. Um avidio que e imensgo désse retangaly s 2"EUlO cuja e P : 3% | %3336 | 06387 | 0,494 | 78 | 0,9781 | 02073 4,7046
tram num mesme 2, 2.000m de alty L - 33 | X2kss | ojszo0 | 0,745 [ 790 | 09816 | 01598 5,1446
tivamenes, eSO PAtio de um cam ra € visto por doj : 350 | 0,5736 | 0,8192 | 0,7002 | 80° 09848 | 0,1736 | 5,6713
0S casos F;Ossfve ?2«», Qual 3 distan po de aviacdo, so blSéObservadores que se encon-
eis.) cia que separa becas oEUIOS que medem, respec- 36 | 05678 | 0,8000 | 07265 [ 81o | 0,9877 | O.1363 6,3138
oo i | ol o aike | w028 B | S
g 1 '7880 | 0,7813 > |0 ,
39- | 06203 | 0,771 | 0,8098 [ 84> | 0,994 0,1045 | 9,5144
0,9962 | 0,0872 |11,4301

40° 0,6428 | 0,7660 | O, 8391 85¢°
41° 0,6561 | 0,7547 0,8693 86° 0,9976 | 0,0698 14,3007
420 0,6691 | 0,7431 0,9004 87° 0,9986 | 0,0523 19,0811
43° 0,6820 | 0,7314 0,9325 88° 0,9994 | 0,0349 28,6363
440 0,6947 | 0,7193 0,9657 89° 0,9998 | 0,0175 57,2900
45° 0,7071 | 0,7071 1,0000

ue na tabela niio constam as razdes trigonométricas correspondentes a 0° e

(*) Note q
somente de dngulos agudos.

90° porque se trata

180 |
]




. 8

’\ 1 T.9 : A altura de um tridngulo retingulo, relativa & hipotenusa, divide-o
/ em dois tridngulos retingulos, ambos semelhantes a éle.
. ) H{A ABC| B é reto e BHL AC
\—/ T{A AHB ~ A ABC ~ A BHC
. ' L DEMONSTRACAO:
. A altura BH relativa a hipotenusa AC determina os dois tridngulos

3la Parte L] R =
elagoes metricas no retingulos: AHB e BHC (ver figura da pag. 182).
Consideremos o tridngulo AHB (um dos “pequenos”...) e o tridn-

tridngulo ret;
- etan
Teorema de Pitagoras fula gulo ABC (... o “grande”), onde:

*Relagges metricas nym

triangulo
. d tria qualquer
Relacoes metricas no circglo

Relacge
S métr; v

(e 00 Ian ' O mesmo ocorre com os tridngulos retdngulos ABC (. ..
] e BHC (...é o outro ‘“‘pequeno”), pois:

1. ¢ ~( (propriedade reflexiva da congruéncia)

2. B =~ H (angulos retos)
3. AABC ~ ABHC (por causa de 1, 2 eo 1.° caso de semelhanga: A-A)

~ A (propriedade reflexiva da congruéncia)

s

(L
2. H~ B (dngulos retos)
3. AAHB ~ AABC (porcausade 1, 2 e o 1.° caso de semelhanga: A-A)

“o grande”)

hlpotenusa AC o
Ax, ‘
: 3 AAHB ~ A ABC ~ A BHC (propriedade transitiva da semelhanga)
.': c.q.d.
o oL
i 12. Consegiiéncias do T.9
“;’ J ! No tridngulo retangulo ABC, valem as seguintes relagdes métricas:
B !
l (LY |2 =0

4 mesmg unidade

m(@zBH-:h #
m(AH)’—‘AHam :

: (4°) |a.c=0b.h

» Sejam:
: (2.4

(3.9

o i - T

HHA




De fato, pelo T.9 temos:

o | Py |
AéﬁgnuA@g:pﬁE:_ﬁE:_A_B m h ¢
By Be  AC € a9 b
Portanto: s AL h
e - - ==
a b
ou 2 =
7 | e2=b.m | (1) r“-°="-" (4.9)
o )
Ag@~&@£=ﬂé§_£§_Ac c a b
TR Teadl el T TR
Portanto: i b
g
ou‘ az2=b.n 2.%)
Aﬁwasﬁ:éﬂ HB A
BHG, B _____B m h c
HHC  BC™ ™ "wm @
Portanto: m _h
E n

ou| h=m.n |3

Essas 5

y relacoes

média proporci podem ser enunci

orcional. °r enunciadas 1 .

2 Da 2.* série vocé sabe q‘;n;br:ando’se o concelto de
uma propor¢do continud

(ex: 2 =4) o me
8 meio comum é
média Sas & denominado médi .
geométrica dos extremos (no ex.: 42 média proporcwnal ou
42 =2X8)

Désse
csse modo as SEEE
a seguinte relagdes métricas no tridngulo retd
o retdngulo passam @ ter

redagdo:
‘ (=Yt =1b \
= . m Amedidad
22) a2=0b | as : e cada catetoémédia _/__.-—‘
| e | o e
nados sdbre a hipotenusa pela ag!tura.

A medida

% média pr‘;a altura, relativa a hipotenusd

| segmentos qu Polrcwnal entre as medidas do;

_ e ela determina sébre a hipotenusa-
A L e

I

I
3
s
I

0
produto das medidas dos catetosm

[4na.c ao prod
roduto das medidas da hipotenusa pela

b.h| =

medida
da altura relativa & hipotenusa.

T0O 4

T.10 : Teorema de pitagoras (*)
Se um tridngulo ¢ retdngulo, entdo 0 quadrado da medida da hipo-
tenusa ¢ igual @ soma dos quadrados dds medidas dos catetos.

a de Pitdgords & enunciado: Num tridngulo retdngulo

Nora: Comumenté, O Teorem
o quadrado da hipotenusa € igual a soma dos quadrados dos catetos.

As
H[AAMHBérao A‘\
T = a®+¢ 'l!
c.
v
DEMONSTRAGAO! Bl e
J4 sabemoS que: 2 =bm ( Jix Relagdo)
a2 =bn (22 Relagdo)
O S
mbro a membro)

g . a* = bm-+bn (somand© me
o &t az = b(m-+mn) (propriedade distributiva)

ou c'3+a‘3=b.b (porque:m+n—

T.11 : Teorema reciproco
i j tiva-
Se num tridngulo ABC, cujos l de a e b, respec
mente tem-se:g 2 = a? ,—1— 2, entdo 0 tridngulo ¢ retdngulo, sendo
o dngulo Teto oposto a0 la

H[AABC[b‘-’ =a*+c

T(A ABC ¢ retangulos sendo B reto

B a

tﬂlco—pimgérica, trans

guidade, fundou @ escola i
numa verdadeira Ciéncia.

* PITAGORAS, um dos maiores filgsofos da Anti
formando © estudo da Matematica
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DEMONSTRAQAQ:

Pela Teorema de Pitigoras:

% (NP)’E(I“+Ch I P (NP)-’—_-[)-"——'_—)NP=67-‘)N7J§AE
€ como, por hipétese: b2=q24 2 i

Entio: AABC ~ A MNP (caso L-L-L) e, Portanto: Af ~ 4

: A ‘ - )
alo. M € reto, segue-se que B também ¢ Te€to, ou seja, 0 A ABC &
retangulo.

tingulos, Cujas medidgs dos lados sio e:‘cpres?af
POT niimerps naturais, denom:’nam«se Pitagéricos, Assim, s3q Pitagéricos os triangulos
idade:

Cujos ladog medem, numa mesmg unid
3 e 5 (Porque; 32 4 42 o 52)
6, 8 ¢ 10 (porque: 63 4 g2 o 102)
912 ¢ 15 (porque: 92 4 122 = 152)

ig0s egipcios usqyan dngulos retos

; s 4 corda eram fejtqg 13 ngs, situados
em igua] distancig um do outro, jsto é 12 "espacos" iguais, A seguir,

fixavam g corda no chig € Marcavam €om estacyg (conforme g figura)
08 NOs correspondenteg a3 4e5 qUe s30 mimergg bitagéricos!

Téda essa arte erg baseada Na nocio que tinham go Tevrema de
Pitdgoras!
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P —————

1):
S v iéngulo ABC é etdngulo (em QUALQUER OSICAO.)
€ 0 tr r P

—— e

¢ ¢ bH A

i i Stricas:
entdo valem as seguintes relacoes métr

e T R e

(Pit4goras)

TESTE DE ATENCAO — Gruro 64

cas,
P te as seguintes sen

C MNP e XYZ sao reté gu 0S. CO ]e

1. OS tllallgulos AB » b : n l 7], e ten
que dlzem Icspsito das relaqoes métrlcas

1.9) 23 A
BT\“H-\__
X
N*__m—Q 7 2 +..
y 5
pXn= .. Xg e DO
a2+b2= i p2=ﬂlx" '2—}')("'
x3 =
2 e G SRR X =1 X ...
b2 =¢X ... m2 = p2 4 % . =y X m
hz:...X" =mX}' i
h

j idas dos lados

i los cujas medidas

i adro, relativo a trlaqguios ;se;a:-:aguresen A e

2. Complete o seguinte q: do’a sdida da hbG
sd3o nimeros inteiros, sen m da hipoten P fRcal

e ’ 24 30[‘36
| I !l 12 [ 20 | ... | 4 ’

_m’lslzsim ...!60
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EXERCICIOS DE APLICAGAO - Grypo 65

L. Determinar .

Temos: x: + 8% = )02 (Pitagoras)
ou X* 464 = 100 = X =100 - 64
10

U0 X% = 36 — o = V36 = g

]

Logo: o valor de x ¢ ¢,
x

- Determingar u:

Temos: g — 102 4 g2 (Pitdgoras)
a* = 100 + 36 = 136
@ = VT35 V4 X34 =2vy3

a
Logo: o valor dé g ¢ 2V 734,

- Determinar h, x, y:

Temos: X2=122 4 g2 (Pitagoras)
FIRI B ams oy o RS

92
N © Como: 12 % g = X X h (pelo T.11)
ou l08=15><h<:':>h=%3=7'2
- Como: 9% = x % Y (pelo T.12)
< e __—__‘——‘—h
Portanty . h = T2, %= 15ey = 5,4
C
- Determinar bec:
Como: 62 = ¥(% 5% (T.15) b

entdo: 36=x2+5x<=:>x2+5x—36=0

cujo: U = -9, 4 A y

Rejeitada 1 raiz -9, ¢ =
Pitégoras. » teMos x = 4 o bortanto, ngo Uingulo: retanguln ALIC, por

b"'=62+4'~'=36+|6=52‘-‘——-_.‘ab-—-\52=2\13-

No A AHB, retingulo: c2 = p2 + (x + 5)2 gy (2
+ Bl &= 2 117 = ¢ = V117=3m

Portanto: b = 2v73 ec=3V13

=64+ 52 ey 1236+
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PRATICAS USUAIS — Grupo 66

1) Céleulo da diagonal de um quadrado:

j j de a e a diagonal d. d
Seja o quadrado ABCD, cujo lado me ] g
No tri&r?gulo retingulo ABC (que ¢ is6sceles):

d? = a? + a? (Pit4goras)
oud?=2a—= d=aV2

oy (oo

2) Célculo da altura de um triingulo eqiiilirtero: ‘ i 113
Seja o tridngulo eqiiilitero ABC, cujo lado mede 1 e cuja altura, relativa 3 base ;
!Erif por ;ne%idu h. No tridngulo retingulo AHC:

(RS e s
! — ] = I* (Pitdgoras)
w+ ()

- V3
12 e e
ouh'-’="2*7,'6=’h2"4_-> 2
' _N3f
Log: ]'_T'

i dngulo agudo medindo
1 > iAngulo retdngulo possuir um ¢ n d
Consegiiéncia: No caso de “ﬁjgg&gﬁgum) e, portanto, o outro mt;dlgdohfﬂ i;;;t;-;o
o (tz(;g]gpoosto ao angulo agudo de 307 vale a metade da hipo A
o ca

ot i a diagonal?
- de um guadrado é de 12m. Qual a medida dedsusua diigonal it
£ g pe"m;"-;o dgsse quadrado mede: 12m : 4 = 3m, e o valor da
omo o lado ac :
pela “férmula’: d = IV2, segue-se que: s
d = 3V2 ou, com aproximagio de 0,01: d = 3 X 1,41 = 4,
m.
Logo, a diagonal do quadrado mede 4,23 Sl
: ik )
2.°) Calcular a altura de um tridngulo eqgiiildtero cujo lado m
. cu

2V3x V3 _2V3ix V3_2x3_,
T i

I3 o
: h = —=, temos:
Sendo: h 2

i ui mede 3m.
[01 tanto, a ﬂlturﬂ do t.ﬂﬂngulo equllétercl
]

3. ) Relag‘ﬁ 0 e Lot angulo:
0 entre o sen 0 co-seno de um mesmo g :
QualquEl q" € seja o a”gulo agudﬂ C} vale sempre a relagao'

A
(sen ©)? + (cos C)* = 1
b c ou—s_erl'-‘C+Cﬂszc=I
g ol 189



De fato, por definigio temos:

2

sen C-=—;-=a(sen C)=‘=£_._]
ol

2

cos C=—:--_=:.(cos C)2=g-§

————_.______——-—-_._,____

2 a2 3 R , W
(sen C)2 + (cos C)2 = £§ + :—2 s L#‘ = pz=1(c* + a?=p2, Pitdgoras)

Logo: l sen? C + cos? C = |

Algumas aplicacies:

1.%) Caleular os valores do sen 452, cos 450 e tg 45°, respectivamente.
Seja o tridingulo retingulo e isbsceles ABC:

A Entgo:
g a
Sen 45°¢ = -F

b ¢ a == sen 45° = ¢cps 450
COS 45° = —g-
b
A
(4] a B

g 45°==—:- = tg 45° = ] g
Como:  (sen 45°)2 + (cos 4592 = 1

ou  2(sen 450)2 = (porque: sen 45° = cog 450)

1 A f 1 1 V2
ou (sen 450)2 = — S° = S —_—= T
7 = sen 4 2 = 3
0,707.1 (aprox. 0,000.1)

€ também: cog 45° = 0,707.1

ou sen 450 =

2.2) Calcular os valbres do sen 30%, cos 300
Seja o tridngulo eqiiilitero ABC, onde:

no A AHC, retingulo:

e tg 309, respectivamente,

EXERCICIOS DE FIXACAO — Grupo 67

intes triingulos:
1. Determine o valor de x em cada um dos seguint

19) 2.0)

X
9 +
12
4.9)
=g >
6
X
2

idngulo
lados do tridn
eferem aos
timeros se T

i abela, cujos n
. a seguinte ta T
3 ?e‘:amn'ﬁﬁfs ABC, sendo B o _40311]0

i i los
i os seguintes tridngu
didas dos segmentos que figuram n
me
3. Determine o valor das
retingulos:

1.2)

B or e




: ivamente. Calcule o com-
4. As di is de um losango medem 12m e 16m, respectiva
- AS dilagonais
primento do lado.
Ll a P

3.9

i é e losango c dc Som.
i dc um lOSangO mede 16m. perl tro S§S
- A diagonﬂl maior () me dL 4 \j

Calcule a medida da diagonal menor.

a?
4 & de 30 V3m. Quanto mede a sua altur

; Gitaiasa

6. O perimetro de um tridngulo eqiiilit

da. Se o compri-
edem 10m ca
7. Num tridngulo isésceles, os lados congruentes m

_'3 P o y 9 Ci ‘.lprl—
1to d l A

0s do com rimento da b 15€ uails 0s comr

a altura é Equl‘.‘alente al

i ulo ?
mentos da base e da altura désse tridng

= 100 (hipotenusa). Cal-
b = 60 (cateto) e ¢ : ela altura
8. Num triangulo retﬁng“};é”t‘ﬁcd‘f?aodsa um dos tridngulos determinados p

cule, em metros, o per
4. ldem nos retingulos:

relativa & hipotenusa.
1.9)

: Sabendo-se
spectivamente.
edem 10m e 14m, re Ifato?
9. Num trapézio fﬁta“g“""é‘;‘“}obﬁﬁfjem 3m, quanto mede o lado oblig
24) 38 ; N 1o, se o pé da escada estd a 3m do
* um muro,
! 10. A que altura uma escada de 5m toca n
! mesmo ?
X
\ °l ¢ nto
. 1 segment
X / o 1 yonto e de um seg
e i / 13, Projegdo ortogonal de um p
S Kisommace > 7 3 A sébre wma reta
2

trian ulo Eq'll g 60 respectiv () se O J:r on 0 m reta r € o
' ] gl ila y ] P ti amente, (Sltg stao: U ga g
i3 ] il terﬂ.) i

. de Par.
bonto P, pé da perpendicular tragada de

jo sendo

Sbre uma reta r (ndo senc

. g segmento AB 80 30 as projecOes

e PrOJegc:lq orItog%n?)l 2% l;?;mci to A’B’, cujos extremos s30 as projeg
perpendicular

PROBLEMAS — Gruro 68

Ortogonais de A e de B sébre 7
(Acérca das relagies métricas num tridngulo retdngulo)

B
1. Num tridngulo retdngulo um dos catetos mede

' A B
SR sa

15m e a altura, relativa a hlpoteﬂ::e “ P/‘

12m. Determine as medidas da hipotenusa, do outro cateto e dos segmentos

altura determina s6bre a hipotenusa.

2. A hipotenusa de um tridngulo retin

gulo mede 15m e a soma das medidas dos catetos
€ 21m. Calcule as medidas dos

i gt

catetos, - .r__ — |;"n ,“.: . Fi-,,__._k_,ﬁé‘ﬁ._.A‘m-H-” -B"""]‘-\'_ =1 :
Sugestdo: Sendo ¢ = 15, entdo a2 4 p2 = 152 (Pitagoras) e agora é sb resolver 0 (N . 3 . ( T =prol AB _ gl
sistema: - P :proer ). _..-.,m--éw?-i-" =praj .t —
d o erh e B s o
{ a® + b2 = 225

. A base de um retingulo mede 24m e
Quanto mede a altura désse retdngulo ?

: e ad
Ario. - jecdo ja su-
Nio se fazendo referéncia em contrério, a palavra projecdo j

o comprimento de sua diagonal, 25M- bentende ser ela ortogonal.

: 193
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LEMBRETE AMIGO

Mais um exemplo de Jungdo para a sua colecdo . . .

Vocé ja sabe que a perpendicular baixada de um ponto a uma
- reta sempre existe e ¢ iinica.

Consideradas duas retas distintas
r'e r' do mesmo plano, a projecio ortogonal ou vertical dos pontos
de'r sbbre 1 é uma funcdo f porque associa a cada ponto A €7

um inico ponto A’ = f(A) € r', que é o pé da perpendicular
tragada de A 3 reta r.

e T e Dom{

e L

v

| A IA) B () C' f(C} Imf
X,

TEOREMAS — Gruro 69

(Acérca das relacies métricas no trigngulo retdngulo)

: 0
1°) Em qualquer circunferéncia, uma cordg que passe pela extremidade de um diametr
€ média proporcional entre o didmetro e a sua Projecdo sbbre éle.

(Sugestdo: Uso direto das conse

qiiéncias do T.9, nio se e
inscrito numa semi-circunferénc

squecendo de que todo &
ia é retingulo . | 5

2.°) O segmento da berpendicular b
circunferéncia sébre ¢ didmet
dois segmentos que determ

aixada de um ponto qualquer da

to € média proporcional entre os A
ina sbbre o didmetro.

(Sugestdo: Consegiiéncia 3.0 do T.9)

194
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€ substituindo:

Relacdes métricas num tridngulo qualquer

14. Relagdo com o dngulo agudo

1012 . N-”” t d g q Iq q i p
L rian ull] ualqgquer o uad?tIdO da ”J-ed'l‘.da df.’ ad() 0 Usﬂ)

g drados das medidas

i {gual a soma dos qua e

A SR ¢ a medida de

; N ?rzfuci‘ofs éfados, mernos duas' vézes 0 p:?gl,:?bri i i
u(r)?i sgstes lados pela medida da projecdo do ou

H[A ABC| A é agudo
T{a2 = b* + c2- 2cm

DEMONSTRAGAO:
Tragando CH L AB, vem:

4 2 — p2 4 n* (Pitagoras) B A
iggg, rezéllgzig :) :2 — .;2 - m?2en=c-m (porque: ¢ =m + n)
, retin

Substituindo ésses valdres em:

g% = F¥ - o B
e + (c - m)?
2 — p2-m? c—=mjc
temos: @% = bS]

9 I L c? -2cm
ou a2=bz_mZ+c2~2cm+m“m!a Ak

c.q.d.

I5. Relagdo com o dngulo obtuso

: ; ] lado oposto
‘, T3 . Num tridngulo obtusdngulo, o quadrado da medida do lado op

das medidas dos

5 igual & soma dos quadrados .

- 5ngu10_ 0;:;;.20 frtz;gis duas vézes o produto dalmedzda :ie u::;

th::o; lcclzadlgs peia’ medida da projecdo do outro sébre a reta q

éste

contém aquéle lado.

" H{AABC| A & obtuso
T[a? = 0t 4 c? + 2cm

DEMONSTRAGAO:
Tragando CH L AB, vem:

ACHB, retangulo == a2=h? + n?; ACHA, retangulo == h?=b>-m? e n=m-+c

AR N
a?=b? - m2+ (m+c)?

ou a?=b?-m?+ m?+ 2cm + 2 = !Gg=bg+52+zcm c.q.d.

195



EXERCICIOS EXPLORATORIOS — Gruro 70

(Acérca da natureza de um tridngulo)

Vocé sabia que pode reconhecer se um tringulo & retdngulo, acuténgulo ou obtusdn-
gulo — SEM DESENHA-LO — conhecidas as medidas de seus lados?

E s6 aplicar Pitdgoras, sua reciproca ou as duas Relagdes agora estudadas. Como?

Basta comparar o quadrado da medida correspondente ao MAIOR LADO com a sond
dos quadrados das medidas dos outros dois lados.

3 - . - b7
Se o primeiro nimero ¢ igual ao segundo, o Teorema de Pitigoras resolve. Por que!

Se o primeiro nimero for maior

p . que o segundo, a Relacdo com o dngulo obtuso resolve.
or qué?

Se o primeiro nlimero for meno

P a7 r que o segundo, a Relacio com o dngulo agudo resolve:
or qué?

Exemplos:

Reconhecer a natureza do A ABC nos casos:

1.) a =10 quadrando: a2 =100 —

=58 b? = 64)
c=6 c? = 36 [

Logo, 0 A ABC ¢ retingulo.

100(__} = a? = b% + ¢2 (Pithgoras)

SR
=8 b? = 64 = a? > b? 4

49 1S (pela Relagdo com o 4ngulo obtuso

; : = )

equivale a dizer: a2=05b2 + c2 + 2cm

2°) a =13 quadrando: a2 =
b

o
|

=7 o

]

Logo, o A ABC ¢é obtusingulo,

3.) a =12 quadrando: g2

=144+—_~1
b=8 b2=641145 = a? < b2 4 ¢
eh=19 ¢z = g1 (pela Relagio com o angulo agudo

equivale a dizer: a2=p2 4 c2 - 2cm

Verifique vocé mesmg que, nesse casa, 0 A ABC é acutingulo.

TESTE DE ATENCAO — Gruro 71

Reconheca a natureza dos tridngulos ‘cujos lados medem,
12) 9,12 ¢ 15 2.9)
4°) 3, 4e 5

em dm, respectivamente:
8; 11 e 9
5.0) 18, 24 e 30

35 14, 8 ¢ 7
6°) 7,8e 14
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EXERC{CIOS EXPLORATORIOS — Gruro 72

(Acérca das razdes trigonométricas seno e co-seno)

Lei dos senos: Num triangulo qualguer as medidas de seus lados sao proporcionais
aos senos dos @dngulos opostos.

Consideremos o caso do tridngulo acutingulo,
que é o de maior interésse para nés. Entdo:

o~
P AR

a b ¢

] :
h: \‘ = ! sen A “senB sen C
: |
F\ c ;* E3 5 T » i .
De fato, tragadas as alturas: CH L AB e BH’ 1 AC, vem:
no A CHB, retidngulo: i = sen B (por qué?) <= h = a.sen B
) a
no A CHA, retingulo: % = sen A (por qué?) (<> h=1>b.sen A

Portanto: a.sen B = b.sen A (por qué?)
i@ b
sen A sen B

- ¥, 7
Agora ¢ a sua vez de “‘tirar’’ as seguintes relagdes dos teifngulos fecangnics BHCA
e BH'C, respectivamente:

ou

a Cc
;:::Z‘igg‘é}::)c.sen.ﬁ=a.sen C<:>s—en—A_senC

; Zo b ; i ir que:
e, finalmente, tddas essas razdes iguais permitem concluir q
a b ¢

senA senB sen C

APLICAGAO: Calcular x, com aproximagdo de 0,1 por falta, no seguinte tridngulo:

X g T e Lei dos senos)
¥ 16 Temos: sen 30° _ sen 50° (
e 16 _16><Us5=114
2 30° o R ’

Logo, o valor de x é 10.
. i ¢ igual
Lei dos co-s : Num tridngulo qualquer o quadrado da medida de um lado é igua
REhge i gumardasgmadidas dos quadrados dos outros dois lados, menos duas
vézes o produto déstes pelo co-seno do dngulo oposto do primeiro lado.

C Agora, no tridngulo acutangulo ABC:

Jny a? = b2 4+ ¢2—-2bc.cos A

a L

ik cos A (por qué?)

=i

De fato: no A CHA, retdngulo:

ou m=~hb.cos A

3

b=
(o]
i
03]
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Como a? = b2 4 ¢2 _ 3¢
az =
ou a? =

m (T.12), vem:

b2
b2 + ¢2 — 2¢(b . cos A)
b2 4 ¢2 — 2bc . cos A

s erianpulos
APLIcAGAO: Calcular ¥, com aproximacdo de 0,] por falta, no seguinte tridng

Temos: x* =67 4 82-2% 6 X 8 X cos 60°
. X2 =364+64-2X6%X8X0,5 =
X - b = ‘[_2 = 2 V13
X =100-48 =52 = x = V5
ou x=2x36="72
60°
g Logo, o valor de x ¢ 7,2
Conclusdo:

1.9) as medidas de dois gn
lados serio determina

2.°) as medidas de do
lado sera determinada

gulos e a de um lado,
das aplicando a LEI D

is lados e a do in

aplicando a pLg; DOS

Se vocé conhecer num- tridngulo acutingulo:

] dois
entdo as medidas dos outros
0S SENOS;

i = v outrO
gulo compreendido, entio a medida do

CO-SENOS;

EXERCICIOS DE FIXACAO -~ Grupo 73

. Consultando a tabela da

P
em décimos, por fa]

1.9) 2o}

- Num tridngulo, dois El
ede 15

dngulo de 65° m 15cm.

10dm, forma ¢
trapézio.

. Num trapézio a b

extremidade um dngulo de

ta, o valor d

si um 4ngulo de 60°. Calcul

ase maior,
um angulo de 450, Esse lad

ag. 181

X

@,
o]

V

Secutivos, que
e a

ngulos medem respectivamente 650
Quanto medem 0s outros dois

l?ase maior mede 124

60°. Quanto mede es
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que mede 30cm, form,
0 ndo-paralelo forma ¢

. s miné
» €OM a aproximagdo de 0,1 por falta, deter
€ X nos seguintes tridngulos:

3.°)
20

30°

80°

: e
medem 6m e 8m respeccwameg;sé
medida da diagonal oposta a

e 48°. O lado oposto a0
lados ?

m. O lado ndo-paralelo, que 3’:5‘;2
Calcule a medida da diagonal

- oS
a com um dos lados naolpalial‘z]ua
om a diagonal que passa pela
sa diagonal ?

Relacdes métricas no circulo

7
2% Y1l
- el com COY(

16 1.¢ Relacao: coi el

. jor a circunferéncia,
; sm ponto interio : r
interceptam nu rminados po
T.14 Se duas cordgS ts g das medidas dos segrpento; detee iiomep Ty &
(- dol prq :’tgsal ao produto das medidas dos seg
uma delas e

minados pela outra. o
H{C(, r)| ABNCD = (P} e P & interior
T{PA.PB = PC.PD

DEMoONSTRAGAO: ) o
: AaDeCa B, formam-se os tridngulos PAD e
Unindo-se A a a B,

1
4 D) = —m(BD)
que: 'm(BAD) = m(BCD) = 5m(

A-A) porque
A&QNAPCB (caso ) m(PBC)

Il

I ~
m(PDA) = T m(AC)

PA _ PD
B¢ T PB

. 165) e conclua.
(0] vaGAo: Compare o T.14 com o exercicio 3 do Grupo 55 (pég
BSER :

L go — PA-PB = PC.PD‘ C,q.d.
(0] ¢

oAV e
17. 2. Relacdo: secante com secante

i énct éle forem
T.15  Se P é um ponto exterior a uma circunferéncia :c;i;!; i el
Ao tracadas duas secantes que a i:}terceptergh rispPC.PD.
nos pontos A, B, e C, D, entdo: PA. =

H{C(O, r) | P é exterior
T{PA.PB = PC.PD ¢

DEMONSTRAGAO: - Ly
i los PAD e PCB, tais q
i B a C, formam-se os tridngu
Unindo AaDe e

I N
A w ~ A EE? (caso A-A) porque { B~D (valem 7m(AC))

Pa, S IPD
S e S
PC PB

OBSERUACAD- C()"!Pale ofT -15 com o exercicio 9 do GRUPD 56 (pé-g- 16;) € COHCIUat

c.q.d.
Logo: .

PA.PB = PC.PD |
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e T .

18. 3.* Relagdo: secante com tangente

T.16 : Se P é um ponto exterior a uma circunferéncia e déle forem tracadas

a secante PA e a tangente (geométrica) PE, entdo o segmento _[39

da tangente ¢ média proporcional entre os segmentos PA ¢ PB. ;

H{C(O, r) | P & exterior

PC & médi : PA e PB
T { ia proporcional entre PA e P
(ou (PC)* = PA . PB) ki M

DEMONSTRAGAO:

—

Unem-se Ca A e B. Formam-se os tridngulos PCA e PBC, tais que:

A PCA ~ A PBC (caso A-A) ! P & comum
e -A) porque { . . -
PBC | B=C (valem —;m(AC))

- PC PA
e 33:?6‘:’\(PC)2=PA.PB‘

19. Poténcia de um ponto em relagdo a uma circunferé‘ncia

Consideremos varias secantes a uma circunferéncia, passando tbdas

por um ponto P, exterior ou interior a circunferéncia e que a intercepte™
nos pontos: A e B, A" e B, A” e B"
A

B'
PA’ l;eé?s Pt;?f?)n}?? T.15 e T.16 os produtos das medidas: PA- PB,
5 s . y - - . tém valor constante, qualquer que seja a secante.-

Tal produto denomi
A ci na-se: L
a circunferéncia. se: poténcia do ponto P em relaga0
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EXERCICIOS DE APLICACAO — Grupo 74

Determinar o valor de x nas figuras:
1.4) Temos: 62 = AB . x (Conseqiiéncia (1.* Relagio) do T.9
Como: (AB)2 = (BCY* + (CA)? (Pitdgoras)
ou (AB)2 = 8% + 62 = 64 + 36 = 100 == AB =10 o
Logo: 36 wm 10k =3 x =30

Portanto, o valor de X é 3,0.

21) Temos: 4 X x =3 X8 Q1. Relagdo)

24 .
Logo: X = 7
x=06

Portanto, © valor de x € 0

3.4) Temos: 9 X 8 =X (22 -x) (1.* Relagdo)
22x - x2 ¢_-=>x2—22x+72=0::—"> v = [18, 4}

ou 712 ==
Portanto:
se x = 4, o menor dos segmentos mede 4 e o maior, 18
or, 4
se x = 18, o maior dos segmentos mede 18 e o men
12

4.4 Temmos: 12 X x = 16 X 6 (2.* Relagdo)

Portanto, O valor de x & 8.

54) Temos: x2 = 4 X 16 = 64 (3.4 Relagio)

x=\'4-—=8 7

Logo, o valor de x é 8.

201




EXERCiCIOs pE FIXACAO

Determine 4 valor de nas seguintes figuras:
1.

— Grupo 75
1z

24

2. Na figura (pég. 200

a circun-
feréncia, demonsrre

0 circulo)

1. Numa r.'ircunferénci
Calcule 4 distincj

2. As cordag

a de 10cm de raio, traca-se ymg corda de
a da ¢q

12em de comprimento.
rda ag CeNtro dessy circ

unferéncig .

diﬁmetro Aﬁ a

> 48 Medidag ggg r0j
medida do raio

p
da cireunferéncia (com dproximagio de 0,1).
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10.

1.

F2!

15,

: seu didmetro
tremidade de um 2y
éncia tem raio igual a 8cm. Pi]l%nﬁztm mede 4cm. Qual o comp
Uma circunfemncdlﬂ euj a projeciio sdbre gsse
traca-se uma corda, c

mento da corda ?

Du endo q =5 MB——()C
¢ »
rdas AB e CD intcrceptam»sc em M., Sa ue
a8 co bend AM
M

i - ). .
C = 17,5, calcule CD ¢ MD (unidade: cm,P e i SO
st AB e CD interccgtamrfedenr:l) .
g;ai Cl(:jrdgzsnlcuie PC e PD (unidade: s

ivamente.
m e 9m respectiva
e e doks segmentosd?gige a pri;nelra ¢ duplo do
Uma corda’ dividida por U"::l:’(:; em que a segunda
egm
Sabendo que um dos s

outro rda.
i segunda co

determine o comprimento da seg

’

12 H P duas
S
Ccor da e d ¢lll](}| ro nrerceptam ulo de Sdm
se Int
um 1 num circ de ralo A

a
ivamente 3dm n
B 3 dem respectiv

Itam dessa mterseccdod;n?e (Apfoxitiacos 010
Menores partes CIC;{‘E rg‘:‘:'o % Quanto mede a corda ?

corda e 2dm no diam .

io M do
onto médio
1B mede 8cm, no p il
i ta um didmetro AB, que "NID, aaberis TN
Uma corda CD mterccpdt_das dba segmiritin CAPLTAD,

i i g edi M ‘ :
dtles mede 3 metade g i ma circunferéncia.
déles mede a metade do segun s SR

I
i das de um
Duas secantes sdo traga

3dm,
] te, 13dm e 23
spectivamente, slthae:
de uma delas mEdem:i'rjapda parte interna da ulti
As partes interna 38’“&1;“: 17dm. Calcule a medi

a outra,
€ a parte externa

Icule
(< 4|50m‘ Ca 2
¢ prolongado d 2 ido.
i frenieia tede 32,50n:’e Elopponto extremo assim obt
O didmetro Ge uma C"r‘:lg:to da tangente tracada 3 a 10m do centro, traga-se
o comprimento do seg ¢ r um ponto exterior, sltclllé"s‘:'g tangente, cujos extremos
Num circulo de 6m de| g r?-::)rimcnto do segmento

Icule o co . i
Uma tangente. Ca A Aot & BT
3 i R BOLILY secante q
S40 0 ponto exterior e pn circunferéncia traga-se uma

erior a uma
De um ponto exterior

: -se também
cterior traga-se A
onto exteri ! nciat
saiar plede-Jio. & oo If:cle o raio dessa circunferénc
Seu centro e cujo segmen;&;to ;11ede 24cm. Quanto m
jo segm
uma tangente, cujo

i Obre o prolon-
: Determine so
i edindo 6cm.
i o O e raio m
j i éncia de centr
. SEJZI Uma circunferénc

& nto, cujo
ada por ésse po
2 oo £ Gl guee mn%?:fglegﬂ"zccondicﬁo: PB = 2 . PA.
Bamento do raio Of’cl) I:n; iircunfcréllfiﬂ é B, sa
pPonto de contato ¢

nte

: ‘aga-se uma seca

: e ralo, trag = 5

. 1a circunferéncia, de dev?mq‘A ’e B, Tespectn.amerr:]tteo

Sk i ek unC que a intercepta '.]‘OS 1’3;“ a'circunferéncla_ pam p‘gB?
D skt SHEE gue SOt 8 dida do didmetro

i to fér tragada uma tang e PC é igual & me

?‘e déssleapmgidq de PA, sabendo-se que

- qua i

ecantes,
ai am-se duas s
énci e raio, trag - .
Jor diina cleciniEoncia, de ‘ﬁ(ig] c(]jo que mede o l‘“fO'ntaqdca pri-
De um ponto exterior e e t”pl o qusimede o kol
que medem, respectivan . s'egunda Bt sabe

i externa da seca
medida da parte ex _ e
meira mede uma vez e meia o
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‘eedeooodoe doe

4. Parte - Poligonos regulares
- Medida da circunferéncia;
calculo de T
Poligonos regulares

20. Definigdo

Um poligono convexo é regular, se e somente se, os seus lados sdo
congruentes e seus dngulos sdo congruentes.

Assim, por exemplo, o tridngulo eqiiildtero
60° € reguldr, porque possui todos os lados con-
gruentes, bem como todos os dngulos (cada

um mede 60°).

O quadrado também & um’ poligono re-
gular.

60° 60 Por qué?

TESTE DE ATENGAO — Gruro 77

1. Por que um retdngulo nem sempre é um poligono regular? Qual é o caso em que 0
retangulo é um poligono regular ?

2. E o losango, por que nem sempre é um poligono regular ?

3. Quanto mede, em graus, cada dngulo interno dos se

1.°) hexdgono? (Modélo: Lembre.se de que a soma das

medidas dos 4ngulos internos de um poligono convexo
é dada pela “férmula’:

S¢ = (n-2) 1800
No caso do hexdgono (n = 6), temos:
S;=(6-2)180° = 4 x 180° = 720°

Se o hexfigono & regular, os 4ngulos sdo todos congruentes
e, portanto, cada um déles mede: 7200 16 = 1200.

O dngulo externo mede: 180° - 1200 = §0o.

guintes poligonos regulares:

Por que?

2.°) pentdgono? 3.%) decdgono? 4.°) icosdgono?

204

i d
4. Quanto mede cada angulo externo de um poligono regular, se a medida de cada
dngulo interno désse poligono é:

1.°) 10807 2.9) 13597 3.0) 168°? 4.0) 160°7

21. Poligonos regulares inscritos e circunscritos a uma
circunferéncia

Se vocé dividir uma M A N
circunferéncia, por exem-
Plo, em trés partes de mes-
ma medida (isto é, em trés
arcos congruentes), entdo
48 cordas que unem O0sS
Pontos de divisdo formam
Um tridngulo eqiiilatero
inscrito (ABC na figura), B C
€ as tangentes (isto &, 0s
Segmentos de tangentes)

Ormamum tridngulo eqiii-
latero circunscrito (MNP
na figura).

Fatoanélogo ocorrera
S¢ vocé dividir a circun-
feréncia em 4, 5, 6, ... P
arcos congruentes.

| timero n (n € I
‘T.17 : Se uma circunferéncia for dividida em um certo n ( !
n > 2) de arcos congruentes, entdo:

i o regular inscrito
1.°) as cordas consecutivas formam um poligono reg
de n lados; B

2.°) as tangentes nos pontos cosnecutwoslgi
divisdo determinam um poligono regu A
circunscrito de n lados.

Lo AB, BC, CD, DE, EF, ... sdo cordas

T ABCD . .. ¢ poligono regular inscrito

B e O o, S o ¥
{quHAB;EC%FDg.“
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2. Se cada angulo interno (

DEMONSTRAGAO:

N TN P

correspondentes de arcos congruentes.

arcos congruentes, ent

- Se AB>~BC2~CD... entio EBN@[—J’_;:'ISE

como cordas

que € um angulo inscrito) intercepta n-2
0 as suas medidas sdo iguais. Assim, por

exemplo: iy
m(A) = m(B) = 169—:iixﬂ£ifg—) (obser\:ar a figura)
I e 2 implicam que o poligono é regular e inscrito. c.q.d
M B N

~ Lagme 7N
H{C{O,r)IA =B CD ... .
v ) AT, NP, 5,

T{ MNPQ o
cunscrito

- 830 tangentes

A

- € poligono regular cir-

DEMONSTRAGAO:
Tracadas as cordas AR ~ BC S 'EP., .

m(MAB) = m(MBA) - m(BNC) =
A AMB =ABNC~aAcP. .

is6sceles, segue-se que:

€ Ccomo:

1 ~
0 = 5 m(AB) temese:

- (caso A.L.A.) e sendo ésses triangulos
AM>~MB~ BN~ NC~ . .

SNPxPlx~.,. MaN~Pa(

isto ¢, MNP(). .,

:If,l@‘,i. (Teorema reciproco do T.17):
critivel e circunscritivel a uma circ

H [ABCD. .. ¢ um poligono regular
T[ABCD. .. ¢ inscritivel e circunscritivelL
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¥

¢ um poligono regular circunscrito.

A
fan 8
o

(o

c.q.d-

Todo poligono regular é ins-
unferéncia. -

DEMONSTRAGAO: ) | i
i interceptam
C bissetrizes dos 4ngulos consecutl;.'os) Ae!e1 tf; 0s_e
ey i é ar), :
O e A=~ B (por hiptese o poligono & regu
b oell
é = — @,
2 .

portanto, 0 & AOB é isosceles.

Logo: OA ~ OB
Unindo O com C, temos: ‘
AB = BC (por hipdtese)

~ 0BC (§5, bissetriz) A
B i‘fo o r. reflexiva da congruéncia)
(LAL)  {pB ~0B (prop

Logo: OB =~ oc

Se‘ldo t) o] ~ (e) !H)]l“) () (< equ’ 1d15ta"ie de A, B e C.

4 TR B tante de A, B|

> ue O é eqiiidis 54)
. ira, demonstra-s¢ q & inscritivel na C(O, OA).

Da mesma mane]lno o poligono A BCD. . . € inscriti PR

CD,...e SRopyEe 5’5 sdo cordas cong-rtum:iesdedioclilos os lados
. e 4 i1 n .

; C(f)mp L, AD: Li(,:s’e que o ponto (08 ‘f‘ﬂ”dw aro da circunferéncia de

;l_rﬂmﬂeng_a : 55% do poligono, ou seja, '€ gcees

4B, BC, CD,...) do ¢

Vi ircunscritivel & mesma.
é unscritivel a

i oligono que, por sud ez, e Ct

aio OX, inscrita no p ;

: egular
22. Elementos principais de um poligono 1€g

©__raio

igura)

Centro do poligono: & o centro (Oc’,-i?ufl%rfm-
comum das circunferéncias m:scrzta e. i

Raio do poligono: & o raio da circu
circunscrita. : .

Apétema do poligono: é o ralo da circ
réncia inscrita.

Angulo céntrico (ou central): ;
cujos lados sdo semi-retas que con

unfe» npéfurna
greice @ 00 e
¢ o Angulo cujo vertice € o centr
: 2m dois raios consecutivos.
de n
i igono regular
A medida (w,) do angulo céntrico de um polig
v : ]
(n > 2) lados é (como é facil perceber):

360¢°
E3it Y

e ——

Wy
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Exemplos- 4 At
plos: dngulo centrico do tridngulo eqiiildtero: v, — 3600_ 120

angulo céntrico do quadrado: wy = }ﬂ = 90°

Il

angulo céntrico do hexdgono regular: y, L 60"
i 6 ™

A relacdo exj
éXxistente entre o ¢ 5
mesmo polj . ngulo céntrico 2 .
poligono regular ¢ 4 Seguinte: sig sup(l?e(:nzngtula o T e
ntares,

De 2 o s
ato, no triangulo isésceleg AOB, temos:

ang. céntrico 4 2 N8 interno
. '—-—"_._ F \\

2 = 180° /

ou | ang. céntri ang. j
| 4ng HCo + ang. interno — 180° f \

TESTE DE ATENCAQ — Gruro 78

- Calcule, e
S €M graus, as megiq
a
Poligonos regulares-: s do angulo céntrico e do dngulo int d
Interno dos seguintes

1.0) octégono
2.0) decédgong 3.0) dodecégo
no 4.°) icosdgono

Qua é (0] po]lgﬂno rEEUIar Cuio Qngulo Céntrl‘c
(8] rﬂede.

1) 367 (Modélo: Come -+, - 360° o
n ==

g A
razgo entre 0s ﬁ“gulos l]lte“los de dol‘s P l’!
0

entre os mesmos ¢ 3
0-). 3 ~
Quais szo ésseg poligo ngc"’;‘,‘?S regulares ¢ _; e a diferenca

. Dois boli,
180N0s regyl,
Bulares, de mesm, Mimero dy lado
S, Sd0 semelh
anio;,

Nio é preciso fj
2 igura. ., § :
sdo s
regulares e de mesmo nﬁm?:(l,lggél':}!; é‘lBCD_ .. e A'Bicipy d (n>2) lad
0s, entio: s..den(n> ados

mA) = mBy = el m fn=2) 180
T no— (por quey

mA’) = m(Bry - _ (n~2) 1800 == A~ A B p
" TToa (o quéy) e
(Por qué?)
: AB
(por quer) = Fipr = 3%% = gg, ~hd
~ poligono A'pic/py,

A'B' >~ BiC7 CTD‘
isto é: poligong ABCD,
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Os perimetros de dois poligonos regulares, de mesmo nimero de lados, siao proporcio-
nais as medidas dos raios e dos apdtemas.
Agora ¢& sua vez de resolver. .. Basta lembrar:
1.°) a transformagdo, ja conhecida, das proporg¢des:
AB  BC _ s AB + BC + ...
A "~ BC A'B +BC +...

2.°) que tanto os raios como os apOtemas sdo segmentos correspondentes na seme-

lhanga dos triangulos, que se obtém unindo-se o centro de cada um dos poligonos

aos respectivos vértices. . .

Relacdes métricas nos poligonos regulares

23. Construcdo do quadrado; cdlculo da medida do lado (I,)
e do apétema (a,) do quadrado inscrito

Para se inscrever um quadrado numa circunfe-
réncia C(O, r), basta tragar dois didmetros (AC e BD
na figura) perpendiculares entre si. Nestas condicdes
@ circunferéncia ficar4 dividida em quatro arcos con-
Bruentes, pois a éles correspondem é4ngulos céntricos

congruentes (todos retos).
Unindo-se os pontos de divisio A, B, C e D, obtém-se, entdo, o
quadrado ABCD. Indicando por:

ls — a medida do lado do quadrado inscrito
a, — a medida do apdtema do quadrado inscrito

tem-se, no tridngulo retingulo AOD, por Pitagoras:

13=r2+r‘-’¢=v1§=2r2=>14=\/37<=>LI'—'”"’-2

Lembrando que OM L AD faz o A OMA ser retingulo e isésceles,
conclui-se que: a medida do apétema é a metade da do lado do quadrado,

Isto é: -
rv2

,a‘*:? ;

E | rV2 |

Logo, para o quadrado inscrito temos: ! Iy =1V2 ' €% == i

Nora: O indice 4, que figura em I, e a,, indica tratar-se das medidas do lado e do
apétema do poligono regular quadrado, nada tendo a ver com as operagdes indicadas.
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OBSERVACHO:
na figura) PEngagicuTlgar?smei(;‘sc outros dois didmetros (MN e PQ
e s1 e que bisseccione rulos
retos formados por ,{E’e B ) m os dngulo
e, arcos congruentes: a circunferéncia ficard dividida

oBtEms unindo-se ivisd
e S-E O octigono regula. 5y ¢sses pontos de divisio,

T Bpendia emenn:_os dngulos internos com novos
. T I, pode-se construir poligonos

16, 32, 6
g e o o > 1) lados, respectivamente,

TESTE DE ATENCAO — Grupo 80

1. Indicando por 1, medi
Lo=2r (& facil s ida do lado do Quadrado circunserity 3 C(O, r), ““deduza’ que

2. Um quadrad ai i
0 PStA inscrito numg ¢ cu
de seu lado? E A clrcunferéncia io i da
? a de seq apbtema ? n ncia de raig igual a 6cm, Qual a medi

(Modélo:  Aplicande as “férmulas; p, - rV2 e rv2
= a,; =

14=6ﬁ2d4=3\l_2"e‘§ _‘-T, e

ximagio de Op1 fa[ta:ubstituindo V2 por 1,41,

Isto ¢, tomando V2 com apro-

4. Se l, =3V3 ¢ , medida do

calcule, em tm, os valfres de redel
4-

24. Construcg .
lado ;Zfai flz hexfl SO0 regular;  caleylo das medidas do
\ apotemaq (_Chs) do ht?xdgono TEgular inscrito

) P.:ara inscrever ym p
feréncia CO, 1), & preci
congruentes. Como o 4

€xagono regular na circyn.
SO dividi-la em Seis arcops
ngulo céntrico do hexs
regular vale: 4, — 2008 AB g1
6 = 90°% seja AR 0 arco, de

Mmedida 60e, Cuja corda AP
lados désse hexdgono, 2 4B (de medida ls) &€ um dos

No A A0B é isé
- » que é isésce] m
(OAB e 0BRA) ¢ | s (por quev), i
€ OBA) é igual 2 1200 & porta'gto, gagas?zmaddéﬁzsomuggz Cﬁlgls égg?ézs
R n »

0 AAOB ¢ egiij
€ eqiiidnguly e também eqiiildtero, isto g OA ~ OB ~ AB
» Segue-se que AR — T, OU seja —Ie = f_—

e

Logo, a medida do lado do hexdgono regular inscrito na C(O, r) é a
prépria medida do raio da circunferéncia:

ly = r

. A medida do apétema (a;) é obtida aplicando-se o Teorema de
Pitdgoras no triangulo retangulo OMA, onde:
: 1\ 2
(0A4)2 = (OM)? + (MA)? ou r* = ag + (Tt)
2 ,2

% 2 r 2 2
Como [ = r, temos: 7* = dg =+ (-2) =t = dg = 7%

2 b | JTY 8 SHE v 3 V3
€, portanto: g = 12— — = — = a5 = iy il
+ -3 2 %
e S|

OBseErvagio: Dividida a circunferéncia em seis arcos congruentes e | tragando-se
0s didmetros bissetores dos dngulos formados pelos didmetros AD, BE, CF, ..., a cir-
Cunferéncia resultara dividida em doze arcos congruentes.

Anilogamente, dividindo-se a circunferéncia em 24, 48, 96, ..., 3 X 2" (n > 1)

arcos congruentes e unindo-se os pontos de divisdo, obtém-se os respectivos poligonos
regulares inscritos.

TESTE DE ATENCAO — Gruro 81

L. Se na €0, 5) r = 5, entdo [y = ... (medida em cm)

2. SF 0 perimetro de um hex4gono regular inscrito, numa certa circun_fe-
réncia, ¢ igual a 42cm, quanto mede o dismetro dessa circunferéncia ?

3. Indicando por Ly o lado do hexdgono regular circunscrito &
C(O, r) e valendo-se da semelhanga dos tridngulos: AOB e
MON, ““deduza” que: 4

r2
Lg .
dg

25. Construcdo do tridngulo eqiiildtero; cdlculo das medidas do
lado (I;) e do apétema (a;) do tridngulo eqiiildtero inscrito

Dividindo-se a C(O, r) em seis arcos congruentes
ol N S TENG A s
(AB, BC, CD, DE, EF e FA na figura) e unindo-se,
alternadamente, os pontos de divisdo, obtém-se um
triangulo eqiiildtero (ACE na figura). ).
O calculo de I3 é feito tragando-se o diametro AD
e considerando-se o A AED, que é retdngulo, porque esta

inscrito numa semi-circunferéncia. Temos:
(AD)? = (I3)* + (ED)* (Pit4goras)

A
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Como: AD = 2r it e
gono regular!), vem: e DE = r (lembre-se de que DE ¢ lado do hexa-

y @22 =B+ r2 = 41 = [ + 1
0go: B3 = 4r2 - y2
go: I3 4r—r-¢=>I§=3r‘3_—_>la=\lTr‘:‘=:>!:;=T\r3

Portanto: ﬁ
a =

O calculo ; ;
da medida do ap6tema (a;) é simples: o quadrilatero

OCDE éu

m losango (tod
i os os lados me : :
interceptar-se ao meio, segue-se que: dem 1) e, como as diagonais devem

1 1
da = — ol =
& ?.OD'__z'T=“-2' Logo: | az = L

OBsERVACAO: Se
¢ Sendo [y = s ;
BT G pode-se dizer que: o apdtema do tridngulo

fqﬁﬂdtero mede a r
metade da medida do lado do hexdgono regular inscrito na C(O, 1)-

TESTE DE ATENCAO — Gruro 82

1. Na C(0, 6) estio inscri
] 40
Usando o cm C{,‘m;"ﬁﬁ,ﬂi,‘;’g ug' quadrado, um hexdgono regular e um triangulo eqiiilatero:
e de medida, calcule, com aproximacio de 0,01, 0s valbres de:

Ly, aq, I3 e d, (diagonal do quadrado)

2. Seo

: a; = 5, entdo o raio da ci 5

14 - o raio da circunferénci . : ;
tetofmedes, 1 RN (unidade dm). a em que esti inscrito o tridngulo equ’

3. Indicando .
por I3 a medida do lado do tridngulo eqiiilitero circunscrito a co, ) ¢

us . s
ando a semelhanga de tridngulos, “deduza” que: [; = r2 V3
P
dg

26. Construgdo do decd.
gono regular; cdl .
(L)) do decdgono regular inscrito o, du medid. do 16

Seja AR ;
ja AB o lado do decdgono regular inscrito na C(O, r). O angulo

= céntrico AOB vale: wo = 607
: 10

= 36° e, porianto:

mOAB) + mALO) = 180 - 36" = 144

Como os dngulo A s
b ' AR s (04 OB & ) e

m(QOAB) = m(ABO) = 72°

212

Tracada a bissetriz BP do angulo E,‘ obtemos:

A APB, is6sceles <& AB = PB = ho
= l OP = ho
A OPB, isosceles & OP ='PB = ho

Ogservagho: Diz-se que Se efetua uma divisdo dured de um segmento OA, por

meio de um ponto P, quando gsse ponto divide o segmento OA em duas partes desiguais,
tais que a maior delas & média proporciona! entre o segmento todo e a menor.

O segmento maior OP, resultante da divisdo, € denominado segmento dureo do

segmento OA.
e m—— aq——"-"
e
|—"1 |
0 P A

e X — A=,

Logo: [OP, segmento dureo de 0A] < (0P &émédia proporcional entre OAe PA] &

@[g.g=%‘%]<_—;>[(op)ﬂ=o‘4.m]

Qual é a relagdo, no estudo que esté sendo feito, entre O lado do decdgono e 0 seg-

mento dureo de um segmento? a seguinte:
O segmento OP, que representa © Jado do decdgono,

(OA = r), onde se acha inscrito 0 decagono.
De fato, pelo T.4 (stbre a bissetriz do angulo intern

& o segmento dureo do raio

o de um tridngulo) tem-se,

no A OAB:
oP OB I L PB = AB
1= 38 & T 0B = Gi=w
oP OA

vem: —— o ——— 2 = . PA
PA = OP — (0P) 0A

ou seja, o segmento 0P, cuja medida ¢é l,0, & O segmento 4ureo do raio 1.

O valor de l1o € tirado de:
(oP)z = 0A . PA o

ou By =r(r-l) & B, v dzo=r =0

cujo V={_—2’(~I’§-1),-§(\‘—5—1)}

Rejeitando-se a raiz negativa, temos:

lm-—-;—(\f_5-1)
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RESUMOQO

As medidas do lado € apotema dos

gl 0 1 - i
usuals:  QUADRADO, HEXAGONO e TRIA o Hgnakes s

NGULO EQUILATERO sdo,

respectivamente:
[.; = ?’\"u
quadrado @7 E
% rv2
ay = —_
2
e ls =r
rexdgono regular @ :
N rv3
dg = —=
2
tridngulo eqiiildter, [ 14 il
N\ T
az = —
2
EXERCICIOS DE FIXACAO — Grupo g3
1. Preencha os claros do seguinte quadro:
C(O, r) I ‘ -.
r 4 ﬂ’ IG ﬂg ’a da
Co, 5)
A0 BRI Wt T S s S
Cloh T s el
co, ...) R e

dé raio, obtém.
Sse nbvo quadradg. M-se um novo quadrado, Determine o perimetro

s

12.
13.

14,

15,

A soma dos lados dos quadrados inscrito e circunstrito a uma mesma circunferéncia
¢ 17,05m. Quanto mede o raio dessa circunferéncia ?

. A soma das medidas da diagonal e do lado de um mesmo quadrado é igual a V2em.

Quais as medidas da diagonal e do lado désse quadrado?

Quanto medem as diagonais de um hexédgono regular de 24dm de perimetro?

O lado de um poligono regular, inscrito numa circunferéncia de 12cm de raio, mede
8cm. Calcule a medida do lado de um poligono regular de mesmo nimero de lados
(portanto semelhante) inscrito numa circunferéncia de 36cm de raio.

O lado de um hexégono regular mede 2m. Calcule (com aproximagio de 0,01)
a diagonal de um quadrado e o lado do decédgono regular, ambos inscritos na cir-

cunferéncia em que est4 inscrito o hexdgono regular.
Uma circunferéncia tem 1m de raio. Calcule (c:on:t aprox;'magéo de 0,01) os peri-
metros dos seguintes poligonos regulares nela inscritos: tridngulo, quadrado, hexé-

gono e decdgono.

EXERCICIOS EXPLORATORIOS — Grupo 84

Célculo da medida do lado do poligono regular convexo de 2n lados (I2n). Conhecida
a medida AB = I, do lado AB de um poligono regular convexo de n lados, inscrito

na C(0, r), queremos calcular a medida AC = [3x do lado AC
do poligono regular convexo inscrito, de ntiimero duplo de lados.

No tridngulo retidngulo CAD:
(AC)2 = CD .CM (por qué?)

o
ou (Iin)'-! = 2r.(r-OM)

Como:  OM = a, (medida do apétema do poligono de n lados) :
vem: (Ian)2 = 2r. (r—ay) (1)
Sendo: a? = (OB)? - (MB)? (A retingulo OMB)

12
2 ‘J 1
ou a:=r=‘—(-g'3) =) dy, = 72—'~4—n=3_ 4r2-l:

Substituindo ésse valor de a, na (1), encontramos:

1
l;'" = 2r (r——z—v 4,2,_.[[?;) = 2r2—r.\"4r2—fi
Lan =\f2'r2—r\|' 4,-2_]3

ou

+ Pratica: Calcular a medida do lado do octdgono (ls) regular inscrito na C(O, 7).

Vocé j4 sabe que a medida I vai ser expressa em fungdo da medida /4, da seguinte
Mmaneira: e e NP
Is =\/ 2r2 — r'\/4r2 —I: e, como [y = rV2, vem:

Is =V2r2 —rVare —2:2 = V2r2 - pV2rz = V2r2 - r2V2

la=V2r2—y2V32

Logo:

Calcule, como exercicio, a medida do lado do dodecdgono regular (I,2) inscrito na
C(0, r), usando o Is = r.
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Medida da circunferéncia

27. Medida-comprimento da circunferéncia

De . . . a
sde a 1.* série ginasial, vocé tem empregado a ‘“‘formula’’:
C = 2.x.7r

m 1aa dO raio (1 i i ==

SSa férmu]a“ H l or é Vi i ara

O estudo i i
e circunfdoés gohgonpg regulares, inscritos e circunscritos em uma
eréncia, facilitard a resposta €ssas perguntas

Se vocé i ]
A c:a lré?ge\;ser(dowf_po!fgonos regulares, de diferentes namero
) A na figura »r =‘2) e calcular seus perimetros,

enc
ladg:t}g?);iuiqgemo' pohgopo de maior namero de
aior berimetro. Assim, por exemplo,

b3 < py

Sep.(n;?))éop

J erimetro . .
crito na C(O, r), entdo: de um poligono regular de n lados ins-

e do quadrado circunscritos na €, 2), temo :
» <), S:

Se pu (n > 3) é 0 peri
Perimet i
regular de n lados circ:unscritorrG;adgl(L(l)rf]ri)mcl;r??ﬁnocf \ /
p&>p;>p;>p;,> ...... =P
Désse modo b

» Para cada poligono regular de n lados, tem-se:
bn < p;l (ex.: b3 Pi, b4 P:h L2 )
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e, apesar de:

1.°) os numeros da seqliéncia: ps, ps, ps, ... crescerem cada vez
mais, jamais ultrapassardo um certo nimero C;
2.°) os nameros da seqiiéncia p3, pi, ps, ... decrescerem cada vez

mais, sempre ultrapassam um certo niumero C'.

Por outro lado, prova-se que C = C’, isto é, hd um LIMITE coMUM
para as duas seqiiéncias de perimetros dos poligonos regulares inscritos
e circunscritos respectivamente, e que se denomina MEDIDA-COMPRI-

MENTO da circunferéncia.

28. Razdo da medida-comprimento (C) da circunferéncia
para a medida (2r) de seu didmetro

Essa razio é um nimero famosissimo que, desde a 1.* série ginasial,
0 acompanha. I[ntuitivamente:

considerando-se uma roda qualquer s6ébre um certo suporte, Cujo ponto
de contato é o ponto P, e fazendo-a rodar até que P volte novamente a
ser_ponto de contato com o suporte, ficard determinado um segmento
(PP, na figura), cuja medida é o niimero C (medida-comprimento da
circunferéncia).

Assim, por exemplo, se numa certa unidade o raio da roda é 2, entdo
a medida do segmento, com aproximagdo de 0,01, é o namero 12,56
(verifique vocé mesmo ésse resultado). A razdo entre essa medida e o
didmetro da roda (4) é o namero:

Se o raio fosse 3, entdo seria encontrado um segmento cuja medida
se aproximaria de 18,84, e a razdo entre ela e o novo didmetro (6) é ainda:
18,84

= = 3,14
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j E' se vocé considerasse a razdo entre a medida conhecida da circun-
feréncia terrestre (aproximadamente 40.003km) e a medida conhecida

do didmetro da Terra (cérca de 12.470km)? O seu valor seria ainda:

40.003

=== 1
12.470 ¥

. Entdo: ¢é sempre constante (3,14 . . .) a RAZAO entre a medida-com-
przmen‘to (C) da circunferéncia e a medida (2r) de seu didmetro. Tal cons-
tante & o famoso nimero “‘pi”, indicado pela letra grega » (letra inicial

da pfllavra TepLpepe, que equivale a periferia), sendo consideradas ver-
dadeiras as seguintes sentencas:

b
2,.—""<=>C=2fﬂ‘<_;'>c=27rf

. Como s6 possuimos valdres aproximados de » (3,1415. . .), s6 obtemos
valdres aproximados de C. Na pratica, emprega-se:

= = 3,14 (aproximagio de 0,01 por falta)
= = 3,1416 (aproximagdo de 0,000.1 por excesso)
Exemplos:
1. Calcular, com aproximagdo de 0,01 por falta, a medida-compri-
mento da circunferéncia cujo raio mede 4dm.
Temos: C=2.,.r ou Cr=2'3.14 % 3 = 25,12
Logo, a medida-comprimento da circunferéncia é 25,12dm.

2. Quanto mede, em cm, o raio de uma

: i énci i da-
comprimento & 125,60cm? (s o e circunferéncia cuja medi

Temos: C=2_,,,_T¢=>T=ﬁc_32125,60_20
ZiS R

Portanto, o raio mede 20cm.

29. Medida-comprimento de um arco de circunferéncia

_(Ionhecida a medida-comprimento
porcz_onaltdade(*) entre a medida-
medidas n, em graus, temos as

C da circunferéncia e dada a pro-
comprimento ! dos arcos e respectivas
eguinte proporcio:

C _ 360

l n

ossivel dem - 3 '
P onstrar tal proporcionalidade; para o atual curso a demonstragio é muito diffcil

N E

- 218

2% 360 360 180

ou = = — &= .
[ n 360/ 180!
= I W

formulas que permitem calcular, respectivamente, a medida-comprimento
e a medida-grau de um arco. Exemplos:

1. Calcular a medida-comprimento do arco de 60" que pertence a
circunferéncia de raio igual a 5cm.

mrn I_WX6X60_2
Temos: I = 180 O = 180 = G

=3 ¥ 314=0628
Logo, a medida-comprimento do arco de 60° na C(O, 6) é 6,28cm.

Ou, também:

2. Calcular a medida-grau de um arco ‘qu:a medl_cla-_comlprui];é];o
é 3cm e que pertence a uma circunferéncia de rato igual a :

wt _180.1
Temos: e S5
s w SB0 S L iy
oun =3~

ou 14,33° = 14° 19’ 48" é a medida-grau do arco.

EXERCICIOS DE FIXACAO — Gruro 85
(Use = = 3,14)
1. Calcule a medida-comprimento das seguintes circunferéncias: ‘
1.%) raio mede 5dm 2.%) didmetro mede 1m 3.4) raio mede 10cm

2. Qual o comprimento de um meridiano da Terra, sabendo-se que o raio terrestre
é aproximadamente igual a 6.378km?

3. Quanto mede o raio de uma circunferéncia cujo comprimento é de 18,84m?

4. Quanto mede a diagonal de um quadrado inscrito numa circunferéncia de 31,40m
de comprimento ?

5. O ap6tema de um tridngulo eqiiildtero mede 5cm. Calcule o comprimento da cir-
cunferéncia que o circunscreve.

6. Quantas voltas deve dar uma roda de 0,80m de didmetro para percorrer 2.512m?

7. As rodas de um automével tém 0,36m de raio. Quantas voltas d4 cada roda, en-
quanto o carro percorre 4.521,6m?

8. Determine a medidd-comprimento de um arco de 45° nas seguintes circunferéncias:
1.%) raio mede 15cm 2.2) didmetro mede 20cm 3.%) raio mede 1m
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9. Determine a medi.
, edida-grau de um arco de 10 i
- c i
4 uma circunferéncia de 18cm de raio. o mEdlda—Comprlmento. B

10. Qual a medida-com riment
réncia de 1m de ra[i:’o? i e

11. Quanto mede o raio de uma
comprimento ?

rco de 45°30’, pertencente a uma circunfe-

circunferéncia na qual um arco de 30° tem 6,28m de

12. G
Calcule o niimero de graus de um arco cujo comprimento é igual ao débro do raio.

TESTE DE ATENGCAO — Gruro 86
(USC T = 3,]4)

1. Calcule, em m, o perimetro do con.

tdrno da seguinte porta: 2. O A ABC ¢ eqiiilétero, medindo cada

lado 2cm,

A

\

N

Calcule a medida-comprimento de:

TN T e —
AMB \U BNC \U CPA

3. Se cada lado do A eqiil4tero ABC
mede 2cm, entdo o
trevo de “3 félhas’: PrEmERY do

4. Calcu]e. emd
de “4 fblhas"l;n' o perimetro do trevo
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T p———— ;.

— -

Calculo de w

30. Métodos elementares

Do fato de = ser dado pela razdo:
‘ C

iy I
2r

pode-se fixar arbitrdriamente r ou C e obter, assim, dois métodos ele-
mentares para o seu calculo:

1..) Método dos perimetros ou de Arquimedes
2.0) Método dos isoperimetros ou de Schwab

"Pelo Método dos perimetros é dado o valor de r e calcula-se
C. Assim, por exemplo, se r = -%-- obtém-se:

Entdo, sendo = dado pela medida-comprimento C da circunferéncia,
encontramos valdres aproximados de x por falta ou por excesso, calculando
os perimetros p dos poligonos regulares inscritos e os perimetros p’ dos

poligonos regulares circunscritos d circunferéncia de raio r = =0

Como em todos os casos: p < C < p’, também p < » < p’ e obtém-se
maior aproximacio tomando » = —iz-i

Assim, por exemplo, trabalhando com o quadrado, onde Iy = r\2 e
Ly = 2r, temos:

by = N4 =2V = 2,828...
2 _2,828.. +4

5 ~ 3,41

T

’ e i <
bs = 2-2-4—4

Quanto maior for o nimero de lados dos poligonos regulares que se
inscrevem e circunscrevem, tanto maior serd a aproximacao do valor de .
Foi com ésse processo que Arquimedes (famoso matemdtico grego da
Antiguidade), partindo do hexdgono regular (Is e Lg) e duplicando suces-
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sivamente o nimero de lados, chegou as expressaes que ddo os perimetros
dos poligonos de 96 lados (lyg e Ly, » encontrando para « o valor compreen-

dido entre 3+%’ e 3+%. isto é:
10 10
3+:{,—1<r.—<3+76

= —

10 22 4ot
O segundo valor: 3 + 70 — 7' POrexcesso, ¢ exato até os centésimos.

Que maravilha de resultado para a época!

Pelo Método dos isoperimetros, procura-se determinar o raio € O
apotema de um poligono qualquer, Cujo perimetro tenha uma medida
fixada e a seguir calcula-s

t €, sucessivamente, os raios e os ap6temas de
poh’gonos, cada Vez com um nlimero duplo de lados, porém de igual
perimetro que o primeiro.

' 'LEMBRETE AMIGo

As vinte primeiras “casas”

de » sio:
3,]41.592.653.589.793.238.46 4,

Na pratica, sdo empregados com freqliéncia nos problemas, os
valbres aproximados:

3,14 (por falta) ou 3,141.6 (por excesso)

€ ) .

Os “calculadores” de . estiveram por longo tempo com espe-
rang? de_obterem Um seu valor exato (1) depois de um certo nimero
‘,je algarismos. quem, voce ja sabe que isso € impossivel, pois
€ um numero irraciongl €, como tal, n

; 40 possui repr a imal
nem exata nem periédica. p Presentagdo dec

(¥3 ~ 3y A "
proceosso Crilzl%ﬁg )?0. caleulo d; T Com maior aproximacdo (sem
0) ol 0 matematico Shawks Fain com
707 casas decimais! » que o exprimiu c

A partir de 1950, em
eletrénicos dos diversos Ce
da Europa comegaram
aproximacio,

Hoje em dia, calcula-se ; ¢
apenas alguns segundos!

plena erg eletrd
ntros de M
a calcular , ¢o

nica, os computadores
atemditica dos E. U. A. e
m milhares de “‘casas’” de

Om aproximacges fantasticas e em
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Curiosidade
Vocé quer guardar o valor de = até a oitava casa? Entdo lembre-se
desta sentenca:
COM O ZERO O LENTE REPROVARA 0OS ALUNOS...
g, o, 4y 5 9 2 6
ou esta, mais na moda. . .:

coMm 0 JURI A VOTAR, “DISPARADA” JA GANHOU ...
6
g A s ¥ i

Y s as musicas classificadas
', juntamente com “‘A banda’’, foram

Nowa; "DiSPamdalFestiua[ de Muisica Popular Brasileira, realizado em Sdo Paulo

em primeiro lugar no I.°
em outubro de 1966.
TESTE DE ATENGCAO — Gruro 87
Calcule um valor aproximado de =, pelo Método dos perimetros, trabalhando com:
a

I eCc-
) h 4 0S reglllares e2 o) dECégonos IEgulales Inscritos e circunscritos, esp
12 exagorn .

io — unidade de medida.
tivamente, a uma circunferéncia de raio , €M [e[a;ao a uma
: ¢ 2

. ) : - - & dAA \ = 4 A . oo
- 4 { 1 < I "'
¥ D
?-) N L( § vl
A
‘ » f ~ -~ o ]
( ¢ e WX v
AN VD AN » = < :,_:\ 4
A b o e g
) (0~ A
= A ) [} <
- of ) (s
! ] - 3 “;
AN l_.;)“l‘ S‘ %
- (‘\, o
A=A .
~ P i & v i
iy L AN Vs
2N ) / ) 5
() N \ I ;
\Y r .
M o
I & e O U0 g B S 1S
c( \ 28 \,,\.'\ i . i
' [} IS \ x A\ o 'k,
PRV s O, S (>
{ \ (
\ A
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NGmeros complexos
1. Névo ente matemdtico: mimero imagindrio

Vocé ja sabe que nenhum dos nimeros até agora estudados satisfaz
a uma equacdo do tipo:

!x2+l=0 no U=IR
De fato:
x2+l=01=rx2=‘lc=>x=\’:-l'oux=—\/71

»

Como: \’*-_leth e ~V-1¢'R (lembre-se de que nio é possivel,
em [R, extrair a raiz quadrada de um nGmero negativo), conclui-se que o
Conjunto-Verdade dessa equagdo é vazio, ou seja:

V=g
Por esta “insuficiéncia’” do conjunto [R em resolver equagdes do tipo:
x*4+1=0

ampliou-se o conceito de nimero, construindo-se novos entes — denomi-
nados nimeros imagindrios — da seguinte maneira: criou-se um
ntimero i, chamado unidade imagindria, que elevado ao quadrado d4 —1.

Entio:
{.=0=]"on *==1

Agora, para a extracdo da raiz quadrada de qualquer niimero nega-
tivo ( V-9, por exemplo), procede-se assim:

V9= V9 x V-1
i l
ou V9= 3 X {=3i

37 é um névo nimero para vocé. E um niimero imagindrio.

Dessa forma, pode-se escrever guantos mimeros imagindrios se quiser,
pois qualquer raiz quadrada de um niimero negativo pode ser expressa em i.
Exemplos:

V=25

o= N2 I A= D V=4

V25 x V-1

I
Il

5¢ % N

I
<
&
X
<_
L
I
=
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E xemplos: 3+
gl e T | e |
Outros exemplos de niimeros imagindrios: ~3i, =21, 4, —2-1, 0,041, - 3 7 @ sio niimeros complexos
de e
Logo, todo nimero da forma bi é um niimero imagindrio(*), o0 0 +4 1
b & um nGmero real e i é

a unidade imaginaria. i V2 + 0i
O namero real b é denominado coeficiente do imaginario. Assim,

. : F: sma parte
N ; S : - 3 ais quando possuem a me
por exemplo, 3 é o coeficiente do niimero imaginério 3i. Dois niimeros complexos sdo igu q

) indri i xemplo:
real e a mesma parte imaginadrid. Assim, por e P

Qe = y a==¢ /\ b = d
------ LEMBRETE AMIGO ———— adbi=c+die= iy gt
| o ) . a = A =
, ! ' . ' g+ 3=2-bie=s
1 & a unidade dos ntimeros reais \I .
i € a unidade imagindria Ll “ OBSERVACBES: d oo e
~ - =y 2 = Y complexo & um imaginario (purol.
e. ndo se esquega: i = V-loui? = "1 | 1% Se a =0 e b 0, entdo o nimero COMPETE =
' Exemplo: 0 + 3i = 3i (imagindrio)
gl e See s = e 0 - 2i = ~2i (imaginério)
= ; mplexo é um real.
2. Numero complexo. Conjunio € 24) Se a %0 e b = 0, entdo o numero Comp
] nJuUnio . T 2 4+ 0i= 2 (real)
~ = . 3 = ¥ . H ér]o ) 5 -
A primeira vista pode parecer que, construido o namero lmaglgega' S - = (real)
bi, todos os problemas que envolvessem raiz quadrada de niimeros i 3
tivos ficariam resolvidos. facil, porém, mostrar que isso nao © _ ; molexo diz-se nulo.
ol vach 38 8 a=0e b =0, entdo o numero comp
Basta querer resolver, por exemplo, a equagio: &) oe a = J
0i
: Exemplo: g+ ) S
= — .
KRR T 12 = . a4 bi e a-bi, que diferem pelos sinais HuBliticatis
onde: 42) Os nimeros complexos: d d
4+ V16-52 4+ V=36 4 +6i 4461 4 - 6i de b, denominam-se conjugacos.
i i = ; e:
X =—= 5 = - et = x = ou X = Exemplo: 24+5ie 2-5i
_ k % i e —7-8i
= 2+3ioux"2"3‘ b
x = = —
3 @22 =], =
1? = 1.1
Que nameros sdo: 2 + 3i e 2 - 317 " N ./‘ 4= 247 = wf 1 = 1
: . gy e oo =14
Para responder a essa pergunta, os matematicos criaram O nGme Sendo 1% «="=1; entao S g e Jid= 3
complexo. i1 = =
Chama-se niimero complexo a todo nimero da forma: w— 1 e il =i, chegase a conclusdo de qu4e
Acrescentando-se que 17 = S Ly gs de 4 em
a + bi as poténcids sucessivas de 1 reprodu.ze:jl—se,_;_3&:rll‘i);islicnszm;rcl)f—e,e sevinls: )
assumindo somente os valéres: 1, 4, 1 € 7% f
onde a e b sdo nimeros reais e i é a unidade imaginaria, ja conhecidd: =842 =1-1="1
” 2 . \ y — 14 43 = l_i = _i
a também é chamada parte real i i7 = 14 .
: ST 3 : gt ™ do ntimero complexo @ + % 0 ol gl = 14 = 1
bi também é chamada parte imagindria G ;

(*) Também chamado imagindrio puro.
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do qual o conjunto dos nimeros reais (R)

O conjunt
0 de to z
dos os mimeros complexos constitui o conjunto C,

Logo: € um subconjunto.

NESRE™. L7
¥ R T e B g g
N.% naturais n.os jpre: N
. I v
Inteiros .93 racionaijs n.os reajg n.os co:lplexos

r 4 6‘03 Comp/e
. «\\‘“\. p Yoy

£ A(\efoS res;
} oaur dig
0 A eros racj

;} E S i 90

A A [ /omeros inge;

b | F, \\\\ ey -

L %8 [ e =y

L 30 O { i E ]
A A 1 Mmeros nalyraig } F 4
\ : . V-'_ -‘ .. P ,Q‘;J 5 { 7‘):!

b > ks SO E g~

LEMBRETE A S

Dar o ny
mero comp] :
de namer (o (/808 5= b, equ
oS r » €quiva]
Coeficiente d €ais (g, b), onde a repr cnta ' Um par ordenado
{ a parte imaginsrig Presenta a parte real e b o

\

T
ESTE Dg ATENCAQ _ Gruro g8g

e Comple i
S se
e gulntes Sente"gas com nul"eros 1im, n
te a S agi él]()s:

1Y) V-16 = —
3 2.“) _2:=_._ 3.) =
PR e 64) V7§ - N K SO
O T R £ =i
ToHale 84 0,9 1 =

4. Complete as seguintes poténcias de i:

3. Complete as seguintes sentengas:

1) a4+-bi=34+8i¢<= a=...Ab=..
28) 0+2i=x+4yi¢= x=...Ay=..
38 m+ni = 3i = me,.. A=
4-")c+d:‘=:5—2 = o= Nnd=

18 8 = 20) 10 = . 38 il =, 45 i12 =,

5. Complete as seguintes sentencgas:

L.%) O conjugado do niimero complexo 12 + 3i €
28 1-2ie 1 - 2i sdo nimeros complexos .......... |

3.%) ~8-5i é conjugado do nimero complexo ..........

3. Aplicacbes: resolugdo de equagdes no conjunto C

Resolver as seguintes equagdes no conjunto C:

1.2) x2+9=O’U=C

Temos: x2+9=0e=x2=-9¢c=x= V"9 ou x ="V-9¢=x=3i ou x=-3i

Logo: = {3i, ~3i] raizes: 3i e —3i

2 [2x2-9x-5=0| U=C

_9i\f81+40=9:f:4\’121=9i11<=>x=50ux=‘71

Temos: x = 7] 3
=1 Nota: As raizes reais 5 e = equivalem,

Logo: V={5 — 2 =
- ) respectivamente, aos complexos: 5-+0ie —i-+0i_

3.4) uZx—IP:—I‘ U=C
Temos: 2x-1)2="1¢= 4x’-4x+1="1 == > - +2=0 =
2+V48 2+V-4 242

= — f—

= %P-2x 4 1=0=x = 2 7 7

2 28 _2-2 | gy o IR _i_’_l.

<=>x_———:l——~oux- 2 mx—2+2 oux—2 51

. 1 5 1 I i1 I 5 s 51

Logo: V—{(T-f—?z), (—2-——2-1)} raizes: 5 +—i—ze3- 51
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e SN

4.0) 2.x"-+-x3-—3-_-0 U=¢

Temos: 2x4 4 x2_3 _

: i =
<:::>x=\f_IOUx=—ﬁoux=\/_2§0ux=_\/_2_C___:,

3 3.
(‘—-=>x=10u x‘—‘_l Oux=J—§—i0ux=“J—2’?

o PSR EP
Logo: V= {I, I ‘\/—-2—1, “\/-2—:'} raizes: 1, -, \/%1 € _\/_fl

0@2(_-;2)2.'_3‘2_3 =0 =

= ax2=_1*V1+24 -

‘”‘_‘:”‘2='—l+5oux2= _14_24:-7

:312=IOUx2=_ —

Resolva ag seguintes €quagdes ng conjunto (.

19 22 +4 =9

28 3x2 = 3

3% ¥y +1=0

45 x2-6x+13 =g
3% 222 4+ 32 425 2 ¢
6.8) 412 = -]

79 2(z-1)-60 = 60 4 ,
85 x2 +2x +2 =9
9. (2x +2)2 = -1
105) =32 4+ 10y -25 = ¢

1% y2 -2, 1 2 ¢
128) x -5 — 5
132) 2x = 3
142 x2 - = x¥ k]
15.8) 3¢2 +t41 =0

16.8) x4 ~18x2 - g8] 0

T8 A 1055 5w

18.2) (x2 _ WE L e 3)2 = 20
19.0) gx2 _ 225
x2

20.“) x4.._x2 +5=0
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Area de regiGes planas — Praticas usuais

L. Regides poligonais

it - b
Uma regido triangular é a figura constltL]uda pela reunido de
] I i o:
tridngulo e do seu interior. Assim, por exemp

S30 regides triangulares.

¢ i ue pode
Uma regido poligonal é uma figura Ei.a?iaga?rasp
€m regides triangulares, como mostram

ser decomposta

‘a ] é 40 de um namero
s pemaiie, Oup PR PR ‘ijdlarse:eniinterceptam. entao
finito de regides triangulares tais que, se duasadz el
a interseccdo é um lado ou um wvértice de c

i0 iangulares
Uma regido poligonal pode ser decomposta em regides triang
de uma porgio de maneiras. Exemplos:
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2. Area de uma regido poligonal

A cada regido poligonal, numa determinada unidade, faz—sgucorrelsj
ponder um tinico nimero real positivo A, denominado drea da regido poll

gonal. A drea A de uma regido triaﬂs}',la"
abreviadamente conhecida como “aréd

s A » 2 . =
do tridngulo”, é um nidmero que V(_’Cl"_
ji conhece desde a 1.* série ginasidl:

3
i
H
¥
H
i
1
\
H
i
4
e
|
H
i
i

S

< b ) A=Tb.h

onde b € a medida da “base” AC e h éa medida da altura correspondente
ao lado AC, consideradas na mesma unidade de comprimento.

Como o produto da medida de um lado do tridngulo pela medida da

correspondente altura é o mesmo que o produto da medida de qualquer
outro lado pela medida de sua correspondente altura, assume-se cOmMO

ve;dgdezi;c; a seguinte proposicdo, considerada neste estudo como P05
tulado 2

PI: A drea de um tridngulo(*) é igual A metade do produto da medida

~ de qualquer um de seus lados pela medida da altura correspondente.

TESTE DE ATENCAO — Grupo 90

1. Df:componha as seguintes regides poligonais no menor niimero possivel de regioes
triangulares:

2. Decomponha, de duas maneiras diferent “ k -
N es, as seguintes o i is em regioe
triangulares: 5 g s regides poligonais e

L)

2.2)

(*) Por ““area de um triangulo"” en ¥ s e g | ’ o
com 0 seu interior, tenda-se a drea da regido triangular, isto ¢, da REUN'AO do trifingul
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i Teorema de
= ndo de aplicar o
3. Calcule a drea dos seguintes tridngulos (ndo se esquece

Pitagoras onde se fizer necessario. . )

|

ma unidade de comprimento (por exemplo

a no caso
Nota: Na prética, a adogdo de uma mes e idade de drea da resposta ( 9

o cm, do S.M.D.) para exprimir b € h, nomear
cm?, do S.M.D.).

3 ireds
3. Dois novos Postulados acerca de d

espectivas regioes
los sfo congruentes, entdo gze : p
. v o:rlanguiares tém a ?uesma rea.

as das regioes
'egiﬁo po!igonal é a somaﬁecll:s are
- e e triangulares qué a comp .

; ABCD, temos:
Assim, por exemplo, na regido pohgonal retangular

(P2)

£ ¢ AABC ~ ACDA = Apapc=AAcpa

.(P3)

Acasep = AAasc + Aacoa
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EXERCICIOS EXPLORATOR 0

- Grupo 9] 4 s
1. Usando os Postulados pj P2 ¢ 13, witeul Como BC | AB (por qué?), entio:
* » Calcule as dreas dag seguintes regig i is: [
gides poligonais: | 1 1
AA_.] ARe = — AB.BC e AA.-!D(' = — DC__BC (P1)
1.8 Retdngul, Resultado 2 2
' i h A b.k Sendo: Arpen = Apape + Apape ) (P3)
= /]
1
b entio: AD.-IH(‘H = % AB.BC + %DC.BC ou Arapen = ?(AB + DC)BC
Cittis AB = DC. Acissiop.= %(ZAB)BC = AB.BC ou Amapcp =b.h
2 ’
) Quadrado b — .=
A =2 . Poligono regular:
i Aspeper = Ajgon + Agoc + ...+ Apoa  (P3)
i Ao = Agoc = ... = Apoa (P2)
3.%) Paralelograme 1
A=p h Como: A_.q()g = —Z'ABCI (P1)

1
vem: A_.| n(yDEp=§l(AB -+ BC + ...+ FA}‘J L 7‘0“

b

onde p=AB + BC+ ...+ FA e

1
A=—(b; + bs).h ‘ d
i PROBLEMAS DE APLICACAO — Gruro 92

’
by
bo

1.*) Determine a 4rea de um quadrado cuja diagonal mede 10dm.
i i a tivamente

2) As medidas de dois lados consecutivos de um paralelogramo sdo respec
15cm e 25cm, e a medida do 4dngulo por éles formado é 60°. Determine a 4rea

désse paralelogramo. - =
Determine a 4rea de um tridngulo eqiiilitero cuja altura mede 5V 3m.

5.%) Losango e 3.0)
Ane —ld. .ds 4.°) A drea de um trapézio ¢ 126cm?. Uma das suas bases mede 12cm e a altura 9cm.
2 Quanto mede a outra base? L i e

5-) Qual ¢ a drea de um quadrado inscrito numa circunferéncia de raio igual a Gem?
6:) Se M, N e P siio, respectivamente, os pontos médios dos lados AB, BC e CA do
tridngulo ABC, prove que: AA spe = 4 X AAyxp. ) ) 3 3
- 7.°) Quais as dimensdes de um retangulo de 4rea igual a 48m2, se estas dimensdes estdo

g g i na razdo de 1 para 37 . w o m, et
-*) Poligono regulay (convexq) —_— 8.2) Um retingulo tem por dimensdes 5,5m e 4,5m. Diminuindo-se a p."mel'm de}as
P de meio metro, de quanto se deve aumentar a outra para que o retingulo obtido

==b.d tenha a mesma drea que o primeiro? o
_— 9.2) Num paralelogramo a base mede 18m e a altura 12m. Une-se um dos vértices
ao meio dos lados opostos. Calcule a 4rea de cada uma das regides poligonais
Como modelos, serig calculadas . - determinadas.

45 dreas dq reldngulo o g ¢ i 10.°) A soma das medidas das diagonais de um losango é 8,4m. Sabendo que as
© poligono regular. diagonais sdo proporcionais, respectivamente, aos ntimeros 3 e 4, calcule a 4rea

Retangulo:

No retingulo ABCp
ABCD em duas regides triarsgi

do losango.
11.2) Num trapézio isésceles a soma das medidas das bases é 14cm, e a sua drea é igual
a 28cm?. Calcule a medida das bases, da altura e dos lados nao-paralelos, sabendo

que o perimetro do trapézio é de 24cm.

g- 35), a d' —_—
lares ABC ¢ !;gDorcz:;‘ll AC deCﬂl‘ane a regido poligonal

2
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S s e e VD

Procure Jjustificar ésse resultado,

2.") Com 181{1;'(10 a drea' de m trq da circun
A u t idn ul ] /
f G gulo expressa pe[O raio

B

Se r ¢ 0 raj i g8
aio da Circunfergnci, Inscrita no tridngulo ABC, ento:

1
AAaac?--z—p.r ondep=a+b+c

D *
e fato AAABC' i “:Anoa + AABoc + AAco.q (p3)
M Adwe = ol st _2]"4 i _2!‘5 o (P1)
Logo

1
AAAac = -2—(C+a+b)r o _211) by

o = C.q-d’
3.%) Com relacap 45 dreds de s tridngu,

c

Se AABC ~ AA’B'C’

» en[io:

gt
AAABC\TA_B—F‘
2 p ’ & ._‘—-—‘—‘—‘-
A4 (A’B)2
isto é: gs dreas ; i
aos Quadgsdg? wd;?dngul?s Semelhantes sg, proporciondis
medidqg dos lados correspondentes.
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1

TAB.h (PI)

e AABC~ AA'B'C =

AAAIJC'

Como:

—_—

AAAIBIC_I = —Z-A’B’.h’ (Pl)

AB _ h
= AT "%
AB.h (AB)? 1 g
B h ; < — (Propriedade das
De %=? seglicseqUs: Argr g (A’'B’)? (erop proporgdes)
Apapc __ABh _ (AB)?
€, portanto: AAA'B'C’ . A'B' (AIBI):! C.q.d.

4.°) Com relagdo ao Teorema de Pitdgoras:
O Teorema de Pitdgoras — que vocé ji demonstrou ao estudar as

. — foi ciado por
relages métricas nos tridngulos retdngulos foi enunciado p

i i i ira:
Euclides, célebre gebmetra da Antiguidade, da seguinte mane
»

J /!
“O quadrado construido sébre a hipotenusa de um ;;:fzgﬁla retdngulo
¢ igual a soma dos quadrados construidos sébre os

4 My A
e demonstrado, por intermédio das dreas, assi




—— T e L

AH 1 BC e ACy BF

Na figura, temos: {
i A ABF ~ A DBC (por que ?)

e, como: A . 4
Hagp = -Z—AD_.,,.G,, (por qué?)
& 1
A e e
Abac 2 ADB.{ED (por qué ?)
segue-se que: A

Osrey = ADBA}-D

Da mesma forma, prova.ge que:

Sendo: F. e Fi
A =A + A P3
Os KC Darew Dueke ( )

vem: A
Osrge = ADH Aep + ADACML

Uma das majs “elegantes”
— baseada em dreas —

c.q.d.

demOnStragﬁeS do

€ a que se segue: Teorema de Pitdgoras

G
.

A

Na figura, temos. o 8

A CHB (resultadq conhecido)
€, como: A
(ﬁéiczié‘i% AAr-H
Sendo: 4 (AC)? T(—}ET‘ k (pag. 238, 3.)
A =
vem: o A AAACH + AAc.rm (P3)
kagy - k(AC):

e, leIdlndO por k = ()

c.q.d-

5. Area do circulo (disco fechado); aplicacdes

(0] penmetro de um poligono regular inscrito-na C(0, r), cujo lado
mede 1, é p, 7l

Se o ap6tema désse poligono mede a,, entio
vocé ja sabe que a 4rea do poligono regular de »

-

lados é:

1
A= i‘-P,,-au

Considerando-se, agora, uma sequencna de poligonos regulares ins-
Critos que possuam, sucessivamente, um nimero de lados cada vez maior,
entdo os perimetros désses poligonos aproximam-se, cada vez mais, do
comprimento 2xr da circunferéncia onde estdo inscritos.

Também

a medida do apétema se aproximari, cada vez mais, da
medida do raio r da circunferéncia. Portanto, a
drea de tais poligonos aproximar-se-4 cada vez
1 ’
mais de 2—(21rr)r ou de #r°.
Temos, entdo, para a area do circulo:

6. Area de um setor circular

Seja AOB um setor circular de n graus. Como a darea do circulo

(que pode ser pensado como um setor de 360°)
O namero =12, temos:
; d de T wr?
e 1° = —
area do setor 360

rrin
drea do setor de n” = 360

Lembrando, ainda, que / = —— 180 dd a medida do comprimento de

um arco, pode-se exprimir a area de um setor circular por intermédio de I:

:rr”n__irwm__lrl
360 T2 T CUIBhL 2 Y
Logo: Asetor = Tlrl
241



circulo de raio igual a 10cm.

Nota: A figura colorida ¢ chamada

Temos: 4 = T0n _ «(10)%60 100, s,
360 %0 -5 =5

Logo: a 4rea do setor é i 507
L e igual g —Z 0
3 cm?.

TESTE DE ATENGAO — Grupo 93

1. Se AB i
1B coloﬁdasétgmdaametro, demonstre que as regides
d mesma drea. (Nora: A parte azul

“acima"”’ B
e de AB ¢ um semi-circulo de didmetro

AO; andloga
de .EE,) Bamente parg 5 regido cinza “‘abaixo’

2.4

Nora: A figura colorida chama-se
segmento circular,

coroa circular,

242

l.0)

2.0)

39)

4.9)

5.9)

6.9)
7.9)

8.9)
9.0)

10.0)

11.9)

12.0)

5%

& e
Se ABC, AMB e BNC sio semi-cir-

cunferéncias, prove que a soma das dreas das

regides coloridas de cinza (denominadas hinu-

las) é igual a drea da regido triangular ABC.

PROBLEMAS — Gruro 94

(Acérca de dreas)

As diagonais de um quadrildtero convexo, que medem 10cm e 15cm, respectiva-
mente, interceptam-se em angulo reto. Calcule a drea désse quadrildtero.
Determine a 4rea de um hexédgono regular inscrito numa circunferéncia de raio
igual a 4dm.

Calcule a 4rea de um circulo de 30cm de didmetro e a do setor circular de 75° per-
tencente a ésse circulo (use = = 3,14).

Qual a 4rea de uma praga circular, se o comprimento da circunferéncia que a cerca
é de 124m?7

Qual o raio de um setor circular de 45,40m? de 4rea, se o 4ngulo correspondente
mede 36°?

Num circulo de 10m de raio calcule a 4rea de um setor circular cujo arco mede 5m.

Dois circulos concéntricos tém raios que medem 6m e 4m, respectivamente. Cal”
cule a drea da coroa por éles determinada.

Calcule a 4rea de um segmento circular de um circulo de 10m de raio e de 36° de arco.
Qual é a 4rea de um tridngulo de 12m de perimetro e que circunscreve uma
circunferéncia de 3m de raio?

Num tridngulo retdngulo as projegdes dos catetos sdbre a hipotenusa medem 4m
e 6m, respectivamente. Calcule a 4rea do tridngulo.

Os lados de um tridngulo medem 12m, 8m e 6m, respectivamente. Tracando-se
de cada vértice désse tridngulo a paralela ao lado oposto, obtém-se um nédvo
tridngulo. Calcule a 4rea do tridngulo obtido.

Qual a relagdo existente entre as 4reas de um tridngulo eqiiiltero e de um hexégono
regular, inscritos numa mesma circunferéncia ?
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Mapas topolégicos
Ainda a Topologia . . .

Vocé ja teve al
das Geometrias.

distancias, por exemplo, ndo interessam a um topologista.
Assim, nas figuras:

gumas informacdes de que a Topologia é a mais geral
Aspectos relativos g tamanho, forma, 4rea, perimetro,

A D E D

E 4
c B

A c B
D
A
D

A

E 0 E

C
C B

que ndo sdo “idénticas”, os quatro “‘ramos”
contudo “algo” em comum: o ponto E. N
temente das formas das figur. i :
certas propriedades comuyns.

Por outro lado,
distintos:

(EA. EC, EB e ED) possuem
estas condiges, independen-
ntos A, B, C, D e E guardam

na figura seguinte 4, B e C representam trés paises

A

N

B C

(L]

vizinho de B e C
vizinho de A e C
vizinho de A e B

o o
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Observe que essas mesmas vizinhangas permanecem com as figuras:

Estes aspectos topoldgicos, destacados nessas figuras. podem Sder
usados com vantagem no estudo da Geografia, principalmente q:an N
se deseja saber num mapa os limites deAum Estado com os demIEIS- blgom’
forma e tamanho ndo tém tanto Interesse para solucionar tal problema.

Por exemplo, ha vérios lugares no Brasil onde trés Estados se en-
contram num ponto comum, cOmMo:

As relacdes entre éles ndo mudardo, mesmo.que ésses trés Estados
aparegam desenhados com outras formas.

Nestas condigdes é possivel simplificar topologicamente o mundo
fisico em que vivemos, sem perder de vista as informagdes principais que
se desejam. e

A seguir, temos os mapas t0p01¢5g_i003(*) da A?Lerlca (lil?'n i%:sl (iid?
Brasil, os quais fornecem rapidamente informagoes sobre 0s 2l
nhangas) entre paises.

i i {f New York, nas Sessdes de Estudos
(*) Sugestdo do Prof, Ernest R. Ranucci, da State University o
realizadas no Grupo de Estudos de Ensino da Matemdtica — GEEM de Sédo Paulo, em 1964.
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Veja como é fécil, por exemplo, concluir que o Brasil tem fronteiras . i Rio Gr®
com todos os paises da América do Sul, menos com o Chile e o Equador- ; Suraima Amapa 2 i do Nor
1 _: . — cU
\ c =
h | «© £ S Paraiba
. R R ©
s 1 =1 -13131 =
E o 2.1 g l: ‘_% B Amazonas l Para , Pernam et
. Equador E ~ «© s 1 = Alagoas
% 2 (?) <% g ) g ' Sergipe
! e lle :
o 12 Ol Nl ] Bahia
”r =5 .‘,:x-rt l. GO‘B‘S -
§ | '
| | Acre Rordénia 1
f 1 G to
{ ¢ R ! Esp.'°Santo
! / f i () | Minas [
E | Mato Grosso Bmia Gerais | {Rio de Janeirc
Brasil V‘ i I Guanabara
§
i Sdo Paulo
? S Parana
) i : anta_Catarina
Mapa topolégico do Brasil [_an! 4o
| E Rio Gr"" do Sul
o Paraguai )
= o _ o
& Y. TESTE DE ATENGAO — Gruro 95
‘© . 1. Qual o Estado brasileiro que possui maior niimero de fronteiras com outras unidades
Argentina % da Federacdio? H# mais de um?
=
__3 / 2. Assinale alguns lugares do Nordeste brasileiro onde trés Estados se encontram num
ponto comum.
v Nota: Vocé percebeu que os Estados do Maranhio, Piaui, Goids e Bahia por pouco
Mapa topolégico da, América do Sul

(pouquissimo. . .) ndo tém um ponto em comum? Seria o Unico lugar no
Brasil com essa propriedade.

Vocé sabia que 4 cdres distintas sdo suficientes para diferenciar cada Estado de todos

os seus vizinhos imediatos nos mapas comuns? Verifique ésse fati =M
da América do Sul e do Brasil. a ato com pas
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