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NUMEROS REAIS. ESTRUTURA DE CORPO
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numeros racionais

- numeros irraclonais

numeros reais

2.2 Parte: - operagées com numeros reais
propriedades estruturais do con- -
junto R

1.2 Parte:



1.2 Parte: - numeros racionais
- numeros irracionais
- numeros reais

I. Lembrando a representagdo decimal
dos nimeros racionais

Vocé ja sabe que um mesmo ntimero pode ser representado por di-
versos numerais. De certa forma, os numerais decimais sdo os preferidos
Para conduzirem célculos com alguma rapidez, principalmente quando

S€ empregam mdquinas. :

Assim, por exemplo, entre os numerais que representam o ndamero

meio destacamos:

% (fragio) e 0,5 (decimal)

Entre os numerais decimais usados para representar os nimeros ra-
cionais, foram encontrados dois tipos(*), conhecidos pelos nomes de:

decimal exata e decimal periddica

Exemplos:
) 12
_21_ =05 %l = 1,375 e 3,0 (o mesmo que 3)°

sdo n(imeros racionais representados por decimal exata

enquanto que:

1 154 3 7
il 9,333.... e 3,4666.... s 0,272727....

sdo nlmeros racionais representados por decimal periddica

(*) Ver Matemdtica, I — Curso Moderno, pag. 225.
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Reciprocamente: uma decimal exata ou decimal periédica representa
um nimero racional. Exemplos:

0,25 representa o niimero racional: %50 = —‘;-
3,856 repres ( i , 386 _ 1928 . 482
’ presenta o n(mero racional: 1000 e 5%

0,444... representa o nimero racional:—} (que é a geratriz da dizima)

8,252525.... representa o n(imero racional: 8 ;—; (... geratriz)

573-57 _ 516
900 900

0,57333.... representa o nimero racional: (... geratriz)

Entdo: todo nimero racional % (onde [J e A podem ser substi-

tuidos por nimeros inteiros, com exce¢do de 0 para A) tem
uma representacdo decimal exata ou periédica, e qualquer
representacao decimal exata ou peri6dica indica um nimero
racional. :

L e LEMBRETE AMIGO

! O conjunto @, dos numeros raciondais, e o conjunto cujos
elementos sdo representados por numerais decimais (sob forma
exata ou periédica) sdo 0 MESMO.

EXERCICIOS DE FIXAGAO — Grupo ]

1. Usando numerais decimais, sob forma exata ou peritdica, represente os seguintes
»

nimeros racionais, dados.pela notacio _A

8
38) = A7 5.) 6L
3 ) 620

& 1 o 18
Bl Mg 1091

2. Usando o numeral-fracio E]

» repr :
4 i presente os seguintes nimeros racionais, dados por
numerais decimais (sob forma exata oy peri6dica):

1) 05 20 0,777... ' 39 16

4.°) 9,0323232. . o . i
70) 6 B82)534222... 99 134 ¢ HiGE) g0 68 ‘1M

10.°) 1,00111. . .

6

o y ” m ser re-
Atente para uma nova questdo: Existem nGmeros C{Ué %?,:d;eri bdica ?
presentados por numerais decimais sem Ser sob a forma exa \

A resposta, por enquanto, serd dada atraves.delexemplos.
Observe, com atengdo, o seguinte numeral decimal:

0,52522522252222 ..........
onde aparece sempre escrito um 2 “a mais’’ depois de escrito 0 5.. it
e numeral decimal ja pode ser .f:el.ta. e
b forma periédica (ha
ndo hd periodo),
im”). Também:

_ Uma afirmagdo sébre éss neral T
ndo representa nGmero racional, pois nao €s tanto
sempre um 2 “a mais”, depois de escrito 0 5 & Por tem f
nem sob forma exata (pois a representagdo ~nao

1,01001000100001. . . . - - -
0,123456789101112. SEEE
8,34334333433334. ... -
0,10100 100010000. . ...-- -

.+ de forma aniloga,
€ outros numerais decimais que VOCé P‘{deré Co‘;ig;‘;gisde :
acusam a existéncia de nameros que ndo sao e

: imais que ndo estdo
Tais ntimeros, representados por num?l‘a:isosd‘i:‘:zlogms_
sob forma exata nem periédica, sdo denomind

Logo:

08 nlimeros racionais semprex

(3)

0s nlimeros irracionais nunca

O
(=3
RATORIOS — GRUPO 2

EXERC{CIOS EXPLO

odem ser_xjepresentados por numel;
rais decimais sob forma exata O

periédica

 seguii i frracionat:
- Observe a representagdo decimal do seguinte miimero
0,10100100010000.. . - - - - _ - ;
2N el wregra” que permite
que ndo ¢ exata nem periédica. -Vocé “descobre f:lml?:::lt:‘ % “rag:n e e
escrever essa representagio: basta motar queé se escre

escrito o ‘1. Continue escrevendo. . .
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pi = 3,1415926535897932384626433

AN @

3. Os mimeros irracionais conhecidos na Aritmé

emprégo de miimeros irracionais.
aproximacdo revelava uma notag

. “Descubra” a regra segundo a qual vem sendo escrita a representagio decimal dos

seguintes nimeros irracionais:

2,31311311131111.....
0,123456789101112. . .. (observe que a parte decimal faz parte do conjunto

dos nameros naturais. . .)
5,01020304050607. . ... O
. Curiosipape! Vocé vai aprender uma maneira ‘‘me-

cAnica” de escrever quantos nameros irracionais
quiser, usando o numeral decimal proveniente da 0
seguinte construgdo: /79

Considere o mostrador de um “relégio especial” 8 d )
dispondo de um s6 ponteiro tal que, imprimindo-lhe i
um movimento num dado sentido (sempre com |
ey " : . . i
r'mpulsos diferentes), indicar4, ao parar, um dos 7 e 3
nimeros que figura no mostrador.
Nestas condigdes, a parte decimal do nimero 6 5 4
que se pretende escrever sera obtida por mtgrmédto S -
dos giros do ponteiro: a 1.» casa decimal (décimos) ¢
indicada na primeira parada; a 2.* casa (centésimos), 1
na segunda; a 3.* casa (milésimos), na terceira parada
e assim por diante.

Se, por exemplo, a parte inteira for 2 e supondo

que:
/ 9 0 1 9 na 1. parada o ponteiro indique....... 4
_ na 2. parada indique........... ...... 7
2 ) na 3. parada indique.................. 0
nasd:*parada-indique. . sl b st 2
5 Ty | R P e ap gl SR s s b
8 4 entdo a representagdo decimal que vem sendo obtida

. ' sera:
= ZAT02. it e

Como essa ‘‘operacdo” poderia prosseguir i ini a

. o e ‘ indefinidamente, tal representagd®

decunazi ';“O.Edf’m'f‘ R D imprimido ao ponteiro & variado, também

ndo serd periédica, isto €, ndo havera (provivelmente e Py

Gt : mpre

iguais. . ) repeticdo de perfodos semp
Obtenha agora, de cada um de seus cole

; 4 p 3 as ; : “ io
especial”’, um nimero irracional por aproxim gas de classe, por intermédio do “rel6g

agdo ., , .

i . tica
e na Geometria; estrutura de ordem
Em t6da a Matemitica que vocé vem estudando tem ocorrido ©
Lembra-se da V2, cuja extragdo por

do decimal nem exata, nem periédica?
De fato: '

V2 = 1,4142135

A

———— ¥
e ———

e i e i

PR 781640 ' ' 125505
8327950288419716939937510582097494459230 %_21189986280343253421 170679821480_866l3282306647093844609550582231725359408

€ por mais que vocé aproximasse a extragdo ndo aparecia nenhum perfagts’
(no sentido conhecido), nem ‘‘tinha fim”. O mesmo acontecia com

aproximagdes das extragdes de:
ﬁp -\I_S'. V‘E: \i_:il \FB—’ \’ 0,
E 6bvio que, sendo:

V4 =2 (porque 2 X 2=4)
V9 =3 (porque 3 X3 =29)
Al VE -2 (porque2><2><2=8)

estamos diante de nmimeros racionais, pois estdo sendo repre-segtgdgszpo‘:;r
NUmerais decimais sob forma exata (respectivamente: B ed’idS;

O famoso “pi’’, mais conhecido pelo numeral =, .t;:mPFegﬁd".“aef(’, irra-
a circunferéncia desde a 1.+ Série Ginasial, & um “antigo n:lrgeriddica:
cional, PO« représe“mgao decimal nao ¢ exata, nen

o == 3,141592. . . - - .
etronicos, conhecem-se mais

: s es el 2 AT
Hoje, com auxilio dos computador repetem em periodos iguals,

de 100 000 casas decimais de =, que ndo se
Nem “tem fim"!
e —

OBSERVAGAO [MPORTANTE

o Quando' nos cilculos, se tomam para o
9%‘3\‘ Atengio! imero irracional V2 as dec slexit . lt;:
.:.-.:ﬂ - 4 nu o = iondaits orq

fr,// s ou 1,41 (que sdo mimeros racion ), € P

» uyma aproximagio a fim de

se estd “forgando {tado da operagao. Com efeito:

aproveitar-seo resu A
V3 = 1,4 porque 1,4 X 14 = 1,3281 : :
V7 » 1,41 porque 1,41 X 1,41 = 1,

O mesmo ocorré co
quando se tomam nos ¢
decimais exatas:

3,14 ou 3,1416

m o namero irrar:ional ]
4lculos as aproximacdes

que sdo ntimeros raciondis. e
Também sdo niimeros irracionais 0S resultados das op
3x V2 =3X141421....--
T b Vi 732 A
P Aeumiys
S5 X = 5 % 3,14159 S
i 2o-exata ou periddica.
¢ deoutras andlogas, por serem numerais decimais sob forma nao-ex

Quantos niimeros irracionais existem? racionais & infinito.

dos nitmeros ir

Vocé ja deve ter concluido que o conjunto
el B oo
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O estabelecimento da- ordem com os ndmeros irracionais, por meio
de seus numerais decimais, decorre naturalmente do conhecimento que
voce ja tem do emprégo das relagges:

> (maior), < (menor), = (igual) e = (diferente)

nas representagGes decimais, em geral. Assim, por exemplo:

1,010010001. . . . . < 2,010010001
La321 sy i > 1,41421. ..

Também ¢ facil deduzir que as duplas desigualdades:
L4 <V2 <15

1,41 < V2 < 1,42

L,414 < V2 < 1,415

26 < VT <27
2,64 < V7 < 2,65
2,645 < V7 < 2,646

que relacionam nimeros racionais com nmeros irracionais sio verdadeirdas.

LEMBRETE AMIGO-
] b ‘ : 3 ’ s . i i
I Os némeros Irracionais, ao contrario dos nimeros racionals,
| ndo podem ser escritos sob a forma: H

| “ ~ : i al nao Sigllifica que se trata de u namero

i ue nao pensa’’ S e I m

I q P 4, mas tio Somente que ndo pode ser pﬁStO SOb a
folllla de razao,

EXERCICIOS DE APLICACAO — Gruro 3

“ 1. D& alguns exemplos de nimergs ; ionai fazet ta
.o Irracionais, mediante numerais decimais. Bas g
€SCTevVer representagges decimais que ndo séjam exatas ou peritdicas, tais como:
4,363663666 . i 28,313113[1131]['1. a ee
0,020020002 . . _

0,12131415161718192021. .

E - .
racional, pois se trata de uma representacio decimal periédica,

3. Empregando n Fi s
umeral decimal, re . X ; iy ,
vendo pelo mengs iigs 'chsas ds g:;:?:te 0s seguintes nimeros irracionais, escre

N B e i

10

imei imai utros extrai-se
De alguns déles j4 se conhecem as duas primeiras cl:-l'soasot.:lcamals. Doso ;
com aproximagio centesimal, a raiz quadrada. Logo:

V2=141..... V6 =2,44... V143 = 11,95...
V3i=173..... V20 = 4,47.. . V1007 = 31,61...

(Nio se surpreenda...) D& um exemplo de dois niimeros irracionais cuja soma &
um niimero racional. Temos:
0,10100100010000. .... . (n. irracional)
+ 0,0IOIIOIIIOIIII ...... (n.o irri}cmnal)
0:1]IIllIlllllll ...... (n.e racional)

- O ntmero 3 4 V2 é racional ou irracional ?

E irracional, pois: 3 = 3,00000.....

© ™ = 3,1416 ¢ uma sentenca verdadeira ou falsa?

E falsa, pois » é um ndamero irracional e 3,1416 ¢é racional.

EXERCICIOS DE FIXACAO — Gruro 4

: epresenta o
+ Escreva V ao lado das sentengas verdadeiras e F ao lado das falsas (@ rep

conjunto dos nimeros racionais).

1.%) 2,3333.. ..€ Q

2°) 2,3333....4 Q

3.4) 2,313113111. ...¢ Q
4.%) 2,313113111....€ Q
5 V5@ |
Empregando numeral decimal, represente os seguintes niimeros irracionais, escre
vendo pelo menos duas casas decimais:

V5, V8, Vi1, <29, V272, Y2000

6.%) V2 é um ntmero irra.cional

7.5) Y2 é um nimero racxonf.il

8.%) 0,32 é um numero irrac:’onal e
9. 0,3211111111... é um nimero raciona

10.5) 10,0 é um niémero irracional

A férmula que d4 o comprimento de. uma circunferéncia de raio r &
C=2XxXr

Se r for um n.° inteiro, C representard um numero racional ou irracional? Por qué?
r : y :

Justifique, com exemplos, as seguintes afirmag?es: : ; :
1.*) o dbbro de um nimero irracional .é um numero' lrracu:‘nr;e;(;ional-
2.») a térga parte de um nimero irrac:fonal é ul.n namero !;él . ir;adona] o
3.) se a soma de dois nﬁmeros: é um niimero racional e um es .
o segundo niimero é irracional.

Dé exemplo de dois nimeros irracionais:

1.°) cuja soma seja um nimero racional;
2.°) cuja diferenca seja um nimero racional.

11



6. Adicione o niimero irracional: 0,101001000. . .. ao niimero racional: 0,333333333.. ..
Ao resultado adicione o niimero racional: 0,12121212. ..

O resultado obtido ¢ um niéimero racional ou irracional ? Por qué?
1 — .
7. 19 B+ V2)EQ ¢ Vou F? 29 > V3€Q ¢ Vou F?

399 @+ V2)¢Q ¢ Vou F? 45 (V2 + V3)d Q& Vou F?

8. Coloque no lug

ar de ? o simbolo da relagdo de igualdade ou das relagdes de desigual-
dade, a fim d

e tornar verdadeira cada uma das seguintes sentengas:
IAS10a150. .2 1414, . . 2) 3,1234567...7 8,1234567.. ..
3. 1,101001000...7 1,1001000. . . 4.%) 0,020020002...7 0,020020002. ..

9. Idem: 12) V5 72 V3 28 V2 7 V3 3 3V2 7 2V2

= . 1 1 — A W
2 v oL 2 b b w3
455077 A7 5)3572#2 68 N ifE

10. Idem, nas seguintes duplas-desigualdades:

17 2437218 3 =74
23t A3 2174 o s S 8 )
1,732. 2 Y3 21,733 314 7« % 3,15

4. Numeros reais

Até agora vocé conheceu dois im
0 conjunto dos niimeros racionai
A reunido désses dois conjuntos

portantes conjuntos de n(imeros:
S € o conjunto dos numeros irracionais.

constitui o conjunto dos NOMEROS REAIS: .
Logo:
[n.°® reais} = [n.cs racionais] \U [n.os irracionais }
e‘voclé ird entender por niimero real qualquer nimero racional ou irrd-
cional.

Exemplos de ntimeros reais:

2 (por ser racional) V2 (por ser irracional)

lz,moox(l)om.... (por ser irracional) 0,333333.... (por ser racional)
r ;(‘por ser racional) V4 (por ser irracional)
* (por irraci gl
(por ser lrrac‘:lonal) 3 = (por ser racional)

12

LEMBRETE AMIGO

alhou até
Todo nimero que vocé estudou e com que trab

’

agora ¢ um ntGimero real.

numeros
reais

OBSERVACAO IMPORTANTE

Y : is ¢ . A consideraglﬁo

Até aqui foram apresentados os numeros rt‘amsnﬁx’;‘igs{decimais v pao)
de nimeros racionais e de nimeros .Irril.CIOIlilS cu,!gisvo) e N aativo) enscja 0
se apresentarem com o sinal qualificativo (p(}s; Sl propriedades il
aparecimento do conjunto dos ntimeros reats reld *
turais serdo estudadas posteriormente. ]

Assim, os niimeros racionais relativos e 08 r};lnmtlzes
chamados de niimeros reais relativos ou, énals s; cl;)ra
O Conjunto dos ntimeros reais (entendendo-se, agora,
serd indicado por: R

ros irracionais relativos sdo
mente, de niimeros reats.
niimeros reais relativos)

1io se escreve
Entio: -3,2€R +0,010010001 . . . . € R 0€R (na R
5 i -12E€R
+tV5€R —E*CIR 12€
“4126€ R ~2,456666. . ..ER & R

;i do

~ indi o conjunto qt{aﬂ
Agora podem ser simplificadas as notacoes que '?ﬁﬁ&?o. Paila o conjunto
inclufa niimeros relativos, dispensando-se o r na rep a notagio de

i a em diante,
dos nitimeros inteiros relativos usaremos, de agor
Bourbaki: Z. Assim, temos: ‘ .
Z: conjunto dos nimeros inteiros (sub;:ten B e
: _ i
j ¥ s racionais (subente
: conjunto dos numero ¢ i Aol
lg' conjunto dos nimeros reais (subentende-se rel

ZCQCR :
onde ; B
o to R pri
Nota: O conjunto R* (I&-se: “R estréla”) representa o conjunto
vado do 0, isto é: R* = R - [0}
13




EXERCICIOS DE APLICACAO — Grupo 5

1 .
Dado o conjunto: {0,3; V2; -1,222...; 8; -0, 7171771, . ; ?} cujos elementos

sdo nimeros reais, destaque o subconjunto de mimeros racionais ¢ o subconjunto
de ndmeros irracionais.

1
Temos: subconjunto de nimeros racionais: {0,3; 52221 1 -5—}
subconjunto de nimeros irracionais: {\Fz—; s 0 Jor A b i e ) O |

Idem, com o conjunto: { %; 0,99; O}

Al
=
Temos: subconjunto de nimeros racionais: { 3; 0,99; 0}

subconjunto de nGmeros irracionais: @ (vazio)

No conjunto de nimeros reais: [6,12; —3; —4,515151...; 1; —] destaque © sub-
conjunto de nGmeros positivos e o subconjunto de nimeros negativos.

Temos: subconjunto de nlmeros positivos: [6,12; 1]

subconjunto de nimeros negativos: [~3; -4,515151...; ~=]
Diga quais, dos seguintes numerais, niio representam nmeros reais:
My 2 . 0 ek L 3
1.9) 3 2.9) 5 3.9) 0 4r°) -1,888... 5.9) o
Nio representam nUmeros reais os numerais: _% e <4
EXERCICIOS DE FIXACAO — Gruro 6
s . e i |
Dado o conjunto: {4, 3V72; =7 OIHIL (o ~6,212112111 .. 5} o} destaque ©
subconjunto de nﬁmeros racionais e o subconjunto de néimeros irracionais.
Idem, com o conjunto: {V2, V3, V5, V7, V5
Idem, com o conjunto: {1, -1, 2, -2, 0,010010001.. . ]
- No conjunto de nimeros reais: [2,8111...; =V 11. j
. oty B2 S I 1; 0; 13,01 d bconjunto
de numeros Poslmvos e o subconjunto de ntimergs negat?\lmst.:smque - 4

. Diga quais, dos seguintes numerais,

ndo representam nimeros reais:
0 2
b OOT N2 5 38 N e 2y syt

14

6. Escreva V ao lado das sentengas verda

deiras e F ao lado das falsas:

: R

1) '.;.QR 15 VB

-1 3.-) = \’ECR
29 4R 9.5) 21121112 -4 Q
30 0,7¢ Q j04) -1,12112112... €Q
g 115 1966€R
54 0€ R 2 19664 R
62 0¢ R*

s — Gruro 7
PRATICAS MODERNA do dos se-

junto-intersecg
; = e o conjunto
1. (Exercicio-modélo). Determine 0 conjunto-reunido <
- (Exercicio- a
guintes conjuntos:

= 4 :!- -—3 2 5 s I 3 V l2111.. o 0]
{ piey lz 2 3y 3 5

- 5 12 V3 -3,212112111. . o}
Temos: A\UB : ;

i

{4,2; -3,222.. 4
NB = \!“5_] e i
4 { A =1V3 V3, V5] B =(V5 V2 V3]

_._]
3. Idem i -3 V2 0,666. . J B =172 3, V.5
¥ , com 0S conjuntos: A 1 ] i U

. Idem, com os conjuntos:

4. ngos 0s conjuntos: }

1, {3 1,010010001.. - .-
1 = = {"_'r 3L
Al {—0,555...; 25 Y ”} B E

o ~ [0,555.. -]
C={-o,555...;o;-_%} Ds{—;—.«} E = 0,555

calcule: C 50 BUA
g 4.0 AN

o o AmB 3.") A C T 10_0) Bl' \E

;)) ﬁf\ﬁ ?.-1 Bnc 89 BND 99 B o

io 4, calcule:
5. Usando os conjuntos A, B.GDeE go, exprcn

D)
@) (ANB) N (€N _
10) (AUB)UC 2.9 AaUBND 3 ) e os seguintes

- H ent
= . sgo existente
6. (Exercicio-modélo) Determine a relacdo de inclu y

conjuntos: peE G Be (1202012111 V5; 8; w)

j B
g e do conjunto 5

Como todos os elementos do conjunto A fazem part
conjunto A estd contido no conjunt

segue-se que o

ACB R
G L ma) B = PR
7 Idem, com os conjuntos: A= {—3.414141- v 2 L
15




8. Escreva V ao lado das sentengas verdadeiras e F ao |

LY 3; V27 0555..) D 3. V2]
2% 3; V2; 0555.. ¢ B; V2]
3% 3; ¥2; 0,555.. ) = 3; V2)
4Me3; V2; 0555.. ) = 3; V2}

ado das falsas:

Diga quais das seguintes sentencas siio verdadeiras, lembrando que

conjunto dos ntimeros naturais
conjunto dos nimeros inteiros (subentende-se re|
conjunto dos ndmeros racionais (subentende-se r
conjunto dos niimeros reais (subentende

1*) NCR 30 ZD Q 5) QCR
2") NDR 4% ZCQ 6M QOR

ativos)
elativos)
-se relativos):

Jonz

10. E verdadeira a sentenga:

Por qué? RESC Nk

5. Reta real

O conjunto R ¢ representado
sbbre a qual é fixada uma origem 0

geometricamente numa reta numeradd
(0 ¢cm por exemplo). Isto porque:

e escolhida uma unidade de medida

o @ cada ndmero req] corresponde um 1inico ponto da reta ®x
N

e
cada ponto da reta ¢ o correspondente de um vinico nimero real o’

Em outras palavras:

existe uma correspondéncia biuni um
€ nivoca (ou
a um) entre os niimeros Tedis e os pontos dq reta : :

16

ntos
: em entre 0s PO

A ordem entre os n(imeros reals rcﬂefe—se ;“;eg{dé menor do que um
correspondentes da reta. Assim, se um nu{::;iro nlimero estd & esquerda
outro, entdio o ponto correspondente aoE!,);émplO'

do ponto correspondente ao segundo.

sté & esquerda
1,4 < V2 {Cntﬁo o ponto correspondente_a 1,4 e
)

Y i)
do ponto correspondente a

3 3 1 1 V'i% 2
2 2vi 1 2 0 2, ¢ A e
— t ' :
=2 5 T 14
" _3_ 3
.15
-‘115 --0'66- a 0.]" .

E
OBSERVACAO IMPORTANT

: isquer, existe .

; is niimeros reais quaisquer,

O conjunto R ¢é denso, isto &, escolhidos dois numero ando dois nimeros
conju »

. ) represent
. A e b estiveren a
sempre um ntimero real entre &les. Se @

P al=—
; éles o numero Ie 2
reais quai r. sendo. a < b, entdo existe sempre entré ©
uaisquer, : ’

(que é a média aritmética entre a e b). 5 is:
Assim, por exemplo, considerados os numero.s l‘ea.'s Rk
+4 _ 35 (que é a média aritmética e % S E
- b 33 3,25 (média aritmética en
2 3 4325 _ 3125 (média
12

3 e 4, existe entre
); depois,

éles o ndmero real:

entre 3 e 3,5 existe o nimero real: o4
i imero real:
¢ 3,5); a seguir, entre 3 e 3,25 existe o nu

re
" ntrados semp
; g te, serdo encol
m, sucessivamente, scr btidas.
i ics e 3,25), e assim, : éticas O
g‘:tménc." gn;;eegtrc 3 e a Gltima das médias aritm
VYOS numers 2

A melhor ra dc ver ue R é d nso Po melio da reta ?ﬂa‘-
e q € é r
mane

3,1075

34378

17




EXERCICIOS EXPLORATORIOS — Gruro 8

Vocé ja deve ter ouvido falar no famoso Teorema de Pitdgoras. Além de famoso
éle ¢ de muita utilidade, razdio por que vai ser “‘explorado’ agora.

Considere o triéngulo retdngulo, cujos catetos medem, por exemplo: 3cm € 4cm,
isto é:

3

Vocé sera capaz de dizer quanto mede a hipotenusa désse triAngulo?
Bem, medindo com a régua vocé encontrard S5cm. Experimente.

E se vocé ndo dispusesse de régua, poderia conhecer a medida da hipotenusa?

Sim, e & o Teorema de Pitdgoras que responde: a soma dos quadrados dos catetos € igual
ao quadrado da hipotenusa. Que quer dizer isso?

Basta quadrar as medidas dos catetos: 32 e 42 (sem escrever as unidades), 501'{15‘135:
32 442 =9 + 16 = 25, e o resultado obtido (25) representa o quadrado da medida da
hipotenusa. Portanto, a hipotenusa.mede: 5cm (lembre-se que 5 é a raiz quadrada de
25, isto &: V25 = 5).

Agora vocé ji pode dizer quanto mede a hipotenusa de um triingulo cujos catetos
medem, respectivamente: 6cm e 8cm. Acompanhe:

62 482 =36 + 64 = 100
Como: V100 = 10 temos: a hipotenusa mede 10cm.

E se os catetos do tridngulo retdngulo medirem Icm cada um, qual serd a medida
da hipotenusa? Vale ainda o Teorema de Pitagoras:

T 12412=141=2
1

&

e, portanto, a hipotenusa medir4: V2, que & um
numero irracional,

[
-_—
E se os catetos medirem: lcm e 2cm, res i 2 «
- ) A pectivamente 7
A. medida da hipotenusa ser4 obtida ainda pelo Teorema de :
Pitégoras:
12423=14+4=5 ¢
e, portanto, a hipotenusa medira: ﬁ-, que é também ntimero
irracional,

—_—

18

; ntos da reta, a cada
: o conjunto R e os pont lo
eshondéncia estudada entre a rminaria, por exemplo,
m':mer%oir:::' a‘:: i‘-(;"n'a'l gmpcnde um ponto da reta. Como vocé dete -
4 irracional Y27 .
0 ponto correspondente ao numero irraci étrica: com o centro do compasso na origem

inte construgdo geom : lo cujos catetos medem
Oea z?bl::?-tr‘iniabrc:g‘ez;ts:gunidade da hipotenusa do tridngulo retdngulo cuj

a cunferéncia tragado
1 (ou seja, lem), determina-se O ponto de interseccao d: arrco de c;r
' ’ ente a i
com a reta. O ponto encontrado & o ponto correspon

= 0

A0 — Grupo 9
E DE ATENCAO -
e da, a partir de uma origem

de 2cm a unidade escolhi reais:

I Represente na reta red! {petic entes aos seguintes nGimeros

0 fixada) os pontos correspond

1) =0,333.. ... 30 V2
29 == A L
) 1o

idade

tomando como uni
catetos medern ( ede V3 (lembre-se
3

2. Sabendo que no tridngulo retingulo, cujos

i nusa m
- 1 ue 1), a hipote ) ! =
0 cm), respectivamente: {3 /Y3 [pomesi o ‘ dente ao nimero irracional

rrespon
do Teorema de Pitagoras), construa o ponto co o:dente e
Observe como foi construido o ponto corresp

{s
£ 1 vi
Ve
1 -—
B 4 %
%
e <3 \\J
\
\
1] \
R \
< ‘l
vi |
.
" 1 \El

19




3. Observando a con 5 3
_ strugdo da V5, de ; i
ntimero irracional ~ V5 termine na reta real o ponto correspondente ao
\ '
i
2.2 Parte: - operagoes com nlimeros reais
= 2 ropriedades estruturais do con-
unto R .
7
< "

6. Operacdes no conjunto R

Operagdes fundamentais. No conjunto R sdo sempre possiveis
aS operagdes:

4. Seaq, becsio n
0 numeros reais e A, B e C
os i iz ~ iplicaca visd i
, e o adigdo, subtragdo, multiplicagdo, divisdo (com o divisor = 0)

reta real e sea <c<b é d ara essas opetagoes c J
] 'y qual das dUﬂS senten(;l T T ecnado p
as ve ﬂ.adCI. a:
] Portanto, R éf h : | S i

n
;.) O ponto B esti 3 esquerda do ponto A
o . . . ; ‘ ‘ 3 | |
o v 5 s et dopo Para os niimeros racionais vocé jé conhece. Algumas técnicas para operar
€Oom os nlimeros irracionais serdo conhecidas por meio de exemplos.

7. NovIpaDE: Corpo dos niimeros reais

As propriedades estruturais das quatro operagdes conhecidas em R

Ainda Pitdgoras
pPermitem “reduzi-las’’ a duas fundamentais:

uan .
Quanto mede (em ¢m) a hipotenusa dos seguintes tris
S tri _ adigdo e multiplicacdo

De fato, quaisquer que sejam os niimeros reais(*) a e b, existe sempre

um tinico PRODUTO: a . b

\ : \
a, com as seguintes propriedades:

{ uma tinica soMa: a + b

3 2 \ ® N : v
= 4 / ‘ ADICAO
: ; [«
Ny o —t o (A) ASSOCIATIVA: para quaisquer nameros reais a, b e c:
(a+b+c=a+ (b+c)

(*) Subentendem-se sempre nimeros reais relativos.

20
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(N) ELEMENTO NEUTRO: existe o nimero real 0, tal que:
a + 0 = a para qualquer nimero real a

(I) ELEMENTO INVERsO (aditivo): para qualquer nimero real a, existe
um (nico niimero real (—a), denominado oposto
de a, tal que:

a+ (-a) =
para quaisquer nGmeros reais a e b:

a4+b=>b+a

OTA: EStas plop‘ied ‘des (AN]G) dao jun ai I) acao
s - * ao conj to 40 d Oper:
adlgao, uma estrutura :l G : R, com rel gd G

(C) COMUTATIVA:

(A) ASSOCIATIVA: para quaisquer niimeros reais d, b e ¢:

(@.b).c=a.(b.c)
(N) ELEMENTO NEUTRO: existe o namero real 1, tal que:
a.1 = a para qualquer nimero real @

(I) ELEMENTO INVERSO (multiplicativo): para qualquer niimero real
a, se a # 0, existe um Unico namero real —
denominado inverso de a, tal que:

a-i=l
a

para quaisquer n(meros reais a e b:
a.b=>b.a

(C) CoMUTATIVA:

Nora: Estas propriedades (ANIC) ddo ao conjunto R* (que é o conjunto R pri-

vado do 0 a 1 iplicaca
tativo. ), com relacdo i operagdo multiplicacdo, uma estrutura de Grupo Comu-

Relacionando a multiplicagdo com a adicd '
; : adi¢do, em R, v i
seguinte propriedade: ' » vale ainda a

(D) DisTRIBUTIVA: para quaisquer nimeros reais a, b e c:
a.b+c)=a.b+a.c

22

(ANIGC para a adicdo; ANIG para a multi-
A adigdo) ddo ao conjunto R,
trutura de

l Estas nove propriedades P
plicagio e D da multiplicagdo em relacac
com relagdo ds operagdes adigdo € muthhcagao,éuma es
“corpo”’, que é das mais importantes €rml Matemética.

is R:
E facil, agora, concluir que no corpo dos nimeros rea H

1.°) a subtracdo de a e b & entendida como a adigdo de a com o oposto de

b (que sempre existel), ou seja:
a-b=a-+ (b
tendida como a multiplicacdo de a pelo

2) a divisao de a por b # 0 ° eno sempre existel), isto é:

inverso de b (que, por ser
a:b=2a-3

; i e anula-
Além disso, no corpo dos ntimeros reas vale a prapnedade d

mento do produto, isto €
se a.b=0 entio a =0 ou b=
a da seguinte maneira:

A ordem em R ¢é definid
¢ um namero real posmvo o7

a & maior do que b se, e sbmente S¢, existl

tal que: a =0b+c
Logo: a>b e a=0b+¢ (c>0)

Se a > b, diz-se entdo qué b < a.

Nid

anic ﬂ anlc
Y >
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EXERCICIOS DE APLICAGAO — Gruro 10

-Efetue as seguintes operagies no conjunto dos niimeros reais (R):
‘Adicionar

L*) 3,2 (n rac) com =4 (n.o rac.).
Temos: 3,2 + ~4 = ~0,8 (n.° rac.)
2:) 0,010010001 . . .. (n. irrac.) com 2,212212221. ... (n.e irrac.),

Temos:  0,010010001 o+ 2,212212221, ., = 2,222222222. . (n.e rac.).

35) V2 (ne irrac.) com 5 (n. rac),
Temos: V2 45 (neo irrac.)
Nota: O resultado (soma) ¢é o nimero real (irrac.) indicado por: V2 + 5.

4.n) -—2— (n° rac) com V5 (no irrac).
ol gyt 2
Temos: =+ V'5 (n.o irrac.)

OBSERVACAD: A subtra

s w, 5 : imeiro
- ¢do entre dois niimeros é entendida como a adicdo do pri
nNumero com o oposte do

segundo.
e i ira:
Assim, por exemplo, a subtraciio entre 5e % ¢ conduzida da seguinte maneir
el o = f*2 i i
AT L _) - Ll WS — (n.° irrac.)
5 ( =) = V54 ( 3) VE+5
Multiplicar

LR 0.5550 -7 (n.® rac.) por ._% (n.e rac)),

y 1 5 .
Temos: 0,555, . . b4 % iy X -%- = ~1 (n.* rac.)

22) V5 (ne irrac) por 100 (n.® rac).

Temos: V?x 100 = 100 . V5 (n.e irrac.)

OBSERVAGRO: Se fdsse para dividir \f?por 100, bastaria multiplicar \’?pelo inverso
de 100, isto é:

e T 1 V5
'4 4 = \! — i — (1
5:100 5 ¢ 100 = 106 (n.© irrac,)

3) V2 (ne irrac) por V3 (n.o irrac.).
Temos: V2 X V3 (n.e irrac.)

Nora: O resultado ( produto) é o n.o real (irrac.): \’?X 'U'_?: com o ‘conhecimento
de novas técnicas ésse resultado pode ser reduzido au

m numeral mais simples,

24
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EXERCICIOS DE FIXACAO — Gruro

Efetue em R as wguintes operagoes:

Multiplicar
Adicionar

5 = par 2
1) 0,333.... com 95 5 5
2.) 2,22222. . .. com 0,010010001 .. ..
35) V3 com V2
4.0) ;V? com V2
5 =V3 com —V2

0,111 .. (e O
& 0'1”_._ por _-“
e pregue as geratrizes.. )

112) 2,3444... por V2

i’ 1
‘Zu) \'/5 por _i.

bt Dividir

ubtrair

13.%) 2,123456789!0“ Pl
140) V5 por —5

155 Y2 por 0,001

6.5) -4;- de 0,333.. ..

(£ N7 de V3
8. 0,010010001.. . de 2,222222222...

A UNTO R
POTENCIACAO E RADICIACAO NO CONJ

5 nciacao;
8. Ampliacies da idéia de po.tulu ¢ao,
. ]

prdtica com expoente negativo de que éstdo suben-
g @Q dos niimeros racionais (lembg‘;‘zfa tendo por base um

oamone ros relativos) foi definida a pOto inteiro negativo. Assim,
tendidos os_l::g}‘f’e!aﬁw e por expoente um numer
numero racio

por exemplo: 1 1N - e Lt
o . —_ s 1
et (-3

2

1 (sendo a # 0 e n natural)
De um modo geral:

do célculo. De fato:

se 3—1=—;‘ entio 2 X371 =2X

25



5 wCLrt Py ;
Também: se 3-2 = 5 entdio 5 X 32 =5 % % = 2
2 2 32

a
de'b_"'(b?f())

5
Logo: 37 = 5 X 372 e, portanto:

Que sio:

=L 1\-L e,
24, (_5_)1' (-\[3)3 ?

Sio exemplos de poténcias indicadas que possuem por base um némero

1 =\ - ) )

real (2, 5 e V 3) e por - expoente um nlmero racional relativo
3 = ‘ ‘ il P

2 s 2')' E mais uma ampliagdo justificada pela seguinte afir-

macdo: no conjunto R é sempre possivel, para cada nimero racional rela
. ;' ¥ 1 1 f
tivo r, construir um tnico nimero real a%, onde a base a é um nimero real
ndo-negativo(’*). |

4 é i ) L5 » . "
O ntmero real a” & denominado poténcia r-ésima de a e sio verifi.

cadas as seguintes propriedades, extensdes das que i
St . e ja G
‘no caso de expoente inteiro: HuE.) forax_n estabelemdas

PL: o . a" = atis

P2 a':a' =@~ (a5 0)
P3: (a.b)y =a . b

P4: (a7 = grs

LEMBRETE AMIGO

aﬂzl(ayéo) al
lr

I

a
1 0" =0 (r Q)

I

(*)r>0,sea=0_
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EXERCICIOS DE APLICACAO — GRruro 12

1. Aplicando P1, P2, P3 e P4, efetue:

3 1 % 4L 19
Pl: 19) 274 X25 =24 5 =220

29) Vi V3=(VI) X (¥3)'=
= (ﬁ)z

P2: 1.9) 2P i x0 = xP0 (x £ 0)
2\2 /2\"!
29 (3)":(3)
_[2)2-CD (_z_)a
= (7) il 5
P3: 1) (2% 3)4 = 24 X 34

20) (a X b)? = a" X P

P4: 1) (29)2 = 23X2 = 28

3.0) b8 X b2 = b5+ = b3
1\~ 1\! __1_ -H'l-
49 (’5_) % (’5") g (5)
] 0
& (‘3’) £

X, § ol s
3.0 (3)3:(73) T w8 & (G2
40) (V2)%: V2 =(V22t= )

30) 3% V5)2 =32 X (V5)?

1 (hxm) = (@) e
o [T -G

= K1 -6 .
2.9) 57) =53 =532 40) (@) t=al=4d {a #0)

2. Cpmbinando as propriedades P1, P2, P3 e P4, efetue:.

19). (52 X V2)? =50 X (V2)? 3.9) (2a%b)4 = 24.a'? . bt

29 (DT [(9)“{1% - 49 [2x @71 % (—;—)2]_3 2 K

3

3. Efetue:

axXaXxXa \ i

Temos: a X @ X a = (a X @) X a (prop. associativa da multiplicagdo)
= a? X a (prop. Pl)
= a3 (prop. P1)
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EXERCICIOS DE FIxAcAO — Gruro 13

1. Usando expoente ne
seguintes sentengas:

[.ﬁ)ﬂXaXaxaana
2°) a7 % gae X a47
3.°) b—16 X b~10 X b~25

- Com a técnica que vocé ji deve ter descoberto . .

(n »0)

XBT Ve o,

sl st o

o R

a

2 ()]

2)'.‘]2

1N
x?)

152) (5=2)~1 (b 5 q)

o [(3)]

¥)2

1 3,2 i
18') (?dbc)

99 [(3) <

20.0) (@2 a4)=3.418

XaXaXaxXaxa

28

2 2 3
W) S it ol 0| 8) — =
19 S=.... (S 25 rnoddo) 29 3 =
3 Daa's . (9=9Xl“*——'modé!o) SN TR A oy
2 m
Al
2. Vice-versa:
l.'J3x4"=....(3x4-l-_— 22) 5
= 7::- — modélo)
2y 2isen=a o 4*) a
I BN T - 6.2) p
3. ‘Aplicando as propriedades P1, P2, P3 e P4, efetue:
1
1%) 37 x 34 o
1\~3 132
2.4) (?) X (g)
32) (V5)2 x (V5)2 132) |(V/
4.2) a”™ X a? (a=0) 14.) (52
52) B b1 (b 5 0)
ZNG2 }_)“"
) (3“) (3
8 =35
A e 17.8) (3x2
8.7) (3 x 5)4
’ =1
2 1\—
a — — 12
9',)._(3 x74)
10.2) (m X n)¢
4. Efetue, usando a Propriedade associativa da multipli
l.ﬂ)aXaXaXa 2.°)a3><a><a>(a
5

- efetue;

gativo para exprimir o produto, torne verdadeira cada uma das

(b »=0)
(g == 0)

(a = 0) '

10. Radicia¢do no cenjunto R

=9 |

no Conjunto-Universo R. e,
Ficil ¢ concluir que o Conjunto-Verdade dessa equagdo
dos elementos: +3 e -3, pois:

(= & [(BF =9

Logo: V = [*3, -3} e as solucdes sdo *3 e —3.

ta conhecer o
O importante nessa resposta é vocé obzservgr c;l:: f?g;r vl
nimero positivo +3, que satisfaz a equagdo: x 1= ’rf::os e
imediatamente o Conjunto-Verdade, cujos eleme
positivo *3 e o seu oposto —3.

it i é 9, permite
A existéncia de um tinico niimero bositivo, CUJc:i %Lcl{idididzove,’c%mo i
i - R, de raiz quadr
ontinue chamando o, em R, e,
g uefai?acdesde a L.» Série Ginasial. Portanto, por definicdao(*)
e )
. A
V9 = 3 (0 mesmo que o niimero positivo +3)
¢ 9, é numerais:
O nilmero negativo, cujo quadrado é 9, é representado pelos
nil

3. veotiny. VY,
Da mesma forma, o Conjunto-Verdade da equagio:
d
x2=30, U=R

30 sdo: V30, -V30
oes da equagdo sdo: +V 30, )
T rtanto, as solugdes - tivo +V30.
é v=[+tv 301;e :1?1]ize’q52drada de 30 é somente o nimero positivo +V 3
enquanto q

y -~ jo:
! H E comum escreverem-se as SOIUGOES dﬂ equagao
OBSERVACAO.

x3 =9

= i indi as solugdes *3 e —3.
- i il oo + 3, querendo-se com isso indicar
na forma “abreviada’:. Vo = 5

mer p 3, ) S
S guarde bem: a v 9 é somente o numero positivo a fim de se evitar, entre outro.

Y ’
q de um n.° ‘poSltlvo apellas como um n posuﬂk)
( ) COHSldeIal a raiz uadrada .

56 tla!ﬁ Valltagel‘ls em todos 0s estl.ldas da Matemética
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fzggs, a ambigilidade que surgiria caso se considerasse também -3 como V9, pois se
9 =13 e V9 =3, entdo *3 = -3, o que ¢ falso! Logo: '

1) +3 e -3 sdo nameros cujo quadrado & 9;

2) sdmente o nimero positivo *3 é a raiz quadrada de 9, isto é: VO = 3

3) sdio verdadeiras as sentencas:

Vo=*3, -V9=-3e + VO = 3
e falsa: V9 = -3,

Que & a raiz ciibica de um ntmero do conjunto R?
A resposta est4 na resolugdo de uma equagao do tipo:

x3 = 8,

Onfie o0 tinico namero real do Conjunto-Universo R que a satisfaz é 2,
pois:
23 =8

Logo: V ={2] = sqlug:’io: 2

Nota: Observe que agora o nimero negativo: ~2, ndo é solugdo da equagdo: x? = &
porque (~2)% = —8 = 8 e, sim, solugdo da equagdo: x3 = -8, Y

2 forma_anéloga poderiam ser formuladas perguntas relativas a
raiz quarta, raiz quinta, raiz sexta, ....... , Taiz n-ésima de um namero
no conjunto R.

Que é a raiz n-ésima de um namero real positivo no conjunto R ?
Seja a equagdo:

: . n € nimero inteiro positivo
D

e b | onde b nimero real positivo

varidvel no conjunto R

R
o O

entdo:

sen g g;ir, gx:idtem dois nimeros reais: +¥"b e =V/b, opostos um do outro,
minados raiz n-ésima de b, que sdo solugdes da equacdo proposta;

sen éi 2 5 . -
re; 1j»sz‘:a’r,_exlstfe um #nico nimero real positivo: +{/b, denominado
-ésima_ de b, que é solugdo da equagio proposta.

NoTa: AO j 2
£°D; Conjunto-Verdade da equagiio: x2 =0, é V = [0] e, portanto, a solucdo

30

EXERCICIOS DE APLICAGAO — Gruro 14
Resolva as seguintes equagdes no Conjunto R:

1) ‘ x? = 16

Temos: o expoente & par (2), portanto existem

V16 = 4 e -V16 = —4

dois nimeros reais:

que sio solugoes da equacgdo. Logo:
V = (4, ~4]

20 | y? =64

Temos: o expoente & fmpar (3), portanto existe um finico nimero real:
V63 =4 (porque 4° = 64)

que €& solucdo da equacgdo. Logo:
V= [4}
3. zt =21
Temos: o expoente & par (4), portanto existem dois niimeros reais:
+¥31 e -V721 (as extragdes ndo sdo exatas)
que sdo solugoes da equagdo. Logo:

V = [+‘\‘/-2_lr _\‘/_ﬁ]

4.0) x5 .= 1

O expoente & impar (5), portanto existe um tinico nimero real:
VY1 =1 (porque 18 =1)

que & solugdo da equagdo. Logo:
V = [1}

— _ _LEMBRETE AMIGO:

Enquanto V9 = *3 (a raiz quadrada de um nimero é um
niimero positivo), existem dois nameros: um positivo (*3) e outro
negativo (73), cujo quadrado & 9.
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EXERCICIOS DE FIXACAO — Gruro 15

- Resolva as seguintes equacdes ng conjunto [R:

;.3 ;: : :5 E::::::Ee bar;  solugdes: -+ V15, - V15) (Exercicio-modélo)
1 € par; solucdes: =1; 1) (Exercicio-modélo)

38 x3 = 77 (expuentc fmpar; solugio: —;) (Exercicio-modélo)

4% 213 = ¢ 52) y5 = 6.%) x4 = 16

78) x3-4 =9 (0 mesmo que a equagio: x? = 4; por qué?)

82) 2y3_2 -9 (0 mesmo que a equagdo: y% = 1; por qué?)

9.8) 322 -24 =0 10%) x2 =0

2. Quais as sentencas verdadeiras e quais as sentengas falsas?

15 V5 m #3 54 V30 = —V30

2y Y9a —3 62 V30 = +v30

38 +V9 = 43 7%) £V30 = + V30

4) ~Vou —3 84 V30 ~ 5,47 (aprox. centesimal)

11. Novipape: Outro numeral para indicar a raiz n-ésima
de um nimero

Atente para a seguinte afirmacio:
Se em V' a o nGimero real a nio € negativo e n é um ntmero inteiro

- positivo 2> 2, entdo sempre existe o nimero real b tal que:

b* = a
1
Por qué? Porque basta tomar b — an e voct obter4:

S n
b"—_:(an =a7

it o] ;
- a =
P4 a

Entido, ji se pode escrever:

Va=av pois ()" Z g

Exemplos;
y L. N 3
V5 =53 porque (53) =53 =51 -5
4 bt 4 3 3\4 Ix4
Também: V23 =27 pordue (2 4) =i T o

32

p s
ou a? = Va®

(p inteiro positivo)
(¢ inteiro positivo 2 2)

Désse modo os radicais podem ser representados por um n6vo num;:a;
que é uma poténcia indicada, cuja base é um nimero real nido-negati

(a) e de expoente fraciondrio (%)

Exemplos:

'-{/Tg/:—ﬁ:_‘; IS e 4\/@ g (%)% |

Como aplicagdo déssesresultado vocé pode conduzir o qélc.ulo da
multiplicacdo de radicais de mesmo radicando, da seguinte maneira:

b e
VIx VZ=27X2% =2777 =21 =2
» s TR VI T e )
VEx V5=53 X527 =537 =56 = V5
LR TR Bt AR
VI RVE =38 ZAT <380 = g8 YT
' L gl SO S el e
VEIXVIXVE=47 X4 x4 =427 7 _ 3 _ @

TESTE DE ATENCAO — Gruro 16

1 Preencha as lacunas, a fim de tornar verdadeiras as seguintes sentengas:

3 : # w3 .l v )
18) V23=,, _(VF=2T) (Modélo) T8y 3591=, -, (3 5=V3 (Modlo)
. ' : . - _1- e
208) V53 =, 82) 42 = .
1\=
36 L, — )4 =
30) V36 = 9 ()
i 3
45 V1 = ! 108) 252 = ..,
i % . i
V(LY - SRR (75
9 V(3) = ~ S
' m int.. positivo ¥ (r Ent. pom.tx‘vo )
6 ¥ a™=... \mint. positivo > 2) 128) as = s int. positivo 2 2
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2, Efettfe as seguintes multiplicagdes de radicais de mesmo radicando, empregando
no cdlculo poténcias indicadas de expoente fracionério:

: L A Ll L & _
1Y) V4 x V3 (43 X45=43+5=4'5=\/45) (Modélo)
20 V5 x V5 38) V3 x V3 42 V22 x V22

52 Yax Ya (a positivo)
65 V2X V2x V2

78) VXV oxVbx Vb (b, positivo)
82) v a? X VaZ X Va® (a, positivo)

12. Restricoes da radiciacio no conjunto R;

necessidade da criacio de novos niimeros

Que é a raiz quadrada de um niimero negativo?
Que é, por exemplo: V=47
E possivel adiantar que ndo se trata de namero real, pois ndo existe

nfimero racional ou nGmero irracional que elevado ao quac_irado de”como
resultado o n(mero negativo —4. Se vocé quisesse “experimentar”, por

’

exemplo, o resultado *+2 ou —2, verificaria que ndo & solugdo, pois:
(Rp =4 e (2P=4

Logo, V=4 nio representa niimero real, isto é: V-4 ¢ R

Outrossim, indicagGes como:
VL NN, N YL YL VL, YL VL Y,

e de um modo geral raizes expressas por radicais de indice par e radicando
negativo ndo representam numeros reais. Tais numerais indicam outra
espécie de ntimeros — os chamados NUMEROS IMAGINARIOS — que serdo
estudados no Curso Colegial. '

LEMBRETE AMIGO

. O conhecimento dos ntimeros reais (conjunto IR) e de suas
bropriedades estruturais em relagdo as operacdes adigdo e multi-
blicacdo ja lhe proporcionou uma boa visdo da Matematica. Quando
vocé: conhecer outras espécies de niimeros — 0s IMAGINARIOS, por
exemplo, que pertencem a um conjunto mais amplo (conjunto € dos

nimeros complexos) — essa visdo serd ampliada consideriavelmente.

B
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TESTE DE ATENCAO — Grupo 17

Vocé j4 sabe que as raizes quadradas (ou de indice par) de nGmeros negativos nido
representani nimeros reais e sim imagindrios. E se em vez de raiz quadrada for raiz
citbica (ou de indice impar) de um nimero negative, como, por exemplo:

V=8 ?

Sendo (“2)* = -8, segue-se que V-8 representa um niimero real (precisamente
0 ~2). Logo: V-8 € R. Também:

‘\ytl‘n \V__zp \l/?i) L \'/-:Iv 1"/-__El ‘\./‘%' S ’\V—_l- \'/__2: ‘\’/"%’ :

que sdo raizes expressas por meio de radicais de radicando negativo, porém de indice
impar, representam nimeros redis.

Escreva, agora, V se vocé achar que a sentenga é verdadeira e F se achar que a
sentenga é falsa:

10 V-1d R 28 V-IER 39 V1¢R 45 VIER
5'“) ﬁ€R 6.“) '\'/_-_3dR 7‘::) -\'/:jen B.‘) '\I/__—3Q{R

9s) V-I00¢d R 105 V-1I00€R 115 V-100¢ R 125) V-I00E€ R

Para vocé guardar:

N € & Q C R € c
e 4 ! N N
n.os naturais n.os inteiros n.°s racionais n.°s reais n.os complexos
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CALCULO ALGEBRICO. ESTUDO DOS POLINOMIOS.



1.2 Parte: - calculo literal no conjunto R

. generalizagoes; uso dos quanti-
icadores.

- técnicas de simplificagao

- técnicas de fatoragao

3.2 Parte: - complementaqéo do estudo das

. e sistemas de equa-

equagoes €
goes simultaneas do primeiro

grau. :
4.2 Parie:-iratamentg elementar moderno
dos polinomios a uma variavel;

estrutura de anel.

2.2 Parte:




i

1.2 Parte: - calculo literal no conj MolR . aeh
- generalizagdes; uso dos quanti-
ficadores. 0 27 t

L Breschas 1
Expressdes literais; operacdes no conjunto R
O E i
Usados nome expressdo literal decorre do fato de serem letras 05 simbolos
maninals expressdes, em vez de “figurinhas”, tais como: 3x[,2X 4,..
pulagdio com letras torna mais simples 0 cdlculo. Assim, por exemplo:
a+a+a

3%Xa ou 3.a4 ou 3a ou

re
Pre::n:c a uma expressio algébrica literal.
nﬁme,,ougi Idtengao agora: para o célculo litera! no conjunto R, qualquer
modo pode ocupar o lugar da Jetra que figura na expressao. Désse
exprﬁésg?g cada 7}’-3"1@7’0 real que esteja ocupando o lugar da letra @, na .
a, vocé obterd um niimero real.

5
L Avaliies 4
aliacio de uma expressao literal; valor numérico
8. R ;
= iEUal’apzor exemplo, o niimero 2 ocupar o lugar de a, dizemos que a
O Nime e, portanto, 3a passard a representar O p'roclutq 3 X 2, ou seja,
4, CIuerO real 6. Diz-se também que 6 é o valor numérico da expressao
foi avaliada para a = 2

Da mesma forma:

o =g entio 3a = 3
a =V2, entdo 3a=3XVE=3V2
I-Ogo:
a=2\ ,,.6
a=—;—-—‘ 3a |—71
a=v2" N3 42




~ Também: «x+y, x*-y% 3x?y-1, sdo exemplos de expressoes
literais, onde qualquer mimero real pode ocupar o lugar de x e de y. As
expressaes literais:

3+a SEE Mgl
b2
xd — y3 .
n (5a + 3b) (b-2) Va

serdo avaliadas, como pratica, nos Exercicios de Aplicagdo seguintes.

EXERCICIOS DE APLICAGCAO — Gruro 18

Diga qual o niimero real que as seguintes expressdes literais estdo representando:

1*) [ 344 quando a assume, respectivamente, 0s valdres:

0, —:{2-' -3 e 5

se a =0, entdo 34+a=3+0=3 (n.o real)

7 b . e i
a= = 34a=34 ) 3 (n. reaI).
a="3 34a=34+"3=0 (n° real)
a =5 34+a=34+ V5 (n.e real)

5a + 3b _—— {a='2eb=0
d= 3eb=2

se a=-2 e b = 0, entdo Sa +3b _5X2+4+3X0_-10
b-2 0-2 =1

5a+3b 5X3+3%x2.21 . —
b-2 2-2 = 5 (ndo representa n. !

=5 (n.° real)

se d= 3 e b = 2, entdo

Cutpapo: Se uma expressdo literal contém indicagdes de divises, entdo devem
ser resp_el}:ados os principios estabelecidos para essa operagdo (0 é elemento imposs{vel
como divisor!)

|

LEMBRETE AMIGO

5a + 3b

b-2
desde que qualquer niimero real ocupe o lugar de a e qualquer ndmero
real diferente de 2 ocupe o lugar de b.

Uma expressdo literal como: , representa niimero real,

42

32) | a? 4 2ab - ¢?

quando: a=-‘!,b=r0ec-=l

Temos:
a? 4 2ab—c? = (-2 4 2(-1).0-12 =1+0-1= 0 (n.» real)

a x3 —y3
“ x+___yy quando: x =4 e y=73

Temos:
x3-y3 4% - (-3)% ” M =91 (n. real)
x4y 4403
Perguntq importante: para que valdres d
) x3—y?

—

x 4+ Yy

e x e y a expressio literal:

ndo representa ndmero real? 5 . 6 5
so A resposta serd dada procurando-se 0$ valores de X
ma: x +y, isto é: .
24y=0

ou -

que anulam a

" em ser opostos (ex.:
Portanto, os ntimeros representados por ¥ e por y 140 pod

20-2; .__;_e.;_; \J'_S_e--‘rg: erc.......).
5
5 - ., isto & a=b=7
)| Ga 3b)(b - 2) quando: @ = 0,555....eb= 0,555 i 9
TEmos:

Ga +36)p-2) = (5x%—+3x'—g—)(g--2) ”(%*%)(—153) F

_ 40 -1 o
- g X -S*? = % (n.o real)

6.%) | Va

quando: a = 4; a = 2; a="1

—
®d= 4 entio Va= V4 =2 (nimero rea)
$£d= 2 entio Va = N2 (nﬁmem_real) . A
Sea=-] entsgo Va= VI (ndo representa Dt real; lembre-se:
g e um n.° imagindriol)
o 9
pxeRcicios DE FIXAGRD — Gruen ]
1. ' _
Avalie(*) as seguintes expressdes literais: ,
L R
18) @b do—d quando: 1.2) a=5b=2%c 3; 2

. ao literal.
(*) O mesmo que calcular o valor numérico da expressac
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ZPPargs ——f Tl T

2.5) (8a +- 3b)(c-1) quando:

- 2 _4y2
. 0 et g

a+3 quando:

42) 5a + 3a

2°) a =0; b =-2; c=‘%; d=3
1 2
3.“ TR s = = = — =
) a 4,b 0; ¢ 5,d 0,5
4.") d=b=:Czd.—_2
1:%) @ = ~2; b::—;—; c=3

2°) a = Q; b=2; ¢=2
3:°) a = 3,2: b=0,333...; c=0
4°) a=3; b=100; ¢ =]

1

1.0 = ]: = =2 = —

) x ;5 I >
2 5

2.)a=—§,y—7,a—3

39) x= 0; y=-1; a=-5
x2—y2

4.°) Para que valéres de a a expressio 3 ndo representa n.o real?

e quando: 1.) a = 4; b=‘l;c=-—;’-

1
2.°)d=?; ba(]; c = -

3.9) a=1]; b=8; c=0

5 3a
4.°) A expressio: c;j_ sempre representa um nimero real? Por qué?
‘ 5.%) &ix = ) quando: 1) g = 3. x — 3. ¥y =1
a(x +y) i i
1

2.9) a=—2—; x=0;, y=-1

1

3-°)a=2;x=-'3' = —

’ y 2

a | b c x|y

: T by
513 o LU
1.8) 3a 4 2p
b
2 ~ s
) x-y 424 =
3.0) (d+d+a):(a+a+n)
7l 2\
() (3
5.ﬂ)x.x.x+x

. As expressges literais 4.5, 6
Por qué?

S 72e0ndg exercicio 2

avalie as seguintes expressies:

6.2) Vg
7% 5 Va2 157 4 34

82) (2a-b) : (x + 3y)
ay X2 (3a-— 1)

0 FE D

10.8) (a 4 b)(x - 2y) . 2¢

Sémpre representam um n.° real ?
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3. Expressoes equivalentes; generalizacdes (uso do quantificador
V); propriedades estruturais do conjunto R

Sejam as seguintes expressdes literais:

3a + 2a e 5a
Observe seus valéres numéricos quando qualquer niimero real bcupa
© lugar de a. Assim, por exemplo:
Se a = 2, entio:

- =10
3a+2a=3><2+2><2—5+4 \> mesmo n.° real

S¢ a = ~1, entio:
3a + 2a = 3(-1) +2(-1) =-3 + -2

Il
v

> mesmo n.° real
5a = 5(-1) =LY

: essoes
E colocando outros niimeros reais no lugar de a, sera q;u:ﬂ E:; n?:p:dmera
literais: 3 + 24 e 54 continuario representando sempre
real ?

' i 3 ue
SiM. Uma propriedade estrutural muito mé]port?I:toe c’}“i-atgjseqda
relaciona a multiplicacdo com a adicdo, garante €sse lato.

bropriedade distributiva:

3a 4 2a = (3 + 2)a = 5a.
p.d.m.
ssdes

que permite ‘‘demonstrar”: para qualquer va’lor :gaiegle a’l,‘aa;: ::g;:ss o
iterai e k ;
literais 3a + 2a e 5a representam o mesmo n(m bt At
sdo denominadas equivalentes e permitem escrever
matemdtica:

Va, 3a + 2a = 5a

é ja indicando
onde o quantificador universal v (Ié-se: qualquer que seja) est4 ind
uma generalizacdo (ou identidade).

Da mesma forma sdo equivalentes as seguintes expressdes:

e 2x

I8) | x 4+ %




De fato: x4 x -
=lx+ 1.x = -
;:::.d.m.(l + l)x =2

e.n.m,(%)

=
Portanto: Vi ———
’ = x
2.9) | ab + ab

2ab
De fato: ab + ap
= 1. -
e.n.m, ak + I'abp._' (I + l)ab = ZGb

d.m,

e

Logo: '
ogo va, vb, ab + ap — 2ab

e | o]

De fato: x-x =
ao: X—x = x4 (~x) = 0 (x e -~ x sdo opostos)

3.

X—x

‘_--_‘—‘—-_-.
Logo: T l
_-—__‘_-_——
o [ 2] « 5]
De fatd: 2
Sa ZaifmFS _'2)(12 = 3a2
Logo: Va, 5a2-2g2 — 342

3% I 4x’y + 9x?y + ﬁ.x“!y

e P

e}\—“

De fato: 4x2y 4 gx2
y + V—Z. 2 = Y A
. : _p.d.m_(4 T+ V22y = (13 4 v 2)x2y

Logo:
BB VY 4ty 4wy | vy (13 + V)2
X%y

£l .
(*) en.m.: elemento neutro da multiplicacio

p.d.m.. ropri
p P edade dis lbutl a da multlplicagio €em relagao é
d d tr v adlgﬁo.
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ATENGAO: Seriam equivalentes as expressdes:

_Sa +26 e Tab?

_Néo sendo possivel usar nenhuma propriedade estrutural, vamos
atribuir quaisquer valéres as letras a e b. Assim, por exemplo:.

g8 a=1ceb=2, temos:

5 4+2=5X1+2X2=5+4

Tab =7 X 1 X2

Portanto, ndo é V que para va, vb,
€Xpressdes ndo sdo equivalentes.

© Nota: Nao importa que, para a = b = 0, 5a

; 7+ POIS para que duas expressdes sejam equivalente

1guais para quaisquer valbres de a e b.

Seriam verdadeiras as sentencas:

&

Il

A
/0 diferentes

= |14

5a + 2b = Tab, isto é, essas

-+ 2b e 7ab tenham avaliagGes iguais
s & necessirio que tenham avaliagGes

€

l Ya, vb, ab + ba = 2ab

va, vb, ab—ab =0 ?

Sdo, pois: ab + ba = ab + ab = 2ab (Expressdo 2.)

p.c.m.

ab—ab = ab + (- (ab)) = 0

(ab e — (ab), elementos opostos)

EXERCICIOS DE FIXACAO — Gruro 20

1. Demonstre (usando a p.d.m.) que sdo verdadeiras

1) VX, X 4 x + x 4 x = 4x 11.»)

22) va, 5a + 4a = 9a 12.8)
3.0) vy, 32 —y? = 2y2 13.0)
40 wp, 6p+ £ - 1P 14.)
IR) Wt #—2tr=s —1¢ 15.:4)
6.%) wi, t 4 2t = 3t 16.%)

17.0)

78) vz, z—2 =0

8.0 = e "
) wvx, 3 + 2 5% 18.0)

9.*) wa, vb, 3ab + 2ab + ab = 6ab 19.7)

10.8) va, vb, 3ab + -;—ab - %ab =0 20.M)
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as seguintes sentencas matemdaticas:
vx, vy, 4xy?-xy? 4 5xy? = 8xy?
VX, Vv, vz, TTxyz 4+ S5xyz=""2xyz

va, vb, 5a2b+ V2a2b=(5+ V2)a%b
v, va, Bl +01=pq

vp, v4, pg—-pg =0
vp, vq, gb-pg =0
vx, Vy, Vz, 3xyz 4 xyz = 4xyz

vx, vy, vz, Vi, xyzt-yxzt =0
va, vb, vc, abc— 2abc = —abc

g b
va, vb, v, -?%b—c--f- 3‘;5 = abc




Seriam equivalentes as seguintes expressoes:
1.*) 3a +2b e S5ab ?
28 x4 x e x% 2

3.‘)%(3!?50) ST 01

4. Térmos semelhantes; expressoes literais; mondmios

: e . : ar
O conhecimento de expressdes literais equivalentes permite emg;egsa

forma simples para desenvolver o cdlculo. o que vocé faz quan

0s numerdis mais simples para representar 0s Nnumeros.

Assim, por exemplo, para representar o cinco prefere-se o numeral 51.
em vez dos numerais: 3 +2 ou 242+ 1 ou 1+1+-1+1+dc;
Também, agora, é mais vantajoso empregar a expressdo literal 5a 5
que as suas equivalentes: 3a + 2aou?2a + 2a + laoua +a +a -+ 4@ =5k

’ . s a-
comum encontrar-se, dentro do célculo algébrico tradicional, P

5 . . e 1COS
lavras como: parte literal, térmos semelhantes, coeficientes numéricos,
térmos semelhantes, monémio, etc.

Com isso se quer dizer que: expressdes literais, como:
3a e 2a

. 3 v = o-
por terem a mesma parte literal (isto &, contém a mesma letra a) sao de?ci'
minadas -térmos semelhantes, sendo 3 e 2, respectivamente, seus CO€
entes numéricos. Também sdo semelhantes os térmos:

. 3 » - 0
5a* e ~2a? pois tém a mesma parte literal: a® (o mesmo que: aa) send
0s seus coeficientes numéricos: 5 e 2

4x%y, 9x%y e :%xzy parte literal: x2y (o mesmo que: XXy)

=]
coeficientes numéricos: 4, 9 e o
parte literal: a3h® (0 mesmo que: aaabb)
coeficientes numéricos: 12, 1 e 5.

parte literal: x

120362, a3b® e 5q3b?

x
45, — e —x
2 1
coeficientes numéricos: 4,5; o € =1
As expressdes literais que estdo sob forma simples, tais como:
5a%, 4x*y, 12a3b2, 4,5x

cuja parte literal indica somente PRODUTOS, recebem também o nome de
mondmios.
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- reducoes
5. Cdlculo com térmos semelhantes: Tedug

Il
essio li Omo:
Considerada uma expressdo literal, co

-2y
5x + 6y + 3% ;
is Si duzindo os seus
od formé-la numa equivalente mais simples, T€
podemos trans -
térmos semelhantes:

5x e 3x como também 6y e ~2y

da seguinte maneira: aiaep-as)
- L S e by T2y | RO R
5x -+ 6y + 3x—-2y = 5+ )% + 6 + -2)y (usando

I

s = 8x + 4y
Logo: vx, Vy, % FlpEE

L P rat m dO‘S térmos como: 33: +4y Sﬁo ta“lbéul delll)v
l ais co 'l '}
te

IIOIA EX Ie&saes 1

minadas binémios. iedades estruturais, as o
los: reduzir, usando ?rofi:tes mais simples:

s i exeargf literais em OUtras equivd

guintes express

3 2_8a? + 5b* + bt =
Temos: 3 42 4 5b*-8a% + jiie= =t

_37 2+6b4
(3—9&+6+D“=3“
o W '

2.9) (% + 2x_+ 1) _( 4 5 =
’//’(_F’;l)=%.+2x+l“x+’z+
a |8 et R =R
Temos:(7+2x+) 4'. : ! "

__c1_+§;4‘f+2x—x+1+5 2 4
)



) L N
+ 2 1)x+(1+5)_ L

Nota: Nio esquecer a técnica “eliminar parénteses” empregada em:

3a 2 w 3a 2 ; :
(I P e + T +- 35 conhecida desde a 2.» Série.

3.9)

3m+4(5n+m—l)-—2(m-3n+8) I

Temos:

3m+4(5n+m-1)-2(m-3n+8) = 3m+20n+4m-4-2m-+6n-16 =
=(34+4-2)m—4 (204 6)n—4-16 =
=5m+26n-20

Nora: Expressaes literais de trés térmos, como: 5m + 26n - 20, sio também deno-
minadas trinémios.

4.°) 3ab — [5b — (3a + 5b — ab)]

Temos: 3ab - [5b - (3a + 5b - ab)] = 3ab - [5b — 3a - 5b + ab] =

= 3ab—5b + 3a + 5b—ab =
3ab—-ab—-5b 4 5b 4 3a =
2ab + 3a

Il

EXERCICIOS DE FIXACAO — Gruro 21

Usando -técnicas de cdlculo ja conhecidas, reduza as seguintes expressoes literais
a4 expressbes literais equivalentes mais simples:

14) 12a 4 3a-a + 5a 6.4) (8a+-%b-—l)—(a+-g-+5)+

- (—aa--b 3 %)

2.%) 5x% + 3y? -3x2 4 y2 7%) (@ +2x) + (x-a) - 3x

L] -_— a —4_x_- — — -—x
3.2) 4ab - 4ba 8.2) 5 [(x 1) 14 2)]
" 3% - 6) - (8 Kk W - H, d

45) (x +2) + (3x~6) - (8x + 1) W) FrT Tty

. 1 I 1 2 o X x

5%) ('3—)'?"]) (yz +2'—’5) +_3)'2 10.2) ?‘4‘-2—""2— +x

50

50 - 7%

2
16) a* - (94— op 2) e
17.0) (4x+2) - (y+22) + (x+2y) = (z=))

1 2
18.%) Imn — 5[2nm - —2-(mn - l) ]+ 3

1Y) y= ===

12.%) (m2-2m-+4)-((2m*+3)-(Em+7]
s
132) 1 -1‘-% -[2; + 4(r + —4—) +b:|

14%) x 4+ x +x-x-x-x
5% _ (343 - 7ax + 5x7)
19.1) -3(5@_33_" +x=) —[4a’ ko s ]

el
1 o e
20.5) %y—x-;—[%xﬂr—('f +y) +7 %Y

TESTE DE ATENGAO — Gruro 22

figura ao lado o comprimento

jguais tém, cada um,

é a. Os lados iguais tem, B ‘
g;b:se mi:i‘; ngztrgfle a base. Dizer qual, gss tsr'ieﬁgrl:lgtlo:
expressdes literais, representa o perimetro dc

1) 3a + 12 2.5) 3a+ :
38 a4 12 4») 3a +

al ser4 o valor; em metras, :

1. No tridngulo isbsceles da

-L-rﬁ

2. Se, na questio anteriol;‘ a=2,qu
do perimetro do tridngulo?

i o d
o de uma expressio literal, o perimetr

!

o retdngulo:
3. Representar, por mei

»®

4. Idem, do retdngulo:
-




e e

PRATICAS MODERNAS — Gruro 23

Exﬂciclos-modélo.
1. Dec‘lda se é b 1 m T meiro caso dal uma
. ou Cada uma das i
: Segumtes sente cas, NO prl' i

io das i ¢
gl.ll"ldo, um contra-exemplo: Propriedades estruturajs das operacdes e, no se-

&

Temos:
T
v 8x 4+ 2x = 10x (= signifi
7 = significa que esta i
p.d.m. ¢ - Al et dﬁuida'{;ms escrevendo o sinal
N (8 +2)x = 10x
10x = 10x

Logo: Vx, Bx + 2% = 10x & v

2.0) Vi 2d+3(a+5) =5¢I+3

a:
Temos: ]
. 2a43(a +5) o
pdm. ¢ ik, i
7
> 2a 134 418 5a + 3
p.d.m. < \ ?
NQ2+3)a+15= 5a + 3
?
5 l5a+15=5a+3
Entdo: seri que para Va, 5q 4 |5 =? 5a + 37

% NZo, pois se
y no lugar de q f§ :
t colocado 0, te
» LEI€mMos um contya
-exemplo:

15 =3 (F)

‘Logo: Ya, 2q +3(a +5) =54 +3éF

3.9) vm, 5(m -4) = 20m

Temas: §
v 3(m . 4) = 20m
pem. ¢
\,\ ?
2 3@ . m) =20m
p.a.m. <

2
NG5 . Hm = 20m
20m = 20m

e e

Logo: | vm, 5(m .4) =20m é V

4.°) | vx, vy, va, vb, (_—;—xy) . ("10ab) = S5xyab

Temos: g ?
// ( —z—xy) . ("10ab) = 5xyab

p.a.m. e p.c.m.

4

7
x (10 . yab) = 5xyab

— Ml—

p.a.m. e p.c.m.

iy

'd
T

> (-10 . x . yab) = Sxyab

N N
il

p.a.m,

= 7
N —21— .10 (xyab) = 5xyab

5xyab = 5xyab

Logo: | vx, vy, va, vb, (_—,}xy). . (~10ab) = Sxyab é V

5.%) Se vocé adicionar 3 a qualquer niimero real e multiplicar a soma obtida por 2,
entdo o resultado é o ddbro do niimero escolhido, mais 1.

A sentenga matemdtica correspondente é:
vx, (x+3)X2=2x+1

Temos: . ?
v (x4+3)X2=2x+1
b
p.d.m. { 2
>x.2+3.2=2x+l
p.c.m. <

?
N2.x+43.2=2x+41
7
2.x4+6=2x+1

Logo: vx, (x+3) X2=2x+1¢F
Contra-exemplo: se x =1 == 2 X 14+6=2X1+41
24+6=2+41
8=3 (F)

2. Diga qual a propriedade estrutural dos nimeros reais que permite afirmar serem
verdadeiras as seguintes sentengas:

1.%) va, vb, a+b=>b+a é a p.ca,

S2.8) Yx, Wy, Yz, (& .y .z=x.(y.2) é a p.am.

3.8) wt, t+2)+5=t+2+5 é a pa.a.

4.2) vm, m . (m + D=m+1) .m ¢éapcm.
53



50 vp !
% p+0=
b é a en.a.

6.»
T;VQn I.q:.-g_' g
A va, .n.m

’ a+(_a)=0 . .
84 Vx, x #0, xX-— = ¢ a e.i.a. (ou existéncia do oposto)
98 v nd =4 € a e.im.
- r’

~ 4. (r+3)=4.r+4.3 ¢éapdm

10.“‘) Vx,

2x
2x+DBx+7 =2x . Gx+7+1.63x+7 éapdm

LEMBRETE AMIGO

As segui
ntes sentengas ;
: matem
estruturais dos ntimeros reais: emdticas traduzem propriedades

\3!;, :z, Y¢, (a+b)+c=a+(b+c¢) paa. (A) )
r : a+0=a
e d ena. (N) | Grupo
" vé ) a+(-a)=0 sha. @) [ oo
, ¥, a+b=b+a p.ca. (C) e c
:;1, Vb, V¢, (a.b).c=a.(b.c) p.am. (A) | *
s N ( R .
y 1 a enm. (N) Grupo 5
a, a0, ‘a.— = d
a.—=1 e, gy [
Va, Vb, _ diob=N, o p.cm. (C)
Va, Vb, V¢, a.(b+c)=a.b+ta.c p.dm. (D) ‘

Tenha sempre
: presente que: e
conjunto R uma estrutura de ncgi;‘:)np’ropriedades ddao ao
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1. Decida

demonstragdo, (por intermédio das proprie

gundo,

18 wvx, 2x + 3x = 5%
22) vx, x # 0, 2x + 3x = 6x
3%) va,3 .(a.4) =12 .4a

8.") vm,

EXERCICIO DE FIXAGAO — Grupro 24

se ¢ V ou F cada uma das seguintes sentengas. No primeiro caso dé uma
iedades estruturais das operagdes) €, no se-

um contra-exemplo:

4.%) va,3.(a.4)-——-a.12
55 va, a #0, 3. (a@a.4) =Ta
6.%) vx, Y¥, 3x . 4y = 12xy

7 va, vb,5(3a-2b)—2(2a + b) = 1la—-12b _
Lup-m= S ©128) vx, x#0, vy, 2x+3y - (22— 4y) =

2 A —ax ATy
13.5)" vx, vy, 2% + 3¥ - (2x - 4y) = Ty

92) vy, 8y -8y =0y
10%) “wr, 127 - 2(3r + 4) = 6r +8
115 wb, (b+3) X2=2X%X(b+3)

14.2) vm, vn, n#0,m-n- (m + n)=2n
152 vp, p#0, Y4 q#0, 2p + 3(p +
+2¢9) = 5b + 54

e multiplicar a diferenca obtida

16.*) Se vocé subtrair 2 de qualquer ntimero real :
pelo nimero escolhido, menos 6.

por 3, entdio o resultado serd o produto de 3

17.5) Se vocé dividir qualquer namero real por 2
tado, entdo obterd o nimero e

18.) Se vocé adicionar 4 a qualquer ni
o resultado serd o produto de 2 pe

; e 1
e a seguir adicionar —- ao resul-
scolhido, acrescido de 1.

mero real e multiplicar a soma por 2, entdo
lo nGmero escolhido, mais 4.

195) Se a e b sdo quaisquer nimeros reais, entio:

20.») Adicionando-se um nimero real

3a . (2c) = 6ac

qualquer repetido em trés parcelas, obtém-se

o triplo désse namero.

2. Diga qual a propriedade

estrutural dos nameros reais que permite afirmar serem

verdadeiras as seguintes sentengas:

L) wm,
2.2) va,
3is) v,
4.8) wb,
9.8) va,
10.8) vx,

3. Demonstre,

58) vn, n .(n=-1) = n-1 .n

62 vy, (3 +y=0

7.4) vr, Vs, Vi, T+ s +0=(+ s)+t
8a) vp, 203.p) = -2 .3)p

mitn=n-+m

(@a+5 xX2=2X(@a+5)
x.l=x

0+b=0»

wb, V¥, alb +¢) =a.b+a.c
(4 + 3x)(2x + 5) = 4(2x + 5) + 3x(2x + 5)

usando as propriedades estruturais das operagdes adicdo e multiplicacdo

no conjunto R, que:

1.9) va, vb, vc, ¥x, ax 4 bx +cx =(a+b+ co)x (E.xercicio—modéio)
Temos: ax 4+ bx 4-cx = (@ + bx +cx = (p.d.m.)
= [(a+b) +cx= (p.d.m.)
=(a+b+o)x (p.a.a.)
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2.°) ¥m, vn, vp, vy,
3.°) va, wb, vx, vy,
4.°) va, vb, vx, vy,

my +ny+4+py=(m-+n + Py
ax + bx + ay + by = (a + b)(x + ¥)

(ax)(by) = (ab)(xy) (Exercicio-modélo)

Temos: (ax)(by) = axby = (p.a.m.)
= a(xb)y = (p.-a..m..)
= a(bx)y = (p.c.m.)
= abxy = (p.a.m.)
= (ab)(xy) (p.a.m.)

5.°) Va, vb, vm, wn,
6.9) vx, vy, vz, Vi,
7.°) va, vb, Ve, vd,
8.°) va, wb, vx, vy,

(an)(bm) = (ab)(mmn)
(xy2)t = (xt)(yz)
a(bd)c = (ab)(cd)
(@a+x) 4 (b +y)

(@ +b) + (x + y) (Exercicio-modélo)

Temos: (@+x) +(b+y) =a-x +b+y= (p.a.a.)
=d+(x+b) +y= (p.a.a.)
=a+b+x)4y= (p.c.a.)
=a+b+x+y= (P.ﬂ.ﬂ.)
=(@+0b) + (x +y) (p.a.a.)

9.9) wva, Vb, vm, Ya,

(@a+m) 4 b+
10°) vx, vy, vz, wt, g o L)

@+ + G+ = +y) + @+

]

TESTE DE ATENCAO — GRruro 25

- A medida em metros da base d
) : se de um ret4 ividi
partes (vide figura). A medida da altttr:rgug? il‘f‘!ﬂ r;'n'-etzr)c;s Aﬂbase PSRN

Diga quais das sepy;

t : i
dngulo: » €M m?, a drea désse re-

3.4 a? - 2a

» demonstre que a drea désse
+ xn) metros quadrados,
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2.2 Parte: - técnicas de simplificagao
- técnicas de fatoragao

Técnicas para o calculo algébrico

I. Outras técnicas para o cdlculo; disposigoes praticas

J4 foi ressaltada a importincia da presenga dos gquantificadores nas

sentencas que envolvem expressdes literais. Agora, serdo mostradas algumas

técnicas com disposicdes prdticas que também podem conduzir o cdlculo.
Seja adicionar expressoes literais, dadas pelos exemplos:

I°) 3a +26-8 e Sa-b+1
Disposicdo prdtica:

3a+2b - 8
+2!— b+ 1
8a+4+ b -7

Nota: Os térmos semelhantes sdo co-
locados na mesma coluna.

2
2.0) —21~x'~’y—y+3x e —x+—§y+x2y"5

Disposi¢do prdtica:
—?I:x-"y' -1y + 3x
+  1x?y + %y - Ix-5

T y + 2x
& Pira subtrair 4m?—3n + 1 de 8m?* + n- 5, temos:

Disposigdo prdtica:,,

8m2 4 P ) NoTa: Foram trocados os s_z:nai:s dos
7 e . ( .. térmos que compdem a expressdo literal
- E?Li‘__"_____é - subtraendo.
4m?* + 4n - :
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P r— B e o T T R E e s

Para multiplicar expressdes literais, consideremos os exemplos: Usando disposicdo prdtica, temos:

1.°) =3a por 5 Temos: —3a X 5 = —15a -7a3 4+ 5a2- a-+8
2.°) —3a® por 5ab Temos: ~3a®XS5ab=-15a%b (lembrar que: a*.a=a%) 202~ 3a - 1 e o
1 , 2 )
3.°) —xy? por 3x3 e -14a% 4 10a* — 2a® + 16a* ®
)‘ 5 %y* por 3x%z e o resultado por = 354 288 1 543 = .40a ® : : b
1 1 1 =~ Bgi+ el e o o o
e I 3 A 3o 3
Temos: 7%y X I3z X 4 —7X3><-Zxxiyzyz=._8_x1y.iz Z14a® + 4544 — 200" + 164 — 39 — B . e & 8 8he
4.°) 2a* por 4a3 - 542 + %a -1 7.°) (3x—y) por (x + y) e o resultado por (2x - 3)
Temos: I b Termio: (p.a.m.)
L. 1 N/ | (Bx—y).(x +¥).(2x=5) = [3x~¥) . (& + )] (2x-3)'= (P'd'm‘)
2a2 X (4(13 =548 o —g— 1) = 8a® - 10a* + a3 - 2a® (p.d.m.) = [3x2 + 3xy — yx - ¥*] (2x—-5) = p.d. R
' 2 N — 6x3 46x2y — 2yx2 - 2xy* - 15%2 - 15xy+3y%+5y° |
. PN 2 7 a i A e _
Disposicdo prdtica: ' il ” — 6x3 + 4x2y — 2xy% — 10xy + 5y2 — 15x?
’ 1
Bl 2 e @ Y —
. ggz 52 = 7a-1 . . - : 8.2) 4x73y por 2x%y”} gx—! :
. e -3 Bk = GO It =By 90 = B
: x X 2x%y y
8a5 — 10a* + a3—2q2 : Temos: 4 i (
50°) Tx +2 por 3x2-5x 41 AR I V2. a_ T antm
Temos: Temos: sanx V2.ar=5V2.a
(7x 4+ 2).(3x% - 5x + 1) = Tx(3x2-5x + 1) + 2(3x2 - 5x + 1) =(p.d.m.) I Para dividir, observemos 0s exemplos:
= 21x% - 35x2 4+ 7x + 6x2 - 10x + 2 = . |
; : P 0
= 21x% —29x% — 3x + 2 Ls) 4g® por 24 (a=0) " -1 = a2)
: : Temos: 4a®:2a = 2a° (lembrar que: a°:d = d™" =
Se quiser, vocé poderi usar a seguinte :
3 3
Disposicdo prdtica: o4 ﬁzila_ vl
3x%—~5x + 1 e o o )
>< ! 7x + 2 . ’ 2 Q) —_l__x2y52 po]_’ 3xy2 (x ;'f 0: y ?é (j)
= & 2 7
2143 - 352 + 7x B
6x2 — 10x + 2 e o o Temos:
e o o ' =i B Aoty [ atilivar & -_l-'S———]—><i=—i
21x3 ,__299:2&_ 3.?2 + 2 = " R : __2_x2y5z s 3xy = ny'z emprar que. ) = ) 3 6
6.°) 5a2~7a3 4 8 — - '
-.i— —d  por 5a + 2a2 -1 ©3.) 6a% por 2a5 (a # 0)
Nora: v Sy 4 ' oL ! g - =
decresceno;z: (oirﬁzﬁeﬁezidzﬂ;egsa Z’:P;eﬁf:s d";'-‘g;lﬁtxggnfécicslso.putéﬂcias indicadas Temos: 6a2b:2a® = 3a~3b (lembrar que: a? 1 ad = q2% = q73)
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essdes literais:
4.0) ab? por ab? (ﬂ 7= 0, b £ 0) i . 3. Zaiazzaie;zpiéz; g
Calcule: (A -B) + (C-D)

. = C - D) esta indicando,
5.°) 5,1a3h? por -3 e el;qo[{:i 4(_/12_1322?_((“2_&, e) + [las -
Y = a?-2ab +b% Z=a’-b?

C = q?=b% +¢c% D=d*+ct-a?
. 2 L S =

Temos:  ab? : ab? = 1| (por qué?) simultineamente, adicdes e subtracdes,

b B - (0% + €2 ~af)

Temos: 5,1a%b2 ;-3 = ~1,7a3b? 4. Sabendo que: X = a® + 2ab + b%;

.30 X—(Y-2)
' + . 1o 7. 20 X-(Y+2); 32 X-=(
6.2) (6a®-3a2 +4a) por 2a (a5« 0) . Calcule: 1) X + Y + Z;
. 7 3 } b a8
Temos: (6a°~3a> 4 4a):2a = 6a%:24-30%:2a + 40 :2a = (p.d.d.)(*) g ,Sqalie':coa oet sy Bt GEsAndels A c(;+3z'; +4x:; -;i(—B—C)
- '--.. . : ’ 2.0) A + B—’C 3.0) — .
= 3g% — %a e g Calcule: 1) A +B+C

' 6. Efetue as multiplicagdes:

70) (5x*" + 3x" %% por x2 (x s 0) ; 14) ~5x2 X 2x?

11.4) ab X (a* - b)

) 24 — '9') X_3x}'
Temos:  (5x2" + 3x" — x2) : 52 — 5x2n-2 + 3x+2-1 TRy

=

2.8) 4x2y? X -“\‘—:vc"y2

: ; 2 _n3) X 5m3n?

Para calcular a poténcia indicada, como, por exemplo: (—3a?%b)3, ) 3.8) 3 asp2 e 3 opa % 8¢ 13.8) (m®-3m?2n +3mn5 n?) :

temos: (—3a2b)3 = —274%p3 u % 3 14.9) (.:—aﬂc + -;-bc + T“bc) X a*be
154) (3% + DX (et=x ] B
16.4) (5x2 —7x® + 8-x) X (5% + 2x*-1)

; : y 3 = n 2 3¢ 2a3b X S5ab?
Também: (ax™3)2 = g2x—6 (x #0) e (2573, 9273 =273  x9 , y° 0 4.1 0,5a% X

54) 3x™ X 2x6

! A 6.) ax™ X a2x™ ¥ adx =
EXERCICIOS DE FIXACAO — Gruro 26 P 170) (%2 + 92 +x3) . (&2 + 52— %)
= 70) 3a2 X V2 .a X = ’ i '
1. Efetue a adicdo das seguintes expressdes literais: . . i 5 18.2) (3at-5a®+2a2+8a-1) . (a2-2a+3)
8) x—2 Xy ¥ 2
1%) 2b+5c-3a e b-4c-2a l g ; ’; ’ z’(‘w 3’4a2 e 19.8) (~3a2+2ab-b?) . (3a®+2ab-b?)
Mt a= S

3 1 —a+b-+c)
a) = e —_— . a —c)a-b c).(a
2.9) 5XY-4x +y e 2x%y + 5%-3y +1 i 22 (1_33‘:4 ;x) 20.8) (a + b-o)( =
32) x3-x2 4 x; 2x-x2 }5x3 e 2x2% - x 4 5x3 3

) Rx-(x +3y) . @4x +)
4.2) b2 + 2bc +c? b2-2bc-c2 e -—ph2 + c2 Al . )
3 P 1 . i divisdes:
5.) gg2 _E_b_; a? —-]—a"‘b +1 e ‘_.l_a3 +5a’b—£ s, i g 6.) 4a®:3a® (a #0)
AN 5 2 4 3 1.8) 8x3:74x (x #0) 3 35 : 2a%h0 (a =0, b = 0)
1 x? : 2 2.%) 3a2bt :5ab® (a # 0, b = 0) B
6.%) x2~y2+—2—; 2y% 4+ 3x2-1; 7—14—33:2 e 3x2—-y2+-§- ) 2

b _1_ nt1 . .Lxﬂ (x # 0).
3.) "2x3y? : 73 Qe 2 '
2. Efetue as seguintes subtracses: 45 mninm (n#=0, m=0)
4 . : p ; i = 12x
l.“) a2—62 de 3q2 + b2 5-“) 9x" - x2 (x = 0) 10. ) (4x2 2-"5}')

11.2) (3adht + 6a2b? —9ab4) :3ab? (a » 0, b # Q)

: 2 3 L 0, y £ 0)
12.7) (—5-x2y +—Ixy2) : (zx}’) (x#=0,y

9.y 2q™+3:3amt4 (a #0)

22) 5%2-3xy +2 " de 8x2 + 4xy -5
3%) Fab +2b de b + £b

- 1 2 1 2) i 5xy (x =0, y > 0)
4.2) xzy—?x?’ hp de TXYY +xy? - 4y2 13.2) (25x43’3"l'_5_x3y4+10x2}, ) xy (

45) (azn b+ a2n—1 | b2 _azbﬁn) :ab (a = 0, b #= 0)
(*) p.d.d.: propriedade distributiva da divisdo (s6 nesse sentidol). 14.%) (g y :
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8. Calcule as seguintes poténcias indicadas:
1.%) (5x2y3)2
2.%) (2a2b3c)s
1 4
3. (—2— asz)
4. (3a"p™)2

5.5 (ax™2)3 (x 5« 0)
6.") (3as | b2)™2 (@ =0, p = 0)
=1

7. (_;_x"l y y"l) (x 5= 0,y #0)
8.%) (Bx")In (y 0)

28 (x* . y® 2207 (x e 0,y %0,z =0
TESTE DE ATENCAO — Gruro 27

) o cﬁ'c.is:mva a expressdo literal que representa a drea de cada uma das seguintes figura.'_z
1.5) 29

3.

62

- hr—4 . 'l 4 L ¥ ]
2. Técnicas usuais na multiplicacdo; “‘produtos notdveis

| iplicaco ‘ des literais — comumente chamadas
Algumas multiplicacdes de expressdes lltgrals _
de "pro%iztos notcfuef's" — sdo efetuadas mediante técnicas que se guardam

facilmente de meméria. Sio elas:

L)y | (@402 =17

Temos: (a + b)? = (a + b) (a + b) ou: a +b

a(a + b) + b(a+b) (p.d.m.) a +b

= a? 4 ab + ba + b? ¥+ db

= a? 4 2ab + b* PR

a? + 2ab + b?

Il

o

va, vb, (u + b)? = a® + 2ab + b* ‘

Logo:

que permite dizer:

5+32=52+2X5X3+3°
(x+y2=x2+2XxXy+y

A m\? m 25
(—';-+3n) =(—2—)'+2X—2-X3n+(3n)

Exemplos:

me
s 4

.iﬁ+ﬁ)==.(~13)2+:i><ﬁxﬁ+(ﬁ)2=.'_3+2><ﬁx
XVE42=25+298

+ 3mn + 9n?
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TESTE DE ATENCAO — Grupo 28

1. Observe as fi T
de lado o po.;g_;larz:soabaalexo. a do lado esquerdo ¢ um quadrado de (a + b) unj
tem o mesmo quadrado p,:)F:-réfzsig que ddé a sua drea € (a + b)2: do outro )Icltlc?(;dadeg
= 4 art . r vac
tivamente, e os retingulos de df_’e;s: (Lf-’)r(nbdc:sbq;agrados de dreas a2 e b2, respec-

Qual a senten ;
: ca matem s
désses dois quadrados ? dtica (generahzagao) que traduz a igualdade das Areas

f AN
S
e e
ar | llb.a
/| |

37=-=(3o+7)2=-3o=+2x30><7+7==
= 900 + 420 + 49 =

= 1369
2.2) ,(a-—b)2 =7
b Lo P
Temos: (a—b)9=(a—b)(a—-b) = ou a-b
=a(a—b)—-b(a—b)= ; a-b
=a?—ab—ba + p2 =
= a? - 2ab + p2 L
— ab + b?
| 7 | : a? —2ab + b2
Logo: Vva, vb, (a—!;)3-—-(:;2—2ab~f-b2 ‘
64

| que permite dizer:

O quadrado da diferenga indicada de dois nGmeros

quaisquer é igual ao quadrado do primeiro nimero,

menos duas vézes o produto do primeiro pelo segundo
nimero, mais o quadrado do segundo ntimero.

Exemplos: (5-3)2 =52-2 X5 X 3 + 32
2 E 2_ 24,)2 2 2 2 e
(Bxym—sh) = (3x2y)2 -2 X 3x%y X 5 +(5).—
a2 12 2, 4 4
= Oxty ——s-xy-l-zs
3.%) [(a+b)a-b) = ?‘

Temos: (a + b)(a—b) = a(a—b) + bla—-b) = ou a +b
=a?-ab + ab-b? = a —-b
=g a? + ab

—ab
a2

Logo: Fa, vb, (a+b)(a-b)=a?-b?

ou seja:

O produto da soma indicada pela diferen¢a indicada de
dois ntimeros quaisquer é igual ao quadrado do pri-
meiro niimero menos o quadrado do segundo ntimero.

(5+3)5-3) =52-32
| (2% + 3y)(2x - 3y) = (2x) - (3y)? = 4x? - 9y?
(V2+DWV2-1)=(V22-12=2-1=1

Exemplos:

65
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Sugestdo: Observe o que resta da fj
subtrai o quadrado de 4rea b2

2. Vocé pode determinar o produto da soma pela d
o lépis e o papel. Suponha, por exemplo, a multiplicacio de 31

vem:

fa-Tb) ‘ a(a-b)
a2 .
a
b b2 b(a-b)
= o—b —De——(ab)}—

31 X 29 = (30 + DEO-1) =302_12 900 -1 = g9g
célculo que poderi ser feito ‘“"de cabega”,

12) 3 +2)2
25) (2x + 5y)2

d\ 2
3.0 (3::2 + 7)

4% (x + V3)2
52) (V5 4 V8)2

6. (8-1)2

7.8) x_%‘)z

. Efetue as seguintes multiplicacdes usando a técnica dos

EXERCICIOS DE FIXACAO — Grupo 30

“produtos notdyeis":
1 2
a -
8.2) (Zx“y 4)
9.4) (y- V5)2
10.4) (Va- V5)2 (@>0, 5620

11%) (4 +3)(4-3)
12.2) (522 + 1)(5x2 - 1)

59 (3 +¥8) (2- v3)
142) (V7 + n(v7 -1
15.2) [(m + n) + a]((m + n) - q]

66

iferenca de doijs nimeros dispensando
Por 29. Como:

|y

: G as dezenas e
2. Determine 6 quadrado dos seguintes niimeros, decompondo-os nas su
i unidades: ) ¥yt
Le) 32 2°) 43 3.%)515 4.°) 24 5.°) 159 )

£ )
umero que se de € somar a 3 para se Obte! (o] quadlado de (3 + 4 i
3 Qual é on v 2 + 4: |
| ; Qual O nu Vi m?2 + n 2 ter o quﬂd!ado de ("i el ﬂ) 1
mero que se de € somar a para se Ob

5. Faga “de cabega' as seguintes multiplicacdes: Y,
L*) 21 por 19 2.) 51 por 49 3.4) 201 po

‘plicacd SUAts nomios
3. Cubos e multiplicagoes usuais de bin

Para o cdlculo é atil. conhecer-se ainda:
) 1 i 1 T
O cubo da soma de dois niimeros quaisque

Ya, ¥b, (a + b)? = a3 + 3a?b + 3ab? + b3

pois: et B
iy Ea‘~’+2ab+b2)(a+b)-—- ’ o
a3 + 2a% + b%a + a®b + 2ab? + b3 =
a® + 3a2b + 3ab? + b3

It

]

O cubo da diferenca de dois niimeros quaisquer:

Va, vb, (a—b)* = a®—3a2b 4 3ab? — b3

l Va, vb, Ve, ¥d, (a + b)(c + d) = ac + ad + bc + bd

O produto da soma (x + a) pela soma (x + b):

vx, Va, vb, (x+a)(x +b) = x2 + (a + b)x + ab

facilmente derﬁonstréveis usando-se a propriedade distributiva da multi-
plicagdo em relagdo a adigdo. ;
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TESTE DE ATENCAO — Gruro 31

- A base do retdngulo da figura ao lado est4
dividida em dois segmentos de compri-
mentos a e b unidades, respectivamente.
A altura também estd dividida em dois
segmentos de comprimentos ¢ e d, res-
pectivamente. Pergunta-se:

1.°) quais as expressdes literais que des-
crevem os comprimentos da base e
da altura;

2.%) idem, da 4rea de cada um dos quatro
retdngulos que compdem a figura;

3.°) qual a sentenca matemética (é uma
generalizagio) que traduz ser a 4rea
da figura de dimensdes (a +b) e
(c 4+ b) igual A& soma das dreas dos
retingulos que a compdem.

- a

Efetue os seguintes cubos, aplicando resultados ji conhecidos:
LS) (x4 ) (izc' = I) -1 58 (3_1_.%’_) 3
2°) (2a + 3b)3 4.9) (x—y)? 6.°) (mn-1)3
3. Efetue as seguintes multiplicagdes, aplicando resultados conhecidos;
12) (x + y)(m +n) 3.8) (x - %) (y 4= %) 5.5) (x 4+ m)(x — n)
22) (3a +2b)(5¢ + 4d)  4.) (x-y)(m -n) 6.2) (5a + 3)(5a - 3)
PRATICAS MODERNAS — C;§UPD 32
Exercicios-modélo .
Demonstre que:
1. va, vb, v, vd, seb#Oed;éO,entio:—g-X§=:::;

c

d

Temos: % X (a X b1 Xiew 8- =
ﬂXb“Xc){d—l=
axXeXbl xd-1 =
(@aXc) X (b~ Xd-1 =
=@Xc)X(bxd-1=
e 8 §

T bxd

Il

]

It

68

(lembrando que % =a.b~") (pag. 25)

(p.a.m.)
(p.c.m.)
(p.a.m.)
(P4) (pag. 26)

3 5 3515

Aplicacdes: 1.%) T X 7 "ax7 28

3a , 5a 3a X5a _ 1542
2%) 35 X7 ~3b x 7b _ 28b°

x-y _bix(x-y) _b¥2-bly . .,

b2 x =
3) X5 X " 3.5 .84 120a
a C_Cld+bc
2. va, vb, Ve, vd, se b %0 e d#0, entdo: —b—+d——_—bd

Partindo do segundo membro:

W Abe _ (ad + be) . (bd)t =
L : P4)
= (ad + bc) . (b~ .d™1) = (
= (ad)(b=" .d=1) +(bc)(b='d~Y) (p.d.m.)

= add-tb-1 +bb"'.cd ! = (p.a.m. e p.c.m.)

=a.l.b"t+1.c.d”! =

= gb~! +cd-! = (e.n.m.)

a [

rado.
obtivemos o primeiro membro. Logo, estd demonst

3 5 3X7+4%x5_21+20_ 41
Aplicacges: 1.0) T+7= 4 X7 28 28

3a  5a 3aX7b-+4bX5a 2lab A 20ab _4lgh _4la

2% 5t = 4bx7b 2867 2867  28b
2-3 , 1-x_6(@2x-3)+4(1-x) _12x-18 +4-4x _
W ETET T 4%6 2%
8x-14 =2’(4x-7)=4x-—~7
Y 4 12
va, vb, vc, vd, Ve, Yf, se b =0,ds=0, f=0, entdo:
2 : : a c e _ adf + bcf + bde ‘
R e e bdf
4,8, ¢ (5.5Y 480 e
Temos: F+F+7_(b+d +f (p.a.a)
ket +< = (resultados anteriores)
bd f
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(lembrando que d.d~! = d'~! =do=1)



_ (ad + bo)f + bd(e)
bdf =

- 94f + bef + bde
if

Aplicacpes:

TR
s T5°7

1:%) 5

3 R |
Temos: — 4 = -—
mos 2 + 53

1

Teﬁos: B opi e +

x+4+1 x-

(idem)

(p.d.m.)

_3X5X2+4X2X2-4X5X1_304+16-20_
4X5 X2 -

(x =1, x =~1, x »=0)

1 x

x?1-x-x3—x 4 x2-]

1 _1@-Dx-1(x+Dx+1(x+1)(x=1)
(x4+1)(x-1)x =

_x’—lt—l

(x3-1) x

(a0, b0 c=0)

+.3-b _ (ac)(ab)(b~c) + (be)(ab)(c—a) + (bc)(ac)(a-b) L

y-2x

4. -
) 3x 5

ab

_ (abc)a(b - ¢) + (abc)b(c - a) + (abe)c(a - b) L

(be) (ac)(ab)

=3

(abc) . (abe)

Laber . [a(b—c) + blc~a) + cla- b)] A

_ ab=c) + b(c - a) # ca—b)

{abey . (abc) .

5(3x) -1 (y-2x) =

Temos: 3% _y-2% =
1 5

1 X5

abc

15x-y 42« _lx-y

5
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EXERCICIOS DE FIXACAO — Grupo 33

1. Efetue o cdlculo indicado nos seguintes grupos de expresses literais:

2a  ~3a n? m _n+m ay X2 1
a) 1-‘)5—b>< 76 3.‘)TX'4—X 5a 5'J5:c—lxl+3}’x4
4x  x 1 a ~b 1
2_n st e et R —_— 6.') ——Xﬂ'-f-l
) 5y X8y X2 N TFE X a+1
A oo3x 2% X o Xty x-y 9. y—z+x—-y+z—x
b) 1») 7+-3~—-5— 5.2) —t + 5 ) yz xy xz
- L A e 2 iy DR N
2)—_4 + 6 . 6')a+l+a—] a ) m-n n+m
54 a-b o0 9 a3 U6 WA
) = n _— II-)
& e i L
d-3 1-a? ,a+2 1 SragAL, el
4') 2c + 3 E o 1 8-“) a2 + 2a _2 12.7) a-=1 +a+l
m-+n n
13.2) m — 2 +3
2. Demonstre que:
- i i eiop
1) vm, Va, Vp, Vq, sen =0 e q#0, entdo: =T q nq
Sykdler w0y XX
2_0) Vx, vy‘ v, vb' se y #0 e b ;’50, entao: ? X b -y Xb

Simplificacio de expressdes literais — fatoracdo

4. Que é “fatorar” uma expressao literal?-

No desenvolvimento do cdlculo com expressﬁes literais & sempre
conveniente trabalhar com expressdes literais equivalentes, escritas de
maneira mais simples, isto &, simplif_ica.das. te € o objetivo da fato-
racdo de uma expressdo literal, que s!gnlfica também decompé-la em um
produto de expressdes literais mais simples. |

As técnicas de fatoragdo — baseadas no uso das propriedades estru-
turais das operagdes — dependem do conjunto de onde os fatdres podem
ser tomados e da aplicagdo que se ird fazer da expressdo fatorada. Tais
técnicas costumam receber nomes especiais, que serdo destacados nos

exercicios que se seguem:
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1. Por _"e_m evidéncia”': E a aplicacdo da propriedade distributiva da
multiplicacdo em relacdo a adicdo (e subtracio). Exemplos:

3a+2a =3+ 2a = 5a
ou 3a 4+ 2a = a(3 + 2) = a5 = 5a

e diz-se que o fator a foi pésto “em evidéncia’’. Da mesma forma:
4

5 5 5
em —,;‘,—:vc2 + 7}:2 = —_f-(ac_‘«’ + y?) o fator —;— foi posto ““em evidéncia”
em b-b% = b(1 - b2)
em x2y —xy? = xy(x —y)

o fator b foi pésto “em evidéncia”, e

os fatéres x e y foram postos ‘“‘em
evidéncia’'.

Como vocé ‘‘descobriria” o fator que deve ser pdsto “‘em evi-
déncia” na expressdo literal: 8x3 — 6x2?

Numa vista geral vocé ja pode pér o 2 em evidéncia, que é um
fator comum aos térmos 8x% e 6x2. Entio:

Bx?® — 6x2 = 2(4x3 - 3x?)

Pode ser que para a finalidade desejada essa fatoragio ja satis-
faca. Caso contrério, vocé ainda tem em 4x3 — 3x2 fatbres comons
(o x2, por ex.). Logo:

Bx3 — 6x2 = 2x2(4x — 3)

e a fatoracdo esti completada.
fatéres comuns, basta determinar
que compdem a expressdo literal,
desde g .o Série ‘Ginasial:
dos menores expoentes.

Para vocé conseguir de uma vez os
um maior divisor comum dos térmos
usando a mesma técnica conhecida
multiplicam-se os fatéres comuns afetados

Assim, na fatoracio da expressdo: 4a’x3 — 6atx? 4+ 18a°x, 0s
fatéres comuns sio 2, a3 e x'. Logo:

4a3x3 — 6atx? + 18a5x = 2a3%(2x2 - 3ax + 9a?)

Também:

Agora, dois exem

: plos nos quais se péem fatdres “‘em evidéncia’
POr mais de uma vez: P
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l.°) ax + bx + ay + by .
pondo-se x ‘‘em evidéncia” nos dois primeiros térmos: x(a + b)
pondo-se y “em evidéncia” nos dois Gltimos térmos: y(a + b)
entdo: ax + bx + ay + by = x(a + b) + y(a + b)

e pondo (a + b) “‘em evidéncia”, vem, finalmente:

ax + bx + ay + by = (a + b)(x + ¥)

2°) mn—-2n-6+ 3m
agrupando os térmos com fatbres comuns € procedendo como
no exemplo anterior:
mn-2n-6+ 3m = mn-12n + Im-6 = |
nim-2) +3(m-2) =
(m-2)(n + 3)
“Diferen¢a de dois quadrados’: E a aplicagdo. do resultado ja
conhecido: '

Il

va, ¥b, a?-b* = (a+b)a-Db)

E : x2-y2 = (x +)x-)
xemplos 1604 — 4b% = (da? + 2b)(4a? — 2b)

NOTA IMPORTANTE

de uma expressdo depende do conjunto (consi-
no qual serdo tomados os fatbres e da apli-
Assim, por exemplo, fatorando 20:

Lembre-se de que a fatoragdo
derado como Universo dg trabalh?) 1o
cacdo que se deseja dar 4 expressdo fatorada.

no conjunto Z, vem: 20 = 4X5=22X%X5
1
=

no conjunto R, vem: 2 = Y20 V20 (por ex.)

X 40 (por ex.)

=

no conjunto @, vem: 2

’ 1 : S BT ]
O mesmo ocorre com as expressoes literais. Seja, por €x., fatorar :

sabendo-se que os fatOres pertencem
ao conjunto Z, vem: 2x2-1 impossivle]
- 2 . —
ao conjunto Q, vem: 2x2-1=2(x 2)
sgt=1 = (V2. 84 D(Zix~-1)

ao conjunto R, vem:

Salvo informacio contrdria, vamos supor como nosso Universo de trabalho

0 conjunto R.
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4.

Outros exemplos de fatoragio da “diferenca de dois quadrados’™

(@+b)2~c2 =[(a+b) +cla+b—cl =(a+b+ca+b-c)
100m8 — 50n8 = (10m3 + V50n%)(10m® — V50n4)

As vézes ocorre poér “em evidéncia'' antes, como, por exemplo:
ax?—ay? = a(x? - y?) = a(x + y)(x - y)

““Quadrado da soma (ou da diferenca) indicada de dois nGmeros’’:
suficiente lembrar os resultados conhecidos:

Ya, Vb, (a + b)? = a? + 2ab + b® e Va, Vb, (a-b)* = a* —2ab + b?

pois as expressdes que satisfazem o segundo membro de cada uma
- ‘e

das igualdades acima, podem ser fatoradas, ‘‘voltando’ para o pri-

meiro membro. Assim:

x4 2xy + 32 = (x+? e 4a®-12ab + 9b% = (2a-3b)?
i e £
A a0 A v
N NG
x|y i 2a|3b
2XxXy=2xy. 2 X 2a X 3b = 12ab

Contra-exemplo:  4a®? + 10ab + 9b? = ?
4. T CEE
PR
G "
2a | 3b
2 X 2a X 3b = 12ab

Expressio da forma: x? + (a + b)x + ab. Como:
(x + a)(x + b) = x2 4 (a + b)x + ab,

basta “voltar” do segundo membro e fatoré-la no produto das ex-
pressGes: (x + a)(x + b). Exemplos:

1°) x2 4 5x 4+ 6

Sdo procurados dois ntmeros (a e b), cuja soma é 5 e o produto
6. Lembrando que o ‘produto positivo (*6) exige que ambos OS
fatéres sejam positivos ou negativos, temos as seguintes possibi-
_ lidades:
: Fl e e “ou ~ 717 =0
2 et 3) o =2 e =3
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Sendo a soma (+5) um namero positivo, 0s nimeros procurados
sé podem ser: *2 e +3. Logo:

<2+ 5x+6=(x+2)(x+3

2.°) a?—a-20
Temos: produto: ~20 (negativo); logo, 0S fatbres tém sinais dife-
rentes:

1e+20 —2e*l0 “4e*5
+1e-20 *2e~10 +4 e =5

f v +H4ie =S
soma: —1 (negativo); portanto, 0S nlimeros s6 podem Ser: 4

Logo: a*-a-20=(a+ 4)(a-5)

EXERCICIOS DE FIXACAO — Gruro 34

i sdes literais:
Usando técnicas de fatoragdo no conjunto R, fatore as seguintes expressﬁe .

Grupo A 2
15) 4x + 3x ) 5775
‘ 4.) 8x?-6x7
3-) a+ax 61) Taﬂb-—sz +2Iasb3
5.‘) 4“-83)’ ] m? ms mi
OB e T T

n 1 1 w2 __:i_ 343z
) %2y + —Z-xy‘z + 5%

e = n41
9.%) 24a2b5-+32a5h0 — 8a2b? — 16a%b? 102) 2" - 4%

Jray XS, = 12.5) (m +mn)x + (m +mY
3 9

139 (p +@a-(p + Qb

15.2) 6ax —3bx + 4ay —2by

172) x3—x2 4 x-1

145) (x'+ y)m + (x + )
162) mn—&* + mE-—nx
182) a%-1+b-a

G B
e S o | 3s) x2-4
12) m2-n2 25) % i 1
42) x3-5 5.2) 4x2-97 2 4
gs) tE—tt 9.s) a®-10

72) 1—at - , 5
10.%) 36x2 9y? 11.2) (= +y)’—z’ 128) (2a3 4+ 1)?-a

R 14.4) 0,49 -p* 150 (n+1)2-(n-1)°*

13.2) 100 -(3x-y)?

o 2h _ an
164) (m +n)3—(m-n)? e

17.%) 75a3 - 16

75



Grupo C

12) a? 4 2ab + b2 24) x3-8x 4 16 3.8) 144a°-24a® + 1

4.) 9a* + 24a2b? + 16b%  5.) Blxty2-54x3y349x3y4  6.2) a® +a +%

1 2 1 1 1
T8 —m?2 - — a i K a) — —_ —
) g™ 3m+l 8.8) x4 —2x2yd 4 yo 9.2) gx’+6xy+l6)”

10.2) 0,8la* - 1,26a%b + 0,49b7 11.8) a?™—2a™& + b2"

Grupo D
1) x3 4 7x 4+ 12 20) y3+y-20 3r) a?-4a-96
42) m?2—-8m + 12 58) t2-t-2 6.") n? + 44n - 45
74) x2-9x-22 8.) z2-15z + 56 9.4) p2-2p-3
10.0) y2 +y-2 11.8) x? + (a +b)x + ab

5. Simplificacdo de expressoes literais

No caso de as expressdes literais indicarem quocientes, também cha-
mados fragdes literais, a simplificacdo dos mesmos decorre do emprégo
de resultados ja4 conhecidos. Exemplos:

Loy | 36atbie?
. 24a%b8x3

36a%bix? 2% 37 o 3q

Temos: = =
24a?b8x3 2¥ .3 | ath®%¥ T 2b2%x
!
2.9) 12a%y2? — 27b%y? 4
2axy + 3bxy
Temos:
12a%2-27b%2 _ 3y%(4a® - 9b%) _ 3yf[2a—-3b)2a - 3b) _ 3y(2a-3b)
2axy + 3bxy xy(2a + 3b) $2a+3 '

3.9) { a? - 2ab + b2
a-b
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(12-2ﬂb+b2 e (a_b)?‘z a-b

—

Temos: 7D (a—br

pode-se reduzir as fragoes li-
Exemplos:

Como foi feito com os nameros reais,
terais a um mesmo denominador comunt.

X y z
lo) 2L 4 = (@a#0)
) a a 3 a (
Nesse caso o denominador comum ¢ a; portanto:

y z x—y+2

X + .
a a a a

1-a2 a+2
2.0 a#0

) a2 + 2(1 ( )
m dos denominadores ate

Pode-se usar 2a* como um multiplo comu

2a. Entdo: ‘

: 3 2
g a4 Zal-d) +atd MMEAELI
T "2m v 24 a

Sumdf 208 _#E-P 42 Podt i
=748 . 2a% 2a?
dos denominadores a expressao:
logia com 0 que vocé fazia com
sio final, pois é

Porém, usando como mualtiplo comum

% ana
2a%, que nesse caso & um m.m-C- pox. lificar a expres
0s niimeros inteiros, ndo € preciso simp

obtida diretamente. De fato:

2(1_.a2)+a(a+2) _M:
1(1-a) T AET = =

1—(12 d+2__ - 202
2 T 2a°

a=g 4
2a?

3.9 S=1 “"*'1 @ lea="1)
a-+1 az—1

dos denominadores & a*-1=(a+ D(@-1). Logo:

O m.m.c.
G 1 a4 1 (g:_{)f;_‘)_‘_l(—“—id)=“2—2d.,+lha_l=ai_3a
R @ -1 @1 =
77




O mesmo ocorre com as expressdes literais que envolvem multipli-
cacdes e divisoes combinadas. Exemplos:

1.9) a"’—b=>< 12a 5 1 (@®-b9)12a fa+ttla—byV2z _,
¢ 6a a+b " a-b  6ala+b)a-b) Le—bra—bEx

3x (a4 x)a—xBX a+x
a-x  la—wxgx 24

3.9 (2a )2_ 4a _(2a )axx—y Yy Xy a

gi=x% gex o2=x’
2.0) ; =
6ax 3x 6ax a-—x

4a =(ac—y)”>< A  x-y

x-y) ‘x-y xX-y
1
1—% L
[+]
4.9) 1
1-x
Temos
1 e 1(1-x) A=At+x x
1-x . 1-x L AP T x.l——-—:r_x
1 1 1 1  l—=x 1
1-x 1-x 1 —x l-x
EXERCICIOS DE FIXACAO — Gruro 35
Simplifique as seguintes expressdes litercis:
Grupo A
15amx? o bA4-b2 o 28x3—49x2 4 T7x ., 822+ 1
1 40bmx ) a + ab 132) 4x2 -Tx + 11 198 64a -1
o _18cd4 . 2m +m? . 2a% + 4ab o d(@+b)"
2%) Jrcags 8%) 30 + mn 4% 36+ 6b3 20) 5(@r-b7)
1
. _B5a%b o 4 tax o X3-2xy y a*-2a+ 7
=) 5 1pae L e 129 xy—2y? AN Tl
& “12acx3 ,, mx3 - m3 W 10x2—2xy s t_l_i_j‘__:if:
) 26a%c3x 102 nx?-man bay W 25 aF=%
. B4asdh3x W MXy - nxy o Ja?b—5ab? & al=4
2%) 35a%bx? iLY m-n K 3acd — 5bed 25 a® +2a
o 38m3nir2 .y 35xz —45yz 2 4m? — 25 a1 ,2_"_“."_:.-12{
A A e R e B
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M i T
3_)x+y+x—y

X X
4.) l;::’ +x2-l;2+_;_'
54 1—11-x+1_17:“13f:=
6.2) 3x+y—5:xa
7.9 a:ab+:+;%7,

10.3) m+n n-m_ 4mﬂ,
m-n m-+4n mi-n

Grupo C

3a? 2bx 1
5x X 9a X b

1)
b
Dyt &
g it
—ayd
3.a) Js_xxi_z__l_
x-y 5

2
4oy —mon_ Mo
" m24mn T mi-mn

x?—4x x3-Tx +10
e T

20-‘) ;__:_E-{'a-a}—b

a3+ab_, 3a’ + 3b?

6.) a—,q_—g;xm

3a, a
) SR
8a?
82) = - 44
b
9.3) 4ab : =
4ath  —2ab®

102) 5.3y " 15x%

79

e
21.‘) X "'x =1

1 2y
29 sy TPy

a 1 - .
23-) x-y x+y

1+x  1-%
45 Tox Tae

x2?
252) a-% to %

1 1
n --——-——"—_'—+1
26‘)a—l a-+1

=1, a1 hd
7)ot a- T

2a*

a a D

25 E_—_I—a+l+ﬂ”l
2b-x  b-2x  3x(x=b)

29 ptagb =2 - b

4 10x

i

6 o
30.%) m—l_x x3-1

Lt
18 = n

) x+)’:___!_
138 =y

1

—_—

P
l3.‘) ;2_:3-5 'x-—y

x4y

148) (= +9) 5Ty




Grupo D
1.%) a+£):(a_i) g;"-li l'\
c c 7.8) .b_‘..__ﬁf_
a
T
2.') _._!___ 1 2 I b - 2 X a5 d oY
e =zt i GF i 3.2 Parte: - complementagao do estudo das
Y x=y/) xT_y3 8y B F | equagoes e sistemas de equa-
%ty I ¢oes simultaneas do primeiro
) === grau.
34 “;ﬂ% e i P—
@ -2
a +2ab+b.: 9.1) x-3 + Sx):(zqu_f- 15
4) (1+£;g). * +a =5 -3
x+4a) " "x__‘;‘l) 108y (229 5y . fa=b = i o
5y 87 i a+b : (?TE + 1) Equacgdes e inequagdes
i e e s L I % . . e
2k 1) (;*; : 9?:7?: - Equacses e inequagbes com uma varidvel,
62 4=b a*—p2 beftt  foom redutiveis ao primeiro grau
D . - , _ _
y 12.8) Fh= I +a e 0o eSEUdo do cdlculo literal no conjunto R permite resolver uma série
s I) < ( e mmequagoes e de inequagdes algébricas (também chamadas fraciondrias)
I+a d Uma varidvel, que se reduzem ao primeiro grau, sendo, portanto,
€ resolugdo conhecida.
gEnsos exemplos dos Exercicios de Aplicacdo esclarecerdo tédas as passa-
EXERCICIOS DE APLICACAO — Grupo 36
19 . :
Resolva as Seguintes equagdes no Conjunto-Universo R:
s oo
x+5 1 Neste caso, o 0 (zero) deve ser exluido do Conjunto-
I_n) 2 3x = : 3
BT - el Universo, pois tal valor anula os denominadores das
fracoes.
. Usando como m.m.c. dos denominadores: 2x2, e aplicando técnica conhecida
" (divide-se 2x2 pelo denominador x, multiplica-se o quociente obtido (2x) pelo
numérador (x + 5), .. .), temos:
2x(x +5) -1 . (2 -3x) = 2x?
2x? 4 10x -2 4+ 3x = 2x? (aplicou-se a p.d.m.)
2x2-2x2 4 10x +3x =2 (os térmos em x? e em x “‘passaram’ para o 1.°
membro e o térmo constante, para o segundo)

13x =2 (os térmos semelhantes foram “‘reduzidos”)

X =

Glw

13
A 2
deira, segue-se que pertence ao seu Conjunto-Verdade, isto é, } 3 é a so-

2.
Como = ndo anula nenhum dos denominadores da equagdo e a torna verda-

lugdo (raiz) da equagdo proposta.

81



2. t‘*‘:’ SR x+3 | Estio excluidos -1 e *2 do Conjunto-Universo.

3.2

4.)

Tl e+t x=2 Por qué?

Agora, o mm.c. é: (x 4 1)(x - 2) e, seguindo a ordem anterior, vem:

(x=2)(x +3) ~2(x~2) = (x + 1)(x + 3)
x3+x—6—-2x+4 =x?44x +3
X2 —x3 4 x-2x - 4x =6-4+3

A x-=__5—5=-"l
Como ~1 anula o denominador (x + 1) da equacio, entdo ndo existe valor de

% que a torna verdadeira. Logo:

x+3_ ’2 ._x-l-3
x+1 x+1 x—-2

'l

10 +x +4=x+2
x2-9 " x 43 x-3

Excluidos do Conjunto-Universo: -3 e *+3.

m.m.c.: x?-9; temos: 1. (10) +(x-3)(x+4) = (x +3)(x +2)
10+x’+x-12=x’+51::|76
x’—x’+x-—5x=12—-10+6

=8 = x=D a2

Como -2 ndo anula nenhum dos denominadores, entio =2 ¢ a solugdo (raiz) da
equagdo,

3xda i ;
5b Excluido do Conjunto-Universo: -1.
x 41
mm.c.: x -+ 1; temos: 3x-a =5b(x 4+ 1)

3x—a = 5bx + 5b
3x-5bx =5b 4 a

= _Sb+a
*(3-5b) =5b+a ¢ x = 3-5b
solugdo (raiz) da equacdo proposta é: 535—_’;; -

82

2. Resolva as seguintes inequagdes no Conjunto-Universo R:

3xa+1_5x3—18>5
2 4

x

1.%)

m.m.c.: 4
2(3x3 4 1) - 1(6x2 - 18) > 20«

6x2 + 2-6x3 -+ 18 > 20x
G- 20x > "18-2
-20x > 20
- x <1
20x <20 &= x < 20 =
Logo, o Conjunto-Verdade da ineg.ua;ﬁo proposta € constituido de fodos os
nﬁme'rcs reais menores que I, isto €

V = [n.os reais menores que 1]

= ' ' t ¥ ¢ : : 5
Grdfico: _; 4 -3 -2 "1 0 1 2 3 4

Nota: o 1 ndo faz parte da indicacdo da seta

29 | 122 < x- 6 +3)

m.m.c.: 2
1-2x2 < 2x —-2x2-6

22~ 22 € Q1
7 &
_ng-?c==>x?3'¢=”‘?32

)
3 -
t (n reais malores ou iguai’ a 2

. .

1 - parte da indicacdo da seta.
NoTta: agora 0 3—2— faz pa
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EXERCICIOS DE FIXACAO — Gruro 37

Resolva a i
s se = P
guintes equacdes e inequacdes no Conjunto-Universo R:

ey 224 10 ) 3 5
x 9 x 2 2.%) 14;;- = ;fx =3
7 .1 ;=
BT i i e . -
x 3 3% T 12 4= 4'“)14;=9
n X +6 -1
5.8) 3 —3=xx0+2 6_n)_ﬁ_...ﬁ+ 10 ._x+?‘
kS x-+3 x2-9 x-3
g ctd. o s 2 :
x+1 x+1 =x-2 81 xx—l+%=_xx—j1-+x__;-
(cuidado!) 3x (cuidado!) wx, x # 1
9.)1:-1_*_::#2 2x2 —4x -7 x -+a 4a?
Y x=-2 T %—3 = x%~5 10.5) - i oo
x x +6 x—-a x?-—a? x +a
T e NS -
NS -+~ "= s 12'-)9=§—-2
3’3 4x2 +9
13.» Y S e ’ g
== > 14.")"?+9;""58-4x
3x 9x2
NGRS (s 2
) (35-1)6% = +13 16.5) 5;‘_(2x+10xd) =
16
Sistem o :
as de equacOes simultineas
2. Sistema d
A de duas equacoes si 2
as equacgoes simulldneas do primeiro grau

com duas varidveis; 1 3
’ uas varidveis; novas técnicas de resolucdo:
Método da adicdo o

Vocé jad apre T .
tituicdo deJVar?civ;icsje;agaazfzsglir;go%na§ia) a técnica denominada Subs-
Agora apr oL e sistemas de equacdes si A
g prenderd nova técnica, conhecida com o gomf: 3;‘?;2532835&

Adigdo.
Seja, por exem@lo, o sistema:
{ 2xx+3y =17
3x - 5y =1

Multiplica
m-s ~ )
cientes dapvariéveel an::as as equagdes por dois nimeros tais que 0 coefi
que se quer eliminar tornem-se iguais em valor € de

sinais contrdrios. No exemplo acima:

84

multiplica-se a primeira equagdo por 3 (coeficiente de x na segunda)

e
uagdo por ~2 (coeficiente de x na primeira,

multiplica-se a segunda eq
com sinal trocado)

isto é:
{ 6x + 9y =21

-6x + 10y = 2

embro a membro, essas equagoes, obtém-se

iavel y, cujo valor é facil-

Adicionando-se a seguir, m
omente a varl

uma tinica equagdo contendo 8
mente determinado:

b+ 9y = 21
—px+ 10y = 72
i LT 19

19y=19my='i§=

- Substituindo &sse valor de y na primeira equagdo, vem:

2w +3x1=7

4
2x+3=7<=$21=7~3¢=>2x=4@x=—2‘=2

Logo: se x=2¢€Y= 1, entdo o par ordenado (2, 1) €2 solugdo do
sistema proposto("‘).
x+y=10

. istema
Outro exemplo: resolva 0 S st { x-y= 4

es ‘‘como estdo’’, pois

mbro a membro, as equago 130"
de sinais con-

Basta adicionar, me men s equages .
das variavels (y) ja sao iguais e

os coeficientes de uma
trdrios (1 e ~1). Logo:

x+xy=10

x-y= 4

— = 14
2x =l4¢=’x=’i‘=

sse valor de x na primeira equagdo, vem:

7 -y = DY 10-7=3
do (7, 3) e a solucdo do sistema proposto.

Substituindo é

Portanto, o par ordena

*) A eliminagdo da variavel ¥ poderé ser obtida de
para a eliminagdo da varidvel x.

modo anélogo aquele empregado
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LEMBRETE AMIGO

T A melhor técnica a ser empregada na resolugdo de um sistemd
; quages simultdneas € a sugerida pela prépria ‘‘forma’ com queé
t: 1:£sr°esenm o sistema. Assim, por exemplo, para resolver os sis-

ou -
y=x+2 2x35y_3x-1|—18y=_56

& “aconselhivel” o método da Substituigdo de Varidveis, pois o
valor de uma delas j4 vem ‘‘declarado” numa das equagdes e pronto
para ser substituido na outra. J4 para os sistemas:

oot 2y = 12 pif x4y =32

¢ preferivel o método da Adicdo, pela rapidez com que se elimina
uma das variaveis.

EXERCICIOS DE FIXACAO — Gruro 38

P Eixan%oes a'téc?lca que achgr n:mis conveniente, resolva os seguintes sistemas de
quag simultdneas do primeiro grau com duas varidveis:

m{y-x+2 7.%) — 5 .3
2x + 5y = 31 ; B O T+-2l'=9
x+y=’32 ’.2.“)
2-0) { = l?y 3x
x—y= 4 8.9) {x+8y 4 T—T"g‘;
2 = L y=—4 \
: P 5% —
3) { 2 x+y+x_y=5 3}'_5
y=500 90) B 6 13-9) l
4.9) 8x + 5y = 36 i L e ]4x+3y=2x__;
§ = - - =10 4
x 43y =11
x=3y—3 14-0){ ;
5.) {x=y+l4 10.%) {z‘_” 1;: 5y-68 =3 (x~1)
1 e 15.°) x=y=200
3x+2y = 12 e _ h
6.%) {Zx 2 11.9) { 2y +x =12 lnd Pt e
_7y-= 17 x=3y+ 2 3x-y=2_

3. Sistema de duas equagoes com duas variaveis,

redutiveis ao primeiro grau

l . . 0
Resolva os seguintes Sistemas, também chamados fraciondrios, n

Conjunto-Universo R:

19)

x4y _
x + 1 =4 @
i dos que
i i - nto-Universo 0s pares ordena
Ficam excluidos do Conjunto- g T

i ago
s denominadores das equ ¢
ain= e inadores de cada uma das equagoes

imi do-se os denomi o
(o mErgngl n;: primeira equagao & 5(x-y) eo da segunda, (X5 b))

vem:

—8x— =0
10x-5y=8%-8y {10:: 8x-5y—+8Y

5(2x-y) =8(x~) oo it
{2x+y=4(x+l) = 2x+y=4x+4 2x—4x+y
2x+3y = 0
—2x+ y = 4 '
4y = :¢=—> y = E:I e, substituindo em: 2x + 3y=0, temos:
e g0,
2x+3(1)=0@2x=‘3c=’x-— 3

o anulam 08 denomina-

e 1 (para ) nd
! denado (~22 1

)
valéres — (para ¥
3 - tanto, 0 par of

dores das equagdes do sistema &, POr

& a solucdo procurada.

Ltx o 1EF g
T4+2x 1+
2.9)
x—3 My
y

@(a,a),aCRe

a as:
(*) Os pares ordenados que a0 excluidos tém as form

@ 1, 0, aER.
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Estio excluid 1.
2) (a, 0), a c é.os 05 pares que tém as formas: 1) 71. ?l)

Eliminando o

: s denominad : -
anterior, temos: adores e seguindo a ordem do exercicio

(1 + 2y)(1 +x) + (1 4+ 2x)(1 + -l
+y) = (1
{xd ~ + ¥) =( 2x)(1 + 2y)
e, efetuando as Operagdes indicadas:

{1+3x+2y+2y_x+l+y+2x+2xy=l+2y+2x+4x)’
X-3 =12y o .

tal redugio, obtém-se o sistema:

{x-f-y:—l
x—2y= 3

cuja resolugdo j4 ¢ conhecida:

+{ x+y-_=--1

3.0)

X+ 2y = -3 (multiplicaram-se os membros por (-1))

3y=‘4my=-_?‘:._

€ ©Omo: x =2y + 3, temos: x = 2[4 e !

1 1 5
= o P
x y 6

Excluidos os pares (0, 0).

1 1
x e

1
y

dores, etc.), obteremos o sistema:

{6y+6x-_—5xy
6y—6x=—. xy

88

no qual os térmos em xy ndo sdo eliminados de pronto, como no

exercicio anterior.
Désse modo, pode-se resolver o sistema proposto usando-se de

0o . . Y. 1 e
uma substituicdo (nesse caso chamada ‘“‘artificio de célculo”): ot
& v, resultando dai um névo sistema, agora nas varidveis u e v:

= 2
u g
-t
i -
Resolvendo-o, pelo método da adigdo, obtém-se:
. fi = i x =12
'S 2 X 2
e ‘“voltando’ as varidveis x e y: i g ou
Y = ._l_ ‘ _ = — y = 3
- _ -

Logo, o par ordenado (2, 3), que ndo anula nenhum dos deno-

minadores, é a solugdo do sistema dado.

= li-
Nota: Se vocé adicionar membro a membro as equagdes propostas, poderd eli

minar imediatamente a varidvel y, pois obter4:

=1 ou -;2—=l¢=)-'¢='2

H‘a—

L
X

Substituindo o valor de x numa das equagdes, encontrard: y = 3.

LN .

x—y x+Y¥ 3

4.°)

1 ] -~ X

x-y z+y 3
Excluidos os pares: 1) (4, @), a € R e2)(a *a),. a€ R.
Pode-se resolvé-lo de maneira andloga 4 do anterior, com as

substituicoes:

._..._-l = U e
x-y x+y
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2.°)

U4+ v= —;——
res i :
ultando o sistema: que, pelo método da Adigdo,
U -y =
u = -zl —
- ‘e = B 2
fornece; e “voltando” as varidveis x e y: ¥
vV = -_I.. : = —l"
x+y 6
e T = =1 x =4 o .
S _,¢a solugdo do sistema proposto é

0 par ordenado 4, 2).

EXERCICIOS DE FIXACAO — Gruro 39

Resolva os seguintes sistemas Jraciondrios, no Conjunto-Universo [R:

...x_.,J £_5 =2
y x y 9
e L
x
g A= T
x4y _ 1 o MU T |
x4y 2z 7.9) xX-y x4y 6
x—y 3 : 1 g 3 0
2x + 1 4 x-y x+4y
2x-1 _ 5 5 4
5y +1 6 i sac] y—-—__2==12
3x+2y-10 _ 1 ) 4 3 .
4x -5y + 1 8 x__——l+§__—2'=22
2y-ln_l_ A 4 2
x 2 90 Jx'—"—_zy —x-———-+ 2y =-2—
241 y+1l ) 1
ol S ST P e el
(Su estdo: ——l—nu' o "")
B Sy~ I D
-5—+£.=_3_ X diTh
i Y 2 y a-»b
2 3 10.0) (as %)
pltieg L bx 4+ 1 :
e a+b " a-b a-b

4. Sistemas de trés equagoes simultdneas do primeiro grau
com trés varidveis; técnicas de resolucdo

Pode-se, para resolver um sistema de trés equacGes do primeiro
Brau com trés varidveis, empregar os métodos da Substituicdo, da Adicdo

€ ainda artificios de cdlculo que conduzam mais ficilmente 3 solugdo.

Os exemplos, a seguir, dardo uma idéia da resolugdo de tais sistemas
€om o uso de diferentes métodos. Exemplos:

1.°) Resolva o sistema:

2x - y+ z="3
“x+5y+3z= 0
% -2 - z=2

Aplicando o método da Substituicdo de Varidveis: “tirg—se';ltcri:
Primeira equagdo (ou de qualquer outra) o valor de z (ou de o

varidvel). Logo:
z="3-2x + ¥

Substituindo ésse valor nas duas tltimas equagbes, obtém-se o
sistema:
z2="3-2x+y
x4+ 5y +3(3-2x+1y) =0
3x-2y—(3-2x+y) =2
Basta agora resolver o sistema formado pelas duas altimas
equagGes (sdmenté nas varidveis x e y), que, reduz:dps os térmos
semelhantes, se apresenta:
~7x +8y =9
5% -3y = -1
Aplicando qualquer dos métodos conhecidos, obtém-se: x = 1

ey =2
Substituindo ésses valéres na equagdo: z = =3 -2x + y, vem:

2="3-2X142=-3-24+2=-3

. e a solugdo do sistema proposto ¢ dado pela trinca ordenada (1, 2, ~3). -
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EXERCICIOS DE FIXAGCAO — Gruro 40

Faca a verificaca
icagdo.
llesolva, aplicando qualquer dos métodos estudados, os seguintes sistemas de

Norta: - ; — ; =
Gon Vordodey s 3 o S & ol os dis clemencs do oo . ol 1
G y ré = 2 -
das eqtigclies S Compentt 5 e ¢s Conjuntos-Verdade, relativos a cada uma ~5x 42y 4z=2 x+y=6
Lo) § 4x-y-3z="7 Gi) § * b 22
2.°) Resolver o sistema: x=2y-z="6 Y P E=EY
=17
3x-2y +z=1 x+y
Xty = 20) {x43y-z =10 7.%) {=c+z'-*“‘3
x+z=4 2x-y+2z=3 ¥ i@
3x-2y= 6
+ L 5 b -y = 7-z2
Y 38 {xegwl-2y 89 {4x +z =121
y - . 5x -6z ="10
A titulo de exercicio vocé ird resolvé-lo empregando o método 3z-2y = 11-3x o 15
da Subs_tztuig&o: “tire” o valor de x na segunda equacgdo, o de y 62 50 b k5 e i
na terceira e substitua ésses valdres na primeira, que se transformara P B P804 g w T s
numa equagdo do primeiro grau na Gnica varidvel z. 9 g’j" Ig";}' ig';z b 2? ) ErE _‘::: = ;g
5 " " . o X (=5 Wz = z =
Com a finalidade de mostrar mais um artificio de cdlculo, pode-se (¥ F J
também resolver o sistema proposto procedendo-se da seguinte maneira: [ Ry & %
Adicionemos, membro a membro, as trés equagbes que compdem o0 S0 -
sistema: PSR = g A L
2 - 2x+2y+22=12 599 {z4+x-y=n 10.2) s y 2
divding 2: M L4 3 13
ou diviaindo por = (varidveis: x, y e z) Sy +-; =

x4+ y+ z= 6
; N ) - . Nora: Os sistemas do exercicio 9.° (quatro equagdes com guatro vqriéveis) e 10.°
Subtraindo desta equagdo, respectivamente, as equagdes do sistema (trés equagdes fraciondrias) sio resolvidos de maneira andloga aos anteriores, pelo uso
dos métodos e ‘artificios de cdlculo introduzidos. '

dado, obtém-se:

kg ok el +g) =63 g go= 3 LEMBRETE AMIGO
x+y+z-(x+z)=6-40uy=2 I
A intensa exercitacdo que até agora vocé teve no manipular o
x z —_— = —_ —_— . 3
+y + b+2)=6-50ux=1 cdlculo operatério, no conjunto dos nimeros reais (R), o habilita
. a resolver: 3
Portanto, a trinca ordenada (1, 2, 3) é a solucdo. ;
1. qualquer tipo de equacdo e de inequacgdo do primeiro grau com
uma varidvel;
é 2. equagdes e inequagdes fraciondrias redutiveis ao primeiro grau;
: . —] 3. sistemas de equagbes simultdneas (duas ou mais) do primeiro grau
B ,/;,\;] e fraciondrias, redutiveis ao primeiro grau;
L7 .
5 e, portanto, ... TODOS OS PROBLEMAS cujas sentencas mateméticas
se traduzem nas equacdes, inequacdes e sistemas estudados.
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4.2 Parte: - tratamento elementar moderno
dos polinémios a uma varlavel;
estrutura de anel.

___./

Polindmios

1. Conceito de polinémio em: uma varidvel

A fim de melhor conhecer as estruturas que integram a Algebra
Elementar, é necessario estudar as propriedades de um especial conjunto
de expressoes algébricas, conhecidas pelo nome de polinémios. Tl o2
junto serd indicado pela letra P.

Que é um polinémio?

Téda expressdo algébrica que pode ser posta sob a forma-padrao:
do + aix! + dex? + asx3® 4+ ....... + a.x"
onde:
dg, 01; d2, d3, ....... , a, representam numeros reais
e
x & uma varidvel no conjunto R,
da poli-

send? seus expoentes niimeros inteiros e positivos, & denomina
némio na varidvel x(*).

do; dixl; dsx2; ....... b
dizem-se térmos do polinémio e ao, a1, d2, ...., @, seus coeficientes.
Exemplos:

1. A expressdo: 8 + 3x + 5x2 é um polinémio na variavel x, cujos coefi
cientes sdo: do = 8; a1 =3 e az = 5.

(*) Diz-se também: polindmio em uma indeterminada.
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1
2. A expressdo:  ~4x® + 2x - o + 5x2 - 9x* + %2

também é um polindmio na vari4vel x, pois pode ser escrita sob a

Sforma-padrdo:
_% 4 2x + Sx2 + 28 + 9%t + 4

onde:

i . o . e = '—4
Ho/5 e B = 2; ag = 5; d3 = 1; a4 e 2t
undo as poténcias

Ne iz- olindmio esta ordenado seg
g AR b a forma:

crescentes de x. No caso do polinbmio se apresentar soO
=1
~4x5 + —9x* + %8 + 5x? + 2 + 5
diz-se que &le estd ordenado segundo as poténcias decrescentes de X.

Contra-exemplos:
porém ndo é polinémio

1.0 <1 Bl B | ébrica,
) 3 4 2x~1- 5x-2 & uma expressdo algébr da variavel x devem

(lembre-se de que 0s expoentes
ser inteiros e positivos)

2.0) —Jl? + 8 também ndo é polinémio (lembre-se deque —'=3C'1)

1
30 4x2 —3x2+4x ... ndo é polinémio (...
7 teiro e positivo)

o expoente deve ser in-

cada um dos elementos

Indicando por P o conjunto dos polinémios,
e . i dicado por uma letra

désse conjunto (que é um polinémio) pode ser in
maiGscula latina. Assim, temos:

A = 8 4 3x + 5x2
B=—4x5+2x-—;—+5x2-9x4+x3
onde: AclP e BeEP

Se
A=2+5x2-V8.x3+x5 A ¢éum polinémio? AEP?
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" Sim, pois A pode ser colocado sob a forma-padrdo, como é fécil vert
icar:

A=2+40.x+4+5x2-V8.x3 4+ 0.x% + 1.x°

dg = 2
/m:()
\aaz_.vs

ag = 0

as = 1

€ a sentenga AE_ [P é verdadeira.
Para facilitar o estudo dos polinémios, denomina-se:
Polinémio nulo, o que possui todos os coeficientes iguais a zero. Indicagdo’
0 =04 0x + 0x2 + 0x3 4 ...... + Ox"

> . - -~ . - A ma’
Pohriémt_o constante, o que possui sdmente o primeiro térmo da for
padrdo, isto é, um nidmero real. Exemplos:

A=5 (o mesmo que: A =5+ Ox + Ox? 4 0x% + ...~ )
B = _—;—- (0 mesmo que: B=_%+Ox+0x2+0x3+ ..... )
C=a (0 mesmo que: C =a + Ox + 0x2 + Ox3+ ...-- )
D=0 (o mesmo que: D = 0 4 0x + 0x2 + ........«-" )

, 4 . ; 107
O polinémio constante que possui ap = 1 é denominado polindm
unidade. Indicacao:

1=1+4+0x4+0x2+0x34+ ....... + O0x"
E comum chamar-se:

. 4111C0
mondémio, o polinémio nulo (0) ou o polinédmio que possul um unt
coeficiente diferente de zero; exemplos:
4x3 (o mesmo que: 0 + Ox + O0x2 4 4x3 + Ox* + ...+~
0 (0o mesmo que: 0 4 Ox 4 0x2 4 Ox3 + Ox*+ .-+~

. . . . - ; B T > . 2 ntes
binémio, o polindmio que possui dois tinicos térmos com coeficie }

diferentes de zero; exemplo:
x2—~1 (o mesmo que: —1 + Ox + Ix2 + 0x3 + Ox* + 45

g 5 .o e . S Ry " icientes
trinémio, o polindmio que possui trés rinicos térmos com coeficien
diferentes de zero; exemplo:

—3x2+4+7x+2 (0 mesmo que: 24 7x+—3x24+0x3+40x*+....- )
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1. Assinale quais das seguintes expressdes algébricas sdo polin6mios:

2
2

18) 2 4 3x - 5x2 22) “5x2 4 3x +2 38) x +x
1 a
42) x~1 4 x-2 4 x—3 5.8) = 62) 8
- P Y P e
7% 3 42x3 + 4x5 8.2) —2—+-fx+—2-—x +3%

2. Escreva os seguintes polindmios sob forma-padrdo:

2
1°) A = 2 4 5x2-3x1 —x+—3-x-"

29 B

I

8y? + 2y°—15—3 (a varidvel agora € ¥)

3.9) C = a + bx + cx? 4+ dx3 (os coeficientes sdo: a, b, ¢ e d, respectivamente)

4°) D

=25 - Btt 4 -2!-13 - 15t2 -t 4 % (a varidvel agora ét)

1
50 E = —
) E 3

6.°) F = —9z3 (a varidvel agora é z)

3. Escreva os seguintes polindmios segundo as poténcias decrescentes de x:

1
1°) A 8x3 -4 4 5x% + x* +—2—x
2°) B=1-7x+ x2-9x5

39 C = x2-5x+6

4. Assinale se sio V ou F, sendo P o conjunto dos polinémios:

10) Se A = x?-5x + 6, entdo AEP

22) Se A = x2-5x 4+ 6, entdo AdP

38) Se B = —1-, entio B¢ P
x
4%) Se B = —, entio BE P
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2. Igualdade de polinémios

Dados dois polindmios:
A =g+ a1x + aax? + azx3 ) o SRR ™
B =bo + bix + bax? + bgxd + ... ... .. - by [

diz-se que A é igual a B e indica-se:

Assim, por exemplo, os polinbmios:

A =1+ 8x — 3x2 4 7x3

e
B = a+ bx + cx? + dx3
a=1 '
-~ - . . b e 8
Serao tguais se, e sdmente se: bty {
d=7

Operagdes com polinémios

3. Adicdo :
Dados os polinémios:
A =do+ aix' + ax? + agxd 4 ... + dnx"
B = bo + bix! + byx? 4 pyx3 o + bax"

chama-se soma dos polinémios A e B a0 polinémio:
A+ B =(do + bo) + (a1 + bzt + (a3 + by)x® + .... + (an + bo)%"

Logo: VA, VBEP, (A + B)EP e a operagdo que determina a somd
de dois polin6mios é denominada adi¢do de polinémios. Exemplos:
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2.%) Idem, com os polinémios:

Primeiros o terceiro e assim sucessivamente.
ATENGAO: Se a soma de dois polinémios é o polinémio nulo, entdo os

1.°) Efetuar a adicdo dos polinémios:

A =5—3:vc+i;:c2
2
B =4+ 2x - 7x2

1
Temos: A+ B = (5 +4) + (-3 +2x + (3 + 7)<

ou A+B=9—x—l2§x2

C =8-x+ 10x? + 5x5
D = —5x + 3x* 4+ x?
Ordenando os polindmios de acérdo com a forma-padrdo, temos:
C = 84+ ~1x + 0x2 + 10x¥+ 0x* 4 5x°
D =04 -5x+ 1x® 4+ 0x3 4 3x* + O0x5

C+ D = 8+ —6x + 1x? + 10x3 4 3x* + 5x°

Para adicionar trés ou mais polinémios, adiciona-se 4 soma dos dois

Il

polindmios sdo chamados opostos. Exemplo:
A= 2 - 5x 4 8x2
B =2+ 5x — 8x2

A+ B = 0+ 0x+ 0« (polinémio nulo)

Logo, os polindmios A e B sdo opostos. O polinémio B também
& indicgd:) por —A (que & o polinémio oposto aditivo de A).

Osservagio: No estudo das propriedades estruturais da adigio de polinmios a

e s inverso (I) € garantida pela existéncia do polindmio oposto aditivo,
:-":;;f;;;:ferd; :f;’:g:‘é‘; e condigBes estd sempre definida a subtracdo entre
dois polinbmios A e B: A-B = A + (- EJ

Propriedades da adi¢do: VA, VB, YCECIP:

.(A) A+B)+C=A4A+4+ (B+ 0

(N) A+0=A (O polinémio nulo é 0 elemento
I AL A) =0 neutro)
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Verifique voc2 mesmo essas propriedades com os polindmios:
A =3 4 5x2 — 4x3 4 x5 B e ke i 42 C = ~0x 4 6x4

Observe também que a estrutura do conjunto P de polinémios com

relagdo A operagio de adicdo é a de Grupo Comutativo (vale ANIC)-

LEMBRETE AMIGO

‘~0 conjunto dos polinémios (IP), com relagio a4 operagdo de
adtgao' de polindmios, tem a mesma extrutura que o conjunto
dos numeros reais relativos (R), pois ambos tém estrutura de Grupo
Comutativo. Isto significa que os Sistemas Mateméticos:

P+ e R, + comportam-se da mesma maneira!

4. Grau de wum polinémio

Dado o polinémio:

A(')=do+alx+azx2+a3x3+ .. Foax®

se a, = 0, diz-se que o expoente n é o grau do polinémio. Exemplos:

4—2x2 + lxs é um polinémio do terceiro grau (3 é o maior
- 5 expoente)
3x2—6x + 7 é um polinémio do segundo grau (2 é o maior

. expoente)

x3+ 1-8xf+ 3x* + x é um polindmio do quinto grau (5 é o maior

expoente)

Osservagio: O grau do polindmio soma (ndo-nulo) de dois polindmios A e B

(também ndo-nulos) é sempre menor que ou igual ao mdximo dos dois graus. Exemplos:

1°) Se A =2 + 3x + 5x? (grau 2) e B = ~1 + x + 6x? (grau 3) entdo: A+ B =
=1+ 4x + 5x2 + 6x3 (grau 3: igual ao mdximo dos graus 2 e 3).

2°) Se A = 6x2—-2x + 3 (grau 2) e B = —6x2 + 6x—5 (grau 2) entdo: A + B =
= 4x — 2 (grau 1: menor que o mdximo dos graus, que € 2).

(* Suposto nio-nulo.
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l. Determine a, b e ¢, a fim de que sejam iguais 0s polindmios:

1°) 2-5x - 11x2 e a + bx + cx?

2,9) —-;— + V2x —x2 e a + bx —4cx?
2 b 2

3.9 3x + ?x'-‘ e a+ =% + 3cx

49 14+ 3210002 e @D+ +3)x + (- D?
2. Efetue as adicdes dos seguintes polindmios:
-g—x’+9x’
19) A = 342x-5x2+x3 B = 5-x+7
2
Tyl S
209 A = x5 -5x4 __il‘_xg+3:_4 B = “2x’5+23x3—x2. C = x4-Tx x+5
35) A = 9-x48x3-12x4 B = —9-+x-8x3+12x*
—x2 3_y4
4°) A = 8x’—5+3x4+-§—x B = —4x+12x3-9xt+1 C=x-1 D=3+x-x34x3-%

os segundo as poténcias crescentes ou decres-

(E conveniente ordenar os polindmi
centes de x.)

¢ verdadeiras as seguintes sentengas:

3. Preencha, de modo a torna .
nbmio: =5 +x— ...

L) O polinémio: 5-x + 8x2-—

1
2.%) O polinémio: 5 +3x—-i'x’ +x3, édo ..

3 48x, édo ... grau.
* 2-5x2 4 8x3 e 1 4+ 3x2-5x3, &

5x3, & o oposto aditivo do poli

.... grau.

3.8 O polinémio: 6x? -1+ 2x°— )

42) O grau do polindmio-soma dos polinomios:
R tae . § < & . menorou .. ..-

53 O grau do polinémio-soma (nﬂo«nlﬂo) de dois polindmios é sempre

ao maximo dos dois graus. y 1 e 9x2 +13x-2

6.) O grau do polindmio-soma dos polindmios: ~9x* + X 7 >

4. Verifique:
1.) que a adigdo dos polindmios: A

& associativa; olind
2.°) qual é o elemento neutro, NO conjunto P el s
e so (o mesmo, neste caso, que o polinbémio oposto aditito)
nver.
9x2 + 2x7 — x4

= 2 4 3x—5x7 B=1 4x-4x2eC=3-4x

mios, com relagdo i operagdo

3.) qual é o elemento 1
do polindmio: 3 -

i o tativa.
4. que a adicdo dos polindmios A e B, do exercicio 1., & comutatiy

. i jo a eracdo adi¢do?
5. Qual é a estrutura do conjunto P, dos polinbmios, com felagin’ & APSR ¢
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5. Multiplicacao

Dados os polindmios:

A = ap + a;x! + aox? + azx® 4 ... o
e B = bo + bix! + byx? 4 poys e — + b
chama-se produto dos polindmios A e B, a0 polinémio:
A.B-= aghg -4~ (dob] - a;bg)x ) el
Logo:
Produtgggle ‘dvgs: vfli%ﬁp" (A;' B) EP. € a operacdo que determina_ .
ovmal p mios € denominada multiplicacdo de polin6bmios.

- Efetue a multiplicacdo dos polinémios:

A=5—2x e B=2+3x__x2

O produto: aobg + (apb

d : ., ~0°0 T (do01 + arbo)x 4 ... ., .. ode ser obtido através

a seguinte disposicio pratica, onde figuram sgmente os coeficientes:
bo b bs 24+ 3x- x?
do° iy 3 = 2x
=t e U

—_— ou
aobo agby “doby 10 + 15x — 5x2
aibo ayby ayb, — 4x - 6x2 + 2x°

_‘—‘-_‘*‘_ﬁ
aobo agbl - albo agbs SR albl a1bs

10 + 11x — 11x2 4 2x3

oo g(?ira n}ult'lphcar trés ou mais polindémios, multiplica-se o produto
S Pprimeiros pelo terceiro e assim sucessivamente. - '

O grau do polinémio i in6mi ' A
3 k -produto de dois polinémios é igual 4 soma dos
graus dos polindmios fatores. Assim, no exemplo estudadgo, temos:
Bi=" 5= 0% (grau: 1)
B = 24 3x_x2 (grau: 2)
A.B =10+ 11x— 11x2 4 243 (grau: 3, soma dos graus)

Propriedades da multiplicacdo: vA, VB, YvCciP:
(A) A.B).C=A.(B.0¢)

M) A.1 = A (O e'l:,emento neutro é opolimlimip’uniddde,
(C) A.B =B. A também chamado elemento-unidade.)
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ATENGZO: Ndo existe propriedade que diga respeito a existéncia do ele-
mento inverso (I) ou oposto multiplicativo, pois nem todo poli-

némio, diferente de zero, admite inverso. Exemplo: O poli-
némio x ndo admite inverso, pois a sentenca aberta:

xXA=1

tem Conjunto-Verdade vazio, por nido existir 'nenh‘um poli-
némio que, multiplicado por x, dé o polinémio-unidade (1).

7 1 o p
Lembre-se de que a expressdo: ' hio é polindmio!
Relacionando a multiplicacdo e a adicdo de polindmios, temos ainda
a propriedade distributiva:

D) A.(B+C=A.B+A.C

Verifique vocé mesmo essas propriedades (A), (N), (C) e (D) com
0S polindmios: A =2+ 3x-x2 B=5-2x e C= 1+ x-3x%

6. NovipaDE: Nova estrutura algébrica: Anel Comutativo

Quando num conjunto estdo definidas _, e
duas operacdes: & . %
_ &y o o, @
adi¢do (+) com as propriedades ANIC [ 4 : I‘;-";
R 2 Sl Elm o
multiplicacdo (X) com as propriedades ANC || = o=,
plicagdo (X) prop {.-_a\ anic [] anc \,{7
€ mais a propriedade distributiva (D) da multi- L N =gy x
plicagdo em relacdo a adigdo, diz-se que o A W 4
conjunto tem uma estrutura de Anel \‘-'-\;‘: Y

Comutativo com elemento—unidade_. - Assim, 2 Yy o w

por exemplo:

O conjunto Z (dos inteiros relativos), com relagdo as operagdes adicdo

1.
e multiplicacdo, tem uma estrutura de Anel Comutativo. Verifique.

2. O conjunto P (dos polinémios a uma varidvel com coeficientes em R),
com relagdo as operagbes adicdo e multiplicacdo, tem uma estrutura

de Anel Comutativo.

E o que foi visto no .item 5.
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EXERCICIOS DE FIXACAO — Gruro 43

1. Efetue as multiplicacies dos seguintes polindmios:

le) A =3—5x+2x?—8x3 Bm | 42¢.4 y2

2°) A = 2’-‘“——5x“+%x‘*‘+l B=x_4

3.“)A='-3x—x3+4x5 B=I+2x—x2 C=3+4 5x
4.°)A=7x2—x+2 B = 13 C=x+1

2. Preencha, de modo a tornar verdadeiras as seguintes sentengas:

12) Se o polindmio A ¢ do terceiro grau e o polindmio B ¢ do segundo grau, entdo 0
polindmio-produte 4 2B kdo grau;

2% 0 _clerr:ento neutro, no conjunto P dos polindmios, com relagio & operagdo multi-
plicagao, ¢ o polindbmio . .,
3. Verifique:

L°) quea multiplicagdo dos polindmios A, B e C ¢é associativa (empregue os polinbmios
do exercicio 1, 4.0);

2) que a multiplicagdo dos polinémios A4 e B é comutativa (use os polindbmios do
eéxercicio 1, 2.9);

3.9 que o polinémio-unidade (I =1 + 0x 4 0x2 + ..) & o elemento neutro 32
conjunto P, com relagio a multiplicacio (multiplique-o pelo polindmio A,
exercicio 1, 1.,

4. Se 4 =3-5x+7;, B=2¢x-1¢ C = x + 2, entio:
A (B4+C =4 .B +A.C (propriedade distributiva)
B+C .A=B.A+cC.4 (propriedade distributiva)

e

5. Qual ¢ a estrutura do conjunto P, dos polindmios, com relagéio as operacdes adicdo
e multiplicacio ?

7. Divisdo

Dados os polinémios 4 e B # 0 (isto quer dizer que o polinémio
B ndo é o polinémio nulo), chama-se quociente de A por B ao polinébmio
C, quando existe, tal que:
A=B.C

O polinbmio A4 & denominado dividendo e o polinémio B, divisor.
Diz-se também que:

o polinébmio B divide o polinémio A;
o polinbmio A é divisivel por B e por C (que por sua vez sdo divisores
de A).
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i 1 é i 1isdo
A operacdo que permite determinar o quoc;enti‘z_ e Ic‘l‘lf.;g:.mmada d
de polinémios. Assim, por exemplo, dados os polindmios:

A=x?-5x4+6 e B=x-3

O quociente de A por B é o polinémio C = x —2, pois:

x2-5x 4+ 6 = (x-3). (x-2) (verifique!)

i i iedade, isto
ATENGA0: Nem sempre existe o polindmio C c%m essa sgrrgprr:zeéapo;sivel
é, dados dois polindmios: A e B # 0, ném meima il
d,eterminar o quociente de A por‘B. ssa euns. Siadag

vocé encontrou no conjunto dos nimeros in )

sem v i 1 dois niimeros
i inar o quociente de ;
pre era possivel detem‘f C
inteiros: a e b = 0. Surgiu, entdo, o.quoczentg gprox:madio
€o rcst;J passando a operagao a denominar-se divisdo aproxi-
’

mada. Lembra-se?

Também agora, no conjunto P dos poli_nﬁmiqs, da.d0§ dgiz ﬁllgﬁg::o;
A e B =0, & sempre possivel determinar‘dms.pohnﬁr{llosl.-le‘ :
Polinémio R é de grau menor que o polinémio B tais que:

A=B.C+R

visd imada de
onde C é o quociente (aproximado) e R o resto da divisdo aproximad
A por B. "= ' ’
Se R =0 (polinémio nulo), entdo a divisdo é exata (definida simples
mente como divisdo de polinémios).

Seni as di-

Por enquanto serd ensinada uma técnica para se efr'fl:]tulz:)re;?etuar s

visdes entre polinémios com uma vari4vel. Seja, plqrbex?O-pxé eg a5
divisdo do polinémio: 2x3 - 5x? 4+ x — 8, pelo polinémio:

i indmi os(%):
Procedemos da seguinte maneira, supondo os polinémios ordenados(*)

Y sisivo itbema do
1. Divide-se o primeiro térmo do dividendo .(2x32 pelo pﬂme:.rotéer(;nx).
divisor (x2), obtendo-se, assim, o primeiro térmo do quocien ;

2. multiplica-se o primeiro térmo do quociente paelo d;wsor essit'lb;:rg;fzf
o produto (~2x% — 6x2? + 8x) do dividendo (2x% — 5x2 + x - 8); 3 e
renca obtida (~11x2 + 9x — 8) representa um resto, CUJ% p‘“o =
térmo (~11x2), dividido pelo primeiro térmo do divisor, daré

gundo térmo do quociente (—11);

(*) Deve-se, nas divisdes de polindémios, ordené-los segundo as poténcias decres-
; 3
centes (ou crescentes) de x.
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3. multiplica-se o segundo térmo do quociente pelo divisor e subtrai-se
0 produto do primeiro resto obtido; e assim sucessivamente ate
que se encontre para resto o polinémio nulo (divisdo exata) ou U™
polinbémio cujo primeiro térmo nao seja divisivel pelo primeiro térmo
do divisor (divisdo aproximada).

Disposicdo prdtica:

263 — '5x2 4+ x_ 8 |x2+3x—4

2% - 6x% 4 8x 2x— 11— quociente
- 11x2 + 9x- 8 (aproximado
+ 11x2 + 33x — 44
42x — 52
e ——
!
resto

Logo: | 2x3-5x% 4 x-8 = (x2 + 3x—4) . (2x - 11) + 42x - 52

e a divisdo é aproximada.
Outros exemplos:

1.°) Efetue a divisdo de: 15x5 - x% - 4x® + 5x2—x por 5x° + 3%~ 1
Temos:

15x5 =, | st — 430 |- 5¢8 — &% | 5x* 3%~ 1 :
—15x5 - 9x% 4 3x3 3% — 22 L x —> quoclerlte
—10x%* — x3 + 5x2 (exato)
4+ 10x%* + 6x% — 2x2

+ 5x% 4 3x2 — x

—5x3 — 3x2 4+ x

0x3 + 0xZ2 4+ 0

(polinémio nulo)

Logo: | 15x5 —x#* —4x3 + 5x% —x = (5x% + 3x— 1) . (3x3 — 2x% + %)

e a divisdo é exata.
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- a_
2.°) Efetue a divisdo de: 34— 5x3 4 1 por 2x*—X.

Temos:

Efetue as divisdes ent

1.9)
2.)
3.0)
4.)
5.)
6.%)
7.)
8.9)
9.0)

10.)

3xt — 5x3 +1 | 2x2—x
3.5 SO
el R

R

EXERCICIOS DE FIXACA

re os seguintes polinémios:

7 oL Hir quociente

(aproximado)

0 — GrupoO 44‘

1
S ket
5x3 - 8x2 +2% +9 5 x+1
x5 4 xt a3 a2 +x+1 e
3 _-5x2 4+ 6 _Qﬂ e 3x -2
st +6 e 3x2-5x-3
6t — 19x3 + 3x2 + 19x
-2x + 5
2x3 - 10x2-x + 5 4 4x3-3x +5
3xt —2x9 | x2—4x—3 e e
=Tx—3 e =
4x5 — 2x4 —9x® + 2x2 = Tx £ 4
‘6+3x+13x9—4x3~5x‘+3x5 e 2 +x+
e 5+ 3x

15 — 11x — 2x2 + 6x°
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Os conj

; untos: - p ;

pohn@mios)J “compogt' (dosnnumeros inteiros relativos) e P (dos

operagdes a,dicﬁo em ?tr?‘i—s'e da mesma maneira com relagdo 4s
ultiplicagdo, isto é, éles tém a mesma estruturd:

—

PRATICAS MODERNAS — Grupo 45

Vocé ja
] sabe que o { .
mais operagoes) qug poszui;f:m;ﬂs Matemdticos (isto é, um conjunto munido de uma ou
?estas condigdes, se um Sistemahﬁﬁr ESTRUTURA' SopoHidinase Tk MERES manc
sempre possivel resolver-se nesse Sist::nmztxw: gc?j;u’_' por exemplo, estrutura de GRUPO,
cdo:

A+x=B
223fu$0e g rsg;e;ir;itsénrﬁigm nossas Prdticas, elementos dos conjuntos Z, @ R ou do
s. De fato, a solugio dessa equagdo é dada, PO‘J'-
x =B+ A’ |
e se estuda.

representando A’ o el i
emento inverso de = wr 3
Exemplo: Resolver as seguintes equaAg-ﬁisT a operacdo definida no conjunto qu

L) 84+x=12 no Conjunto-Unive
= -0n)L - rso Z (que i srUPO €M
relacin & Dperacho adigao)(q possui estrutura de G

A solugdo é dada por:

x =12 + (-8), i
+ (-8), isto &, 4, sendo (-8) o elemento inverso (aditivo) de 8, pois &

operacdo que figura na equagdo é a adigdo

Ay ' no Conjunto-Universo Q* = @ - [0 i de
ivers = 0Q- ue possui estruturd
GRUPO em relagdo 4 operacio mulgigh'(c?:rg&a)po :

A solugdo é dada por:

1 3
x = 12 X —, isto é, — L
8 s 5 sendo = 0 elemento inverso (multiplicativo) .de 8,

pois a operacdo que figura na equagdo é a multiplicagdo
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3.8) 3 no Conjunto-Universo P (que possui estrutura de GrRUPO em
A+4+X=B %0008 = 2
[ N ) relagdo 4 operagdo adi¢ao)

representando A e B os polindmios dados:
A = =2 + 5x-3x%, B =5-x + 6x?
e X o polindmio que se procura, a fim de tornar verdadeira a sentenga: A 4= B.
Como o conjunto P dos polindmios possui estrutura de crupo em relagdo
d adicdo, segue-se que:
= X = B =+ (_A)J

sendo (-A) o polinémio oposto (ou inverso aditivo) do polindmio A.
Logo: X = (5—x + 6x) + [- (2 + 5 =3%7)
X =5-x + 6x* 42 -5% 4 3x?

X = 7-6x + 9x?

e a solugdo da equagio proposta:
-2 + 5x¢—3x%) + X = (5-x+ 6x2)

é o polinbmio: 7 -6x + 9x*.

Desfrutando a vantagem de saber que um dado Sistema Matemético possui estru-

tura de Grupo, resolver as seguintes equagoes:

1) 54x=12 no Conjunto-Universo  Z

28) 3 +x= 7 no Conjunto-Universo Z
38) 9Xx=18 no Conjunto-Universo Q*

45) 12X x= -;— no Conjunto-Universo Q*

3
58) = - 5 no Conjunto-Universo R

no Conjunto-Universo R
no Conjunto-Universo P

no Conjunto-Universo P

62) 3 42x=10
78) 3-2x 4+ 9x7) + X = (5 +x-3%%
8.) (x2 + Bx) + X = (x? + 8%)

9.m) (5x) + X = (—;— —x + 8x 3) no Conjunto-Universo P

10.%) (1 =+ —%—x —x3 + 5x3 —2x4) +X = (-4:;3 -x + —?—) no Conjunto-Universo P
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ESTuDO DpDaAS FIGURAS GEOMETRICAS




- fazendo Geometria...

1.2 Parte:

- figuras geométricas planas: cur-
vas fechadas simples
- um pouco de Topologia...
2.2 Parte: - relagoes e operagoes com con-
juntos de pontos no plano
- semi-reta; segmento de reta;
semi-plano
- medida de segmentos;
segmentos; congrusntes
3.2 Parte: - angulos; medida de angulos;
angulos congruentes
- problemas de aplicagao
4.2 Parte: - explorando demonstragoes...
- angulos formados por duas retas
coplanares e uma transversal



1.2 Parte: - fazendo Geometria...
- figuras geometricas planas: cur-
vas fechadas simples
- um pouco de Topologia...

Fazendo Geometria...

1. Objetivos da Geometria

Até aqui vocé estudou e trabalhou com conjuntos de niimeros.

EStabe}eceu relagdes, operacdes e propriedades, dentro da Matemética
tC_Onhecxda pelo nome de Aritmética. A seguir estudou sentencas matemd-
icds, ressaltando-lhes as estruturas algébricas, na parte conhecida pelo
nome de Algebra.

Agora, ao invés de conjuntos de nameros, vocé estudard conjuntos

de pontos. Estari ainda dentro da Matematica, na parte chamada

EOMETRIA.
Os conjuntos de pontos constituirdo as figuras geométricas, para

aS quais também serdo estabelecidas relacdes, operagies, propriedades e
Sentencas matemdticas.

Se na Aritmética e na Algebra o Universo de trabalho foi o conjunto
de todos os niimeros (R), na Geometria, o Universo de trabalho serd o con-
Junto de todos os pontos, conhecido com o nome de espago (E), no qual

Vivem” as figuras geométricas, tais como as linhas, os planos, as super-

ficies,... que sdo subconjuntos de [E.

UM POUCO DE HISTORIA

; Hé_ milhares de anos, babilénios e egipcios usaram as primeiras idéias de ‘

ometria para: estudar Astronomia, construir pirdmides, medir seus campos de
agricultura, etc. Euclides, um famoso grego, escreveu o primeiro livro de Geome-
tria hd 2 200 anos, numa época em que Geometria significava “medida da Terra”.
Hoje, em plena era do espaco, Geotaetria tem outros significados. Que é
espaco? Espaco, para nés, é o conjunto de todos os pontos. Em outras pala-

VIas, o espaco “‘abrange tudo’’!
paci. alUma viagem para Marte, por exemplo, envolve o nosso espago. Se uma nave es-
% p.rete'?desse fazer tal viagem deveria, entre outras coisas, conhecer no espago:
‘-'“m".lho que ésse planéta faz ao redor do Sol, sua localizagdo e sua velocidade.
Pois bem, os estudos ligados principalmente aos caminhos e localizagdo no

espaco pertencem i Geometria atual.
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2. Tudo comecou com o ponto

Téda fi
_ ura Stri ;
Primaria, Vogcé 5 dgse;?}],e'iflca € um conjunto de pontos. Desde a Escola
fisicos. Sdo, pois famia;ia:::s; flgurr:iljs geométricas associando-as a modelos
’ os ““desenhos” que lembram:
ram:

0 segmento

0 ponto
a

// reta de reta o Q'lgulo

.’ / / y
o triangulo

o retdngulo Q
o poligono a circunferéncia

o prisma

a pirAmide

Na i :
geométri?;sonletna" a ser estufiada, vocé ir4 conhecer melhor as figuras
i el de propriedades que as caracterizam e que sdo sempTe

= ) q aq}uer que seja a precisdo com que foram desenhadas-

Sara 1320 serd necessirio conceitud-las, além de desenhé-las.

e vocC i i v :

lie. et trata g:lsesse, por exemplo, definir um tridngulo, poderia dizer
L unl coniuate d:r;o;fmjsung ff pgntos. Porém, t6da figura geométrica
- e tos. Entdo & necessério mais “al isa’’ parad
dar a idéia do que seja um tridngulo. GESI AT T

116

o é um conjunto de segmentos de retas, com
vocé desejaria saber o que é um segmento
r-se que é uma reta, e esta, 0 que é

Dizendo que o tridngul
determinadas propriedades,
de reta que, por sua vez, exige sabe
um ponto!

Logo, tudo comegou com 0 ponto, que passa a ser, assim, o primeiro
clemer.tto da Geometria, ou seja, a figura mais simples, usada para definir as
demais. Como antes do ponto “‘ndo ha nada’, éle ndo vai ser definido

e por isso é considerado um conceito primitivo.

® Dﬂu..__-.—————'.-.o —— - ] _—b

A imagem de um ponto pode ser obtida pela marca deixada pela
ponta de um lapis (bem apontado!) numa folha de papel ou o “canto”’
onde se-encontram as duas paredes de

la com o assoalho.

sua sala de au
\\
../5
i /t_\\‘
i/ Mas guarde bem: &stes desenhos
A /' revelam apenas uma idéia do ponto,

~J

pois na verdade o ponto da Geometria
ndo possui “tamanho’ e vocé sabe
que ndo encontramos nada no mundo
fisico sem dimensdo!
Vocé pode, portan
ponto, mas ndo pode
: “carregé-lo”...

Deslocando-se a ponta de um l4pis
pela folha de papel, ficard descrita a figura
geométrica denominada linha ou curvd.
... Como & natural, vocé pode tragar O

tipo” de linha que quiser. N@o h4, porém,
linka mais simples do que a linha reta,
geralmente chamada reta, cuja imagem ¢€
obtida fazendo-se deslizar a ponta de um
lapis ao longo de uma régud, até . ..
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to, imaginar um
“seguréa-lo’” nem




Na verdade a régua possibilitou
desenhar ‘“‘uma parte” da reta, pois
voce pode “imagind-la” prolongada
indefinidamente, mesmo além da félha
do desenho...

N : e 1; superficie do quadro negro, ©
’ , chio determinado pelo patio do Colégio,
sugerem i btri s e, :
peﬁsad “.Iif}agens ”da figura geométrica denominadap plano, que
o. llimitado’” em todos os “‘sentidos’’. ’

LN

Nﬂ estudo que s_eré feito vdo ser considerados como “grandes perso-
nagens”’ da Geometria:

o ponto a reta e o plano

sdors quais V?Cé j4 tem idéia formada, apesar de ndo o0s ter definido, por

oe em ICO"EeﬂOS primitivos. Nestas condicdes, ndo serdo os desenhos bem
u mal feitos que os caracterizario e sim determinadas propriedades que

éles possuem.

5 thara facilitar o reconhecimento de tais propriedades, pode-se empregar
mbolos para representar os pontos, as retas e os planos. Assim, serao

representados:

os pontos por: A, B, C, D, ..., P, ... (letras latinas maitsculas)
as retas por: a, b, ¢, d, ..., r, ... (letras latinas mintsculas)

os planos por: « B, v, & ... (letras gregas mindsculas)
(alfa) (beta) (gama) (delta)
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3. Figuras geométricas que “pivem” no plano

Vamos considerar o plano como um conjunto infinito de pontos:

verso de trabalho, repre-

a o plano sera o Uni rat
onde vocé ja esta acos-

Neste curso de Geometri
lha de seu caderno,

sentado de preferéncia pela fo
tumado a desenhar:

dngulos, tridngulos, quadrildteros, circunferéncias,...

_,_—-—-,-—"——"_“_-__-——'d

lano
Tais figuras, por possuirem todag oo SE02 pgntofinnflzlg:‘r;sngogema,:
sdo denominadas figuras geométricas planas. Em Hng

as figuras geométricas planas sio subcohjuntos do plano

.. e SE
as: prismas, pirdmides, cilindros, cones, esferds, .. .,
= e = 0 pi::mo, <o chamadas figuras geomé-

OBservagio: Asfi
m mesm

cujos pontos ndo perlencem todos a u
tricas espaciais.
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EXERCICIOS DE FIXAGCAG — Gruro 46

1. Assim como os cbjetos concretos permitiram a idéia de mimero, os seguintes desenhos

2.

3

4.

5.

dido idéias de figuras geométricas. D¢, de cada uma delas, o nome pelo qual vocé
as conhece: )

N\ e

Diga que figuras geoméiricas sugerem:

1.°) o conjunto das estrélas do céu a noite;

2°) um raio de luz;

3.2) a dobra de uma félha de caderno em duas partes iguais;

4.°) a superficie da pista de um boliche;

5.°) a superficie de uma bolinha de pingue-pongue;
(a resposta — superficie esférica — é dada para ndo haver confusdo com @
resposta da questdo seguinte)

6.°) uma bolinha de gude;

7.°) uma bola de futebol;

8.°) um dadinho de jégo:

9.°) os trilhos de uma estrada de ferro;

10.°) um ldpis comum que nunca foi apontado;

11.°) ... e a Pirdmide de Quéops, do Egito.

Assinale V ou F nas seguintes sentengas:

L.1) Pesso desenhar quantos ‘“modelos’” de linhas ou curvas eu desejar.

2) Uma reta é uma linha.

3.%) Uma linha é sempre uma reta.

4.5) Uma linha nem sempre é uma reta.

5.*) Um plano é uma superficie.

6.%) Toda superficie € um plano (cuidado!).

7.2) O tridngulo é uma figura geométrica plana.

8.2) O triangulo é uma figura geométrica espacial.

9.5) A pirdmide é uma figura geométrica plana. .

10.*) O névo Estidio de Belo Horizcnte sugere uma figura geométrica espacial.

Desenhe e dé os respectivos nomes de trés figuras geométricas planas e de trés figuras
geométricas espaciais.

O tridngulo é um subconjunto do plano. E Verdadeira ou Falsa esta sentenga?
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Figuras geométricas planas

4. Curvas fechadas simples

i L2
Considere uma folha de seu caderno como o “plano” no
qual serdo desenhadas as seguintes figuras:

T

3
Cada uma delas representa uma figura geométrica plana denominada
curva fechada simples.

Fechada, porque é sempre possivel
a partir de um ponto inicial (P) e, sem
ao ponto inicial, ndo sendo permitido “‘voltar
(EXpErimente!) /

_Simples, porque a curva “nio se cruza’, ou seja,
a si. mesma.

As curvas fechadas simples deter-
minarh no plano (onde se encontram)
trés conjuntos, constituidos respectiva-
mente pelos:

descrevé-la com a ponta de um lapis,
“levantar o lapis do papel”, chegar
»* pelo percurso ja percorrido.

ndo se intercepta

— pontos interiores 4 curva
— pontos da prdpria curva
— pontos exteriores a curva

simplesmente interior
Tais regides estdo

i i o ido interior ou
Os pontos interiores compéem a regiao in
; terior da curva.

da curva e os pontos exteriores O ex
destacadas na figura, onde:

nterior da curva
— os pontos A e B pertencem ao inte

— o ponto P pertence a curva ; »
— os pontos M e N pertencem a0 exterior da cur
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TE, curvdas adas . 1e - - - o~ r. - nem Si?” Zes
P Jechadas simples gozam das seguintes importantes  propriedades 5. Curvas planas que ndo sdo fechadas b
que as caracterizam:

1.*) qualquer linha que une um ponta interior a
um ponto exterior intercepta (“encontra”)
a curva pelo menos em um ponto:

As figuras geométricas planas:

. 7 . inha
2.%) & sempre possivel unir dois pontos quaisquer interiores (ou exteriores) por uma I
que ndFo intercepta (‘ndo encontra’) a curva: 2%

: 5 r a descrevé-las
o ¥ p ; ifi ois se vOCe comega S
ndo sdo fechadas, como é facil verificar, p vto P, mio voltard mais a ésse
“num certo sentido”, a partir de um ponto I se o “sentido contrério”.
ponto, a menos que “levante o l4pis do papel” ouu
¥

Por outro lado, as curvas:

L it
%//fﬁj’/’/’; )

7 ohp
5 . 7 £, 1 intercepta a curv
3.%) a partir de um ponto exterior (M) qualquer “semi-reta” que i ! Lalquer SR
) fagem um nimero par de pontos; a partir de um ponto interior (A), g)s' ndo sdo simples porque “se cruzam
“‘semi-reta” que intercepta a curva o faz em um nimero fmpdr de pontos:

/L

resentam curvas que ndo 'sdo fechadas nem s

mbém as figuras:

imples.
rep
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6. Convexidade

" YR e .
Tem- especial interésse em nosso curso de Geometria as curvas fe-
chadas simples convexas, tais como:

As "\\
£ . ™ ¢ y ,’ ‘\
A 35 ‘ Ae | ( B/ | |
°B \ \ { .
/ N \ /
// = \ \ e Vi
As ~ \ / /
e . °B s
\ ‘ A

onde o segmento de reta que une dois pontos quaisquer (A e B nas figuras)
da regido interior a curva esta sempre contido nessa regido.

Jé& ndo sdo convexas as curvas fechadas simples:

' J A'./ //;:\!" . I.B [ A® it ‘| r/ e \ ,/;"B\\
! ( N ' t / ]
e J \ ] / [ i o
5 S & P \ 4/" \
Q \\\\! '\‘\9 /'/ \WQ . \ P ?/
q ; i e ¥l N ¥
N\ g R ‘\-__, ‘,.7//

porque o segmento de reta que une dois pontos quaisquer interiores ne
sempre estd contido na regido interior a4 curva.

. ; . ? Por
Qual, das duas seguintes curvas fechadas simples, & convexa ! P
qué?
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TESTE DE ATENCAO — GRuUPO 47

o 2 hada simples, é pos-
Dependendo da “forma’ com que se apresenta uma curva fec ) €]
sfvel, mmma simples observacfo, reconhecer quais sdo os pontos do plano interiores
ou exteriores & curva. I-? o' caso das figuras:

o

onde P e ( siio pontos interiores € M e N, pontos exteriores ds respectivas curvas.

pOIéI" em que Sem recorre ﬂedades ue caracterizam as curvas
casos, » CO r ﬁs pl'op q

Jechadas simples, é dificil o reconhecimento de pontos inferiores ou = I
curva, Asiri,espor exemplo, na seguinte curva fechada simples (embora ndo paregal),
quais sdo os pontos interiores €
quais os exteriores?

Basta tracar, pelos pon-
tos, qualquer semi-reta que
intercepte a curva e contar o
nimero de pontos da intersec-
cdo: se fOr par, o ponto é exte- <o \)d
rior; se fOr fmpar, o ponto & gpol ;
interior. Entdo, sdo inferiores
03 pontos B e D, pois as c
semi-retas tragadas por é&les
éncontram a curva em um nii-
mero fmpar de pontos, e exte-
riores A e C, porque as semi-retas encontram a
curva em um ndmero par de pontos.

Diga vocé, agora, quais .os pontos interiores e
quais os exferiores ds seguintes curvas fechadas
simples:

C
)
o

Norta: As semi-retas empregadas ndo devem passar pelos “vértices” da figura.
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A famosa Curva de Jorpan:

O ponto A ¢é interior ou exterior 4 Curva de Jordan? E o ponto B?
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EXERCICIOS DE FIXACAO — Grupo 48

adas simples. Os pontos P e (2 pertencem ao
da curva. Procure verificar, desenhando, as

fechadas simples.

1.  As seguintes curvas planas sdo fech
interior e os pontos A e B ao exterior
trés propriedades que caracterizam as curvas

’5 fiwl

L)
e N I Q °
B
A
L ]

o>

. >

o

Qual delas é convexa? Por qué?

2. Assinale quais, das seguintes figuras geométricas planas, sdo curvas Jfechadas simples:




N S

4. Assinale quais das seguintes curvas fechadas simples sdo convexas:

®C><) —

Hﬁ/ ( i e
.//f L

=
L

0
o~

e
N

S

5. A figura geométrica:

\- ‘\\\\

ndo é uma curva fechada simples. Por qué?

e

; = as
Quantas curvas fechadas simples estio representad

nesta figura?

6. O contérno do mapa do Brasil e o tradicional simbolo do IV Centenério do Rio de
Janeiro representam curvas fechadas simples? Por qué?

ZAIN

\

N
N,

R

L

g

e

7. Voct deve ter percebido (ou néio?) que no quadro do exercicio 3 consta o ponto entre
as figuras geométricas desenhadas. O ponto é considerado uma curva simples fechada.

Por qué?
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3.9)
4.)
5.9)

6.9)
7.9)
8.9)

9.9)

10.0)

TESTE DE ATENCAO — Grupo 49

Observe as trés figuras desenhadas:

A : tridngulo

B : quadrado

C : circunferéncia
€ responda: 5

5 o . do a
Quais os numerais pertencentes ao interior do tridngulo A? do quadra
circunferéncia C? s
; . i ence

Quais os numerais pertencentes ao interior do tridngulo, porém, nio-pert

a0 interior das outras duas figuras? o3
2 oy i jor da figura
Quais os numerais pertencentes ao interior da figura C e ao exterior gu

Ao interior de quais figuras pertence o numeral 3.
it eyl e amb!
Quais os numerais pertencentes ao interior de A ou de B (ou d
exterior de C? L3
137
Ao interior de quais figuras ndo pertence o numeral 2? E o numera

as) € ao

O numeral 7 pertence ao exterior de quais figuras?
R ; i interior
Quais os numerais que pertencem ao interior das figuras A e C, mas ndo ao
de B? ‘
. . i umerais:
Quais séio as duas figuras a cujo inferior pertencem os seguintes pares de n
a 3eb b) 3 e 4 c)2e3
interi i figura
Quais os numerais pertencentes, a0 mesmo tempo, ao interior da figura A, figu
B e figura C?
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NOTA IMPORTANTE

Um pouco de Topologia....

Estudando curvas fechadas simples, v
um dos modernos ramos da Matematica, relacionados com a Geometria.

Na‘ Topologia, as figuras geométricas tém mais “liberdade” do que na
Geomgtna porque podem mudar de tamanho e forma, conservando porém outras
bropriedades (estruturais) que dizem respeito a sua estrutura,

. Pode-se apreciar ficilmente esta distingdo usando uma félha de borracha,
a0 invés de uma félha de papel, para “desenhar” as figuras geométricas planas.

Desenhe, por exemplo, numa félha
de borracha um retdngulo ABCD, com
um ponto assinalado no seu interior.

océ tomou contato com a Topologia,

Por mais que “‘se estique” a borra-
cha, o ponto permanecerdi sempre no
interior da figura, que vai continuamente
mudando de forma e de tamanho, pois
os lados do retdngulo se transformam

em linhas curvas. Todavia, o contérno
ABCD (que pode ser percorrido sem que a curva se cruze) continuar4 sempre

tanto as regiGes interior e exterior i curva,
do nas figuras abaixo:

uma curva fechada simples, existindo por
conforme pode ser aprecia

“Esticando” a félha de borracha de u

“ % 0¥ m modo especial, vocé poder4 chegar
a “transformar” o retdngulo inicial numa: circunferéncial
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e
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' inuou com a$§ curvas,... com as
4 Tuco comegau ?E’mﬂ E) r;:g. 'Glabnfg?rﬁzn:oser _estudada nesta série -d-; cg:;
TN GRS DS lanas. Nestas, tem importincia fundamental o Em;ld e
as figuras geométflcdfeﬁ’ por estar diretamente ligado ao das estruturds fop. g : :
curvas}{e‘:had:ss':;mp as’ idéias de interior e exterior éﬂei tx‘.lma mrvgu_ged!fgigse Js::goes
. istori de um Califa persa A C
R Y h'S:E: o rﬁ:‘li? filha, usou um problema d; aT?qp:oloBglar;
it Dt mgnag sl?tuagﬁes para um mesmo problema: hglafu:r s Tt
Efar(r:l :f r(gP gitf Tin;:as que ndo se cruzem nem interceptem qualq
L]

da figura: 1.» Disposicdo

A A

B B
B B

G == (e
c c

: depois de ligar
L 4cil. J4 na segunda,
= imeira disposicio € f ; se encontra
A 5°1‘J’BQ“° daB?anse::‘l'?aré Ema curva fechada s’fﬁﬂlﬂi rcl]?l qu:luge s
A com A’, B com b, T€ nseqiientemente, o caminho que 5t 2
no interior e C’ no_extﬁzogo‘;ﬁ;;o p;.lra essa segunda disposicdo e . .. “topoldgica
a curva. Logo, ndo

1 a filha se case...
mente” o Califa ndo quer que su
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2.2 Parte: - relagées o operagoes com con-

.-— ;suenl:‘c;srg? pontos no plano
- ~reta; se : i
seml-planc; gmento de reta;

- medida de segmentos;
Segmentos; congruentes

Relacoes 0
¢ € operagdes com conjuntos de pontos no plano

7. Primeiras relacdes e operdcoes

Com os b aco
ontos e com as r 3 re
S retas serdo estabelecidas as primeiras relagoes:
- € igual q T
4 s «« . pertence a ...

?uatoperag&o: interseccdo de r
]e ntos f.ie bontos. Tais relaco
X€rcicios que se seguem.

ee;ﬂz, onde as retas sdo pensadas como con-
operacdo serio “‘sentidas” através dos

EXERCfCI0s EXPLORATGRIOS — Gruro 50

1. Com um Iép;s (ponta

be .
tl'anSpar_ente), Vo m afiada , _

& e ;5 g
explorar”’ ) € uma régua (preferivelmente de material

4s seguintes questges:

1.%) (esta ¢ para ili
. auxiliar , , ) Desenh
ponta do l4pjs marque, em T, ume p'-:)rr?fo rga S s ;i

& i c:::"" O ponto P pertence 4 reta r (lembre-
¢ umqel a reta r é um conjunto de pontos e P
e L B ST el eemento désse conjunto), indica-se tal
= Mpregando o simbolo j& conhecido: €
Logo: P E r

PCG, P.Cb_ P€C

Serd que g4 “passam"’ estas retag por-P?

2. Se a e b, como retas, sio conjuntos de pontos, entio vocé pode determinar a inferseccdo
delas. Ora, as retas a e b, do exercicio anterior, interceptam-se (ou seja, “‘encontram-se’’)
no ponto P. Sendo a intersecgio de dois conjuntos um

conjunto, segue-se que a intersecgdo de a e b é o conjunto
unitdrio constituido pelo ponto P. Indicagdo. L
a
anb = [P}
Vocé conclui facilmente, examinando a fig. da 2.* questdo -
do Exercicio 1, que também: / \\
aNc=[P}] anNd=... bNe=... bNd=...

3. Sobre uma tabua fixe dois pregos que a furem em dois “‘pontos’” A e B em posigdes
diferentes, isto &, distintos.

o B

Passando por A e B dois ou mais fios (bem fininhos) e eSﬁm"c‘c"OSEb'Ei m3 7 Yock
perceberd que os fios se superpdem, dando a impressdo que coincidem. o
ritncia sugere a seguinte afirmacdo, que passa a constituir uma propriedade que

caracteriza a reta:

Dois pontos distintos determinam uma Gnica reta

Para “testar” essa afirmacdo, marque dois pontos distintos numa fo6lha do
caderno. Represente-os, respectivamente, por A e B:

Quantas linhas vocé pode tracar ligando A com B? Muitas, nio é verdade?
Usando a régua, porém, poderd tracar uma sé reta, que serd indicada por r.

Agora vocé j4 pode indicar uma reta também por dois pontos distintos, precisa-
mente os dois pontos que a determinam, da seguinte maneira:

r=AB
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e e B s

- Considere numa folha de desenho os

A flecha, com dupla seta nas extremidades, procura indicar os dois sentidos
que traduzem a infinidade da reta

R Ramd
- Tanto faz indicar a reta r pur AB ou BA, uma
Vez que os pontos A e B d

eterminam sempre a mesma reta,
— —— .
Logo: AB = BA — r

NoTa: Se A = B,isto é, Ae B representam o
dizer que os pontos 4 e B coincidem, N

mesmo ponto, entio costuma-se
com o que foi “explorado” no exercicio

este caso, tem-se s6 um ponto e, de achdl'}'
1.%), por &le passardo quantas retas vocé quiser!

pontos distintos A e B, Voce ja sabe que éles
determinam g3 reta A‘—é:

- 5,

A B

: W .
Desenhe, a seguir, um ponto C fora da reta AB, isto €, C ndo pertence a AB:
L

Cc

A

|

Em simbolos, temos: ¢ ¢ AB. Por sua vez:

e
0S pontos 4 e C determinam a retq AC

G e
€ 0s pontos B e C determinam a reta BC

Qual ¢é 3 interseccdo das retas ﬁz e AE?

E o ponto A, Indicagzo: A‘\—é a AE‘ = [A}
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a folha de
No plano « representado pela su:
. L] »

” i i concorrentes
1z-5€ ta bé ue as retas AB € AC §ao 1 lﬂdcn‘cs 0 T

H i m m q & T u

l 40 TA: D

no ponto A.

i i untas:
Responda, agora, ds seguintes perg

: b IOS.
) ntersecgao das retas AC C s [ q 1 0
l. (Zuzll é a int e B ? ndl ue com Sim

i AB e E&? )
2.) Qual é a interseccio das retas A ;ﬂé > Eé e
3.5) Como se torna verdadeira a sentenca:

< a reta r:
c'].deﬂlﬂ (.'5“’1 d(.‘SCnIlﬂdﬂ uma T
¥

/

!

ue também
i contida no plano (g

njunto de pontos) estd 'Codic'ldﬂ por:

Neste caso a reta r (que éum c0 Jlag&o de inclusdo € indics

& um conjunto dc_ponras). Tal re
\ r C a

r
a reta rJ x D

tém
Por sua vez, o plano con

e - é
a - a de AB, ser
Preste bem atengdo a esta qu a reta AB = re o ponto G, for
0,

“‘nao
do interceptasse (*‘n
. folha de desenh A an vt g
Ct:mmderad;‘ysl,l..nu11(1):':1:é S eria tragar por
que nessa folha v

AB?
encontrasse”) a reta r = ADB! e
Com auxilio de um csquad:o er :
eta 1
por s) que ndo encontrard a r

{vel tragar uma reta (indicada
0sS|

>e
L
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iy

3

T e —

- i :
= U L
T e e — - - L o "

-,

R e T — e L
-

i

As retas s e r, pertencentes ap mesmo plano, que ndo se interceptam, sio deno-
minadas paralelas. Indicagio: s/ s .

Entio: Duas retas,

situadas no mesmo plana,
interceptam,

$40 PARALELAS quando ndo se

Na linguagem dos conjuntos éste

fato significa que a intersecgdo dos conjuntos
seréo conjunto vazio, isto é:

SsNr=gf

Usando simbolos conhecij

lelas, por meio de sentencas

dos pode-se, agora, dar uma definicio de retas para-
matemdticas equivalentes

VS, Vr C a, r =5, s//] 7 = [sNr= g

Considerados os Pontos distintos 4, B e C da reta r;

i

A B c

tem-se que a reta r pode ser dete
Pontos Be Cou A e C. Logo:

rminada tanto pelos pontos 4 e B, como pelos
AE = éE = AE
e diz-se que A, B e C sio pontos colineares oy alinhados. Vale, pois, a definigdo:

[4, B, C, colineares) & A, B, C, pertencem i mesma retal

OBSERVACZOQ

Retas coplanares e retag reversas

Duas retas sio COPLANAR

S ES se existir um
Se ndo existir um plano

Que as contenha,
As retas coplanares se apresentam como: p

T
— incidentes, quando tém um bonto em Hs

‘su.r.zm-u-.-;-'
comum, como € o caso das retas r e s s el
da figura ag lado, pois: y T

plane que as contenha e REVERSAS

TMNs = [A)

— baralelas, quando ndo tém ponto em
comum. Na figura:

r//t pois rM¢t = {7}

Jé as retas re » representam, na figura, retas Teversas, por ndo existir um
Plano que as contenha,
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- Depois de desenhar na ‘sua folha

i e
2. Preencha as seguintes sentengas, I

LEMBRETE AMIGO

No plano:

por um ponto A passam infinitas ss::t::n L T
por dois pontos distintos A e B pa dasimlicsont
duas retas incidentes intercep.tam-set *

duas retas paralelas ndo se intercepta

AO — Grupo 51
E FIXACAO
EXERCICIOS D i
de caderno dois pontos distintos P e {, responda
trugoes:
ds seguintes perguntas, justificandoc-as com cons

. p?
1.*) Quantas retas passam por g?
2) Quantas retas passam por P e por Q7
3.%) Quantas retas passam por

PO = ‘—I;?
45) E verdadeira a sentenca: PQ = Q

. o
l i SPEC i gu ! 'y
ativas as re tivas il ras ao ado de Illﬂd

a torné-las verdadeiras:

d) anb = []
B PEaCRE S
g bn... = [Pl

: @ MEreM...s
2%) 3 s B r...s = M)
o) sy = M]
i
\P a)ﬁnﬁz 3
3s)

5 M‘_ﬁf\;_-'- = [N]
c) PM N MN ... M]
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P ——p -

— e T Cm— i
e —— e

- -~
3. Desenhe uma reta AB e um ponto C g AB. A seguir, desenhe:

L9) A reta r que passa por C e intercepta AB em B;

-
2:) areta s que passa por C e ndo infercepta a reta AB, isto &, seja paralela a AB.
4. Escreva V ou F nas seguintes sentencas:

10) se r//s entio r Ns=¢f
2*) ser//s entdo rNs = g
3 serNs = entio r/s
4*) ser//s entio s//r

52) [P, Q, R, colineares] ¢—»

[P, Q, R pertencem & mesma reta]
62) [P, Q, R, colineares] e—

[P. Q, R ndo pertencem & mesma reta]
5. Asretasre sest3

0 desenhadas no plano « (considerado como um conjunto de pontos).
Escreva o simbol

; . ] L
0 conveniente, a fim de tornar verdadeira cada uma das seguinte
sentencas:
o
e . I8 ¥ ... & (r C a — modélo)
// ’ 5 | Z8Y ok eiis B
/ P f

/ f &Y F a5 - ] o)
/ f 48 P, . (PEr—m
Lo / | s P...s

8. Estrutura de ordem nos pontos de uma reta:
relacio . . estar enire -

Seja a reta r determinada pelos pontos distintos A e B:

e —

r

A cC B
e C um ponto “entre”

A e B. Deslocando-se da esquerda para a direita
0 ponto B, pode-se dize

I que o ponto C continuar4 sempre “‘entre” A e B:

I
-

A c 2

Se, em vez de na reta r, os pontos A e B féssem tomados numa cir-
cunferéncia, conforme figuram no
desenho, ainda se poderia dizer 4
que C estd entre A e B, Porém,
fazendo-se deslocar o ponto B
(no sentido horério), ser4 que
vocé poderia ainda dizer que C
estd entre A e B?

‘ Nio, nio &7
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¢ i inte maneira:
Por isso a relagdo ...estar entre... € caract:elrlzadf:jcf:l tsrigg; i
se A, B e C sio trés pontos distintos e um deé zs ;isma iR
entdo A, B e C siio colineares, isto €, pertencem

—
=

— +
Sti!ltos tl B"- ma l'eta ,.1
] 3 C e D. de u

r =
+ . C D
A B . BeD
entre b €
Temos: B estd entre A e C g Z;i: entre A e D
B stk anire 4 e D estd entre ... com Os pontos

Estabelega vocé tédas as relagoe; g
» N, P, Q e 0, dispostos, nesta ordem, 1

— semi-plano
Semi-reta — segmento de reta
9. Conceito de semi-reta

eta
e que a T
lembre-se d

Considere na reta r um de seus po:r:g:dg por U:

POssui infinitos pontos!), que serd repres

TR L 0 e
r!s.

semi-reta origem ¢ e r'’, cada uma delas

regioes:
O ponto O reparte a reta r em duas I¢g

denominada semi-reta. Por sua vez:

I 1’
semi»[’etas rer

as
e cada uma d s uma da outra

dizem-se oposta

st e
i ijunto unitério,
is o conju -

eén.:f‘m conjunto de pontos)

. : d
— 0 ponto O é denominado origem :
— as semi-retas ' e r/ da reta

z s il
Logo: A reunido das-semr'r_etait’; f (que
Mado pelo ponto O, é a propria I
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e

Preste atengdo, agora, a uma outra conceituacdo de semi-reta, @
partir de dois pontos, e que é de muita dplicagdo em nossos estudos:

Seja a reta r determinada pelos pontos distintos A e B:

—
e semi-reta AB =

A B G
Que é semi-reta de origem A e que contenha o ponto B?

E o conjunto de todos os pontos C da reta AB tais que A ndo estd entre
B e C. Indicagio: AB
Entdo: AB representa a reta determinada pelos pontos A e B

AB representa a semi-reta determinada pelos pontos A € B
(sendo A a origem)

10. Conceito de segmento de reta

Considere a reta r determinada pelos dois pontos distintos A € B:

: - r =
A B
Chama-se segmento AB ao conjunto de pontos de r constituidos ptg
A, por B e por todos os pontos que estdo entre A e B. Os pontos Ave B

dizem-se extremos do segmento. Indicacdo: AB ou BA (porque AB ou B4
representam o mesmo conjunto de pontos).

O segmento de reta é uma figura plana simples que apresenta pontos
internos: sdo os pontos situados entre A e B, e pontos externos: sd0 05
pontos da reta r que ndo pertencem a AB.

Cuidade com as novas indicagdes, pois as sentengas:
AB = BA e¢ AB = BA
sdo verdadeiras, enquanto que a sentenga:
AB = BA é falsal

Isto porque dois pontos distintos A e B determinam a retd AB (ou BA) e
o segmento AB (ou BA); por outro lado ficam determinadas duas semi-retds
— —
AB e BA, que sdo distintas.
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AB i-retas
AB e das semi

AB é denominada reta suporte do segmento
— —
T qum sao denominados conse

"
um extremo €0

Os segmentos que possuem

cutivos e constam das figuras:

. ' C
x B

Cc

. a mados

vos Sao cha

N consecutl

a i i segmentos
primera das figuras 0s

: retd.
colineares por pertencerem a mesma

i N
o-consecutivos, como M

neares € Nd
Dois segmentos podem S€t colined

epqu’f’
Q
P

M N

O_,f
"y LEMBRETE AMIG

l____’_‘segmento E_-B‘—-%

/

e

—_—
N ST S semi-feta BA

B
ontos Ae
indica a retd determinada PClOS p

"y ; eterm
semi-reta deter
indica a da pelos ponto

. > mina
i-reta deter
indica a sem inado pelos

eter
indica o segmento de reta d
de extremos A e B

t c:;f gt QI

1o amie = -

— A—’B e BA {
AB é a reta Supﬂrte de i‘t‘dj’//

141




T =
ESTE DE ATENCAO — Grupo 52

. Vocé sabe
que com os trés
pontos A, B e C da fi
4 a figura:

—

$3a0 ldentlflcados gm
trés s Po
€, entos: AB BC
) € AC. Res “da
Qua"tos Segl!l&!ltos VOCé ldentlf:cana com qllﬂ:'f’o p 14
onlos: A. Bp C ¢ E‘

Observe a figura'.

-
==

(infermacdo:
+ um nimero malt
Gltiplo de 3
e menor do que 8
5.0}

. Também na figura:

A

Vouh 1 -
cé identifica trés retdngulos:

B A e

Diga
quanto
s retdngulos vocé identificaria nas fi
as figuras

¢ . o

A 1
cC D B >
o

3 ['_XElIHillC bem a figu:l
4 1 I =
Assl“ale a V S: =
’ (8}
gora, com ou F as seguintes sentencga:

l.') C e AB 3= .G B L2 .E i.“) B C CE
2.‘) Cd AB 43 B ‘) "‘ ) A BD

8. ) é

L
B

11. Conceito de semi-plano

Considere a folha de caderno d
um plano indicado por o

Uma reta qualquer 7 do plano

infinitas retas!) vai reparti-lo em d
e origem T

" de « dizem-s€ opostos um d
¢ o préprio plano «a-

denominada semi-plano d

o Os semi-planos ' € @
es com a reta origem

| l@ﬁ\\\\\u‘ ;

e desenho, qu¢ d4 idéia da parte de

[ ﬂt\‘llj"f‘.'

il

}\M |'1|| |

il

I L‘ﬂ I

Logo:

@

nquanto um ponto

= Nota: Observe 2 analogia: €nd
mi-retas opostas, uma reta de um plano

PRATICAS MODE

retas e retas.

Operagdes com conjuntos: reunido € inters

reparte-0 €

RNAS — Grupo 33

-»-"l“.\u"h\\ |

de uma retd a
m dois semi-planos opostos.

il

e-se de que © plano contém
o', cada uma delas

o outro € 2 reuntdo

reparte em duas

eccao de segmentos, semi.

B (]

A

20 AB N BC = (B)

— — -~
3°) BAV BC = AC

(o segmento ACéoc
a0 segmen

(o_ponto B

to AB ot ap segme

& o unico elemento

AB e BC)

(por qué?)
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onjunto dos pont
nto BC ou 2 ambos)

o0s qué pertencen

comum A0S conjuntos



ATENGAO: agora vocé pode definir o segmento AB como interseccdo das semi-Tetas
s —
AB € BAI POiS:

BA =5

A B

AB N BA = AB
3. No caso dos segmentos serem colineares, porém ndo-consecutivos, como Mo caso
da figura:
A B c .b
entio: AB N CD = @, pois AB e CD nido tém pontos em comum.
4. Na figura:
== } : o
A B
vocé sabe que: AB D AB (lembre-se: O lé-se “contém”), Entdo:
ABUAB =AB e ABNAB = AB
A seguir, torne verdadeira cada uma das seguintes sentengas:
19 ABU BA = ... 24) AB N BA = ..
5. Na figura:
B
% ) D

temos:  AO '\ OB = AB

Torne verdadeira cada uma das seguintes sentencas:
12) COUOD = ...

32)'ABNCD = ...
28) O_éué-b=_”

4.%) ;1_5 N C?D

]
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gmentos
i eptam-se, mas 0S S¢
6. Na figura abaixo as retas suportes dos segmentos infercep .

; /
nao. f
/
L :
\
N\
hY
\
-?
S
/
/
’
- R
\P/ . Pl
F_I/—EF’_/AD--—--—
______ ,.\
C ,, Y
/ \
/ \
/ N\
’ \
‘ \
¢ N
l! \

i orne d senten as:
veraa as S€ intes G
d de"d Cada uma gu

B \ ( D = emos - I I él )
1 - A t AB (:I) P (lﬂotl (s]
H X
2. ) AB £ ‘:j) = , temos. AB f\ CD - Q (I".Odélo)
3‘.‘) .M CD = i 6- ) C«l U 1 D o MO LN
) N m e

75 PCU PD = ...
gs) NMU MP = -+

o e conjunto) e de inclusdo

42) MNNCD = ...
54) AB \MN = ..

i ent
Relagdes de pertinéncid (entre elem

j : ; B(A # B
(entre conjuntos): . s hombis e B
i dos conjuntos, traduze quzn d:feépczﬂencem a semi-planos z?:sa”.
7. Usando a linguagem €08 =755 1, e quando € W€, 7 o miplanos opostos:
Derencmt u;’n mesrg(l)leseé dividido pela yeta r NOS
Considere o plano «, _

it W
H’r!‘l I lw| !
i

L

1 Co o par: - ; ertengam a u esmo semi-
bl i G m m
) "diga darad que dois pontos do SlhlddOS em r P ’
| = o ) !e’“ "G.
5-3 AC«a B E « entao G Ve, embre-se: A
8 ; ertencem a um mesmo semvplano,
isto é, se dois pOﬂtDS (A e B na figura) p
' e oy .
: o AB ndo intercepla a reta orig m (
entdo o segmtnt em r embora a reta supor te AB

intercepte!).
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2.9) Condicdo para i il
‘ y pCr que dois pontos nio-situados em t pertengam a semi-planos 0postos:
!
{ €ao ADEa", entdio CDNr = [P)
sto é, a condigd i
p;am; opo:msliao upeara que dois pontos (C e D na figura) pertengam 2 semi-
que o segmento CD intercepte a reta origem T
Assinale ¢ - .
p om V ou F, onde achar que deva, as seguintes sentencgas:
2.) se ACa A BEa, entio AB C «
n
3.) se C€a" A DE ", entdo CDC o
%) se CE«’ A DEa", entio CD C a

(lembre-se: C lé-se “contido’)

9. Se AB /[ r, is
to & ABNr = %
' B Nr = ¢, entio A e B pertenicem ao mesmo semi-plano?

10. Se A—.‘B Nr=
&, serh que vocé pode concluir que A‘E /] r? (Cuidado!)

Medida d
e segmentos — Segmentos congruentes

12. Conceito de medida de um segmento de reta

E semp i
re possivel i q
E el associar nimeros a certas partes das figuras g€%°

métricas, a fim
de melhor d
est i
T udar suas propriedades. Tais niimeros cha-

Inicialm .
ente consideremo
re S 0S t
os pontos A e B da reta 1

A o —
Usando &
uma regua
ponto A o nimero 4s,g porg;igguaclia R v fazer correspondes Co
plo, assinalado na régua. Nestas condigdes

ao B corres 4

: ) ponder4, na 6

dois néimeros (sub’ente?(;3 G e namero 7. A diferenga entre ésses
e-se 0 maior menos o menor) é o nimero

AgOIa f =
azendo-se (l izar ta e
’ { a regua eshza ao longo da reta

corresponder 3
€ o 5, entdo
o mimero 3. ao B corresponder4 o 8 e a diferenga

ao ponto A
permanecerd

O namero i
; real = ; _—
unidade o cm. 3 diz-se medida do segmento AB, quando se toma por

E se a ré 5
= égua fosse grad
OB dtia 50 graduada em mm? Enta :
como ‘també i ¢ o a medida do segmento
polegada. mbém seria outro ntimero real se a unidadge fosse

A fim d :
e se flca ey
fala em . r “a vontade’’ -
- medida n : e com relacdo a ;
real, ndo importango(;’eomet.na’ diz-se Simplesmenteumfadf’ quando se
e a unidade empregada é o cm n_flme elumdnumero
’ y PO Ega a, etc...
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0 d@on? essa finalidade, 0 conceito de medida resultara da seguinte corres-
pondéncia estabelecida entre pontos da reta e 0S ntimeros Teais:

4__‘—-————_}————_—'——_’
(o]

qualquer, a0 qual fazemos corresponder

Fixa-se numa reta um ponto
Mos corresponder

0 o . .
nGimero ¢, a seguir, fixa-se um outro ponto, a0 qual faze

0 namero I: ﬂ
0 1

Como os pontos, a0s quais foram associados 0 e 1, foram escolhidos
que poderia

arbitrariamente, associou-se a éles uma unidade sobre a retd (
ser o cm, dm, ...) que permite assinalar os pontos correspondentes 275
restantes n(meros reais. Fica, pois, perfeitamente definida uma corres-
pondéncia biunivoca (ou um a um) entre 0S8 niimeros reais e 08 pontos da

reta com qualquer unidade.

e S s A B g, i T
: g i e NI I
=5 2 l =& . 1 *5”‘32;) SR

O ntimero real correspondente a cada ponto ¢ denominado coorde-
nada abscissa ou simplesmente abscissa do ponto O ponto correspondente
ao 0 é denominado origem do sistema € possul abscissa nula. Exemplos:

3 1
onto B éon.’ real: 15

A abscissa do ponto A éon.? real: —2; a abscissd dop

A abscissa do ponto Céon.e real: 3; a abscissa do ponto Déon’ real: 3—4-

Consideremos, agora, a reta r na qual foram fixados oS pontos corres-

pondentes 0 e 1. Sejam A € B dois pontos de que tenham por abscissd,

respectivamente, 0S nGmeros reais x € Y sendo x < Y-

o x y
Chama-se medida do segmen

y - x, isto &, a diferencd entre as abscissas

Indicagdo: m(AB) ou AB

to AB ao nimero real ndo-negativo:
de B e de A (nessa ordem!).

“medida de AB"]

Logo: m(AB) = ¥~ X m(AB) & lido:
Exemplo: Na figura:
c ! D y A ' | B____,__n__———‘—"—"
v T Ve T = o0 1 & G/
5= 345=2

temos: m(A_Jé)=5—2=3 e m(CD) ="3""

147



OBSBRVACAO- N
40 se pedl m d Vi ue n
ré a € 1da do Segfnento BA uma €Z q
’ ) S€

presentam o mesm i
a am 0 conjunt
bos e, portanto, basta conhecerjm(:_;e pontos), esté associada uma tinica medida

Se A = i
A = B, isto ¢, os pontos A e B sio

y-x =0, ; o '
0 o coincidentes, entdo x = y e a diferenca

se A = B, entiao m =0 e tam m S€ m s 0 entio A = B
»

LEMBRETE AMIGO

A palav

ra compn‘m - .

mentos. Assi ento &, muitas vé

SR m, medi ; vezes, u :

i riinas. » medida e comprimento de un'1 Ses;g]ae rt)tara~medalr seg-
0 sdo palavras

Outras veé
zes, emprega
que equi % ga-se a palavra di ;
quivale a dizer, também, medida :o C:lStti'ncw entre A e B,
egmento AB.

Nio se
esqueca:
real, entdo : como a medid
valem ida de um segme & %
nto é um numero

nd | para as medi
meros! edidas tédas as propriedades désses

E
XERCICIOS PRATICOS — Grupo 54

Determine i
as medidas dos segmentos indicados:

m
o
mn
>
o
— Qo

=

(=]
n
w
sk
o
ok
~F

m(AB) = 5-2=3 (O :
3 mOB) =5-0 =35
m(CD) = —4 — - —
) 4—"6="446 =2 L 2
mPQ) =6---23 =61 423 ;
m("_F)=x-—21=1+23 3 2 4 2 4 95
P 3 2—-37 m(CO) =0--6 =6
2. Preencher
l os claros, relativos as medidas do segmentos ind
27 indicados:
- m{DE) ¥ 3.) m(PB) = ., 5.2) m(0A) =
. B . .2) m(OA
m(EA) = , 4.°) m(AQ) = . 6.°) (DO)
e L) m(DO) = ...
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1 . - P
3. Segmentos congruentes; relacao de congruencid entre segmentos

Todo segmento, como conjunto de pontos, somente é igual a si mesmo.

Logo:
AB = AB (porque representa 0 mesmo conjunto)

Também:
m(AB) = m(AB) (porque representa 0 mesmo numero real)(*)
Todavia, dois segmentos podem ser distintos e terem medidas iguais-

esse caso os segmentos dizem-se CONGRUENTES. Assim, por exemplo:
% 4 3 =2 o 1 Z. A T &n B 7
0 _— == et
s segmentos AB e CD, que sdo distintos,
m(AB) = 2 e m(CD) = 2

Logo: O segmento AB é congruente a0 segmento CD. Indicagao:

AB =~ CD
éncia, usada com

rtante relagdo de congrué

tém a mesma medida, pois:

i O simbolo = indica a impo
eqléncia em téda a Matematica. Portanto:
+ Dois aegmentoa aao—con ] entee se, € abmentefap,-t_om a
" mesma medida ER e
o (AB ~ CD] <> [m(AB) = m(CD)]
¢ identifica na reta do exer-

I

. Quais os segmentos congruentes que VOC
cicio 1 do Grupo 547
ruéncia de segmentos & uma Relagdo de Equi-
riedades:
é congruente a si mesmo)
gmento € congruente a um

oip OBSERVAGAO IMPORTANTE: A _cong
éncia porque goza das seguintes prop
1*) Reflexiva: AB =~ AB (todo segmento
2%) Simétrica: se AB o CD, entdo CD = AB (se um se

outro, éste outro é congruente ao primeiro)
3.%) Transitiva: se AB ~ CD e CD =~ E—'?‘. entd

gruente a um segundo segmento € 2ste é congruen

¢ congruente ao terceiro)
E F__-__,__o_'_'_.

A B C D
as medidas dos segmentos

o AB ~ EF (se um segmento & con-
te a um terceiro, entdo 0 primeiro

edades decorre do fato de que

A justificacdo destas propri !
em tais propnedades.

s30 nimeros reais e para éstes val

(*) Subentende-se SEMPRE com relagio 4 mesma unidade de medida.
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14. Segmento-unidade; ponto-médio de um segmento

Um segmento AB é denominado segmento-unidade se, e sdmente se:

m(AB) = 1. Assim, por exemplo, na figura:

WA B S D
=T M e s S

T 5 4 5 8
os segmentos AB e CD sio unidades porque: m(AB) = m(CD) =__1_:
Considerando-se, agora, um segmento qualquer AB e se MEAB

é tal que AM >~ MB, entdo o ponto M ¢ denominado ponto-médio do
segmento AB:

Logo:

[M & ponto-médio de AB] < [AM ~ MB] < [m(AM) = m(i’f_é)]

Qual é o processo prdtico para vocé determinar o ponto-médio de
[ {
um segmento? Basta marcar os extremos do segmento com uma cinta

o padpel" e dobra-la ao meio: o ponto-médio ficard prontamente deter-
minado.

Para maior precisdo, usa-se o compasso.

15. Relagdo de ordem para os segmentos

___ Se os segmentos AB e CD nido sdo congruentes (A_B.;!; CD), entdo
AB e CD ndo tém a mesma medida.

Neste caso, pode-se definir uma relagdo de ordem(*) para os seg-

mentos AB e CD, por intermédio das respectivas medidas m(AB) e m(CD)

que, por serem nmeros reais, j4 satisfazem uma relagdo de ordem conhe-
cida. Assim, diz-se que:

E_—Ii & “maior” que CD e indica-se: AB > CD quando m(AB) > m(CD)
AB é “menor” que CD e indica-se: AB < CD quando m(AmB) < m(CD)
Logo: i £

[AB > CD] & im(AB) > m(CD)]

[AB < CD] < [m(AB) < m(CD)]

(* Poder-se-ia, tan_'l_bém. dentro da linguagem dos conjuntos, definir que o segmento AB & maior que
o segmento CD quando AB contém um segmento congruente a CD.
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Exemplo: Na figura

S e v B ki
_3em(CD) = *

AE um multiplo
nco AB SefE’B & um miil-

temos: AB > C'—I_j porqueé m(AB)

ida do segme
Também, no caso de a medida

~ di o segmento
ou submultiplo da medida de CD; diz-se gH=

. Exemplo:
tiplo ou submultiplo do segmento CD

Na figura: M W
=g &, @& ! 2 j : o altiplo de m(CD) = 2
AT D is m(AB) =

AB é multiplo de CD, po

i mentos;
16. Adigdo e subtracdo de medidas de seg

‘= tos
medida da reuniad de segmen

—

onto C
AB e um P
i egmento
Considere 0 s€g ;

2 3

¢ AB:

y B
; : 5 &
SH fr. iC e CB, que satisfazem 2
g Y= |
C determina dois segmentos AC e LD
O ponto e

L
seguinte propriedade fundamentd

[ @B = 20
0+

Verifique a exatiddo dessa
figura, onde:

i — _ m(AB)
e, portanto: m(AC) + m(CB) m(

— =3 AB, entd

X Ccu CB = Ab
vacio: Como A el =
OBSERVAC m(Z&\J CB) = m(AB) .

ou m(R W CB) = m(AC)

— =2

C = 5em(BC) = >
AC)? . : do: m(AB)

Sk m(ABd)'f— T"(:; de dois namMEros reais, pois sendo

Representa a di eren

entdo: m(AB) _wlAC) = 53 el

nenio
£ de q“g[quer segy
B (na figura Jou
gmenta C

i se
imero bsse que representa a medida do
n
que lhe seja congruente.
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TESTE DE ATENCAO — Gruro 55

1. Duas “tabuinhas” de mesmo comprimento:

corresponderiam, na linguagem dos segmentos, @ dois segmentos iguais ou congruentes?

2]

Suponha que um carpinteiro queira cortar 6 tabuinhas tbda
por exemplo 15cm. Se éle cortar a primeira medindo 15cm,

tarefa cortando as demais pela primeira? De que proprieda
valendo o carpinteiro ?

s do mesmo tamanho,
poder4 continuar su2
de geométrica S€ est

(Sugestdo: lembre-se da Relagio de Equivaléncia. . .)

. E possivel, tomando uma tabuinha como unidade de comprimento, cortar l}mhz
tabuinha trés tézes maior. Na linguagem dos segmentos o que seria a segunda tabuin
da primeira?

Seja o segmento AB e M o seu ponto-médio. Calcule:

1.°) o valor da m(arB), tomando como unidade o segmento AM
2.°) o valor da m{AM), tomando como unidade o segmento AB

EXERCICIOS DE FIXACAO — Gruro 56

. Na reta abaixo figuram alguns segmentos. No conjunto désses segmentos selecionar
alguns dos possiveis pares de segmentos que sejam congruentes:

M N P P N BT
é;ihe i ﬂ“a F— %

2. Preencha os claros de modo a tornar verdadeira cada uma das seguintes sentencas:

Erasebam b, )Ty
7 W e

ai[-)
(o]

-

o

-5_“_

A 8 c ) R
1) m(AB) 4+ m(BC) = m(...)
2s) m(A_C:) — m(BC) = m( ._..)
3.5 m(AB) + m(BC) + m(CD) = m(. ..)
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. segmento

; ia maior qué ©

3" Ent mentos usados no exercicio 1, cite um que sej enca entre
. Entre os seg

i difer
MN seguir, calcule @
CD e outro que seja menor que © 588:;'::-;’5“0 MN. aeest
as respectivas medidas désses segmentos.

figura:
4. Considerados os pontos A, B, C € DiagiEEs

= et D) = a]cule:
tais que: m(AB) = m(f?C) =mCD) =1 ¢

1.2) m(AC) 2.%) m(BD) 3.5) m(AD)

inalados:
ntos assinala
.1 das reunides dos segme
5. Na seguinte figura calcule a mect sl
. L] .

3.9 m(BC U €D)

1) mABU BO 29 m(AC U CD)

{ EMBRETE AMISSES

. e ontos
segmento de reta & um con;unt? dm I:Iﬁmero e
rnedida de um segmento de reta € ¥ . mesma medida

= ue tém
segmentos congruentes sd0 s

P—
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3.2 Parte: - angulos; medida de angulos;
angulos congruentes :
- problemas de aplicagao

Angulos
17. Conceito de dngulo

— —
Sejam as duas semi-retas OA e OB de mesma origem 0. A reunido
dessas duas semi-retas é a figura geo-
° métrica chamada 4ngulo. Indicacdo:
AOB ou BOA. Logo:

30
\& = !
[Angulo] < [reunido de duas semi-retas
2! de mesma origem]
Vértice
ladg e simbdlicamente:

AOB = OA \U OB

— — .
: _As semi-retas OA e OB sdo denominadas lados e a origem comum O,
vértice do 4ngulo. :

Casos particulares: 1. Os lados sdo semi-retas opostas:

B o A

neste caso, o angulo diz-se raso.

2. Os lados sdo semi-retas coincidentes (O-:X = O_é).‘

) A B
neste caso, o angulo diz-se nulo.
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18. Interior e exterior de um dngulo
onde se encontram) frés conjuntos,

Os 4ngulos determinam no plano
constituidos respectivamente pelos:

— pontos interiores ao angulo
— pontos do préprio dngulo
— pontos exteriores ao angulo

Os pontos interiores compoem 3
regido interior ou simplesmente interior
do 4ngulo e os pontos exteriores ©
exterior do 4angulo.

Na figura, o ponto P pertence a0
interior e o ponto Q ao exterior do
angulo AOB.

r de um 4ngulo da seguinte

y . : terio
¥ definir o interior € O ex .
Nota: Vocé pode também def « o plano em dois semi-planos

=
: art
Mmaneira: A reta 5:4. suporte da semi-reta OA, rep a cor). Da mesma forma a

h um
opostos. O ponto B pertence a um déles (assinalado por i T B
-5 . ! ertencen Ita
re dois semi-planos 0postos, P j dos pontos que resu
(assinalader oox outva. co). O interior do angulo AOB &0 cnVELE o) " 0 exteior do
da interseccio désses dois semi-planos (assinalados Pof ertencem ac angulo nem a0 et
ingulo AOB & o conjunto de todos os pontos que Lt
interior,

W 7

ulos opostos pelo vértice

19. Angulos adjacentes; dng

figura) sao denominados adjacentes

Dois angulos (AOB e BOC na um lado comum (0—.}3)

; m (0)
um ao outro, quando: possuem O vértice comum (O)

— —
caso,
0OA e OC, nesse
e ndo contém pontos interiores cOmuns: Os lados
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dizem-se exteriores. Varios dngulos podem ser adjacentes, dois a dois,
numa certa ordem. Em tal caso sdo chamados dngulos consecutivos.

(o] 1

A o

Sdo muito importantes em Geometria os angulos adjacentes cujos
lados exteriores sdo semi-retas opostas. E o caso dos angulos AOB e BOC:

- = L L

c o A

Quando duas retas se interceptam, os dngulos que elas determinam

) - e
recebem nomes especiais. Assim, as retas AC e BD, que se interceptam
em O, determinam os 4ngulos adjacentes:

AGB e BOC

BOC 'e.  CGOD

Os 4ngulos como AOB e COD, tais que os lados de um déles sdo semi-

retas opostas dos lados do outro, sio denominados dngulos opostos pelo
vértice. Indicagdo: o.p.v. .

Os angulos BOC e DOA da figura também sdo o.p.v.
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EXERC{CIOS DE FIXAGAO — Grupo 57

’ s trés let
1. Desenhe cinco Angulos quaisquer ¢ indique-os por
~

Modélo:

T

e 7
) B

tamente um
a contendo exa
2. Desenhe quatro diferentes figuras queé oyegei A IS

ponto de um 4angulo.

Modélo:

=

3. Na figura:

. r 5 .
que quals, dos po tos assmala 0S, pe .
llldl n d Itellcelll

1.°) ao interior do 4ngulo AOB;
2.9) ao exterior do angulo AOB;
3.9) ao dngulo AOGB (cuidado!).
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ras conforme 0 estudado.




4. Na figura:

assinale qual o 4ngulo que possui:
1.°) o, segmento I_Z’_Q no seu interior;
(modélo: ¢ o angulo AOC)
2:) o segmento PN no seu exterior;

3.%) 0 ponto N no seu interior;

4°) o segmento QN no seu interior.

5. Na figura:

identifique, aos pares:

1.°) os 4ngulos adjacentes;
2.) os angulos opostos pelo vértice.

PRATICAS MODERNAS — Grupo 58

1. Indicando por I (AOB

) o interior do 4ngulo AOB e por E(AGB) 0 seu exterior, preencha
com cores diferentes

tais regiges. A seguir, faca o mesmo em:
o

12) I(AOB) N I (AMB):
2°) I(AMB) N E (A0B).
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2. Na fip - |
iyl 7 use cbres diferentes em:
1.9) I(AOB) N I(AMB);
A
2.9) E(AOB) N E(AMB).
M
A B

ik e ? e cbr, de cada vez:

preencha com lapis d

19 I(AOB); 2.9 E(AOB); 39 I(FDA);

40) I(AGB) N I(FDA);
5.9 I(AOB) NE (FDA).

s — Angulos congruentes

Medida de angulo

! _ : .
20. Conceito de medida de um.dﬂgul 5~ nossivel associar a cada
pan - A : ecgmentos, € P : uma certa
- Assim cor}lo foi ff;lltfz1 ;ﬁ;ig‘;iwso :g que (? q juaé :;;Cﬁ)d?{ OnB”).
e m'tmeto-rem(AOB) (1e-sex. *“medide €0 ara determinar a
T e lhe-se um dnguta—uifldade pado o grau (1°),
d.;{[‘an;lbém. ;i(;ﬁ'o ifg;lquer. Geralmente € empreg
medida de um
outras vézes o grado (1gr), estudad?; 0
na 1.* Série Ginasial. O ms-trumer; g
comumente usado para_medlr ﬁng’l:lazs
€ o transferidor, aferido em gemi»
(0°-180°), que equlyale a uma ok
circunferéncia dividida em 180_551
iguais e de pratica ja conhecida.

o,
o

™,
\
Q

-
@
o
a

O,
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Logo: Se a unidade for o grau, entdo a medida do angulo AOB é

um nimero real ndo-negativo, maior ou igual a 0 e menor ou
igual a 180:

0 < m(AOB) < 180

Se OA = OB (dngulo nulo) entio m(AOB)
se O::l e OB sdo semi-retas o
e reciprocamente.

= 0 e reciprocamente;
postas (dngulo raso), entio m(AOB) = 180

OBSERVAGAO IMPORTANTE:

m(AOB) = ¢° ¢ uma abreviagio de:

“medida em graus do dngulo AOB ¢ o ndmero real 0"
m(AOB) = 180° ¢ uma abreviagio de:

“medida em graus do dngulo AOB ¢ o nimero real 180"
O mesmo Ocorre, por exemplo, com:

m(Ml‘c'P) = 36° que é uma abreviacio de:

“medida em graus do dngulo MNP € o niimero real 36"

NotA: A medida de um 4ngulo ou o seu “tamanho’’, como ds vézes é chamado,
depende da “abertura’ entre os lados registrada pelo trarisferidor. Por ésse fato a
medida de um 4ngulo é também indicada com um pequeno arco de circunferéncia dese-

nhado no inferior do dngulo. Outras vézes, a medida do dngulo ¢ representada por uma
letra mindscula, para facilitar o cdlculo,

m(AOB) = q
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59
EXERCfCIOS PRATICOS — GruPO

| seguin
L. Escreva, onde for necessirio, as medidas em graus dos segu
Pelo transferidor:

tes Angulos indicadas

H
B |
R = 150°

=... 72) m(AOG) =.
A " m(AOD) = 750 5.9) m(A(?E) és 8:9) m(AOH) = ...
;'Q; méigg; Tl 3; m(AGA) = ... 6°) m(AOF) = ... ']
2 m =S B : intes angulos:
2. Determine, usando o transferidor, a medida dos seguin

M

b !
A
N il
+
o - :

’ 0 2 =...
20) m(NMP) = ... 32 m(XY2)

e
R

1.2) m(AOB) = ...

1 S
: i 49) m(SRT) = ...
D B
= &
o 6.°) m(MGN) "
€ 59 mBCD) = ...
161




21. Adicdo e subtracio de medidas

de dngulos;
propriedade fundamental

Considere o 4ngulo AOB e um ponto C pertencente ao interior désse

angulo. A semi-reta OC determina dois Angulos: AGC e COB, tais que
satisfazem 3 seguinte propriedade SJundamental:

m(AOC) + m(COB) = m(A0B) |

Verifique esta propriedade medindo
.0s dngulos da figura, pois:

m(AOC) = 45°, m(COB) = 30°
e m(AO3) = 75°
€, portanto:
m(AOC) + m(COB) = m(AOB)
Também, como & facil deduzir:

m(AOB) - m(AGC) = m(COB)
ou  75° - 450 — 30

TESTE DE ATENCAO — Gruro 60

1. Torne verdadeirg cada uma das seguintes sentencas, relativas a figura:

(e]
1) m(AOB) = <« (use o transferidor) 2.9) m(BOC) = . . . (idem)
3.%) m(AOB) + m(BOC) = m(. . ) (nao brecisa usar o transferidor)
42) m(AOC) - m(BOC) = m(. . .) (idem)
5.5 m{BOC) + m(AOB) = m(, . ) (idem)
6.") m(AOB) + m(, . -) = m(AGC) (idem)
75 m(. . ) — m(AGB) = m(BOC)  (idem)

8.5) m(AOC) - m(, . ) = m(AOB) (idem)
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2. Mesmo problema, com relagio a figura:

1.%) m(AOB) + m(BOC) = m(...)

1 2 m(AOC) - m(EOC) = m(...) s :

| 32) m(AGB) 4+ m(..) = m(AOD)

‘ 42 m(..) -+ m(COD) = m(BOD) :
Q A

22.

Mesmo problema, com relagdo a figura:

O = m(..-)
1.5 m(AOB) + m(BOC) + m(COD) = m(

28 m(AOD) ~ m(COD) = m(...)

4% m(AOC) +m(..) = m(AOD)

ingulo obtuso;
Angulo reto, dngulo agudo e angu

retas perpendiculares

Y i S, € n

E o caso do angulo AOB da figura:

Logo:

[AOB é reto] & [(m(AOB) = 90°]

_____
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Se duas retas (r e s, na figura ao
lado) se interceptam de modo que os
quatro dngulos formados sejam retos,

entdo as retas sio denominadas per-
pendiculares.

1

Indicagdo: r L s

Femm——
L
-]

— Logo:

1
1
T
1
]

[r Ls] = [os 4ngulos formados
sdo retos]

e se AOB ¢ um dngulo reto, entdo
‘ OA 1 0B(%)

; OPSCWE que a relacdo de berpendicularidade entre duas retas é simé-
trica, isto é:

, ser Ls, entdo s | r

retas se interceptam -
(4 e t, na figura), —=
Indicacio: u ~ ¢

: Nora: Quando duas
€ ndo sio Perpendiculares
sdo chamadas obliguas,

S

Um 4ngulo (AOB na fi
0° € 90° é denominado
€ maior que 90e

gura) que tem sua medida compreendida entre

agudo. Se a medida do 4ngulo (MPN na figura)
€ menor que 180°, entdo é chamado obtuso.

t L i
A

P T

Logo: [AOB ¢ agudo] = [0°

< m(AOB) < 90°]
[MPN & obtuso] < |

90° < m(MPN) < 180°]

(-? Duas semi-retas sio berpendiculares quando pertencem a retag perpendiculares.
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EXERCICIOS EXPLORATORIOS — GrUPO

los:
& dizer acérca dos dngu
) iculares. Que pode voce

1. As duas retas da figura sdo perpendicu tM@N, NOP, POQ e QOM?

s
2. As duas retas da figura formam a:.glillzr
cuja medida é 90°. Que pode voct
acérca dessas retas?

i da régua: ) )
3. Com o emprégo do transferidor € - tes retas pelos pontos assinalados;
gu

se
1.%) trace a perpendicular a cada uma das

A

o+

=

- M

| —
e gque forme com 0B um
fi
) lo ponto O € AB uma reta obliqgua a AB e q
2°) trace pelo p

Angulo agudo:

F btuso.
3.) idem, que forme com OB um 4ngulo o

a reta s, tal que:

o. A seguir, construa t Ls (por

k e:
4. Desenhe uma reta r em sua folha de desenh terceira reta t, tal qu

is uma
s L r (por qualquer ponto de r) e depois U
qualquer ponto de s).

ter?
Qual é a relacdo existente entre as retas
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PRATICAS MODERNAS — Gruro 62

1. O paralelismo entre retas de um plano pode ser considerado uma Relagdo de Equi-
valéncia, desde que seja definido da seguinte maneira:

rfis) &= [r=s ou rNs= g

De fato, com essa definicio de retas paralelas valem as propriedades:

12) reflexiva: r /[ r

2.*) simétrica: se r/[s, entdo s// r

3.8) transitiva: se r//s e s//t, entdo r//t
o} perpendicularisma entre retas de um plano ndo é uma relagdo de equivaléncia,
pois, com a definicdo de retas perpendiculares conhecida, temos:

1.°) r L r (reflexiva) é falsa

2°) se r Ls, entdo s L r (simétrica) é verdadeira

3°) ser Lses Lt entdo r Lt (transitiva) é falsa (pois r /[ t])

Que resultaria da composicdo da relagio paralelismo (/f) com a relagdo perpendict-
larismo (1) 7

A tibua dessa operagdo (composicdo de

relacdes), que serd indicada por #, jd estd
% / / J_ construida. ' '
Alguns dos resultados serdo t‘:xphcadOS,
os demais calcule vocé mesmo. Assim:
// // —l— Isff =] L+« L=/
porque: | | | porque: 71| |S
_J_ _L / / rst 3 t
"
S ———
) B
[ ——
"

OBsERVAGAO: O Sistema Matemdtico constituido pelo conjunto {/f, L], no plano
e da operagdo » tem estrutura de Grupo Comutativo, pois valem as propriedades ANIG
Verifique-as.

23. Angulos congruentes; }elag&o de congruéncia enire dngulos

. Todo é4ngulo, como conjunto de pontos, sdmente é igual a si mesmo-
0go:

AOB = AOB (porque representa o mesmo conjunto)

Também: m(AOB) = m(AOB) (porque, referida na mesma unidade,
representa o mesmo ntimero real)

166

o MNP na figura)
Pode acontecer que dois angulos distintos (A(jB e
tenham medidas iguais(*):

(o]

50"

dicagdo:
; ENTES. 1T
Nesse caso os angulos dizem-se RONeR

AOB = MNP

Portanto: L
ot ek , tém 2
aﬁo' Eongruentes' se, € dﬁgnente se, |
Dois Angulos < mesma medida SR
oy . = m(MNP)]
) 4py = (m(AOB)
A iy s 4 vez uma Relagao de

Equivalém:ia

A congruéncia de dngulos ¢ por su

pois valem as propriedades: e
1.5) Reflexiva: AOB = ?Mﬁ
2.8) Simétrica: Se€ AOB = MI\?P : X
3.8) Transitiva: S¢€ AOB =

nimero T
Sendo a medida de um ér;%:lo um
belecer uma relagdo de ordeg‘:n}: ba
definir uma relagdo, de Of

dngulos AOB e MNP:




que ndo sdo congruentes, temos:

[40B > MNP] e [m(40B) > m(MNP)]

e, com relacdo aos 4ngulos RST e XYZ:

temos: S y S
os [RST < X¥Z) e= [mRST) < m(XYZ)]

24. Bissetriz de ym dngulo

Seja O B mge. o
eja OC uma seml-reta interior a0 dngulo AOB, tal que: AOC o~ COB.

Logo:

'r‘.u — — s
! gissetr:'z de um

. de origem no vértice do angulo, que o
- divide em dois dngulos c_ongrueztes

E_:_':_, i

ou

[OC & bissetriz de A6B] < [A6C ~ COB]

Guarde bem esta dfirmacdo:

Toao d ]
| dngulo nao—nulp admite uma,
€ uma sd, bissetriz

168

4 =) P
5 | A semi-reta OC diz-se isseTriz de AOB.

angulo é a semi-reta, |

A bissetriz de qualquer dng

régua e o compasso, em trés passagens:

> —¢

A

nstrua vocé a bissetriz dos segul

——

Como prdtica, co

TESTE DE ATENCAO — GruUPO 63

am trés horas.
do 4ngulo
16gio ?

Os ponteiros de um rel6gio marc
Qual é a medida, em graus,
determinado pelos ponteiros do re

i m
Idem, para o caso de os ponteiros marcarem,

4h, 2h e 4h10m (se quiser,

respectivamente: 6h,
pode usar o transferidor. ..)
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ulo pode ser construida, usando-se a

ntes Angulos:




lo de 1°7
ida de um ﬂngu
eto & a medi
7. Que fragio da medida de um éngulo I \

3. Quanto vale, em graus, a {

medida da soma de dois
dngulos retos e adjacentes ?
Quanto vale, em “graus, a

ndo como unidade de
medida de um Angulo raso?

imuto, a medida
e ?oﬁ?g::ﬁ’ig;go. pelos %or;-
o ﬂng:;o ’reibgio da ﬁgura,.
o 1 é em dngulos—m:g;to(;
a mgililga do angu:gs guan
rel6gio marca 4 horas?

8. Considera

ndicado
4. Quantos 4ngulos retos pode

ida o dngufo T
i 9. Considerando como unidade de medldlca quando o re
. u
voce dispor na falha do ca- em lh é 2. Qual a medida do 4ng
derno, de modo que tenham e e 3 do 6h.
0 mesmo vértice e os lados - : l6gio estiver marcan
de cada um coincidam com 10. Idem, quando o relg
os do 4ngulo consecutivo ?
Quanto vale, em graus, a o
s i pedidasdetodos H oy
ésses Angulos retos?

eto, a medida do angulo i
’

J6gio marca 4h?

A 5 " ; ue
Nota: Voct vai encontrar Para essa soma um niimero de graus maior do g
tddas as medidas estudadas até agora,

5. Que pode vocé concluir da soma AY [- (41
das medidas, em graus, dos “4ngulos ‘ /
consecutivos” formados por todos * /
0s raios de uma roda de bicicleta,

s
O ==
em térno do centro, agora tomado Ll ]
como “‘vértice” ? Seria 360°? //
0 Sy

. — — — :
6. Preste atencio: as semi-retas OA, OB, oC,

— -

OD e OE determinam
cutivos congruentes,

cada um. Responda:

quatro 4ngulos conse-
cuja medida ¢ de {50

12) Quanto mede o 4ngulo AGB? o

2-) Quanto mede o 4ngulo B6D?
3) A semireta OB ¢ bissetriz de AbC?
4°) A semireta OB ¢ bissetriz de AGD?

5.9 A semi-reta O_é € bissetriz de AOE?
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LEMBRETE AMIGO

Depois de usar uma vez na figura o transferidor,

 —

i i : i
vocé pode escrever que:

m(A0B) + m(BOC) + m(COD) + m(DOE) + m(EOF) = 180°

isto é: “a soma das medid
mesmo wemi-plano, determ

as dos dngulos cofisecutivos formados num
inado por uma refuy é igual a 180°”.

.. que:

\ m(AOB) +m(BOC)+m(COD)+ m(l%éE)-}-m(EOF)—f—m(F@A) = 36(T°l

Ou seja: ‘““a soma das medidas do.
em térno de um mesmo bonto é igual

dngulos consecutivos formados
a 360°",

: , . Losnontavess ANE
25. Angulos complementares; dng

172

ulos suplementares

i de suas me-
uando a soma ; o
i izem-se complementares 4 da figura sdo
did D?lgoang:losmdlgzr?::emplo, os angulos ABC e MNP
idas é 90°. Assim,

complementares, pois: ) g
m(ABC) + m(MNP) =2 Désse
to do outro.
Cada um dos angulos & denominado Co:gaimgﬂo angulo que mede
ada u

ed s
modo o complemento de umfig%g;g;’é Tm 4angulo de 40°
40° (isto &, 90° - 50°) ou s

e
40°
W o) N
50 °
M
B

idas
suas medid
a soma de
i e suplementdres quando S O plementares
Dois 4ngulos dizem-s T

& 180°. Os é4ngulos ABC e MNP da figura abaixo s
e o, s : D
e m(ABC) + m(MNP) = 180

Jemento
. Portanto, O sup
déles é chamado suplemento (igsoutro. P

: gles é 3
geczglli l;;l'k'lgufo de 45° é um 4ngulo de

B
35,
45° o
; 4
M
N
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Nota: J4 foi estudada, na 1= Série,
decimais.

3. Complete as seguintes sentencas, a fim de torné

EXERCICIOS PRATICOS — Gruro 64

. medida do dngulo: 300 15°20" 90° 450 0
medida do complemento: 600 74040 0° 45¢ 90°
medida do suplemento: 150- 16440 90° 1350 180°
Preencha os claros:
medida do dngulo: 400 theis e 89215 .o
medida do complemento: . _ . 650 . -t 60°30'18"
medida do suplemento: .. i 1300 R

a prética de operagdes com medidas ndo-

-las verdadeiras:
A A
L*) Se os angulos AGB e XYZ sio suplementares, entio m(AOB) 4+ m(XYZ) = OP
22) Se m(ABC) + m(NOP) = 90¢, entio o ingulo ABC éo ... ... do 4ngulo N!
3.2) O suplemento de um dngulo raso é o dngulo

PROBLEMAS DE APLICACAO — Gruro 65

Representando POTr x a medida, em graus, de um dngulo qualquer:

*

—

temos, em linguagem simbélica, as seguintes representacdes para as medidas:

que

do ddbro désse angulo

........................ 2x
g edneiingl, oL T - 3x
da mefade disse dngulo. ... . z
........ 2

de um téreo désse LR e R L
valns 3

do complemento désse Angialo’ . A S M 90 - x
do suplemento désse T S e A 180 — x
do dédbro do complementy dEsse Angultt, . L4 2(90 - x)
da metade do suplemento désse éngulo ... . ; ;— (180 - x)

serdo aplicadas na resolucio de alguns problemas:
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1.

d
. Calcule a medida de um angulo sabendo

. Representando po

medida
ioual a 70°. Qual 2
A medida da metade de um 4ngulo, somada com 200 é igu

désse dngulo?

procurado
Temos:

representa a medida do 4ngulo

x

angulo
£ representa a medida da metade désse
2

agdo:
conduz & equ
€ a senfenca matemdtica relativa ao problema

X
X 4+20=170 3
: 140-40 & x =100 :

w e e 00, yulgarmente esc

ido € 1
Logo, a medida, em graus, do angulo pedi =,
. que ela & igual ao dobro

rita 100°.

a de seu comple-

do
s i 4ngulo procurd
medida do pul L
: 3 i i omplemento
e 90 -x representa a medida <l:Io c o
\\.
€ a equagdo que traduz o problema:
0
S 1ok ) 180 & x=6
3x =
=180-2x &
ou ~

do & 60°.
Resposta: a medida do dngulo procuraco

ida de um 4n
A diferenca entre o triplo da “:if)df:guli -
é 122°, Determine a medida

3x — (180 - %) = 122

to
|O e a I"edldﬂ de seu wplmn
gu

E facil chegar 4 equagdo:
onde x = 75°30°

& 75°30".
Resposta: a medida do 4ngulo procurado

i~ = “
gxercficios DE FIXACAO — GruPO

linguagem
escreva em
medida, em graus, de um angulo,
r x a ida,
simbélica: 2
1.°) o quéadruplo da medl a oy
2.5) trés quartos da medida e
. i lemento s
o dida do comp o %
ey i da medida do suplemento d SRy Bt
s medida désse Angulo com @ s 2
5 i as medidas do suplemento Jemento désse
i tre
6.°) a diferenga en =
i angulo mais a meta
i medida désse
7.5) o triplo da
mento;
8.°) dois tergos da med

désse angulo;

medida de seu comple-

0.
ida désse angulo menos 1
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39 0 triplo da med;
dngulo ?

43) A medida d
€um 3 :
Mede ggge 4ngulo ?ng'ulo € a quintg Parte da de ge complemento. Quanto

52 0 triplo 4
4 medida d,
a do suplem L Compjemento de um .
€Nto désse angulo, Determine g”g-lllelgi cfa!;g:llc])alai ;ffga parte

6.2) A medig, d
da de ym,
a medida g, éngualg_gmo € a terga Parte da de gey complemento, Calcule

7-0) A Somag d
o s medidas de qo;c »
500, Quantg mede cadq ;,{,i‘fl’;g"ulos €900 ¢ 5 diferenga dessas medidas é

ghal a 600 5 mais ;
i ue g
em 16Q0 9 medida de um outro

9.)" A diferenca enqr, as medig » quanto mede cada angulo ?
- utro, ]D;:zst de dois angulos ¢ 400, A medida de um déles
€rmine 4 Medida de cad, um dos 4ngulos.

Calcule 5 Medida de cada M @ diferencg g Suas medidas °.
um dog angulog waale 1

(Sugestz,: Vo
© V0% pode partir g &

O sistema: o +

Y 180/\x-y = 120)
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o : - explorando damouilr_a des...
ARE - engulos formados por duas retas

a .
coplanares e uma transversal

Explorando demonstragdes. ..

26. p rdticas demonstrativas

Guarde bem, agora, as demonstragoes que voc fafé; Cé{ffacg:hleﬂ'%g;
tantes bropriedades dos dngulos, usando para isso resultados j

)

L.v) 3
Dois dngulos adjacentes cujos lados exteriores sdo
semi-retas perpendiculares sdo complementares

Sejam os 4ngulos AOB e BOC, nas condigées do enunciado, isto é:

0C 104,
Ou seja:
m(AOC) = 90°

Por uma bpropriedade fundamental (ja
€Studada) vocé sabe que: e

m(AOB) + m(BOC) = m(AOC)
€ sendo m(AGC) = 90°, vem:
m(AOB) + m(BOC) = 90° g ;

Que conclui vocé? : :
Ora, se a soma das medidas dos 4ngulos AOB e BOC é 90°, entdo

a i onstrar.
Sses dngulos sdo complementares, como queriamos dem

== m “‘sucesso’
Nora: O “como queriamos demonstrar” — 3ue representa sempre u
Numa demonstragio — serd abreviado por: c. q.
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2.9) L = 1
Dois dn f

S dngulos adj
semi-re lJdcentes cujos :
‘“s_ opostas sdo sublemé]ntafe]:d"% exteriores sdo

3 o

Como: m(a() +
: OB) + m H
(BOC) = m(AOC) (resultado conhecido)

e m(AOC) =
= 180° =
que os 3 (porque OA e OC s3
angulos AOB e B ngg (S)’ﬁﬂSao semi-retas opostas), concluimos
ementares. ? R

3
) c.q.d.

A

. Sejam 0s 3
tivamente x ea;lgulos AOB e MNP

cujas medi
edidas, em graus, sdo respec-

x
=

o

Logo, o 7 complemento de AOB &
é: 900 _

complemento de MNP é: 90
900 -y

178

0 . < - .
enunciado afirma que os complementos sao congruentes, isto &

tm a mesma medida:
90 -x = 90° - y

ou
- = —y :9 x = y

ist Be -~ . = E - A
sd : é: sdo iguais as medidas dos ingulos AOB e MNP e, portanto, éles

congruentes.

c.q.d.
4.2) -
congruentes a0

Angulos que poSsuem suplementos
congruentes

Demonstre vocé, seguindo caminho anélogo ao empregado para de-

m
onstrar a 3.* Propriedade.

5.%) .
Angulos opostos pelo vértice sdo congruentes

respectivamente:

AOB e cOD, de medidas,

Sej A :
-y jam os dngulos 0.p.V-:

Vocé deve provar que
a=2>b

angulos AOB e COD sdo congruentes.

para concluir que oS
Prop.))

Ora: a + x = 180° (resultado conhecido (2.*
x 4+ b = 180° (idem)
ou a+x=180°0=’a=180°—x\a_b
x4 b=180° & b= 1800 —x 7

Entio, se a = b, 08 4ngulos AOB e cOD sao congruentes.
c.q.d.
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TESTE DE ATENGAO — GrupO 67

LEMBRETE AMIGO
rna-las verdadeiras:

1. Complete as seguintes sentengas, a fim de to

AS l i
I m C » aus,
3.“) a + b = A0

angulos:

25) o e e P

{

- |
‘:_{'bzgog {
a+b =180 E

;

i

!

{

a:b
l\ »
B a
Sty {ifb+6+d=3wu
& d
b

X ™ .
a = ..»

¥y
oo ey R A00 = e
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2. Afi
figura Mostra dpig 4n

gulos qq;
liacent
=4 ehtes e Stplementqy, ) 5
s s (AOC e COB), com as res

o :
Pectivag b:ssetn‘zes (51.'2 e

B8

€m
ot %+ 2 o 18 que ¢ verdadeirg ,
R o E RS (Por qua 2 sentenca
formado » €Ntdp o dn
% Bu §)
ormady pel bixsse:,-,zes o (_)})10 EOD ¢ reto T
sset ra 3
Tizes d, dois gy, ’nun,_-e u s ndo que COD ¢ o dngulo
acent, TADO que
Uplemeny €nvolva ¢ dngulo
S.

Angulos formados por duas retas coplanares
e uma transversal

27. Conceito
S . —— .. : & -—
€Jam as retas AB e CD, interceptadas por uma terceira reta MN:

—
2 g reta MN ¢ denominada transversal e forma com as outras duas
ais ;;3“103, cujas medidas sdo, respectivamente: a, b, ¢, d, m, n, p € q.
ngulos recebem denominagdes especiais, dependendo da posigdo

u et
que ocupam em relacdo a transversal.
Os &ngulos da figura cujas medidas sdo: b. c, m e g, dizem-se internos

por 2 e Lok R L e A
Pertencerem 3 regiio do plano limitada pelas retas AB e CD, e os dngu-

0s cuj : = 2 2
Jas medidas sdo: a, d, n e p, externos por nio pertencerem a tal regido.
Esses 4ngulos, combinados dois

a dois, na figura, através de suas
medidas, recebem os seguintes nomes:

1.°) correspondentes: quando um
déles é interno e o outro externo,
estdo situados no mesmo semi-plano,
em relagdo & transversal,
e ndo sdo adjacentes:
a e m
n b lesin
CRtCEnD
d e ¢q
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£ e —

e Y LN SRR e

1. Na ﬁgura;

)
’

situ . ;
~lyringadcy nido-adjacentes e

planos opostos em relagdo a

transversa]:
b e q
cC e m

3.0)
%) alternos
externos: i
< ... idem
, sendo amb
0S externos:
S:
a e p
4.°) colatera;i L
) ais inte
TNOS:
&U;!r;do ambos sdo intern
& sernlad os e situados
’ num
Plano em relagido a transversal:

b e m
Ceq

5.0
) colaterais externos

.. idem
» sendo ambos externos:

a e n
dep

EXERcCic Vi
I0S DE F
IXACAO
; GRruro 68
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o~

MN ¢ a transversal: escreva aos pares 05 Angulos:
1.0) alternos internos
2.°) correspondentes
3.%) alternos externos
4.°) colaterais internos
5.°) colaterais €xternos

6.v) opostos pelo vértice
2,
Idem, com relagdo a figura:
\
| u
N
n
m
X t
M|
Y e 2
correspondentes. Indique 8 déles.

3. i
Na figura abaixo existem 16 pares de ngalcs

185
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EXERCICIOS EXPLORATORIOS — GRUPO 69

1. Trace duas retas paralelas r ¢ s € 3 transversal f:

isto é, com auxilio do trans-

dentes assinalados na figura,
Que observou?

Meca os 4ngulos correspon -
ededq.

feridor determine, em graus, oS valores d

2. Suponha, agora,

16res de d € @. Queobservou?

Mega os angulos correspondentes € determine os va
na primeira das quaisr//s€

Repita sse exercicio com as figuras abaixc,

permitem concluir que:

o: Os resultadocs obtidos nos exercicios e 2
sé rf/s entdo d =4q
se rifs entio d ¢

querndoépcmldnas.
187

3. ATENCA

Nota: O simbolo /. indica




s SE——

Guarde, pois, a importante propriedade:

Se duas retas paralelas sfio interceptadas por uma
transversal, entiio os Angulos correspondentes formados
sio congruentes

4. Trace as retas paralelas r e s e a transversal t:

t

Meca os Angulos colaterais internos assinalados e determine os valbres de
q e c. Adicione-os, isto &, determine q + c.

Quantos graus enccntrou? Serd que ésses Angulos sdo suplementares?

Supondo, agora, as retas r e s ndo-paralelas, “explore” o mesmo trabalho do exer-
cicio anterior. Que observou?

. ATENGAO: o0s resultados obtidos nos exercicios 4 e 5 permitem concluir que

se r//s entdo q + ¢ = 180°
se rfks entdo q + c = 180°

valendo, portando, a propn'edade:

Se duas retas paralelas sfio interceptadas por uma
transversal, entdio os Angulos colaterais internos 80
: suplementares

“Explore” a existéncia de uma propriedade, andloga i enunciada no exercicio 6,
que envolva os dngulos colaterais externos.

. Trace r//s e t transversal:

188

 E—

i : ue b =4q7?
e mega oS Angulos alternos internos; serd q
E, se rlhs, serd que b#q? o

prie |

De dade respeito 205 Angu e
i or uma transvers

fe d d‘;:iz;r g:;io're;sppara!eias mterceptadas p

ormados

ue diga
oder enunciar uma pro ropriedade 9

das
v aralelas intercepta
9. Faga “exploragdo” semelhante para P dos por duas refds p

forma
respeito aos 4ngulos alternos externos,
por uma transversal.

10, Tenha sempre presenté © seguinte:

PR S
— LEMBRETE AMIGO

adas por uma transversal,

e -
Se duas retds paralelas sao intercep

entdo:
alternos externos

e ——

1.o) Sdo congruentes 0 angulos:

’#’j

T s

oS
ndentes alternos intern
correspo!

angulos:
2.°) Sao suplementares 03 angu

;

/

/

colaterais externos

colaterais internos

[
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EXERCICIOS DE APLICAGAO — Gruro 70

Vocé pode R

ECONHE 5

as propriedades ora e‘;?;d;?lg';mﬁnt? se duas retas coplanares sio paralelas usando
. Assim, por exemplo, sabendo que sdo iguais as medidas

dos dngulo i

L s alternos internos fi

S ormados por i

versal, vocé conclui que essas retas sﬁgop::}c:;ﬁa?tas e A o

t

60"

logo: r//s
60"

O mesmo o
corre quando as : .
externos sdo iguais: nedidas dos Angulos correspondentes ou angulos alternos

: t
13s*

rlls
- S 45°
]

ey

ou ainda quand
o os angul oy
gulos colaterais internos (ou colaterais externos) sio suplementarcs

t
t
r
- -
120 * = r
rll s
e0®
e s
e e
120 °

190

cendo 2 medida de um’ dos angulos

2. Sabendo que r//s € que ! ¢ transversal :ne cct;ilai;c A o s O

formados por essas retas, determine 2

1.9)

angulos mrrespondeﬂl'eS)

edidas de angulos o.p-v.)
centes supkmenrdres)

Temos: a = 50° (porque sio medidas de

c = 50° (porque: a=56
Como: a + b = 180° (porque 530 medid

& a = 50°
yem: p = 180°-50° =
Logo: a =30% b = 130°

pois sio m
as de angulos adja

130° e também: d = 130° (por qué?)

by 8 i

22)
© Ora: 210 = 20¢ (medidas de 4ngulos correspondentes)
ou: 2x —x =30 =4 x = 30°
Logbzzx—lo‘>=2(3p°)'—100=500 : \

e, portanto: 4 = 180°-50° = 1300 e b=2a= 130°

191

e s _

BTy, » ‘




32)

Como: —?‘,- x + x = 180° (medidas de 4ngulos colaterais internos)

o '3x+7:c=]_260° —
Logo:

10x = 12600 ¢ x=126°

3. Uma prdtica demonstrativa: Demonstre que

s | ABJ|CD e AC//BD

entio &

/ ke

e /\f‘/b i

Sendo: a =b (medidas de Angulos correspondentes formados pelas paralelas
AC e BD com a transversal C‘T-IS)

b=m (idem... pelas paralelas AB e CD com a transversal BD)

conclui-se que:

a = m (pela propriedade transitiva da igualcladej

192

a=x=120 e como: b+ x = 180°, vem: b = 180"~ 126° = 540

c.q.d.

1. Determine,

em graus, as

EXERCICIOS DE FIXAC

medidas dos angulos assind

rllsetéa transversal:

2. Torne verdadeira cada uma das se

guintes sentengas,

se 1/l

sentdo @ = --*

193

%0 — Gruro 71

2%

relati

vas aos respectivos

lados nas seguintes figuras, onde

desenhos:




3. Prdticas demonstrativas:

' Demonstre, usando os resultados jd
l conhecidos:
|

ki

i ,
‘ 3..)

'.‘.; 3] r %

Sea=..., entio r/ .., Se rN\s = [P}, entdo a+b...180°

L) se rllsetllz

—_—

entdo I a = b

l r_-_.—__.________.————-_-—--_‘
| AD /| FC D bi iz de BAC
| 2.9) se \ AD// FC e AD bissetriz

| | e
| ‘ i il
| é entio m(BAC) = 2a
| v ]
" By i
| |
{d l
4, A .
| |
Se d +b = 180°, enta
s [, PO Seasﬁ...,entﬁorr\s,=“ :
{
" 74 N P B |
‘ﬁ S \ @
\\\ ‘
1 ‘
F‘
L‘: “j
J e 106 °
;';" M R Q B ‘
] . P | ‘
I Se ’:’f I ’f_? entio m(MNP) =...  Se ! m(ABC) = 1050 S B 1 ] {
[ PQ |/ SR e

195
194







medida

¢ énc
paparte: - con a
_ da necess
wiproe ) uns te
3.2 Parte: - quadrlléter |elogramos
trapézios
. teoremas fundamentais .
4.2 Parte: - circunieréncia‘. tgoremas junda-
mentais
. arcos d clrcunferéncia; medida
. angulos relacionados com arcos;




Poligonos

1. Conceito de poligono; dfagonais
fechadas simples. Pode-se,

Os poligonos sdo iai

C especiais curvas

definir poligono como: 3
3 figura geométrica plana fechada s
e segn_lentos de retas consecutivos,
ndo sejam colineares.

agora,

imples constituida por um conjunto

de modo que dois déles, Sucessivos,

Sdo poligonos, por exemplo, as figuras:

enquanto que as seguintes figuras geo

[

apesar de “fechadas
201

' ndo sdo poligonos,

=

métricas planas:

Rse

pois “‘se cruzam’’.




Nos poligonos, os segmentos sio denominados lados ¢ os pontos, onde
dois lados se unem, vértices. Dois lados que
possuem um vértice comum sio denominados
consecutivos e dois vértices que possuem um

lado comum entre éles chamam-se vértices
consecutivos.

No poligono ABCD, por exemplo:

o indes AD = 00 Log tivos
0s vértices A e B (a0 consecu

Diagonal de um poligono é o seg-
mento de reta que une dois vértices
nao-consecutivos. O poligono ABCD tem
as diagonais: AC e BD. O poligono
ABCDE (figura ao lado) tem cinco

diagonais: AD, AC, ITE, BD e CE.

2. Poligonos convexos

Sao aquéles nos quais o segmento que une dois pontos quaisquer de

Pode “Graduti esta propriesade.uecEs inecror do_poligono. Vock
diagonais do poli . Assi 6 i e il

gondzs do poligono. Assim, se tédas as diagonais que podem ser tragadas
num poligono pertencem ao seu interior, o poligono é denominado con-
vexo. Caso contrario é nao-convexo. Sdo convexos, pois, os poligonos:

€ ndo-convexos os poligonos:

202

Neste curso de Geometria sera;e:
convexos. Tais poligonos recebem no
lados que possuem. Assim:

especiais confo

nome usual
adeay triAngulo (ou tril4tero)

3 quadrilatero
5 pentéigono
6 hexégono

heptégono
g octbgono
9 eneigono
" ::::i{::ioél;zno ou hendecigono
E dodecéigono
& pentadecdgono
;3 icosagono

dos congruentes € o

Um poligono regular cujos lados sao to

i . i regular.
$d0 todos congruentes € denominado 7¢§

__ Grupo 72
EXERCICIOS EXPLORATORIOS

€..

by de lados de cada

' acérea
poligono?

1. Desenhe alguns poligonos mnnﬁmem
conte o ntimero de vértices € @

«descobrit’
Qual a propriedade que \;ﬁ"céu r:e L
s = do-se nos poligonos
o-
b h claros da seguinté tabela, basean
i reencha os

xos (use & régua, l4pis un.1 o -
do niimero de vértices relacio-

ligonos
somente 0S PO
studados e B T

ujos angulos

| imaginagﬁo). A seguir,

desenhados.

que deve ter

P g
desenhado no exercicio anterior: e
e n.o de diago- | o total de
e n.o de nais de cadd | diggonais
n.° ctice
poligono vértices lados vé s
f—_’ g
f 3 0
____————'—’———-_—_=——_:
trifngulo.......... oot 4 5
quadrilatero. ....... -0 5 14
pentigono. . .....-srcrt : :
hexigono. .. .....c-=0 """
heptagono. . ..... oo s 7" = o 5 35
OCtOgOND. . ..o v ottt 0 " i
e 10
eneagono. . . ... - v bl /
decdgono. . .....-oo0 0t _______.—-—--—_____._.-——-—-'
L —
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3.

10.

Vocé seria capaz de “explorar’ uma férmula que permitisse determi

nar o nimero
total de diagonais de um poligono convexo?

Vamos ajudé-lo: considere, por exemplo, um hexagono (6 lados);‘ de Cﬂdg
vértice vocé pode tragar tantas diagonais quantos sdo os lados menos trés, 1StO

6 -3 = 3, pois de um vértice ndo se pode tragar diagonal a tle mesmo nem aos
vértices adjacentes. h
Sua primeira impressio talvez seja de que & possivel tragar 6 X (6 - 3) diagonals:
se de cada vértice partem 6 -3 diagonais, de 6 vértices partiriam 6 vézes mals.
Lembre-se, porém, de que ésse produto representa o dbbro do nimero de diagonais,
pois cada diagonal foi contada duas vézes.
Representando por d o nimero de diagonais de um poligono convexo de n

lados (n > 3), a seguinte férmula di o niimero total de diagonais que se pode tragar
num poligono convexo:

n X (n-3)
d = >

Aplicando-a no caso do hex4gono: d = L (26_ 8 e >2< 3 (diagonais)-

EXERCICIOS DE FIXACAO — Gruro 73

Se ABCDE é& um poligono convexo de 5 lados e P um ponto pertencente

ao interior
désse poligono, em quantos tridngulos fica decomposto o poligono quando se un¢
o ponto P aos vértices do poligono?

Em quantos tridngulos fica decomposto um poligono convexo de n lados (n > 3),

quando se unem os seus vértices a um ponto qualquer que pertenga ao inferior 0
poligono? -

Unindo-se um dos vértices de um hex4gono convexo aos demais vér

tices déssé
poligono, em quantos tridngulos fica dividido o hex4dgono?

Em quantos triangulos fica dividido um poligono convexo de n lados (n > 3), quando
se une um de seus vértices aos demais?

Quantas diagonais tem um poligono convexo de 7 lados?

Qual o ntmero total de diagonais de um icosigono convexo?

O tridngulo tem diagonais? Por qué?
Qual é o poligono convexo que tem tantas diagonais quantos sdo 0s lados?

(SUgEStﬁ.O: como d = n, pode.se resolver a equagdo n = Z—M leidindo
por n ambos os membros: 1 = "—;2)

Quantos lados tem um poligono convexo cujo nimero total de diagonais é o débro
do nimero de lados? (Agora: d = 2n)

Qual € o poligono convexo cujo niimero total de diagonais é o triplo do nimero de
lados? (d = 3n)

204

Triangulos

1. Conceito

A & oligon :
ook 8 o utm tgggeg—zzzodee;ilr{:ilrptriégngulo da segul

a linguagem dos conjuntos, PO~Z y

Sejan% OE pontos A, B e G nage

colineares; a reunidgo dos trés‘ seg

mentos AB, BC e CA & a figud

geométrica chamada trtffﬂg“ G-

Indicacio: A ABC. Logo:

D
Il B e T Ny e Faos
A ABC = AB\J BOAGA | g 8
i e e L7

T3 Tor) ] A BCC!

2. Elementos principats jados por 4
er PA pCe BOA, Costumeiramesrtieailg’i; cada lado : oPcrfto
Os éngulos CAB, A% " "4, "A ABC. NUT b o interno formach Lo
sdo chamados dngulos t ﬁztros s lados & P angulo.

ia to
Altura de ur tridngd uporte do Jado Opos

u
ice 4 reta SUR™M Angulo 0’. ng
tragada de um VEEE S o rdngl 0 cody vecis P
oposto (AB)ée Chfm::a s s PO

Um tridngulo L "
a perpendicular ao r}fd;igggulo, L ée;jgz:

Mediana de um - R
a determinado lado b 5
figura) que une 0 PO

’ . . -Veriﬁque'
Ferkes OP?gfto.ulotemtrésmedmlﬂas lativa 2
Um tri Ing Cum triangy to da. pissetriz
Btsseltrt;nterno & o segmenio mﬁreendido
o ’ y B
l(}ér% angufigul‘a) désse angulo t‘t:)o £ D
na : lado OPOS™"", . es inter-
entre 0 vér;lce ;30 otem trds bissetrizes
Um triangti®,
nas. Verifique:
, 205




3. Classificagdo

Levando-
: se em co .
diz-se: nta os comprimentos(*) dos lados, um tridngulo

isdsceles, quando Possui dois lados d

eqiiildtero, quando possui trés
escaleno,

€ mesmo comprimento;
lados de mesmo comprimento, e

quando ng . :
nao possui dois lados de mesmo comprimento.

2. Um resultado importantissimo para os tridngulos isdsceles:

De cada tridngulo isésceles que vocé construiu, me¢a com o transferidor os
dngulos da base. Que observou? Se um dos 4ngulos da base de um triangulo is6s-
celes mede 40°, por exemplo, quanto medird o outro 4ngulo da base? Serd também
40°? “Explore” ésse resultado com outros tridngulos isésceles.

Na certa vocé ird concluir que em qualquer tridngulo isésceles os 4ngulos da
base tém medidas iguais.

Um enunciado mais geral para os resultados obtidos no exercicio 2 é:

Se dois lados de um triingulo tém o mesmo com-
primento, entiio 0s dngulos opostos a @sses lados tém

chamado:

ac
utdngulo, quando Possui os trés gp

désses trég dngulos sej Bies dgudos; caso as medidas

eqiitdngulo; am iguais, o tridngulo diz-se
retd’ngulo
ua i P
; Eemncéloap?lsiiu; um dnguly reto; o lado 0posto ao angulo
otenusa e A
ohtusdngylo, 05 outros dois lados, catetos, €

quando possui um dngulo obtyso

(*) Medid
unidade serg 05 sempre com 5
Sempre o gray Mesma unidade (em

H » POT exemplp);

Mo caso da medida de Angulos, @
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EXERCICIOS EXPLORATORIOS — Grupo 74

1. GJ:tan:(&Ofi_etridr:gltlos isdsceles: Considere um qualquer c

segmento AB como base do tridngulo isésceles que vocé
quer construir. Escolhido um comprimento dado pela
abertura de um compasso, basta determinar um dos
pontos C(*), intersecgio das circunferéncias tragadas
quando se fixa a ponta do compasso respectivamente
nos pontos A e B.

a) Serd que existe sempre o ponto C?

b) Quando ¢ que “ndo existe’ ?

¢) Por que o tridngulo obtido é isésceles, quando existe C?
A B

a mesma medida

ou: se m(AC) = m(BC) entio m(B) = m(A)

3. Construcao de tridngulos eqiiilateros: Processo andlogo ao empregado no exercicio 1.
Construa dois tridngulos eqiiiliteros, um déles com 3cm de lado e o outro com 5cm
dt? lado. Quantos graus vocé acha que encontrard para cada um dos dngulos dos
tridngulos construidos?

Conclua um resultado que envolva as medidas dos 4ngulos de um mesmo tridn-

gulo eqiiilatero.

4. 1.°) Desenhe qualquer tridngulo isbsceles. A seguir, suas trés alturas. Elas se inter-
ceptardo num ponto interior ou exterior ao tridngulo?

2.°) Resolva 0 mesmo exercicio, empregando um tridngulo retangulo.

il

Onde se interceptam as retas suportes das trés alturas de um tridngulo obtuséingulo ?

Loy

1.2) Todo tridngulo is6sceles é eqililatero.
2) Todo tridngulo eqiiildtero é isbsceles.
Qual das duas sentengas é verdadeira? Por qué?

(*) Na intersecgio das rircunferéncias tragadas serdio encontrados dois pontos: e C' (situado
' s em

-
semi-planos opostos com relagiio a AB); para a obtengdo dos resultados desejados, basta “trabalhar" -
com

207



7. Um outro resultado

bara tridngulos isésceles- Desent idngulo isésceles ABC,
d =0 1 : : e um tridngulo is6scele:
e modo que AR seja a base. A SEgUIr, construa: 1.%) a bissetriz do dngulo C; 2.°) a

altura, t AR a ;
result;:‘d::nando Por base AB; 3.0 5 mediana relativa a A8, Veja se concorda com 0

Em qualquer tridngulo isésce] i i
€ es a bissetriz do Angulo do
vértice, a altura e a mediana, relativag A base, coiiddem

. Resultadps importantissimos bara qualqueyr tridngulo:

1.7) Relacionandy 05 comprimentos

dos lados-
c

Desenhe um tridngulo qualquer ABC. Mega os seus
lados (as medidas na figura estdo representadas por

a, be g, respectivamente):
b a
@) Serd que os ntimeros que representam as medidas
satisfazem qualquer uma das relacdes:
a<b+c 7
- \ b<a++c¢ 7
c<a+b ?

b) 'E:ngas relagdes tambem valem para og comprimentos dos lados dos
fdngulos desenhadgsg Por seus colegas ?
gzse\l;le]-;ga: si.eguir, urrl) outro tridngulo MNP e verifique novamented 5‘:
€iras aquelas relacy i A
ot q §0es que envolvem os comprimento

veja se é capaz de construir os tri jos lados
¢ s tridngulos cujos
tenham og seguintes comprimentos: E g

Q= dem, b s 3em € ¢ =2m
a4 = 6em,. b = 3cm € ¢ = 3cm

Foi possfve] ? Que pode vocé concluir de

i Pois désses exercicios ?
Seguinte resultadq O auxiliari:

Em todo tridngulo, o comprime: -

sempre menor que a soma d:::o de qualquer lado

compri [
SULE f ; primentos dos
2'0) Rﬂdcionando )

de um lade
dngula opos

comprimento
tgom a medida do

Construa o A ABC, cujos la-
0S megam, Tespectivamente:
4 = 6cm
b = 50m
€ = 3cm

208

Com o transferidor, mega com cuidado os dngulos: A, B e C. Relacn:onando
0 comprimento de um lado com a medida do dngulo que lhe é oposto, diga:

d) qual das trés sentengas é verdadeira:
se a>b entio m(A) > m(B)

se a>b entio m({) = m(B)
se a>b entio m(A) < m(B)

Numa ‘‘operagio inversa”, construa agora um AALC, cujos dangulos mecam,

respectivamente:
m(A) = 80°
m(B) = 550
m(C) = 450

b) Qual serd o lado de
maior comprimento ?

A

c) Assinale qual das trés
sentengas é verdadeira:

m(A) > m(B) entdio a >b

m(A) > m(B) entio a =b
m(A) > m(B) entdo a <b a=1

0

Na certa, o seguinte resultado concordard com o que vocé “explorou’:

-

tiio

do triingulo, se dois lados sfio desiguais, en

E;n mf:coio: lado ogpﬁe-se o maior dngulo e, gedprocamente,
ao maior dngulo opGe-se o maior lado

3.°) Relacionando as medidas dos dngulos internos de um tridngulo.

(RELAGAO IMPORTANTISSIMAI)

Vocé, juntamente com todos os colegas de classe, estd convidado a
“explorar” a seguinte questdo:

Quanto vale, em graus, a soma das medidas dos dngulos infernos de um
tridngulo qualquer?

m(A) + mB) + m) = 2




Ay te
Usando o transferidor, com muita atencdo, vocé encontrard, !’TOV‘t‘:i‘i}:;ROs:
resultados que se aproximardo de 180°. Experimente com mnovos d“dnq o
Nestas condig@es, podemos ou ndo usar [80¢ para a soma das inedite
angulos internos de um tridngulo ? m oS
Neste curso de Geometria, vamos usar 180" para essa Sﬂmm e, gzvolvc
conhecimentos que vocé jA possui, provar o porqué dessa resolugdo, queé
certas ‘‘exigéncias” de paralelismo. ..

< i 5 |_ragada
De fato, considere um tridingulo qualquer ABC e vamos supor

c ; pelo vértice C a refa MN paraleld
N ao lado AB.

Os Angulos formados (M gé'
A(‘:'B, B(CN) tém, respectivaments
as medidas:

=+
>
-

x,zeYy

e os 4dngulos internos (A, B C)
do A ABC, as medidas:

m(A), mB) e m((:')

Sendo:

A e MCA angulos alternos internos, entfo: m(ﬁ)
B e NCB angulos alternos internos, entdo: m(B)
C o mesmo que o angulo ACB, entdo...: m(()
ecomo: x+z+y =180
segue-se que:

I

x (por qué?)
y (por qué?)
z (por qué?)

(resultado ja4 conhecido)

m(A) + m(B) + m(€) = 180°

e vocé provou, gragas “‘dquela paralela tragada’’, que:

A soma das medidas dos Angulos internos de qualquer
tridngulo é igual a 180°

4.°) Relacionando medidas de dngulos internos e dngulos externos.

Observe bem o A ABC. 2
Se y representa a medida
de um 4ngulo interno e t a
medida do 4ngulo externo que
lhe é adjacente, quanto vale
asoma: t +y?

Fécil é concluir que:
t + y = 1B0°, isto &, sdo su-
plementares o dngulo interno
de um tridngulo e o dngulo
externo que lhe é adjacente.

Por outro lado, sendo as medidas dos Angulos niimeros reais €, cOmMo:

x+z+y=180°}
e t 4y = 180°

A

t =x 4+ z
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ou seja:

lo é igual
rno de um tridngu Ao-
A medida do fngulo €38 dois Angulos internos 1
didas dos doO
A soma das me 3

_EMBRETE AMIGO

i ram, através das
Insista nos exercicios exploratorios que: revelaTam,

Ay 5 ntre:
medidas, as utilissimas RELAGOES €

os lados
os dngulos
os lados e OS dngulos

de um mesmo tridngulo.

A 75
gxERCicIOS DE FIXACAO — GRuUPO

ue pode vocé
. g 3cm cada um, q Y
i lo possui dois lados medings e relacionem 08 comprimentos
g-ﬂ becte que wi t{‘ %;ngélnuncie todos 05 resultados qu
izer désse tridngulo?

acse tridn ulo.
dos lados e as medidas dos @ngulos désse tridng

. : s vocé
g intes triangulo
: uais dos segu
; lados, assinale d
Relacionando os comprimentos dos
Pode construir: jem 59 a= 5cm

= Scm b = Bcm

10em 30 4= 4cm  4.°) :
5cm b = 6cm
¢ = 6cm c

19) @ =5¢cm 2¢) a
b = 7cm b
¢ = 8cm c = #4m

= 5cm g BT

lhe é oposto,
ida do dngulo que
Relacionando o comprimento de um lado com a medi

transferidor):
no tridngulo abaixo, diga (sem usar 0 tF

1) qual é o maior angulo
2.9) qual é o menor 4ngulo
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4. Partindo de que a soma das medid,
& as do
180°, preencha os claros da seguinte tasbﬁigz

5. Se a soma das medid
Porque sio verdadeir,

1)
2.)

32)
4.)

5.8)
6.)

6. Calcule as medidas, assinaladas por x, y
» ’

————

gulos internos de um tridngulo é igual a

A ABC m(A) m(fB) m((")
isosceles i
65
SR fa b G5 500
escaleno. .. s | mee
in‘ﬁﬁcelesqbaseﬁe1 748: | N i
= ~ — e s — | — s . '
isésceles (base AC) £ Sge | R
eqiiilatero. ., 5 SreR
eSO T T
retdngulo.. . ... 900 40020" v g
retangulo. . . .——_ _‘_13;:__“ —__5::—“_ s

as dos dngulos internos de
s as seguintes sentengas:

Em qualquer tridngulo un s6 Angulo pode ser obtuso

Em qualquer trian
: lo a i
medidas dos outroe ¢ doje, Medida de cada 4ngulo é o suplemento da soma das

um tridngulo é igual a 1807, explique

Num triangulo egiii
mede 60v, o “d0idngulo (todos os angulos tém medidas iguais), cada angulo

Num tria ‘
o ngulo retingulo os dngulos agudos s3o complementares
um tridngulo is6sceles os an :
Se dois trian
. gulos tém dois 3 i
i s ngulos respectivame
), 0s terceiros dngulos sip respectivamente r::t:ng::rtzjr:ir;esntes i

gulos da base sio agudos,

z e 1, dos angulos dos seguintes tridngulos:
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7. Resolva os seguintes problemas:

1.0)

6.°)

7.°)

10.9)

Os 4ngulos de um tridngulo medem, respectivamente, 3x, 4x e 5x. Determine
as medidas désses dngulos.

(Sugestdo: 3x + 4x + 5x = 180° <> 12x = 180° & x = 15° logo:...)

Os trés dngulos de um tridngulo medem, respectivamente: x + 36, 2x - 15" e
3x - 40°. Quanto mede cada um? :

Sabendo que num tridngulo is6sceles a medida de cada um dos 4ngulos da
base é o ddbro da medida do Angulo do vértice, determine as medidas dos 4ngulos
désse tridngulo. '

(Sugestdo: se x for a medida do 4dngulo do vértice, a medida de cada angulo da
base é 2x e, portanto, a soma é...)

Dois angulos de um tridngulo sdo tais que a soma de suas medidas é 130° e a
sua diferenga 10°. Quanio mede cada angulo?

(Sugestdo: basta resolver o sistema: x +y = 130° A x -y = 10°)

Num triangulo ABC a medida do A é o triplo da do B e a do B é o dbbro da
do (. Calcule essas medidas. %

1 :
Num tridngulo retdngulo, um dos dngulos agudos mede :{;da medida da soma
dos outros dois. Quanto medem os 4ngulos agudos?

Num triangulo, dois 4ngulos externos medem 110° e 120°, respectivamente,
Quanto medem os dngulos internos désse tridngulo?

- . 1
Num tridngulo isosceles, a medida do 4ngulo do vértice ¢ igual a ;7 da soma
das medidas dos 4ngulos externos d base. Quanto mede o angulo do vértice ?

Calcule as medidas dos 4angulos internos do A ABC, sabendo que a medida do ¢
excede a medida do A de 30° (ou seja, tem a mais) e excede a medida do B de 48s,

O angulo do vértice de um tridngulo isésceles € igual a um quinto da medida do
angulo formado pelas bissetrizes dos dngulos da base. Calcule as medidas dos

angulos internos désse tridngulo.
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Congruéncia de tridngulos

4. Correspondéncia entre os vértices de dois tridngulos

Sejam, por exemplo, os tridngulos:
c

Os vértices A, B, C e M

€m corre enci. iuni
G e s om0 ) e e s O
ada pelas linhas aplicadas em cada dois vértices corres-

pondentes:
/"'—-—_--——'_""-...__
C/"‘/ \\\
oF
//"_'_""'--..\
B & =
N
s
L) Viia
N <
; ~
\\ //
\\\ -
SS— _.—’/

—_—— e —

Indicacdo: 4 - M (lé-se:
B « N
Cwp

40 ponto A corresponde o ponto M e o

ponto M & o correspondente do ponto A’')

Abrevia-se indi

-S¢ a indicacio des
sa

B, Ce M, N, P, assim: i 2

ABC —~ MNP (lg.se:

pondéncia entre os vértices A,

A, B, C correspondem.se com M, N, P”)
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Outra maneira de fazer os vértices désses tridngulos se corresponde-

rem e:

A— M
B+~ P & ABC -~ MPN
C~— N
I T 4
— = \-""-
el i
//’——‘___—‘\1
o M
8 N
As quatro maneiras restantes seriam:
ABC «— NMP ABC - PNM
ABC « NPM ABC <« PMN

Vocé estd convidado a assinald-las, por meio de linhas aplicadas a
dois vértices correspondentes.

Nota: A correspondéncia ACB ++ MNP, que vocé poderia imaginar estabelecer
entre os vértices A, B, C e M, N, P ji estd contada entre as seis apresentadas, pois:
A - M A= M
C «~ N  pode ser escrita B « P &= ABC -~ MPN
B —~ P C —~ N

Nas correspondéncias estabelecidas entre os vértices dos tridngulos,
os lados cujos extremos se correspondem chamam-se lados correspondentes
e os 4dngulos cujos vértices se correspondem, dngulos correspondentes.

Nota: Nio confundir a denominagio Angulos CORRESPONDENTES, atribuida a
dngulos que se correspondem numa dada correspondéncia, com os “dngulos correspondentes”
denominagdo tradicional que recebem os 4ngulos formados por uma transversal com
duas retas coplanares (Cap. IV, n. 27).

Assim, por exemplo, na correspondéncia: ABC « MNP:

AB e MN ) _ - Ae M
— —+ | sdo lados &\ sdo dngulos
B_C ¢ EI: correspondentes B e ’Y correspondentes
AC e MP € e P
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5. Congruéncia de tridngulos

~ Qualquer uma das
tices de dois tridngulos & chamada
dngulos correspondentes $d0, respecti

seis correspondéncias estabelecidas entre os vér-

congruéncia quando os lados e os
vamente, congruentes.

Nesse caso os tridngulos dizem-se congr
Os tridngulos ABC e MNP:

uentes,

wo 2G'e

AB ~ MN (porque: m(AB) =m(MN) =

ek =gl Ax~M (porque: m(A) =
BC~NP  =2,60cm) e BN =mM) =60
C>~MP O~ p
Indicagso:

A ABC =~ A MNP

GRUENTES se, e sdmente se, existir umad

ATENGZO: Considerados, por exemplo, os triangulos:
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e a correspondéncia: MNP « ZXY, sabe-se que os lados MN e ZX
sdo correspondentes (nessa corre5pond@cia!). Como suas ‘_medidg-s_ sdo
diferentes, pois: m(MN) = 4cm e m(ZX) = 2cm, entdo MN = ZX.
Serd que nestas condigdes j& se pode concluir que os tridngulos
MNP e ZXY ndo sdo congruentes?
NZAo, pelo simples fato de existir uma outra correspondéncia entre
os vértices (lembre-se de que se pode estabelecer seis correspondéncias),

z

que é uma congruéncia. Essa correspondéncia é:
MNP — XYZ

Logo, ndo é a correspondéncia MNP — ZX Y que define a congruénc:ia
entre A MNP e A ZXY e sim a correspondéncia MNP ~ XYZ, razdo
por que, ao escrever os vértices, se deve guardar a posigAo relativa dos
elementos, respectivamente, congruentes.

A congruéncia de tridngulos € uma RELACAO DE EQUIVALENCIA, pois é:

1) reflexiva: A ABC=~ A ABC

2) simétrica: se A ABC=>~ A MNP, entio A MNP >~ A ABC

3) transitiva: se A ABC>~ A MNP e A MNP =~ A XYZ, entdo
A ABC~ A XYZ

OBSERVAGAO DE ORDEM PRATICA: Como a congruéncia de dois trindgulos implica a
congruéncia de seus trés lados e trés dngulos respectivos, costuma-se awnalarﬂ cc:‘mI pequenos
segmentos os lados correspondentes congruentes e com pequenos arcos os dngulos corres-
pondentes congruentes. Assim, por exemplo:

R o) 1

B : Cc S
Lo trifngulo: A B C (aqui as letras podem figurar em qualquer ordem)

i i o
2.0 tridngulo: § T R (aqui, ndo/)

rmimy — A 2
€ como, nessa correspondéncia: AB = ST 4= §
BC~TR'e Bx=T
AC~RS C=R
entdo: A ABC = A STR
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TESTE DE ATENCAO — Gruro 76

1. Preencha os claros das seguintes sentengas,

(o}
18) A ABC =~ A .
A
A
E
D S
Cl
E R 28 A ... ASRT

2. Dois tridngulos congruentes podem fazer parte da mesma figura.

onde: {

Logo: A AMC ~ A BMC

A M C
{4 1
B M C
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Exemplo:

Cc

que dizem respeito a triAngulos congruentes:

1.

Preencha os claros das seguintes sentencas:

15) A MON =~ A ...

28) A...== A ABC

EXERCICIOS EXPLORATORIOS — Gruro 77

Acérca de congruéncia de tridngulos . . .

Vocé sabe que, se dois tridngulos sdo congruentes, entio seis dos seus elementos
correspondentes (trés lados e trés 4ngulos) sdo respectivamente congruentes.

Todavia, é possivel saber se dois tridngulos sio congmenfes sem ve_riﬁcar se
todos os lados correspondentes e todos os dngulos correspondentes sio, respectivamente,
congruentes, Para isso, é suficiente — como serd "n_zxplorado” nos exercicios que se
seguirdo — verificar se dois tridngulos tém, respgctlvamente congruentes, Sﬁmgn_te
trés dos elementos correspondentes, entre os quais esteja compreendido, necessiria-
mente, pelo menos um lado.

Os exercicios que dizem respeito a essa “economia’” de elementos correspon-

dentes, para saber se dois tridngulos sdo congruentes, sugerem os chamados Casos
Cldssicos de Congruéncia de Tridngulos.

L.* Caso: Vocé e seus colegas de classe

estdo convidados a construir um tridngulo
do qual sdo conhecidos somente:

dois lados € o dngulo que ésses lados formam.
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“ S Sejam os lados AB e AC e o angulo A formado por &les, dados respectivamente

e pelas suas medidas:
i m(AB) = Sem
- m(A) = 60°
m(AC) = 3cm
h“. Conhecidos os trés vértices (A, B, C) do triingulo, basta uni-los e 0 tridngulo H
| 1R estard construido:
I > i . "
c C Como pratica, assinale quais os pares de tridngulos que sdo congruentes:
_ ! 3,0 cm 4'o'cm
& -
) 4.°)
60° §
" )
A Scm ' B. A Scm B 3 o i
] 0 cm
Ser4 que o tridingulo que vocd construiu é congruente aos triangulos abaixo,
construidos pelos seus colegas de classe? ase.
c 3.°)
/ 3!3 a

3cm

de 3,0 cm
&8 B )
6.9) 8.9)
|
Basta medir o terceiro lado BC, bem como os 4ngulos B e € de todos os tridn- 3 2 8
gulos construidos (em qualquer posigdo), para verificar que todos éles sdo congruentes. |
Experimente. ! 2.0cm
Surge, assim, o 1.2 Caso de Congruéncia de Tridngulos: y - v 0 .
I Ogservagio: Dois tridngulos retdngulos que tenham os catetos respectivamente
congruentes, sdo congruentes,

De fato, sendo reto o dngulo formado pelos catetos, a congruéncia dos triangulos
decorre do caso L.ALL.
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2. Caso: Todos agora vdo construir um tridngulo conhecendo sémente:

um lado e dois éngulos adjacentes a ésse lado.

Esses elementos sio dados por suas medidas:

m(A) = 70°
m(AB) = 4cm
m(B) = 50
/
/ N
' N
l’ \\

Os trés vértices siio determinados facilmente, pois dois déles (A e B) sio
conhecidos, bgm como os dngulos A e B, pelas respectivas medidas. O terceiro vértice
(C) ¢ determinado pela intersecciio dos lados nio-comuns dos 4ngulos A e

Também agora os tridngulos construidos por
congruentes, como ¢é rapidamente verificado medind
pondentes dos triangulos desenhados.

Temos, entio, o 2.° Caso de Congruéncia de Tridngulos:

voc e seus colegas sio todos
o-se 0s demais elementos corres

_Se_d_ois trifingulos possuem wm lado e dois dngulos
adjacentes a ésse lado congruentes, entiio os triingulos
sfio congruentes !

Indicagio: A.L._A. (le-se: “angulo, lado, dngulo")
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Assinale, como pritica, quais os pares de triAngulos que sdo congruentes:
1.°)

\ 307 25°
6cm

6 cm

2cm

afzcem

3.2 Caso: Todos sdo convidados a construir um tridngulo do qual sio conhecidos
somente:
os trés lados,

através de suas medidas:

m(A_B) =06cm

m(AC) =5cm 4

m(B_(',:.‘) =4cm e
' Scm
| ——
. 4cm

A 6cm B

Partindo de qualquer lado (AB, por exemplo), basta usar o compasso duas
vézes: a primeira, com centro em A e raio de 5cm, e a segut}dn, com centro em Be
raio de 4cm. O terceiro vértice ¢ um dos pontos (C) de Intersecgdo das circun-
feréncias tragadas. O ponto C existe porque: 6cm < Scm 4 4em (resultado ja
vonhecidoj.

Também agora pode-se verificar que os triangulos construidos pelos alunos da
classe sio todos congruentes, medindo-se os dngulos correspondentes dos tridangulos
descnhados. Dai, temos o 3.° Caso de Congruéncia de Tridngulos:

Se dois tridngulos possuem os trés lados respectiva-
- mente congruentes, entio os tridngulos sio congruentes
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i g

e A RS # e

Indicagdo: L.L.L. (18-se: ‘‘lado, lado, lado")

\ :
T 1

Assinale, aos pares, quais sio os tridngulos congruentes:

4> Caso: Pede-se, aiﬁda, a tbda a

. classe que construa um triangulo do qual s3°
conhecidos somente:

um lado, um éngulo adjacente a ésse lado e um dngulo oposto a ésse lado,
por intermédio

de suas medidas: &
m(AB) = 4cm . [\\

m(A‘) = 75¢ ,’ Bor \\\
m(C) =60 !
]
)
!
[ 8 75°
\ \
A 4cm B A Acm B
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Ora, sendo 180° a soma das medidas dos trés angulos de um tridngulo e como
j4 sdo conhecidas as medidas dos 4ngulos A e (°, a medida do B seré:

m(B) = 180° — (75° + 60°) = 180 - 135° = 45°

Portanto, a intersecgdo dos lados ndo-comuns do &dngulo A (que mede 75°)
e do angulo B (que mede 45°) determinari o terceiro vértice C (caso ja conhecido:
ALA).

Como todos os tridngulos construidos pela classe sio congruentes, ‘‘nasce” o
4.> Caso de Congruéncia de Tridngulos:

Se dois triingulos possuem wum lado, um dngulo
adjacente e um dngulo oposto a ésse lado, respectiva-
mente congruentes, entiio os tridngulos sio congruentes

Indicacdo: L.A.Ao (Ié-se: “lado, dngulo, angulo oposto”)

=

Assinale quais os pares de tridngulos que sdo congruentes:

wa gy

Scm

§ 5cm
2

1,7¢cm

ObsErvACAo: Por éste caso (L.A.Ag), dois tridngulos retdngulos que possuam
um cateto (ou hipotenusa) e um &ngulo agudo, respectivamente congruentes, sio
congruentes, :
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ATENGAO: Muito cuidado na “exploragdo” da CONGRUENCIA de dgs
tridngulos, pois ndo basta trés elementos quaisquer,
mados como correspondentes, serem congruentes. b neces

sdrio levar em conta a posicio désses elementos, e que
um déles, pelo menos, seja lado.

Por exemplo, néo existe o caso AAA,,
tridngulos com os trés 4n

sejam congruentes:

pois vocé pode ter dols
gulos respectivamente congruentes e que ndo

Também ndo existe o caso A.
possuirem os elementos corresponde
tridngulos podem nio ser congruent

L.L. (ou L.L.A.), pois, apesarddii
ntes, congruentes nessa ordem, dois
€S, como o0s seguintes:

onde o angulo congruente (60°) ngo é o formado pelos lados congruentes.

“Explore”, por intermédio de exemplos, que também ndo existe ©
caso A.A.L. (ou L.A.A)).
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LEMBRETE AMIGO

Os (nicos Casos de Congruéncia de Tridngulos sdo:

ANTVAN
ANCVAN

g D] .
‘‘economia’’, se dois
que lhe permitem reconhecer, com enorme —€co j
tridngulos sdo congruentes ...
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. " ; “ " ia dos tridngulos que fazem parte da mesma
{| TESTE DE ATENGAO — Gruro 78 % Juibaie s U S Rmet TS i

' figura. Exemplos-modélo:

| 1. Os seguintes pares de tridngulos sido con :
| gruentes, de acdrdo com os casos cléssicos
estudados (L.AL., AL.A, LLL., L.A.Ao). Assinale, para cada par, qual o caso . 1) Dados: AC = BC "EenET b A ALDIRE SiT02

I Ll empregado:
1‘ IU) m=n
1 ._ -4/
: f | ’ \20"
;' l 4cm Solugdo:
‘ | Basta empregar um dos casos de
I congruéncia estudados, desde que se dis-
it | ponha de trés elementos correspondentes, .
i e respectivamente congruentes, guardando a
J mesma posicdo.
g AC ~ BC (dado)
= Como: m=n (dado)
CD =~ CD (¢ o mesmo na figura)
scpue-se que: A ACD = A BCD
iy pelo caso L.AL.
80"
£ ;
wo
. TP ~ PO S " que AMNP ~ ARQP
5:) S 2.°) Dados: NP = PQ prove” q : :
o A A
' / \ Nz=Q
Eipt 2cm 1,5em M " N

?: ms:;‘g'umtes pares de tri:ingglos possuem trés de seus elementos principais respecti-
te congruentes, Os tridngulos sdo congruentes ou nio? Por qué?

A

N=Q (dado)
Como: { NP =~ PQ (dado)

n=m (O.P.V-)

AMNP = ARQP Q "

segue-se que:
5 (caso AL:A)

= m) decorreu de fato j4 conhecido.

'Non: O terceiro elemento (n
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3.°) Dados: m
p =

4°) Dados: AB =~ CD

m=n

D

“prove” que A BCA ~ A BCD

5.) Dados: AB ~ CD
B ~J

I
a

B 1 o
)

“prove” que A ABC =~ A DCB

7°) Dados: AC =~ DC

m=n

“prove” que A ABC ~ A DEC

230

“prove” que A ABC =~ A CDA

6.°) Dados: XZ =~

m

Y T

BNI
<

]

X v
“prove” que A XYZ =~ A VTZ

8.) Dados: AD =~ AC
BD =~ BC

P

“prove” que A ABD ~ A ABC

2.2 Parte: - construgao logica da Geometria
- da necessidade de provas...
- ...alguns teoremas fundamentais

Construcao l6gica da Geometria !

6. Insuficiéncia das medidas e das observagdes para ““provar”
que uma afirmagdo é. verdadeira

Até agora vocé “explorou’ diversas situagdes, verificando, por inter-
médio de instrumentos (régua, compasso e transferidor) e de observagges,
algumas propriedades de figuras geométricas, tais como:

1) Os 4ngulos alternos internos formados por duas retas paralelas
interceptadas por uma transversal sdo congruentes;

2) em todo tridngulo isésceles os dngulos da base sdo congruentes;

3) em todo tridngulo o comprimento de qualquer lado & menor
que a soma dos comprimentos dos outros dois;

4) os casos de congruéncia de tridngulos (L.A.L., A.L.A,, L.L.L.,
L.A.Ag).

Todavia, por mais corretamente que sejam efetuadas as construgdes,
ndo se pode concluir que os resultados obtidos sejam absolutamente certos,
uma vez que tddas as medidas estdo sujeitas a pequenos erros.

Mesmo que as figuras geométricas tenham sido observadas ciom !
méximo de atencgdo, ndo estamos habilitados a aceitar .certcc;s r.esuf]:ados
pelo fato de os “‘estarmos vendo”. Fosse assim, voce jamals poderia atirmar
que as milhares de “‘pequeninas’ estrélas observadas no céu sdo milhares
de vézes maiores que a Terra. Ou que é a Terra que gira ao redor do Sol,
pois a observacdo didria, que mostra o Sol ‘l'evglntandofs:? _ de manha
no horizonte, pondo-se a pino ao meio-dia e “deitando-se” a tarde, faz

2 A
“crer” que é o Sol que gira em torno da Terra!

Portanto, usando somente a vista, pode-se tirar conclusaes falsas.
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TESTE DE ATENGAO — Grupo 79

1. i i
As linhas r e 5 da figura sio retas ou curvas ?

Lo BN

VN

2. Qual é o maior comprimento: a oy p?

\ —
3. Qual ¢ a sentenca verdadeirq. > b <
C -
1) m(CD) < m(AB) ?
2%) m(CD) = m(AB) ?
32) m(CD) > m(AB) »
0-__———-____;__.
A D B

ATENGZO: :
Observe com cuidado a figura da pdg, 233 e depois conclual

Da necessidade de provas

7. Necessidade de. ym brocesso dedutiyo

Suponhamos
ffngulgs da base de ?xlrf t:ﬁ%iégut;nl.\% v‘;riﬁc.ado experimentalmente que 05
propriedade seja verda ot P-':ll':: Sceles sdo congruentes. Mesmo que essd

; o A ent
godena concluir qu mil tridngulos is6sceles”, vocé jamais
ngulos isésceles” 2a:erdade1ra para “um milhdo de tri-

S€ para um tridngulo de cada vez!

e ela continuari
sem que.a verifi

propriedade para qualquer tridngulo isésceles, independente do tamanho
da figura ou da precisdo com que foi desenhada. Este é o poder da genera-
lizagdo de uma demonstracio em Matemética, que permite construir logi-
Ccamente a Geometria.

. -Demonstra—se que a informacdo expressa numa sentenca é verdadeira,
mediante um processo dedutivo, desenvolvido sucessivamente por inter-
médio de defini¢ges e de resultados conhecidos, mais elementares, j4 compro-
vados ou aceitos como verdadeiros.

TESTE DE ATENGAO — Gruro 80

- Procure justificar as conclusdes que tirar das informagoes expressas nas seguintes
ntencgas:

a) (Modélo) Todo paulista é brasileiro.
Jodo é paulista. Logo ... (Jodo é brasileiro)

Nota: Se todo paulista é brasileiro, Jodo, sendo paulista, estd incluido no todo. . .
€ quem pode "o mais” pode “o menos’!
a’) (Modélo) Todo paulista é brasileiro.
Jodo é brasileiro. Logo. ..

Nora: Nada se pode concluir, pois ser brasileiro ndo significa ser paulista —
ff‘mbora ndo esteja excluido — podendo ser baiano, gaiicho,..., e o fato de poder
0 menos” ndo implica poder “‘o0 mais”!
b) Se dois 4ngulos sdo suplementares, entdo os dngulos sdo adjacentes.
(Sugestdo: pode-se raciocinar com contra-exemplos. . .)
b") Se dois angulos sdo adjacentes, tendo como lados exteriores semi-retas opostas,
entdo os 4ngulos sdo suplementares.

¢) Se chove, a grama fica molhada.
A grama estd molhada, entdo. ..

¢’) Se chove, a grama fica molhada.
Choveu, entio. ..

d) Qualquer trisngulo eqilildtero & isésceles.
O A ABC é eqiiilatero, logo. ..

d’) Qualquer triangulo eqiiilitero é isésceles.
O A ABC é isésceles, logo . . .

e) Tédas as bruxas voam com Vassouras.
Alcéia e Meméia sdo bruxas, logo. ..

¢) Tédas as bruxas voam com vassouras.
Alcéia e Meméia voam com vassouras, logo . .. (cuidado!)
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POSTULADOS E TEOREMAS DA GEOMETRIA EM ESTUDO
8. Que é postulado? Que é teorema?

As sentengas ou proposicdes que sdo feitas usualmente no lar, ﬂ:_
escola, dentro da Matemdtica, etc..., apresentam-se sob uma das duas formas:

" r : 0-
1) sentengas que sdo aceitas como verdadeiras sem prova, den
minadas postulados (ou axiomas); ;
. 1~
2) sentengas que podem ser provadas como verdadeiras, denom
nadas teoremas.

Assim, por exemplo, na Geometria, enunciadas as sentencas:
“Por um ponto passam infinitas retas”

“A soma das medidas dos dngulos internos de um tridngulo ¢ igual
a 180°”

pode-se, dada a evidéncia da primeira, “aceité-la” como verdadeirds
dispensando uma demonstragdo (que dificilmente se poderia realizar...):
Nessas condicdes essa sentenga foi tomada como postulado.

J4 a segunda sentenga ndo pode ser aceita como verdadeira CO$
tanta facilidade (por que a soma ndo seria'179° ou 181°?), a menos d

seja demonstrada, como foi feito 4 pag. 210. Entdo, trata-se de um teo~
rema dentro da Geometria que se estd estudando.

OBSERVACOES:

- ; 0
1.2) Néo estamos proibidos de tomar a segunda sentenca também como Posmlad
e usi-la depois para demonstrar a verdade de outras sentencas.
- ¥ ; . a
2) Pode-se, ainda, construir ldgicamente uma Geometria, na qual s€ ton&e
como postulado a sentenga: “A soma das medidas dos angulos internos e
um tridngulo & menor (ou maior) que 180°", isto é, contrariando a afirmac

feita na segunda sentenga acima. Tudo vai depender da Geometria queé =%
quer construir,

9. Primeiros postulados

Pode-se agora reunir, sob forma de postulados, as situagdes encon
tradas em exercicios prdticos, principalmente nascidas nos exerciclos

exploratérios. Tais postulados serdo utilizados para justificar as demons-
tracdes dos teoremas.

Entdo, com os conceitos primitivos (ndo-definidos), com as definigoes

estudadas, com sentencas aceitas como postulados e com outras tomadas
como teoremas constréi-se logicamente uma Geometria.
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i s:
A Geometria em estudo serd fundamentada nos seguintes postulado

3 SOME A RETA(*)
P1: Dois PONTOS DISTINTOS DETERMINAM UMA E SOMENTE UM (

& B
i

*%)  EXISTEM PELO
poIs PONTOS(**).
. : |STEM PELO MENOS » s
P2: NUM;; RT?{T;S Ep];NTOS NAO NUMA MESMA RETA (NAO-COLINEA )
MENO!

@
G
A ‘? s
s g e

SOMENTE UM
P3: TRES PONTOS NAO-COLINEARES DETERMINAM UM E
PLANO

“RTENCEM A UM PLANO,
- UMA RETA PERTE
P4: Sk DOIS PONTOS DISTINTOS DE U NCEM AO PLANO

D TE
ENTAO TODOS OS PONTOS DA RETA PER

3 A ARES E B
SE B ¢ enTRE A E G, ENTAO A, B £ C sA0 COLINE
P5: SE B ESTA

3 : A
TAMBEM ESTA gNTRE C E

B e e '
A B &

(YALIVE] (4 ™ BY— {7 (A € r AB € r)]; a mesma linguagem poderd
(*¥) Simbolicamente:

tulados. % .
ser usada com 0s demais p:;nda piunfvoca existente entre 0s NUMEros reais e os pontos da reta, dai decorre
respon
(##) Dada a cor!

int a reta.
que existem infinitos pontos D
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Pé6:

P7:

P8:

Po:

Para
DOIS PONTOS A E C EXISTE, PELO MENOS, UM PONTO B NA

RETA AC, TAL Que C ESTA ENTRE A E B

\A\—*— f

Cc B

E UNICA A
RETA pa 0
QUE NAO PERTENCE MLEL;\ A BEEA 5 [RACADA FOH UM PONEQ £
Ikt ’(:amoso postulado de Euclides!)
S N

Ea =
>

= r

—

S , ==,
E X ESTA ENTRE A E B, ENTioO: m(AX) + m(XB) = m(AB)
Se P - B

SE P E UM PONTO IN

ANGuLo AQB, ENTKo:TERIOR =

m(AOP) + m(POB) = m(AOB)

OIS TRIANGULOg OCORRE

L., L.AA,, ENTAO 05 nopg UM Dos casos: L.A.L., A.L.A-

TRIANGULOS SZ0 CONGRUENTES

3 €ncontr i
denominada geometrig 4 0 famoso postulade de Euclides, &

. do-euclidi
figura um que contrariq Htng quando entre seus postulados

Uma Geometrig én

O postulado de Euclides ‘J
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10. Primeiros teoremas; forma ‘“‘se-entdo”

Os teoremas, como vocé ja sabe, sdo sentengas que podem ser pro-
vadas como verdadeiras. Os teoremas compdem-se de duas partes:

hipétese (H): sdo os fatos dados(*)
tese (T): & o fato ou os fatos que devem ser provados

Todo teorema pode ser sempre escrito sob a seguinte forma condi-
cional:

conhecida pela forma se-entdo. Exemplos:

1.°) O teorema: ‘Dois dngulos opostos pelo vértice sdo congruentes”,
pbsto sob a forma ‘‘se-entdo’’, fica:

"'SE dois dngulos sdo opostos pelo vértice, ENTA0 0s dngulos sdo congruentes”
H i

A sentenca: dois dngulos sdo opostos pelo vértice é a hipdtese’
por conter os fatos dados, enquanto que a sentenga: os dngulos
sdo congruentes, é a tese, pois contém o fato que deve ser provado.

2.°) O teorema: ‘‘Dois dngulos adjacentes, cujos lados exteriores sdo
semi-retas opostas, sdo suplementares’’, pode ser escrito:

“sE dois 4ngulos adjacentes possuem os lados exteriorei como
semi-retas opostas, ENTA0 os dngulos sdo suplementares

dois 4ngulos adjacentes possuem lados exteriores

onde: H { como semi-retas opostas

T { os 4ngulos sdo suplementares

TESTE DE ATENCAO — Grupo 81

L. Sublinhe com uma linha a hipétese e com duas linhas a fese de cada uma das seguintes
sentengas:

Modélo: Se dois éngulos adjacentes possuem os lados exteriores como semi-retas per-
pendiculares, entdo os dngulos sdo complementares.

(*) Suposicies.

237




" L") Se dois dngulos

Possuem  suplementos congruentes,
congruentes,

entio os d4Angulos sdo

22) Se eu tiver lapis e Papel, entio irej desenhar,

3 - ao
3.%) Se os dngulos consecutivos sio formados em térno de um mesmo ponto, enta
a soma de suas medidas ¢ igual a 360,

» €Ntdo os Angulos da base sdo congruentes.

- Escreva ag seguintes sentencas sob a forma se-entdo:

Modélo: “Dois dngulos que possuem ¢

i gu = : o
Se dois angulos possuem complementos congruentes, entao os angulos
congruentes’'

’ es”
omplementos congruentes sio congruent

i Bu j j i i o sdo
1) Dois angulos adjacentes cujas bissetrizes formam um dngulo de 45°, s
complementares,

20 Estudando, vocé serd alguém,

3.%) Todo tridngulo eqiiilitero ¢ isGsceles,

4.") Se jogarmos com um bom quadro, poderemos ser tricampedes de futebol.

5.") Duas quantidades iguais a uma terceira sio iguais entre si.

c
Desenhe uma figura correspondente agg Seguintes teore.
mas da ometria, usando letras para caracterizar g
hipétese (os fatos dados) e g tese (o fato ou os fatos que
evem ser provados):
Modélo: Se ym tridngulo ¢ isésceles, entio 0s 4ngulos
da base sip congruentes,

Temos: H{ A ABC | AC o~ BE‘(*)

T{A~p

B
A

3 i_retas
Possuem seus |aqqs exteriores como semi-rét

Opostas, entio og dngulos sig suplementares,

4.°) Se dois angulos s3g suple 3 ado pelas
bissetrizes désses dngulos ¢ reto, plementares, entgo o dngulo form

eSO semi-plang determinado por uma reta sd0
das medidas désses Angulos ¢ igual a 180°.

(*) Loge: A ABC tal que AG = Bc.
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COMO EFETUAR UMA DEMONSTRACAO LOGICAMENTE

11. Como “‘enfrentar” um teorema com éxito

teorema. Pode-se,

a igi ra se demonstrar um ot

o o i s hipétese e empregando os conheci-

i dos fatos dados na hip g cdon

rtr?g:tvc:: ,agsil:’lTC;gsD gas definigoes, dos postulados e de teoremas jé :
CHEGAR aos fatos apontados na tese.

. [T H -~ T

i ndo es-
“se-entdo’’ (caso ainda
ob a forma ‘‘se-e
1) escrever o teorema s
teja);

. : forem facilmente
Nota: Posteriormente, quando pela pradca iagl"’)é;:: isa g:femas.
l’dEnrific(;Ic.I:s poderemos dispensar a forma ‘“se-en
’

c
Exemplo-modélo: Demonstrar o teorema:

T.1 : Em qualquer tridngulo isésceles os dngulos
' da base sdo congruentes.

Temos: se um tridngulo é isdsceles, EI';ITAO 0s
dngulos da base sdo congruentes.

H [AABC| AC = BC
T [A B

B
(1]

ie B
: 7 que 0s dngulos A e
stragdo: Para prova o ey
_ Um plano de dem(;;lvar que ésses angulos partxcxﬁargr ?éedf n%:nte
o coni?é:n(tte:fé:gaﬁgs ppor exemplo; vocé ja sabe reconhec
congrue )

$€ sdo congruentes).

iedades conhecidas,
s, m segmento, de proprieda
Nestas con};i Igoes,gra:;;aB-ée ‘;ﬁf}" doisgnovos tridngulos. Tal segmento
que decomponha o

ek a bissetriz relativa ao dngulo ¢

ou a mediana relativa a base AB

ou a altura relativa 4 base AB
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A . 2 3 Tl A : u-
Se for a bissetriz, esta ir4 dividir o angulo €' em dois dngulos congr
entes, isto é, de medidas i

guais (m = n), ensejando a formagdo dos tridn-
gulos: ACH e CHRB

i and pin
» N0S quais figuram os dois dngulos A e B que
interessam.
£ c
\ ) -
* G . A H H

Confrontando ésses tridngulos, observa-se que gles possuem:

AC ~ BC (por hipétese) (L)
M =n_ (por construgio da bissetriz) )
CH ~ CH (por ser lado comum) (L)

€, portanto, sio tridngulos congruentes pelo 1.

Désse modo os angulos 4 ¢ B
congruentes, sio con

Caso (L.A.L.).

iAngulos
» COMO correspondentes de trlénft g
grilentes, 8% €: A2 B, como queriamos demon

uem
ngruentes por serem retdngulos que poss
» Congruentes. Sabe por qué?

s triangulos
compor” ym tridngulo isésceles com dois tnétlég
tdngy p nusa e um cateto, fespectivamente, congruen
tais tridngulos sio congruentes, nessy "composigao", pelo caso L.A.A,. -
- - yotizdr @

Depois de Voce se acostumar g &ste tipo de raciocinio, serd possivel sintetizar
demonstragges mediante esquemas que indj

’ ons~
diversas “‘passagens” da dem

Porque & Sempre possive]
retingulos que possuam a hipote

plo, vamos cong

Uzir a demonstrq do do T,
onde, a esquerda, fj a0 do T.1 usa

ml
i ndo um esquema Cm:;::as:
guram as dfirmagges feitas e a direita, as Justificacdes respec
SE um tridngulp ¢ is6sceles, EnTZo 0s dngulos da page sdo congruentes.
H {a ABc| A6 ~ &

TA~pg
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DemonsTrRAGAO:

5 Justificacdes
e 1) Todo &angulo admite uma “P_issem'z e,
portanto, pode-se coniruir CH.
AC =~ BC (p/hipbtese)
2) Caso L.AL. m =n (p/construgio)

CH =~ CH (lado comum)(*)

3) Angufos que se correspondem em triin-
gulos congruentes

1) CH & bissetriz de (*, ou seja, m=n

2) A ACH =~ n BCH

3) A~ B

c.q.d.

¢ io de
a teorema por meio d
% demonstracdo do : %
- ambém, efetuar a ao el
esqufnc:gse csii,se;hados(;*), coloridos de preiere;;lzﬁgﬂlémgms g
& oes (——), :
il ravés de construco ( _d i o
gip?fcilégﬁs(i) que permitem sair da hipdtese e cheg
Assim, por exemplo, voltando ao teorema:

A 1 se sdo congruentes
“SE um tridngulo é isdsceles, ENTAO os dngulos da ba

i inte maneira:
sua demonstracdo serd esquematizada da segu

c

o e
1

3
El

TR ~ AC= BC i

ABC é A R ;

ST i

: i

R T i % f = | :

3CH bissetriz de (¢ <> oATS ;
\ é B
SR il

CH = GH

= pela prop! o i  segmentos.
H iedade reflexiva da c ngruéncia de sey
(*) CH 22 CH pel ropri

i i e FéLix.
i ista francesa Lucienn
ferida pela matemitica ¢ pedagog
é écnica preferi
[ *%) Essa é a técn
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AC = 4D P L
5) Dados: AC = e
. [y m=n €

Outras vézes o teorema pode ser proposto sob forma simplificada, | .

como por exemplo: Q
Provar !
A AMP =~ A BMRQ &
‘s
D > S
— B
. CB ~ DB A
Prove: CB = prove: A ABE =2 A DCE
DEMONSTRAGAO:
Afirmagdes Justificacoes

1) A =~ B (retos) 1y PA L AB, QB LAB

2) AM =~ MB 2) Hipbtese

3)  AMP ~ BMQ 3) o.p.v.

4) A AMP ~ A BM(QQ 4) ALA.

c.q.d.
LEMBRETE AMIGO

Nio hé formas rigidas para vocé conduzir a demo_nstraGao
de um teorema. As possiveis “‘regras’ iniciais que o vdo gular numa
demonstragdo muito se assemelham as usadas no desenvolvimento
de um jégo: quanto mais conhecidas, melhor vocé ird jogando-:

Também na Geometria, quanto mais vocé for demonstrando,

e 0) Dados: AD = BE
8:) Dados: AB = DC DC =~ EC
mais ird apurando o seu espirito dedutivo! AC ~ DB 1=
= A D
EXERC{CIOS DE FIXACAO — Gruro 82

Demonstre os seguintes teoremas: C
1.°) Se um tridngulo € eqiiilatero, entiio o tridngulo é eqiiidngulo. . Droves = 1
2.°) Se CH & bissetriz do angulo do vértice de um tridngulo is6sceles, entdo CH & tam-~

bém mediana e altura.

3.°) Se ABC éum tridngulo, entdo a soma das medidas dos 4ngulos internos do triangulo
€ igual a 180e°.

Prove: D =~ E

4.°) Se ABC é um triAngulo, entfo a soma das medidas dos Angulos externos do triangulo
(um para cada vértice) & igual a 360°.

%
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10.°) Dados: Egﬁ; CE ~ DF
m=n ; p=gq=90

Prove: AE =~ BF

4P
0 s g s
cue e w3 el i S PO
" s

roto seu fonto midia. rpendicular a ésse segmento, pelo

! o
A w 5 3 mediomo exercicio, demonstre: “Todo ponto pertencente
um segmento é egiiidistante dos extremos

désse segmento”,

Sugestdo: i
(Sugestao: Unindo-se P (pertencente a mediatriz) aos

ext
xtremos A e B do segmento AB, do qual M é ponto mé-

dio, formam-se ;
pelo caso L_A_L(:S en:ii??fl?s PMA e PMB, congruentes

De .
“Se P ¢ :;3?;:;:2;:3 gg :xeg:,cm. usando a mesma figura:
— e B, entdo P . -
do segmento AR, L pertence a mediatriz

12. i
Teorema reciproco de outro teorema

Quando dois t a
eoremas sio tai

do segundo e a hipétese do seg h

reciprocos um do outro.

undo é a tgsueeda hipétese do primeiro & a tese
0 primeiro, os teoremas dizem-se

Formalmente, dois teoremas reci

assim: ;
ssim: brocos um do outro se apresentariam

se ‘“‘isto” “ b bl
» entio aqmlo e se "aqul]o", entfo “lator

Exemplos:

TEOREMA:

Al Se um t s A g

b 3 tridngulo é isds -

1:%) ase do tridngulo sio congruentes celes, entdo os angulos da
TEOREMA RECiprO

: CO ou ‘
de um tridngulo si RECIPROCA: Se os Angulos da base

0 con =~ 'a
gruentes, entdo o tridngulo é isésceles.
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TeorEMA: Se dois dngulos sdo 0postos pelo vértice, entdo
gsses Angulos sdo congruentes.

Recirroca: Se dois angulos sdo congruentes, entdo ésses
Angulos sdo opostos pelo vértice.

um teorema pode ndo ser verdadeira.

D9}

OBSERVAGAO IMPORTANTE: A reciproca de
Teorema é verdadeira (se os angulos da base de

Nos exemplos dados a reciprocd do 1.2
to que o tridngulo & is6sceles), enquanto que a reci-

um triangulo sdo congruentes, é cer )
proca do 2. Teorema ndo ¢ verdadeira (dois angulos podem ser congruentes sem que

sejam opostos pelo vértice).

Exercicio Prdtico: Demonstre q
gruentes, entdo o triangulo & isdsceles.

(Sugestdo: Trace a bissetriz do 4ngulo
tridngulos formados)

ue se os angulos da base de um tridngulo sdo con-

do vértice e aplique o caso L.A.Ay nos dois

Quando a hipdtese de um teorema contém
mais de um fato, entdo tal teorema admite
mais de uma reciproca. Exemplo.

A ABC

TeoreMa: H CcD LAB
CD, bissetriz de ¢

T [ AC=~BC

Nota: Demonstre éste teorema como exercicio. (Su

gestdo: Use o caso ALA)

Um teorema reciproco do teorema proposto:

A ABC
H { AC~ BC

CD, bissetriz de &

— — (Sugestdo para a demonstragdo:
T {CD.LAB Use o caso L.AL)

Nota: “Se um tridngulo & isbsceles, entdo a bissetriz do angulo do vértice ¢ a

altura relativa a base”, é o enunciado déste teorema.

Outro teorema reciproco do teorema proposto:
A ABC
H { AC~BC
CD L AB

(Sugestdo para a demonstracdo:
Use o caso L.A.Ag)

T { CD é bissetriz de ¢

Como exercicio, enuncie éste teorema.
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13. Método indireto bara se demonstrar um teorema

”

As demonstragcges estudadas até agora para provar que é verdadeira
a informacio dada Por uma sentenca da forma:

se “isto”, entdo “aquilo”
obedecem ao chamado método direto,

deducdo, a partir dos fatos da hipétese,
de teoremas Ja conhecidos, até 3 tese.

. nt?
por conduzirem *‘diretamente’” a
das definigdes, dos postulados e

O método indireto ¢ uma outra maneira de conduzir a demonstragao
de um teor

ndo pode ser falsa. Nestas condigdes, se

ndo pode ser falsa, entio ela sera verda )
Ha4, pois, uma equivaléncia légica entre as Sentencas condicionais(”.
H -~ : i) 0 = > -~ =1 1 i

[se ““isto”, entdo “aquilo”] [se “ndo aquilo”, entdo “ndo isto ]

Exemplo:

[se choveu, entdo a grama estd molhada | < [sea grama nio esta molhada,
entdo nio choveu]

Usualmente, na aplicagdo do

método indireto, diz-se: negando-se a
tese, deve-se ter como conseq {iénci

a a negacdo da hipdtese.

OBsERVAGAO: Quando, ao se ne
4 negdacdo de uma verdade jde
reto” que conduz a demonstr

ar a tese de um teorema, se tem como conseqi;'f"g'].‘j
stabelecida, em vez da Negacdo da hipétese, o método Il:*
agdo ¢ denominado: método da redugiio ao absurdo(**)-

Exemplos:

12) Teorema — JF: Se o )

dois dngulos de um tridngulo
sdo desiguais, entdo ao maior
dngulo opge-se o maior lado.

H (B> 0
T [ m(AC) > m(AB) B c

DEMONSTRA(;AO (usando o método indireto) :
Negando-se a tese: (m(AC) > m(AB)), temos que:

m(ALE) = m(A_BJ ou m(A-C) < m(A_B)

*) Estas senteng

45 sdio denominadag contra-positiva uma da outra.
(*%) Do latim:

reductio ad absurdum,
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Se m(AC) = m(AB) <> A ABC & isosceles == B = (, que nega a hipétese
e m O

e 1 (AC) < m(AB) = B < ( (resultado jd conhecido: *‘ao maior lado opde-se
Se m

ipétese ). c.q.d.
o0 maior Angulo”) que, também, nega a hipdtese B >0 q
o, a a
11y 1A "T.3 : Se num plano duas retas sdo paralelas
2.°) TEOREMA — R 0 e
; wma terceira, entdo as duas retas sdo paralelas e
r --______-‘ P "-.__‘_..
AP o
—— "-..__‘-
s 270 2
i, s

DEMONSTRACAO (usando o métode da redugdo ao absurdo):

serem coplanares,
: do rNs = [P} por . tas paralelas
De fato: se r)(s; en;o ois pelo ponto P estariam passal;lgt;s:ué: gfn etrii S
3 setn f o e contradie o postulado de Buclides, aceitoy em
d reta t, o qu

verdade!

EXERCICIOS DE FIXAGAQO — Grupo 83

indi i eoremas:
Demonstre, usando o método mdzrefo, 0s seguintes teor
’

1 is dngulos que sdo agudos
1Y) Modélo — Unm tridngulo retdngulo tem dois dngu e

-lo sob a forma
Querendo, pode-se colocé-lo
“se-entdo’’:

i dngulo, entdo
BC & um tridngulo retdng
o A ;lsgé tem dois 4ngulos que sdo agudos.

H [ A, reto [
T (B e ¢, agudos

o |
I
1

A
Negando-se a tese (B e (, agudos) pode ac?ntecer quc;o
B ndo ¢ agudo e ¢ é agudo; B é agudo e C ndo é agu
& anndpen i e désses casos resulta que:
g Como o A é 'ffo;e:l;z:’ d: :::lqéue:ﬂ:‘";bsu rfo. pois contradiz oc. ;;sfjltado
z::(e?t)otonr:'(lf Jv:;drc::gg) m(A) + m(B + m(C) = 180°
T A t:r dor: f::::lgouslorei::'ce]es nido pode ser reto.
3.°) Um dos dngulos da base de u

gu gu i é maior que qualquer cateto.

i entdo a hipotenusa 1 .

4.°) Se um tridn 111)) é ret:: aolo;naior Jado de um tridngulo opde-se o maior &ngulo),
(Sugestdo: Lembrar q
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5.0) Se um tridngulo nio é isbsceles, entdo a bissetriz do 4ngulo do vértice nio é per-
pendicular ao lado oposto.

6.°) Se num plano duas retas sio paralelas, entdo tdda reta coplanar que interceptd uma
delas intercepta também a outra.

7.2) Se duas retas interceptadas por uma transversal formam 4ngulos alternos internos
congruentes, entdo as retas sdo paralelas.

8.°) Tragando-se por um ponto fora de uma reta a perpendicular e uma obliqua, ©
segmento da perpendicular é menor que o segmento da obliqua.

LEMBRETE AMIGO
Guarde bem:

1. se “isto”, entdo “‘aquilo” e se “aquilo”, entdo ‘‘isto”

é a forma com que se apresentam dois teoremas reciprocos
um do outro; '

2. a seguinte equivaléncia:

[se “isto”, entdo ‘‘aquilo”] < [se “‘ndo aquilo”, entdo
“nédo isto”)

¢ empregada na demonstragio que obedece ao método indireto-

——

Alguns teoremas fundamentais

I — Sébre TRIANGULOS

T4 : Teorema do Angulo externo: Se um dngulo é externo_de ™M

tridngulo, entdo éle é maior que qualquer dngulo interno ndo-adjd

cente(*). A E
o 2
ACD, externo J
- - /
H A, B, internos /
nio-adjacentes
; ACD > A
D
T e e e e i e
-~ L L]
lA(‘D > B
\\ F
~
(*) Com relaglio ao angulo interno adjacente, o Angulo externo niio estd subordinado a

-~
~

nenhuma relagio, podendo ser menor, igual ou maior, conforme o 4ingulo interno seja obtuso,

relo ou agudo. respectivamente.
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DEMONSTRAGAO:

) Justificacoes
A ﬁrmm;oes

1) AM ~ MC ¢ BM =~ ME
2) A ABM =~ ACME

1) Por construgao
2) Caso L.AL. (por qué?)

i 3) Angulos correspondentes de triangulos
. dew ACE congruentes . :
i R 4) m(ACD) > m(ACE) (o ponto E
4) ACD > AC

interior a0 ACD)
5y ACE~A

55 ACD > A A

T, P basta con B( que
v X siderar 0 angulo externo .F, ;
Nora: ara provar que ACD > .B, ; ' l .

-

ao
é o.p.v. ao angulo ACD, e repetir o mMesmo processo par
BCF > B, ou ainda: ACD > B.

Consegiiéncias do | T4 -

4 iéncia
: a que é conseq =
o a todo teorem em ja
mar-se COROLARI : ue se seguem ]
" E co;;umu;:r;l teorema. Os teoremas (corolEér;?zgci%s Exploratorios:
}medzata ?figa dos uexperimentalmente em EX
oram Vver

A

T.5 : Se dois lados de um tr:‘dngu_!«;
T sdo desiguais, entdo o m’aw
lado opde-se o maior dngulo.

H ( AC > AB

i8>0 c
B
ONSTRAGAO: ]
T Justificagoes
A_fmnw:rgfs de AD = AB 1. Possivel, porque AC > AB (por hipotese)
3 e = e YET
1. Construgdo, em AC, > iH e AD
AARRLEE k 3. Medidas dos angulos da base de um A
Ss L is6sceles
4. Teorema do angulo externo (T.4)
i 5. m=nen>Pp \
S 6. O ponto D pertence ao interior do ABC
Rare K g0 7. Propriedade transitiva (se qg>m e m>p,
o B> & entdo q > p) ‘
. c.q.d.
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,

e e b na

T6 P_: Se ABC ¢ um trign. © Y
1 gulo, entdo a medida de \)\,
B sy

qualquer lado é menor \ SSlA
que a soma das medidas ¥
dos outros dois lados. \
[— 4 \
H BC, maior lado do \ 9
A ABC \
7 T o B
& 'm(BE) < m(AB) + m(AC)
¥
DEeMONsTRACAO:
Afirmagses Justificacoes
1) DA ~ AB 1) Por construgio
2) A ABD é isésceles 2) DA ~ AB
3 p=g 3) Medidas dos angulos da base de um A

isbsceles
4) q < m(DBC)

4) O ponto A pertence ao interior do DBC
5) p < m(DBC)

5 p=gq
6) m(BC) < m(DC) . 6) T.5
7) m(BC) < m(DA) + m(AC) 7) m(DC) = m(DA) + m(AC)
8) m(BC) < m(AB) + m(4C) 8) DA ~ AB

c.q.d.

Consegiiéncia: A medida de qualquer lado de um tridngulo é maior que
a diferenca das medidas dos outros dois.

De fato, como: m(BC) < m(AB) + m(AC)
entdo: m(AB) > m(BC) - m(AC)

UM BoM ExERrcicio, | . : Verifique experimentalmente e depois tente demonstrar que:

“Se dois tridngulos possuem dois lados respectivamente congruentes e os angulos,
determinados por ésses lad

e ados, desiguais, entdo os terceiros lados szo desiguais e o maior
déles é o que se opde aog

maior dos 4ngulos.”
Vale a reciproca,

Demonstre, usando o método indireto.

" T.7 : A soma das medidas,

em graus, dos dngulos internos de um tridn-
gulo é igual a 180~
Nora: Este teorema

: ja foi provado (Pag. 210). Como exercicio, vamos demonstra-lo
Novamente, por intermédi

0 de um esquema-desenho.
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a é medida do A
ABC é A - b é medida do B

=
¢ ¢ medida do C

\

— m e a (alt, gnt.) ¥
Pos‘tjl.élado &=3|r(C) # AB—= n e b (alt. int.)
- Euclides u U
Ui = c=c
+n=180° :‘ 5 g

+=(
=4
4+
o fl

c.q.d.

Consegtiéncia
| : a das medidas, em graus,
T ﬁossoc?ngulos externos(*) de um
tridngulo é igual a 360°.
m, n e p, medidas dos
i { ér;gulos externos do A ABC

T { m+n+ p =360

DEMOng‘Ari‘:f:m-f-b = 180 (resultado conhe-
o tc = 180 cido) /
pta = 180 "
(m+tn+p) +Ha+b+c) =540° & (m+n+p) E 540° - (a+b+c)

ou mtn+p 540° - 180°
ou m+tntp = 360°

(*) Subentende-se: um para cada vértice.
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(porque: a-b+c=180°)
c.q.d.



Il — Sobre RETAS PARALELAS

T.9 : Se uma transversal forma com duas retas coplanares dngulos cor-
reshondentes congruentes, entdo as duas retas sdo paralelas.

H[a=b
T[f,//s M e

DemonsTRAGAO (método indireto):

Negando a tese: se rA&s, entdo r M s = [P] e no “tridngulo” MNP que se ——"
teriamos: a > b (pelo teorema do 4ngulo externo), o que viria negar a hipétese (@ = b)

Logo, r e s ndo se interceptam e, portanto, r/s. d
c.q.d.

Nota: De forma anéloga demonstra-se que os Angulos formados pela transversal
com as duas retas coplanares sdo alternos internos ou alternos externos.

T.10 (Reciproco do T.9):
~ Se duas retas paralelas
sdo interceptadas por

uma transversal, entdo

os dngulos correspon-

dentes sdo congruentes.

r//s et transversal ;

H | CMA e CNB sio
correspondentes

T [ CMA ~CNB

DEMONSTRAGAO (método indireto):

A
Negando a tese: se ACMA nﬁP é congruente a CI:’B, entdo pode-se tragar, por M,
a reta u, de modp que CMD =~ CNB. Nestas condigdes, pelo T.9, a reta u#s. Mas éste
resultado contradiz o postulado de Euclides, pois por M estariam passando duas retas
paralelas (u e r) & reta s. Para evitar tal contradicio, a reta u deve coincidir com a reta
7 e, portanto: CMD ~ CMA ou CMA ~ CNB.

c.q.d.
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111 — Sdbre ANGULOS

~ A .
i ossuem:
Inicialmente: duas semi-retas paralelas OA e O'A" p

\L .’ﬁ
o— : \
A \
\\ \\
. \ .
o mesmo sentido o)" ? N \\ )
\ —
i o%— ; >
¥ \
) \
\ N\
: N
o
. - Al
ou sentidos opostos \\

i i-planos opostos, em
conforme pertengam ao mesmo semi-plano ou a semi pla p :

relacio a reta 00"

ados respectivamente paralelos, entdo 0s
u suplementares.

anto ao sentido dos lados:

‘T.11': Se dois dngulos tém 05 l
= dngulos sdo congruentes 0

Podem ocorrer trés possibilidades qu

1.) Os lados sdo paralelos e de
mesmo sentido; neste caso
os dngulos sao congruentes.

0A 7 O'A’ (mesmo sentido)
{ OB / O’'B’ (mesmo sentido)
T [ AOB = A'0'B’

DEMONSTRAGAO: a4
De fato: 0’A’ NOB = [P)

v

Como:

AOB e A’f’B sdo correspondentes 1 — AOB ~ A'.!F\'B

A A e O'A’ 10

relativamente as paralelas 0Ae0'A (T.10) l g e e
A (B’ sdo correspondentes R -n (propriedade tran:

A'PBe A — A'PB = A'O’'B sitiva da coggm

relativamente as paralelas OB e O'B’ (T.10) éncia) c.qd.
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2.") Os lados sdo paralelos e de sentidos opostos; ainda neste caso
0s angulos sdo congruentes.

H { OA y 0"A’ (sentidos opostos) ¥ o’
OB /078’ (sentidos opostos)

~
T { AOB =~ A'0'B
'i
DEeMONSTRAGAO: /
/
Seguindo “marcha” an4loga ao 1.0 caso: N —
O’'A’ N\ OB = (P]

Como:
AOB e A'PB sdo correspondentes —> AQGB o A'ﬁB \
A'PB e A’O'B’ sio alternos internos = A'PB ~ A'0'B f AOB s AO'B c.q.d.

3.°) Dois lados paralelos tém o

mesmo sentido e dois tém sentidos
opostos;

neste caso os dngulos sdo suplementares.
H { (ZA Vi OEA’ (mesmo sentido)
OB 7 O'B’ (sentidos Opostos)
T [ m(AOB) + m(A’0'B") = 180°
DeMonsTrACAO:

Da mesma forma: O"_;i' (g 6§ = [P}
Como:

A —
m(AGB) + m(OPA") = 180 (4ngulos colaterais internos relativamente a OA / O'A)

e sendo:

A
m(OPA’) = m(B’O’A’) (correspondentes)

vem: m(AOB) + m(A’0’'B’) = 180°

c.q.d.

T.l? ¢ Se dois dngulos tém os lados res

/| bectivamente perpendiculares, entdo
os dngulos sdo congruentes oy

suplementares.
Temos trés casos:

1.°) Os 4ngulos sdo ambos agudos
ou ambos obtusos; neste caso

os Angulos sdo congruentes "\\ ‘i}
\
[ 0A LO'A’ i

H { OB LO'B il
l AOB e A'O'B’, agudos \\ : e

A

T { AOB~ A'0'B \

o]

DEMONSTRACAO:

3 A"OB" o~ A’O’B'
(lados /s de mesmo

OA" JO'A’ }
sentido) = AOB = A'0'B'

Tragando por O: { 53"/673'
: A"OB" e AOB tém e AT
Comuo mesmo complemento (A”0B) — AOB =~ A”0OB

a i rrerd
Nota: No caso de ambos os dngulos serem obtusos, entdo a congruéncia deco
do fato de serem tais dngulos suplementos de 4ngulos iguais.

4
i
tro é obtuso; £
2.%) Um dos angulos é agudo e o ou y
neste caso os angulos sdo suplementares. /, )
— — / £
0A LO'A’ ; '\}\o’
H { OB LO'B / 2
AOB, agudo e A’0’'B’, obtuso Ik,
T { m(AOB) + m(A’0'B’) = 180° 4 !
(o] . i ==
DEMONSTRAGAO: .
Co m(A’0'B) + m(B'0'C') = 180° (resultado conhecido)
mo:
B'0'C’ = AOB (1. caso)
e .
a m(AOB) + m(A’0'B) = 180°
entdo: o

3.5) Ambos os 4ngulos sdo retos; neste caso os dngulos sdo congruentes
i e suplementares.

A demonstragdo é imediata, pois tendo os dngulos a mesma
medida (90°) éles sdo congruentes e suplementares.
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IV — Sébre roLicoNOS CONVEXOS-

T.13: A soma das medidas, em graus, dos dngulos interros de um

poligono convexo ¢ igual a tantas vézes 180" quantos sao os lados
menos dois.

S soma das medidas
H dos dngulos internos
n: n.° de lados do poligono

T [ S;=(n-2)180"

DEeMoONSTRACAO:

triéng‘ﬁ]lr:s l?g})lgono fjonvexo de n lados d_ccompﬁe—se, a partir de um vértice, em ﬂd i
medidas dos ﬁ:ascl) e n =6, como na figura, tem-se 4 tridngulos). Como a soma 1as
s o s gulos internos de um poligono ¢ igual A soma das medidas dos 4ngu'

0s de fodos os tridngulos em que éle ficou decomposto e como para cada tridngylo

a soma das medidas dos 4ngulos internos é | ; =
: 80e, ' 3 HARGES
resultard a seguinte soma: (n-2) X 180°. Logo: PR s s

S¢ = (n-2)180° ' cqd.

Prdtica: IgIo caso do hexcigono (figura), a soma das medidas, em graus
e seus angulos internos sera: '

Si = (6-2)180° = 4 X 180° = 720°

Nora: Se o poligono convexo de n lados fbr eqiiidngulo (todos os Angulos iguaiSJ'

entdo a medida de qualquer déles & w
n

T.14 : A soma das medidas, em graus, dos

dngulos externos(*) de um poligono
convexo é sempre igual a 360°.

S.: soma das medidas

H dos dngulos externos
n: n.° de lados do poligono \\
T8 = S L

(*) Subentende-se: um para cada vértice.
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/DEMONSTRAGAO:

Cada angulo externo € o suplemento do dngulo interno adjacente, isto é (na figura):
iy + e, = 180°

para cada vértice do poligono. Como sido n vértices, segue-se que a soma total, incluindo
todos os dngulos internos (S;) e todos os externos em causa (S,), serd:

S; + S = 180°n < S, = 180°n - &
Substituindo S; pelo seu valor ( (n-2) 180°), obtemos para S;:

S, = 180°n — (n — 2)180° = 180°n — 180°n + 360°

l S, = 360° ‘ c.q.d.

Prdtica: No caso.do pentdgono (figura), a soma das medidas, em graus,
de seus dngulos externos é igual a 360°.

OBsERVACAO: Se o poligono de n lados for egiiidngulo, cada dngulo externo mede

S,
n

EXERCICIOS PRATICOS — Gruro 84

1. Preencha os claros da seguinte tabela:

Poligonos S; Sq

tridngulo. .. .. .. L 360°
, quadrilatero . . . 360° '
pentdgono. . ...  as 360°
hexdgono. .. ... 7200

octbgono....... S 360“—7—_
decagono. . ....

dodecéagono. . . . 1800°-

icosdgono. ... . . o 360°
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2. Responda ds seguintes perguntas:

1.") Quantos lados tem um polfgono eqilidngulo, onde o S; = 900°?

2.*) Quantos lados tem um poligono eqiiidngulo, cujo 4ngulo externo mede 72°7?
3.8) Quanto vale o S. de um poligono de 100 lados?

4.2) Qual é o poligono em que S, vale o débro do §;?

LEMBRETE AMIGO ey

-~ Ly b - '
Nio ““‘decore’ demonstracdo de teorema! 1:

Valorize-se, usando qualquer dos métodos apresentados.

Dé o seu préprio ““t i i -
. : Oque ao empregar tais métodos e voce
estard realizando-se em Matemética! e j
: F

_ e

s e s
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3.2 Parte: - quadrilateros: paralelogramos e
trapezios :
- teoremas fundamentais

Quadrilateros: paralelogramos e trapézios

QUADRILATEROS
1. Defini¢do 0
Quadrildtero(*) é o poligono de quatro
lados. Dois lados ou dois 4ngulos ndo-conse-
cutivos, de um quadrildtero, dizem-se opostos.
Assim, no quadrildtero ABCD (figura), temos:
lados opostos: AB e C‘—ﬁ; AD e BC
4ngulos opostos: A e 0; Be D

Vocé ji sabe também que:

AC e BD sido diagonais; S; = 360°; S, = 360° %

Os principais quadrilateros, que serdo estudados a seguir, sio os
paralelogramos e os trapézios.

PARALELOGRAMOS
2. Definigdo

Paralelogramo é o quadrildtero que possui os dois pares de lados
: opostos respectivamente paralelos.

& No paralelogramo ABCD da figu-
ra o segmento DH, perpendicular

ao lado AB, chama-se altura do
paralelogramo. Na figura, temos:

m(DH) = h, e o lado AB é tomado
B como base.

(*) Subentende-se: convexo.
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Costumam  receber nomes especiais os seguintes paralelogramos:

1. retdngulo:

]
L N1
|
= quando possui os quatro @ngulos internos
08 retos
°
1
2. losango:
= quando possui os quatro lados de mesmo
comprimento
3. quadrado:
T ; T
°
Bl L2
= quando possui os quatro lados de mesmo
“Is 1 comprimento e os quatro dngulos internos
, retos
e o Logo: os quadrados sio, ao mesmo tempo,
| . K retdngulos e losangos.

Na linguagem dos conjuntos:

0s quadrados constituem o conjunto-
interseccdo do conjunto dos retin-
gulos com o conjunto dos losangos.
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TEOREMAS FUNDAMENTAIS SOBRE PARALELOGRAMOS

T.15 : Se um quadrildtero é um paralelogramo, entdo:

1.°) os lados opostos sdo congruentes

2.°) os dngulos opostos sdo congruentes.

AB /C

H = o PR D -~ c
A /B \\}’m
AB ~ CD, AD ~ BC =B N

T - - \\ q,--._
A~C, B~D N

DEMONSTRACAO:

Basta tragar uma diagonal (DB, por exemplo) e provar que os tridngulos formados
(A ADB e A CBD) sdo congruentes (caso A.L.A., e ndo se esquega de que m = n, por
serem medidas de Angulos alternos internos formados por duas retas paralelas com uma
transversal . . .).

Segue-se, entdo, que: AB =~ CD, AD~BCe A~C(, B~D.
c.q.d.

Norta: A prova déste teorema inclui a demonstracdo de mais os seguintes fatos:

1) “Um paralelogramo é dividido em dois tridngulos congruentes por qualquer de suas
diagonais”

2) “Segmentos de retas paralelas compreendidos entre retas paralelas sdo congruentes’

i Tln‘.fiJ Se um quadrildtero é um paralelogramo, entdo as diagonais inter-
ceptam-se ao meio.

{KE//EE

AD # BC
{5}1‘4;7\2@

AM =~ MC

DEMONSTRAGCAO:

Basta provar que: A AMB =~ A DMC (caso A.L.A., usando o T.15). O festo
vocé jA aprendeu como fazer.. :
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EXERCICIOS PRATICOS — Grupo 85

Enuncie e demonstre as reciprocas dos teoremas T.15 e T.16
Como modélo, tratemos das reciprocas do T.15:

1. Se um quadrildtero(*) possui os lados opostos congruentes dois a dois, entdo 0 que:

drilatero é um paralelogramo.

(Sugestdo para demonstragdo: Trace a diagonal, ... use o ) 50 ) B

. Se um quadrilitero possui os Angulos opostos congruentes dois a dois, entdo © qua-

drildtero é um paralelogramo.

L (Sugestdo para demonstracdo: Como m(A) + m(B) + na(C) o= m(D) = 360 €
A =~ ( bem como B =~ D, por hipbtese, vem:

2.m(A) 4+ 2.m(B) = 360

Cc

ou

m(A) + m(B) = 180,

isto é, A e B sdo suplementares,

Sendo A e B colaterais internos em relagiio s retas AD e BC, interceptadas
pela transversal fﬁ, segue-se que: AD # BC.

Da mesma forma, prova-se que AB/ZCD e, portanto, o quadrilétero ABCD €
um paralelogramo)

EXERC{CIOS DE FIXACAO — Gruro 86

1. Demonstre: Os 4ngulos consecutivos de um paralelogramo sdo suplementares.

. Demonstre: O cuadrilitero que possui dois lados opostos congruentes € paralelos

é um paralelogramo.

. Demonstre: Os segmentos das perpendiculares baixadas dos vértices opostos de um

paralelogramo a uma mesma diagonal sdo congruentes.

4. Demonstre: As bissetrizes dos Angulos opostos de um paralelogramo sio paralelas:

. Demonstre: As bissetrizes dos 4ngulos internos de um paralelogramo formam um

retdngulo.

Os 4ngulos consecutivos de um paralelogramo medem, respectivamente, 42° € 138
Quanto mede cada um dos outros Angulos?

. Num paralelogramo um 4ngulo agudo é a quinta parte do 4ngulo obtuso. Quanto

medem em graus os angulos désse paralelogramo ?

. Num paralelogramo o 4ngulo obtuso é o d6bro do 4ngulo agudo. Calcule, em graus,

as medidas désses 4ngulos.

(%) Subentende-se: quadrildtero convexo.
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UMA PROPRIEDADE CARACTERISTICA DOS RETANGULOS

T.17 : As diagonais de um retdngulo sdo congruentes.

c
A~ B (oD (retos)  °Tal_ A
= Bl et
H == PR : ~ -
AC e BD, diagonais ‘“\.x/
/, \"'-0-.
— s // "'-.\ el
T [ Ac ~— B "'_."l(// \\E_o
/‘ 1 B
DEMONSTRAGAO:

Basta provar que: A ABC =~ A ABD (por qué?) e dai AC = BD.

(L.AL) c.q.d.

junci LL.L.ea
17: enuncie e demonstre (st usandq 0 caso
haeckpiden o % propriedade dos angulos colaterais internos formados
por duas paralelas e uma transversal).

UMA PROPRIEDADE CARACTERISTICA DOS LOSANGOS

1 lé . As diagonais de um losango sdo perpendiculares entre si e bisse-
trizes dos dngulos internos. X

—— | S—

CD=~=D

12

H

3

DEMONSTRACAO:

| &l
M

o] tn‘
S A8

a
O
>

?) e dai
. ABOA = A DOA (por qué
Basta p}:ovar que ARR

d=bh — ;C, bissetriz que contém a diagonal AC:

Reciproca do T.18: enuncie e demonstre como exerciclo.
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PROPRIEDADES CARACTERISTICAS DoS QUADRADOS

Sendo o quadrado um

entes e todos os dngulos retopamldogramo que possui todos os lados congru-

$, Segue-se que o quadrado é a0 mesmo tempo:

retdngulo e losan 20

€, portanto, possui tédas g

S propriedade : : : ¥o ian
congruentes, perpendicula b s dessas figuras: as diagonais sao

Ies entre si e bissetrizes dos dngulos internos!

internos e sdo congruentes . i4BOnais sio bissetrizes dos angulos
gruentes, entio o paralelogramo é um quadrado.

UMA IMPORTANTE APLICAGCAO NOS TRIANGULOS

T.19 : 0
RSN Segmento que une os pontos médios de dois lados de um tridngulo:
1.°) é paralelo ao terceiro lado
2.0 e oo .
) e sua medida ¢ igual & metade da medida(*) do terceiro lado.
R o |
BN =~ NC
o MN s 4B
m(MN) ~ MUAB)
As
DEMONSTRAQEO:

T Ac
racando-se por B g Paralela a AC ate interceptar A:I_RJ em D, obtém-se:
A BND =~ A CNM (AL.AA., por qué?)

Como: AM ~ MC e MC ~ &7
=% Cx~B AT ~ BT o
e sendo, por construcio, Bp JAM D, segue-se que AM ~ BD (propriedade transitiva)

i o =" 74M, o quadrilatero ABDM ¢ y Exercicio
86). Logo: MD /AR €, portanto: MN /AR (1.» ;rﬁ:”:iﬁmti:?[,( §

Como, também, MN ~ ND (A CMN =~ A

T BND), conclui-se que:
M(AB) = m(MD) = 2.m(¥IN)

AN m(AB
m(MN) = ——2-—)- (2* parte da tese)

d
(*) Su - v
bentende-se, €omo sempre, em relacdo & mesma unidade
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Consegiiéncia do T.19: O segmento tracado pelo ponto médio de um dos
lados de um tridngulo, paralelamente a um se-
gundo lado, divide o terceiro lado ao meio.

De fato, pelo T.19, o segmento que tem as extremidades nos pontos
médios de AC e BC (figura acima) é paralelo a AB. Pelo postulado de
Euclides é inica a paralela a AB por M e, portanto, o segmento consi-
derado coincide com MN.

EXERCICIOS DE FIXACAO — Grupo 87
1. Demonstre: Se um paralelogramo tem um &angulo reto, entdo o paralelogramo é
retidngulo.

2. Demonstre: Sdo congruentes os segmentos das perpendiculares tracadas dos vértices
opostos de um retangulo a uma mesma diagonal.

3. Demonstre: Unindo-se, consecutivamente, os pontos médios dos lados de um retin-
gulo, obtém-se um losango. 2

4. Demonstre: Os segmentos que unem, ordenadamente, os pontos médios dos lados
consecutivos de um quadrilitero formam um paralelogramo. (Sugestdo: trace as
diagonais e aplique o T.19)

5. Calcule, em graus, as medidas dos 4ngulos de 'um losango, sabendo que uma de
suas diagonais forma com um dos lados um 4ngulo que mede 40°.

6. Num losango o 4dngulo formado pela bissetriz com um dos lados mede 50°. Calcule
a medida dos demais 4ngulos.

7. Quanto mede um 4ngulo externo de um retdngulo?

8. As diagonais de um losango medem, respectivamente, 5cm e 3cm. Dé um processo
para construir ésse losango.

LEMBRETE AMIGO

»

Para demonstrar que um quadrilatero convexo é um parale-
logramo, basta provar um dos seguintes fatos:

1) os lados opostos sdo paralelos;
2) os 4ngulos opostos sdo congruentes;
3) os lados opostos sdo congruentes;

4) as diagonais se dividem ao meio.
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TRAPEZIOS

Trapézio ¢

lados paralelos. 0 quadrildtero que possui dois, e apenas dois, de seus

Os dois lados paralelos sdo chama. N

dos basefl_ maior e menor, e o segmento

H 1 AB, alturq do trapézio,

Os trapézios sio denominados:

isfsceles =
quando tém os lados ndo-para-
lelos congruentes

retdngulo

If——5z——3g

quando tem dois dngulos retos

TEOREMAS FUNDAMENTALS SOBRE TRAPEZIOS

T.20 : O segmento q

ue J
um trapézip: une os pontos médios dos lados ndo-paralelos de

1.°) ¢é paralelo as bases
2.
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BN =~ NC
MN y/ AB
T o Bl o
m(MN) = TAB) 1m0
DEeMoNsTRAGAO:

Traga-se 157\1’. tal que: D‘I_\fbﬂ !IE' = [E]
Tem-se, assim: A DCN == A EBN (A.L.A., por qué?). Logo:
DN =~ NE e DC = BE
No A DAE vem, pelo T. 19:
MN g7 AE == MN / AB (1. parte da tese)

(2.» parte da tese)
c.q.d.

VR AE AB) +m(BE AB) +-m(DC
m(MN) = ”‘(‘;E) _ m(AB)+m(BE) _ m(AB)+m(DC)

2 2
Nota: O segmento MN é denominado base média do trapézio.

T2L: As diagonais de um trapézio determinam na base média um
segmento cuja medida é a semidiferenca das medidas das bases.

D [+

B { MN, base média do S >
trapézio ABCD / ‘“\,}(:/ \
T {m(PQ) = m(AB) ; m(DC) M //;/ - = N
« 2l : E B
DEMONSTRAGAO:
Com efeito:

A ABD == m(MQ) = ﬁ‘%—@ (T.19 e consegiiéncia)
A CDA = m(MP) = T%-@- (idem)
Como: m(PQ) = m(MQ) - m(MP), vem:

m(AB)  m(DC) _ m(AB)-m(DC)
Z oy 2

m(PQ) d
c.q.d.

267



UMA PRO
PRIEDADE CARACTERISTICA DO TRAPEZIO I1SOSCELES

| 53]
‘_'_l".Z?.;: Se um trapézio é iséscel

. es, entdo 1 h
base sdo congruentes. : os dngulos contiguos a mesmd

4. Num trapézio retdngulo, a medida

H
il Mﬁ :
ABCD é& = e
trapézio A=C
Ex~A4, -
compc:n-ﬁ aCE ZAD A EBC,
) \ul CB = CE<> sésceles
ADCE ¢ pa-
rale] m?m X
L BB
g
3 : :
AR B c.qd.
Nora: D

= (C, como suplementos de dngulos congruentes

EXERCICIOS DE FIXACAO — Grupo 88

1. Demonstre: i
I o | 2 =
i trahéziou:];rapégm isGsceles as diagonais sio congruentes
oma : - i
delas excede a outra de a:;54:-n€dldas de dois 4ngulos opostos ¢ igual a 176° € uma

C N
alcule as medidas. dos éngulos désse trapézio-

- d i
Calcule a medida do 4ngulo fo?mt;?g ?éi‘a‘l’ 1?-1 edem, respectivamente, 36° ¢ 45°20"
issetrizes dos outros dois 4ngulos.

em
a medida do outrgora;r?’g:]?) ;.lm dos angulos agudos é 0s 2/5 do

5. O angulo form
: ado pelas bi i
maior d - ssetrizes do Angul -
obtigo gélsig trapézio retangulo mede ngu (ga{et? e do dngulo consecutivo da base
trapézio. cule as medidas dos 4ngulos agudo €

dngulo reto. Qual é
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4.2 Parte: - circunferéncia; teoremas funda-
mentais

- arcos de circunferéncia; medida

- angulos relacionados com arcos;

medida

Circunferéncia; teoremas fundamentais
/

1. Conceito

Na sua folha de desenho fixe um ponto O e procur
nessa félha:
1.) um ponto P que tenha 1,5cm de distdncia de 0;
2.°) um ponto A que tenha lcm de distdncia de 0 e um ponto B
que tenha 2cm de distdncia de 0; !
3.°) mais vinte pontos distintos (em tddas as diregoes da folha de dese-
nho) que satisfagam a condigdo de terem 1,5cm de distancia de O.

e determinar,

ntos que tém 1,5cm de distdncia de 0, vocé ird

identificando uma importante figura geométrica plana que ndo “passa”
pelos pontos A e B. Essa figura € a circunferéncia, a ‘‘mais especial”

das curvas fechadas simples.

Unindo todos 0s po

2. Definigdo
Dado, num plano &, um ponto O e um ntimero real positivo r, chama-se
circunferéncia de centro 0 e raio r ao conjunto dos pontos désse plano que

tenham a distancia r de O.
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———— e — . e S —

E e

M ' Indicagdo: C(O, r) (l&-se: cir
+ cunferéncia de centro O e raio 1)

. Simbdlicamente:
C(, r) = [PE€a|m(OP) = 1}
(l&-se: ““C(0, r) é o conjunto dos

) pontos P pertencentes ao plano «

tais que a medida de OP & igual
ar).
A palavra “raio” também indica qualquer segmento de reta (por

exemplo, OP na figura), cujos extremos sdo, respectivamente, o centro
€ um ponto da circunferéncia. Assim:

se M, N, Qe S€ C(0, r), entdo m(OM) = m(ON) = m(0Q) = m(0S) =T

’Vocé Jja sabe que o instrumento que permite construir a circunfe-

réncia com maior precisdo é o compasso.

3. Regides determinadas num plano por uma circunferéncia

A circunferéncia C(0, r) i ifi
» ¥) permite classificar os pontos do plano (onde
se encontra) em trés conjuntos: ¥ E

1.°) O constituido pelos pontos da pro- &0
pria circunferéncia C(O, r);

2.") o constituido pelos pontos perten-
centes a regido interior 3 C(O, r); \
tal conjunto € denominado disco de F
centro O e raio r;

o

i (.J B
Indicagdo: I(0, r)
3.°) o constituido pelos pontos perten- 1{O,)
centes a regido exterior A C(o, r);
Indicacdo: E(O, r) C(oyr)

-

PECCO, r) & m©OP) = r
AECI(0, r) = m(0A) < r
BEEQ©, r) < m@OB) > r
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Chama-se circulo ou disco fechado, € indica-se por D(0O, 1), a reunido
do disco I(0, r) com a circunferéncia C(O, r). Logo:

D, ») = 10, Y co, n

Quando é que um ponto M pertence ao circulo D(O, 1)?

Simbodlicamente, temos:
M D@, 1) &= m(OM) £ r

4. Cordas e didmetros de uma circunferéncia

MN, AB, CD e PQ.
A corda que contém o centro é chamada

' i i AB é qualquer
idmetro. Fécil é concluir que se A !
% gidmetm, entdo os pontos A, 0 e B sdo colineares

e, portanto:
m(A—g) = m(m) 4+ mOB)=r+71= 2r

CD ¢ i da C(O, 1)
Como CD é também diidmetro
(observe a figura), entdo: m(CD) = 2r, também.

TESTE DE ATENCAO — GrupO 89

i V ou F em cada
Relativamente & circunferéncia C(0, ) da figura ao lado, escreva I ou

uma das seguintes sentencas: ;
P
12) P € CO, 7 9x) N € DO, 1) o
28 P € EQ©, 1) 109 S € 1(0, 7 :
38) P¢ I(0, 1) 113 F € DO, 1)
- ' " PR rda o
45) MN ¢é diametro 12%) PQ é co e |

132) ST é corda
145) m(OF) =1

155) m(MN) = 2r
16.2) m(ST) # 2r

54) MO é corda
6.%) MO ¢é raio
75) m(MO) = 7
g8x) N € 10, ")
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5. Propriedade caracteristica do didmetro

\m

T22 : Em qualquer circunferéncia a mediatriz
de qualquer corda passa pelo centro.

AB, corda da C(, r)

H e
m, mediatriz de AB
8
T 10em d
A
\
DEMONSTRAGAD: \\
; \
Se a corda é didmetro, o teorema Ja estd demonstrado.

il
_Em qualquer outro caso, sendo o centro O egiiidistante de A e B, e m a mediatf!
de AB, segue-se que O € m (Observagao da pag. 244). c.q.d.

Conseqiiéncia: Téda perpendicular tracada do centro a qualquer corda

i i ” - a.
de uma circunferéncia passa pelo ponto médio da cord

6. Construgio de uma circunferéncia por trés pontos dados

" T23 : Por trés pontos ndo-colineares é pos-
sivel construir uma circunferéncia,
e uma sé, que passa por éles.

H { A, B, C, nio-colineares

T por A, B e C passa C(O, r)
e ela sb

DemMoNsTRAGAO:

m,, mediatriz de AB
Traga-se: — [ == mi Nm, = (0]
mz, mediatriz de BC

Como:
O€Em, = 0 ¢ eqilidistante de A e B

== 0 ¢ eqiiidistante de A, Be C
O € m2 = 0 ¢ eqiiidistante de BeC

Logo, existe uma circunferéncia de

centro O cujo raio é o segmento OA (de medltc::
r), que passa também por B e C. Essa circunferéncia é tinica, pois qualquer ou

. . e
vendo ter o seu centro nas mediatrizes M1

circunferéncia que passe por A, Be C, de

M2, té-lo-4 necessiriamente na interseccdo delas, isto ¢, o préprio ponto O. c.qd.
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"

r.se o centro de uma circunferéhncia, no
;:e' nio seja visivel, basta tomar tres pontos

o i iatrizes
o ue?l:: B e C da circunferéncia, tragar as mediatr
quaisq ,

d rdas AB e BC e determinar o ponto de intersec¢do
as co
das mesmas.

Consegiiéncia: - Para determin

7. Circunferéncias congruentes

raios iguais. L
Indicacio: C(O, r) = C(O', )

Logo: [C(O, r) = clo’, )] & [r = ']

ﬁ C A - . f : 3 l -~ ! . IA .
g u

pois é:
1.9) reflexiva: C(0, 1) = C(O, r)o
2.°) simétrica: se co, n= C(

~ r ) e CO
3.°) transitiva: se 9(0,”1') ~ C(0', )
C(0, r) = C", 1)

' ¢'), entdo co, )= Cc(0, 1)
' ') == C(0”, 1), entdo

sntricas; corod
8. Circunferéncias concéntricas,

tro
o0 mesmo cen
Circunferéncias que possuem

éntricas.
sio denominadas concentnlc e Ry
ircular : i
.se corod CII i o
dos ;:c:i?sal’ que verificam 2 dupla g

r <mOP) <1’

273




e — :

TESTE DE ATENCAO — Grupo 90

Trace a circunferéncia que Passa pelos pontos:
1.°) Ae

°C 2¥)
Ae «B
eC
3
[
2. Determine o centro da seguinte circunferéncia:
3. Desenhe a coroq 0(3, 5), tomando por unidade o ¢m.
PROPRIEDADES DAS CORDAS DE UMA CIRCUNFERENCIA
T.24 : Se duas cordas da mesma circunferéncia(*
$d0 congruentes, entdo elas distam igualmente
do centro.
g | AB=~CD na (o,
OM L AB e ON 1 CD
T [ m(OM) = m(ON)
DBMONSTRAQRO:

Sdo congruentes os tridngulos retdngulos AMQ e CNO, porque possuem a hip®
tenusa (raio) e um cateto (AM ~ CN), respectivamente, congruentes,
Logo: OM ~ ON = mOM) = m(ON)

c.q.d.
ExEercicio: Enuncie e demon

Stre a reciproca do T.24.

T25 : Se duas cordas

{ m(AB) > m(C_tj) na C(O, r)
OM 1L AB e ON 1 pc

T [ mOM) < m(ON)

(*} Ou de circunferéncias congruentes,
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DemonsTRAGAO: Lot S
Constrbi-se na C(0, r), a partir de A, uma aﬁa AP, q
n & ] ] Fars :
Se OF 1 AP, entio, pelo TE_ m(OF)_:s m(ON)
Basta, entdio, provar que m(Oi\j{)— 2 m(OF).'d e, 48
F iB = E} e OE estd contido e .
De fato, OF N\ AB = |

m(OE) < m(OF) } => m(OM) < m(OF) ou m(OM) < m(ON)

c.q.d.
e como (mOM) < m(OE)(*) o
do T.25.
Exercicio. Enuncie e demonstre a reciproca do
TESTE DE ATENCAO — Gruro 91
Na figura, temos: ;
m(O_!.\v_“I) < m(ON)
e a corda CD contém pontos interiores d circun- A ?
feréncia menor. :
E V ou F a sentenga: B
"I(E) L A\JV
N

ENCIAS
S CIRCUNFER
TIVAS DE DUA
POSICOES RELA
1 YD '-" S
& ~ircunferéncia
“C ento” de duas circun 5
9. “Comportamen £ N
i cias nas posig
desenhado ou observado circunferén
Vocé ja deve ter

1.*) Secantes

i a tracada de um mesmo
dicular é menor que o comprimento da obliqu ca
da perpen
*) O comprimento
ponto (a)uma mesma reta.
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As circunferéncias que se interce
Secantes. Se C(0, r) e C(o,
pelos pontos P e P/, isto é:

; = inadas
ptam em dois pontos sio denoml{:illl?da
') sdo secantes, a interseccio é consti

Co, nncwo, ) = (P, P’}

Se m(OP) = r, m(0"p") =

v e m(00’) = d, com rzr ed>0
entdo as circunferéncias Co, r

- o Se:
e C(O', r') sdo secantes se, e sdbmente

r-r<d<r+4o¢

que & a dupla desigualdade vilida para o A OPO’ da figura.

2.*) Tangentes

> A - ‘e L] - a 0’
As circunferéncias que se “tocam” somente num ponto (_P) sao den
minadas tangentes exteriores (1.* figura) ou interiores (2.* figura).

Nesse caso a interseccio dos conjuntos C(0, r) e C(O’, r’) é constl”
tuida pelo (inico ponto P:

CO, nNco, v) = Py
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se:
. e somente
Duas circunferéncias sdo tangentes se,

,’:TI(;>H)
f ou
d=r+1"l ——

3.») Exteriores l

figuras acima) sdo

um (
do té onto em com
As circunferéncias que ndo tem b

junto
. ; ndo-secantes. 0', ') é o conju
Flensenloidn idecat 01;50 dos conjuntos C(0, ) e €O
i C
Nesse caso a interse

vazio, isto é: O, N0’ 1) =
Ry e

a { se, e somente se:
Duas circunferéncias sa0 exteriores se,
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2. (Modélo)

TESTE DE ATENCAO — Grupo 92
1. Preencha os claros:

& 3.)

C(P, r) N C(Q, Sisell

A7 OB o Lo g 5ol
2.0)

4.°)

CR "N NCT,s) = ...

CM, r) N (N, "
CM, ) N C(P, ¥)
CN, r) N C(P, r)

Colorir nas figuras do exercicio 1-3.0

o

A ; ) Y
» @ reunido e a interseccio dos disco
formados.

D(A,r) U D(B, 9):

D(A, r) N D(B, 5):

3. Colorir na figura do exercicio |

D(M, r) D(N, ) DM, r) D(N, r)
» ’ » | D(P' f)
(N, 7) U D(P,r) (M, r) N D(N,+) N D(P, 1)
4. A reunido dos discos dos exercicios anteriores

Py .1

é convexa? E a interseccdo ?

278

NCIA
POSICOES RELATIVAS DA RETA E CIRCUNFERE

1 ~ 4 " ~a ‘"‘r‘“‘"‘;“!’* -
{ | Orril LI oy Rlij STl

nie L i .‘\,'.':’. con L [&
v W)} 1énio il 11 1 ( (4 cia

i ia
ma circunferénc
D hadas. numa félha de caderno, uma reta leu
esenhadas, t .
C(0, r), podem ocorrer trés casos:

1.°) A reta é secante 2 circunferéncia:

P ol

IN CO, r) = [P, Q) & la reta | & secante a
Co, i1

P e (Q sdo os pontos de interseccao

2.°) A reta é tangente 2 circunferéncia:

oo, 1) = 1Pl < Jaretalé tangente
IM , ) =
C(0, )]

éncia
P & o ponto de contato ou de tangénc

i ncia:
3.9) A reta é exterior a circunferé

INCO,r)=F < [areta 16 exteriora C(0,1)]

i 4 CO, )
A reta [ diz-se também néo-secante (

ia C oderia
[ e uma circunferér}cna GO, 1), co;?nolsigerlzepta 4
Jades l-elté:‘tcoca” a circunferéncia em um ponte? In

3 onto !
(¢ n; dOiS pontos. ["t(‘!icepta em ncﬂhun’l p ?
i ia e

Clrcunfer nc
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(le]
secanie v

=% v

A
d>r

Basta confrontar os nimeros reais d e r, onde:

d representa a medida do segmento OA LI
r representa a medida do raio

Temos:

1.°) Se d > r, entdo | é “completamente

» exterior a circunferé.rlaaz‘a;
0o ponto A da reta, o mais prédximo do centro 0, é exterio?
C(0, 7),.isto &, A € E(O, 1);

2.9 Sed = r, entdo a reta | & tangente a
C(0, r); o ponto de contato A :
mais préximo do centro € pgrtenceos
circunferéncia, sendo os demals pOl’l"_a
(B) de I exteriores & circunferéncid
pois m(OB) > r. Logo:

P

se | & tangente 3 C(O, 1), entdo ! L 0A

Esta ¢
feréncia: ser perpendicular ao raio no ponto de contato.

. - = H n-
a propriedade caracteristica da tangente 4 circu

il - . s A

Se d < r, entdo a reta | é secante i circunferéncia; o ponto

da reta I é interior A circunferéncia, isto & A € (0, 1)-
Como a reta [ possui infinitos

pontos, devem existir pontos (C)

exteriores a4 circunferéncia. Assu-

mindo como postulado que:

Téda reta que passa por um ponto ‘I)\

interno a uma circunferéncia inter- al »a

cepta-a em dois pontos, segue-se I fe o B

que [ intercepta C(O, r) nos w
pontos'P e . . d<r
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IN C(O, T) = {Pt Q) S€,

= A s€,
11 Co, n = [Al !

e somente se, d <7
e somente se, d =T
e somente se, d > 7

A 93
TESTE DE ATENCAO — GRrUPO

Preencha os claros:

A
X
5 nC(O’ f)='---
INCO, t)=eer  Ungll .
Wave T N

- ZP...
30) ClA, NO=---| Fp| .
C(B, s\NI=-.- :
M

z

J_—dy
5.9) NCA, 1) =--" :_c_r_\C(A,r)L::...

A y N

yCB, =ee AB Lo
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25)

'\"Qu\

I('\C(O- f)=- L
xf\C(O, r)=...

OP L s

45 OA L... NGO e
D Sl L IO ) =
G0, A CO ™) =+

6.v) C(A, 1) NCo; s)=. . .
xNC(A, 1) =...

yNC(B, =..
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Arcos de circunferéncia; medida

A vsal % Pl ] ' e
11. Angulo ceniral, I

Seja a circunferéncia C(O, 7)-

Um dngulo central de C(O, 1) & quzg—
quer Angulo cujo vértice é o centro U.
Se A e B sio os pontos onde 0s lados
arco menor  do Angulo interceptam, respectivamern”
te, a circunferéncia, entdo: o0 conjunto
constituido por A e B e de todos 05
pontos da circunferéncia pertencentes 49
interior do dngulo AOB ¢ denominado
arco menor AB de extremos A ¢ B e
centro O.
Existe um outro arco de circunferéncia, de extremos A e B, que €5
conjunto de pontos constituidos por A e B e de todos os pontos da circunfes

réncia pertencentes ao exterior do dngulo AOB, denominado arco maior
AB de centro O.

arco_malor

- ke semi-circunferéncio
Se A e B sdo extremos de um didmetro, ——
entdo existem dois arcos AB, constituidos por A V-4

e B e por todos os pontos da circunferéncia

pertencentes a um mesmo semi-plano em relagio  /

e

A reta AB e denominados semi-circunferéncias. *

~~
Indicagdes: Indicando um arco por AB, tal
notagdo poderd ser ambigua, porque sempre
existem dois arcos tendo A e B por extremos.
Nestas condigdes, costuma-se tomar outro ponto

E R » ; i o
qualquer da circunferéncia para caracterizar o arco que se deseja. Quand

£ :
% . : g LRy
ndo ha referéncia, entende-se por AB o arco menor. Assim, nas figura

i
semi-circunferenci@

“— —
" S
)
2 /
‘B
P -
AB ¢ o arco menor AMB e
P

AXB & o arco maior
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12. Medida de um arco

obtido da seguinte maneira: e
1) Se AB é um arco menor, entdo sua medida &
e entao
) pondente dngulo central, isto €:

| 2) Se AXB 4 um arco maior, entdo:

e

—~
m(AXB) = 360 - m(AB)

N o S 50
3) Se AXB & uma semi-circunferéncia, ent
: i byt

—~
m(AXB) = 180

[ e e

EXERCICIOS PRATICOS — GRUPO 94

| d 0s arcos estao asslllaladas em glaus.
. AS mEdl as d

arco de180°
I ——— .
3 - o
V 4 ¥ \._
o / \
2 3 [ \
> ~
o o
.g o
) s g 3
e 5 e
| E
l \ arco de 180°
|




2. Preencha os claros:

: B
o ‘gg,:,:/,
B \ .
A
A
~
i m(A......B) = 130 2.9) m(a = 3.9) ~
m(AXB) = , . —~ ) m(AB) = 150

M(AXB) = 283430 mAXB) = ...

13. Arcos congruentes

Dois arcos . _
» Na mesma cir A vl p X
entes, sdo denominad cunferéncia ou em circunferéncias congru-

08 congrue A
§ ’__rztes’_s\e, € somente se, tém a mesma me-

dzdf.\ ASS/i_!.‘\n, por exemplo, se A
e AB e P() sio arc

B e CD sio arcos dg mesma circunferéncia
0s de Circunferénciag congruentes:

60° > 60° -
5 c 600
P2
temos: XE o éB, pois m(;ﬁ) = m(CL
A8 = m(CD) = 60°

= 5
AB =~ PQ, pois m(AB) = m(;;é) = 60°

ATENCAo: : ]
70° ndo serem ccf;?;O. Dois arcos podem ter a mesma medida e
) gruenes; basta &sses arcos nio pertencerem

4 mesma circunferéncia
€Omo mostra g figura:
~ ’

AB -
e CD, apesar de terem a mesma medida ndo

sdo arcos cong
A = Tuentes or ni % nfe-
réncias congryenges, P d0 pertencerem a circu

S

e .

a cire e € CD pertencem 3 mesma circunferéncia ou
Unferéncigs congruentes, entio:

Ou’a circunferéncias congruentes,

TN~ ~~ A

f_ﬁ > CD ¢ m(AB) > m(CD)

sk 2B ~~~ ~~ o~
< CD ¢— m(AB) < m(CD)
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PROPRIEDADES FUNDAMENTAIS ENTRE ARCOS E CORDAS

14. Propriedade fundamental entre arcos

N N
Se AB e BC sdo arcos da mesma circunferéncia, tendo sdmente o
P

ponto B em comum, entdo a reunido désses arcos é o arco AC, tal que:

~ - Y
m(AB) + m(BC) = m(ABC) 5

Na figura, temos:

? i ~
m(AB) = 700, m(BC) = 60°

Logo:
e
70° + 60° = 130° = m(ABC)

15. Propriedade fundamental entre arcos e cardas correspondentes

N ; _—
Se AB é um arco menor, diz-se que a corda AB é a corda correspon-

r - D
dente ao arco AB, que por sua vez é o arco correspondente 3 corda AB.

No caso de o arco ser a semi-circunferéncia, a corda correspondente é o
didmetro de mesmos extremos que O arco.

T.26 : Se duas cordas de uma mesma circunfe-
g réncia(*) sdo congruentes, entdo os arcos
correspondentes sdo congruentes.

H{Zﬁgél_) na C(O, r)
s ~
T [ AB~CD

DEMONSTRAGQAO:

Tragados os raios OA, OB, OC e OD, formam-se os tridngulos AOB e COD, que
sdo congruentes, pelo caso L.L.L. (por qué?. Log&\

= A N ~ o~
AOB = COD <= m(AB) = m(CD) < AB ~ CD

c.q.d.
Exercicio: Enuncie e demonstre a reciproca do T.26. A

(*) Ou de circunferéncias congruentes.
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TESTE DE ATENCAO — Gruro 95

1. Preencha os claros:

o e
\\
\ Y8
. 2
-\:._______/
D
—~ —
m(AB) = ... m(CDB) =
—~ —~
Sabendo que: m(AB) + m(BC) = 150~ m(AOC) =
2. Nas circunferéncias:
1o%) X 2"
D
S ¥
©
@,
T c (
3 \
\—/ A
z LN - ,//
=

—— )
se m(XYZ)=215 ¢ m(TX) =80,

q éam Z] ? 7
ual
( ) LS qual é a m(AB] H
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Angulos relacionados com arcos; medidas

16. Angulo inscrilo num dado arco

P
Um 4angulo (ABC na figura) diz-se inscrito num dado arco (ABC
na figura) se:

1.°) os extremos do arco pertencem aos lados do dngulo;
2.9) o vértice do 4ngulo é um ponto do arco, distinto dos extremos.

Na primeira figura o 4ngulo ABC esté inscrito num arco maior e,
na segunda, num darco menor.

17. Angulo de segmento

No caso especial de o 4ngulo ter o vértice na circunferéncia, um dos
lados contido numa secante e o outro numa tangente, que passa pelo
vértice, éle é denominado dngulo de segmento. Assim, BAC é um &4ngulo
de segmento nas figuras:
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18. Angulos que interceptam arcos

Um angulo, cujo vértice pertence a C(O, r) ou ao seu exterior, inter-
cepta um arco se:

1.°) os extremos do arco pertencem aos lados do angulo;

2.°) exceto o0s seus extremos, o arco pertence ao interior do angulo.

Exemplos:

1.2) 2. o
‘8 ) 3.0).

c P x

ABC infercepta ABC intercepta ABC intercepta
0 arco g(\J e s
o arco AC o arco BC

4-“) B 5_1))

ABC intercepta os

~ o~
arcos MN e AC

ABC intercepta os.

~ o~
arcos AC e MC

ABC intercepta os

~~ o~
arcos AMCe ANC

Nora: Os lados do 4ngulo ARC pertencem ambos a secantes & C(0, r) (como Nos

exemplos 1.°, 2.°, 4.°) ou um 3 secante e outro & tangente (como nos exemplos 3.° € 5.°)

ou ambos a tangentes a C(0, r) (como no exemplo 6.°).
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19. Medida de_um dngulo inscrito

T.27 .: A medida de um dngulo inscrito num dado arco da C(O, r) é igual
a metade da medida do arco interceptado pelos seus lados.

A

Consideremos os trés casos possiveis:

1.0 caso: Um dos lados do dngulo BAC
passa pelo centro O.

H BAC, dngulo inscrito,
passando um dos lados por O

T [ m(BAC) = —; m(BC)

DEMONSTRACAO:

Tragado OB, o A ABO é isbsceles, pois m(OA) = m(OB) = r e, portanto: p =gq
Como:" m(BOC) = p + ¢ (teorema do angulo éxterno), vem: )

m(B(’jC) =p+qg=2p < p= %—m(BOC)
t E\f‘

g 1. L2
ou m(BAC) = Sm{BC) c.qd.

2.0 caso: O centro O pertence ao interior do angulo.

H BAC, dngulo inscrito ! i
O pertence ao interior de BAC

il [.m (BAC) = % m(fa?:)

DEMONSTRAGAO:
Sabqhdo que: m(BﬁC) = m{BA‘D) -+ m(DﬁC} 7 B c
—~ —~ —~
e m(BDC) = m(BD) . + m(DC)
temos, pelo 1.° caso: D
= 1 =, 1 N
m(BAC) = im(BD) = ?m(DC)
- i 1 ~ N = ~~
ou m(BAC) = 7 [m(BD) + m(DC)] <= m(BAC) = %m(BC)

; c.q.d.
3.0 caso: O centro O pertence ao exterior do angulo
Demonstre como exercicio.
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EXERCICIOS PRATICOS — Grupo 96
1. Na C(0, r), das figuras, calcule:

1.°) O valor do 4ngulo inscrito BAC,

i 24) O valor do arco interceptado Ppelo
que intercepta um arco de 100°,

dngulo inscrito de 60°.
A

N
~-1000 ——

5 %
Temos: m(BAC) = im(BC) Temos: m(BAC) = 60°

y — 5 o
U mBAC = 2 X100° =50  Como: m(BO)=2xm(BAC) =2x60°=120
2. Preencha os claros:

3.0)

S~ac ~
) ~
m(BC) = g5° m(BC) = ., ..
m(BAC) = . .. m(BAC) = 800

m(BAC) = 120
G
m(BC)

> QT Lo

I g Ny by

20. Medida de um dngulo de segménro

‘T.‘Z.’S": A medida de um dngulo de segmento de wma C(O, r) é igual a
metade da medida do arco interceptado
pelos seus lados.

BAC, angulo (agudo) de
segmento na C(O, r)

P 1 o
T [ m(BAC) = ) m(AC)

DEMONSTRAGAO:

Tracemos o didimetro AD.

Como: m(BAC) = m(BAD) - m(CAD)

- 1 e o ) 1 =

entio: m(BAC) = 90° - 5 m(DC) (pois BAD é reto e m(CAD) = > m(DC)
' porque CAD ¢é angulo inscrito)

F
180° - m(DC)

ou m(BAC) = 3
~ B
ou m(BAC) = ﬂ(—;ic—) - %m(AC)

c.q.d.

Exercicio: Demonstre o T.28 no caso de o dngulo de segmento BAC ser obtuso.

Exemplos:

F o

~
- —~
se AC = 130 se AC = 220

) s 1
entdo m(BAC) = 5 X 130° = 65¢ entio m(BAC) = ; X 220° = 110
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1. Conseqiiéncia do T.28

L.%) O éngulo inscrito numa semi-cir-
cunferéncia é reto.

A demonstragio ¢ imediata,
porque tal dngulo intercepta uma

semi-circunferéncia, a qual mede
180°.

Logo:

m(BAC) = —;m(é?-(E) = = % 180° = 90°

12

) Angulos inscritos num mesmo arco sio congruentes.
De fato:
m(BMC) = m(BSJC) = m(BPC) =

= m(BQC) m(BC

3.) Se duas cordas AB e CD se interceptam em (), entdo 0 angulo
AQD (ou BQC) tem por medida:

A 1 P s
m(AQD) = 0 [m(AD) + m(BC)].

Com efeito, construindo-se BD

temos os angulos inscritos ABD e CDB.
Entdo, do A QBD, vem:

m(AQD) = m(ABD) + m(CDB) (teorema do angulo externo)
ou
A —~
m(AQD) = —}m(fﬁ) + % m(fs-E:) = ;— [m(ﬁ_f)) + m(BC)|
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Nota: Esse mesmo resultado pode ser apli-
cado no caso de se querer determinar a medida
de um 4ngulo formado por duas retas secantes a
uma circunferéncia que se interceptam no interior
da circunferéncia.

1

A ~~ ¥
m(AQB) = = {m(AB) + m(CD)]

m(APB) = %[700 +500]

o 1 % 1 o ~
m(BPD) =—[125°+55°] m(APB) = —{m(AB) +m(CD)]

~~
. A 1 . _i
m(APB) =»;—><120°=60° m(BPD) = X180°=90 S e

i N
160°=120°+m(CD) <= m(CD) =40°

4.*) A medida de um 4ngulo formado por duas retas secantes a uma
circunferéncia, que se interceptam no exterior da circunferéncia,
é igual & metade da diferenca das medidas dos arcos interceptados.

De fato, tracando-se a corda AD e
P relacionando os 4ngulos internos com *
o externo do triAngulo PAD, vem:

m (CAD) = m(ADB) + m(APB)

: g U
ou Tm(CD) — m(AB) + m(APB)

M

A l o ~
ou m(APB) = ) [m(CD) - m(AB))

c.q.d.
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- —— ——— Yo it s N e - 1 1
= — |,

A
4
5.%) Também: a medida de um angulo formado por uma sgcanh’
€ uma tangente ou duas tangentes a circunferéncia, que se inter-
ceptam no exterior da circunferéncia, é igual a metade da dife-
renca das medidas dos arcos interceptados.
l
! m(APB) = %uw -84 =3 X2 =d6"  m(APB) = -1',-12200 - 140) -—;— X 80° = 40°
e )
Nota: se m(AB) = 1407, entio
P~
m(AXB) = 360° - 140° = 220°
A 1~ — 4 s — | EXERCICIOS DE FIXACAO — Gruro 97
m(APB) = 5 [m(BC) - m(AB)) mAPB) = _;_ Im(AXB) - m(AB)]
r s Calcule:
Verifique vocé mesmo ésses resultados. e
- ‘A
m(CAD) = ... m(AIiB) = ..
m(CBD) = ... m(CMD) = ...
Exemplos: ‘
\
2,
?
-
e E
p ! 1 —~ . —~e8°- :
m(APB) = (1020 - 40| = - X620 =310 358 _'2_ (115" - m(AB)) m(CAF) = 7 m(FED) = ? m(M(D) = ?
e e 8 5 5
70" =115"~ m(AB) (<> m(AB) =115"-70"=4 295
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Demonstre: se dois angulos inscritos na mesma circunferéncia sdo congruentes,
entdo as cordas dos arcos interceptados sio congruentes.

_ __ - - ~ -
4. Demonstre: se corda AB # corda CD e m(AB) = m(CD), entio m(AC) = m(BD)-

~ —~
O arco AC excede o arco BD de 30°. Calcule a medida désses arcos, sabendo-se qué
o dngulo formado pelas cordas AB e CD mede 80-.

= ¢ 5 JO
Seja AB o didmetro de uma circun[grénciu e C um ponto tal que o arco BC ngl
igual a 32°. Tragando-se a corda BC, calcule a medida dos dngulos ABC € ACD-

POLIGONOS INSCRITOS E CIRCUNSCRITOS A UMA
CIRCUNFERENCIA
22. Definicio

Se os lados de um poligono sdo cordas de uma circunferéncia, © POI(;:
# . . . . A . b
gono é denominado inscrito na circunferéncia. Esta, por sua vez, é den
minada circunscrita ao poligono.

c\—/n
Na figura, o quadrilatero ABCD é inscrito na circunferéncia c, 1

e esta é circunscrita ao quadrilatero.

Um poligono cujos lados sdo todos tangentes 3 mesma circunferén c‘i
¢ denominado circunscrito a circunferéncia. Esta, por sua Vez, diz-S
inscrita no poligono.

c

0

A B

Na‘ fi_gura, o tridngulo ABC é circunscrito a circunferéncia c(, 7
e esta €& inscrita no triangulo.
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TESTE DE ATENCAO — Gruro 98

: A
10) O AABC esth.. ..........oov (o, r).
29) A ClO, r)esth......... ...... &HABC 4
B L]
D
7o
2.
1o) A CO,r) estd ......... quadrilatero ABCD.
2 O quadrilitero ABCDesté .. ... ... . C(O,).

EXERchIOS DE FIXACAO — Grupro 99

Demaonstre:

1.2) Se um dos lados de um tridngulo inscrito numa circunferéncia é didmetro
"’ entdo o triangulo é retdngulo.

2.0) Os arcos determinados pelos lados de um tridngulo eqiiilitero inscrito numa
"% circunferéncia sdio congruentes.

3.°) Se um quadrilatero € inscrito numa circunferéncia, entdo os 4ngulos opostos
"7 sdo suplementares.

4.0) Se num quadri]étém ABCD inscrito numa circunferéncia se tragam as diago-
" nais AC e BD, entdo os angulos DAC e DBC sio congruentes.
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TRANSFORMAGOES GEOMETRICAS PLANAS

Grupo das transla¢des; grupo das rotacdes; simetria
GRUPO DAS TRANSLACOES
1. Segmento orientado; medida algébrica

Szja o segmento AA’, determinado pelos pontos A e A’ da reta r:

=

o <o

A == A

O segmento AA’ diz-se orientado qﬁando se fixa um dos dois sentidos
com que se pode percorré-lo: de A para A’, ou o seu oposto: de A’ para A.

Tais sentidos serdo assinalados por setas e o segmento orientado de
e
A para A’ tera a seguinte indicagdo : AA’.

Assim como a cada segmento foi associada uma medida — que é
um namero real ndo-negativo —, a cada segmento orientado associa-se
um nimero real relativo, denominado medida algébrica (m,) do segmento
orientado, da seguinte maneira:

Se a medida do segmento AA’, numa certa unidade, é 3, entdo:
m,,(ZZ*) = 43 e mﬂ(ﬁ) = =3
Serdo consideradas positivas as medidas algébricas dos segmentos

paralelos entre si e orientados num certo sentido e negativas as medidas
algébricas dos segmentos orientados em sentido oposto.

2. Segmentos eqiiipolentes; verificacdo pelos paralelogramos

Seja o paralelogramo:

Os segmentos AA’ e BB’ dizem-se egiiipolentes porque sdo:
1.°) orientados no mesmo sentido;
2.°) paralelos e congruentes.
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Considere, agora, o seguinte conjunto de paralelogramos:

A A

D D’

Os segmentos: IE’, §E’,

CC, B, BB, FF, GG e A’ sho il
bolentes entre s; porque: C'. DD', EE', FF', GG' e HH

1.°) sdo orientados no mesmo sentido;

2.°) sdo paralelos e congruentes.

3. Translagdo no plano

Considere no plano um segmento orientado XE’, cuja medida algébric?
Numa certa unidade, é o ng

i
mero real a e um conjunto de segmentos eq%
= €
7/0N __/.G/
3 c./ L2
\2]

polentes a EE’: §E’, EE', 55’, E‘E’,
//..// -/ €

: A correspondéncia que a cada ponto A (ou B, ou C, ou D, ou E, er)
a4z corresponder um ponto A’ (ou B', ou C’, ou D’, ou E', ..), extremidade

302

do segmento orientado AA’ (ou gg’, ou CC’, ou DE’, ou EE’, ...) chama-se
TRANSLAGAO no plano, de segmento orientado AA’.
Indicagdo: T, (a é a medida algébrica do segmento AA")

os
A translacdo T, também é chamada uma transfomaf’o izsd il;’ﬁ‘;: 2
do plano, porque “transforma” um ponto A num ponto A’

. s
Segmento orientado AA’:

A//

O ponto A’ diz-se, por sua vez, ‘“‘transformado” de A pela translagdao
i . » .
Se o segmento orientado tem medida algébrica nula, isto &, a = 0,

entdo o ponto A é transformado néle mesmo e a translagio é chamada
neutra ou identidade:

Indicagdo: Ty O T,
A

S
. !
A translagdo inversa'de T, é a translacdo de segmento orientado A’A
que transforma A’ no ponto A.

o
Indicagdo: T-, s
ﬂ-—-’ ~ A’
(a é a medida algébrica do segmento AA’) }/
el
A" <
4. Translacao de figuras planas 4=/

Como vocé efetuaria a translacdo T,

de segmento orientado 55{’, de um tri-
dngulo ABC?

Basta tragar pelos seus vértices,
respectivamente, os segmentos paralelos
€ congruentes ao segmento orientado XX'.

Os segmentos tracados sdo egiiipo-
lentes entre si e suas extremidades
respectivas A’, B’ e C’, determinam
o AA'B'C’, que é o transformado do
A ABC pela translagio T,.
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Vocé conclui fécilmente que A ABCg A A'B'C (CBSO LLL)
Demonstre, como exercicio, que:

Por uma translq

¢d@o no plano w i § num poli-
gono congruente. p n poligono é transformado
(Sugestdn: basta 1
translaca demonstrar que os lados dos poligonos, correspondentes Pc

0, sd i
» Sd0 respectivamente congruentes, bem como os dngulos.)

2. Adicao de translagbes; estrutura

Como voce determinaria

s

!
P a soma de dois segmentos orientados AA
e BB'?

A’ B

N

A/
P@~—

—— =
AA'+ BB

Basta POT um ponto qualquer P do plano tragar o segmento PPs
eqiiipolente i AA’ e pela extremidade P,-tragar o segmento 13.17’ 2 eﬁ'ﬁ‘f’
polent_e‘_a BB'. O segmento orientado 1_9?2 representa a soma de AA’
com BB, isto é:

AA' + BB
Vamos, agora, determinar a soma de duas trﬁns!agﬁes-

Sej 5 ;
Jam as translages T, e T,, caracterizadas, respectivamente, pelos

. P oy 2
segmentos orientados AA’ e BB’

’
A - ‘ P,
A2 ) \ > °
/ N B %
A \B, S = P

Ta+ Tb
e P um ponto qualquer do
se transforma em P;

piano.* Aplicando: a transiacao T, em P, &ést€
a translacdo T, em P,, éste se transforma em P2
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— ==
P = ientado: AA’ + BB’
Nestas condigdes, a translagao T., de segmento orien N i agnid o

gue aplicada em P o transforma no ponto P%: ¢ denomi
translagdes T, e. T,. Indicacio: T, = T, + 1» )
A operagio que produz essa soma & a adicao(*) de translagges.

Qual é a estrutura do Sistema Matematico constituido:

pelo conjunto das translacdes no plano?
{ pela operagdo adicdo de translagc’ie.s?

ici intes proprie-
Vocé pode verificar, como exercicio, que -;‘:ﬂem as seguintes prop
dades, para quaisquer translacdes Ta, To € 1&

(A) — Associativa: :
CE & Tk Ty = Tat s+ T. (observe na figura)

(N) — Elemento Neutro: 3To| Ta + To = T,,
(Translagdo neutra ou I dentidade)

(I) — Elemento Inverso: VT, 3T | To+ T-a = To
(Transldga’o inversd)

(C) — Comutativa: Ta+ T = To+ Ta

~\ 7'6
L
- S

(Ta+Tb)+Tc = Ta+(Tb+Tc)

Logo, o conjunto das translacoes no plano, com relagdo a operagdo
adigdo de translacdes, tem estrutura de GRUPO COMUTATIVO.

*) Também chamada composicdo de translagdes.
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GRUPO DAS ROTACOES

» es n : Iano d & [

Quando a ym PP i
o arco PP’ g associ

a um sentido de percurso diz-se
ue o 4 1 '
q arco PP’ ests orientado,

O sentido it ;
bositivo oy anti-hordrio do arco orientado I;-I;' ¢ aquéle

considerado cg i
ntrario ao percorri los ponteiros
de um re| i, percorrido pelos p

-~ SEja O um onto fi o
-1 qual ponto fixo no plano. A um pon
0. quer P da
@ \“‘L‘: ponto P’, ta] ;Suee:plano fagamos corresponder um
iy : OP ~ 1B ~
Wy OP%OP! e m(PP’) = w

—
sendo 1 i ;
W @ medida, em graus, do arco orientado PP

) ; a
de centro Q e amplitude w, a téda transformagdo
= faz corresponder um ponto P’, tal que

= w P’
send 3 v
o:
0° < w < 3600, 0 .\ i
: |-
Indicacgo: R, i —ai X
~ ’,
Na figura estz 2 o |
€stdo represent el ' b5
! ad
duas rotacdes de centro 0 R a: e Y J
30e, aplicadas respectivamg‘zte B i =0
408 pontos P e  do plano B Bl
i S p

Quando o = 0° ou w = 360°

identidade, Pois por
formado néle melsamo.essa e

» @ rotagdo é denominada neutra OU
UM ponto qualquer do plano é trans-

Indicacgo: Ro

Se a rotaggo R, transforma P em P’

a rotacdo iny e
amplitude ersa de R, é a rotagdo,

w' = 360 - y,
que transformg p’ em P. Indicagdo: Ru’
Na figura, observa-se que:

Rigo 'trinsforma P em P’ e a suya inversa
609 = Riogo transforma P’ em P.
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7. Rotacdo de uma figura em térno de um ponto

Que ¢é transformar, por uma
rotacdo R,, o tridngulo ABC no
tridngulo A’B'C’?

E efetuar a rotacgio, de centro O
€ amplitude w, que transforma os
vertices A, B e C, respectivamente,
Nos vértices A’, B’ e C'.

Na figura, 0 A A’B’C’ é o trans-
Jormado do A ABC pela rotacdo R,,
de centro 0 e amplitude w.

8. Arcos co-terminais; . aplicacdes nas rotagoes

Suponha um ponto P “‘descrevendo”
uma circunferéncia, de centro O e raio OP.
O ponto P pode, caminhando no sentido
anti-horério, ‘‘passar’’ uma vez por P/,
continuar descrevendo a circunferéncia e
somente “‘parar’’ em P’, depois de dar um
niimero qualquer de voltas.

Obteremos, assim, arcos orientados,

~~

de mesmas extremidades que o arco PP/,
isto é, todos terdo ‘“‘origem’ em P e “‘tér-
mino”’ em P’. Tais arcos sdo denominados

co-terminais.

_ Como, para cada volta dada, a medida do arco orientado fica acres-
cida de 360°, ¢ sinal de que agora vamos encontrar arcos de medidas
superiores a 360°. ‘

Nestas condigges, pode-se estender o conceito de Rotacdo a arcos
orientados, de medidas superiores a 360°, mediante os respectivos arcos
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9. Adigio de rotacses no plano;

soma de duas rotacdes de centro

entdo soma de R,, com R

R,, de amplitude w, 4 wa,
P em P,

cha

mada adicdo(*) de rotagoes.

a me-
co-terminais. Basta operar 520"; aue ¢
dida do menor arco co-termind (cllado-
sempre menor que 360°) a um arco

mai co
Exemplo: sdo co-terminais do ar

iva-
PP" os arcos que medem, respect
mente:

60°
60° + 1 X 360° = 420°
60° + 2 X 3600 = 780°
60° + 3 X 360° = 1 140°

I

Entdo, em vez de

P

: 4 0°,
basta trabalhar com a medida de seu menor arco co-terminal, que €
pois:

o de 780°,
S€ operar, por exemplo, com um arc

7800 | 3600

ou 780° = 2 X 360° + 60°
— 600 2

T

estrutura
14 1 'y v itaia A = gt (o] a

Agora j4 podemos fechar” a adicdo de duas rotagoes, definind

O da seguinte maneira:

se R,,

€ a rotagdo que transforma P em P, (na fig., w, = 30°
e Ru,

€ a rotagio que transforma P, em P, (na fig., we = 40°),
¢ a rotagio

que transforma
(na fig., w = W + wae = 709)

A operacdo que produz essa soma ¢

Indicagdo: R, = R,, + Riss

OBSERVAGAOQ: se Wi+ we < 3600, 9
eNtdo w = w,; 4 w, (figura)
se w; wa 3 360",

entio w = (w, 4 wa) — 3600

(*) Também denominada compasicio de rotagses.
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PROPRIEDADES:

(A) — Associativa: ]
(Rw + Rw:) oE Rw. = RI-IJI + (Rws + Rma)

(N) — Elemento Neutro: 3Ro | Ry + Ro = Ry
(Rotagdo neutra ou Identidade)
=R
(I) — Elemento Inverso: VYR, 3Rw | Rw + Rw 0

(Rotagdo inversa)

(C) — Comutativa: Ruw, + Rus = Ruws + R

5 e um ponto
Logo, também o conjunto das rotagdes no plano em térno d p P

~ tura de GRUPO
com relagdo & operagio de adicdo de rotagges, tem estru
COMUTATIVO.

LEMBRETE AMIGO

i i sformacdes
i 4 tinua presente nas tran
de da Matematica con r¢ a o8
Jﬂ5tllf;lcl::l::iaplanas. O fato de as translagoes e as wrotadgoes ;'Stali;dggfi»
georrr;:ea MESMA ESTRUTURA, em relagdo as operagdes de a {grma e
fleig;s permite dizer que elas pertencem ao GRUPO das transformag
»
geométricas planas.
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10. Simetria axial

Consideremos,

oP

B3

SIMETRIAS

- —J

oP!

Ar 6 ; ’
eta r € denominada eixo de simetriq dos pontos P e P’. Todo ponte

diz-se simétrico de si mesmo.

que a cada ponto faz corresponder 0 €V
reta, é denominada SIMETRIA- AXIAL.

do eixo de simetria

A transformacdo no plano
om relagdo a uma

simétrico, ¢
Na figura:

v

no plano de sua félha de desenho, uma reta r:

O ponto P’ & de
nominado simétrico de
um ponto P, com T&
lagdo a reta 7, S€ 0s
pontos P e P’

1.°) estdo situados em
semi-planos opostos
emrelagdoareta”s

2.°) a reta PP’ ¢ pets
pendicular areta

3.) A distdncia de P
aré igual 3 dis°
tdncia de P’ a T

temos: o quadrildtero MNP() e seu simétrico
M'N'P'(Y; o tridngulo ABC e seu simétrico

AIchr’
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com relagdo ao eixo de simetria 7-

‘que uma bolinha A tem de

L1. Simetria central

Um ponto P’ é simétrico de um ponto P, com relagdo a um ponto fixo

0, se 0 ¢ o ponto-médio do segmento PP’. k

T P’ o
O ponto O, denominado centro de o— { © .
Simetria, é simétrico de si mesmo. Dois ;
pontos P e P’ de um plano tém sOmente um centro de simetria: o

ponto médio do segmento PP’.

A transformacgdo no plano que a cada ponto faz corresponder o seu
simétrico, com relagdo a um centro fixo O, é denominada SIMETRIA CENTRAL.

"Na figura:

I

] |
// temos: o] segmento A_/IN

-
e seu simétrico M'N’; o

/
tridngulo ABC e seu simé-
trico A’B'C’, .com relacgio
ao centro de simetria O.

Nota: A simetria central é uma rotacdo especial (Risos) em tdrno do centro O.
Verifique vocé mesmo é&sse fato.

Uma aplicagdo pratica da simetria axial:

Qual é o menor caminho

percorrer para bater numa bo-
linha B, tocando uma s6 vez
num dos lados de uma mesa,

como mostra a figura? Basta: 7?/

1.°) construir A’ simétrico de A
emrelacdoaolado ! da mesa

2.°) determinar a interseccéo i %
de A’B com [, isto é: II//
ABNI=(C] ¢

O ponto C, no lado ! da mesa, é onde a bolinha deve tocar para,
a seguir, bater em B, percorrendo o menor caminho.
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TESTE DE ATENGCAO — Gruro 100

Acérca de translacges:

I. Na translagio T,, de amplitude XX’, onde rnﬂ(l—?{‘"?_("’) -

efetue a translacio dag seguintes figur.

as planas:
1.%) Modélo: ” 255
x/
JETHOR. i
T = —=

—
—
L. —7 ——
——
—_— o —

das seguintes translagies:
2.4) 3.4)

?
1

4.")

¢

To
3. Efetue a soma de cada um dops se
1) Modélo '

' 2.°) Modélo
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guintes pares de segmentos orientados:

3.) \\m
\

\

LSRN

4. Considere na reta um conjunto de translacdes:

.7. ldem, no quadrado ABCD, efetue: T,, onde

P — o>

OO

O Slstenla ]Vhl[el"ﬁt 1CO n uido pelo cor unto d ’Tﬂﬂs‘a;ﬂes numa reta em leiagao
p I conji {4
constit d
operagao ddl{ﬂo de hansfdt‘oes, tem estrutura de GRUPO COMUTATIVO !

Acérca de translacbes e rotagoes:

m P = i iv rans Brl’ﬂddas
i 0 centro e Sendo m(o ) 3Cm, determlne os respectl 0s ¢ f
. I:lxadﬂ () co

de P pelas seguintes rotacdes:
1.2) Rige 2.8 Ri20e 3% Ro
4.2) R(300y 5.4) R(600) 6.) Ry

a de centro
Efetue no A ABC, desenhado na sua folha de desenho uma rotagdo Reo-,

XX (fi XX') =
O e, a seguir, uma translacdo Tq, de amplitude XX’ (fixada na folha), onde na(
s :}cm (M'odélo)

m(?i‘) = 2cm e, a seguir, Rso., de centro O.
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Aclrca de simetrias:

8. Determine os simétricos das seguintes figuras:
1.*) com relagdo & reta r:

oP ‘ A

& \\f:\\.\\;\B\
\

\\ {
\\\\\ |
)

B

2") com relagdio ao centro 0:

@0

———

9. Qual é o menor caminho que a bolinha 4 d

a Bl
eve percorrer para bater na bolinh
tocando uma s6 vez num dos lados da me

sa ?

Ae

10. Idem, tocando uma vez em cada um dos dois lados consecutivos da mesa?

\\
‘E o
® ‘ Obra executada nas oficinas da
: = | SAO PAULO EDITORA S. A.
f Sdo Paulo 6, SP — Brasil
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