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RESUMO

Neste trabalho estudamos algumas propriedades de modelos com potenciais não-anaĺıticos

com ênfase no modelo de signum-Gordon. O trabalho apresenta o contexto f́ısico no qual

tais modelos são estudados, começando por uma motivação mecánica e terminando em

um sub-modelo de Skyrme. A principal parte do trabalho versa sobre a análise numérica

da dinâmica de oscillons – soluções não-topológias com energia finita. Mostramos que

oscillons desempenham papel principal na formação de radiacão e emissao do excesso de

energia de sistemas perturbados. Os nossos resultados numéricos suportam a ideia de que

a radiação do modelo de signum-Gordon tem natureza fractal.

Palavras-chave: Potenciais não analiticos, soluções não-topológicas, signum-Gordon.



ABSTRACT

In this work we study some properties of models with non analytic potential, where we put

emphasis in the signum-Gordon model. We present the physical context in which these

models are studied, beggining with a mechanical motivation e ending up in a submodel

from the Skyrme model. The main part of this work covers the numerical analysis of oscillon

dynamics – non topological solutions with finite energy. We show that oscillons develop a

major role in the formation of radiation an energy excess emission in perturbed systems.

Our numerical results give support to the idea that radiation in the signum-Gordon model

has a fractal nature.

Key-words: Non analytic potentials, non-topological solutions, signum-Gordon.
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APÊNDICES 103
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1 INTRODUÇÃO

Os modelos com campo escalar ou multipletos de tais campos são estudados em

varios contextos f́ısicos. Como exemplo, temos o mecanismo de Higgs [1–3], a teoria de

Ginzburg-Landau [4–6] e modelos cosmológicos voltados à inflação de Universo [7–13]. Além

disso, os modelos clássicos em teoria de campos voltados à modelos efetivos para teorias

com interação forte possuem diversas parametrizações nas quais aparecem campos escalares

reais ou complexos. Os modelos deste tipo despertam grande interesse na comunidade

cient́ıfica. Outra razão pela qual os modelos de campo escalar são investigados são suas

propriedades matematicas. Em particular, a questão da integrabilidade [14] e, associados à

ela, soluções muito especiais chamadas sólitons. A lista de motivações, tanto f́ısicas quanto

matemáticas, pode ser estendida muito alem dos pontos mencionados acima. Ao invés de

estender essa lista, vamos apresentar a nossa motivação para a pesquisa, cujos resultados

relatamos nesta dissertação.

Este trabalho versa sobre o estudo de soluções em modelos com potencial não-

diferenciável. Modelos deste tipo existem na literatura cient́ıfica há quase duas d’ecadas. O

primeiro modelo deste grupo foi introduzido por H. Arodź em 2002 [15]. Na sequência, varias

outras generalizações e modificações foram apresentadas [16–21]. A expressão “potencial

não-diferenciável” constitui uma abreviação para “potencial não-diferenciável em seus

minimos”. Trata-se, assim, de uma famı́lia de potenciais não-anaĺıticos nos mı́nimos. Ou

seja: potenciais em cujos mı́nimos a primeira derivada não existe. Note que as derivadas

laterais em torno desses pontos existem mas são diferentes dependendo do lado pelo qual

se aproxima do ponto de mı́nimo.

Exemplos de potenciais não-anaĺıticos foram apresentados na Fig. (1). Devido ao

aspecto gráfico dos potenciais, eles são também chamados potenciais tipo V (V -shaped

potentials). A excepcionalidade deste grupo de modelos está associada com o fato de que

eles permitem a existência de soluções compactas. Ou seja: soluções que não são constantes

(em particular igual a zero) apenas numa região compacta e, portanto, possuem tamanho

finito no espaço. Soluções deste tipo foram chamadas compactons.

Para sermos mais precisos, vamos ressaltar que os potenciais não-anaĺıticos nos

permitem obter soluções compactas ao mesmo tempo em que preservam a forma usual dos

termos cinéticos na densidade Lagrangiana. Em modelos com termos cinéticos contendo

derivadas dos campos mais altas que segunda ordem (termos quárticos, etc), os compactons

podem existir para potenciais com comportamento padrão, e.g. ∼ (φ − φ0)
2, em torno

dos mı́nimos. Tais teorias aparecem em cosmologia e são chamados “K - campos” [22].

Infelizmente, as equações diferenciais que regem a evolução temporal em K-teorias podem
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φ

V
(φ
)

:

Figura 1 – Exemplo de potencial não anaĺıtico em seus mı́nimos.

ter problemas com a evolução de condições iniciais devido à multipicação do operador de

d’Alembert por outros termos que podem se anular durante a evolução. Por esta razão, é

altamente desejavel do ponto de vista f́ısico ter os modelos com termos cinéticos quadráticos

na densidade de Lagrangiana. Os modelos com potencial não-diferenciável constituem uma

solução para este problema. Note-se que a não-diferenciabilidade do potencial não é um

problema f́ısico associado ao o modelo e possui caráter puramente técnico. Esta questão

será discutida amplamente nesta dissertação e veremos que os modelos com potencial

não-diferenciável comportam-se muito bem de ponto de vista f́ısico.

Existe uma serie de diferenças entre modelos “padrão” com potencial tipo ∼ φ2,

∼ φ4 etc. e os modelos com potenciais tipo V . Aqui vamos listar as principais diferenças.

1. Existência de soluções com suporte compacto. Este fato está relacionado com o

comportamento do potencial em torno de seu mı́nimo. Em uma teoria de campo

escalar real em 1+1 dimensões descrita pela densidade de Lagrangiana

L =
1

2
(∂tφ)

2 − 1

2
(∂xφ)

2 − V (φ), (1.1)

temos a equação de Euler-Lagrange na forma

(∂2t − ∂2x)φ+ dV/dφ = 0. (1.2)

No setor estático esta equação pode ser integrada, resultando em 1
2
(∂xφ)

2 − V (φ) =

const. Considerando que o potencial tem mı́nimos em φ = ±φ0, tal que V (±φ0) = 0

podemos escolher a constante da integração const = V (φ0) = 0. A solução (kink)

que interpola entre −φ0 e φ0 satisfaz ∂xφ ≥ 0 e, portanto, a equação da primeira

ordem toma a forma ∂xφ =
√

V (φ). Para encontrar o comportamento do campo em
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torno de φ0 (a conta para −φ0 é análoga) substituimos φ = φ0 − ǫ(x). Expandindo

V (φ) em série de Taylor chegamos na equação

∂xǫ = −
√

2|V ′(φ0)|
√
ǫ. (1.3)

Aqui, chamamos à atenção o fato de que em teorias com potencial anaĺıtico, a

primeira derivada quando avaliada em φ0 anula-se e, portanto, o comportamento do

campo seria determinado por
√

V ′′(φ0). Note-se, também, que a derivada V ′(φ0) é

uma derivada lateral para φ < φ0.

A solução da equação (1.3) tem a forma ǫ(x) = 1
2
|V ′(φ0)|(x(1)0 − x)2. Dai, φ(x)

comporta-se como φ(x) ≈ φ0 − 1
2
|V ′(φ0)|(x(1)0 − x)2 em torno de vacuo. Veja que o

comportamento quadratico implica que o campo escalar toma valor de vacuo para

valores finitos da variavel espacial x, isto é, para x = x
(1)
0 no caso de φ0 e x = x

(2)
0 para

−φ0. O tamanho do kink compacto associado com este modelo é igual a |x(1)0 − x
(2)
0 |.

A existência de compactons é uma decorrencia do fato de que na equação(1.3) temos
√
ǫ. Para um potencial anaĺıtico com V ′(φ0) = 0, a equação (1.3) deve ser substituida

por ∂xǫ = −
√

|V ′′(φ0)|ǫ. Esta equação leva ao famoso comportamento exponencial

do campo quando ele se aproxima do seu valor de vácuo.

2. O caráter fundamentalmente não-linear das pequenas oscilações. Para ilustrar este

fato, vamos considerar a dinâmica do campo escalar do modelo (1.2) em torno de

φ = φ0. Sejam dadas as derivadas laterais do potencial V ′
+ := dV

dφ
|φ0+ e V ′

− := dV
dφ
|φ0−.

A dinâmica do campo escalar φ(t, x) em torno de vácuo φ0 é dada pelas equações

de Euler-Lagrange (∂2t − ∂2x)ǫ + V ′
± = 0, em que φ(t, x) = φ0 + ǫ(t, x) e a equação

com V ′
+ é válida para ǫ > 0 enquanto aquela com V ′

− é válida para ǫ < 0. No caso

particular V ′
± = ±1 temos o modelo de signum-Gordon. Apesar de as equações

de Euler-Lagrange parecerem lineares (assim como a equação de onda com termo

não-homogêneo) elas na verdade não são, já que cada uma das equações rege a

dinâmica do campo em dependência do sinal da função ǫ(t, x). As equações tomam

a forma

(∂2t − ∂2x)ǫ+ V ′
− θ(−ǫ) + V ′

+ θ(ǫ) = 0 (1.4)

em que θ(ǫ) é uma função degrau de Heaviside. A não-linearidade das equações

de Euler-Lagrange persiste no limite |ǫ| → 0 já que, mesmo neste limite, a forma

das equações não muda. Isto significa que não existe regime linear e as oscilações

pequenas sempre são governadas por uma equação não-linear. O modelo (1.2) com

potencial não-diferenciável constitui um exemplo de violação do paradigma de

oscilador harmônico.

3. Simetria de escala (exata ou aproximada). A equação (1.4) pode, dependendo do

modelo, ser uma equação exata ou aproximada que determina a dinâmica do campo

escalar em torno do mı́nimo do potencial não-diferenciável. Esta equação possui a
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simetria de escala t→ t/λ, x→ x/λ, ǫ→ λ2ǫ em que λ > 0. Esta simetria implica

que existe uma familia infinita de soluções ǫλ(t, x) associadas à uma dada solução

ǫ(t, x):

ǫ(t, x) → ǫλ(t, x) = λ2ǫ

(
t

λ
,
x

λ

)

. (1.5)

Em particular, isto significa que o espectro de oscilações pequenas em torno do

valor de vacuo (identificado com a radiação) tem caráter auto-dual e, portanto,

algumas estruturas podem repetir-se infinitamente em todas as escalas de tamanho e

energia. Neste trabalho daremos, também, argumentos de que a radiação no modelo

de signum-Gordon tem natureza fractal.

Uma questão importante ao tratar de modelos com potenciais não-diferenciaveis é

a motivação que torna eles interessantes de ponto de vista f́ısico. Foi mostrado [23] que os

modelos com campo escalar em que o campo não pode tomar valores arbitrarimente grandes

(pequenos) são equivalentes a modelos com potencial não-anaĺıtico. A transformação que

relaciona os dois tipos de modelos é uma “folding transformation”, e será apresentada em

detalhes quando discutirmos exemplos.

Modelos com valores do campo limitados podem aparecer em dois contextos

diferentes. O primeiro grupo é constitúıdo por modelos de campo escalar derivados de

modelos mecânicos tomando o limite cont́ınuo (limite de teoria de campos). As limitações

em modelos mecânicos tem origem em obstáculos f́ısicos que resultam da restrição f́ısica

de movimento do modelo a um subconjunto no espaço de configurações. Esta propriedade

do modelo persiste no modelo cont́ınuo. Os modelos de campos derivados de modelos

mecânicos tem carater altamente didático e até certo ponto parecem indispensáveis na

fase inicial de pesquisa (permitindo ganhar intuição baseada na experiência). Note-se

que exatamente este tipo de modelo – o modelo modificado de sine-Gordon introduzido

por Arodź – deu inićıo à esta linha de pesquisa. O potencial neste modelo tem dominio

[−φ0, φ0].

Outra possibilidade de obter modelos com potencial não-diferenciável foi apresen-

tada recentemente [24] no contexto da parametrização do modelo de Skyrme. Um dos

submodelos BPS desse modelo possui restrição para os valores que o campo escalar pode

tomar. A parametrização delimita os valores do campo η̄ ao intervalo [0, 2] e gera um

potencial efetivo V = 1
2
η̄(2− η̄).

Em ambos casos a restrição para o valor do campo pode ser vista como a existência

de barreiras infinitas para o campo em pontos na borda: {−φ0, φ0} no caso do modelo

modificado de sine-Gordon e {0, 2} no caso do sub-modelo de Skyrme. A presença de

barreiras infinitas implica condições de reflexão nestes pontos. Estas condições, junto com

as equações de Euler-Lagrange, descrevem a dinâmica do sistema f́ısico. Isto é uma fonte de

complicações técnicas significativas. Essas limitações, no entanto, podem ser contornadas ao
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passarmos à um campo auxiliar que não possui valores limitados. A dinâmica deste campo

é mapeada na dinamica de um sistema f́ısico, e este mapeamento é dado pelo “folding

transformation”. Assim, justifica-se a presença de potenciais não anaĺıticos em modelos de

teoria de campos. Maiores detalhes dos modelos acima mencionados e a construção da

“folding transformation” serão apresentados no primeiro capitulo desta dissertação.

Nosso objetivo principal é estudar uma classe especial de soluções periódicas

com energia finita chamadas oscillons. O primeiro oscillon exato no modelo de signum-

Gordon foi apresentado em [19]. Recentemente, esta classe de soluções foi encontrada

também em um submodelo de Skyrme. Levando em conta a universalidade do modelo de

signum-Gordon, nos vemos motivados a realizar uma pesquisa mais detalhada de oscillons

avaliando a sua estabilidade mediante perturbações e seu comportamento em processos de

espalhamento. Além disso, estamos testando a hipótese de que o espectro de radiação do

modelo signum-Gordon é dominado por oscillons e perturbações deles.

No Capitulo (2), apresentaremos o surgimento de modelos com potencial não-

analitico tomando como referência dois modelos distintos: um modelo mecânico e o modelo

de Skyrme. Esta parte da dissertação constituirá na sua maioria em uma revisão de

resultados presentes na literatura.

Em sequência, no Capitulo (3) discutiremos o oscillon básico e sua generalização.

Neste mesmo capitulo apresentaremos resultados da nossa pesquisa sobre perturbações de

oscillons no modelo de signum-Gordon e a presença de oscillons em um modelo derivado

do modelo de Skyrme.

No Capitulo (4) discutiremos o espalhamento de oscillons no modelo de signum-

Gordon.

O Capitulo (5) contém resultados de nossa pesquisa sobre o espectro de radiação

do modelo de signum-Gordon.

O ultimo caṕıtulo contém um resumo dos resultados mais importantes, além de

uma discussão dos problemas em aberto.
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2 SURGIMENTO DE POTENCIAIS NÃO-

ANALITICOS

Neste caṕıtulo apresentamos exemplos de diferentes formas pelas quais surgem

modelos com potencial não-diferenciável.

Na seção (2.1) discutiremos o modelo de sine-Gordon modificado partindo de

uma realização mecânica dele. Assim como no modelo de sine-Gordon usual, existe uma

realização mecânica do modelo modificado que é representada por um conjunto infinito de

pêndulos em um campo gravitacional, acoplados entre si por uma barra (ou fita) elástica.

Esta realização representa uma versão discretizada do modelo de campo de sine-Gordon e

permite a recuperação dele no limite cont́ınuo (limite de teoria de campo).

O estudo dessas realizações mecânicas tem papel muito importante no nosso

trabalho. Ele permite compreender melhor o significado f́ısico da solução de vácuo, além

de outras particularidades do modelo modificado. Munidos de uma intuição adquirida

analisando modelos discretos, podemos com maior facilidade contornar novos obstáculos

associados com o modelo continuo. Esta situação lembra um pouco aquela que é presente em

teorias efetivas de campo baseadas no parâmetro de ordem em que a estrutura microscópica

do modelo não aparece. Neste contexto, a realização mecânica em forma de cadeia de

pêndulos poderia ser vista como uma especie de modelo microscópico. O modelo de

sine-Gordon modificado possui campo com valores restritos ao intervalo [−φ0, φ0].

Na seção (2.2) veremos outro exemplo de surgimento de modelos com potencial

não anaĺıtico. Desta vez, o ponto de partida é uma teoria de campo em 3+1 dimensões

que, efetivamente, nos proporciona um modelo em 1+1 dimensões em que os valores do

campo são restritos ao intervalo [0, 2].

Finalmente, na seção (2.3), apresentaremos uma abordagem a modelos com valor

de campo restrito à este intervalo. Mostraremos como barreiras infinitas de potencial nas

extremidades deste intervalo podem ser removidas via transformação unfolding.

2.1 REALIZAÇÕES MECÂNICAS

2.1.1 Sine-Gordon modificado como limite de acomplamento de pêndulos

2.1.1.1 Sistema discreto

Na Fig. (2) mostramos um desenho da realização mecânica do modelo modificado

de sine-Gordon. O modelo possui N pêndulos acoplados atravé de uma fita elástica que é



22 Caṕıtulo 2. Surgimento de potenciais não-analiticos

torcida conforme as posições relativas entre os pêndulos vizinhos. A fita é alinhada com

um eixo, o que significa que ela não pode ser dobrada, apenas torcida. Cada pêndulo

possui seu movimento restrito a um plano perpendicular à este eixo. A distância entre os

pontos de acoplamento de dois pêndulos vizinhos tem valor “a”, e é a mesma para todos os

pares adjascentes. Na ponta de cada pêndulo, cujo comprimento tem valor “R”, encontra

se uma massa “m”. Todo o sistema encontra-se em um campo gravitacional uniforme

representado por um coeficiente de aceleração gravitacional “g”. Até este ponto, não há

diferenças entre o modelo apresentado e o modelo usual. A modificação do modelo deve-se

às seguintes diferenças:

1. A fita, nas suas extremidades, está fixada no sentido vertical.1 Nessas circunstancias,

para uma fita suficientemente ŕıgida, a posição vertical invertida dos pêndulos

corresponde ao mı́nimo estável2. O angulo da inclinação do pêndulo toma valor nulo

quando ele se encontra na posição vertical invertida.

2. Existe uma restrição ŕıgida que delimita o ângulo maximo de inclinação dos pêndulos.

Esta restrição pode ser realizada incluindo-se duas barras paralelas à fita e posicio-

nadas simetricamente, de forma que os pêndulos, quando apoiados nestas barras,

possuem inclinação ±φ0. Assumindo que as barras são infinitamente ŕıgidas in-

troduzimos no sistema a condição de colisão elástica entre os pêndulos e a barra.

Deste modo, o pêndulo que bate na barra com certa velocidade angular volta com

velocidade igual e oposta.

As equações de movimento dos pêndulos são as proprias equações de Newton para

movimento angular
dL(i)

dt̃
= τ

(i)
tot, (2.1)

em que L(i) e τ
(i)
tot representam, respectivamente, o momento angular e o torque total

exercido sobre o pêndulo “i”. Este torque tem origem nos torques gravitacional τ
(i)
grav e

da interação com os pêndulos vizinhos “i− 1” e “i+ 1” via fita elástica τ
(i)
el . O simbolo

t̃ representa a variável temporal3 e x̃ o eixo longitudinal da fita. As variáveis x̃i = ia

representam as posições dos pontos de acoplamento dos pêndulos com a fita. A inclinação

de cada pêndulo é dada por φ(t̃, x̃i). Da definição de momento angular temos

L(i) ≡ r(i) × p(i) = (R r̂(i))× (mv(i)φ̂(i)) = Rmv(i) x̂ = mR2dφ(t̃, x̃i)

dt̃
x̂, (2.2)

1Esta condição de contorno será em seguida desprezada, extendendo o sistema para uma cadeia
infinitamente longa de pêndulos, ou no limite cont́ınuo para um campo escalar em x ∈ R.

2A variação do parâmetro de elasticidade da fita nos permite estudar o fenômeno de quebra espontânea
da simetria e a consequente produção de defeitos topolôgicos (kinks). Nesta dissertação não vamos explorar
este assunto, assumindo desde o inicio que a rigidez da fita não é grande e a posição vertical dos pêndulos
corresponde à um minimo instável.

3Usaremos a notação “t̃” e, mais adiante, “x̃” para designar tempo e posição (variaveis dimensionalis)
porque queremos preservar os rótulos “t” e “x” para uso futuro com coordenadas adimensionais
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em que r̂(i) e φ̂(i) são dois versores polares no plano do pêndulo tais que r̂(i) × φ̂(i) = x̂.

Derivando o resultado (2.2) com relação ao tempo, temos

dL(i)

dt̃
= mR2d

2φ(t̃, x̃i)

dt̃2
x̂. (2.3)

O torque gerado sobre cada pêndulo pela força da gravidade, lembrando que φ = 0 implica

em pêndulo orientado para cima (e dáı o sinal positivo na frente de sinφ), é dado por

τ grav ≡ r(i) × F(i)

= (R r̂(i))× (mg sinφ(t̃, x̃i)φ̂(i))

= mgR sinφx̂.

(2.4)

No limite de acoplamento extremamente fraco (quando a fita pode ser ignorada), cada

pêndulo gira de maneira independente dos outros. Neste caso, as equações de Newton (2.1)

resultam em

R
d2φ(t̃, x̃i)

dt̃2
= g sinφ(t̃, x̃i). (2.5)

No caso de acoplamento entre os pêndulos, além do torque gravitacional devemos

incluir torque associado com torção da fita. Cada pêndulo interage com seus vizinhos mais

próximos e esta interação depende linearmente dos ângulos relativos φ(t̃, x̃i+1)− φ(t̃, x̃i) e

φ(t̃, x̃i)− φ(t̃, x̃i−1). O torque sobre o pêndulo “i” depende, além disso, da constante de

elasticidade “κ” e do comprimento do segmento torcido da fita “a” (distancia entre a base

dos pêndulos na variável x̃). Assim, o torque devido à elasticidade de torção do fio será

dado por

τ
(i)
el = κ

φ(t̃, x̃i+1)− φ(t̃, x̃i)

a
x̂+ κ

φ(t̃, x̃i−1)− φ(t̃, x̃i)

a
x̂

=
κ

a

[
φ(t̃, x̃i+1)− 2φ(t̃, x̃i) + φ(t̃, x̃i−1)

]
x̂,

(2.6)

em que κ é a constante elástica da fita. O torque total no i -ésimo pêndulo será dado por

τ
(i)
grav + τ

(i)
el . As equações de movimento tomam a seguinte forma

dL(i)

dt̃
= τ (i)

grav + τ
(i)
el . (2.7)

Da equação (2.7) temos

mR2d
2φ(t̃, x̃i)

dt̃2
= mgR sinφ(t̃, x̃i)

+
κ

a

[
φ(t̃, x̃i+1)− 2φ(t̃, x̃i) + φ(t̃, x̃i−1)

]
.

(2.8)

Dividindo os dois lados dessa equação por mgR, reorganizando o último termo e usando

φ(t̃, x̃i±1) = φ(t̃, x̃i ± a) chegamos à expressão

R

g

d2φ(t̃, x̃i)

dt̃2
= sinφ(t̃, x̃i)

+
κ

Rg

a

m

[
φ(t̃, x̃i + a)− 2φ(t̃, x̃i) + φ(t̃, x̃i − a)

a2

]

.

(2.9)
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Este conjunto de equações, junto com a condição de reflexão rigida em ±φ0, descreve a

dinâmica da cadeia de pêndulos acoplados.

2.1.1.2 Limite de teoria de campos

Tendo interesse na teoria de campo efetiva associada à este modelo, introduzimos

uma função auxiliar4 φ̃(t̃, x̃) definida para todo t̃, com x̃ real e cont́ınuo no intervalo [0, L]5.

Assumimos que esta função é diferenciável pelo menos duas vezes com respeito à x̃ e que

nos pontos x̃i seus valores são iguais aos ângulos φ(t̃, x̃i) tratados anteriormente.

Naturalmente, para um conjunto φ(t̃, x̃i) de ângulos existe um número infinito

e incontável de tais funções φ̃(t̃, x̃). Ainda assim, para qualquer uma delas a seguinte

identitidade é verdadeira

φ̃(t̃,x̃i − a) + φ̃(t̃, x̃i + a)− 2φ̃(t̃, x̃i)

=

∫ a

0

ds1

∫ 0

−a

ds2
∂2φ̃(t̃, s1 + s2 + x̃)

∂x̃2

∣
∣
∣
∣
x̃=x̃i

.
(2.10)

Esta identidade pode ser verificada observando que as derivadas parciais de uma

função que depende da soma de variáveis são iguais, já que por regra da cadeia

∂φ̃(t̃, s1 + s2 + x̃)

∂x̃
=
∂φ̃(t̃, s1 + s2 + x̃)

∂s1
=
∂φ̃(t̃, s1 + s2 + x̃)

∂s2
.

Isso implica na relação para segundas derivadas

∂2φ̃(t̃, s1 + s2 + x̃)

∂x̃2
=
∂2φ̃(t̃, s1 + s2 + x̃)

∂s2∂s1
.

A integral da identidade (2.10) toma a seguinte forma

I =

∫ a

0

ds1

∫ 0

−a

ds2
∂2φ̃(t̃, s1 + s2 + x̃)

∂x̃2
=

∫ a

0

ds1
∂φ̃(t̃, s1 + s2 + x̃)

∂s1

∣
∣
∣
∣

0

s2=−a

=

∫ a

0

ds1

[

∂φ̃(t̃, s1 + x̃)

∂s1
− ∂φ̃(t̃, s1 − a+ x̃)

∂s1

]

=
[

φ̃(t̃, s1 + x̃)− φ̃(t̃, s1 − a+ x̃)
]
∣
∣
∣
∣

a

0

= φ̃(t̃, x̃+ a) + φ̃(t̃, x̃− a)− 2φ̃(t̃, x̃).

Fica verificada a identidade (2.10).

O campo efetivo pode ser introduzido restringindo as nossas considerações para

tais movimentos dos pêndulos em que exista a função de interpolação φ̃(t̃, x̃) tal que
∫ a

0

ds1

∫ 0

−a

ds2
∂2φ̃(t̃, s1 + s2 + x̃)

∂x̃2

∣
∣
∣
∣
x̃=x̃i

≃ a2
∂2φ̃(t̃, x̃)

∂x̃2

∣
∣
∣
∣
x̃=x̃i

.

4Existem várias maneiras de se obter um sistema com número infinito de graus de liberdade relatados
na literatura. Uma delas é realizada através do aumento de densidade de pêndulos. A abordagem escolhida
neste trabalho baseia-se no conceito de campo efetivo, visto como uma função que interpola entre os graus
de liberdade mecânicos, veja [25].

5Na nossa notação o śımbolo “φ̃” representa campo enquanto φ (sem tilde) representa angulo de
inclinação de pêndulo.
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Veja que, por exemplo, este é o caso quando ∂2φ̃(t̃,x̃)
∂x̃2 ≃ const no intervalo [x̃i − a, x̃i + a], já

que

∫ a

0

ds1

∫ 0

−a

ds2
∂2φ̃(t̃, s1 + s2 + x̃)

∂x̃2

∣
∣
∣
∣
x̃=x̃i

≃ ∂2φ̃(t̃, x̃)

∂x̃2

∣
∣
∣
∣
x̃=x̃i

∫ a

0

ds1

∫ 0

−a

ds2

= a2
∂2φ̃(t̃, x̃)

∂x̃2

∣
∣
∣
∣
x̃=x̃i

.

A restrição da classe de movimentos dos pêndulos garante que, por construção, o campo

escalar nos pontos x̃i toma valores que correspondem com os ângulos de inclinação dos

pêndulos

φ̃(t̃, x̃)
∣
∣
x̃=x̃i

= φ(t̃, x̃i). (2.11)

Assim, a equação (2.9) pode ser substituida por uma equação diferencial que determina a

evolução do campo escalar,

R

g

∂2φ̃(t̃, x̃)

∂t̃2
= sin φ̃(t̃, x̃) +

κa

mRg

∂2φ̃(t̃, x̃)

∂x̃2
. (2.12)

Nesta abordagem os movimentos (ângulos) dos pêndulos são dados por soluções da equação

(2.12) tomados em x̃ = x̃i.

Seguindo uma boa pratica de representação das equações da f́ısica em forma

adimensional, definimos novas variáveis (t, x) e um novo campo ϕ(t, x)







t :=

√
g

R
t̃

x :=

√

mgR

κa
x̃

ϕ(t, x) := φ(t̃, x̃),

e a equação (2.12) pode ser escrita como

∂2ϕ(t, x)

∂t2
− ∂2ϕ(t, x)

∂x2
= sinϕ(t, x). (2.13)

Veja, no entanto, que para o modelo proposto essa equação de movimento não

descreve completamente a dinâmica do sistema. Isso por dois motivos:

1. Quando ϕ = ±ϕ0 os pêndulos deveriam sofrer colisão elástica com alguma das barras

ou permanecer em repouso (solução do vácuo);

2. Ângulos |ϕ| > ϕ0 são proibidos para os pêndulos.
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A dinâmica completa é dada pela equação de movimento junto com a condição de que

∂tϕ→ −∂tϕ quando ϕ = ±ϕ0. (2.14)

Claramente, isso gera uma inconveniência matemática no desenvolvimento desse modelo.

Alem disso, a solução do vácuo não é uma solução da equação de movimento.

O modelo de campo cuja dinâmica é dada pela equação (2.13) junto com a condição

(2.14) possui a densidade Lagrangiana

LSGM =
1

2
∂µϕ∂

µϕ− V (ϕ) (2.15)

em que µ = 0, 1 e cujo potencial tem a forma

V (ϕ) =

{

cosϕ− cosϕ0 para |ϕ| ≤ ϕ0

∞ para |ϕ| > ϕ0

. (2.16)

O potencial V (ϕ) pode ser visualizado na Fig. (3). A forma do potencial (2.16) restringe os

graus de liberdade do campo a tomar valores restritos ao intervalo |ϕ| ≥ ϕ0, reproduzindo

o comportamento esperado do sistema de pêndulos limitados pelas barras.

−6 −5 −4 −3 −2 −1 1 2 3 4 5 6

0.5

1

1.5

2

−ϕ0 ϕ0

+∞+∞

ϕ

V (ϕ) cos(ϕ)− cos(ϕ0)

V (ϕ)

Figura 3 – Comparação entre formato de V (ϕ) e potencial com ϕ não-limitado (linha pontilhada).
Para esta figura usamos ϕ0 = 2,3.

Com isso, temos um modelo descrito por uma densidade Lagrangiana com potencial

tipo poço. Nosso proximo passo será uma modificação da equação de movimento que

permite a inclusão de condiação de reflexão rigida dentro da própria equação. Antes de

prosseguir com este passo, vamos apresentar outro exemplo de modelo com potencial não

diferenciável.

2.2 SUBMODELO DO MODELO DE SKYRME

Nesta seção vamos apresentar o surgimento de potenciais não anaĺıticos tomando

como ponto de partida o modelo de Skyrme definido em 3+1 dimensões. O nosso interesse
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principal não é no modelo completo mas em um dos submodelos dele. De acordo com

resultados apresentados em Ref. [26], o modelo de Skyrme pode ser decomposto em dois

submodelos que possuem a propriedade de BPS6. Como foi discutido no Ref. [27] um destes

submodelos pode ser efetivamente reduzido a um modelo em 1+1 dimensões. Esta redução

deve-se a uma parametrização que leva à limitação dos valores posśıveis tomados por um

dos campos. Em decorrência deste fato, de maneira análoga com a situação apresentada

na seção anterior, vamos precisar lidar com um potencial não diferenciável.

2.2.1 Modelo de Skyrme

Nesta seção apresentaremos alguns fatos sobre o modelo de Skyrme e a sua decom-

posição em submodelos de acordo com referências bibliográficas.

O modelo de Skyrme é um modelo não-linear definido pela densidade de Lagrangiana

LS = L2 + L4 (2.17)

onde

L2 = −1

2
Tr(LµL

µ)

L4 =
1

16
Tr[Lµ, Lν ]

2.
(2.18)

O termo Lµ = U †∂µU contém primeiras derivadas parciais do campo U ∈ SU(2). Assim, a

densidade Lagrangiana contém termos quadráticos e quárticos em potencias das derivadas.

O primeiro termo, L2, é equivalente à parte cinética do modelo de sigma não-linear.

Ele tem sua origem na densidade Lagrangiana para mésons

L′
2 =

1

2
(∂µσ∂

µσ) +
1

2
(∂µπ · ∂µπ)

em que σ(x) é um campo escalar que representa um méson escalar e π = (π1(x), π2(x), π3(x))

são três campos escalares associados com ṕıons. Os campos escalares de mésons satisfazem

a relação7 (v́ınculo) σ2 + π2 = f 2
π sendo fπ = 93 MeV a constante de decaimento de ṕıons.

A matriz unitária U está parametrizada pelos campos de mésons

U(x) =
1

fπ

(
1σ(x) + iσ · π(x)

)
, (2.19)

em que σ = (σ1, σ2, σ3) são as matrizes de Pauli. Utilizando propriedades dessas matrizes

σaσb = 1δab + iǫabcσc, Tr(σaσb) = 2δab (2.20)

6Isto significa que as configurações estáticas obedecem à equações de primeira ordem. Estas equações
implicam em equações de Euler-Lagrange estáticas (da segunda ordem).

7Esta condição aparece no modelo efetivo de interação entre pions e nucleons em decorência do
requerimento de simetria quiral do modelo.
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e a relação de unitaridade U †U = 1 mostra-se que L2 =
1
2
Tr(∂µU

†∂µU) = 2
f2
π
L′

2.

O termo quártico L4 foi introduzido por Skyrme para evitar as consequências de

teorema de Derrick [28], isto é, o colapso das soluções. Ocorre que a energia da configuração

estática descrita pelo campo U(x) em D dimensões espaciais depende de um parametro

de escala λ. Ou seja, rescalando x → λx temos que a energia Eλ da nova configuração

U(λx) tem valor Eλ = λ2−DE, em que

E =
1

2

∫

dDxTr(∂µU
†∂µU).

Isto significa que em D = 3 dimensões a configuração energeticamente favorável tem

energia nula. Incluindo o termo quártico, a energia da solução reescalada é dada por

Eλ = λ2−DE(2) + λ4−DE(4).

Em D ≥ 3 existe um mı́nimo, isto é, a condição que torna a solução estável (na escala

original λ = 1) dEλ

dλ

∣
∣
λ=1

= 0 resulta em E(2)/E(4) = −D−4
D−2

e d2Eλ

dλ2

∣
∣
λ=1

> 0 leva à condição

D > 2.

A razão pela qual o termo com comutadores foi usado ao invés do simples quadrado

de L2 foi o requerimento de preservação de termos padrão nas derivadas temporais

(segundas derivadas temporais nas equações de movimento).

Uma das grandes vantagens do modelo de Skyrme é a existência de sólitons

topológicos interpretados como estados de materia bariônica. Em cada instante de tempo

o campo U(x) constitui um mapeamento do espaço R3 na variedade do grupo S3. As

configurações do campo com energia finita devem satisfazer a condição lim|x|→0 U(x) = 1.

Esta condição mapeia todos os pontos no infinito de R3 para um unico ponto, portanto ela

compactifica o espaço R3 na esfera S3. Assim, o campo U fornece mapeamento S3 → S3

que não é trivial. Isto significa que um mapeamento pode ser decomposto em classes de

mapeamentos homotopicamente distintos (eles não podem ser deformados continuamente

um no outro). Este fato expressamos dizendo que o grupo de homotopia π3(S
3) ∼ Z não

é trivial. Os números inteiros Z representam winding numbers de mapeamento U e eles

constituem cargas topológicas dos sólitons, chamados Skyrmions.

Embora a motivação original de Skyrme fosse um modelo nuclear, ele possui também

aplicações como modelo efetivo que descreve alguns aspectos da QCD no regime de energias

baixas. Estas aplicações baseiam-se na expansão8 1/Nc (em que Nc representa numero

de cores) proposta por t’Hooft [29, 30] e Witten [31]. Mais sobre este assunto pode ser

encontrado no artigo de revisão na Ref. [32]. Neste trabalho não vamos aprofundar na

motivação f́ısica por trás do modelo de Skyrme. Ao invés disso, vamos nos concentrar nas

propriedades matemáticas dele.

8Esta expansão é realizada tomando-se uma generalização da QCD de SU(3) para SU(Nc).
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2.2.2 Submodelos BPS e a parametrização

O modelo dado pela densidade Lagrangiana (2.17) não é tipo BPS. Entretanto,

de acordo com Ref. [26] a densidade Lagrangiana LS pode ser escrita como a soma das

densidades L(1) e L(2) que representam dois submodelos BPS acoplados, isto é, nenhum

deles aparece individualmente. Ambos submodelos BPS contém tanto termos com segundas

quanto termos com quartas potências das derivadas provenientes de L2 e L4.

O campo U é parametrizado por quatro campos reais que satisfazem o v́ınculo

σ2 + π2 = f 2
π . Seguindo a Ref. [26], ao invés da parametrização (2.19), nós vamos utilizar

uma parametrização equivalente dada em termos de um campo real ξ(x) e um campo

complexo u(x)

U = exp
(

iξ(x)σ · n(x)
)

com n(x) =
1

1 + |u|2






u+ ū

−i(u− ū)

1− |u|2




 ,

onde as componentes do vetor σ são as matrizes de Pauli e n é um 3-vetor real que descreve

uma esfera de raio unitário no espaço dos três campos escalares π.9 Assim, apenas duas

de suas componentes são independentes e n2 = 1. A relação de n com u se dá através de

uma projeção estereográfica da esfera que ele descreve com o plano complexo de u, em

que um hemisfério da esfera está acima do plano e o outro abaixo, conforme Fig. (4).

Figura 4 – Projeção esterográfica que relaciona o 3-vetor n(u, ū) com os valores do campo
complexo u(θ, φ).

Para configurações de U com carga topologica não-nula, todo o espaço interno S3

deve ser coberto, o que significa que ξ deve ter valores ocupando todo o intervalo [0, π]

e u deve preencher todo o plano complexo (n deve passar por todos os pontos da esfera

unitária que descreve).

No apêndice (B) mostramos que as densidades de Lagrangiana (2.18) podem ser

representadas como

L2 = L(1)
2 + L(2)

2

L4 = L(1)
4 + L(2)

4 ,

9A relação entre as duas parametrizações tem a forma σ = fπcos(ξ), π = fπ sin(ξ)n.



2.2. Submodelo do modelo de Skyrme 31

de forma que, reorganizando termos, podemos separar o modelo completo em dois submo-

delos

LS = L(1)
2 + L(1)

4
︸ ︷︷ ︸

L(1)

+L(2)
2 + L(2)

4
︸ ︷︷ ︸

L(2)

.

As densidades referentes aos submodelos são dadas por

L(1) = L(1)
2 + L(1)

4 = 4 sin2 ξ
uµū

µ

(1 + |u|2)2

− 4 sin2 ξ

(

ξµξ
µ uν ū

ν

(1 + |u|2)2 − ξµū
µ ξνu

ν

(1 + |u|2)2
) (2.21)

e

L(2) = L(2)
2 + L(2)

4

= ξµξ
µ − 4 sin4 ξ

(uµū
µ)2 − u2µū

2
ν

(1 + |u|2)4 ,
(2.22)

em que uµ ≡ ∂µu e ξµ ≡ ∂µξ.

No setor estático de LS, a densidade Hamiltoniana de cada submodelo é dada

pela propria Lagrangiana do submodelo, com sinal invertido. Como veremos, completando

quadrados na densidade Hamiltoniana, encontramos um termo quadrado que nos leva à

equação BPS associada e um outro termo constante relacionado à carga topológica do

sistema, por sua vez associado com o número bariônico B.

2.2.2.1 O primeiro submodelo BPS

A densidade de Hamiltoniana H(1) = −L(1) para o primeiro submodelo no setor

estático toma a forma

H(1)(x) =− 4 sin2 ξ

(1 + |u|2)2
[

uiū
i − ξiξ

iujū
j + ξiū

i ξju
j

]

=
4 sin2 ξ

(1 + |u|2)2
[

uiūi + ξiξiujūj − ξiuiξjūj

]

=
4 sin2 ξ

(1 + |u|2)2
[

(ui ± iεijkξjuk)(ūi ∓ iεimnξmūn)∓ 2iεijkξiujūk

]

onde a parte espacial da métrica é dada por ηij = −δij . A energia das soluções estáticas é

dada pela integral

E(1) =4

∫

d3x
sin2 ξ

(1 + |u|2)2 (ui ± iεijkξjuk)(ūi ∓ iεimnξmūn)

∓ 8

∫

d3x
i sin2 ξ

(1 + |u|2)2 εijkξiujūk.

Levando em conta que o número bariônico (invariante topológico) associado ao modelo de

Skyrme (ver Refs. [33, 34]) é dado por

B = − 1

π2

∫

d3x
i sin2 ξ

(1 + |u|2)2 εijkξiujūk,
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temos que

E(1) = 8π2|B|+ 4

∫

d3x
sin2 ξ

(1 + |u|2)2 (ui ± iεijkξjuk)(ūi ∓ iεimnξmun). (2.23)

O resultado acima nos indica que E(1) ≥ 8π2|B|. O limite inferior da energia é saturado

quando o restante da integral em (2.23) é nulo, o que implica na seguinte equação de

Bogomolnyi

ui ± iεijkξjuk = 0 (2.24)

e o seu complexo conjugado.

Contraindo (2.24) com ξi e ui (ūi no caso da equação complexo conjugada) con-

clúımos que essa equação implica em v́ınculos para os campos

uiξi = ūiξi = 0, u2i = ū2j = 0. (2.25)

O primeiro v́ınculo é satisfeito quando os campos dependem de diferentes conjuntos de

coordenadas ξ = ξ(r) e u = u(θ, φ) enquanto o segundo é satisfeito quando u depende de

apenas uma das duas variáveis complexas z ≡ x+ iy = tan(θ/2)eiφ ou z̄ ≡ x− iy, isto é,

quando u for uma função holomorfa u(z) ou anti-holomorfa u(z̄). Nessa transformação as

coordenadas (θ, φ) descrevem uma esfera unitária cuja relação com o plano de (x, y) se

dá através de uma projeção estereográfica. Cabe lembrar que, aqui, x e y não se referem

à coordenadas espaciais mas ao espaço em que projetamos a esfera. Como a métrica da

esfera unitária é conformalmente plana nas coordenadas (x, y),

u2i = (∂xu)
2 + (∂yu)

2 = (∂zu+ ∂z̄u)
2 − (∂zu− ∂z̄u)

2 = 4∂zu∂z̄u ≡ 0

satisfazendo o segundo v́ınculo.

Veremos agora que, integrando H(1)(x) em coordenadas esféricas, podemos fatorar

a energia desse submodelo em dois termos correspondendo, respectivamente, à energia

Eu do modelo estático CP 1 e à energia Eξ associada com termo radial. Integrando −L(1),

dado pela formula (2.21), temos

E(1) = −
∫

d3x
4 sin2 ξ

(1 + |u|2)2
[
(1− ξµξ

µ)uµū
µ + ξµū

µξνu
ν
]
.

O termo contendo contrações entre campos diferentes ξµu
µ é nulo pelas próprias equações

de BPS. O termo uµū
µ com u = u(z, z̄) e ū = ū(z, z̄), toma a forma

uµū
µ = − 1

2r2
(1 + zz̄)2(uzūz̄ + uz̄ūz). (2.26)

Isto nos leva à seguinte forma para a energia da configuração estática dos campos

E(1) =

∫

dr��r
2 dΩ

4 sin2 ξ

(1 + |u|2)2 (1− ξrξ
r)

1

2��r2
(1 + zz̄)2(uzūz̄ + uz̄ūz)

= 2

∫

dr sin2 ξ(1 + ξ2r )

︸ ︷︷ ︸

E
(1)
ξ

∫

dΩ
(1 + zz̄)2

(1 + |u|2)2 (uzūz̄ + uz̄ūz)

︸ ︷︷ ︸

E
(1)
u

.
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O funcional de energia E
(1)
ξ possui um limite Bogomolnyi

E
(1)
ξ =

∫

dr sin2 ξ
(

(1∓ ξr)
2 ∓ 2ξr

)

≥ 2

∣
∣
∣
∣

∫

dr sin2 ξξr

∣
∣
∣
∣

= 2

∫ π

0
sin2 ξdξ = π,

onde a equação de Bogomolnyi correspondente é

sin ξ(ξr ± 1) = 0,

cuja solução (caso “+”) com as devidas condições de contorno, é

ξ(r) =

{

π − r para 0 ≤ r ≤ π

0 para r > π
.

Já o termo E
(1)
u corresponde com o modelo CP 1 em S2. Suas soluções com energia

finita são dadas por qualquer função racional holomorfa – winding number positivo,

correspondendo à escolha do sinal de cima na energia em (2.23) – ou anti-holomorfa –

winding number negativo, correspondendo à escolha do sinal inferior na energia. Essas

soluções racionais saturam o limite de Bogomolnyi E
(1)
u ≥ 4π|N |, em que o winding number

N é dado pelo grau do mapa racional.

Levando em conta esses resultados, sabemos que E(1) ≥ 4π2|N | e, contanto que o

perfil ξ do Skyrmion BPS obedeça às condições de contorno ξ(0) = π e ξ(R) = 0, condição

necessária para configurações topologicamente não-triviais de U , a carga bariônica B será

do mesmo valor de N , e E
(1)
u ≥ 4π|B|.

2.2.2.2 O segundo submodelo BPS

Dado que o foco do presente trabalho é no primeiro submodelo BPS, esta seção irá

se limitar apenas a apresentar as equações do segundo submodelo.

Os termos L(2)
2 e L(2)

4 podem ser combinados para formar a expressão

L(2) = ξµξ
µ + 4 sin4 ξ

(uµū
µ)2 − u2µū

2
ν

(1 + |u|2)4 .

Da mesma forma que na seção anterior, no setor estático vale a relação H(2) = −L(2) e

portanto

E(2) =

∫

d3x

(

ξ2i + 4 sin4 ξ
(iεijkuj ūk)

2

(1 + |u|2)4
)

=

∫

d3x

(

ξi ∓
2i sin2 ξ

(1 + |u|2)2 εijkuj ūk
)2

±4

∫

d3x
i sin2 ξ

(1 + |u|2)2 εijkξiuj ūk
︸ ︷︷ ︸

=4π2|B|

.

Da úlima expressão concluimos que E(2) ≥ 4π2|B|. O limite Bogomolnyi é saturado pela

configuração que satisfaz as equações da primeira ordem

ξi ∓
2i sin2 ξ

(1 + |u|2)2 εijkujūk = 0.
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2.2.2.3 O modelo reduzido

Na seqûencia vamos mostrar que, se incluirmos a dependência temporal no ansatz

do primeiro submodelo BPS, isto é,

ξ = ξ(r, t)

u = u(θ, φ),
(2.27)

ocorre que, como veremos, ele segue compat́ıvel com as equações de campo do primeiro

submodelo, e os mapas racionais seguem sendo solução de u. Obviamente, as equações do

setor estático (2.24) não serão mais válidas uma vez que campo ξ passa a depender do

tempo.

O ansatz (2.27) mantém satisfeitos os v́ınculos ξµu
µ ≡ 0 e ξµū

µ ≡ 0 e, em con-

sequência, os termos que misturam as derivadas dos campos ξ e u são nulos em L(1). Isto

leva à fatoração da Lagrangiana (2.21) no modelo CP 1, que depende somente de u(θ, φ),

e em outra parte que depende somente de ξ(t, r)

L(1) = 4 sin2 ξ
uµū

µ

(1 + |u|2)2 − 4 sin2 ξ

(

ξµξ
µ uν ū

ν

(1 + |u|2)2 −
✟✟✟✟✟✟ξµū

µ ξνu
ν

(1 + |u|2)2
)

=
4uµū

µ

(1 + |u|2)2
︸ ︷︷ ︸

L
CP1

sin2 ξ(1− ξνξ
ν)

︸ ︷︷ ︸

Lξ

.

Note que o uso de coordenadas esféricas permite escrever LCP 1 como um produto de r−2 e

L̃CP 1 (ver resultado (2.26)) em que L̃CP 1 depende apenas dos ângulos θ e φ.

O ansatz (2.27) é compat́ıvel com as equações de movimento completas e isto pode ser

visto da seguinte maneira. As equações completas são derivadas com o requerimento de que

a ação seja estácionaria nas trajétorias f́ısicas. A variação da ação S(1)[ξ, u, ū] =
∫

Σ
d4xL(1)

com relação ao campo ξ resulta em

δξS
(1) =

∫

Σ

d4x

[
∂L(1)

∂ξ
δξ +

∂L(1)

∂ξµ
∂µδξ

]

=

∫

Σ

d4x

[
∂L(1)

∂ξ
− ∂µ

(
∂L(1)

∂ξµ

)]

δξ +

∮

∂Σ✟✟✟✟✟✟✯0

d3Sµ
∂L(1)

∂ξµ
δξ,

onde utilizamos o fato de que a variaçãodo campo ξ é nula (por definição) na borda da

região Σ. Requerindo que δξS
(1) = 0, temos a equação 10

∂L(1)

∂ξ
− ∂µ

(
∂L(1)

∂ξµ

)

= 0. (2.28)

10Em coordenadas Cartesianas.



2.2. Submodelo do modelo de Skyrme 35

De forma similar, variando a ação com relacão ao campo u (cuja variação também é, por

definição, nula na borda da região Σ) temos

δuS
(1) =

∫

Σ

d4x

[
∂L(1)

∂u
− ∂µ

(
∂L(1)

∂uµ

)]

δu+

∮

∂Σ✟✟✟✟✟✟✯0

d3Sµ
∂L(1)

∂uµ
δu

=

∫

Σ

d4x

[
∂L(1)

∂ū
− ∂µ

(
∂L(1)

∂ūµ

)]

δū+

∮

∂Σ✟✟✟✟✟✟✯0

d3Sµ
∂L(1)

∂ūµ
δū.

As equações de movimento para u tem a forma

∂L(1)

∂u
− ∂µ

(
∂L(1)

∂uµ

)

= 0, (2.29)

e similarmente para ū. Agora vamos inserir

L(1) = Lξ
L̃CP 1

r2

nas equações (2.28) e (2.29). A segunda destas equações (2.29) toma a forma

Lξ

[
∂LCP 1

∂u
− ∂µ

∂LCP 1

∂uµ

]

− (∂µLξ)
∂LCP 1

∂uµ
= 0.

Escrevendo o último termo em coordenadas esféricas e considerando que ∂LCP 1 depende

apenas de uθ e uφ e Lξ é função de t e r temos

(∂µLξ)
∂LCP 1

∂uµ
= (∂θLξ)

∂LCP 1

∂uθ
+ (∂φLξ)

∂LCP 1

∂uφ
= 0.

Isto mostra que a equação de segunda ordem (2.29) reduz-se à equação do modelo CP 1

∂LCP 1

∂u
− ∂µ

∂LCP 1

∂uµ
= 0 (2.30)

e portanto o ansatz é compativel com a equação completa para o campo u. De maneira

similar podemos ver que a equação (2.28) toma a forma

r−2L̃CP 1

[
∂Lξ

∂ξ
− r2∂µ

(

r−2∂Lξ

∂ξµ

)]

+ r−2∂µL̃CP 1

∂Lξ

∂ξµ
= 0.

Escrevendo o último termo em coordenadas esféricas temos

∂µL̃CP 1

∂Lξ

∂ξµ
= ∂tL̃CP 1

∂Lt

∂ξt
+ ∂rL̃CP 1

∂Lr

∂ξr
= 0

pelo fato que L̃CP 1 depende apenas de θ e φ. Dáı a equação (2.28) toma a forma

∂Lξ

∂ξ
− ∂µ

(
∂Lξ

∂ξµ

)

+
2

r

∂Lξ

∂ξr
= 0, (2.31)

onde o termo ∂µ
∂Lξ

∂ξµ
(em coordenadas Cartesianas) reescrito em coordenadas esféricas tem

a forma
1√−g

∂µ

(√−g
∂Lξ

∂ξµ

)

= ∂t
∂Lξ

∂ξt
+ ∂r

(
∂Lξ

∂ξr

)

+
2

r

∂Lξ

∂ξr
.
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A equação (2.31) simplifica-se na equação

∂Lξ

∂ξ
− ∂r

(
∂Lξ

∂ξr

)

− ∂t
∂Lξ

∂ξt
= 0. (2.32)

O termo com derivada temporal aparece em (2.32) como consequência de generalizacão

ξ(r) para ξ(t, r). Os termos restantes correspondem com a equação radial da segunda

ordem idêntica com a equação implicada por equações de BPS no setor estático. Dáı

concluimos que a generalização de ansatz é compat́ıvel com a equação de movimento

para ξ. Notamos também que o cancelamento de termos 2
r

∂Lξ

∂ξr
reduz o Laplaciano radial

tridimensional ∂2r +
2
r
∂r ao Laplaciano unidimensional ∂2r .

Visto que o ansatz satisfaz as equações de campo, podemos inseri-lo diretamente

na densidade Lagrangiana e encontrar a teoria reduzida que nos interessa ao presente

trabalho. Assim, com a parte CP 1 saturando o limite de Bogomolnyi

L =

∫

d3xLS =

∫

d3xL(1)

=

∫

S2

dΩLCP 1

︸ ︷︷ ︸

=−2Eu

∫ ∞

0

drLξ

= −8π|B|
∫ ∞

0

dr sin2 ξ(1− ξµξ
µ),

(2.33)

com µ = 0, 1 e x0 = t, x1 = r.

Temos então uma Lagrangiana reduzida que, efetivamente, descreve um modelo

1 + 1-dimensional não-linear. Introduzindo uma nova variável de campo

η̄ = 1− cos ξ (2.34)

chegamos no modelo de campo escalar em (1 + 1)-dimensões, com um certo potencial e

que possui um comportamento análogo ao do modelo apresentado na seção (2.1.1). Assim,

a Lagrangiana do sistema na variável η̄ toma foram

L = 16πB

∫ ∞

0

dr

[

1

2
η̄2µ −η̄ +

1

2
η̄2

︸ ︷︷ ︸

−V (η̄)

]

. (2.35)

Aqui atentamos ao fato de que a coordenada η̄ é limitada ao intervalo 0 ≤ η̄ ≤ 2, embora ξ

não seja limitado. Ocorre que a relação em (2.34) não é uma bijeção, o que faz com que a

Lagrangiana (2.35) não seja uma descrição completa da dinâmica de η̄. Como podemos ver

na Fig. (5), o potencial V (η̄) possui um ponto de equiĺıbrio instável em η̄ = 1 e, portanto, o

campo irá minimizar sua energia afastando-se dele. Ocorre, ao mesmo tempo, que η̄ = 0, 2

são os limites do campo e, para uma solução estática em algum destes valores, o campo

deve estar em um mı́nimo. Temos que, efetivamente, o potencial é limitado em η̄ = 0, 2,
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reproduzindo o efeito de barreiras de infinitas, como em um poço potencial. Efetivamente,

V (η̄) =







∞ para η̄ < 0,

η̄ − 1
2
η̄2 para 0 ≤ η̄ ≤ 2,

∞ para η̄ > 2.

(2.36)

−0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4

−0.5

0

0.5

η̄

V
(η̄
)

η̄ − 1

2
η̄2

Figura 5 – Potencial efetivo V (η̄). As linhas tracejadas representam o que seria a continuidade
de V (η̄), enquanto a linha cont́ınua é o potencial efetivo.

Cabe lembrar que as soluções desse modelo descrevem objetos que existem em

(3 + 1)-dimensões, com sua parte angular definida pelo devido mapa racional. Ainda, o

modelo reduzido (2.33) é uma teoria em uma linha semi-infinita, já que r ∈ R+. No nosso

trabalho estendemos a coordenada radial para x ∈ R sem perda de generalidade, exceto

por algumas propriedades que só existem em R+.

A dependência temporal permite construir soluções do primeiro modelo que não

são topológicas. O campo ξ que representa soluções deste tipo cobre apenas parcialmente

o intervalo [0, π]. De acordo com [27], no limite de pequenas amplitudes o modelo radial

torna-se equivalente ao modelo de signum-Gordon em 1+1 dimensões e, portanto, soluções

exatas chamadas oscillons aparecem como soluções nao-topologicas dele.

Todas as soluções do modelo reduzido que serão apresentadas, tanto oscillons

quanto as topologicas, são soluções do primeiro submodelo BPS mas não do modelo de

Skyrme completo, que contém também o segundo submodelo BPS. No entanto, como

o mapa racional – que desempenha papel central nas soluções que desenvolvemos aqui

– é uma boa descrição das soluções de solitons do modelo completo de Skyrme [26, 27],

entende-se que solucões com dependência temporal tenham um papel importante no

entendimento do modelo completo. No caso, soluções compactas com mapa racional em

sua dependência angular.
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Finalmente, o modelo apresentado nesta seção é formalmente idêntico ao modelo

apresentado na seção (2.1.1). Em particular, naquele modelo quando ϕ0 ≪ 1, podemos

usar na região entre os mı́nimos a aproximação V (ϕ) ≃ 1− ϕ2. De toda forma, o campo η̄

tem condição de reflexão semelhante à condição (2.14).

2.3 TRANSFORMAÇÃO “FOLDING”

Os modelos descritos nas seções (2.1) e (2.2) possuem uma característica em comum:

a presença de um potencial contendo barreiras infinitas. Estas barreiras são representadas

pela condição de reflexão ŕıgida, o que gera uma certa inconveniência matemática. Nesta

seção veremos que, através de uma transformação unfolding, essa condição de reflexão

ŕıgida pode ser removida mapeando-se a evolução do campo original, cujos valores são

restritos à um intervalo, à evolucão do campo auxiliar que não possui tal restrição, [17,24].

Aqui em particular vamos tratar do caso V (η̄).

Definimos um novo campo escalar η definido em todo R e extendemos periodica-

mente o potencial (2.36), que passa a ser função V = V (η).11 A transformação 12 que

relaciona campo original e auxiliar é dada por

η̄ =
∞∑

n=−∞

|η − 4n|Hn(η), (2.37)

em que Hn é uma função degrau duplo definida como a combinação de duas funções degrau

de Heaviside

Hn(η) := θ(η − 4n+ 2)− θ(η − 4n− 2).

A definição desta função é tal que Hn(η) = 1 para η ∈ (2n− 2, 2n+ 2) e Hn(η) = 0 fora

deste intervalo. A transformação (2.37) tem a forma da Fig. (6).

−2 −1 1 2 3 4 5 6 7

1

2

η

η̄

Figura 6 – Transformação folding R ∋ η 7→ η̄ ∈ [0, 2].

11As barreiras infinitas desaparecem nesta construção.
12A transformação (2.37) representa transformação folding.
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O potencial periódico pode ser definido como uma função de η, isto é, por

V (η) := η̄ − 1

2
η̄2

em que η̄ é dado pela transformação (2.37). Equivalentemente, o potencial periódico pode

ser introduzido pela formula

V (η) :=
∞∑

n=−∞

(

|η − 4n| − 1

2
(η − 4n)2

)

Hn(η). (2.38)

O potencial V (η) está mostrado na Fig. ((7)).
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Figura 7 – Extensão periódica do potencial (2.36). Para |η| << 1 o potencial comporta-se como
V (η) ≃ |η|.

A transformação unfolding remove barreiras infinitas e gera o potencial em forma

de V, isto é, com mı́nimo não-diferenciável em suas vizinhanças.
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3 OSCILLONS

Nesta seção apresentaremos soluções anaĺıticas para campos escalares (1+1)-

dimensionais com potencial tipo V. Esse é o caso dos potenciais apresentados nas seções

(2.1) e (2.2), quando estudados próximos dos seus mı́nimos. A principal caracteŕıstica que

torna este modelo interessante do ponto de vista matemático é o fato de sua derivada

não ser bem definida1 em torno do seu mı́nimo e, em especial, não se anular nessa região.

Como veremos a seguir, esse fato motiva a busca de soluções com suporte compacto do

tipo oscillons (soluções oscilatórias periódicas no tempo).

A densidade Lagrangiana que descreve o modelo tem forma

L =
1

2
(∂tϕ)

2 − 1

2
(∂xϕ)

2 − |ϕ|, (3.1)

levando a equação de movimento

∂2t ϕ = ∂2xϕ− sign(ϕ), (3.2)

onde a função sign tem os valores ±1 quando ϕ 6= 0 e 0 quando ϕ = 0.

A principal caracteŕıstica deste modelo é que o termo não-linear sign(ϕ) possui

valor finito para valores arbitrariamente pequenos de |ϕ| (contanto que ϕ 6= 0). Este fato

influencia fortemente a dinâmica de campos fracos do modelo. Se considerarmos outros

modelos não-lineares mas diferenciáveis nos mı́nimos, termos do potencial desaparecem

para valores pequenos do campo. Por exemplo, o termo −ϕ3 na equação de Klein-Gordon

não-linear como veremos abaixo.

Comparemos a diferença no comportamento de signum- vs Klein-Gordon para a

condição inicial dada pelo pacote de ondas Gaussiano ϕ(t = 0, x) = exp(−x2). Assumimos,

por simplicidade, que ∂tϕ(t = 0, x) = 0. A aceleração do campo ∂2t ϕ(t = 0, x) é dada

diretamente pela equação de movimento. No caso da não-linearidade de Klein-Gordon

−ϕ3, para valores grandes de |x| a principal contribuição para a aceleração vem do termo

∂2xϕ e é positiva. Portanto, o valor do campo deve crescer em regiões afastadas da origem

(ao contrário de próximo dela) e o pacote de onda irá se espalhar. No caso da equação de

s-G, o termo − signϕ é dominante e negativo, fazendo com que, pelo menos por algum

tempo, o pacote de ondas encolha.

Heuristicamente, ambas as “forças” −ϕ3 e − sign(ϕ) puxam o campo para o seu

valor de equiĺıbrio ϕ = 0, mas a função sign é muito mais eficaz nesse sentido. Esta

consideração heuŕıstica motiva a construção de soluções anaĺıticas para a equação de s-G

que não se espalham e nem colapsam, pelo menos durante algum intervalo de tempo.

1Derivadas laterais no mı́nimo tem valores diferentes.
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Na seção (3.1) derivamos essas soluções e, então, apresentamos uma generalização

delas. Na seção (3.3) mostramos resultados numéricos sobre a estabilidade dessas soluções,

nos quais elas são perturbadas e seu comportamento no tempo é analisado. Na seção (3.4)

mostramos como, no submodelo reduzido de Skyrme, perturbações suficientemente fortes

dos oscillons levam à criação de pares kink-antikink e estados metaestáveis.

Os resultados apresentados neste caṕıtulo foram publicados em [24].

3.1 OSCILLON NO MODELO SIGNUM-GORDON

A construção do oscillon exato apresentada nesta seção baseia-se na Ref. [19].

Começamos especificando condições iniciais simples em t = 0. Temos interesse em uma

solução com suporte compacto, de forma que ela se mantenha por algum tempo confinada

à uma região finita. Assim, consideramos a seguinte configuração inicial

ϕ(0, x) = 0,

∂tϕ(t, x)|t=0 =

{

0 para x ≤ 0 ou x ≥ 1

v(x) para 0 < x < 1
,

(3.3)

nos quais assumimos que v(x) possui toda o mesmo sinal, que escolhemos como nega-

tivo. A forma do perfil inicial da derivada temporal do campo v(x) será determinada

posteriormente.

Requerendo que a solução permaneça confinada ao suporte compacto x ∈ [0, 1],

impomos as condições de contorno

ϕ(x = 0, t) = 0, (3.4)

ϕ(x = 1, t) = 0. (3.5)

Essas condições devem ser vistas como uma espécie de ansatz, isto é, a escolha da classe

da soluções e não como as condições de contorno usuais2 que determinam a dinâmica de

todas as soluções independente das condições iniciais.

A equação de signum-Gordon é uma equação hiperbólica em 1+1 dimensões e,

portanto, as relações causais entre eventos são as mesmas que em qualquer problema de

d’Alembert em uma dimensão espacial. O fato de que o perfil inicial da derivada temporal

é restrito à um suporte compacto entre x = 0 e x = 1 implica que a solução dentro do

cone de luz do passado do evento (t, x) = (1
2
, 1
2
) não possui nenhuma relação causal com os

dados iniciais fora deste suporte compacto. Isto sugere dividir a solução em três soluções

parciais ϕ1, ϕ2 e ϕ3. Estas soluções são válidas no intervalo de tempo 0 ≤ t ≤ 1
2
. As

soluções parciais satisfazem a equação com sgn(ϕi) = −1, já que escolhemos ∂tϕ|t=0 < 0.

2Condições de Dirichlet, de Neumann etc.
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Assim,

∂2t ϕi − ∂2xϕi = 1,

em que i = 1, 2, 3, nas três regiões e de forma que a solução seja cont́ınua pelo menos com

classe C2. A solução compacta neste intervalo de tempo é dada por

ϕ(−)(t, x) =







ϕ1(t, x) se 0 ≤ x ≤ t

ϕ2(t, x) se t < x ≤ 1− t

ϕ3(t, x) se 1− t < x ≤ 1

onde “(−)” refere-se ao sinal da solução ϕ(−)(t, x) < 0.

Soluções parciais da equação (3.2) com sinal negativo possuem a seguinte forma

geral

ϕi(t, x) = hi(x− t) + gi(x+ t) +
t2

2
, i = 1, 2, 3. (3.6)

Impondo as condições iniciais (3.3), condições de contorno (3.4), (3.5) e continuidade da

solução chegamos nas fórmulas

ϕ1(t, x) = −1

2
x2 + xt+

1

2

∫ t+x

t−x

v(s)ds, (3.7)

ϕ2(t, x) =
1

2
t2 +

1

2

∫ x+t

x−t

v(s)ds, (3.8)

ϕ3(t, x) = −x
2

2
− 1

2
− xt+ x+ t+

1

2

∫ 2−x−t

x−t

v(s)ds. (3.9)

Abaixo vamos justificar cada uma destas fórmulas.

Começamos com a região central descrita por ϕ2. Impondo a condição inicial (3.4)

na solução (3.6) com i = 2 chegamos em h2(z) = −g2(z). A solução ϕ2(t, x) toma a

seguinte forma

ϕ2(t, x) = h2(x− t)− h2(x+ t) +
1

2
t2.

Substituindo essa fórmula na condição inicial (3.3) e integrando o resultado chegamos na

expressão para h2(z)

h2(z) = −1

2

∫ z

0

v(s)ds.

Substituindo h2(z) na fórmula acima chegamos na expressão (3.8).

Com o objetivo de determinar as soluções parciais ϕ1 e ϕ3, empregamos as condi-

ções de contorno (3.4), (3.5) e a condição de continuidade nas linhas dos cones de luz. A

condição (3.4) implica em uma relação entre h1(z) e g1(z)

g1(z) = h1(−z)−
1

2
z2.

Dáı, a solução parcial ϕ1 toma a seguinte forma

ϕ1(t, x) = h1(x− t)− h1(−x− t)− 1

2
x2 − xt.
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Da continuidade da solução temos que ϕ1(t, t) = ϕ2(t, t). Isto permite obter h1(z), a menos

de uma constante h1(0)

h1(z) = h1(0)−
1

2
z2 − 1

2

∫ −z

0

v(s)ds.

Inserindo este resultado na fórmula para ϕ1(t, x) chegamos na expressão (3.7).

De maneira similar, podemos ver que a condição (3.5) implica na seguinte relação

entre h3(z) e g3(z)

g3(z) = −h3(2− z)− 1

2
z2 + z − 1

2

e, portanto,

ϕ3(t, x) = h3(x− t)− h3(2− x− t)− 1

2
x2 − xt+ x+ t− 1

2
.

A função h3(z) pode ser determinada da condição ϕ3(t, x = 1− t) = ϕ2(t, x = 1− t),
resultando em

h3(z) = h3(1) +
1

2

∫ 1

z

v(s)ds.

Substituindo este resultado na fórmula acima chegamos na expressão (3.9).

Na sequência, vamos estender a solução ϕ(−)(t, x) à região x ∈ R, determinando

a forma de v(x) que garante o confinamento da solução para tempos arbitrários t > 0

a uma região compacta. Inicialmente, requeremos que, pelo menos por algum tempo, a

solução ϕ seja nula fora da região 0 ≤ x ≤ 1. Este requerimento pode ser satisfeito se não

houver descontinuidades da derivada parcial na solução ∂xϕ. No caso de presença de tais

descontinuidades, ocorre que elas se propagariam em todas as direções com “velocidade da

luz”, de acordo com o comportamento de soluções das equações parciais hiperbólicas. Para

evitar a propagação de descontinuidades, exigimos que

∂xϕ1(t, x = 0) = 0,

∂xϕ3(t, x = 1) = 0.
(3.10)

Igualando a zero a derivada

∂xϕ1 = −x+ t+
1

2

∂

∂x

∫ t+x

t−x

v(s)ds

= −x+ t+
1

2
[v(t+ x) + v(t− x)]

em x = 0 chegamos na solução v(z) = −z, valida em 0 ≤ z < 1
2
. Similarmente, igualando

a zero a expressão

∂xϕ3 = −x− t− 1

2
[v(2− x− t)− v(x− t)] ,

em x = 1 encontramos v(z) = z − 1, válida em 1
2
< z ≤ 1.
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Inserindo estes resultados nas fórmulas (3.7), (3.8) e (3.9) temos as seguintes

soluções parciais para o intervalo de tempo t ∈ [0, 1
4
]

ϕ1(t, x) = −x
2

2
,

ϕ2(t, x) =







t2

2
− tx se x ∈ [t, 1

2
− t]

t2 + x2

2
− x

2
− t

2
+ 1

8
se x ∈ [1

2
− t, 1

2
+ t]

t2

2
+ t(x− 1) se x ∈ [1

2
+ t, 1− t]

,

ϕ3(t, x) = −(1− x)2

2
.

Similarmente, para o intervalo t ∈ (1
4
, 1
2
] as soluções parciais tomam a forma

ϕ1(t, x) =

{

−x2

2
se x ∈ [0, 1

2
− t]

t2

2
+ tx− x

2
− t

2
+ 1

8
se x ∈ [1

2
− t, t]

,

ϕ2(t, x) = t2 +
x2

2
− x

2
− t

2
+

1

8
,

ϕ3(t, x) =

{
t2

2
− tx+ x

2
+ t

2
− 3

8
se x ∈ [1− t, 1

2
+ t]

− (1−x)2

2
se x ∈ [1

2
+ t, 1].

Resumindo, encontramos uma solução da equação s-G tal que ϕ = 0 fora do

intervalo [0, 1] no eixo x e, dentro do intervalo, é dada por ϕ(−) desde que t ∈ [0, 1/2].

Para encontrarmos ϕ para instantes de tempo maiores que 1/2, tomamos ϕ(−)|t=1/2 como

condição inicial da equação de s-G. O perfil de velocidade desta função em t = 1
2
é dado

por

∂tϕ
(−)(t, x)

∣
∣
t=1/2

=

{

x para x ∈ [0, 1
2
]

1− x para x ∈ (1
2
, 1]

,

isto é, pela função −v(x) em que v(x) expressa-se pela fórmula (3.11). Pode-se ver também

que o campo se anula em t = 1
2

ϕ(−)(t, x)
∣
∣
t= 1

2

= 0.

Essa configuração é formalmente idêntica com a condição inicial em t = 0. A única diferença

é o sinal da derivada temporal. Isto significa que os valores de ϕ(t, x) para t > 1/2 podem

ser obtidos à partir de simetrias da eq. s-G: a translação temporal t 7→ t− 1/2 junto com

uma mudança de sinal do campo ϕ 7→ −ϕ. Chamamos esta solução de ϕ(+) e ela é dada

por

ϕ(+)(t, x) = −ϕ(−)(t− 1/2, x), (3.19)

sendo válida, claro, no intervalo t ∈ [1/2, 1). No tempo t = 1 o campo e suas derivadas

voltam para os valores iniciais (3.3). A solução completa está visualizada na Fig. (12).

Ainda, observarmos que a equação s-G é invariante por dilatações: se ϕ(t, x) é

solução da equação, então, com l ∈ R+, l = const, ϕl(t, x) = l2ϕ( t
l
, t
l
) também é solução.
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Isto significa que temos uma familia de oscillons com suporte compacto de tamanho

arbitrario.

Figura 12 – Oscillon exato.

Explorando mais as simetrias da solução podemos ver que o oscillon exato é

simétrico sob a reflexão espacial x→ 1− x

ϕ(t, x) = ϕ(t, 1− x). (3.20)

Isto significa que as soluções nas regiões I, J D e E podem ser calculadas à partir das

soluções nas regiões A, B, F e G. Além disso a solução na região C é simétrica sob a

transformação x→ 1− x. Assim, temos apenas quatro fórmulas distintas para soluções

parciais; todas as outras soluções parciais podem ser derivadas à partir destas quatro

fórmulas usando transformações da translação e reflexão. Baseando-se nessa observação,

vamos introduzir uma nova notação para as soluções parciais. As três regiões triangulares

do lado esquerdo (left) do diagrama contém soluções denotadas por

ϕL1(t, x) := ϕ2(t, x)
∣
∣
(t,x)∈B

=
t2

2
− tx, (3.21)

ϕL2(t, x) := ϕ1(t, x)
∣
∣
(t,x)∈A+F

= −x
2

2
, (3.22)

ϕL3(t, x) := ϕ1(t, x)
∣
∣
(t,x)∈G

=
1

2

(

t− 1

2

)(

t− 1

2
+ 2x

)

, (3.23)

e a solução no centro é denotada por

ϕC(t, x) := ϕ2(t, x)|C+H = t2 +
x2

2
− x

2
− t

2
+

1

8
.

As soluções no lado direito (right) do diagrama são dadas pela transformação

ϕRj
(t, x) := ϕLj

(t, 1− x), j = 1, 2, 3. (3.24)
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A construção da solução periódica pode ser realizada de maneira alternativa tomando-se

por base estas sete soluções parciais e substituindo t nos argumentos delas por uma função

periódica de tempo

τ(t) :=
1

π
arcsin | sin(πt)|. (3.25)

Vamos precisar também trocar periodicamente o sinal das soluções parciais, o que requer

outra função periódica

σ(t) := sign(sin(2πt)). (3.26)

As funções τ(t) e σ(t) foram desenhadas na Fig. (13). Os dominios das soluções parciais

-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

Figura 13 – Funções σ(z) (linha solida) e τ(z) (linha tracejada).

correspondem à regiões do diagrama espaço-temporal em que as seguintes funções são

iguais a um

ΠC(t, x) = θ(x− t)θ(−x− t+ 1)θ(x+ t− 1
2
)θ(−x+ t+ 1

2
),

ΠL1(t, x) = θ(x− t)θ(−x− t+ 1
2
),

ΠL2(t, x) = θ(−x+ t)θ(−x− t+ 1
2
)θ(x),

ΠL3(t, x) = θ(x+ t− 1
2
)θ(−x+ t),

ΠRj
(t, x) = ΠLj

(t, 1− x), j = 1, 2, 3,

em que θ(z) é a função degrau unitário

θ(z) =

{

0 para z < 0

1 para z ≥ 0
.

Desse modo, garantimos que as soluções parciais

φk(t, x) := σ(t)ϕk(τ(t), x)Πk(τ(t), x), k = C,L1, L2, . . . (3.27)

sejam não-nulas apenas em seus respectivos domı́nios, independente do valor de tempo.

As soluções parciais definidas desta maneira não se sobrepõem, mas se tocam e, portanto,

a solução que representa o oscillon exato é dada pela soma simples delas

φ(t, x) =
∑

k

φk(t, x). (3.28)

No Fig. (14) apresentamos um diagrama de Minkowski que contém a superf́ıcie mundo do

oscillon exato composto de regiões que são os dominios das soluções parciais.
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Figura 14 – Soluções parciais do oscillon exato.

3.2 OSCILLON GENERALIZADO

O oscillon apresentado na seçao anterior é a solução periódica mais simples com

energia finita da equação de s-G. Introduzimos agora uma generalização desse oscillon

[20], que segue sendo uma solução periódica mas possui uma nova parametrização dada

pelo parâmetro real e cont́ınuo v ∈ (−1, 1). Suas bordas se movem periodicamente da

esquerda para a direita e vice-versa. O oscillon apresentado na seção anterior é um caso

particular deste caso, com v = 0. Recentemente, ainda, foi apresentada uma solução

[21] que engloba a anterior mas, de forma geral, possui bordas com movimento não-

uniforme. Neste trabalho iremos focar no espalhamento do oscillon generalizado com

v = cte e, portanto, apresentaremos aqui apenas uma versão simples desta generalização.

Vamos, agora, formalizar matematicamente uma descrição completa de um oscillon em

seu referencial de movimento, válida para todo t, x, com v = cte.

Começamos a descrição deste oscillon apresentando um conjunto de soluções

parciais que são válidas apenas para t ∈ [0, 1/2]. Existem sete de tais soluções neste

intervalo, mas apenas quatro delas são essencialmente diferentes (as demais, dadas pelos

ϕRj
, j = 1, 2, 3, são reflexões dessas em torno do ponto x = 0,5). Em analogia à seção
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anterior, consideramos as soluções parciais

ϕC(t, x; v) =
(1 + v − 2x)2 − 4t(1 + v − 2vx) + 4(2− v2)t2

8(1− v2)
,

ϕL1(t, x; v) =
t2

2
− tx

1 + v
,

ϕL2(t, x; v) = − (x− vt)2

2(1− v2)
,

ϕL3(t, x; v) =
1

2

(

t− 1

2

)(

t+
1

2
+

2x− 1

1− v

)

ϕRj
(t, x; v) = ϕLj

(t, 1− x;−v), j = 1, 2, 3

(3.29)

onde, devido ao movimento da borda, a transformação da parte “left”para “right” requer

duas transformações x→ 1− x e v → −v. Na sequência, definimos as funções de domı́nio

das soluções parciais

ΠC(t, x; v) = θ(x− t)θ(−x− t+ 1)θ(x+ t− 1+v
2
)θ(−x+ t+ 1+v

2
),

ΠL1(t, x; v) = θ(x− t)θ(−x− t+ 1+v
2
),

ΠL2(t, x; v) = θ(−x+ t)θ(−x− t+ 1+v
2
)θ(x− vt),

ΠL3(t, x; v) = θ(x+ t− 1+v
2
)θ(−x+ t),

ΠRj
(t, x; v) = ΠLj

(t, 1− x;−v), j = 1, 2, 3.

Munidos destas funções e das funções periódicas no tempo τ(t) e σ(t) introduzidas em

(3.25) e (3.26), podemos estender as soluções parciais para tempos arbitrários

φk(t, x; v) = σ(t)ϕk(τ(t), x; v)Πk(τ(t), x; v), k = C,L1, L2, ...

Os domı́nios destas soluções parciais foram apresentadas na Fig. (15). O parâmetro v

influencia tanto na forma das soluções parciais como também nos domı́nios delas. Com o

aumento de v, alguns destes domı́nios crescem enquanto outros diminuem.

Finalmente, a solução que corresponde ao oscillon generalizado é dada pela soma

simples das soluções parciais

φ(t, x; v) =
∑

k

φk(t, x; v). (3.30)
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Figura 15 – Superf́ıcie mundo do oscillon generalizado.

3.3 PERTURBAÇÃO DO OSCILLON ANAĹITICO

Um problema de grande importância no nosso estudo é a questão da estabilidade dos

oscillons. Este problema pode ser abordado considerando-se a evolução de uma configuração

de campo dada por um oscillon anaĺıtico perturbado. No cálculo de estabilidade linear,

a configuração investigada contém a solução exata somada à uma função (em principio

arbitrária) φ(t, x) → φ(t, x)+η(t, x). Substituindo este resultado na equação de movimento

e expandindo até o termo linear, encontra-se a equação linear para η(t, x). A solução

da equação para η(t, x) fornece uma informação sobre a existência de modos crescentes

e, portanto, sobre uma eventual instabilidade da solução. Este procedimento funciona

muito bem para não-linearidades padrão (potências de φ, etc.). Infelizmente, no caso da

não-linearidade tipo signum, encontramos dificuldades na expansão em torno do ponto

onde a função signum muda de sinal. O problema encontrado é uma manifestação da

ausência do regime linear do modelo de s-G. Uma solução alternativa para a análise de

estabilidade linear seria a evolução numérica da configuração inicial com perturbação.

Antes de entrar nos aspectos do cálculo numérico, gostaŕıamos de notar que no caso do

modelo de s-G não se espera modos crescentes, já que a soma da solução e a perturbação

com sinal fixo obedecem (num segmento) a equação de onda não-homogênea, e tal equação

não possui modos crescentes.

O objetivo principal desta seção é apresentar os resultados numéricos da evolução

de oscillons perturbados. Este estudo contém as seguintes simplificações:

• Perturbação do oscillon simples, isto é, oscillon sem a velocidade da borda.
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• Consideração da forma particular da perturbação, dada pela modificação do perfil

da derivada temporal do campo no tempo inicial

φ(0, x) = 0, ∂tφ(t, x)
∣
∣
t=0

= εv(x) (3.31)

em que v(x) é dado por (3.11) e ε > 0 é um parâmetro livre.

A forma da perturbação escolhida aqui está relacionada com dados iniciais de

soluções auto similares, [16]. Soluções deste tipo formam uma classe de soluções da equação

de s-G dada pelo ansatz

φ(t, x) = x2S(y), onde y :=
t

x
.

A função S(y) obedece à uma equação diferencial ordinária. As soluções auto-

similares nos semieixos y ≥ 0 e y ≤ 0 não são relacionadas e podem ser escolhidas como

independentes. Considerando as condições iniciais para φ(t, x), temos

φ(0, x) = S(0)x2, ∂t(t, x)|t=0 = S ′(0)x.

Deste modo, as constantes S(0) e S ′(0) especificam condições iniciais dessas soluções.

Como as soluções para y ≥ 0 (x ≥ 0) e y ≤ 0 (x ≤ 0) não são relacionadas podemos

escolher condições iniciais para a solução auto-similar

φ(0, x) =

{

0 para x < 0

S(0)x2 para x ≥ 0
, ∂tφ(t, x)|t=0 =

{

0 para x < 0

S ′(0)x para x ≥ 0
.

Considerando S(0) = 0 temos uma sub-classe das soluções auto similares dada pelo

perfil inicial da derivada temporal do campo. No nosso caso, o perfil inicial da derivada

temporal consiste de dois fragmentos de retas com inclinação S ′(0) = ±ε. Note que a

segunda reta passa pelo ponto x = 1. Cada uma destas condições é considerada apenas

numa semi-reta em x, isto é, x ≤ 1
2
e x ≥ 1

2
. Isso significa que as soluções auto-similares

podem aparecer apenas em regiões limitadas em x e t. Os dados iniciais (3.31) não são

auto-similares em todo eixo x e, portanto, eles não podem gerar uma solução auto-similar.

Tal solução deveria ser independente da escala e, em consequência, deveria ter energia

infinita. Os nossos dados iniciais, por sua vez, definem uma configuração inicial com energia

finita.

Ao variar o pârametro ε, variamos a inclinação da reta. De acordo com [16], existem

vários tipos de soluções auto-similares, dependendo de valor da expressão S ′(0). Isto

significa que, para um dado ε, deve aparecer uma par de soluções auto-duais. Estas solu-

ções existem fora de cone de luz do futuro do evento (t, x) = (0, 1
2
). No interior deste cone,

naturalmente, aparecerá uma nova solução. A forma dela pode ser calculada analiticamente

apenas em casos muito especiais. Para situções genericas, a integração numérica da equação

de s-G é indispensável.
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Por causa da simetria espacial x→ 1−x dos dados iniciais, será suficiente considerar

a solução no intervalo −∞ < x ≤ 1
2
− t, à que chamamos “left” e denotamos por φL(t, x).

Seja xL(t) o ponto de contato dos suportes da solução trivial φ = 0 e da solução que

representa o oscillon perturbado. No caso da perturbação definida acima, temos xL(t) = v0t,

em que v0 é constante. O valor desta constante e a forma das soluções parciais não-triviais

que compõem φL depende do valor de ε. Assim, como mencionado em [24], existem duas

classes principais das soluções:

1. Caso ε ≥ 1
2
.

A solução é dada por

φL(t, x) =







0 se x ≤ v0t,

x2
[

− 1
2(1−v20)

(
1− v0

t
x

)2
]

se v0t ≤ x ≤ t,

x
[
t
2

(
t
x
− 2ε

)]
se t ≤ x ≤ 1

2
− t,

em que v0 =
1
ε
− 1. Esta solução possui quatro subclasses.

a) Para ε > 1, a velocidade da borda v0 é negativa e tem limite em v0 = −1 quando

ε→ ∞. Ocorre então que, nos instante iniciais, a borda esquerda xL(t) = v0t

se move para a esquerda e a borda direita xR(t) = 1 − xL(t) se move para a

direita, ambas com a mesma velocidade |v0|. Isso significa que inicialmente o

suporte da solução expande. Na Fig.(16) apresentamos soluções numéricas da

evolução do oscillon perturbado para este caso. A expansão é esperada já que

no intervalo x ∈ [0, 1] existe excesso da energia cinética com relação à energia

do oscillon exato. Embora a solução não seja exata, ela parece relativemente

estável por um tempo. Como pode ser visto nas figuras Fig.(16c) e Fig.(16d), a

solução numérica fica confinada à uma região espacial, embora exista um pouco

de radiação. Os intervalos de tempo mostrados nessas figuras foram escolhidos

por corresponderem à intervalos em que nossas simulações se mostram estáveis.

A estabilidade foi avaliada conforme explicado no Apêndice (A).

b) Para ε = 1, a velocidade v0 é nula. Este é o caso do oscillon exato, que

existe indefinidamente e não emite radiação. Esta solução foi utilizada para

avaliar a estabilidade das simulações com o esperado anaĺıtico. De forma geral,

para tempos longos (t ∼ 50 oscilações), a forma dos oscillons permanece

essencialmente a mesma, mantendo sua estrutura compacta e, eventualmente,

gerando radiação.

c) Para 1
2
< ε < 1 a velocidade v0 é positiva e menor que 1. Os pontos xL(t) e

xR(t) se movem em direção ao centro da solução, o que leva ao encolhimento

do suporte na fase inicial da evolução. Exemplos dessa solução são mostrados

na Fig.(17) e o oscillon remanescente parece bastante estável.
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Nesta seção vamos usar a notação η(t, x) para o campo com potencial periódico.

Vamos considerar aqui o potencial (2.38) introduzido para submodelo de Skyrme e mostrado

na Fig.(7). Note que esse potencial pode der representado de forma equivalente utilizando

a definição da função τ(z) conforme a expressão (3.25). Assim, temos

η̄(η) = 4τ
(η

4

)

, e V (η) = 4τ
(η

4

) [

1− 2τ
(η

4

)]

. (3.35)

Apesar da simplicidade das fórmulas (3.35), no calculo numérico é mais vantajoso utilizar

a forma antiga delas (2.37) e (2.38).

A configuração inicial pertinente possui a seguinte forma

η(0, x) = 0, ∂tη(t, x)|t=0 = ε vl(x), onde vl(x) := lv
(x

l

)

. (3.36)

3.4.1 Oscillons levemente perturbados

Tomando ε = 1 e l → 0, temos oscillons cada vez mais parecidos com oscillons

exatos. O estudo destes oscillons foi relatado em [24]. Neste trabalho foi apresentada

também a solução anaĺıtica aproximada para oscillons. Aqui não vamos entrar nos detalhes

da solução anaĺıtica. Os resultados numéricos mostraram que os oscillons com condições

iniciais (3.36) são bastante estáveis (não notamos uma quantidade significativa de radia-

ção), e possuem peŕıodo menor do que o de oscillons exatos do modelo s-G. Na Fig. (22)

comparamos ambos tipos de oscillons no tempo ate t = 1/2. Na Fig. (23) comparamos a

solução numerica (cinza) com a solução analitica aproximada. Notamos que a função que

representa um oscillon no modelo com potencial periódico não se zera simultaneamente

em todo suporte de oscillon.

As oscilações de um oscillon no modelo com potencial periódico são muito regulares.

A trajetoria do ponto no meio do oscillon foi ilustrada no Fig.(24). Comparando esta

trajetória com a trajetória do mesmo ponto no caso do oscillon exato vemos muita

similaridade entre as duas trajetórias.

3.4.2 Oscillons fortemente perturbados

Para analisar como o potencial periódico afeta oscillons, basta tomar configurações

iniciais com l crescente. Aumentando o suporte e a amplitude da configuração inicial,

aumentamos também a energia dela. Como o modelo com potencial periodico não possui a

simetria de escala, a configuração inicial não seria mais adequada para gerar oscillon. Deste

modo, o potencial do modelo vai “perturbar” o oscillon. Aqui vamos comentar apenas

sobre o caso de grandes l.

Quando a configuração inicial possui energia suficientemente alta, então ela é

dispersada através de canais formados por pares kink -antikink. Uma configuração com

quatro pares deste tipo é mostrada nas Fig. (25). Na mesma figura é apresentado o
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resultado para campo original (folded) η̄. Um diagrama de Minkowski do mesmo caso é

mostrado na Fig. 26. O processo de criação de pares possui algumas etapas. Na primeira

etapa é criado o primeiro par e os kinks gerados nela possuem velocidade mais alta que

outros kinks criados posteriormente. Isto pode ser visto claramente do fator de contração

Lorentz dos kinks em movimento. O resto da energia que sobra após a criação dos pares

é utilizado para criação de um oscillon localizado no centro (em x = l
2
). Uma pequena

quantidade de radiação pode ser vista nas vizinhanças do oscillon (ver figuras (c) e (d)).
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4 ESPALHAMENTO DE OSCILLONS

Nesta seção construimos as condições iniciais para o espalhamento de oscillons e

apresentamos alguns dos principais resultados da analise numérica da evolução do campo.

O fato de que um oscillon exato possui suporte compacto nos permite construir soluções

exatas com vários oscillons desde que os suportes deles não se sobreponham. Em particular,

uma configuração de dois oscillons devidamente separados em processo de aproximação

pode ser adotada como condição inicial para um espalhamento.

A solução de oscillon generalizado dada pelo resultado (3.30) depende apenas do

parâmetro v, que corresponde à velocidade da sua borda (no referencial do repouso do

oscillon).A construção de uma configuração inicial pode ser realizada utilizando-se das

simetrias da equação de signum-Gordon (invariância sob grupo de Poincaré em 1 + 1

dimensões)

• translações espaciais e temporais;

• boosts;

• reflexões espaciais e temporais.

Alem disso, temos também

• simetria de escala φ(t, x) → λ2φ( t
λ
, x
λ
);

• simetria de reflexão φ(t, x) → −φ(t, x).

Os parâmetros que caraterizam uma configuração de dois oscillons são: parâmetros da

solução generalizada v1 e v2, parâmetros associados com simetria de Poincaré e simetrias

de escala e de reflexão dos valores do campo. Nem todos esses parâmetros são fisicamente

relevantes. Algumas configurações iniciais são equivalentes no sentido de que elas podem

ser relacionadas por uma única transformação de simetria. Por exemplo, as configura-

ções nas quais oscillons individuais possuem velocidades u1 e u2 são equivalentes à uma

configuração em que as velocidades deles são iguais e opostas (sempre existe tal referencial

inercial). Isto sugere que podemos escolher um referencial de laboratório desde o ińıcio.

As configurações iniciais distintas diferem pelo valor da velocidade relativa dos oscillons

incidentes. Do mesmo modo, importará apenas a posição, escala, etc. relativos entre

oscillons. As translações temporais também são importantes e, como veremos mais adiante,

o resultado do espalhamento depende delas. Neste trabalho vamos representar a translação

temporal por um parámetro chamado fase do oscillon. Explicamos abaixo.
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4.1 OSCILLON EM MOVIMENTO UNIFORME

Como a equação de signum-Gordon é invariante por transformacões de Lorentz,

a solução anaĺıtica (3.30) pode ser generalizada através de um boost. Isso equivale à

observarmos o oscillon em um referencial diferente do seu referencial de repouso1. Para

um referencial de laboratório S movendo-se com velocidade constante −u no referencial

S ′ do oscillon, o oscillon terá velocidade u e a transformação será dada pelo mapeamento







t 7→ ξ =
t− ux√
1− u2

x 7→ ζ =
x− ut√
1− u2

,

que pode ser inserido diretamente na solução (3.30). Com isso, cada parte dessa solução

será dada por

φk(ξ, ζ; v) = σ(ξ)ϕk(τ(ξ), ζ; v)Πk(τ(ξ), ζ; v).

Para calcular a derivada temporal da solução completa de oscillons precisamos

derivar as soluções parciais. O fato de que cada soluçãoparcial considerada individualmente

não é continua na borda do seu dominio não leva ao aparecimento de deltas de Dirac

porque a solução completa é C2. Isto equivale a dizer que as descontinuidades das soluções

parciais se cancelam e, efetivamente, a derivada temporal da solução de oscillon se reduz à

derivada clássica (não distribuicional). Por esta razão vamos considerar apenas as derivadas

clássicas das funções τ(z) e σ(z) e Πk(z)

dτ(z)

dz
= σ(z),

dσ(z)

dz
= 0, ∂tΠk = 0.

As derivadas temporais ∂tφ(ξ, ζ; v) são, então, dadas por

∂tφk(ξ, ζ; v) =
1√

1− u2

(
∂τ̄ϕk(τ̄ , ζ; v)− u σ(ξ) ∂ζ̄ϕk(τ(ξ), ζ̄; v)

)
∣
∣
∣
∣
τ̄=τ(ξ),ζ̄=ζ

Πk(τ(ξ), ζ; v).

(4.1)

Definindo a superposição de soluções parciais

ψ(t, x; v, u) :=
∑

k

φk

(
ξ(t, x; u), ζ(t, x; u); v

)
(4.2)

temos uma forma anaĺıtica para um oscillon em movimento uniforme no referencial de

laboratório S. A derivada temporal desta solução é dada por

∂tψ(t, x; v, u) =
∑

k

∂tφk

(
ξ(t, x; u), ζ(t, x; u); v

)
.

1O referencial de repouso é definido como um referencial em que o momento linear do oscillon se
anula, P =

∫
dx∂tφ∂xφ = 0.
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Assim, podemos fixar a escala do primeiro oscillon tomando λ1 = 1 e definimos a

escala relativa como escala do segundo oscillon λ2 = λ.

Boost : Considerando um referencial de laboratório no qual os oscillons tem velocidades

iguais e opostas, basta um único valor de velocidade u que parametriza boost. A

velocidade u define a velocidade relativa dos oscillons.

Translação: A distância relativa entre os oscillons é um parametro relevante para o espalhamento.

Isto se deve ao fato de que os oscillons vão mudando de forma durante o tempo que

precede o seu encontro. Por outro lado, o formato dos oscillons no momento inicial

também importa. Este formato pode ser ajustado realizando translações temporais

dos oscillons individuais. Como no tempo que precede o encontro não existe nenhuma

interação entre oscillons, é bastante conveniente fixar a zero a distância relativa entre

as bordas deles no tempo inicial, mantendo liberdade de escolha do formato de cada

um através de algum outro parâmetro. Para obter tal configuração, a translação

espacial que deixa suportes dos oscillons em contato no tempo inicial deve ser

ajustada para cada escolha dos parâmetros livres, quais sejam: velocidade, translação

temporal, etc. O formato do i-ésimo oscillon incidente passa a ser parametrizado

por αi ∈ [0, 1), chamado a fáse do oscillon. Um oscillon com formato arbitrário com

borda direita no ponto x = 0 é dado por

ψ(t, x; v; u) 7→ ψ(t+ t0(α), x+ x0(α); v, u)

em que x0(α) é t0(α) são duas funções que sejam determinadas na seção (4.2.1).

Note que a forma da função de deslocamento espacial x0(α) pode depender de u e v.

Isto significa que para obter uma configuração de dois oscillons vamos precisar em

geral de duas funções x0(α) e x̄0(α).

Vamos considerar os seguintes parâmetros da configuração inicial: a escala λ do

segundo oscillon, uma velocidade de boost u, duas velocidades da borda v1 e v2 e duas

fases α1 e α2. Além disso, fixamos o sinal de primeiro oscillon ε1 = 1 e consideramos

apenas ε2 ≡ ε = ±1. A condição inicial (4.3), com x1 → −x0(α1) e x2 → −x̄0(α2) toma a

seguinte forma

Φ(x) = ψ

(

t0
(
α1

)
, x+ x0

(
α1

)
; v1, u

)

± λ2ψ

(

t0
(
α2

)

λ
,
x+ x̄0

(
α2

)

λ
; v2,−u

)

,

Φt(x) =
∂

∂t̄
ψ
(
t̄, x+ x0(α1); v1, u

)
∣
∣
∣
∣
t̄=t0(α1)

± λ
∂

∂t̄
ψ
(
t̄,
x+ x̄0

(
α2

)

λ
; v2,−u

)
∣
∣
∣
∣
t̄=t0(α1)/λ

. (4.5)

Apesar de reduzirmos bastante o número de parâmetros livres, a configuração

inicial ainda é bastante geral. Para simplificar as considerações vamos estudar apenas

um subconjunto de configurações iniciais (perda de generalidade) que envolve oscillons
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dos oscillons esteja em contato. Como o tamanho do suporte das soluções com v 6= 0 não é

fixo (ver Fig. (15)), ocorre que para cartas fases α no caso |v| > |u| as superfićies mundo

dos oscillons incidentes podem se sobrepor antes do instante t = 0. Para ilustrar este fato

vamos comparar casos |v| < |u| e |v| > |u|. Na Fig. (31) mostramos o primeiro caso. Neste

caso, não existe nenhum possibilidade de sobreposição. No caso mostrado na Fig. (32), os

oscillons não tem sobreposição em t < 0 para α = 0 mas, para α = 0,5, um encontro deles

ocorre em tempo anterior a t = 0. A configuração inicial mostrada na Fig. (32)(b) é uma

(a) v = 0 (b) v = 0,4

Figura 31 – Superf́ıcies mundo dos oscillons antes de espalhamento, t < 0, para u = 0,5, α = 0 e
(a) v = 0, (b) v = 0,4.

(a) α = 0 (b) α = 0,5

Figura 32 – Superf́ıcies mundo dos oscillons antes de espalhamento, t < 0, para u = 0,5 e v = 0,8.

configuração admisśıvel matematicamente. No entanto, ela não pode ser um resultado do

encontro de dois oscillons em movimento uniforme, já que o encontro em si se daria em

tempo anterior e, efetivamente, esse caso seria o mesmo que para α = 0 (o que pode ser

visto comparando-se o ponto de encontro real da Fig. (32)(b) com aquele da Fig. (32)(a)).

Na sequência, vamos determinar a função x0(α) ≡ xD(α) que representa a posição da

borda direita do oscillon no sistema de coordenadas do observador em S. Geometricamente,

a coordenada xD é a coordenada espacial em S do evento da intersecção entre a linha

de simultaneidade t = γα e a borda direita do oscillon, vide Fig. (30). No referencial de
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Dependendo do valor de u, existem dois casos diferentes que são separados pelo

caso limite, dado pela velocidade de boost cŕıtica uc ≡ 1
2+v

. Esses valores cŕıticos ocorrem

quando y(t′, α) cruza τ(t′) precisamente nos seus máximos τ(t′)|t′=± 1
2
= 1

2
e ou mı́nimo

τ(t′)|t′=0 = 0. Denotamos os valores correspondentes do parâmetro α por α(±) para os

máximos e α(0) para o mı́nimo. São eles

α(±) = 1
2

(
± 1 + (2 + v)u

)
,

α(0) = u.

Os intervalos (A), (B), (C) e (D) na Fig. (33) são cobertos da seguinte maneira,

de acordo com os valores de u e α:

u < uc: abaixo do valor cŕıtico, a reta y(t′, 0) cruza τ(t′) em algum ponto acima de t′ = −1
2
,

enquanto y(t′, 1) cruza τ (t′) em algum ponto, também, acima de t′ = 1
2
. Dessa forma,

apenas os intervalos (B), (C) e (D) são relevantes, dos quais (B) e (D) são cobertos

apenas parcialmente. O intervalo (B) corresponde à α ∈ [0, α(0)], (C) corresponde a

α ∈ [α(0), α(+)] e o intervalo (D) corresponde a α ∈ [α(+), 1);

u = uc: no valor cŕıtico de u, o valor mı́nimo de α corresponde à α(−) = 0 e o valor mais

alto corresponde à α(+) = 1 e y(t′, α) cruza τ(t′) apenas nos intervalos (B) e (C). O

intervalo (B) corresponde a α ∈ [0, α(0)] e (C) por α ∈ [α(0), 1);

u > uc: a reta y(t′, 0) cruza τ(t′) em algum ponto abaixo de t′ = −1
2
e a reta y(t′, 1) cruza

τ(t′) em algum ponto abaixo de t′ = 1
2
. Este é o caso que aparece na Fig. (33).

São cobertos os intervalos (A), (B) e (C), dos quais (A) e (C) são cobertos apenas

parcialmente por α. O intervalo (A) é coberto quando α ∈ [0, α(−)], o intervalo (B)

quando α ∈ [α(−), α(+)] e (C) quando α ∈ [α(+), 1).

A solução para t′ da equação (4.11) é dada, com τ(t′) na forma (4.12), por

t′(α) =
α− u(1 + b v)

1 + a v u
,

em que os valores de (a, b) passam a ser determinados pela velocidade u e a fase α

(a, b) =







(1, 1) para α ∈ (0, α(−))

(−1, 0) para α ∈ (α(−), α(0))

(1, 0) para α ∈ (α(0), α(+))

(−1, 1) para α ∈ (α(+), 1)

.

Da invariância dos intervalos de espaço-tempo encontramos que a posição da borda direita

do oscillon é dada por

xD(α) =
√

γ2α2 − t′(α)2 + x′(α)2,
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em que x′, introduzido em (4.10), é dado por

x′(α) = 1 + v
(
at′(α) + b

)
.

Com algumas manipulações algébricas, chegamos na posição da borda direita do oscillon

no referencial de laboratório

xD(α) =
γ

1 + a v u

[(
1− u2

)(
1 + v b

)
+ α

(
u+ v a

)]

. (4.13)

A borda esquerda do oscillon, no seu referencial de repouso, corresponde com a

linha-mundo x′ = v τ(t′). A coordenada t′(α) é determinada pela equação τ(t′) = z(t′, α),

em que z(t′, α) := α−t′

v u
. A solução tem a forma

t′(α) =
α− b′ v u

1 + a′ v u

com os coeficientes (a′, b′) dados por

(a′, b′) =

{

(1, 0) se 0 ≤ α ≤ α0

(−1, 1) se α0 ≤ α ≤ 1
, α0 :=

1

2
(1 + v u).

De maneira análoga ao caso anterior, encontramos uma expressão para posição da borda

esquerda do oscillon no referencial de laboratório em dependência da fase α

xE(α) =
γ

1 + a′ v u

[

(1− u2)(v b′) + α(u+ v a′)
]

. (4.14)

O conhecimento da expressão para a posição da borda esquerda nos permite

determinar o tamanho do oscillon L(α) = xD(α)− xE(α) no instante inicial t = 0. Alem

disso, uma nova configuração inicial pode ser constrúıda tomando o primeiro oscillon com

velocidade negativa u < 0 e deslocando-o para x > 0 pelo valor xE(α). O segundo oscillon,

é dado pela reflexão espacial do primeiro.

4.3 ESPALHAMENTO DE CONFIGURAÇÕES SIMÉTRICAS

Começamos, por simplicidade, apresentando casos com v = 0 e α = 0, variando

somente a velocidade u. As Figs.(34a)-(34f) mostram seis desses casos. Os casos apresenta-

dos foram escolhidas para dar uma noção básica dos resultados t́ıpicos de espalhamento.

Como podemos ver, esses resultados dependem fortemente da velocidade u dos oscillons

colidindo, e eles saem da região de interação com velocidade aproximadamente igual àquela

com que entraram. As estruturas formadas pelo campo que emergem da região da interação

são significativamente menos regulares quando as velocidades iniciais dos oscillons são

pequenas. Uma diferença fundamental entre os diagramas é viśıvel na sua região central,

onde podemos ver radiação que aparece em forma de jatos. Com algum cuidado, podemos
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Nós checamos a hipótese acerca da natureza da solução de onda de choque através

de uma comparação dos zeros da solução anaĺıtica com os zeros da simulação. De acordo

com [18], as soluções de onda de choque são uma classe das soluções de signum-Gordon

dadas por φ(t, x) = θ(−z)W (z), em que z = 1
4
(x2 − t2). A função W (z) obedece a

equação ordinária xW ′′(z) + W ′(z) = sign(W (z)) e sua solução consiste de infinitas

solucões parciais Wk(z), k ∈ Z que se encontram nos pontos −ak. Cada solução parcial

satisfaz a equação xW ′′
k (z) +W ′

k(z) = (−1)k e as condições Wk(−ak) = 0 = Wk+1(−ak) e
W ′

k(−ak) = W ′
k+1(−ak). A solução parcial pode ser escrita na forma

Wk(z) = (−1)k
(

z + ak + bk ln
|z|
ak

)

,

onde
bk+1

ak
= 2− bk

ak
e

ak+1

ak
= 1 +

bk+1

ak
ln
ak+1

ak
. (4.15)

Note que, para evitar a singularidade da função logaritmo em z = 0, temos b0 = 0. O

primeiro zero a0 é um parâmetro livre que determina os valores de todas outras constantes

através das relações de recorrência (4.15). Em particular, b1 = 2a0. Definindo αk+1 :=
1
2

bk+1

ak

e yk+1 :=
ak+1

ak
temos essas relações na forma

αk+1 = 1− αk

yk
e yk+1 = 1 + 2αk+1 ln yk+1. (4.16)

Repare que α = 1. Segue dessa relação que αk+1 é determinada por ak e bk. Resolvendo

numericamente a segunda equação em (4.16) pode-se encontrar os yk e, então, os bk+1

podem ser determinados. Os zeros do campo φ(t, x) são localizados nas hiperboles

xk(t) = ±
√

t2 − 4ak.

Com a forma anaĺıtica dos zeros, pudemos fazer o fitting dos dados numéricos

apresentados na Fig. (37). É suficiente fitar a função
√

(t− t0)2 − 4a0, na qual o tempo

inicial t0 é uma translação temporal para adequar os zeros ao espalhamento, já que no

espalhamento a onda de choque tem ińıcio algum tempo depois de t = 0. Para melhorar a

qualidade do fitting nós utilizamos dez curvas anaĺıticas.

Neste trabalho revisamos apenas os resultados principais dessa parte da pesquisa. A

revisão completa de todos os resultados obtidos durante o peŕıodo do mestrado aumentaria

significativamente o volume da dissertacão sobrecarregando-a e prejudicando a leitura. Os

demais resultados podem ser encontrados em dois artigos a ser publicados. Em particular,

um deles tratará sobre a análise detalhada do problema de formação e decaimento de

ondas de choque.

4.3.0.2 Comparação com quase-ondas de choque

A conjectura sobre o caráter da solução ondulatória nos levou a estudar os tipos

de condições iniciais que reproduzem ondas de choque. Este assunto pôde ser abordado
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então os coeficientes B(n)(α) também são funcões lineares de α. Todos os zeros viajam

com a mesma velocidade igual a 1/V . A única diferença é a localização das linhas retas

dadas pelos coeficientes B(n)(α). O conjunto de zeros descritos pelas linhas x(n) e x(n+1)

podem coincidir para dois oscillons diferentes com o mesmo valor da velocidades u se as

fases desses oscillons diferirerm por um certo valor ∆α. A condição para isto acontecer

tem forma B(n+1)(α +∆α)− B(n)(α) = 0. Dai, conclúımos que

∆α =
1

2
.

Os zeros do campo localizados em x(0) na Fig. (39a) e x(1) na Fig. (39b) coincidem

para ∆α = 1
2
. Além disso, configurações iniciais correspondendo com as fases α e α+ 1

2

diferem apenas pelo sinal do campo, i.e. ψ → −ψ quando α → α + 1
2
. O exemplo da Fig.

(40) mostra a solução anaĺıtica correspondendo à t < 0 do caso mostrado na Fig. (39a). As

linhas pontilhadas representam as trajetórias dos zeros.

(a) (b)

Figura 40 – Perfil inicial do campo de signum-Gordon e worldsheets dos oscillons incidentes
para u = 0,93, v = 0 e (a) α = 0,414, (b) α = 0,914. Os zeros são marcados como
linhas pontilhadas. Suas posições em t = 0 são dadas por (a) B(−1)(α) = −0,006,
B(0)(α) = −0,204 e (b) B(0)(α) = −0,006, B(1)(α) = −0,204.

O caso apresentado na Fig. (39) não é único. Cálculos numéricos sugerem que

no regime de altas velocidades u é posśıvel fazer um ajuste fino dos parâmetros α e u

(e também v) de forma que para t > 0 aparecem apenas dois oscillons dominantes. A

ausência de radiação significa que o oscillon que sai tem essencialmente a mesma energia

daquele que entrou. Nas situações mais comuns existe uma certa diferença de energia e

essa diferença se manifesta na forma de inúmeras estruturas semelhantes à oscillons. Na

Fig. (41) nós mostramos a energia radiada como uma fração da energia inicial do oscillon.





84 Caṕıtulo 4. Espalhamento de oscillons

Figura 42 – Superf́ıcies mundo de dois oscillons com v 6= 0 em direção à um encontro. Os
oscillons não são não-perturbados dentro das duas regiões triangulares acima da
linha t = 0. Os zeros do oscillon correspondem com intersecções de sua superf́ıcie
mundo com uma famı́lia de linhas pontilihadas.

Uma questão interessante é como a substituição de v = 0 por v 6= 0 modifica os

resultados do processo de espalhamento. Para ver o papel de parâmetro v no processo de

espalhamento vamos tomar uma generalização v 6= 0 de configurações iniciais simétricas

com u = 0,93 e α = 0,414. Na Fig. (43a) foi apresentado o resultado de espalhamento

para v = 0,02, que pode ser visto com uma pequena perturbação da configuração anterior.

Podemos ver que mesmo um pequeno valor do parâmetro v é suficiente para que apereçam

ondas de choque que então se transformam e decaem em oscillons. Isso mostra que o

processo de espalhamento é um tanto senśıvel ao valor do parâmetro v. Para minimizar

essa radiação podemos ajustar devidamente o parâmetro α. Encontramos que, nesse caso

espećıfico, a radiação desaparece para α = 0,420 e α = 0,918, respectivamente mostrados

nas figuras (43b) e (43d).

Para valores maiores de v há muito mais radiação para os valores originais de

α. Nas Figs. (44) e (45) mostramos os casos v = 0,2 e v = 0,7. Em ambos casos foram

encontrados valores da fase α que minimizam a radiação.

Olhando com cuidado às configurações iniciais podemos ver que existe diferença

significativa entre o caso v = 0 e o caso v 6= 0. Na Fig. (46) apresentamos as configurações

iniciais que minimizam a radiação. Comparando a configuração ψ(x;α+∆α), em que ∆α é

conhecido dos dados numéricos, com ψ(x;α) podemos ver que a configuração com α+∆α

não é igual ao negativo da configuração com α. A diferença entre ψ(x;α+∆α) e −ψ(x;α)
aumenta quando aumentamos o valor de v. Por outro lado, ψ → −ψ é uma simetria

da equação de signum-Gordon, portanto se ψ(x;α) minimiza a radiação então −ψ(x;α)
também minimiza. Então, nesse caso, para cada conjunto de parâmetros (u, v) existem

quatro configurações iniciais ±ψ(x;α) e ±ψ(x;α+∆α) que minimizam a radiação. Eles

são claramente degenerados para v = 0, em qual caso somente existem duas configurações

que minimizam a energia.

Na Fig. (47) mostramos um mapa da fração da energia inicial carregada pela
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Outro parâmetro do qual os oscillons incidentes dependem é a velocidade v da suas

bordas no referencial de repouso. Cálculos numéricos mostram que irregularidades nas

bordas dos dois oscillons que saem da região da interação crescem quando aumentamos

o valor do parâmetro v. Na Fig. (50) nós mostramos os resultados do espalhamento de

configurações anti-simétricas dos oscillons com velocidade u = 0,8, fase α = 0 e velocidade

da borda v = 0,47 e v = 0,82. As figuras mostram que quando as bordas dos oscillons que

saem da regiãode interação se tornam mais irregulares, a quantidade de radiação emitida

dessas bordas aumenta.

É notável que a radiação gerada no processo de espalhamento dos oscillons com

configuração anti-simétrica é emitida apenas das irregularidades das bordas. Esses oscillons

podem ser interpretados como oscillons exatos fortemente perturbados. O seu excedente

de energia é convertido em pequenos oscillons que são ejetados das irregularidades.
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5 ESPECTRO DE RADIAÇÃO DO MO-

DELO SIGNUM-GORDON

Olhando para os resultados de nossas simulações numéricas nós vemos que a radia-

ção do modelo de signum-Gordon é dominada por estruturas que oscilam parecidas com

oscillons em movimento. De fato, a produção de oscillons pequenos durante a evolução dos

oscillons perturbados foi conjecturada nas seção de considerações de [19]. Essa conjectura

foi motivada pela simetria por dilatação da equação de signum-Gordon. Seja λ > 0 um

numero real e φ(1)(t, x) uma solução da equação de signum-Gordon. A simetria por escala

significa que

φ(λ)(t, x) := λ2φ(1)

(
t

λ
,
x

λ

)

(5.1)

também é solução dessa equação. Olhando para a energia das soluções nós vemos que ela

escala de acordo com

E[φ(λ)] = λ3E[φ(1)]

onde

E[φ(1)] :=

∫ ∞

∞

dx

[
1

2
(∂tφ(1))

2 +
1

2
(∂xφ(1))

2 + |φ(1)|
]

.

Em particular, o oscillon exato em um segmento x ∈ [0, 1] tem energia E[φ(1)] =
1
24
. Note

que oscillons generalizados com bordas com ou sem movimento (ou seja, para qualquer

valor de velocidade da borda v) uniforme possuem exatamente a mesma energia.1 A simetria

por dilatação permite a existência oscillons compactos exatos com suporte arbitrariamente

pequeno. Um conjunto de tais oscillons com suportes que não se sobrepõem constituem

soluções multi-oscillon. Além disso, é posśıvel aplicar um boost de Lorentz em cada um

desses oscillons de maneira independente gerando outros oscillons e eles continuarão sendo

soluções exatas até que coilidam com outros oscillons.

Embora nós não esperemos que as oscilações que aparecem nas nossas simulações

sejam oscillons exatos, podemos chamar eles de quasi -oscillons, já que a sua estabilidade

e regularidade chamam à atenção. Estruturas menos regulares “decaem”, emitindo objetos

que oscilam menores e mais regulares. Portanto, a emissão de quasi -oscillons parece ser

um mecanismo f́ısico que permite que oscillons fortemente perturbados se desfaçam do seu

excedente de energia. Tais quasi -oscillons menores podem, ainda, emitir outros oscillons

menores. Como eles tem algum momento linear, a colisão com outros quasi -oscillons é

inevitável. Essas colisões são responsáveis pela produção de outros quasi -oscillons.

Note que a relação (5.1) pode ser aplicada em uma solução representando todo um

processo de espalhamento. Certamente, não existe diferença qualitativa entre o espalha-

1A origem desta degenerescência não foi ainda explicado e encontra-se como um problema em aberto.
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mento envolvendo dois oscillons com λ = 1 e o espalhamento de oscillons menores com

λ ≪ 1. A repetição de algumas estruturas envolvendo oscillons em todas as escalas de

tamanho no diagrama de espaço-tempo sugere uma natureza fractal da radiação.

Para checar essa hipótese nós fazemos simulações de alta resolução do processo de

espalhamento e então analisamos o diagrama de espaço-tempo representando o resultado.

Na Fig. (51) nós mostramos o espalhamento de dois oscillons simétricos e a radiação na

região central entre esses oscillons. Olhando em maior detalhe para a região dentro do

retângulo da figura (51a) nós podemos ver na Fig. (51b) que existe uma quantidade grande

de oscillons menores, inviśıveis na imagem anterior. Escolhendo outra região regular dentro

dessa figura, nós vemos, na Fig. (51c), uma série de outras estruturas menores oscilando.

Esse resultado da apoio à nossa idéia sobre a natureza fractal da radiação do modelo de

signum-Gordon.

Finalmente, gostaŕıamos de comentar sobre dificuldades associadas com a inte-

gração numérica da equação de signum-Gordon. A principal dificuldade tem origem no

fato de que a radiação contém oscillons perturbados de tamanho arbitrariamente pe-

queno. Certamente, oscillons menores que o tamanho dos domı́nios numéricos não podem

aparecer na simulação. Isto sugere que para obter numericamente as estruturas menores

deveŕıamos aumentar o número de pontos na grade. Realizamos muitas simulações deste

tipo, mudando o número de pontos e comparando resultados. Os testes mostraram que

oscillons muito pequenos são mais senśıveis ao número de pontos. Em alguns casos, mudar

o número de pontos por um fator 2 resultou em mudanças grandes de trajetória e no

aparecimento/desaparecimento de algumas estruturas, enquanto estruturas maiores se

mantiveram estáveis nesse procedimento.

Acreditamos, também, que os oscillons menores podem ser mais senśıveis por serem

mais perturbados e, além disso, o grau de perturbação é tal que podeŕıamos dizer que

existe muito rúıdo no campo nessas escalas. Portanto, é posśıvel que a sensibilidade dos

oscillons de menor escala não tenha origem exclusiva na resolução da simulação. Determinar

quanto desse rúıdo é de origem numérica e quanto dele é de origem perturbativa é um

assunto que ainda exige investigações. De toda forma, isso é sugerido porque mesmo em

simulações com muita resolução (h ∼ 6 × 10−6), oscillons relativamente pequenos (de

largura ∼ 1 × 10−2, comparada com a largura dos oscillons incidentes ∼ γ(u) ∼ 0,5)

que seriam bastante estáveis em simulacões “limpas” (simulações em que eles não são

perturbados e aparecem com a mesma resolução relativa que possuem na radiação) se

tornam impreviśıveis. Portanto é posśıvel que essa sensibilidade tenha origem não apenas

na escala relativa desses oscillons com relação à resolução da simulação mas também

do grau de perturbação à que os pequenos oscillons estão sujeitos em decorrência de

um rúıdo de fundo que é, pelo menos em parte, natural da radiação. De toda forma,

como cada pequena interação gera mais pequenos oscillons, pode-se fazer o caso de que
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última instância, oscillons são instáveis e sempre devem se desmanchar em radiação. Isso

seria uma decorrência natural daquela conjectura de que oscillons perturbados produzem

oscillons pequenos durante sua evoluçãoapresentada nas seção de considerações de [19].

Os oscillons pequenos emitidos como integrantes da radiação podem ser tratados

como indicadores da sensibilidade da equação de signum-Gordon a condições iniciais.

Dependendo de detalhes da perturbação um tal oscillon pode ou não ser emitido de um

outro oscillon maior perturbado. Percebemos que a mudança no número de pontos da

grade em vários casos é perturbação suficiente para mudar a forma (padrão) de estruturas

pequenas da radiação. Um problema similar foi encontrado em simulações de um tipo

especial de soluções auto-similares com um número infinito de zeros em um segmento finito.

Nesse caso a solução numérica e a anaĺıtica divergem após pouco tempo de simulação. Nas

regiões dominadas por radiação, o campo oscilla muito rápidamente no tempo e no espaço,

o que gera um grande acumulo (local) de erro numérico. Uma forma análoga de se colocar

isso é pensarmos que a escala de tempo muda entre oscillons que vivem em escalas de

tamanho diferentes, e oscillons pequenos, portanto, acumulam (e geram) erro numérico

tanto mais rapidamente quanto menor for sua escala.

Por outro lado, nossas simulações de oscillons exatos não levaram à instabilidade

viśıvel dentro de intervalos de tempo correspondendo com muitos peŕıodos de oscilação. As

simulações de ondas de choque exatas foram bastante consistentes com soluções anaĺıticas.

Conclúımos que nas regiões dominadas por radiação as soluções do modelo são

muito senśıveis às condições iniciais. Em uma mesma simulação podem aparecer regiões

nas quais o erro numérico cresce devegar e outras regiões nas quais ele cresce muito rápido.

Em geral, a oscilação relativamente lenta das estruturas grandes e regulares faz com que

elas acumulem pouco erro, enquanto as regiões com radiação, por motivo análogo, são

maior fonte de erro numérico. Além disso, a sensibilidade do modelo de signum-Gordon à

condições iniciais sugere que ele pode compartilhar algumas propriedades com sistemas

caóticos. Esta propriedade pode ser a principal dificuldade em gerar fractais de alta

resolução.
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6 CONCLUSÕES

Neste trabalho apresentamos o modelo de signum-Gordon como um caso limite

de modelos com potencial não-diferenciável. O objetivo principal era um estudo sobre a

dinâmica dos oscillons, suas interações e o papel desempenhado por eles no espectro de

radiação do modelo. Além do modelo de signum-Gordon, estudamos também modelos

mais gerais com potencial periódico. Os primeiros dois caṕıtulos contém a revisão de

resultados publicados por outros autores, enquanto os caṕıtulos 3-5 contém em grande

parte resultados originais.

Na primeira parte da nossa contribuição (caṕıtulo 3), realizamos um estudo cui-

dadoso sobre a estabilidade de oscillons perturbados e descobrimos que essas estruturas,

embora não sejam topológicas, mostram-se numericamente estáveis sob pequenas per-

turbações. Nossos estudos mostraram que um oscillon levemente perturbado se mantém

por bastante tempo – em torno de 25 oscilações – sem emissão de nenhum tipo viśıvel

de radiação. Depois desse tempo, eles começam a emitir pequenos pacotes de energia

(pequenos oscillons). A principal razão para o estudo numérico do oscillon exato foi testar

os nossos procedimentos numéricos; para verificar e inferir se e até que ponto os erros

numéricos inerentes poderiam destruir o oscillon pela indução de radiação. Descobrimos

que a solução numérica começa a diferir significativamente da exata apenas para tempos

maiores que t = 50. Quanto às demais perturbações, conclúımos que, apesar dos pequenos

erros numéricos (menores do que esperado), os oscillons levemente perturbados tem a

tendência de emitirem o excesso de energia e através desse mecanismo e se aproximarem

da solução exata. Nossas simulações foram feitas com o uso do método de Runge-Kutta de

4a ordem, simulando o avanço temporal dos campos trabalhando com precisão dupla.

Na sequência realizamos o estudo de espalhamento dessas estruturas. Baseados

em simetrias do modelo de signum-Gordon (invariância sob grupo de Poincaré em 1 + 1

dimensões, invariância por transformações de escala e invariância por troca de sinal global

do campo), constrúımos condições iniciais de espalhamento Φ(x) e Φt(x) (referentes,

respectivamente, ao valor inicial do campo de espalhamento e à sua derivada temporal)

à partir da soma de diversos oscillons não sobrepostos. Cada oscillon foi parametrizado

pelos diversos graus de liberdade provenientes das simetrias do modelo, além do valor da

velocidade da sua borda v (ver seção (3.2)).

Neste trabalho nos restringimos ao espalhamento de n = 2 oscillons. Por razões

da simplicidade, foram estudadas apenas configurações simétricas e antisimétricas com

quatro parâmetros relevantes: velocidade da borda (a mesma para os dois oscillons),

velocidade de movimento uniforme em referencial de laboratório, fase (a mesma para os
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dois oscillons) e parámetro discreto de reflexão de sinal de um oscillon. Em dependência

deste último parâmetro, estudamos configurações simétricas e anti-simétricas. A análise

numérica mostrou comportamento qualitativamente diferente entre as duas.

No caso de configurações simétricas, os processos são muito mais complexos e mais

senśıveis aos parâmetros livres, em especial da velocidade e da fase. Observamos que as

estruturas ondulatórias parecidos com ondas de choque desempenham papel importante na

produção de uma grande quantidade de oscillons. Tais oscillons aparecem no processo de

colapso de onda. As ondas de choque aproximadas geradas no processo de espalhamento

de oscillons são muito parecidas com ondas geradas à partir de uma configuração inicial

em que o campo se anula e existe apenas uma distribuição da derivada temporal do campo

em forma de δε(x). Isto sugere que logo após a interação, no centro entre os oscillons

emergentes, aparece uma estrutura parecida com δε(x) que dá origem à quase-onda de

choque.

Observamos também que, para algumas configurações dos parâmetros livres, as

configurações finais quase não contém radiação. O modelo é sabidamente não-integrável. No

entanto o resultado do espalhamento, quando fazemos o ajuste espećıfico dos parâmetros

livres, lembra resultados de espalhamento em modelos integráveis. Este fenômeno requer

futuras investigações que permitam entender a razão para tal comportamento destacado

do campo de signum-Gordon. O estudo de várias configurações foi resumido na forma de

um mapa de porcentual de energia radiada.

As configurações anti-simétricas, por outro lado, quase não geram radiação para um

amplo espectro dos parâmetros livres. Ocasionalmente, os oscillons emergentes aparecem

com bastante irregularidade e em especial as irregularidades das bordas deles funcionam

como fontes da radiação. De toda forma, para este caso, não há quase-ondas de choque.

Finalmente, analisando o campo de radiação, percebemos que as estruturas emer-

gentes possuem um padrão de auto-similaridade. Isso nos levou suspeitar que existe uma

natureza fractal no espectro de radiação do modelo. A determinação razoavelmente precisa

desta estrutura constitui um desafio enorme em cálculo numérico e é objeto de investigações

futuras. Notamos que a radiação é muito senśıvel às condições iniciais e, além disso, é uma

fonte relevante de erro numérico.

A análise numérica do espalhamento de oscillons nos permite concluir que oscillons

(ou quase-oscillons) desempenham um papel fundamental na formação de radiação do

modelo. Como eles existem em todas as escalas de energia e de comprimento, o estudo da

radiação torna-se um grande desafio numérico.

Os resultados apresentados neste trabalho cobrem, em parte, todos os resultados

obtidos durante o peŕıodo de mestrado. Neste trabalho não desenvolvemos em detalhes o

assunto de ondas de choque, que constitui conteúdo de um dos dois artigos em preparação.
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Existe uma variedade de assuntos que podem ser estudados dando continuação

ao estudo do modelo de signum-Gordon. Um deles seria a análise do modelo no caso de

número maior de dimensões espaciais. Em part́ıcular, seria interessante estabelecer quais

seriam (e se existem) generalizações no comportamento de oscillons, ondas de choque, etc.

em (2+1) e (3+1) dimensões. Outra perspectiva interessante envolve a possibilidade de

construção de um vortex compacto para um campo complexo com potencial apropriado

não-diferenciável.
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18 ARODŹ, H.; KLIMAS, P.; TYRANOWSKI, T. Scaling, self-similar solutions and
shock waves for v-shaped field potentials. Phys. Rev. E, American Physical Society, v. 73, p.
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APÊNDICE A – CONSIDERAÇÕES SOBRE

CALCULO NUMÉRICO E ESTABILIDADE

DAS SIMULAÇÕES

As nossas simulações foram feitas no espaço de posição do campo. A dimensão

espacial é finita com largura L, e discretizada em N śıtios de largura h = L/N . A integração

é feita utilizando-se o método Runge-Kutta de 4a ordem com passo de tempo tal que

h/∆t = 1/a. Utilizamos a = 0.1.

A evolução temporal da equação de s-G, conforme discutido nas seções 3.3, 4.3 e 5,

é senśıvel à perturbações nas condições iniciais. A sensibilidade é inversamente proporcional

à escala das estruturas que desejamos observamos dentro do espaço de simulação. De

forma geral, avaliamos a estabilidade e geração de erros numéricos de uma simulação

comparando seu resultado com o resultado de simulações com resolução diferente.

Para as escalas que temos usado nas nossas simulações (em que a largura dos

oscillons principais, no repouso, são de tamanho 1), pudemos ver que, a partir de certo

valor de h os resultados passam a convergir suficientemente até um instante de tempo que

depende das condições iniciais utilizadas. De maneira geral as simulações úteis ocorrem

para h ∼ 10−4 embora, para alguns casos (em especial na seção 5 em que avaliamos

algumas qualidades do espectro de radiação em pequenas escalas) tenhamos usado valores

até h ∼ 10−6.
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APÊNDICE B – DECOMPOSIÇÃO EM

SUBMODELOS BPS

Estamos interessados em calcular L2 = −1
2
Tr(LµL

µ) e L4 =
1

16
Tr([Lµ, Lν ]

2), onde

Lµ = U †∂µU e

U ≡ eiξτn = 1 cos ξ + i sin ξσ · n.
Considerando que

U † = cos ξ − i sin ξσ · n∂µU = −ξµ sin ξ + iξµ cos ξσ · n,

onde ξµ ≡ ∂µξ, escrevemos

Lµ = U †∂µU

= (cos ξ − i sin ξτ · n)(−ξµ sin ξ + iξµ cos ξτ · n+ i sin ξτ · ∂µn)
Após algumas manipulações, temos uma forma simplificada

Lµ = iξµ(σ · n)
︸ ︷︷ ︸

aµ

+ i sin ξ cos ξ(σ · ∂µn)
︸ ︷︷ ︸

bµ

+ i sin2 ξσ · (∂µn× n)
︸ ︷︷ ︸

cµ

.

Tomando o traço de LµL
µ temos o traço de combinações de aµ, bµ e cµ

Tr(LµL
µ) = Tr[(aµ + bµ + cµ)(a

µ + bµ + cµ)]

= Tr(a2µ + b2µ + c2µ + 2aµb
µ + 2aµc

µ + 2bµc
µ).

Para calcular o valor desses termos, as seguintes identidades são uteis (estamos usando

identidade das matrizes de Pauli σiσj = 1δij + iεijkσk)

Tr[(σ · n)2] = Tr[σiσjn
inj] = Tr[(1δij +✘✘✘✘iεijkσk)n

inj]

= Tr(1)n2 = 2

Tr[(σ · ∂µn)2] = Tr[σiσj∂µn
i∂µnj]

= Tr[(1δij +✘✘✘✘iεijkσk)∂µn
i∂µnj]

= Tr[1](∂µn)
2 = 2(∂µn)

2

Tr[(σ · (∂µn× n))2] = Tr[εijkσi∂µn
jnkεlmnσl∂

µnmnn]

= Tr[(1δil + iεiloσo)εijkεlmn∂µn
j∂µnmnknn]

= εijkεimn
︸ ︷︷ ︸

δjmδkn−δjnδkm

∂µn
j∂µnmnknn Tr 1 + (· · · )✘✘✘Tr σo

= 2∂µn
j∂µnjnknk − 2∂µn

j∂µnknknj

= 2[(∂µn)
2 n2

︸︷︷︸
≡1

−( ∂µn · n
︸ ︷︷ ︸

= 1
2
∂µn2=0

)2]

= 2(∂µn)
2
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Tr[(σ · n)(σ · ∂µn)] = Tr(σin
iσj∂

µnj) = Tr[(1δij + iεijkσk)n
i∂µnj]

= (n · ∂µn
︸ ︷︷ ︸

=0

) Tr 1 + iεijkn
i∂µnj

✘✘✘Tr σk

= 0

Tr[(σ · n)σ · (∂µn× n)] = Tr(σin
iεabcσa∂µn

bnc)

= Tr[(1δia + iεiadσd)εabcn
i∂µn

bnc]

= εabcn
a∂µn

bnc

︸ ︷︷ ︸
εabcnanc=0

Tr1 − iεaidεabcn
i∂µn

bnc
✘✘✘Tr σd

= 0

Tr[(σ · ∂µn)(σ · (∂µn× n))] = Tr(σi∂µn
iεabcσa∂µn

bnc)

= Tr[(1δia + iεiajσj)εabc∂µn
i∂µn

bnc]

= εabc∂µn
a∂µnb

︸ ︷︷ ︸

εabc∂µna∂µnb=0

nc Tr 1 + iεiajεabc∂µn
i∂µnbnc

✟✟✟Tr σj

= 0

O valor dos termos do Tr(LµL
µ) é

Tr(aµa
µ) = i2ξµξ

µ Tr[(σ · n)2]
︸ ︷︷ ︸

=Tr12=2

= −2ξµξ
µ

Tr(bµb
µ) = i2 sin2 ξ cos2 ξ Tr[(σ · ∂µn)2] = −2 sin2 ξ cos2 ξ(∂µn)

2

Tr(cµc
µ) = i2 sin4 ξ Tr[(σ · (∂µn× n))2] = −2 sin4 ξ(∂µn)

2

Tr(2aµb
µ) = 2i2ξµ sin ξ cos ξ Tr[(σ · n)(σ · ∂µn)]

︸ ︷︷ ︸
=0

= 0

Tr(2aµc
µ) = i2ξµ sin

2 ξ Tr[(σ · n)σ · (∂µn× n)]
︸ ︷︷ ︸

=0

= 0

Tr(2bµc
µ) = 2i2 sin3 ξ cos ξ Tr[(σ · ∂µn)(σ · (∂µn× n))]

︸ ︷︷ ︸
=0

= 0.

Assim,

L2 = −1

2
Tr(LµL

µ)

= ξµξ
µ + sin2 ξ cos2 ξ(∂µn)

2 + sin4 ξ(∂µn)
2

= ξµξ
µ + sin2 ξ(∂µn)

2.
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O termo (∂µn)
2, em termos do campo u, é o produto escalar do termo abaixo com ele

mesmo, contráıdo no ı́ndice µ

∂µn = ∂µ






1

1 + |u|2






u+ ū

−i(u− ū)

1− |u|2











= −uµū+ uūµ
1 + |u|2 n+

1

1 + |u|2






uµ + ūµ

−i(uµ − ūµ)

−(uµū+ uūµ)




 ,

onde usamos uµ ≡ ∂µu e o mesmo para ū. Então,

∂µn · ∂µn = −uµū+ uūµ
1 + |u|2 ✘✘✘✘

n · ∂µn+
1

1 + |u|2






uµ + ūµ

−i(uµ − ūµ)

−(uµū+ uūµ)




 · ∂µn

=
1

(1 + |u|2)2






uµ + ūµ

−i(uµ − ūµ)

−(uµū+ uūµ)






·




−(uµū+ uūµ)n+






uµ + ūµ

−i(uµ − ūµ)

−(uµū+ uūµ)











=
4uµū

µ

(1 + |u|2)2

Finalmente,

L2 = ξµξ
µ

︸︷︷︸

L
(2)
2

+4 sin2 ξ
uµū

µ

(1 + |u|2)2
︸ ︷︷ ︸

L
(1)
2

.

Para L4 =
1
16
Tr([Lµ, Lν ]

2) temos termos do tipo

[Lµ, Lν ]
2 = [Lµ, Lν ][L

µ, Lν ] = (LµLν − LνLµ)(L
µLν − LνLµ)

= LµLνL
µLν − LµLνL

νLµ − LνLµL
µLν + LνLµL

νLµ.

Sendo todos os ı́ndices contráıdos (́ındices mudos), podemos agrupar os termos

[Lµ, Lν ]
2 = 2LµLνL

µLν − 2LµLνL
νLµ

e

L4 =
1

8
[Tr(LµLνL

µLν)− Tr(LµLνL
νLµ)].

Usamos

Lµ = iξµn · σ + i sin ξ cos ξ∂µn · σ + i sin2 ξ(∂µn× n) · σ
= αµ · σi,



110 APÊNDICE B. Decomposição em submodelos BPS

onde o vetor αµ é definido como

αµ := iξµn+ i sin ξ cos ξ∂µn+ i sin2 ξ(∂µn× n).

O primeiro termo de L4 é

1

8
Tr(LµLνL

µLν) =
1

8
Tr(αi

µσ
iαj

νσ
jαµkσkαν lσl)

=
1

8
αi
µα

µkαj
να

ν l Tr(σiσjσkσl)

=
1

8
αi
µα

µkαj
να

ν l2(δijδkl − δikδjl + δilδjk)

=
1

4
(αi

µα
µkαi

να
ν k − αi

µα
µ iαj

να
ν j + αi

µα
µ jαj

να
ν i)

=
1

4
[(αµ ·αν)

2 −α2
µ ·α2

ν + (αµ ·αν)(αµ ·αν)
︸ ︷︷ ︸

=(αµ·αν)2

]

=
1

2
(αµ ·αν)

2 − 1

4
α2

µ ·α2
ν .

O segundo termo de L4,

−1

8
Tr(LµL

µLνL
ν) = −1

8
Tr(αi

µσ
iαµ jσjαk

νσ
kαν lσl)

= −1

8
αi
µα

µ jαk
να

ν l Tr(σiσjσkσl)

= −1

8
αi
µα

µ jαk
να

ν l2(δijδkl − δikδjl + δilδjk)

= −1

4
(αi

µα
µ iαk

να
ν k − αi

µα
µ jαi

να
ν j + αi

µα
µ jαj

να
ν i)

= −1

4
[α2

µ ·α2
ν −✘✘✘✘✘✘

(αµ ·αν)
2 +✭✭✭✭✭✭✭✭✭✭

(αµ ·αν)(αµ ·αν)]

= −1

4
α2

µ ·α2
ν .

Finalmente,

L4 =
1

2
(αµ ·αν)

2 − 1

4
α2

µα
2
ν −

1

4
α2

µ ·α2
ν

L4 =
1

2
[(αµ ·αν)

2 −α2
µα

2
ν ].



111

Os produtos escalares são dados por

αµ ·αν =(iξµn+ i sin ξ cos ξ∂µn+ i sin2 ξ(∂µn× n))

·(iξνn+ i sin ξ cos ξ∂νn+ i sin2 ξ(∂νn× n))

=− ξµξν − sin2 ξ∂µn · ∂νn

(αµ ·αν)
2 =(ξµξν)

2 + sin4 ξ(∂µn · ∂νn)2 + 2 sin2 ξ(ξµ∂
µn)2

α2
µ =− ξµξ

µ − sin2 ξ(∂µn)
2

α2
µ ·α2

ν = ξ2µξ
2
ν + sin4 ξ(∂µn)

2(∂νn)
2 + ξ2µ sin

2 ξ(∂νn)
2 + ξ2ν sin

2 ξ(∂µn)
2

= (ξµξν)
2 + sin4 ξ(∂µn)

4 + 2ξ2µ sin
2 ξ(∂νn)

2.

O termo de quarta ordem da lagrangiana fica escrito, em termos dos campos ξ e n, como

L4 =
1

2
[✘✘✘✘(ξµξν)

2 + sin4 ξ(∂µn · ∂νn)2 + 2 sin2 ξ(ξµ∂
µn)2

−✘✘✘✘(ξµξν)
2 − sin4 ξ(∂µn)

4 − 2ξ2µ sin
2 ξ(∂νn)

2]

= sin2 ξ[(ξµ∂
µn)2 − ξ2µ(∂νn)

2] +
1

2
sin4 ξ[(∂µn · ∂νn)2 − (∂µn)

4].

Estamos interessados nessa lagrangiana escrita em termos de ξ, u e ū. Os termos do tipo

∂µn e ∂µn ·∂µn já foram calculados anteriormente nesses termos. Os demais que precisamos

são

∂µn · ∂νn = −uµū+ uūµ
1 + |u|2 ✘✘✘✘n · ∂νn+

1

1 + |u|2






uµ + ūµ

−i(uµ − ūµ)

−(uµū+ uūµ)




 · ∂νn

=
1

(1 + |u|2)2






uµ + ūµ

−i(uµ − ūµ)

−(uµū+ uūµ)






·




−(uν ū+ uūν)n+






uν + ūν

−i(uν − ūν)

−(uν ū+ uūν)











= 2
uµūν + ūµuν
(1 + |u|2)2 ,

(∂µn · ∂νn)2 =
8

(1 + |u|2)4 [u
2
µū

2
ν + (uµū

µ)2],

(∂µn)
4 = (∂µn)

2 · (∂νn)2 =
16uµū

µuν ū
ν

(1 + |u|2)4

=
16(uµū

µ)2

(1 + |u|2)4 ,
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(ξµ∂
µn)2 = ξµ∂

µn · ξν∂νn = ξµξν(∂
µn · ∂νn) = 2ξµξν

uµūν + ūµuν

(1 + |u|2)2

=
2

(1 + |u|2)2 (ξµu
µξν ū

ν + ξµū
µξνu

ν)

=
4

(1 + |u|2)2 ξµu
µξν ū

ν .

Finalmente,

L4 =sin2 ξ

[
4

(1 + |u|2)2 ξµu
µξν ū

ν − ξ2µ
4uµū

µ

(1 + |u|2)2
]

+
1

2
sin4 ξ

[
8

(1 + |u|2)4 [u
2
µū

2
ν + (uµū

µ)2]− 16(uµū
µ)2

(1 + |u|2)4
]

L4 = − 4 sin2 ξ

(

ξµξ
µ uν ū

ν

(1 + |u|2)2 − ξµū
µξνu

ν

(1 + |u|2)2
)

︸ ︷︷ ︸

L
(1)
4

− 4 sin4 ξ
(uµū

µ)2 − u2µū
2
ν

(1 + |u|2)4
︸ ︷︷ ︸

L
(2)
4

.
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