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RESUMO

Neste trabalho estudamos algumas propriedades de modelos com potenciais nao-analiticos
com énfase no modelo de signum-Gordon. O trabalho apresenta o contexto fisico no qual
tais modelos sao estudados, comecando por uma motivacao mecéanica e terminando em
um sub-modelo de Skyrme. A principal parte do trabalho versa sobre a analise numérica
da dinamica de oscillons — solugoes nao-topologias com energia finita. Mostramos que
oscillons desempenham papel principal na formacao de radiacao e emissao do excesso de
energia de sistemas perturbados. Os nossos resultados numéricos suportam a ideia de que

a radiacao do modelo de signum-Gordon tem natureza fractal.

Palavras-chave: Potenciais nao analiticos, solugoes nao-topolégicas, signum-Gordon.



ABSTRACT

In this work we study some properties of models with non analytic potential, where we put
emphasis in the signum-Gordon model. We present the physical context in which these
models are studied, beggining with a mechanical motivation e ending up in a submodel
from the Skyrme model. The main part of this work covers the numerical analysis of oscillon
dynamics — non topological solutions with finite energy. We show that oscillons develop a
major role in the formation of radiation an energy excess emission in perturbed systems.
Our numerical results give support to the idea that radiation in the signum-Gordon model

has a fractal nature.

Key-words: Non analytic potentials, non-topological solutions, signum-Gordon.
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1 INTRODUCAO

Os modelos com campo escalar ou multipletos de tais campos sao estudados em
varios contextos fisicos. Como exemplo, temos o mecanismo de Higgs [1-3], a teoria de
Ginzburg-Landau [4-6] e modelos cosmoldgicos voltados & inflacao de Universo [7-13]. Além
disso, os modelos classicos em teoria de campos voltados a modelos efetivos para teorias
com interacao forte possuem diversas parametrizacoes nas quais aparecem campos escalares
reais ou complexos. Os modelos deste tipo despertam grande interesse na comunidade
cientifica. Outra razao pela qual os modelos de campo escalar sao investigados sao suas
propriedades matematicas. Em particular, a questao da integrabilidade [14] e, associados &
ela, solugoes muito especiais chamadas sélitons. A lista de motivagoes, tanto fisicas quanto
matematicas, pode ser estendida muito alem dos pontos mencionados acima. Ao invés de
estender essa lista, vamos apresentar a nossa motivacao para a pesquisa, cujos resultados

relatamos nesta dissertacao.

Este trabalho versa sobre o estudo de solugoes em modelos com potencial nao-
diferenciavel. Modelos deste tipo existem na literatura cientifica ha quase duas d’ecadas. O
primeiro modelo deste grupo foi introduzido por H. ArodZ em 2002 [15]. Na sequéncia, varias
outras generalizagoes e modifica¢oes foram apresentadas [16-21]. A expressao “potencial
nao-diferenciavel” constitui uma abreviacao para “potencial nao-diferenciavel em seus
minimos”. Trata-se, assim, de uma familia de potenciais nao-analiticos nos minimos. Ou
seja: potenciais em cujos minimos a primeira derivada nao existe. Note que as derivadas
laterais em torno desses pontos existem mas sao diferentes dependendo do lado pelo qual

se aproxima do ponto de minimo.

Exemplos de potenciais nao-analiticos foram apresentados na Fig. (1). Devido ao
aspecto grafico dos potenciais, eles sao também chamados potenciais tipo V' (V -shaped
potentials). A excepcionalidade deste grupo de modelos esta associada com o fato de que
eles permitem a existéncia de solucoes compactas. Ou seja: solugoes que nao sao constantes
(em particular igual a zero) apenas numa regiao compacta e, portanto, possuem tamanho

finito no espago. Solugoes deste tipo foram chamadas compactons.

Para sermos mais precisos, vamos ressaltar que os potenciais nao-analiticos nos
permitem obter solugdes compactas ao mesmo tempo em que preservam a forma usual dos
termos cinéticos na densidade Lagrangiana. Em modelos com termos cinéticos contendo
derivadas dos campos mais altas que segunda ordem (termos quérticos, etc), os compactons
podem existir para potenciais com comportamento padrao, e.g. ~ (¢ — ¢g)?, em torno
dos minimos. Tais teorias aparecem em cosmologia e sao chamados “K - campos” [22].

Infelizmente, as equacgoes diferenciais que regem a evolucao temporal em K-teorias podem
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Figura 1 — Exemplo de potencial nao analitico em seus minimos.

ter problemas com a evolugao de condicoes iniciais devido a multipicacao do operador de

d’Alembert por outros termos que podem se anular durante a evolugao. Por esta razao, é

altamente desejavel do ponto de vista fisico ter os modelos com termos cinéticos quadrdticos

na densidade de Lagrangiana. Os modelos com potencial nao-diferenciavel constituem uma
solucao para este problema. Note-se que a nao-diferenciabilidade do potencial nao é um
problema fisico associado ao o modelo e possui cardater puramente técnico. Esta questao
sera discutida amplamente nesta dissertacao e veremos que os modelos com potencial

nao-diferenciavel comportam-se muito bem de ponto de vista fisico.

Existe uma serie de diferencas entre modelos “padrao” com potencial tipo ~ ¢2,

~ ¢* etc. e os modelos com potenciais tipo V. Aqui vamos listar as principais diferencas.

1. Existéncia de solugcoes com suporte compacto. Este fato esta relacionado com o

comportamento do potencial em torno de seu minimo. Em uma teoria de campo

escalar real em 141 dimensoes descrita pela densidade de Lagrangiana

1 2 1 2
L= 5(@@) - 5(&@) - V(9), (1.1)

temos a equacao de Euler-Lagrange na forma

(07 — 02)¢ + dV/dg = 0. (1.2)

No setor estdtico esta equa¢do pode ser integrada, resultando em $(89,0)? — V(¢) =
const. Considerando que o potencial tem minimos em ¢ = £¢y, tal que V(£¢) =0
podemos escolher a constante da integragao const = V(¢y) = 0. A solugao (kink)
que interpola entre —¢q e ¢q satisfaz 0,¢ > 0 e, portanto, a equacao da primeira

ordem toma a forma d,¢ = \/V(¢). Para encontrar o comportamento do campo em
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torno de ¢y (a conta para —¢@o é andloga) substituimos ¢ = ¢y — €(z). Expandindo

V(¢) em série de Taylor chegamos na equagao

Oz = —/2|[V(¢0) [Ve. (1.3)

Aqui, chamamos a atencao o fato de que em teorias com potencial analitico, a
primeira derivada quando avaliada em ¢ anula-se e, portanto, o comportamento do
campo seria determinado por \/V"(¢g). Note-se, também, que a derivada V'(¢y) é

uma derivada lateral para ¢ < ¢y.

A solugao da equagao (1.3) tem a forma e(x) = %\V’((bo)\(:cél) — )% Dai, ¢(z)
comporta-se como ¢(x) = ¢g — %\V’(¢g)|(:v(()l) — z)? em torno de vacuo. Veja que o
comportamento quadratico implica que o campo escalar toma valor de vacuo para

. . . C 1 2
valores finitos da variavel espacial x, isto é, para x = xé ) 1o caso de ¢pex = x((] ) para

—¢o. O tamanho do kink compacto associado com este modelo € igual a \xél) — :L‘(()2)|.
A existéncia de compactons é uma decorrencia do fato de que na equacao(1.3) temos
V€. Para um potencial analitico com V'(¢g) = 0, a equagao (1.3) deve ser substituida
por 0,€ = —\/m e. Esta equagao leva ao famoso comportamento exponencial

do campo quando ele se aproxima do seu valor de vacuo.

. O cardter fundamentalmente nao-linear das pequenas oscilagoes. Para ilustrar este
fato, vamos considerar a dinamica do campo escalar do modelo (1.2) em torno de
® = ¢p. Sejam dadas as derivadas laterais do potencial V| := %|¢0+ e V! = %|¢0_.
A dinamica do campo escalar ¢(t,z) em torno de vacuo ¢y é dada pelas equagoes
de Euler-Lagrange (07 — 0%)e + V. = 0, em que ¢(t,x) = ¢o + €(t, ) e a equagao
com V| é valida para € > 0 enquanto aquela com V! ¢ valida para e < 0. No caso
particular V. = £1 temos o modelo de signum-Gordon. Apesar de as equagdes
de Euler-Lagrange parecerem lineares (assim como a equagao de onda com termo
nao-homogeéneo) elas na verdade nao sdo, ja que cada uma das equagoes rege a
dindmica do campo em dependéncia do sinal da fungao €(¢, z). As equagdes tomam

a forma

(07 —02)e+ V" 0(—€) + V. 0(e) =0 (1.4)

em que 6(¢) é uma fungdo degrau de Heaviside. A nao-linearidade das equagoes
de Euler-Lagrange persiste no limite |¢| — 0 j& que, mesmo neste limite, a forma
das equagoes nao muda. Isto significa que nao existe regime linear e as oscila¢oes
pequenas sempre sao governadas por uma equacao nao-linear. O modelo (1.2) com
potencial nao-diferenciavel constitui um exemplo de violacao do paradigma de

oscilador harmonico.

. Simetria de escala (exata ou aprorimada). A equagao (1.4) pode, dependendo do
modelo, ser uma equagao exata ou aproximada que determina a dinamica do campo

escalar em torno do minimo do potencial nao-diferenciavel. Esta equacao possui a
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simetria de escala t — t/\, x — x/\, ¢ = A\?¢ em que \ > 0. Esta simetria implica
que existe uma familia infinita de solugbes €, (t, z) associadas a uma dada solucao
e(t,x):

€(t,7) = ex(t,z) = N2 G ;) | (1.5)

Em particular, isto significa que o espectro de oscilacoes pequenas em torno do
valor de vacuo (identificado com a radiagao) tem carater auto-dual e, portanto,
algumas estruturas podem repetir-se infinitamente em todas as escalas de tamanho e
energia. Neste trabalho daremos, também, argumentos de que a radiacao no modelo

de signum-Gordon tem natureza fractal.

Uma questao importante ao tratar de modelos com potenciais nao-diferenciaveis é
a motivagao que torna eles interessantes de ponto de vista fisico. Foi mostrado [23] que os
modelos com campo escalar em que o campo nao pode tomar valores arbitrarimente grandes
(pequenos) sao equivalentes a modelos com potencial nao-analitico. A transformagao que
relaciona os dois tipos de modelos é uma “folding transformation”, e sera apresentada em

detalhes quando discutirmos exemplos.

Modelos com valores do campo limitados podem aparecer em dois contextos
diferentes. O primeiro grupo é constituido por modelos de campo escalar derivados de
modelos mecéanicos tomando o limite continuo (limite de teoria de campos). As limitacoes
em modelos mecanicos tem origem em obstaculos fisicos que resultam da restricao fisica
de movimento do modelo a um subconjunto no espaco de configuracoes. Esta propriedade
do modelo persiste no modelo continuo. Os modelos de campos derivados de modelos
mecanicos tem carater altamente didatico e até certo ponto parecem indispensaveis na
fase inicial de pesquisa (permitindo ganhar intuigdo baseada na experiéncia). Note-se
que exatamente este tipo de modelo — o modelo modificado de sine-Gordon introduzido

por Arodz — deu inicio a esta linha de pesquisa. O potencial neste modelo tem dominio
[_(ZSOa (b()] .

Outra possibilidade de obter modelos com potencial nao-diferenciavel foi apresen-
tada recentemente [24] no contexto da parametrizacao do modelo de Skyrme. Um dos
submodelos BPS desse modelo possui restricao para os valores que o campo escalar pode
tomar. A parametrizagdo delimita os valores do campo 7 ao intervalo [0,2] e gera um

potencial efetivo V' = 177(2 — 7).

Em ambos casos a restrigao para o valor do campo pode ser vista como a existéncia
de barreiras infinitas para o campo em pontos na borda: {—¢y, ¢} no caso do modelo
modificado de sine-Gordon e {0,2} no caso do sub-modelo de Skyrme. A presenca de
barreiras infinitas implica condicoes de reflexao nestes pontos. Estas condigoes, junto com
as equacoes de Euler-Lagrange, descrevem a dinamica do sistema fisico. Isto ¢ uma fonte de

complicagoes técnicas significativas. Essas limitagoes, no entanto, podem ser contornadas ao
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passarmos a um campo auxiliar que nao possui valores limitados. A dinamica deste campo
¢ mapeada na dinamica de um sistema fisico, e este mapeamento é dado pelo “folding
transformation”. Assim, justifica-se a presenca de potenciais nao analiticos em modelos de
teoria de campos. Maiores detalhes dos modelos acima mencionados e a construcao da

“folding transformation” serao apresentados no primeiro capitulo desta dissertacao.

Nosso objetivo principal é estudar uma classe especial de solugoes periédicas
com energia finita chamadas oscillons. O primeiro oscillon exato no modelo de signum-
Gordon foi apresentado em [19]. Recentemente, esta classe de solugdes foi encontrada
também em um submodelo de Skyrme. Levando em conta a universalidade do modelo de
signum-Gordon, nos vemos motivados a realizar uma pesquisa mais detalhada de oscillons
avaliando a sua estabilidade mediante perturbagoes e seu comportamento em processos de
espalhamento. Além disso, estamos testando a hipdtese de que o espectro de radiacao do

modelo signum-Gordon é dominado por oscillons e perturbacoes deles.

No Capitulo (2), apresentaremos o surgimento de modelos com potencial nao-
analitico tomando como referéncia dois modelos distintos: um modelo mecanico e o modelo
de Skyrme. Esta parte da dissertacao constituird na sua maioria em uma revisao de

resultados presentes na literatura.

Em sequéncia, no Capitulo (3) discutiremos o oscillon bésico e sua generalizagao.
Neste mesmo capitulo apresentaremos resultados da nossa pesquisa sobre perturbacoes de
oscillons no modelo de signum-Gordon e a presenca de oscillons em um modelo derivado

do modelo de Skyrme.

No Capitulo (4) discutiremos o espalhamento de oscillons no modelo de signum-
Gordon.

O Capitulo (5) contém resultados de nossa pesquisa sobre o espectro de radiagao

do modelo de signum-Gordon.

O ultimo capitulo contém um resumo dos resultados mais importantes, além de

uma discussao dos problemas em aberto.
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2 SURGIMENTO DE POTENCIAIS NAO-
ANALITICOS

Neste capitulo apresentamos exemplos de diferentes formas pelas quais surgem

modelos com potencial nao-diferencidvel.

Na segao (2.1) discutiremos o modelo de sine-Gordon modificado partindo de
uma realizagdo mecanica dele. Assim como no modelo de sine-Gordon usual, existe uma
realizagao mecanica do modelo modificado que ¢é representada por um conjunto infinito de
péndulos em um campo gravitacional, acoplados entre si por uma barra (ou fita) eldstica.
Esta realizacao representa uma versao discretizada do modelo de campo de sine-Gordon e

permite a recuperacao dele no limite continuo (limite de teoria de campo).

O estudo dessas realizacoes mecanicas tem papel muito importante no nosso
trabalho. Ele permite compreender melhor o significado fisico da solucao de vacuo, além
de outras particularidades do modelo modificado. Munidos de uma intuicao adquirida
analisando modelos discretos, podemos com maior facilidade contornar novos obstaculos
associados com o modelo continuo. Esta situagao lembra um pouco aquela que é presente em
teorias efetivas de campo baseadas no parametro de ordem em que a estrutura microscopica
do modelo nao aparece. Neste contexto, a realizacao mecanica em forma de cadeia de
péndulos poderia ser vista como uma especie de modelo microscopico. O modelo de

sine-Gordon modificado possui campo com valores restritos ao intervalo [—ag, ¢o].

Na segao (2.2) veremos outro exemplo de surgimento de modelos com potencial
nao analitico. Desta vez, o ponto de partida é uma teoria de campo em 3+1 dimensoes
que, efetivamente, nos proporciona um modelo em 141 dimensoes em que os valores do

campo sao restritos ao intervalo [0, 2].

Finalmente, na se¢ao (2.3), apresentaremos uma abordagem a modelos com valor
de campo restrito a este intervalo. Mostraremos como barreiras infinitas de potencial nas

extremidades deste intervalo podem ser removidas via transformacao unfolding.

21 REALIZACOES MECANICAS

2.1.1 Sine-Gordon modificado como limite de acomplamento de péndulos
2.1.1.1 Sistema discreto

Na Fig. (2) mostramos um desenho da realiza¢do mecanica do modelo modificado

de sine-Gordon. O modelo possui N péndulos acoplados atravé de uma fita elastica que é
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torcida conforme as posicoes relativas entre os péndulos vizinhos. A fita é alinhada com
um eixo, o que significa que ela nao pode ser dobrada, apenas torcida. Cada péndulo
possui seu movimento restrito a um plano perpendicular a este eixo. A distancia entre os
pontos de acoplamento de dois péndulos vizinhos tem valor “a”, e é a mesma para todos os
pares adjascentes. Na ponta de cada péndulo, cujo comprimento tem valor “R”, encontra
se uma massa “m”. Todo o sistema encontra-se em um campo gravitacional uniforme
representado por um coeficiente de aceleragao gravitacional “g”. Até este ponto, nao hé
diferencas entre o modelo apresentado e o modelo usual. A modificacdo do modelo deve-se

as seguintes diferencas:

1. A fita, nas suas extremidades, est4 fixada no sentido vertical.! Nessas circunstancias,
para uma fita suficientemente rigida, a posicao vertical invertida dos péndulos
corresponde ao minimo estdvel?. O angulo da inclinacio do péndulo toma valor nulo

quando ele se encontra na posicao vertical invertida.

2. Existe uma restricao rigida que delimita o angulo maximo de inclinagao dos péndulos.
Esta restricao pode ser realizada incluindo-se duas barras paralelas a fita e posicio-
nadas simetricamente, de forma que os péndulos, quando apoiados nestas barras,
possuem inclinacao +¢o. Assumindo que as barras sao infinitamente rigidas in-
troduzimos no sistema a condicao de colisao elastica entre os péndulos e a barra.
Deste modo, o péndulo que bate na barra com certa velocidade angular volta com

velocidade igual e oposta.

As equacoes de movimento dos péndulos sao as proprias equacoes de Newton para

movimento angular
dL® ,
_ 7@
di - Ttob
(@)

em que L% e T,, representam, respectivamente, o momento angular e o torque total

(2.1)

53}
1

. Este torque tem origem nos torques gravitacional Té?av e
(i)

e

exercido sobre o péndulo

da interacao com os péndulos vizinhos “4 — 1”7 e “i + 1”7 via fita elastica 7_,’. O simbolo

t representa a variavel temporal® e Z o eixo longitudinal da fita. As varidveis &; = ia
representam as posicoes dos pontos de acoplamento dos péndulos com a fita. A inclinacao

de cada péndulo é dada por ¢(Z,7;). Da definicdo de momento angular temos

. ~ . do(t,z;) .
Lo =16 X Py = (Riw) X (Mo @) = Rmug X = mRQ% X, (2.2)

!Esta condicao de contorno serd em seguida desprezada, extendendo o sistema para uma cadeia
infinitamente longa de péndulos, ou no limite continuo para um campo escalar em x € R.

2 A variacdo do parametro de elasticidade da fita nos permite estudar o fenémeno de quebra espontanea
da simetria e a consequente produgao de defeitos topoldgicos (kinks). Nesta dissertacdo nao vamos explorar
este assunto, assumindo desde o inicio que a rigidez da fita nao é grande e a posicao vertical dos péndulos
corresponde a um minimo instavel.

3Usaremos a notagio “t” e, mais adiante, “#” para designar tempo e posicao (variaveis dimensionalis)
porque queremos preservar os rétulos “t” e “z” para uso futuro com coordenadas adimensionais
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- B, :Z:‘—l)i i o(t, %:) £¢(E’fi"+1“) ! “

(a)
0
Tit1 Tit2 Tit3
Ti—3 Ti_2 Ti1 I X
Lo
(b)

()

Figura 2 — (a) Esquema de modelo mecénico para signum-Gordon modificado; (b) vista de cima;
(c) vista de {rente.
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~

em que I e qAb(i) sao dois versores polares no plano do péndulo tais que r;) X ¢, = X.

Derivando o resultado (2.2) com relagao ao tempo, temos

dL; d?o(t, 7;
Lo _ e d o3 o (2.3)
dt dt?
O torque gerado sobre cada péndulo pela forca da gravidade, lembrando que ¢ = 0 implica

em péndulo orientado para cima (e daf o sinal positivo na frente de sin ¢), é dado por

Tgrav = Ti) X Fy)

= (Ri) x (mgsin¢(f, 3;) ) (2.4)
= mgR sin ¢x.

No limite de acoplamento extremamente fraco (quando a fita pode ser ignorada), cada
péndulo gira de maneira independente dos outros. Neste caso, as equagoes de Newton (2.1)

resultam em _
R
dt?

No caso de acoplamento entre os péndulos, além do torque gravitacional devemos

= gsin (£, T;). (2.5)

incluir torque associado com torgao da fita. Cada péndulo interage com seus vizinhos mais
préximos e esta interagao depende linearmente dos angulos relativos ¢(f, Z;11) — ¢(t, ;) e
B(t, 7;) — ¢(t, Z;_1). O torque sobre o péndulo “” depende, além disso, da constante de
elasticidade “<” e do comprimento do segmento torcido da fita “a” (distancia entre a base
dos péndulos na variavel ). Assim, o torque devido a elasticidade de torgao do fio seré

dado por

£ _ ﬁéb(fv Tip1) — O(t, 7;) %4 Kéb(fa Ti1) — O(t, 7;) %
) a a (2.6)

=~ [0 Fi1) = 201, 7) + 6(F. 71-0)] %,

em que k € a constante eldstica da fita. O torque total no i-ésimo péndulo sera dado por

Tél})av + TS). As equagoes de movimento tomam a seguinte forma

dLey _ (¥
7 = Tér)av + Teol - (27)
Da equagao (2.7) temos
d?¢(t, 7, .
mR2M = mgRsin ¢(t, T;)

di? ) (2.8)
+ = [0 Fi41) = 20(F ) + 6(F, 7)) -
Dividindo os dois lados dessa equacao por mgR, reorganizando o ltimo termo e usando
G(t, Tie1) = ¢(f, T; £ a) chegamos & expressao
Rd?¢(t, %;)

q A2 = sin (b(g? j:z)

(2.9)
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Este conjunto de equagoes, junto com a condicao de reflexao rigida em +¢g, descreve a

dinamica da cadeia de péndulos acoplados.

2.1.1.2 Limite de teoria de campos

Tendo interesse na teoria de campo efetiva associada a este modelo, introduzimos
uma funcio auxiliar! ¢(¢, 7) definida para todo ¢, com Z real e continuo no intervalo [0, L]°.
Assumimos que esta funcao é diferenciavel pelo menos duas vezes com respeito a T e que

nos pontos Z; seus valores sao iguais aos angulos ¢(t, Z;) tratados anteriormente.

Naturalmente, para um conjunto ¢(f, ;) de angulos existe um ntmero infinito
e incontavel de tais funcgoes gg(f, Z). Ainda assim, para qualquer uma delas a seguinte

identitidade é verdadeira
o(t,3; — a) + ¢t %; + a) — 26({, %)

2 2.10
/ dSl/ d$2a¢t81+82+1‘) . ( )
072 i

T

Esta identidade pode ser verificada observando que as derivadas parciais de uma

funcao que depende da soma de variaveis sao iguais, ja que por regra da cadeia

8(5(5, S1 + Sg + Lf’) . 8(23(1?, S1 + S + JNT) . 8(5(5, S1 + So + Li')

01 N 681 852

Isso implica na relacao para segundas derivadas

aQQ;(E, 81+ S9 + 53) o 82&(5, 81+ 89 + i’)
89%2 N 882881 i

A integral da identidade (2.10) toma a seguinte forma

2 a e ~\ 10
[_/‘“{/(hﬁ¢t8r+@+$):/j%fwﬂﬁy+&+x)
012 0 D5,
/a a(b(t: S+ i’) 3(5(5, S1 —a—+ ;i‘)
- dSl
0
= [0(F.51+5) = 8(F 51 — a + 7))

Fica verificada a identidade (2.10).

sa=—a

881 051

= o, 7 +a) + o1, 7 —a) — 20(1, 7).

O campo efetivo pode ser introduzido restringindo as nossas consideracoes para
tais movimentos dos péndulos em que exista a funcao de interpolagao gg(f, Z) tal que
D?¢(t, 51+ 89+ T 9%¢(t, &
/dsl/d32¢ LR ) 2070, 7)

2 =2 :
0T - or? ..

7 —4

4Existem véarias maneiras de se obter um sistema com nimero infinito de graus de liberdade relatados
na literatura. Uma delas é realizada através do aumento de densidade de péndulos. A abordagem escolhida
neste trabalho baseia-se no conceito de campo efetivo, visto como uma funcao que interpola entre os graus
de liberdade mecanicos, veja [25].

5Na nossa notacdo o simbolo “q;” representa campo enquanto ¢ (sem tilde) representa angulo de
inclinagao de péndulo.
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7

32 7 i' ~ . ~ ~
% ~ const no intervalo [Z; — a, Z; + al, ja

Veja que, por exemplo, este é o caso quando

que

a 0 277 =,
/ d81 / d828 d)(lf, S1 + S9 + x)
0 —a

0z? =%,
¢(t, 7) ¢ 0
=g, [
— 202Q~5(£,3~§')
012 =,

A restricao da classe de movimentos dos péndulos garante que, por construcao, o campo
escalar nos pontos Z; toma valores que correspondem com os angulos de inclinagao dos

péndulos

Assim, a equagao (2.9) pode ser substituida por uma equagao diferencial que determina a

evolucao do campo escalar,

RPOED) _ o ooy o 86 3)

T (2.12)

Nesta abordagem os movimentos (angulos) dos péndulos sao dados por solugoes da equagao

(2.12) tomados em T = ;.

Seguindo uma boa pratica de representacao das equacoes da fisica em forma

adimensional, definimos novas variaveis (¢, x) e um novo campo (¢, x)

e a equacao (2.12) pode ser escrita como

Po(t,x)  Pp(t o)
ot? 0x?

= sin (¢, x). (2.13)

Veja, no entanto, que para o modelo proposto essa equagao de movimento nao

descreve completamente a dinamica do sistema. Isso por dois motivos:

1. Quando ¢ = %, os péndulos deveriam sofrer colisao elastica com alguma das barras

ou permanecer em repouso (solu¢do do vécuo);

2. Angulos |¢| > ¢, sdo proibidos para os péndulos.
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A dinamica completa é dada pela equacao de movimento junto com a condicao de que
Orp — —0yp  quando  p = *£q. (2.14)

Claramente, isso gera uma inconveniéncia matematica no desenvolvimento desse modelo.

Alem disso, a solu¢ao do vacuo nao é uma solucao da equacao de movimento.

O modelo de campo cuja dinamica é dada pela equagao (2.13) junto com a condig¢ao
(2.14) possui a densidade Lagrangiana
1

Lsam = 5 ;MaMSD - V(‘P) (2'15)

em que = 0,1 e cujo potencial tem a forma

cosp —cospy para || < g
V(p) = { (2.16)

00 para |p| > o
O potencial V() pode ser visualizado na Fig. (3). A forma do potencial (2.16) restringe os
graus de liberdade do campo a tomar valores restritos ao intervalo |¢| > g, reproduzindo

o comportamento esperado do sistema de péndulos limitados pelas barras.

1 2V 1 cos() — cos(0)
+oo +o0 - V(p)
51
1,,
0.5
—%o ‘ o P
6 -5 -4 -3 . -2 1 1 27" 3 4 5 6

Figura 3 — Comparacao entre formato de V' (¢) e potencial com ¢ nao-limitado (linha pontilhada).
Para esta figura usamos ¢o = 2,3.

Com isso, temos um modelo descrito por uma densidade Lagrangiana com potencial
tipo poco. Nosso proximo passo sera uma modificagao da equagao de movimento que
permite a inclusao de condiagao de reflexao rigida dentro da prépria equagao. Antes de
prosseguir com este passo, vamos apresentar outro exemplo de modelo com potencial nao

diferencigvel.

2.2 SUBMODELO DO MODELO DE SKYRME

Nesta secao vamos apresentar o surgimento de potenciais nao analiticos tomando

como ponto de partida o modelo de Skyrme definido em 3+1 dimensoes. O nosso interesse
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principal nao é no modelo completo mas em um dos submodelos dele. De acordo com
resultados apresentados em Ref. [26], o modelo de Skyrme pode ser decomposto em dois
submodelos que possuem a propriedade de BPS®. Como foi discutido no Ref. [27] um destes
submodelos pode ser efetivamente reduzido a um modelo em 141 dimensoes. Esta redugao
deve-se a uma parametrizacao que leva a limitagao dos valores possiveis tomados por um
dos campos. Em decorréncia deste fato, de maneira analoga com a situagao apresentada

na secao anterior, vamos precisar lidar com um potencial nao diferenciavel.

2.2.1 Modelo de Skyrme

Nesta secao apresentaremos alguns fatos sobre o modelo de Skyrme e a sua decom-

posicao em submodelos de acordo com referéncias bibliograficas.

O modelo de Skyrme é um modelo nao-linear definido pela densidade de Lagrangiana

Ls=Lo+ Ly (2.17)

onde

1
£2 = —§TI'(LHL'M)

1
Ly= 1—6Tr[LM, L)%

(2.18)

O termo L, = U'9,U contém primeiras derivadas parciais do campo U € SU(2). Assim, a

densidade Lagrangiana contém termos quadraticos e quarticos em potencias das derivadas.

O primeiro termo, Lo, é equivalente a parte cinética do modelo de sigma nao-linear.

Ele tem sua origem na densidade Lagrangiana para mésons
L = ! a,00" ! ) o*
2—§(u0 ‘7)+§(u7"‘ )

em que o(x) é um campo escalar que representa um méson escalar e w = (my(z), mo (), m3(x))
sao trés campos escalares associados com pions. Os campos escalares de mésons satisfazem
a relagao’ (vinculo) 0% + 72 = f2? sendo f, = 93 MeV a constante de decaimento de pions.

A matriz unitaria U estd parametrizada pelos campos de mésons

= %(]la(x) +io - m(z)), (2.19)

em que o = (01,09, 03) sao as matrizes de Pauli. Utilizando propriedades dessas matrizes

Ul(z)

a0 = L0gp + T€aqpe0e, Tr(ca0p) = 204 (2.20)

61sto significa que as configuracoes estéticas obedecem & equacdes de primeira ordem. Estas equacoes
implicam em equagdes de Euler-Lagrange estéticas (da segunda ordem).

"Esta condicdo aparece no modelo efetivo de interacdo entre pions e nucleons em decoréncia do
requerimento de simetria quiral do modelo.
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e a relacdo de unitaridade UTU = 1 mostra-se que £, = 1 Tr(9,UT0"U) = %E’Q

O termo quartico £4 foi introduzido por Skyrme para evitar as consequéncias de
teorema de Derrick [28], isto é, o colapso das solugoes. Ocorre que a energia da configuracao
estatica descrita pelo campo U(x) em D dimensoes espaciais depende de um parametro
de escala A. Ou seja, rescalando & — Ax temos que a energia F, da nova configuragao
U(Az) tem valor B\ = \*PE, em que

E= % / dPxTr(0,UT0"U).

Isto significa que em D = 3 dimensoes a configuracao energeticamente favoravel tem

energia nula. Incluindo o termo quartico, a energia da solucao reescalada é dada por
E)\ = )\2_DE(2) + /\4_DE(4).

Em D > 3 existe um minimo, isto é, a condi¢do que torna a solugao estavel (na escala

dE o _ _ D—4 , d°E
d_AA A=1 0 resulta em E(2)/E(4) — T D2 d>\2A A=1

original A\ = 1)
D > 2.

> 0 leva a condicao

A razao pela qual o termo com comutadores foi usado ao invés do simples quadrado
de L, foi o requerimento de preservacao de termos padrao nas derivadas temporais

(segundas derivadas temporais nas equagoes de movimento).

Uma das grandes vantagens do modelo de Skyrme é a existéncia de solitons
topoldgicos interpretados como estados de materia barionica. Em cada instante de tempo
o campo U(zx) constitui um mapeamento do espago R* na variedade do grupo S3. As
configuracoes do campo com energia finita devem satisfazer a condicao limq_,o U(x) = 1.
Esta condicdo mapeia todos os pontos no infinito de R? para um unico ponto, portanto ela
compactifica o espaco R? na esfera S3. Assim, o campo U fornece mapeamento S® — S3
que nao é trivial. Isto significa que um mapeamento pode ser decomposto em classes de
mapeamentos homotopicamente distintos (eles ndo podem ser deformados continuamente
um no outro). Este fato expressamos dizendo que o grupo de homotopia 73(S%) ~ Z nao
é trivial. Os nimeros inteiros Z representam winding numbers de mapeamento U e eles

constituem cargas topoldgicas dos sélitons, chamados Skyrmions.

Embora a motivacgao original de Skyrme fosse um modelo nuclear, ele possui também
aplicacoes como modelo efetivo que descreve alguns aspectos da QCD no regime de energias
baixas. Estas aplicagoes baseiam-se na expansao® 1/N, (em que N, representa numero
de cores) proposta por t'Hooft [29,30] e Witten [31]. Mais sobre este assunto pode ser
encontrado no artigo de revisao na Ref. [32]. Neste trabalho nao vamos aprofundar na
motivagao fisica por tras do modelo de Skyrme. Ao invés disso, vamos nos concentrar nas

propriedades matematicas dele.

8Esta expansao é realizada tomando-se uma generalizagio da QCD de SU(3) para SU(N,).
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2.2.2 Submodelos BPS e a parametrizacao

O modelo dado pela densidade Lagrangiana (2.17) nao é tipo BPS. Entretanto,
de acordo com Ref. [26] a densidade Lagrangiana Lg pode ser escrita como a soma das
densidades L1 e £® que representam dois submodelos BPS acoplados, isto é, nenhum
deles aparece individualmente. Ambos submodelos BPS contém tanto termos com segundas

quanto termos com quartas poténcias das derivadas provenientes de Ly e Ly.

O campo U é parametrizado por quatro campos reais que satisfazem o vinculo
02+ m? = f2. Seguindo a Ref. [26], ao invés da parametrizagao (2.19), nés vamos utilizar
uma parametrizagdo equivalente dada em termos de um campo real {(z) e um campo

complexo u(x)

u+u
1

1= Jul?

U =exp <1§(x)0' : n(x)) com n(x)

onde as componentes do vetor o sao as matrizes de Pauli e n é um 3-vetor real que descreve
uma esfera de raio unitério no espaco dos trés campos escalares 7.7 Assim, apenas duas
de suas componentes sao independentes e n? = 1. A relacdo de n com u se d4 através de
uma projecao estereografica da esfera que ele descreve com o plano complexo de u, em

que um hemisfério da esfera estd acima do plano e o outro abaixo, conforme Fig. (4).

Figura 4 — Projegao esterografica que relaciona o 3-vetor n(u,u) com os valores do campo
complexo u(f, ¢).

Para configuracoes de U com carga topologica nao-nula, todo o espaco interno 53
deve ser coberto, o que significa que £ deve ter valores ocupando todo o intervalo [0, 7]
e u deve preencher todo o plano complexo (n deve passar por todos os pontos da esfera

unitaria que descreve).

No apéndice (B) mostramos que as densidades de Lagrangiana (2.18) podem ser

representadas como
Ly =LY+ L
Ly=LY+ L,

9A relagdo entre as duas parametrizacoes tem a forma o = frcos(§), ™ = fr sin(é)n.
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de forma que, reorganizando termos, podemos separar o modelo completo em dois submo-
delos

Lo=LP 40 +cP 4P

£1) £(2)

As densidades referentes aos submodelos sao dadas por

e
L0 = £57 4 £, = dsin® ¢ i|u 2)2
u
_V o 2.21
_dsin?e (g en WU St Gu 220
AP (L4 Jul?)?
(§
2 2
L& =P+ L
B2 22 2.22
. 4Sm4€(uuu ) uuuy7 ( )
(14 fuf?)*

em que u, = d,u e §, = 0,¢.

No setor estatico de Lg, a densidade Hamiltoniana de cada submodelo é dada
pela propria Lagrangiana do submodelo, com sinal invertido. Como veremos, completando
quadrados na densidade Hamiltoniana, encontramos um termo quadrado que nos leva a
equacao BPS associada e um outro termo constante relacionado a carga topolégica do

sistema, por sua vez associado com o numero barionico B.

2.2.2.1 QO primeiro submodelo BPS

A densidade de Hamiltoniana H" = —£®) para o primeiro submodelo no setor

estatico toma a forma

4sin® & . P i
HY(x) =— (FSPBE {u,u — &&u W + & @m}
4sin? ¢ _ - B
4sin? & , o ) . )
- (14 [uf?)? {(ui + deijn un) (Wi F i€imn&min) F 2iiiu iy,
onde a parte espacial da métrica é dada por 1;; = —d;;. A energia das solugoes estaticas ¢
dada pela integral
EW =4 d?’ﬂ e E T -
o L (1 + ‘u|2)2 (ul Zgl]kgjuk)(ul + Zgzmnfmun)

isin® ¢ _
$8/d3xmaijk§iujuk.

Levando em conta que o nimero barionico (invariante topoldgico) associado ao modelo de

Skyrme (ver Refs. [33,34]) é dado por

1 5 isin®¢ ~
)25ijk€iujuka

B=-= s
) T
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temos que

22
E(l) = 87T2|B| + 4/d3l’( St § (ul + i(—:i]‘kgjuk)(ﬂi F ’L€Zmn£mun) (2.23)

1+ |ul?)?
O resultado acima nos indica que £ > 872|B|. O limite inferior da energia é saturado
quando o restante da integral em (2.23) é nulo, o que implica na seguinte equagao de

Bogomolnyi
u; £ i€ ur = 0 (2.24)

e o seu complexo conjugado.

Contraindo (2.24) com &; e u; (u; no caso da equagao complexo conjugada) con-

cluimos que essa equacgao implica em vinculos para os campos

wi =& =0, uf =u;=0. (2.25)
O primeiro vinculo é satisfeito quando os campos dependem de diferentes conjuntos de
coordenadas & = £(r) e u = u(f, ¢) enquanto o segundo é satisfeito quando u depende de
apenas uma das duas variaveis complexas z = x + iy = tan(6/2)e’® ou z = x — iy, isto é,
quando u for uma func¢ao holomorfa u(z) ou anti-holomorfa u(z). Nessa transformacao as
coordenadas (6, ¢) descrevem uma esfera unitéaria cuja relacao com o plano de (x,y) se
da através de uma projecao estereogréafica. Cabe lembrar que, aqui, x e y nao se referem
a coordenadas espaciais mas ao espago em que projetamos a esfera. Como a métrica da

esfera unitdaria é conformalmente plana nas coordenadas (x,y),
u? = (D)’ + (Oyu)” = (D.u + dzu)? — (O,u — O-u)? = 40.udu = 0
satisfazendo o segundo vinculo.

Veremos agora que, integrando H " (x) em coordenadas esféricas, podemos fatorar
a energia desse submodelo em dois termos correspondendo, respectivamente, a energia
E,, do modelo estdtico CP! e & energia F¢ associada com termo radial. Integrando —LW,
dado pela formula (2.21), temos
4sin? ¢
EW=_ [ Pe—>_[(1- Mu, at + £ uré u”|.
(1+ ’u‘2>2 [( 6#5 ) 123 fu 51/ }
O termo contendo contragoes entre campos diferentes §,u” é nulo pelas préprias equacoes
de BPS. O termo u,u" com u = u(z, 2) e & = u(z, ), toma a forma
1
u,ut = —ﬁ(l + 22)*(u iz + uztly). (2.26)

Isto nos leva a seguinte forma para a energia da configuracao estatica dos campos

EW = /dr%dﬂﬂ(l —~ grgr)ia + 22) (uslis + usi,)

(1 + ful?)? 27
. 14222 _
= 2/drs1n2 f(l+§fi/d9%(uzuz+uzuzz.

(1) ()
B B
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O funcional de energia Eg(l) possui um limite Bogomolnyi

B = /drsin2§((1 F &) qEQ&«) > 2 '/clrsin2 £¢,

= 2/ sin? £d¢ =,
0
onde a equacao de Bogomolnyi correspondente é
Sm(& +1) =0,

cuja solugao (caso “+”) com as devidas condigdes de contorno, é

m—r para 0<r<m
¢(r) =
0 para r>m

J4 o termo E corresponde com o modelo CP! em $2. Suas solucoes com energia
finita sao dadas por qualquer funcao racional holomorfa — winding number positivo,
correspondendo a escolha do sinal de cima na energia em (2.23) — ou anti-holomorfa —
winding number negativo, correspondendo a escolha do sinal inferior na energia. Essas
solucbes racionais saturam o limite de Bogomolnyi EY > 47| N|, em que o winding number

N é dado pelo grau do mapa racional.

Levando em conta esses resultados, sabemos que E() > 472|N| e, contanto que o
perfil £ do Skyrmion BPS obedega as condigoes de contorno £(0) = 7 e £(R) = 0, condicao
necessaria para configuragoes topologicamente nao-triviais de U, a carga barionica B serd
do mesmo valor de N, e EY > 47| B|.

2.2.2.2 O segundo submodelo BPS

Dado que o foco do presente trabalho é no primeiro submodelo BPS, esta secao ira

se limitar apenas a apresentar as equacoes do segundo submodelo.

Os termos 552) e Ef) podem ser combinados para formar a expressao

(u,ut)* — ula?

LP = ¢, 4 4sint ¢

(1+ |ul?)?
Da mesma forma que na secdo anterior, no setor estatico vale a relacdo H® = —£3 ¢
portanto
ey a7 )2
E® —/d3 2 4 Agin (igijru;u)
x| & +4sin™¢ 1+ [upP)d
2isin? ¢ 2 isin? ¢
= | 43 = TP S 44 | Br—"" S o T
] <“ <1+|u12>25”’““ﬂu’“> | o s
=4n2|B|

Da tlima expressdo concluimos que £ > 472|B|. O limite Bogomolnyi é saturado pela

configuracao que satisfaz as equagoes da primeira ordem

2isin? & _
& F ngjkujuk = 0.
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2.2.2.3 0O modelo reduzido

Na seqliencia vamos mostrar que, se incluirmos a dependéncia temporal no ansatz

do primeiro submodelo BPS, isto é,
(2.27)

ocorre que, como veremos, ele segue compativel com as equacoes de campo do primeiro
submodelo, e os mapas racionais seguem sendo solugao de u. Obviamente, as equacoes do
setor estatico (2.24) nao serdao mais véalidas uma vez que campo £ passa a depender do

tempo.

O ansatz (2.27) mantém satisfeitos os vinculos {,u* = 0 e {,u* = 0 e, em con-
sequéncia, os termos que misturam as derivadas dos campos & e u sdo nulos em £, Isto
leva a fatoragao da Lagrangiana (2.21) no modelo C'P!, que depende somente de u(6, ¢),

e em outra parte que depende somente de (¢, 1)

(1) — U W u, u” éﬂaﬂé
£ “mﬂ rn 4M5Gﬁ1+u RN =amBE
4uuu y
L 1 Eg

Note que o uso de coordenadas esféricas permite escrever Lop1 como um produto de r=2 e

Lcp (ver resultado (2.26)) em que Lop depende apenas dos angulos 6 e ¢.

O ansatz (2.27) é compativel com as equagdes de movimento completas e isto pode ser
visto da seguinte maneira. As equacoes completas sao derivadas com o requerimento de que
a acdo seja estdcionaria nas trajétorias fisicas. A variacio da acio SMI[E, u, 1] = fz d*z L™

com relagao ao campo £ resulta em

oLm oL
1) _ 4 =
8¢S /Eda,[ 5T 6,&5}

aLw aLm /ﬁﬂ’
= [ d* — 0, ) S
L% (%J}“A

onde utilizamos o fato de que a variagaodo campo & é nula (por defini¢do) na borda da
10

regiao X. Requerindo que 65 (1) =0, temos a equacio

oL M aLm
w

OEm coordenadas Cartesianas.
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De forma similar, variando a agdo com relacao ao campo u (cuja variagdo também é, por

defini¢do, nula na borda da regiao ) temos

0
(1) (1)
6,9 = / d*z {aﬁ — 0y (ﬂ)} 5u+7{ d*s 8 5u
by du o%
(e e
N (91] 3uu o

As equagoes de movimento para u tem a forma

1) 1)
—agu ~ 8, (—‘% ) =0, (2:29)

ouy,

e similarmente para u. Agora vamos inserir

Ecp1

Lh =,

nas equagoes (2.28) e (2.29). A segunda destas equagoes (2.29) toma a forma
OLcpr 9 OLcpr OLopr

o " duy, ou,,

L — (0,L) 22 0.

Escrevendo o ltimo termo em coordenadas esféricas e considerando que 0L-p1 depende

apenas de ug e uy e L¢ é fungao de t e r temos

(O ﬁs)agcpl (s ﬁs)agcpl (%Q)aﬁcpl
Uy,

= 0.
(9u¢

Isto mostra que a equagao de segunda ordem (2.29) reduz-se & equagio do modelo C'P?

aﬁcpl 9 aﬁCPl

ou " ou,

=0 (2.30)

e portanto o ansatz é compativel com a equacao completa para o campo u. De maneira
similar podemos ver que a equagao (2.28) toma a forma

7"_220 |:8£ — 2(9# ( _26£§>:| + T_Qauﬁcpl 8££ = 0.

23 O O
Escrevendo o ultimo termo em coordenadas esféricas temos
0L oL, oL,
8 Ecpl agu 8t£0p1 86 +6 ﬁcpl 8€T = O
pelo fato que Lopr depende apenas de 6 e ¢. Daf a equacio (2.28) toma a forma
8£§ 0L 20L
@ —_— 0 2.31
¢ (3€u)+7°3€r ’ (231)

onde o termo 9, 2%¢

hDE, (em coordenadas Cartesianas) reescrito em coordenadas esféricas tem
"

1 azg) OLe (&Q) 20Le
—0u | V— 5, + 0, + - )
V=g " ( 08, Lo, o, ) v 08,

a forma
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A equagao (2.31) simplifica-se na equagao

0Le _ aﬁs)_ OLe _
5 aT(a& 5 =" (2.32)

O termo com derivada temporal aparece em (2.32) como consequéncia de generalizacdo
&(r) para £(t,r). Os termos restantes correspondem com a equagao radial da segunda
ordem idéntica com a equacao implicada por equacgoes de BPS no setor estatico. Dai
concluimos que a generalizacao de ansatz é compativel com a equacao de movimento
para &. Notamos também que o cancelamento de termos %g—gf reduz o Laplaciano radial
tridimensional 97 4 29, ao Laplaciano unidimensional 92,

Visto que o ansatz satisfaz as equagoes de campo, podemos inseri-lo diretamente
na densidade Lagrangiana e encontrar a teoria reduzida que nos interessa ao presente

trabalho. Assim, com a parte C'P! saturando o limite de Bogomolnyi

L= /d3x£5 = /d3x£(1)

= dQUL o pr1 / drL
\42 or 0 ¢ (233)
————

=—2 Eu

——snlB [ drsin?¢(1 - 6,

compu=01ez’ =t a2t =r.
Temos entao uma Lagrangiana reduzida que, efetivamente, descreve um modelo
1 4+ 1-dimensional nao-linear. Introduzindo uma nova variavel de campo

N=1-—cos¢ (2.34)

chegamos no modelo de campo escalar em (1 4 1)-dimensoes, com um certo potencial e
que possui um comportamento andlogo ao do modelo apresentado na segao (2.1.1). Assim,

a Lagrangiana do sistema na variavel 7 toma foram

> 11 1
L = 167TB/ dr [5773 —7 + 5772 . (2.35)
0 ——
~V(7)

Aqui atentamos ao fato de que a coordenada 7 é limitada ao intervalo 0 < 7 < 2, embora &
nao seja limitado. Ocorre que a relacdo em (2.34) ndo é uma bijegao, o que faz com que a
Lagrangiana (2.35) nao seja uma descrigao completa da dindmica de 7. Como podemos ver
na Fig. (5), o potencial V' (77) possui um ponto de equilibrio instavel em 77 = 1 e, portanto, o
campo ird minimizar sua energia afastando-se dele. Ocorre, ao mesmo tempo, que 7 = 0, 2
sao os limites do campo e, para uma solugao estatica em algum destes valores, o campo

deve estar em um minimo. Temos que, efetivamente, o potencial é limitado em 7 = 0, 2,
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reproduzindo o efeito de barreiras de infinitas, como em um poco potencial. Efetivamente,

o0 para 7 <0,
V()= 7—37° para 0<7<2, (2.36)
00 para n > 2.
— i %77]2
0.5 |
= _
-~ 0 1 1 ; n
—-04 —-02,-70 02 04 06 038 1 1.2 14 16 1.8 2022 24
—05] .- o

Figura 5 — Potencial efetivo V(7). As linhas tracejadas representam o que seria a continuidade
de V(7), enquanto a linha continua é o potencial efetivo.

Cabe lembrar que as solugoes desse modelo descrevem objetos que existem em
(3 + 1)-dimensoes, com sua parte angular definida pelo devido mapa racional. Ainda, o
modelo reduzido (2.33) ¢ uma teoria em uma linha semi-infinita, j& que r € R;. No nosso
trabalho estendemos a coordenada radial para x € R sem perda de generalidade, exceto

por algumas propriedades que s6 existem em R, .

A dependéncia temporal permite construir solugoes do primeiro modelo que nao
sao topologicas. O campo & que representa solucoes deste tipo cobre apenas parcialmente
o intervalo [0, 7]. De acordo com [27], no limite de pequenas amplitudes o modelo radial
torna-se equivalente ao modelo de signum-Gordon em 141 dimensoes e, portanto, solugoes

exatas chamadas oscillons aparecem como solucoes nao-topologicas dele.

Todas as solucoes do modelo reduzido que serao apresentadas, tanto oscillons
quanto as topologicas, sao solugoes do primeiro submodelo BPS mas nao do modelo de
Skyrme completo, que contém também o segundo submodelo BPS. No entanto, como
o mapa racional — que desempenha papel central nas solugoes que desenvolvemos aqui
— é uma boa descrigao das solugdes de solitons do modelo completo de Skyrme [26,27],
entende-se que solucoes com dependéncia temporal tenham um papel importante no
entendimento do modelo completo. No caso, solugoes compactas com mapa racional em

sua dependéncia angular.
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Finalmente, o modelo apresentado nesta se¢ao é formalmente idéntico ao modelo
apresentado na segao (2.1.1). Em particular, naquele modelo quando ¢y < 1, podemos
usar na regiao entre os minimos a aproximacio V() ~ 1 — 2. De toda forma, o campo 7

tem condicao de reflexdo semelhante a condigao (2.14).

2.3 TRANSFORMACAO “FOLDING"

Os modelos descritos nas segoes (2.1) e (2.2) possuem uma caracteristica em comum:
a presenca de um potencial contendo barreiras infinitas. Estas barreiras sao representadas
pela condig¢ao de reflexao rigida, o que gera uma certa inconveniéncia matematica. Nesta
secao veremos que, através de uma transformacao unfolding, essa condigao de reflexao
rigida pode ser removida mapeando-se a evolucao do campo original, cujos valores sao
restritos & um intervalo, a evolucao do campo auxiliar que nao possui tal restri¢ao, [17,24].
Aqui em particular vamos tratar do caso V(7).

Definimos um novo campo escalar 1 definido em todo R e extendemos periodica-
mente o potencial (2.36), que passa a ser fungao V = V(n).'! A transformacao ? que

relaciona campo original e auxiliar é dada por
Z In — 4n|H,(n), (2.37)

em que H, é uma fungao degrau duplo definida como a combinacao de duas fungoes degrau
de Heaviside
H,(n) =0n—4n+2) —0(n—4n — 2).

A definigao desta funcgao é tal que H,(n) = 1 paran € (2n —2,2n+ 2) e H,(n) = 0 fora

deste intervalo. A transformacao (2.37) tem a forma da Fig. (6).

=

Figura 6 — Transformacao folding R > n+— 7 € [0,2].

1 As barreiras infinitas desaparecem nesta construcio.
12A transformagao (2.37) representa transformagao folding.
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O potencial periédico pode ser definido como uma fungao de 7, isto é, por

Vi(n) =1iq— i’

N | —

em que 77 ¢ dado pela transformacao (2.37). Equivalentemente, o potencial periédico pode

ser introduzido pela formula

o0

V= 3 (0=l = 5o a0 ) o), (2.38)

n=—oo

O potencial V(n) estd mostrado na Fig. ((7)).

0.8
0.6 |-

0.4

Vi(n)

0.2

0

Figura 7 — Extensao periddica do potencial (2.36). Para |n| << 1 o potencial comporta-se como
V(n) = nl.

A transformagao unfolding remove barreiras infinitas e gera o potencial em forma

de V, isto é, com minimo nao-diferenciavel em suas vizinhancas.
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3 OSCILLONS

Nesta segdo apresentaremos solugoes analiticas para campos escalares (1+1)-
dimensionais com potencial tipo V. Esse é o caso dos potenciais apresentados nas sec¢oes
(2.1) e (2.2), quando estudados préximos dos seus minimos. A principal caracteristica que
torna este modelo interessante do ponto de vista matemaético é o fato de sua derivada
nao ser bem definida! em torno do seu minimo e, em especial, ndo se anular nessa regiao.
Como veremos a seguir, esse fato motiva a busca de solugoes com suporte compacto do

tipo oscillons (solugdes oscilatérias periédicas no tempo).

A densidade Lagrangiana que descreve o modelo tem forma

1 1
L= 50p) = 5(0)" = ], (3.1)
levando a equacgao de movimento
8} = 92 — sign(y), (3:2)

onde a fungao sign tem os valores +1 quando ¢ # 0 e 0 quando ¢ = 0.

A principal caracteristica deste modelo é que o termo nao-linear sign(y) possui
valor finito para valores arbitrariamente pequenos de || (contanto que ¢ # 0). Este fato
influencia fortemente a dinamica de campos fracos do modelo. Se considerarmos outros
modelos nao-lineares mas diferenciaveis nos minimos, termos do potencial desaparecem
para valores pequenos do campo. Por exemplo, o termo —¢? na equacio de Klein-Gordon

nao-linear como veremos abaixo.

Comparemos a diferenca no comportamento de signum- vs Klein-Gordon para a
condigdo inicial dada pelo pacote de ondas Gaussiano p(t = 0,x) = exp(—2?). Assumimos,
por simplicidade, que d;p(t = 0,7) = 0. A aceleragao do campo 92¢(t = 0,z) é dada
diretamente pela equacao de movimento. No caso da nao-linearidade de Klein-Gordon
— 3, para valores grandes de |x| a principal contribuicio para a aceleracio vem do termo
D2 e é positiva. Portanto, o valor do campo deve crescer em regioes afastadas da origem
(a0 contrario de proximo dela) e o pacote de onda ird se espalhar. No caso da equacao de
s-G, o termo — sign ¢ é dominante e negativo, fazendo com que, pelo menos por algum

tempo, o pacote de ondas encolha.

Heuristicamente, ambas as “forgas” —¢® e —sign(y) puxam o campo para o seu
valor de equilibrio ¢ = 0, mas a funcao sign é muito mais eficaz nesse sentido. Esta
consideracao heuristica motiva a construcao de solugoes analiticas para a equacao de s-G

que nao se espalham e nem colapsam, pelo menos durante algum intervalo de tempo.

IDerivadas laterais no minimo tem valores diferentes.
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Na segao (3.1) derivamos essas solugoes e, entao, apresentamos uma generalizagao
delas. Na se¢do (3.3) mostramos resultados numéricos sobre a estabilidade dessas solugoes,
nos quais elas sdo perturbadas e seu comportamento no tempo é analisado. Na segao (3.4)
mostramos como, no submodelo reduzido de Skyrme, perturbacoes suficientemente fortes

dos oscillons levam a criacao de pares kink-antikink e estados metaestaveis.

Os resultados apresentados neste capitulo foram publicados em [24].

3.1 OSCILLON NO MODELO SIGNUM-GORDON

A construgao do oscillon exato apresentada nesta segdo baseia-se na Ref. [19].
Comecamos especificando condigoes iniciais simples em ¢t = 0. Temos interesse em uma
solucao com suporte compacto, de forma que ela se mantenha por algum tempo confinada
a uma regiao finita. Assim, consideramos a seguinte configuracao inicial

0(0,z) =0,
0 para x <0ouzxz >1 (3.3)

at@(t $)|t:0 =
v(z) para O<z<l1

nos quais assumimos que v(z) possui toda o mesmo sinal, que escolhemos como nega-
tivo. A forma do perfil inicial da derivada temporal do campo v(z) serd determinada

posteriormente.

Requerendo que a solu¢do permaneca confinada ao suporte compacto z € [0, 1],

impomos as condigoes de contorno

0, (3.4)
plr =1,t) = 0. (3.5)

Essas condic¢oes devem ser vistas como uma espécie de ansatz, isto €, a escolha da classe
da solucoes e nao como as condicoes de contorno usuais® que determinam a dindmica de

todas as solugoes independente das condigoes iniciais.

A equacao de signum-Gordon é uma equacao hiperbdlica em 141 dimensoes e,
portanto, as relagoes causais entre eventos sao as mesmas que em qualquer problema de
d’Alembert em uma dimensao espacial. O fato de que o perfil inicial da derivada temporal

¢ restrito a um suporte compacto entre x = 0 e x = 1 implica que a solugao dentro do
11
22
dados iniciais fora deste suporte compacto. Isto sugere dividir a solugao em trés solugoes

cone de luz do passado do evento (¢,x) = (5, ) nao possui nenhuma relagao causal com os

parciais @1, @9 € 3. Estas solugoes sao validas no intervalo de tempo 0 < ¢t < % As

solugoes parciais satisfazem a equagao com sgn(y;) = —1, ja que escolhemos 9yp|i—g < 0.

2Condicdes de Dirichlet, de Neumann etc.
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Assim,
i — O3 = 1,

em que ¢ = 1,2, 3, nas trés regioes e de forma que a solucao seja continua pelo menos com

classe C2. A solucao compacta neste intervalo de tempo é dada por

pi1(t,x) se 0<zx<t
et 2) =4 @ot,x) se t<z<1—t
ps3(t,x) se 1—t<ax<1

onde “(—)” refere-se ao sinal da solucao ¢(7)(¢,z) < 0.

Solugbes parciais da equagao (3.2) com sinal negativo possuem a seguinte forma

geral
2

t
wi(t,x) = hi(xr —t) + gi(x + t) + X

Impondo as condigdes iniciais (3.3), condigbes de contorno (3.4), (3.5) e continuidade da

i=1,2,3. (3.6)

solucao chegamos nas formulas

1 1 t+x
o1(t,x) = —§x2 + xt + 5/ v(s)ds, (3.7)
t—x
1 1 T+t
ot x) = =t* + —/ v(s)ds, (3.8)
2 2 r—t
$2 1 1 2—x—t
p3(t,r) = ——— - —at+ax+t+ —/ v(s)ds. (3.9)
2 2 2/,

Abaixo vamos justificar cada uma destas férmulas.

Comegamos com a regiao central descrita por ¢y. Impondo a condigao inicial (3.4)
na solugao (3.6) com i = 2 chegamos em hy(z) = —go(2). A solugao s(t,x) toma a

seguinte forma

1
palt, ) = ho(x — 1) = ha(z +1) + 1.

Substituindo essa férmula na condicao inicial (3.3) e integrando o resultado chegamos na

expressao para ho(z)
1 4
ha(z) = ——/ v(s)ds.
2 Jo
Substituindo hs(z) na férmula acima chegamos na expressao (3.8).

Com o objetivo de determinar as solugoes parciais ¢, e w3, empregamos as condi-
¢oes de contorno (3.4), (3.5) e a condi¢ao de continuidade nas linhas dos cones de luz. A

condigao (3.4) implica em uma relacao entre hi(z) e g1(2)

Dai, a solugao parcial ¢; toma a seguinte forma

1
o1(t,x) = hy(z —t) — hy(—x —t) — 51‘2 — xt.



44 Capitulo 3. Oscillons

Da continuidade da solugao temos que ¢ (t,t) = @a(t,t). Isto permite obter hi(z), a menos

de uma constante hy(0)

Inserindo este resultado na férmula para ¢ (t, z) chegamos na expressao (3.7).

De maneira similar, podemos ver que a condi¢ao (3.5) implica na seguinte relagao
entre h3(z) e g3(z)
1

1
93(2) = —h3(2 — z) — 522 T T

e, portanto,

1 1
e3(t,z) = hg(r —t) —hg(2—x —t) — §x2—xt+x+t—§.
A fungao h3(z) pode ser determinada da condigao p3(t,z = 1—1t) = po(t,z = 1—1),

resultando em

Substituindo este resultado na férmula acima chegamos na expressao (3.9).

Na sequéncia, vamos estender a solucio (=) (t,z) & regido x € R, determinando
a forma de v(x) que garante o confinamento da solugao para tempos arbitrarios ¢ > 0
a uma regiao compacta. Inicialmente, requeremos que, pelo menos por algum tempo, a
solucao ¢ seja nula fora da regiao 0 < x < 1. Este requerimento pode ser satisfeito se nao
houver descontinuidades da derivada parcial na solucao 0,¢. No caso de presenga de tais
descontinuidades, ocorre que elas se propagariam em todas as diregoes com “velocidade da
luz”, de acordo com o comportamento de solucoes das equagoes parciais hiperbolicas. Para

evitar a propagacao de descontinuidades, exigimos que

Gxgol(t, xr = O) = O,

(3.10)
Opps(t,z =1) =0.

Igualando a zero a derivada

1 8 t+x

Orp1 = —T+t+ -— d
©1 T+ +28x - v(s)ds
1
= —:v+t~|—§[v(t+:£)~l—v(t—x)]

em x = 0 chegamos na solugao v(z) = —z, valida em 0 < z < % Similarmente, igualando

a Zero a expressao
1
8:6903:—36—15—§[U(Z—x—t)—v(x—t)],

em z = 1 encontramos v(z) = z — 1, védlida em § < z < 1.
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Concluimos que a func¢ao que descreve derivada temporal do campo no tempo

inicial ¢ = 0 é dada pela expressao

—z para z€[0,1)
v(z) =q z—1 para ze€[:1] . (3.11)
0 para =z & [0,1]

Com o integrando v(z) determinado, podemos agora calcular as integrais em (3.7),
(3.8) e (3.9). Esta etapa requer um certo cuidado com os limites da integracdo. Na Fig.(8)
mostramos a estrutura dos cones de luz do futuro dos eventos (¢,2) = (0,0), (t,z) = (0, %)
e (t,xz) = (0,1) (linhas tracejadas). Em particular, a intersecgdo das linhas dos cones de
luz em (¢,z) = (3,3) e (t,2) = (5, 2) sugere dividir a construcao das solugdes em duas
etapas: 0 <t < i e i <t < % As regioes triangulares no diagrama contém diferentes?

solucoes parciais. Estas regioes foram denotadas por A-J.

1 t
01 Pt 93
1 F «,\\G """,' H ‘«\”x I xl",” J
1
“B ™ c D
| 0 T + | 1 + 1 ¥ 1 ¥
8 «~ 88 a 8 2 8 8 88 z|~z 8
[\l
Figura 8 — Regioes de integracao no etapa 0 < t < %.

No intervalo de tempo 0 < ¢ < i temos solugdes nas regides A-F. A solugao ¢ em
A é dada pela féormula (3.7) com v(z) = —z. Note que, ao contrario do limite superior da
integracao sy, = x + ¢, o limite inferior nao ¢ simplesmente  — ¢ mas o negativo deste
valort, isto é, s;,; = ¢ — x. Isto significa que a integral de v(z) é calculada numa regiao
que se encontra integralmente dentro do intervalo 0 < z < %, e nao na regiao abrangida
pelo seu cone de luz como seria de se esperar. Este efeito ¢ uma decorréncia do fato de

que a regiao A encontra-se no interior da regiao de influéncia de parte do segmento x < 0.

A integral de v(z) = —z nesta regido é dada pela expressao
t+x t+x
/ v(s)ds = / (—s)ds = —2tx. (3.12)
t—x t—x

De maneira andloga, encontramos a solucao parcial em F. Desta vez precisamos integrar a

expressao v(z) = z— 1 entre o limite inferior Sing = £ —1 e o limite superior sg,, = 2—x—t>

3Embora em alguns casos as duas solucoes sejam dadas pela mesma expressio.

4Ponto simétrico de x — ¢ com relacio a x = 0.

50 limite superior pode ser representado por um ponto no eixo x simétrico com relacao a xr = 1 ao
ponto x + ¢ (coordenada de interse¢iaodo eixo x com uma das linhas de cone de luz do evento (¢, x)).
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O resultado desta integracao é dado pela expressao

/z H7tv(s)ols = / 2+t(s — 1)ds = 2t(z — 1). (3.13)

—1 —t

Solugdes parciais nas regives B, C', D sao dadas pela expressdo (3.8), o que requer o

+t

conhecimento da integral de f; . v(s)ds. Nas regioes B e D a integral envolve apenas uma

das fungbes v(z) = —z e v(z) = z — 1, enquanto na regido C' ambas fung¢des contribuem
com o resultado. As respectivas integrais sao dadas pelas expressoes

e regido B: z € [t,1 — {]

/:Hv(s)ds = /:H(—s)ds = —2tz, (3.14)

e regido C:z € (5 — ¢, +1)

ot 1/2 o+t 1
/ v(s)ds = / (—s)ds+/ (s — 1)ds:x2+t2—x—t+1, (3.15)
7y 7y 1

— —t /2

e regido D: z € [3 +¢,1— 1]

/:+tv(s)ds _ /:“(S — 1)ds = 2t(x — 1). (3.16)

1 —~1

L
27

é qualitativamente idéntica. Na Fig.(9) apresentamos os intervalos de integragio referentes

A construcao das solugoes nas regives F'—J, isto é, para intervalo de tempo i <

Figura 9 — Regioes de integracao para a solucdo 1 no intervalo % <t< %

a 1 nas regioes F' e G. A integral para a solucao parcial em F' é exatamente a mesma

que (3.12). Dai podemos concluir que a solugdo parcial em A e F' é dada por uma tdnica

férmula. No caso da solucao em (G a integral envolve ambas expressoes v(z) = —z e
G 1

v(z) =z — 1 e resulta em

t+a 1/2 o+t 1
/ v(s)ds = / (—s)ds+/ (s — 1)ds:x2+t2—x—t+z. (3.17)
¢ ¢ i

—x —x /2
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Note que essa integral tem o mesmo valor que (3.15).

No caso da solucdo @2 em H, veja Fig. (10), temos qualitativamente o mesmo tipo
de regiao de dependéncia que para a solucao em C'. Por esta razao, a integral corresponde

com (3.15) e as solugbes parciais em C' e H serdo dadas por uma unica férmula. Finalizamos

z+t
p—t

0 %

Figura 10 — Regioes de integragao para a solucao ¢ no intervalo % <t< %

com a constru¢ao da solucdo 3 nas regioves I e J. A Fig. (11) mostra os segmentos no

eixo x que contribuem para as suas solugoes parciais. A integral referente a solucao em I

1 t
. P
FR 0
1
4
0 ¥ &
8 8

Figura 11 — Regioes de integragao para a solucao ¢z no intervalo % <t< %

tem a forma

2—x—t 1/2 2—x—t 1
/ v(s)ds = / (—s)ds + / (s—Nds=2*+*—z—t+ 7 (3.18)
T T il

— = /2

Isso permite concluir que as integrais dentro do cone de luz do futuro do evento (¢, z) = (0, %)
(regiGes C, G, H, I) tomam todas o mesmo valor. A ultima das integrais, associada com a

solugdo na regido J é idéntica a integral (3.13). Consequentemente, as solu¢oes parciais

em F e J sao dadas por uma unica expressao.
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Inserindo estes resultados nas férmulas (3.7), (3.8) e (3.9) temos as seguintes

solugbes parciais para o intervalo de tempo ¢ € [0, }L]

x
@1(1‘:,1‘) = _?7
2
E—tx se z €[t 1 —1
patx) =4 PH+Z 2Lyl g peltliy,
%—l—t(z—l) se z€l3+t1—1
1—x)?
¢3<t’x) — _%
Similarmente, para o intervalo ¢ € (i, 5] as solugdes parciais tomam a forma
]}2
(to)=d .2 se ze€l0,—1
= Ehtr—2—-t4L s zell-tt]’
2 2 2738 2~ ©
? x ot 1
tr)=t?4——=— 4=
plho) =+ 5 -5 -37%

oalt. ) = Ctr+24t-3 se xel—t L4
’ se z € [3+1,1].

Resumindo, encontramos uma solugao da equagao s-G tal que ¢ = 0 fora do
intervalo [0,1] no eixo z e, dentro do intervalo, é dada por (=) desde que ¢ € [0,1/2].
Para encontrarmos ¢ para instantes de tempo maiores que 1/2, tomamos 4,0(_)\75:1 /2 COMO
condicao inicial da equacao de s-G. O perfil de velocidade desta funcao em ¢t = % é dado
por

x para x € [0, 1]

1—a para z € (3,1]

Y

atgp(i) (t7 .T) ’t=1/2 = {

isto é, pela fungado —v(x) em que v(z) expressa-se pela férmula (3.11). Pode-se ver também
que o campo se anula em ¢ = 1
90(7)@7 $) |t:% = 0.

Essa configuragao é formalmente idéntica com a condicao inicial em ¢t = 0. A tinica diferenca
é o sinal da derivada temporal. Isto significa que os valores de ¢(t, z) para t > 1/2 podem
ser obtidos & partir de simetrias da eq. s-G: a translagdo temporal ¢t — t — 1/2 junto com
uma mudanca de sinal do campo ¢ — —¢. Chamamos esta solucao de ¢(*) e ela é dada
por

sendo vélida, claro, no intervalo ¢ € [1/2,1). No tempo ¢t = 1 o campo e suas derivadas

voltam para os valores iniciais (3.3). A solu¢ao completa esta visualizada na Fig. (12).

Ainda, observarmos que a equagao s-G é invariante por dilatagoes: se ¢(t, ) é

t t

solugao da equagdo, entdo, com | € RT, [ = const, ¢;(t, z) = I*¢(},}) também ¢ solucao.
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Isto significa que temos uma familia de oscillons com suporte compacto de tamanho

arbitrario.

Figura 12 — Oscillon exato.

Explorando mais as simetrias da solugao podemos ver que o oscillon exato é

simétrico sob a reflexao espacial t — 1 —

o(t,x) = p(t, 1 —x). (3.20)

Isto significa que as solugoes nas regioes I, J D e F podem ser calculadas a partir das
solugoes nas regioes A, B, F' e G. Além disso a solugao na regiao C' é simétrica sob a
transformacao r — 1 — x. Assim, temos apenas quatro formulas distintas para solucoes
parciais; todas as outras solugoes parciais podem ser derivadas a partir destas quatro
férmulas usando transformacoes da translacao e reflexao. Baseando-se nessa observacao,
vamos introduzir uma nova notacao para as solugoes parciais. As trés regioes triangulares

do lado esquerdo (left) do diagrama contém solugoes denotadas por

t2
1t 7) = pa(t @) e = 5 — 10 (3.21)
22
PLy (t,l’) = ¢1(t’x)|(t,x)EA+F = _?7 (322)
1 1 1
oL, (t,z) = g01(t,x)|(t,x)ea =3 t— 5 t— 5 + 2z, (3.23)

e a solugao no centro é denotada por

2 x ot 1

t,x) = oot = t?
SOC'< 727) 902( 71:)‘C+H + 9 5 5 3

As solugoes no lado direito (right) do diagrama sao dadas pela transformagao

or,(t,x) == pr,(t,1 —x), j=1,2,3. (3.24)
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A construcao da solugao periddica pode ser realizada de maneira alternativa tomando-se
por base estas sete solugoes parciais e substituindo ¢ nos argumentos delas por uma fungao
periodica de tempo

T(t) = %arcsin | sin(7t)|. (3.25)

Vamos precisar também trocar periodicamente o sinal das solugoes parciais, o que requer
outra funcao periédica
o(t) == sign(sin(27t)). (3.26)

As fungoes 7(t) e o(t) foram desenhadas na Fig. (13). Os dominios das solugoes parciais

L T e ! ===

0.5¢

-0.5¢+

i i
H 1
()

i i
0.0 !
= |
| 1
| 1
! 1
! 1
| 1
! 1
H 1

S10b frrerd e bt b
-15 -10 -05 00 05 10 1.5

Figura 13 — Funcgoes o(z) (linha solida) e 7(z) (linha tracejada).

correspondem a regioes do diagrama espaco-temporal em que as seguintes fungoes sao

iguais a um

Mo(t, o) =0(x —t)0(—z —t+ 1)0(x +t — 3)0(—x +t + 3),
I, (t,z) = 0(x — t)0(—x —t + 3),

I, (tz) =0(—z +t)0(—z — t + 1)6(z),

I, (tz) =0(x+t—3)0(—z +1t),

g, (t,z) =, (1 —2), ji=1,2,3,

em que 6(z) é a funcao degrau unitario

6(z) = 0 para 2<0 .
1 para z>0

Desse modo, garantimos que as solugoes parciais
or(t,x) == o(t)pr(T(t), )k (7(t), z), k=C,Ly, Lo,... (3.27)

sejam nao-nulas apenas em seus respectivos dominios, independente do valor de tempo.
As solugoes parciais definidas desta maneira nao se sobrepoem, mas se tocam e, portanto,

a solugao que representa o oscillon exato é dada pela soma simples delas
ot x) = dnlt,x). (3.28)
k

No Fig. (14) apresentamos um diagrama de Minkowski que contém a superficie mundo do

oscillon exato composto de regioes que sao os dominios das solugoes parciais.
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0.5

Figura 14 — Solugoes parciais do oscillon exato.

3.2 OSCILLON GENERALIZADO

O oscillon apresentado na segao anterior é a solugao periddica mais simples com
energia finita da equacao de s-G. Introduzimos agora uma generalizacao desse oscillon
[20], que segue sendo uma solugao periédica mas possui uma nova parametrizagao dada
pelo parametro real e continuo v € (—1,1). Suas bordas se movem periodicamente da
esquerda para a direita e vice-versa. O oscillon apresentado na se¢ao anterior é um caso
particular deste caso, com v = 0. Recentemente, ainda, foi apresentada uma solucao
[21] que engloba a anterior mas, de forma geral, possui bordas com movimento nao-
uniforme. Neste trabalho iremos focar no espalhamento do oscillon generalizado com
v = cte e, portanto, apresentaremos aqui apenas uma versao simples desta generalizacao.
Vamos, agora, formalizar matematicamente uma descrigao completa de um oscillon em

seu referencial de movimento, valida para todo ¢, x, com v = cte.

Comecamos a descricao deste oscillon apresentando um conjunto de solucoes
parciais que sao validas apenas para t € [0,1/2]. Existem sete de tais solugdes neste
intervalo, mas apenas quatro delas sdo essencialmente diferentes (as demais, dadas pelos

¢r;,J = 1,2,3, sao reflexdes dessas em torno do ponto z = 0,5). Em analogia & secao
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anterior, consideramos as solugoes parciais

(14+v—22)% —4t(1 + v — 2vz) + 4(2 — v?)¢?

t, ;) =
QOC( ,ZE,’U) 8(1—@2) )

(t.2:0) t2 tr

)= — —
Pr,\t, ;3 9 ].—|—U’
(z —vt) (3.29)

t N = ——— .

QDL2( ,.I‘,U) 2(1—112)’

. .)_1 LN (L, 2o
PL (LT 0) =5 2 21—
(JDRj(tax;v) = (,OL].<t, I —x _U)a J=123

onde, devido ao movimento da borda, a transformacao da parte “left”para “right” requer
duas transformagoes © — 1 — x e v — —wv. Na sequéncia, definimos as func¢oes de dominio

das solucoes parciais

He(t,z;0) = 0(x — t)0(—x — t + 1)6( T0(—z 4+t 4+ 132),
I, (t,z;0) = 0(x — t)0(—x — t + 52),

I, (t 25 0) = 0(—x + 1)0(—2 — t + F2)0(x — vt),

I, (t 25 v) = 0(x 4+t — 22)0(—z + t),

g, (t, z;v) =1, (1,1 — 25 —v), j=1,23.

Munidos destas funcoes e das fungdes periddicas no tempo 7(t) e o(t) introduzidas em

(3.25) e (3.26), podemos estender as solugdes parciais para tempos arbitrarios
¢k(t7 T U) = U(t)@k(T(t)7 T U>Hk(7—(t)7 T U)? k= 07 Llu L27

Os dominios destas solugbes parciais foram apresentadas na Fig. (15). O parametro v
influencia tanto na forma das solugoes parciais como também nos dominios delas. Com o

aumento de v, alguns destes dominios crescem enquanto outros diminuem.

Finalmente, a solugao que corresponde ao oscillon generalizado é dada pela soma

simples das solucoes parciais

o(t, z;v) Zgbk (t,z;v) (3.30)
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Figura 15 — Superficie mundo do oscillon generalizado.

3.3 PERTURBACAO DO OSCILLON ANALITICO

Um problema de grande importancia no nosso estudo é a questao da estabilidade dos
oscillons. Este problema pode ser abordado considerando-se a evolucao de uma configuragao
de campo dada por um oscillon analitico perturbado. No calculo de estabilidade linear,
a configuracdo investigada contém a solugao exata somada a uma fungao (em principio
arbitréria) ¢(t, z) — ¢(t, x)+n(t, ). Substituindo este resultado na equagio de movimento
e expandindo até o termo linear, encontra-se a equagao linear para n(t,z). A solugao
da equagao para 7(t, x) fornece uma informacgao sobre a existéncia de modos crescentes
e, portanto, sobre uma eventual instabilidade da solugao. Este procedimento funciona
muito bem para nao-linearidades padrao (poténcias de ¢, etc.). Infelizmente, no caso da
nao-linearidade tipo signum, encontramos dificuldades na expansao em torno do ponto
onde a funcao signum muda de sinal. O problema encontrado ¢ uma manifestagao da
auséncia do regime linear do modelo de s-G. Uma solucao alternativa para a analise de
estabilidade linear seria a evolugao numérica da configuragao inicial com perturbacao.
Antes de entrar nos aspectos do calculo numérico, gostariamos de notar que no caso do
modelo de s-G nao se espera modos crescentes, ja que a soma da solugao e a perturbacao
com sinal fixo obedecem (num segmento) a equagao de onda nao-homogénea, e tal equagao

nao possui modos crescentes.

O objetivo principal desta secao é apresentar os resultados numéricos da evolucao

de oscillons perturbados. Este estudo contém as seguintes simplificagoes:

e Perturbacao do oscillon simples, isto €, oscillon sem a velocidade da borda.
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e Consideracao da forma particular da perturbacao, dada pela modificacao do perfil

da derivada temporal do campo no tempo inicial

»(0,2) =0, 0 9(t, x)‘tzo = ev(x) (3.31)

em que v(z) é dado por (3.11) e € > 0 é um parametro livre.

A forma da perturbacao escolhida aqui estd relacionada com dados iniciais de
solugoes auto similares, [16]. Solugoes deste tipo formam uma classe de solugoes da equacao

de s-G dada pelo ansatz

t

o(t, ) = 22S(y), onde Y= —.

x

A fungdo S(y) obedece a uma equagao diferencial ordinéria. As solugbes auto-
similares nos semieixos y > 0 e y < 0 nao sao relacionadas e podem ser escolhidas como

independentes. Considerando as condigoes iniciais para ¢(t, x), temos
¢<0, SC) = S(O)xz, at(t,.r)‘t:() = S/(O)$

Deste modo, as constantes S(0) e S'(0) especificam condi¢oes iniciais dessas solugoes.
Como as solugdes para y > 0 (z > 0) e y < 0 (x < 0) ndo sao relacionadas podemos

escolher condicoes iniciais para a solucao auto-similar

0 para = <0

0 para = <0
6(0,7) = 2
S(0)z* para x>0

) 0 L, =0 —
L0 (t, )| =0 {S’(O)m bara T3 0

Considerando S(0) = 0 temos uma sub-classe das solugoes auto similares dada pelo
perfil inicial da derivada temporal do campo. No nosso caso, o perfil inicial da derivada
temporal consiste de dois fragmentos de retas com inclinagao S'(0) = +e. Note que a
segunda reta passa pelo ponto x = 1. Cada uma destas condigoes é considerada apenas
numa semi-reta em x, isto é, x < % ex > % Isso significa que as solugoes auto-similares
podem aparecer apenas em regides limitadas em x e t. Os dados iniciais (3.31) nao sao
auto-similares em todo eixo x e, portanto, eles nao podem gerar uma solugao auto-similar.
Tal solucao deveria ser independente da escala e, em consequéncia, deveria ter energia
infinita. Os nossos dados iniciais, por sua vez, definem uma configuracao inicial com energia
finita.

Ao variar o parametro £, variamos a inclinacao da reta. De acordo com [16], existem
varios tipos de solugdes auto-similares, dependendo de valor da expressao S’(0). Isto
significa que, para um dado €, deve aparecer uma par de solugoes auto-duais. Estas solu-
¢oes existem fora de cone de luz do futuro do evento (¢,2) = (0, ). No interior deste cone,
naturalmente, aparecera uma nova solucao. A forma dela pode ser calculada analiticamente
apenas em casos muito especiais. Para situgoes genericas, a integracao numérica da equagao

de s-G ¢ indispensavel.
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Por causa da simetria espacial  — 1—x dos dados iniciais, sera suficiente considerar

a solucao no intervalo —oo < x < % —t, & que chamamos “left” e denotamos por ¢ (t,x).

Seja x(t) o ponto de contato dos suportes da solugao trivial ¢ = 0 e da solu¢ao que

representa o oscillon perturbado. No caso da perturbagao definida acima, temos x,(t) = vyt,

em que vy € constante. O valor desta constante e a forma das solugoes parciais nao-triviais

que compoem ¢y, depende do valor de . Assim, como mencionado em [24], existem duas

classes principais das solucoes:

1. Caso ¢ > %

A solucao é dada por

0 se x < vpt,
or(t,z) =< 2 [—m (1- UO%)Q} se vt < x <t,
x [L (L —2e)] se t<z<i—1t,

em que vy = % — 1. Esta solucao possui quatro subclasses.

a)

Para ¢ > 1, a velocidade da borda v, é negativa e tem limite em vy = —1 quando
e — oo. Ocorre entao que, nos instante iniciais, a borda esquerda x (t) = vot
se move para a esquerda e a borda direita xg(t) = 1 — x(t) se move para a
direita, ambas com a mesma velocidade |vg|. Isso significa que inicialmente o
suporte da solucao expande. Na Fig.(16) apresentamos solugoes numéricas da
evolucao do oscillon perturbado para este caso. A expansao é esperada ja que
no intervalo = € [0, 1] existe excesso da energia cinética com relagao a energia
do oscillon exato. Embora a solucao nao seja exata, ela parece relativemente
estavel por um tempo. Como pode ser visto nas figuras Fig.(16¢) e Fig.(16d), a
solucao numérica fica confinada a uma regiao espacial, embora exista um pouco
de radiagao. Os intervalos de tempo mostrados nessas figuras foram escolhidos
por corresponderem a intervalos em que nossas simulagoes se mostram estaveis.

A estabilidade foi avaliada conforme explicado no Apéndice (A).

Para ¢ = 1, a velocidade vy é nula. Este é o caso do oscillon exato, que
existe indefinidamente e nao emite radiagao. Esta solucao foi utilizada para
avaliar a estabilidade das simulagdes com o esperado analitico. De forma geral,
para tempos longos (t ~ 50 oscilagoes), a forma dos oscillons permanece
essencialmente a mesma, mantendo sua estrutura compacta e, eventualmente,

gerando radiacgao.

Para % < € < 1 a velocidade vy é positiva e menor que 1. Os pontos z(t) e
zr(t) se movem em dire¢ao ao centro da solugao, o que leva ao encolhimento
do suporte na fase inicial da evolucao. Exemplos dessa solugao sao mostrados

na Fig.(17) e o oscillon remanescente parece bastante estével.
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Figura 16 — Evolugado de oscillon perturbado no caso € > 1.
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Figura 17 — Instantes iniciais da solucdo para oscillons perturbados. A area dentro das linhas

pontilhadas corresponde as solugoes analiticas auto-similares ¢y, e ¢g.
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d) Para e = % a velocidade é vy = 1. A parte quadratica de ¢; desaparece e a
solugao parcial auto-similar consiste apenas da componente linear em x. Neste

caso a derivada espacial d,¢ ndo é continua nos pontos xy, e xg, veja Fig.(18).

0.000

—0.005¢

—-0.010¢

—-0.015¢

—0.020}
0.0 02 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 18 — Oscillon perturbado com ¢ = 0,5 no tempo ¢ = 0,15. Solucoes analiticas ¢, e ¢pr
correspondem com as linhas pontilhadas.

2. CasoO<€<%.

Neste caso, a solucao auto-similar consiste, a cada instante de tempo, de um conjunto
infinito de parabolas unidas de forma suave. Estas parabolas tem a forma geral
bt z) = 2%Sk(L), nas quais os Sy(y) representam as solugoes parciais da equacao
ordinaria

(1 —4*)Sy + 2yS, — 25 4 sgn(Sk) = 0. (3.32)
A equacao (3.32) possui solucoes ® Si.(y) = 0 e, no caso Sy # 0,

5) = SR80+ 1) - owy - 1, (3.33)

onde coeficientes ay, e f; sao constantes determinadas pela condigoes iniciais, isto
é, pelas constantes S(0), S’(0). Os suportes das solugoes parciais conectam-se nos

pontos y = ag. As solucoes parciais devem ser tais que

Selar) = 0= Ski(ag), e Silar) =S (ar).

No caso da solu¢ao ¢r, temos S(0) = 0 e S'(0) = —e. Isto permite determinar a

forma da primeira parabola

Si(y) = —%(y +2¢) > 0. (3.34)

Como o suporte dela ¢é localizado em y € [—2¢,0] (z negativo), ele ndo contribui

para a solugdo auto-similar. A primeira solugdo parcial relevante é dada por Sy (y).

6 Aqui sign(0) := 0.
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Seguindo [16], temos as seguintes férmulas para os zeros a; e parametros oy e [,

o = | et G0 (5= a) | - vt

+r | prE-l D

1

B = 3+ gr | et G0 (B4 1) o] - ot
p
p

rk
B ol gk
L | N
onde
1 —ag 1—a q
= ) = ) ri==.
b 1+ ag 1 14 ay P
Os zeros de (3.34) sdo dados por ag = —2¢ e a; = 0, e eles determinam os parametros

p e g. Na Fig.(19) mostramos a solucao S(y). O numero de zeros desta solugao

Sw)

0.004 -
0.002r
—0.002r

—0.004

Figura 19 — Solugoes Si(y), k = 2,3,--- para € = 0,1.

¢ infinito e eles tendem ao ponto y = 1. Devido ao nivel de detalhamento muito
grande nas vizinhancas de y = 0 (ou = = 0), esta solu¢do constitui um desafio
para simulacao numérica. Independente da precisao numérica, nao seria possivel
reproduzir a solucao deste tipo para tempos grandes. Neste caso, inevitavelmente
vao aparecer instabilidades numéricas que inviabilizam os resultados. Na Fig.(20)
apresentamos solugoes numéricas e exatas sobrepostas no tempo ¢t = 0,17. A Fig.(21)

mostra as solugdes numéricas no diagrama espago-temporal.

0-0002¢ PN Py 0.00015}

0.0000} —=ny/ \o—
—0.0002} 0.00010¢
~0.0004 0.00005}
—0.0006}
_0.0008} 0.00000 A\/\\/ \
~0-.0010¢ —0.00005}

00 02 04 06 08 10 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25
(a) (b)

Figura 20 — Solugoes numéricas ¢(t, z) (cinza) e solucao exata auto-similar (linha pontilhada)
para e = 0,1 em ¢t = 0,17. A figura (a) mostra a solu¢ao em todo o suporte original
x € [0,1]. A figura (b) mostra um detalhe da regidao auto-similar.

Analisando os resultados numéricos, podemos concluir que o oscillon perturbado ndo

apresenta instabilidade no sentido de presenca de modos crescentes. O calculo numérico
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Figura 21 — Solugbes auto-similares nos instantes iniciais do caso perturbado com € = 0.08. A
figura (a) mostra a solugao nos instantes iniciais. A figura (b) mostra a solu¢ao para
tempos avangados. A figura (c) corresponde a regiao pontilhada da figura (a). E a
figura (d) corresponde a regiao pontilhada na figura (c).

mostra que o sistema pode irradiar. No entanto, a perturbacao pequena permanece
confinada a regiao proxima ao suporte de oscillon exato. Solugoes auto-duais com numero
infinito de segmentos constituem um grande desafio para calculo numérico, em especial
quando € — 0. Como elas podem aparecer em qualquer instante da evolucao de sistema,
podemos concluir que a integracao numerica da equacao de signum-Gordon é muito mais
complexa de que a integracao de equacao de onda, possuindo estruturas que funcionam

como fontes de erros.

3.4 OSCILLONS EM MODELOS COM POTENCIAL PERIODICO

Modelos que possuem potencial nao-diferenciavel com multiplos minimos com-
partilham diversas propriedades com o modelo de signum-Gordon. Isto significa que nos
modelos modificados de sine-Gordon e no sub-modelo de Skyrme espera-se encontrar
oscillons no regime de valores muito proximos aos valores de vacuo. Estes oscillons devem

ser mais parecidos com oscillons exatos com escala [ < 1

ity = (1 2)

em que ¢ (¢, x) é um oscillon bésico com suporte unitario.
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Nesta se¢do vamos usar a notacao 7(t,z) para o campo com potencial periddico.
Vamos considerar aqui o potencial (2.38) introduzido para submodelo de Skyrme e mostrado
na Fig.(7). Note que esse potencial pode der representado de forma equivalente utilizando

a definigdo da funcao 7(z) conforme a expressao (3.25). Assim, temos

n(n) = 47’(2), e Vin) = 47(2) [1 — 27’(2)} : (3.35)

Apesar da simplicidade das férmulas (3.35), no calculo numérico é mais vantajoso utilizar
a forma antiga delas (2.37) e (2.38).

A configuragao inicial pertinente possui a seguinte forma

n(0,z) =0, o (t, x)|i=0 = ev(x), onde v(z) == lv (%) (3.36)

3.4.1 Oscillons levemente perturbados

Tomando € = 1 e [ — 0, temos oscillons cada vez mais parecidos com oscillons
exatos. O estudo destes oscillons foi relatado em [24]. Neste trabalho foi apresentada
também a solucao analitica aproximada para oscillons. Aqui nao vamos entrar nos detalhes
da solucao analitica. Os resultados numéricos mostraram que os oscillons com condicoes
iniciais (3.36) sdo bastante estaveis (ndo notamos uma quantidade significativa de radia-
¢ao), e possuem periodo menor do que o de oscillons exatos do modelo s-G. Na Fig. (22)
comparamos ambos tipos de oscillons no tempo ate t = 1/2. Na Fig. (23) comparamos a
solugdo numerica (cinza) com a solugao analitica aproximada. Notamos que a func¢ao que
representa um oscillon no modelo com potencial periddico nao se zera simultaneamente

em todo suporte de oscillon.

As oscilagoes de um oscillon no modelo com potencial peridédico sao muito regulares.
A trajetoria do ponto no meio do oscillon foi ilustrada no Fig.(24). Comparando esta
trajetoria com a trajetéria do mesmo ponto no caso do oscillon exato vemos muita

similaridade entre as duas trajetérias.

3.4.2 Oscillons fortemente perturbados

Para analisar como o potencial periédico afeta oscillons, basta tomar configuracoes
iniciais com [ crescente. Aumentando o suporte e a amplitude da configuracao inicial,
aumentamos também a energia dela. Como o modelo com potencial periodico nao possui a
simetria de escala, a configuracao inicial nao seria mais adequada para gerar oscillon. Deste
modo, o potencial do modelo vai “perturbar” o oscillon. Aqui vamos comentar apenas

sobre o caso de grandes [.

Quando a configuracao inicial possui energia suficientemente alta, entao ela é
dispersada através de canais formados por pares kink-antikink. Uma configuragao com

quatro pares deste tipo é mostrada nas Fig. (25). Na mesma figura é apresentado o
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Figura 22 — Oscillon exato ¢(t,z) no modelo de signum-Gordon (cinza) e a solugaoanalitica
aproximada 7(t, z) (linha pontiliada) para solugdo. Aqui utilizamos [ = 1 para tornar

mais visiveis as diferencas.
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Figura 23 — Solugao numeérica n(t, z) (cinza) e solucao analitica aproximada (linha pontiliada)
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oscillon exato ¢(t,3) (linha pontiliada) As figuras mostram (a) t € [0,10] e (b)
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Figura 25 — Quatro pares kink-antikink e um oscillon no centro. Aqui I = 9,2346. Figuras (c,d)
representam modelo original com campo 7(t, ).
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Figura 26 — Diagrama de Minkowski para densidade de energia da perturbacao com [ = 9.2346.
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resultado para campo original (folded) 7. Um diagrama de Minkowski do mesmo caso é
mostrado na Fig. 26. O processo de criagao de pares possui algumas etapas. Na primeira
etapa é criado o primeiro par e os kinks gerados nela possuem velocidade mais alta que
outros kinks criados posteriormente. Isto pode ser visto claramente do fator de contracao
Lorentz dos kinks em movimento. O resto da energia que sobra apds a criagao dos pares
é utilizado para criagado de um oscillon localizado no centro (em = = %) Uma pequena

quantidade de radiagado pode ser vista nas vizinhancas do oscillon (ver figuras (c) e (d)).
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4 ESPALHAMENTO DE OSCILLONS

Nesta secao construimos as condicgoes iniciais para o espalhamento de oscillons e
apresentamos alguns dos principais resultados da analise numérica da evolugao do campo.
O fato de que um oscillon exato possui suporte compacto nos permite construir solugoes
exatas com varios oscillons desde que os suportes deles nao se sobreponham. Em particular,
uma configuracao de dois oscillons devidamente separados em processo de aproximacao

pode ser adotada como condicao inicial para um espalhamento.

A solugao de oscillon generalizado dada pelo resultado (3.30) depende apenas do
parametro v, que corresponde a velocidade da sua borda (no referencial do repouso do
oscillon).A construgao de uma configuracao inicial pode ser realizada utilizando-se das
simetrias da equagao de signum-Gordon (invariancia sob grupo de Poincaré em 1 + 1

dimensoes)

e translagoes espaciais e temporais;
e boosts;

o reflexoes espaciais e temporais.
Alem disso, temos também

e simetria de escala ¢(t,z) = N¢(%, §);

e simetria de reflexao ¢(t,z) — —¢(t, x).

Os parametros que caraterizam uma configuragao de dois oscillons sao: parametros da
solucao generalizada v; e vy, parametros associados com simetria de Poincaré e simetrias
de escala e de reflexao dos valores do campo. Nem todos esses parametros sao fisicamente
relevantes. Algumas configuragoes iniciais sao equivalentes no sentido de que elas podem
ser relacionadas por uma tunica transformacao de simetria. Por exemplo, as configura-
¢oes nas quais oscillons individuais possuem velocidades u; e us sao equivalentes a uma
configuragao em que as velocidades deles sdo iguais e opostas (sempre existe tal referencial
inercial). Isto sugere que podemos escolher um referencial de laboratério desde o inicio.
As configuragoes iniciais distintas diferem pelo valor da velocidade relativa dos oscillons
incidentes. Do mesmo modo, importara apenas a posicao, escala, etc. relativos entre
oscillons. As translagoes temporais também sdo importantes e, como veremos mais adiante,
o resultado do espalhamento depende delas. Neste trabalho vamos representar a translagao

temporal por um parametro chamado fase do oscillon. Explicamos abaixo.



66 Capitulo 4. Espalhamento de oscillons

4.1 OSCILLON EM MOVIMENTO UNIFORME

Como a equacao de signum-Gordon é invariante por transformacoes de Lorentz,
a solucao analitica (3.30) pode ser generalizada através de um boost. Isso equivale a
observarmos o oscillon em um referencial diferente do seu referencial de repouso!. Para
um referencial de laboratério S movendo-se com velocidade constante —u no referencial

S’ do oscillon, o oscillon tera velocidade u e a transformacao serd dada pelo mapeamento

; - t —ux
==
—ut

T ¢ = T —u

que pode ser inserido diretamente na solugao (3.30). Com isso, cada parte dessa solucao

sera dada por

Pk(§, G5 0) = o(§)wr((£), G )k (7(8), G v).

Para calcular a derivada temporal da solucao completa de oscillons precisamos
derivar as solugoes parciais. O fato de que cada solucaoparcial considerada individualmente
nao é continua na borda do seu dominio nao leva ao aparecimento de deltas de Dirac
porque a solucao completa é C2. Isto equivale a dizer que as descontinuidades das solucoes
parciais se cancelam e, efetivamente, a derivada temporal da solucao de oscillon se reduz a
derivada cldssica (nao distribuicional). Por esta razao vamos considerar apenas as derivadas

cléssicas das fungoes 7(z) e o(z) e Ig(2)

dr(z)
dz

= o(2), doc'l(;) —0, Ol =0.

As derivadas temporais 0,¢(&, (;v) sao, entao, dadas por

Opr(€, G v) = ﬁ (Or0k(7. G v) —uo(€) Oepr(T(£), G5 0)) M (7(£), G5 v).

T=7(£),(=C

Definindo a superposicao de solugoes parciais
Ytz v,u) = Zqﬁk (t, 25 u), C(t, z;u);0) (4.2)

temos uma forma analitica para um oscillon em movimento uniforme no referencial de

laboratorio S. A derivada temporal desta solugao é dada por

O (t, x50, u) Z@tqﬁk (t, 25 u), C(t, z;u);v).

1O referencial de repouso é definido como um referencial em que o momento linear do oscillon se
anula, P = [ dzd,¢9,¢ = 0.
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4.2. Configuragdo inicial para processo de espalhamento

4.2 CONFIGURACAO INICIAL PARA PROCESSO DE ESPALHA-

MENTO

Conforme mencionado anteriormente, temos interesse em reduzir o tamanho do
espaco de parametros. As reducoes sao de duas naturezas: as que nao implicam em perda

de generalidade das solucdes, e as que implicam (restri¢oes). Assim, iniciamos por construir

uma condic¢ao inicial contendo n oscillons através da soma de diversas solucoes do tipo
tz’ r —X;
YU UG ), & = +1 (43)

(4.2),
Do) = S ey (2 TN

com a derivada temporal inicial do campo dada por
(4.4)

t r—ux,;
2 z.
E Ei)\i (9t¢ N 0 3 Uiy Uy
— Ai N
=1
n
- X — X
3 Uiy Uy

0
= Z&'}\z’@—{d) t, —)\Z

onde, para o i-ésimo oscillon: \; refere-se a sua escala; x; refere-se & posi¢ao inicial da

t=t;

{:ti/Ai

sua borda esquerda e t; a fase de oscilacao na qual o oscillon se encontra. Note que os
oscillons devem ser posicionados de forma a garantir que nenhum suporte se sobreponha a
outro no instante inicial; v; refere-se a velocidade da sua borda; u; parametriza o boost

(velocidade do oscillon no referencial de laboratorio).
Neste trabalho vamos nos limitar ao espalhamento de pares de oscillons (n = 2).

Um exemplo de configuragdo deste tipo é mostrado na Fig. (27). No caso de dois oscillons,

0.06F 1 F T '
0.04 — - 1 04f
0.02} ey 1
Vs S, 0.2+
\s\‘ ”I
\ i {1 00 v z
Y 4 .
AY ,I ] \/ s\
-02p ‘ ‘ ] :
0.5 1.0 15 2.0

0.00
-0.02f
= ‘ 0.0

(b) @4(x)

-0.04
0.5 1.0

010
(a) ®(x)
Figura 27 — Configuracao inicial para dois oscillons de mesma escala com boosts em direcoes

20

opostas e fases diferentes.

as seguintes redugoes nao levam a perda de generalidade:

Escala: Como as transformacoes de escala mantém invariante a Lagrangiana de s-G, o fator
de escala que efetivamente determina tais espalhamentos é a escala relativa entre os
oscillons incidentes. Os resultados da interagao, de maneira geral, valem para todas

as demais escalas desde que a solucao completa seja reescalada pelo fator apropriado
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Boost:

Translacao:

Assim, podemos fixar a escala do primeiro oscillon tomando \; = 1 e definimos a

escala relativa como escala do segundo oscillon Ay = .

Considerando um referencial de laboratorio no qual os oscillons tem velocidades
iguais e opostas, basta um tnico valor de velocidade u que parametriza boost. A

velocidade v define a velocidade relativa dos oscillons.

A distancia relativa entre os oscillons é um parametro relevante para o espalhamento.
Isto se deve ao fato de que os oscillons vao mudando de forma durante o tempo que
precede o seu encontro. Por outro lado, o formato dos oscillons no momento inicial
também importa. Este formato pode ser ajustado realizando translagoes temporais
dos oscillons individuais. Como no tempo que precede o encontro nao existe nenhuma
interacao entre oscillons, é bastante conveniente fixar a zero a distancia relativa entre
as bordas deles no tempo inicial, mantendo liberdade de escolha do formato de cada
um através de algum outro parametro. Para obter tal configuracao, a translacao
espacial que deixa suportes dos oscillons em contato no tempo inicial deve ser
ajustada para cada escolha dos parametros livres, quais sejam: velocidade, translacao
temporal, etc. O formato do i-ésimo oscillon incidente passa a ser parametrizado
por a; € [0,1), chamado a fase do oscillon. Um oscillon com formato arbitrario com

borda direita no ponto x = 0 ¢ dado por
U(t, zyvsu) = Y(t +to(a), @ + zo(@); v, u)

em que zo(a) é to(a) sdao duas fungoes que sejam determinadas na se¢ao (4.2.1).
Note que a forma da fungao de deslocamento espacial zo(a) pode depender de u e v.
Isto significa que para obter uma configuragao de dois oscillons vamos precisar em

geral de duas fungoes zo(a) e Zo().

Vamos considerar os seguintes parametros da configuracao inicial: a escala A do

segundo oscillon, uma velocidade de boost u, duas velocidades da borda v, e vy e duas

fases a; e ap. Além disso, fixamos o sinal de primeiro oscillon ¢; = 1 e consideramos

apenas €9 = ¢ = £1. A condicao inicial (4.3), com z7 — —z¢(;) e xg — —To() toma a

seguinte forma

P(z) = ?ﬂ(to(al)»x + 900(&1);01,%) + A% (to(%) ; o+ o(az) ; V2, —U> ,

o -
Oy (x) = g (¢, 2 + zo(an); v1, 1)

A A

o - x—i-:fo(az).
Zt)\a—gﬁb(t,f,Uz,—U) . (45)

t=tg (Oq)/)x

t=to (Oq)

Apesar de reduzirmos bastante o nimero de parametros livres, a configuracao

inicial ainda ¢é bastante geral. Para simplificar as consideragoes vamos estudar apenas

um subconjunto de configuracoes iniciais (perda de generalidade) que envolve oscillons
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aplicando-se uma reflexao espacial x — —xz ao primeiro oscillon. Deste modo temos apenas
uma fungado zo(«r). Vamos considerar dois casos € = £1.

idénticos. Isto significa que fixamos A = 1, oy = an, 11 = v5. O segundo oscillon é calculado
o) (x) é antisimétrica

Para ¢ = +1 a configuragio inicial ®*)(z) é simétrica e para ¢ = —1 a configuracio

<I>(S/a)(x) = Q/)(t()(oz),l‘ + zo(a); v, u) + Q/)(t()(oz), —x + zo(a); v, u)
@ﬁs/“)(x) = %Q/}(t,l‘ + ZE’(](OZ);U,U)

L9

*Q/}(Ev —T+ ,CEO(O[); v, U)
to() O

0.05+

A Fig. (28) mostra um exemplo de configuragdo inicial simétrica. O oscillon
localizado em = > 0 (segundo oscillon) move-se para a esquerda. Na Fig. (29) apresentamos
a configuracao anti-sim-etrica envolvendo os mesmos dois oscillons.

(4.6)
t=ty(a)
localizado em x < 0 (primeiro oscillon) move-se para a direita enquanto o oscillon

A

0.6r
b,
\/ ~~
-0.05

0.3F
/
-0.5

‘ —03l \/
05
(a) ) (t = 0,2)

‘\
\
-0.5

e
o
-
-
-
-
-

Figura 28 — Configuracao inicial para dois oscillons simétricos com relagao ao ponto z = 0 no
0.05f

e 0.6}
‘\
‘\
° \/ ‘
-0.05

/\4» -
v o 0
\ v
5\ /
/
% /
¥ /
N/
N
-0.5 o]

-0t
05
(a) @ (2)

instante inicial. Os parametros dos oscillons sdo dados por u = 0,8, v =0,3 e a = 0.

\\
05
Figura 29 — Configuracao inicial para dois oscillons anti-simétricos com relagdo ao ponto z =0
a=0.

0.5
no instante inicial. Os parametros dos oscillons sao dados por v = 0,8, v = 0,3 e

421 Fase do oscillon

Como mencionado, o oscillon analitico construido na se¢ao (3.1) ndo é uma estrutura

estatica, variando sua forma ao longo do tempo. Ele é determinado pela configuragao
inicial ¢(t,x)‘t:0 =0e 0t¢(t,x)‘t:0 = v(x) que, em sua evolu¢do muda de sinal em ¢ =

1

2
e volta a sua forma inicial em ¢ = 1. O periodo do oscillon bésico A = 1 é portanto Ty = 1.
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Em um referencial em movimento uniforme com velocidade —u esse periodo é dado pelo

tempo dilatado Tj,, = v(u), em que (1) = (1 — u?)~'/2 é o fator de Lorentz.

Com o intuito de construirmos formas analiticas de oscillons cuja configuragao
inicial é qualquer das possiveis dentro de um periodo, introduzimos uma fase a € [0, 1).
Essa fase é definida de forma que a = 0 corresponde com o oscillon com lado esquerdo
na origem do referencial de laboratério S, no qual ele tem a velocidade u e, variando seu
valor, passamos pelas demais configuracoes, até que para a — 1 voltamos a configuracao
idéntica a original mas deslocada no espaco. Na Fig.(30) mostramos superficie mundo de
um oscillon em movimento e se¢oes dele usando linhas de simultaneidade no referencial de
laboratoério S. As configuracoes distintas sao dadas pelas linhas de simultaneidade entre
t=0et=r.

1.5

1.0r

0.0

-0.5

0.0 0.5 1.0 1.5

Figura 30 — Diagrama espaco-tempo do oscillon e a superficie de simultaneidade em ¢ = 0,4y no
referencial de laboratério (referencial S).

Substituindo ¢ — ¢ + to(«) em (¢, z;v,u) introduzida em (4.2), na qual

to(@r) = ~v(u) (4.7)

teremos em ¢ = 0 a configuragao com formato desejado. Como o oscillon deslocou-se para
a direita durante o tempo tq(a) e a nova posigao de borda direita dele é dada por zy(a),
devemos deslocar ele para a esquerda, isto é, substituir x — = + z¢(a) em ¥(, x;v, u).
A forma da funcao zq(a) claramente depende do valor da velocidade da borda v. Ela é

particularmente simples no caso v =0
xo(a) = uy(u)a. (4.8)

O caso dos oscillons com borda em movimento exige algumas consideracoes além
destas, ja que estamos construindo uma configuracao de espalhamento de estruturas

compactas na qual queremos uma condicao inicial em que ocorra sempre que o suporte
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dos oscillons esteja em contato. Como o tamanho do suporte das solugoes com v # 0 nao é
fixo (ver Fig. (15)), ocorre que para cartas fases a no caso |v| > |u| as superfi¢ies mundo
dos oscillons incidentes podem se sobrepor antes do instante ¢ = 0. Para ilustrar este fato
vamos comparar casos |v| < |u| e |v| > |u|. Na Fig. (31) mostramos o primeiro caso. Neste
caso, nao existe nenhum possibilidade de sobreposi¢ao. No caso mostrado na Fig. (32), os
oscillons nao tem sobreposicao em t < 0 para o = 0 mas, para a = 0,5, um encontro deles

ocorre em tempo anterior a t = 0. A configuragio inicial mostrada na Fig. (32)(b) é uma

0 0
(a) v=20 (byv=04

Figura 31 — Superficies mundo dos oscillons antes de espalhamento, ¢t < 0, para u = 0,5, a =0 ¢
(a) v=20, (b) v=0,4.

(a)a:O (b)a:0,5

Figura 32 — Superficies mundo dos oscillons antes de espalhamento, ¢t < 0, parau = 0,5 e v = 0,8.

configuracao admissivel matematicamente. No entanto, ela nao pode ser um resultado do
encontro de dois oscillons em movimento uniforme, ja que o encontro em si se daria em
tempo anterior e, efetivamente, esse caso seria o0 mesmo que para a = 0 (o que pode ser

visto comparando-se o ponto de encontro real da Fig. (32)(b) com aquele da Fig. (32)(a)).

Na sequéncia, vamos determinar a fungao zo(a) = zp(«) que representa a posicao da
borda direita do oscillon no sistema de coordenadas do observador em S. Geometricamente,
a coordenada zp é a coordenada espacial em S do evento da interseccao entre a linha

de simultaneidade ¢ = ya e a borda direita do oscillon, vide Fig. (30). No referencial de
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repouso do oscillon, S’, essa linha de simultaneidade é dada por

' =a—ux

(4.9)

enquanto a borda direita do oscillon é a linha-mundo descrita por

2 =1+wor(t),

(4.10)

com 7(t') definida em (3.25). Substituindo z’ dado por (4.10) em (4.9) temos ¢'(«) como
uma solucao da equagao

(4.11)
onde
y(t' o) = —(a—t' —u)
uv
¢ uma linha reta, enquanto 7(¢') ¢ uma funcdo em forma de serra, vide Fig.(33).
i 1 \
0.5 b 3 \
b=
1 (R i
A ||| B “3 c “| D
1 1 1
(- [ 1<
2N V2
e 1 T(t) =
1 1 1
° i : ]
-1 -05 0

Figura 33 — Funcoes 7(t') e y(t',«) para v = 0,5 e v = 0,3. Aqui, V > V. = %g O ponto
representa a solugao da equacao (4.11).

As linhas de simultaneidade ¢t = 0 e t = « cruzam as bordas do oscillon nos pontos
cujas coordenadas em S’ sdo dadas por (¢',z') = (0,0)

e (t,2") = (1,0). Nestes dois

instantes o oscillon terd a mesma forma em S. Observando a Fig. (33), concluimos que,
para os valores extremos da fase a« = 0 e a = 1, as retas y(¢',0) e y(/, 1) cruzam o eixo
horizontal t' em t' = —u e t' = 1 — u. Veja que todas as demais retas y(t', o) estdo entre as
retas y(t',0) e y(t', 1). Como nos restringimos a intervalo u € [0, 1) (ja que valores negativos
de u geram o afastamento dos oscillons ao invés de seu espalhamento), consideramos a

equagdo (4.11) no intervalo ¢’ € (—1,1). Nesse intervalo, a fung¢do 7(¢') é dada por pedagos
de linhas-reta, e escrevemos ela na forma

7(t")=at' + b, (4.12)

onde os coeficientes (a,b) dependem de intervalo ao qual a coordenada t' pertence. Eles
sao dados por

(1,1) para ' €(-1,—3) (A)

(a.b) = (—1,0) para t'€ (—%,0) (B) .
(1,0) para t' €(0,3) (@)
(-=1,1) para t' €(3,1) (D)
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Dependendo do valor de u, existem dois casos diferentes que sao separados pelo
caso limite, dado pela velocidade de boost critica u. = 51— + . Esses valores criticos ocorrem
quando y(t', a) cruza 7(t') precisamente nos seus maximos 7 (t’ )|t,:i% = £ e ou minimo
7(t")|#=0 = 0. Denotamos os valores correspondentes do parametro o por a®) para os

méaximos e a(®) para o minimo. Sao eles

Os intervalos (A), (B), (C) e (D) na Fig. (33) sdo cobertos da seguinte maneira,

de acordo com os valores de v e a:

u < u.: abaixo do valor critico, a reta y(t',0) cruza 7(t') em algum ponto acima de t' = —3,
Dessa forma,

5
(D) sdo cobertos

e
apenas parcialmente. O intervalo (B) corresponde & a € [0, (%], (C) corresponde a

enquanto y(t', 1) cruza 7(t') em algum ponto, também, acima de t' =

apenas os intervalos (B), (C') e (D) sao relevantes, dos quais (B)

a € [ o] e o intervalo (D) corresponde a a € [, 1);

u = u,: no valor critico de u, o valor minimo de « corresponde & al™) = 0 e o valor mais
alto corresponde & a™) =1 e y(#, a) cruza 7(¢') apenas nos intervalos (B) e (C). O
intervalo (B) corresponde a a € [0,a] e (C) por a € [, 1);

u > u.: areta y(t',0) cruza 7(¢') em algum ponto abaizo de t' = —3 e a reta y(¢', 1) cruza
7(t') em algum ponto abaizo de t' = % Este é o caso que aparece na Fig. (33).
Sao cobertos os intervalos (A4), (B) e (C), dos quais (A) e (C) sao cobertos apenas
parcialmente por . O intervalo (A) é coberto quando a € [0, a7}, o intervalo (B)
quando a € [a7) a] e (C) quando a € [+ 1).

A solugao para t' da equagao (4.11) é dada, com 7(¢') na forma (4.12), por

a—u(l+bv)

t'(a) =
(a) l4+avu

)

em que os valores de (a,b) passam a ser determinados pela velocidade u e a fase «

(1,1)  para (0,04()

J -0 para ae(@),a®)
(a,6) = (1,0)  para a € (a® a(+)
(-1,1) para a € (at¥,1)

Da invariancia dos intervalos de espaco-tempo encontramos que a posicao da borda direita

do oscillon é dada por

= /7202 —t'(a)? + 2/(a)?,
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em que 2, introduzido em (4.10), é dado por
2'(a) =1+ v(at' () +b).

Com algumas manipulacoes algébricas, chegamos na posicao da borda direita do oscillon

no referencial de laboratdrio

gl

xD(a) - l+avu

[(1—u2)(1+vb) —|—oz(u+va)] (4.13)
A borda esquerda do oscillon, no seu referencial de repouso, corresponde com a

linha-mundo ' = v 7('). A coordenada t'(a) é determinada pela equagao 7(t') = z(t', a),

em que z2(t', a) = O‘v;ut, A solugao tem a forma

a—bvu

t = —
<Oé) l1+advu

com os coeficientes (o, b’) dados por

1,0 0<a< 1
(a’,b’):{(’) se _Oé_OéO’ ao::§(1—|—vu)'

(—1,1) se op<a<l1

De maneira analoga ao caso anterior, encontramos uma expressao para posicao da borda

esquerda do oscillon no referencial de laboratério em dependéncia da fase «

v

72l = T vu

(1 —w?)(wd) + alu+v a’)] . (4.14)

O conhecimento da expressao para a posicao da borda esquerda nos permite
determinar o tamanho do oscillon L(a) = xp(a) — zg(@) no instante inicial ¢ = 0. Alem
disso, uma nova configuracao inicial pode ser construida tomando o primeiro oscillon com
velocidade negativa u < 0 e deslocando-o para x > 0 pelo valor zg(«). O segundo oscillon,

¢é dado pela reflexao espacial do primeiro.

4.3 ESPALHAMENTO DE CONFIGURACOES SIMETRICAS

Comegamos, por simplicidade, apresentando casos com v = 0 e a = 0, variando
somente a velocidade u. As Figs.(34a)-(34f) mostram seis desses casos. Os casos apresenta-
dos foram escolhidas para dar uma noc¢ao bésica dos resultados tipicos de espalhamento.
Como podemos ver, esses resultados dependem fortemente da velocidade u dos oscillons
colidindo, e eles saem da regiao de interagao com velocidade aproximadamente igual aquela
com que entraram. As estruturas formadas pelo campo que emergem da regiao da interagao
sao significativamente menos regulares quando as velocidades iniciais dos oscillons sao
pequenas. Uma diferenca fundamental entre os diagramas é visivel na sua regiao central,

onde podemos ver radiacao que aparece em forma de jatos. Com algum cuidado, podemos
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perceber que a radiacao contém certas estruturas similares & oscillons. Note também que
para velocidades u pequenas (u < 0,8) os oscillons que emergem tem aspecto de oscillons
perturbados e suas bordas irregulares emitem estruturas semelhantes a oscillons (em
geral também perturbados). A presenga de radiagdo no processo de espalhamento reflete o

cardter nao-integravel do modelo de signum-Gordon.

(e) u=0,95 (f) u=0,97

Figura 34 — Espalhamento de oscillons com configuracdo inicial simétrica para diversos valores

de u. Aqui sdo usados para a fase o valor & = 0 e para a velocidade de movimento
da borda v = 0.

Na Fig. (35) apresentamos resultados para v = 0,93 e v = 0 fixos, e quatro valores
do parametro a: @ =0, o = 0,25, o = 0,84 e a = 0,93. Essas figuras indicam que, de fato,
a fase inicial ¢ um parametro relevante no processo de espalhamento, ja que a forma dos

jatos em cada uma é consideravelmente diferente da outra. Isso mostra que o resultado do
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processo de espalhamento é muito sensivel ao valor da fase a.

0.09

0.06

0.03

-0.03 -0.03

-0.06 -0.06

0.06

0.03

-0.03

-0.06 -0.03

-0.09 -0.06

(¢) a=0,84 (d) o =0,93

Figura 35 — Espalhamento de oscillons com configuracdo inicial simétrica para diversos valores
de o, com u =0,93 e v = 0.

Olhando para as figuras Fig. (34) e Fig. (35) notamos que no primeiro estagio
do espalhamento os oscillons interagentes existem em um suporte que encolhe do seu
tamanho inicial 21 até um certo tamanho minimo 2L,,;,, em que L = zp(a) — zp(a)
é o tamanho do oscillon no referencial de laboratério. Nesse caso, L = v/1 — u2. Esse
processo ocorre durante um certo tempo ;. Na parte superior da Fig.(31)(a) marcamos o
tempo ¢, e suporte inicial do oscillon com v = 0. Para ¢ > ¢, nés observamos dois oscillons
principais emergindo e o aparecimento de ondas de energia, as quais chamamos radiacgao.
Para avaliar o tempo ¢, nds assumimos? que a borda esquerda (direita) do oscillon, que se
move com velocidade u (—u), se move livremente até que entre em contato com o cone de
luz do evento (0,0). O evento P onde o cone de luz do futuro do evento (0,0) encontra a
borda esquerda do oscillon localizado em 2 < 0 possui coordenadas (¢, z5) no referencial
do laboratério. A borda esquerda do oscillon esquerdo é dada por 2 = —v/1 — u2 + ut e

ela intersecta a linha do cone em r = —¢ em

1 —u

s — = —Ts.

14+ u

Note que essas formulas sao validas exclusivamente para o caso com v = 0. Devido a

simetria da configuracao inicial nés vemos que o suporte minimo dos oscillons espalhados

2(Consequéncia da causalidade de operador de d’Alembert em 1-+1 dimensdes.
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1.2 06
08l 04
5 -
0.4 02
05 06 07 08 09 1. 05 06 07 08 09 1.
v v
(a) Tempo caracteristico ¢, (b) Tamanho minimo Az,,in

Figura 36 — Larguras minimas para diferentes velocidades u. Os pontos representam os dados

numéricos enquanto as curvas solidas representam as expressoes t; =1/ i—z € Tyin =
2ts.

1 —
pode ser estimado pela expressao Az, = 2 1+—v Na Fig.(36) nds mostramos dados
v

numéricos (pontos) e curvas analiticas (linhas sélidas) representando o tempo caracteristico

de espalhamento £ e o tamanho minimo Az, da configuragao em t,.

4.3.0.1 Altas velocidades e formacdo de ondas de choque

Vamos olhar agora em mais detalhe para alguns dos nossos resultados numéricos.
Para velocidades pequenas, a solu¢do numérica é muito irregular. Olhando para as Figs.
(34a)-(34c) podemos claramente ver a formacao de um oscillon fortemente perturbado
com centro em torno da origem. Esse oscillon é instavel e irradia oscillons menores. Essa
situacao muda para altas velocidades, para as quais a solu¢ao numérica consiste de padroes
regulares. Um exemplo de solu¢do do tipo é aquela apresentada na Fig. (34e), cuja solugio
foi obtida para o espalhamento de dois oscillons com fase inicial o = 0 e velocidades
u = 0,93 e v = 0. Um elemento muito caracteristico da solugao é a presenca de ondas
regulares que podem ser vistas na regiao em forma de losango no diagrama de Minkowski
das Figs. (35a) e (35d). Essas ondas emergem logo apds a colisdo e, logo, decaem em
uma sequéncia de estruturas semelhantes a oscillons. Ocorre que essas ondas podem ser
entendidas em termos de solugoes conhecidas chamadas ondas-de-choque, que sao solugoes

exatas do modelo de signum-Gordon, publicados em [18].

A onda de choque em 141 dimensoes ¢ uma classe particular de solucoes do
modelo de signum-Gordon, com duas descontinuidades no valor do campo que viajam
com velocidade da luz. Aqui, no entanto, nds nao observamos tais frentes de onda devido
ao fato de que elas sao produzidas entre dois oscillons que se movem com velocidade
sub-luminal. O colapso da onda sugere, em parte, que nossas solugdes numéricas sao apenas
boas aproximacoes da onda de choque exata, que se propaga sem colapsar para tempos

arbitrérios ¢ > 0.
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Noés checamos a hipdtese acerca da natureza da solucao de onda de choque através
de uma comparacao dos zeros da solucao analitica com os zeros da simulagao. De acordo
com [18], as solugoes de onda de choque sdo uma classe das solugoes de signum-Gordon
dadas por ¢(t,z) = 0(—2)W(z), em que z = 1(z? — t*). A funcdo W(z) obedece a
equagao ordinaria xW”(z) + W'(z) = sign(W(z)) e sua solu¢do consiste de infinitas
solucoes parciais Wy(z), k € Z que se encontram nos pontos —ay. Cada solugao parcial
satisfaz a equagao zW/'(z) + W/(z) = (—1)* e as condigoes Wi(—ar) = 0 = Wiyi(—ay) e

Wi(—ax) = Wi (—ax). A solucao parcial pode ser escrita na forma

W) = (0F (s 4o+ nim ),
ag
onde ; ) b
Ott g Ok Okt gy Dkely G (4.15)
ag ag ag ar ag

Note que, para evitar a singularidade da funcao logaritmo em z = 0, temos by = 0. O

primeiro zero ag é um parametro livre que determina os valores de todas outras constantes

através das relagoes de recorréncia (4.15). Em particular, by = 2ag. Definindo a1 = %b’;—zl
€ Ypp1 = “Z:l temos essas relagoes na forma
677
gy =1— m e Ypr1 = 1+ 2041 Inygq. (4.16)
k

Repare que a = 1. Segue dessa relacao que ayy1 ¢ determinada por a; e b;. Resolvendo
numericamente a segunda equagao em (4.16) pode-se encontrar os yy e, entao, os byyq

podem ser determinados. Os zeros do campo ¢(t, z) sdo localizados nas hiperboles

l’k<t> =+t — 4ak.

Com a forma analitica dos zeros, pudemos fazer o fitting dos dados numéricos

apresentados na Fig. (37). E suficiente fitar a funcéo V/ (t — t9)? — 4ap, na qual o tempo
inicial ¢y, é uma translacao temporal para adequar os zeros ao espalhamento, ja que no
espalhamento a onda de choque tem inicio algum tempo depois de ¢ = 0. Para melhorar a

qualidade do fitting nés utilizamos dez curvas analiticas.

Neste trabalho revisamos apenas os resultados principais dessa parte da pesquisa. A
revisao completa de todos os resultados obtidos durante o periodo do mestrado aumentaria
significativamente o volume da dissertacao sobrecarregando-a e prejudicando a leitura. Os
demais resultados podem ser encontrados em dois artigos a ser publicados. Em particular,
um deles tratara sobre a analise detalhada do problema de formacao e decaimento de

ondas de choque.

4.3.0.2 Comparagao com quase-ondas de choque

A conjectura sobre o carater da solucao ondulatoria nos levou a estudar os tipos

de condigoes iniciais que reproduzem ondas de choque. Este assunto pode ser abordado
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Figura 37 — Espalhamento de dois oscillons para configuracao simetrica do campo. Os oscillons
se movem com velocidade u = 0,95 no referencial do laboratério. A estrutura em
forma de losango no centro assemelha-se a solucao de ondas de choque. Os primeiros
dez zeros desta solucdo foram obtidos através de fitting resultando em ag = 0,00541
e tg = 0,282 e sao mostrados nas linhas pontilhadas.

parcialmente de forma analitica e levou a resultados que deram origem a um artigo que
encontra-se em fase de preparacdo. Aqui vamos apenas comentar sobre os pontos principais.

S

Ao analisar as condicoes iniciais que levam a onda de choque exata, chegamos a
conclusao de que os valores do campo no instante inicial devem ser nulos em todo o espaco,
e a derivada temporal do campo deve ser proporcional a delta de Dirac. Tal configuracao
nao pode ser abordada numericamente sem uma regularizacao do perfil das derivadas
temporais. Além disso, existe outra razdo para se considerar tal regularizacdo. A onda de
choque exata possui descontinuidade do campo na superfi¢ie da frente de onda (cone de
luz). Isto leva & um valor infinito de energia do gradiente. Ou seja, tal configuracao néo

pode ser fisica.

Uma das maneiras de “suavizar” a configuracao inicial é substituir a §(z) por
alguma fungdo nao-singular. Existem varias fungoes J.(x) que tendem a delta de Dirac

quando € — 0. Este limite entende-se como um limite fraco, isto é,

lim h dzd.(x)p(x) = p(0) /OO dzo(x)e(z),

e—0 oo 0

em que @(x) é uma funcdo de prova. Por exemplo, podemos adotar a fungdo Gaussiana

de(r) = —=e = (4.17)
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Figura 38 — Espalhamento de oscillons simétricos (esquerda) e a evelucdo de dados iniciais com
de(x) (direita).

ou uma funcdo triangular com suporte compacto®

5.(x) = ﬁ [(2v7e + 2)0(2VE + 2)6(-2) + (Ve - 2)B2V/7E - 2)f(a)].  (418)

As fungoes (4.17) e (4.18) satisfazem

/OO dzde(z) =1, 9:(0) = 2%.

A configuracao inicial para quase-ondas de choque toma forma

$(0,2) =0, Op(L,2)|i=0 = @ de(a), a = const. (4.19)

3Esta funcéo ¢ bastante 1itil porque, para o valor adequado de €, ela permite recuperar o oscillon
exato.
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Na Fig. (38), comparamos a evolugio dos dados iniciais (4.19) contra o espalhamento
de dois oscillons. Apesar de as duas configuragdes nao possuirem nenhuma relagao direta, as
ondas de radiagao que aparecem em ambas tem marcante semelhanca. Isto significa que deve
existir uma universalidade nas ondas de choque que nao esta relacionada particularmente ao
processo que gerou estas ondas (neste caso, o espalhamento de oscillons). Basta apenas que
num instante apareca uma configuracao de campo adequada para que elas se desenvolvam.
Notamos, também, que quase-ondas de choque sempre colapsam (decaem) em uma série de
oscillons. A razao para isto é que essas ondas ndo sao exatas, ja que possuem energia finita.
Uma onda de choque exata requer energia infinita e, claramente, as configuracoes iniciais

fisicas, por mais aproximadas, nao podem reproduzir tal solucao por tempo indeterminado.

4.3.0.3 Auséncia de radiacdo

Os resultados numéricos contém um caso muito interessante. Ocorre que algumas
configuracoes iniciais simétricas evoluem de forma que o campo resultante contém apenas
os oscillons principais, i.e. a quantidade de radiagao gerada no processo é praticamente
nula. Esse fenoémeno foi observado no regime de altas velocidades (u 2 0,8), isto é, quando
os dois oscillons que saem da regiao de interacao tem forma regular. Dois exemplos dessa
situagdo sdo mostrados nas Figs. (39a) e (39b). Eles representam o caso v = 0,93 e v = 0.
A diferenca bésica entre as duas figuras é o valor da fase a, cuja diferenca na configuracao

inicial é de Aa = 0,5.
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Figura 39 — Resultado do espalhamento de configuracao inicial simétrica com u = 0,93 e v = 0.
Os oscillons espalhados tem fases (a) « = 0,414 e a = 0,914.

-0.06 -0.06

O valor observado da diferenca de fase pode ser justificado analiticamente compa-
rando os zeros dos oscillons incidentes nessas figuras. A condigao inicial e as superficies
mundo dos oscillons para t < 0 sdo mostrados na Fig. (40), na qual aparecem marcados

os zeros dos oscillons. Esses zeros correspondem com segmentos de linhas-reta

2 = m + BMa, B (a) = o 200 — =) zp(a) (4.20)
em que xp(a) é dado pelo resultado (4.13) e n =0,+1,4+2,- -+ enumera uma sequéncia

infinita de zeros. Como zp(a) no caso considerado v = 0 é uma funcéo linear da fase a,
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entdo os coeficientes B™ (a) também sio funcdes lineares de a. Todos os zeros viajam
com a mesma velocidade igual a 1/V. A tnica diferenca é a localizagao das linhas retas
dadas pelos coeficientes B™(a). O conjunto de zeros descritos pelas linhas z(™ e 21
podem coincidir para dois oscillons diferentes com o mesmo valor da velocidades u se as
fases desses oscillons diferirerm por um certo valor Aa. A condi¢ao para isto acontecer

tem forma BV (a + Aa) — B™(a) = 0. Dai, concluimos que
1
Aa = —.

2

Os zeros do campo localizados em (¥ na Fig. (39a) e (") na Fig. (39b) coincidem
para Aa = % Além disso, configuragoes iniciais correspondendo com as fases o e o + %
diferem apenas pelo sinal do campo, i.e. ¥ — — quando o — a + % O exemplo da Fig.
(40) mostra a solucao analitica correspondendo & ¢ < 0 do caso mostrado na Fig. (39a). As

linhas pontilhadas representam as trajetoérias dos zeros.

Figura 40 — Perfil inicial do campo de signum-Gordon e worldsheets dos oscillons incidentes
para u = 0,93, v =0e (a) « = 0,414, (b) a = 0,914. Os zeros sdo marcados como
linhas pontilhadas. Suas posicoes em t = 0 sao dadas por (a) B(~Y(a) = —0,006,
BO)(a) = 0,204 ¢ (b) BO(a) = —0,006, BY(a) = —0,204.

O caso apresentado na Fig. (39) ndo é unico. Célculos numéricos sugerem que
no regime de altas velocidades u é possivel fazer um ajuste fino dos parametros «a e u
(e também v) de forma que para t > 0 aparecem apenas dois oscillons dominantes. A
ausencia de radiacao significa que o oscillon que sai tem essencialmente a mesma energia
daquele que entrou. Nas situagoes mais comuns existe uma certa diferenca de energia e
essa diferenca se manifesta na forma de intimeras estruturas semelhantes a oscillons. Na

Fig. (41) nés mostramos a energia radiada como uma fragio da energia inicial do oscillon.
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As regides escuras na parte superior do diagrama representam parametros iniciais (o, u)

tais que essa fracao se aproxima de zero (~ 0,00001%).

Para u < 0,8 os oscillons que saem da regiao de interagao sao bastante irregulares;
veja, por exemplo, a Fig. (34a). Nesses casos, as vizinhancas dos oscillons tem alguma
forma de radiagao e, portanto, determinar a energia (ou até mesmo o tamanho) de um
oscillon se torna um problema técnico. As foliagoes que aparecem bem definidas na Fig.
(41) para, por exemplo, u < 0,7 ¢ 0,2 < a < 0,6, ocorrem em decorréncia disso: as regioes
do campo que sao identificadas com radiacao por vezes se confundem com os oscillons

principais saindo da interacao.

a

Figura 41 — Mapa de percentual de energia radiada apds interagao de oscillons com velocidade da
borda v = 0. Cada ponto corresponde a uma interagdo dada por um par (o, u). Para
valores de u menores que u = 5,5 a radiagao passa a se misturar com os oscillons
resultantes e os cdlculos numéricos perdem a confiabilidade.

4.3.1 Oscillons com v # 0

Nessa secao apresentamos alguns resultados do espalhamento de oscillons genera-
lizados, i.e. oscillons que dependem de v — o parametro responsavel pelo “balanco” do
oscillon. Na Fig. (42) nds mostramos as superficies-mundo de dois desses oscillons. A con-
figuracao em ¢ = 0 é tomada como dados iniciais para a simulagao numérica. Assim como

no caso v = () nés podemos obter expressoes para o tempo caracteristico de espalhamento

ts e tamanho minimo do suporte Axz,,;, = 2|x;| resolvendo as equagbes v = —L(«a) +wt e
xr = —t1, o que nos da
L« u—+v
ls = () = —x onde w—= (4.21)
1+w 14+ uv

em que L(a) = zp(a) —2r(a) é o tamanho do oscillon em t = 0. zp(a) e 21 () sdo dados

por (4.13) e (4.14) respectivamente.
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Figura 42 — Superficies mundo de dois oscillons com v # 0 em dire¢do & um encontro. Os
oscillons nao sao nao-perturbados dentro das duas regioes triangulares acima da
linha t = 0. Os zeros do oscillon correspondem com intersecgoes de sua superficie
mundo com uma familia de linhas pontilihadas.

Uma questao interessante é como a substituicao de v = 0 por v # 0 modifica os
resultados do processo de espalhamento. Para ver o papel de parametro v no processo de
espalhamento vamos tomar uma generalizacao v # 0 de configuracoes iniciais simétricas
com u = 0,93 e @ = 0,414. Na Fig. (43a) foi apresentado o resultado de espalhamento
para v = 0,02, que pode ser visto com uma pequena perturbacao da configuracao anterior.
Podemos ver que mesmo um pequeno valor do parametro v € suficiente para que aperecam
ondas de choque que entao se transformam e decaem em oscillons. Isso mostra que o
processo de espalhamento é um tanto sensivel ao valor do parametro v. Para minimizar
essa radiagao podemos ajustar devidamente o parametro . Encontramos que, nesse caso
especifico, a radiacao desaparece para a = 0,420 e o = 0,918, respectivamente mostrados
nas figuras (43b) e (43d).

Para valores maiores de v hd muito mais radiacao para os valores originais de
a. Nas Figs. (44) e (45) mostramos os casos v = 0,2 ¢ v = 0,7. Em ambos casos foram

encontrados valores da fase o que minimizam a radiagao.

Olhando com cuidado as configuracoes iniciais podemos ver que existe diferenca
significativa entre o caso v = 0 e o caso v # 0. Na Fig. (46) apresentamos as configuragoes
iniciais que minimizam a radiagao. Comparando a configuragao 1(z; a + A«), em que Ax é
conhecido dos dados numéricos, com ¥ (x; o) podemos ver que a configuragdo com « + A
nao é igual ao negativo da configuracdo com a. A diferenca entre ¥ (z; o + Aar) e —(z; o)
aumenta quando aumentamos o valor de v. Por outro lado, ¥» — —1 é uma simetria
da equagao de signum-Gordon, portanto se ¢ (x; o) minimiza a radia¢do entao —(x; «)
também minimiza. Entao, nesse caso, para cada conjunto de parametros (u,v) existem
quatro configuragoes iniciais +¢(x; ) e ¢ (x; @ + Aa) que minimizam a radiacao. Eles
sao claramente degenerados para v = 0, em qual caso somente existem duas configuragoes

que minimizam a energia.

Na Fig. (47) mostramos um mapa da fragdo da energia inicial carregada pela
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Figura 43 — Processo de espalhamento para configuracao inicial simétrica contendo oscillons com

velocidade u = 0,93, velocidade da borda v = 0,02 e diferentes fases .

radiagao do sistema. A figura foi obtida para v = 0.45. As regides escuras, correspondendo

a valores baixos de energia radiada, sao menos regulares quando comparados com a Fig.

(41).
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Figura 44 — Processo de espalhamento para configuragdo inicial simétrica contendo oscillons com
velocidade u = 0,93, velocidade da borda v = 0,2 e diferentes fases a.
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Figura 45 — Processo de espalhamento para configuracao inicial simétrica contendo oscillons com
velocidade u = 0,93, velocidade da borda v = 0,7 e diferentes fases a.
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Figura 46 — Configuracdes iniciais que minimizam a radiacdo para u = 0.93.
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Figura 47 — Fracao da energia total da configuracao inicial levada pela radiacao para v = 0.45.

4.4 ESPALHAMENTO DE CONFIGURACOES ANTI-SIMETRICAS

Nesta secao iremos apresentar alguns resultados numéricos do espalhamento de dois
oscillons que formam uma configuracao inicial anti-simétrica no campo de signum-Gordon.
Escolhemos dados iniciais anti-simétricos para tratarmos primeiro porque o resultado de
espalhar oscillons em tais casos é relativamente simples quando comparado com resultados
obtidos para configuragdes simétricas. O fato de que a configuracao inicial é anti-simétrica
implica que

G(t,zsv,u)],_ =0 (4.22)

deve ser valido para qualquer instante de tempo ¢. Essa condicao expressa o desaparecimento
da forca total exercida em um grau de liberdade em = = 0 (por exemplo um péndulo na
realizacao mecanica do modelo). Em outras palavras, o unico efeito da interacao entre
o oscillon da direita e o da esquerda é fixar o valor do campo escalar ¢y = 0 em = = 0.
Assim, a evolucao do sistema nas regioes x < 0 e x > 0 efetivamente se separa em dois
problemas independentes contendo um oscillon inicial e (4.22) pode ser interpretada como

uma condi¢ao de contorno.

No nosso estudo numérico nds evoluimos uma configuracao anti-simétrica sem
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Figura 48 — O espalhamento de oscillons (configuracao anti-simetrica) em dependéncia de sua
velocidade inicial u. A configuracio inicial contém oscillons com fase & = (0 e nenhum
movimento de zig-zag da borda.

impor a condi¢do (4.22). Olhando para os resultados apresentados na Fig. (48) podemos
ver claramente que essa condicao é satisfeita. Ela se manifesta na presenca de um segmento
branco vertical em = = 0. Outra observagao importante é a auséncia de radia¢ao na regiao
central do diagrama, independente do valor de velocidade inicial dos oscillons. As fontes
de radiagao geradas nesse processo sao bordas irregulares dos dois oscillons que saem da
regiao de interacao, ver Fig. (48a). Pode-se notar que irregularidades da borda aparecem
com maior intensidade para velocidades u baixas dos oscillons incidentes do que para
velocidades altas. Além disso, apesar de os oscillons que saem da regiao de interacdo serem
irregulares, eles geram bem menos radiacao do que seria esperado para oscillons fortemente
perturbados. De fato, esses oscillons com bordas irregulares pertencem a uma classe ainda

mais geral de oscillons, caraterizada pelo movimento ndo uniforme (acelerado) da borda.
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Este assunto nao sera desenvolvido nesta dissertacao. Maiores detalhes encontram-se em

artigo a ser publicado [35].

Outra questao interessante é relacionada com a dependéncia que o processo de
espalhamento tem da fase a da configuragao inicial. Na Fig. (49) mostramos o resultado
do espalhamento para u = 0,8 e quatro valores da fase. As figuras mostram evolucoes

qualitativamente similares para diversos valores de a.
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Figura 49 — Espalhamento de oscillons (configuragao anti-simetrica) com dependéncia na fase
alpha. A configuracao inicial contém oscillons com velocidade u = 0,8 e nenhum
movimento de zig-zag da borda.
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Figura 50 — Espalhamento de oscillons (configuragao anti-simétrica) com dependéncia no
parametro v. A configuragao inicial contém oscillons com velocidade v = 0,8 e
a = 0,82
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Outro parametro do qual os oscillons incidentes dependem é a velocidade v da suas
bordas no referencial de repouso. Calculos numéricos mostram que irregularidades nas
bordas dos dois oscillons que saem da regiao da interagao crescem quando aumentamos
o valor do parametro v. Na Fig. (50) n6s mostramos os resultados do espalhamento de
configuracoes anti-simétricas dos oscillons com velocidade u = 0,8, fase a = 0 e velocidade
da borda v = 0,47 e v = 0,82. As figuras mostram que quando as bordas dos oscillons que
saem da regiaode interagao se tornam mais irregulares, a quantidade de radiacao emitida

dessas bordas aumenta.

E notavel que a radiacao gerada no processo de espalhamento dos oscillons com
configuracao anti-simétrica é emitida apenas das irregularidades das bordas. Esses oscillons
podem ser interpretados como oscillons exatos fortemente perturbados. O seu excedente

de energia é convertido em pequenos oscillons que sao ejetados das irregularidades.
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5 ESPECTRO DE RADIACAO DO MO-
DELO SIGNUM-GORDON

Olhando para os resultados de nossas simulacoes numéricas nds vemos que a radia-
¢ao do modelo de signum-Gordon é dominada por estruturas que oscilam parecidas com
oscillons em movimento. De fato, a producao de oscillons pequenos durante a evolugao dos
oscillons perturbados foi conjecturada nas segao de consideragoes de [19]. Essa conjectura
foi motivada pela simetria por dilatacao da equacao de signum-Gordon. Seja A > 0 um
numero real e ¢¢)(t, z) uma solucao da equagao de signum-Gordon. A simetria por escala

significa que
9 t x
= -, = 1
O (t, ) = Ao <)\, 3 (5.1)

também é solucao dessa equacao. Olhando para a energia das solugoes nés vemos que ela

escala de acordo com
El¢y] = NE[p)]

onde

Elpw)] ;:/ dx {5(0@(1))2 +5(0:60)° + |¢<1)|} :

[e.9]

Em particular, o oscillon exato em um segmento z € [0, 1] tem energia E[d)] = 5;. Note
que oscillons generalizados com bordas com ou sem movimento (ou seja, para qualquer
valor de velocidade da borda v) uniforme possuem exatamente a mesma energia.! A simetria
por dilatacao permite a existéncia oscillons compactos exatos com suporte arbitrariamente
pequeno. Um conjunto de tais oscillons com suportes que nao se sobrepoem constituem
solugoes multi-oscillon. Além disso, é possivel aplicar um boost de Lorentz em cada um
desses oscillons de maneira independente gerando outros oscillons e eles continuarao sendo

solugoes exatas até que coilidam com outros oscillons.

Embora nés nao esperemos que as oscilagoes que aparecem nas nossas simulacoes
sejam oscillons exatos, podemos chamar eles de quasi-oscillons, ja que a sua estabilidade
e regularidade chamam a atencao. Estruturas menos regulares “decaem”, emitindo objetos
que oscilam menores e mais regulares. Portanto, a emissao de quasi-oscillons parece ser
um mecanismo fisico que permite que oscillons fortemente perturbados se desfacam do seu
excedente de energia. Tais quasi-oscillons menores podem, ainda, emitir outros oscillons
menores. Como eles tem algum momento linear, a colisao com outros quasi-oscillons é

inevitavel. Essas colisdes sao responsaveis pela producao de outros quasi-oscillons.

Note que a relagao (5.1) pode ser aplicada em uma solugao representando todo um

processo de espalhamento. Certamente, nao existe diferenca qualitativa entre o espalha-

LA origem desta degenerescéncia nao foi ainda explicado e encontra-se como um problema em aberto.
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mento envolvendo dois oscillons com A =1 e o espalhamento de oscillons menores com
A < 1. A repeticao de algumas estruturas envolvendo oscillons em todas as escalas de

tamanho no diagrama de espaco-tempo sugere uma natureza fractal da radiagao.

Para checar essa hipdtese nés fazemos simulagoes de alta resolucao do processo de
espalhamento e entao analisamos o diagrama de espago-tempo representando o resultado.
Na Fig. (51) ndés mostramos o espalhamento de dois oscillons simétricos e a radia¢do na
regiao central entre esses oscillons. Olhando em maior detalhe para a regiao dentro do
retangulo da figura (51a) nés podemos ver na Fig. (51b) que existe uma quantidade grande
de oscillons menores, invisiveis na imagem anterior. Escolhendo outra regiao regular dentro
dessa figura, nés vemos, na Fig. (51c), uma série de outras estruturas menores oscilando.
Esse resultado da apoio a nossa idéia sobre a natureza fractal da radiacao do modelo de

signum-Gordon.

Finalmente, gostariamos de comentar sobre dificuldades associadas com a inte-
gracao numérica da equacao de signum-Gordon. A principal dificuldade tem origem no
fato de que a radiacao contém oscillons perturbados de tamanho arbitrariamente pe-
queno. Certamente, oscillons menores que o tamanho dos dominios numéricos nao podem
aparecer na simulagao. Isto sugere que para obter numericamente as estruturas menores
deveriamos aumentar o nimero de pontos na grade. Realizamos muitas simulacoes deste
tipo, mudando o ntimero de pontos e comparando resultados. Os testes mostraram que
oscillons muito pequenos sao mais sensiveis ao numero de pontos. Em alguns casos, mudar
o numero de pontos por um fator 2 resultou em mudancas grandes de trajetoria e no
aparecimento/desaparecimento de algumas estruturas, enquanto estruturas maiores se

mantiveram estaveis nesse procedimento.

Acreditamos, também, que os oscillons menores podem ser mais sensiveis por serem
mais perturbados e, além disso, o grau de perturbacgao é tal que poderiamos dizer que
existe muito ruido no campo nessas escalas. Portanto, é possivel que a sensibilidade dos
oscillons de menor escala nao tenha origem exclusiva na resolucao da simulacao. Determinar
quanto desse ruido é de origem numérica e quanto dele é de origem perturbativa é um
assunto que ainda exige investigagoes. De toda forma, isso é sugerido porque mesmo em
simulagoes com muita resolu¢ao (h ~ 6 x 107%), oscillons relativamente pequenos (de
largura ~ 1 x 1072, comparada com a largura dos oscillons incidentes ~ y(u) ~ 0,5)
que seriam bastante estdveis em simulacoes “limpas” (simulagoes em que eles nao sao
perturbados e aparecem com a mesma resolugdo relativa que possuem na radiagdo) se
tornam imprevisiveis. Portanto é possivel que essa sensibilidade tenha origem nao apenas
na escala relativa desses oscillons com relacao a resolucao da simulagao mas também
do grau de perturbacao a que os pequenos oscillons estao sujeitos em decorréncia de
um ruido de fundo que é, pelo menos em parte, natural da radiacao. De toda forma,

como cada pequena interacao gera mais pequenos oscillons, pode-se fazer o caso de que
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Figura 51 — Processo de espalhamento de dois oscillons. (b) zoom da regiao retangular marcada
em (a); (¢) zoom da regido retangular marcada em (b).

o ruido em si é mais de natureza intrinseca do modelo do que numérica. Temos dail a

hipétese de que, com tempo suficente, o campo deve decair em ruido de forma que, em
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ultima instancia, oscillons sao instaveis e sempre devem se desmanchar em radiagao. Isso
seria uma decorréncia natural daquela conjectura de que oscillons perturbados produzem

oscillons pequenos durante sua evolugaoapresentada nas secao de consideragoes de [19].

Os oscillons pequenos emitidos como integrantes da radiacao podem ser tratados
como indicadores da sensibilidade da equacao de signum-Gordon a condig¢oes iniciais.
Dependendo de detalhes da perturbacao um tal oscillon pode ou nao ser emitido de um
outro oscillon maior perturbado. Percebemos que a mudanca no ntimero de pontos da
grade em vdrios casos é perturbagio suficiente para mudar a forma (padrao) de estruturas
pequenas da radiacao. Um problema similar foi encontrado em simulacoes de um tipo
especial de solugoes auto-similares com um nimero infinito de zeros em um segmento finito.
Nesse caso a solucao numérica e a analitica divergem apds pouco tempo de simulagao. Nas
regioes dominadas por radiagao, o campo oscilla muito rdapidamente no tempo e no espago,
o que gera um grande acumulo (local) de erro numérico. Uma forma andloga de se colocar
isso é pensarmos que a escala de tempo muda entre oscillons que vivem em escalas de
tamanho diferentes, e oscillons pequenos, portanto, acumulam (e geram) erro numérico

tanto mais rapidamente quanto menor for sua escala.

Por outro lado, nossas simulagoes de oscillons exatos nao levaram a instabilidade
visivel dentro de intervalos de tempo correspondendo com muitos periodos de oscilagao. As

simulagoes de ondas de choque exatas foram bastante consistentes com solugoes analiticas.

Concluimos que nas regioes dominadas por radiagao as solugoes do modelo sao
muito sensiveis as condigoes iniciais. Em uma mesma simulagao podem aparecer regioes
nas quais o erro numeérico cresce devegar e outras regioes nas quais ele cresce muito rapido.
Em geral, a oscilacao relativamente lenta das estruturas grandes e regulares faz com que
elas acumulem pouco erro, enquanto as regioes com radiagao, por motivo analogo, sao
maior fonte de erro numérico. Além disso, a sensibilidade do modelo de signum-Gordon a
condicgoes iniciais sugere que ele pode compartilhar algumas propriedades com sistemas
cadticos. Esta propriedade pode ser a principal dificuldade em gerar fractais de alta

resolucao.
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6 CONCLUSOES

Neste trabalho apresentamos o modelo de signum-Gordon como um caso limite
de modelos com potencial nao-diferenciavel. O objetivo principal era um estudo sobre a
dinamica dos oscillons, suas interagoes e o papel desempenhado por eles no espectro de
radiagao do modelo. Além do modelo de signum-Gordon, estudamos também modelos
mais gerais com potencial periddico. Os primeiros dois capitulos contém a revisao de
resultados publicados por outros autores, enquanto os capitulos 3-5 contém em grande

parte resultados originais.

Na primeira parte da nossa contribuigao (capitulo 3), realizamos um estudo cui-
dadoso sobre a estabilidade de oscillons perturbados e descobrimos que essas estruturas,
embora nao sejam topoldgicas, mostram-se numericamente estaveis sob pequenas per-
turbacgoes. Nossos estudos mostraram que um oscillon levemente perturbado se mantém
por bastante tempo — em torno de 25 oscilagoes — sem emissao de nenhum tipo visivel
de radiacao. Depois desse tempo, eles comecam a emitir pequenos pacotes de energia
(pequenos oscillons). A principal razao para o estudo numérico do oscillon exato foi testar
os nossos procedimentos numéricos; para verificar e inferir se e até que ponto os erros
numéricos inerentes poderiam destruir o oscillon pela inducao de radiagao. Descobrimos
que a solucao numeérica comecga a diferir significativamente da exata apenas para tempos
maiores que t = 50. Quanto as demais perturbagoes, concluimos que, apesar dos pequenos
erros numéricos (menores do que esperado), os oscillons levemente perturbados tem a
tendéncia de emitirem o excesso de energia e através desse mecanismo e se aproximarem
da solucao exata. Nossas simulagoes foram feitas com o uso do método de Runge-Kutta de

4% ordem, simulando o avanco temporal dos campos trabalhando com precisao dupla.

Na sequeéncia realizamos o estudo de espalhamento dessas estruturas. Baseados
em simetrias do modelo de signum-Gordon (invariancia sob grupo de Poincaré em 1+ 1
dimensoes, invariancia por transformacoes de escala e invariancia por troca de sinal global
do campo), construimos condigdes iniciais de espalhamento ®(z) e ®,(z) (referentes,
respectivamente, ao valor inicial do campo de espalhamento e a sua derivada temporal)
a partir da soma de diversos oscillons nao sobrepostos. Cada oscillon foi parametrizado
pelos diversos graus de liberdade provenientes das simetrias do modelo, além do valor da

velocidade da sua borda v (ver se¢do (3.2)).

Neste trabalho nos restringimos ao espalhamento de n = 2 oscillons. Por razoes
da simplicidade, foram estudadas apenas configuracoes simétricas e antisimétricas com
quatro parametros relevantes: velocidade da borda (a mesma para os dois oscillons),

velocidade de movimento uniforme em referencial de laboratério, fase (a mesma para os
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dois oscillons) e parametro discreto de reflexao de sinal de um oscillon. Em dependéncia
deste ultimo parametro, estudamos configuracoes simétricas e anti-simétricas. A anélise

numérica mostrou comportamento qualitativamente diferente entre as duas.

No caso de configuragoes simétricas, os processos sao muito mais complexos e mais
sensiveis aos parametros livres, em especial da velocidade e da fase. Observamos que as
estruturas ondulatérias parecidos com ondas de choque desempenham papel importante na
producao de uma grande quantidade de oscillons. Tais oscillons aparecem no processo de
colapso de onda. As ondas de choque aproximadas geradas no processo de espalhamento
de oscillons sao muito parecidas com ondas geradas a partir de uma configuragao inicial
em que o campo se anula e existe apenas uma distribuicao da derivada temporal do campo
em forma de d.(z). Isto sugere que logo apés a interagdo, no centro entre os oscillons
emergentes, aparece uma estrutura parecida com J.(z) que dé origem & quase-onda de

choque.

Observamos também que, para algumas configuragoes dos parametros livres, as
configuracoes finais quase nao contém radiacao. O modelo é sabidamente nao-integravel. No
entanto o resultado do espalhamento, quando fazemos o ajuste especifico dos parametros
livres, lembra resultados de espalhamento em modelos integraveis. Este fendmeno requer
futuras investigacoes que permitam entender a razao para tal comportamento destacado
do campo de signum-Gordon. O estudo de varias configuracoes foi resumido na forma de

um mapa de porcentual de energia radiada.

As configuracoes anti-simétricas, por outro lado, quase nao geram radiacao para um
amplo espectro dos parametros livres. Ocasionalmente, os oscillons emergentes aparecem
com bastante irregularidade e em especial as irregularidades das bordas deles funcionam

como fontes da radiacao. De toda forma, para este caso, nao ha quase-ondas de choque.

Finalmente, analisando o campo de radiagao, percebemos que as estruturas emer-
gentes possuem um padrao de auto-similaridade. Isso nos levou suspeitar que existe uma
natureza fractal no espectro de radiagdo do modelo. A determinacao razoavelmente precisa
desta estrutura constitui um desafio enorme em calculo numérico e é objeto de investigagoes
futuras. Notamos que a radiacao é muito sensivel as condicoes iniciais e, além disso, é uma

fonte relevante de erro numeérico.

A andlise numérica do espalhamento de oscillons nos permite concluir que oscillons
(ou quase-oscillons) desempenham um papel fundamental na formagao de radiagao do
modelo. Como eles existem em todas as escalas de energia e de comprimento, o estudo da

radiagao torna-se um grande desafio numérico.

Os resultados apresentados neste trabalho cobrem, em parte, todos os resultados
obtidos durante o periodo de mestrado. Neste trabalho nao desenvolvemos em detalhes o

assunto de ondas de choque, que constitui conteido de um dos dois artigos em preparacao.
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Existe uma variedade de assuntos que podem ser estudados dando continuacao
ao estudo do modelo de signum-Gordon. Um deles seria a analise do modelo no caso de
nimero maior de dimensoes espaciais. Em particular, seria interessante estabelecer quais
seriam (e se existem) generalizagdes no comportamento de oscillons, ondas de choque, etc.
em (2+1) e (341) dimensoes. Outra perspectiva interessante envolve a possibilidade de
construgao de um vortex compacto para um campo complexo com potencial apropriado

nao-diferencigvel.
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APENDICE A — CONSIDERACOES SOBRE
CALCULO NUMERICO E ESTABILIDADE
DAS SIMULACOES

As nossas simulagoes foram feitas no espaco de posicao do campo. A dimensao
espacial é finita com largura L, e discretizada em N sitios de largura h = L/N. A integracao
é feita utilizando-se o método Runge-Kutta de 4 ordem com passo de tempo tal que
h/At = 1/a. Utilizamos a = 0.1.

A evolucao temporal da equacao de s-G, conforme discutido nas secoes 3.3, 4.3 e 5,
é sensivel a perturbagoes nas condicoes iniciais. A sensibilidade é inversamente proporcional
a escala das estruturas que desejamos observamos dentro do espaco de simulacao. De
forma geral, avaliamos a estabilidade e geracao de erros numéricos de uma simulagao

comparando seu resultado com o resultado de simulagoes com resolucao diferente.

Para as escalas que temos usado nas nossas simulagdes (em que a largura dos
oscillons principais, no repouso, sao de tamanho 1), pudemos ver que, a partir de certo
valor de h os resultados passam a convergir suficientemente até um instante de tempo que
depende das condigoes iniciais utilizadas. De maneira geral as simulagoes titeis ocorrem
para h ~ 107* embora, para alguns casos (em especial na se¢ao 5 em que avaliamos
algumas qualidades do espectro de radiagdo em pequenas escalas) tenhamos usado valores
até h ~ 1076,
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APENDICE B - DECOMPOSICAO EM
SUBMODELOS BPS

Estamos interessados em calcular Lo = —3Tr(L,L") e L4 = 1_16 Tr([L,, L,]*), onde
L,=U'9,U e
U=e“™=1cos¢ +isinéo - n.
Considerando que
Ul = cosé —isinéo - no,U = —¢§,sin + i, cos{o - n,
onde §,, = 0,&, escrevemos
L,=U',U
= (cos{ —isinéT - n)(—¢,sin & + i€, cos{T - n+ isinéT - J,n)
Apoés algumas manipulagoes, temos uma forma simplificada

L, =i, (0 -n)+isinécosé(o - J,n)+isin®éo - (J,n x n).
au b B

Tomando o traco de L,L* temos o trago de combinacoes de a,, b, e ¢,
Tr(L,L") = Tr[(a, + b, + c,)(a" + 0" + )]
- Tr(ai + bi + ci + 2a,0" + 2a,c" + 2b,c").
Para calcular o valor desses termos, as seguintes identidades sao uteis (estamos usando
identidade das matrizes de Pauli 0,0; = 16;; + ic;,0%)
Tr[(o - n)?] = Tr[oion'n’] = Tr[(16;; + icyror)n'n’]
= Tr(1)n? =2
Tr[(o - 8,;1)2} = Tr[aiaj(?“ni@“nj}
= Tr[(16;; + igiwor)0n' 0" 0]
= Tr[1)(9,m)* = 2(9,m)*
Tr[(o - (0,n x n))? = Tr[ajkoiGunjnkglmnalﬁ“nmn"]
= Tr[(16% + ieiloao)5ijk51mn8unj8“nmnkn”]
= EikEimn @Lnja“nmnkn” Trl+ (- ) Teoy,
——
5jm5kn_5jn5krn
= 20,0 0"nInFn* — 20,n1 9#nFnFn!
= 2[@#“)2\ nj ~(9n-n )%
= =19,n2=0
20

= 2(9,n)*
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Tr[(o - n)(o - 0"n)] = Tr(on'c;0"n’) = Tr[(16;; + ieinon)n'0"n’]

=(n-0'n)Tri+ igijkn"(?“njiﬂpaz
=0
=0

Tr[(o - n)o - (9,n x n)] = Tr(on'eape0,0,m"n°)
= Tr[(10;, + isiadad)gabcniaunbnc]
= £aben" 0" n° Trl — i€ gia€ apen' O,m’nTeog
N——

Eaben®nc=0

=0

Tr[(o - 9un)(o - (9m x n))] = Tr(0;0,n € ape0a0,m"n°)
= Tr[(L16; + iawjoj)eabcauni@unbnc]

= Eape0un 0*n’ n° Tr 1 + z'gmjeabcﬁun’a“nbnc%

—_———
EabeOun®Otnb=0
=0
O valor dos termos do Tr(L,L") é
Tr(a,a") = i*€,6" Tr[(o - n)?] = —2¢,£"
Triy=2
=Trls=

Tr(b,b") = i* sin® £ cos® € Tr[(o - 9,n)*] = —2sin* € cos® £(9,n)?
Tr(c,c) = i*sin® € Tr[(o - (0,n x n))?] = —2sin* £(9,n)?
Tr(2a,b") = 2i*¢, sin € cosE Tr[(o - n) (o - 0"n)] =0

J/

-~

=0
Tr(2a,c¢") = i*¢, sin? ¢ Tr[(o - n)o - (O,n x n)] =0
0
Tr(2b,c") = 2i*sin’® £ cos E Tr[(o - 9,n) (o - (,n x n))] = 0.

-~

=0

Assim,

1
L3 = 5 T(L, L)
= £,&" + sin® € cos® £(,n)? + sin £(9,n)?

=&+ sin? f(f)un)2.
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O termo (9,n)?, em termos do campo u, é o produto escalar do termo abaixo com ele

mesmo, contraido no indice p

1 U+ u
8Mn:8u T|U|2 —i(u—ﬂ)
1 — [ul?
U, +u
u#a—i—uﬂun_i_ 1 ‘<u lﬁ )
= — —1(u, —u ,
1+ |ul? 1+ |ul? " "

—(u, 0 + uiiy,)

onde usamos u, = d,u e o mesmo para @. Entao,

i+ ] Uy + Uy
U, U + Ut
on-ofn=-——+-—"_F n+ ——— —1 — U -0"n
" 1+ Ju? nxﬁ""/+1+|u|2 i(u, — uy,)
—(u,u + uuy,)
Uy + Uy

1 :
= At P —i(uy — 1)
—(u,, @ + uiiy,)
ut 4+ ut
—(u'u 4+ vwu")n+ | —i(ut — a)

—(u*u + uut)

o Auut
(1+ [uf?)?
Finalmente,
u, ut

Lo= 68" +4sin?é—F—— |
QS TS Ty

£ 0

EQ

Para L4 = 75 Tr([L,, L,]?) temos termos do tipo
L, L)) = (L,,L,|[L* L") =(L,L, — L,L,)(L"L" — LV L")
= L,L,L'L* — L,L,L"L* — L,L,L"L* + L,L,L"L".

Sendo todos os indices contraidos (indices mudos), podemos agrupar os termos

L., L,)*=2L,L,["L"—2L,L,L"L"

1
L= GITr(L, Ly LM L) = Te(L, Ly LV L))

Usamos

L,=i{mn- o +isincosédn-o +isin®¢(,n x n) - o

_ i
=, 0,
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onde o vetor o, ¢ definido como
o, = i&,n + isiné cos€I,n + isin® £(J,n x n).
O primeiro termo de L4 é

1 1 o
3 Tr(L,L,LML") = 3 Tr(azala,]jaja”kaka”lal)

= ;Oz aFod o’ Tr(otol ool

= 8OéLOéﬂkOéj ”12(513(&1 5ik5jl + 6il(5jk)

= Z(a atFal otk — ool ot + ala“]af,a’”)

1
= o ) — ol + (o a)(a )
(o )2
1 1
= i(a” )t - Zai ol
O segundo termo de Ly,
—lTr(L LML, L") = 1 Tr(ad o' ol ok oo ol
8 pEE g #

1 o

— 8a2a“7aka”lTr(a’crjakal)
1

= 804;04“]05 04”2(5@](5kl 5ik5jl + (5il<§jk)

= —Z(ai a“laka”k aZa“jaia”j + aLa“jaia”i)
1

:—Za cal — (o) + (a "oy

_ _i o,

Finalmente,
1 1 1
Ly= 5(04# a,)’ - Zaiai - A_Lai o
1
Ly= 5[(04# ca) - aiaz].
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Os produtos escalares sao dados por
o, - o, =(ié,n +isin € cos £9,n + isin® (9,n x n))
(i&,n + isin€ cos £9,n + isin* (J,n X n))
=—&.8 — sin? £oun - Om

(e, - o) =(£,6,)? +sin* €(9,n - 9,m)* + 2sin” £(£,0"n)?
ai =8 — sin? {(@MH)Q

al ol =68+ sin® £(9,n)?(9,n)* + & sin” £(0,m)? + & sin® £(9,n)?
= (£&)% +sin* £(9,n)* + 2€ sin’ £(9,n)?.
O termo de quarta ordem da lagrangiana fica escrito, em termos dos campos £ e n, como

Ly :%th sin £(9,n - 9,n)* + 2sin” {(£,0"n)?
—W— sin? f(aun)d‘ — 255 sin? f(@,,n)Q]
=sin’ £[(£,0"n)? — £.(0,n)’] + %Sin4 ¢[(0,n - 9,n)* — (9,n)").

Estamos interessados nessa lagrangiana escrita em termos de &, u e u. Os termos do tipo

oyn e O,n-0"n ja foram calculados anteriormente nesses termos. Os demais que precisamos

sao
o wy, 4 T,
- ,n = —%M+ Trae | i) | an
— (i + utiy,)
1 Uy, + Uy

= AT e —i(uy — )
—(up, 0 + uiiy,)
Uy + Uy
—(wpu +uu,)n+ | —i(u, —a,)
—(u, @ + ui,)
B Uy Uy + Uy Uy

(L+ fu)?
<8MI1 . 8,,11)2 = W[Uiﬂi + (U,’ufbu)g]v
16w, utu, u”
(0un)" = (9un)? - (9,m)* = O:LLW

16(u,u)?
(L u)
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2 u v " v uruy + utu”
(fpaﬂn) = 5;«? n-§,0'n= €M$V(a n-J n) - QSMSVW
2 _ _ v
= [y e G T )
= e
Finalmente,
4, ut
_ . 2 o 1 —l/_ 24
L4 =sin“ & {(1 n |u]2)2€“u & 5“(1 i ’u‘2>2:|
1 8 ) a2y 16(u,u)?
—|—§ sm4§ {W[Uiui + (u“uﬂ)z] - W]
—v ME u? (u,0)? — ujuy
— — 45sin? p_ Wt _fuu&,u —4sin* ¢~ —
Ly Sin f(g,uf (1 + |u’2)2 (1 + ‘u’2)2 s f <1+ |u‘2)4
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