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RESUMO

Os quadrados latinos ficaram famosos através dos estudos do mate-
matico Leonhard Euler (1707-1783), que buscava uma solugio para
o problema dos 36 oficiais. O objetivo deste estudo foi aplicar o “mé-
todo de provas e refutagdes” de Lakatos na teoria dos quadrados
latinos, evidenciando como os conceitos, defini¢oes e resultados po-
dem surgir pelo olhar de um estudante que nao sabe o que é um
quadrado latino. Este trabalho teve em seu horizonte o didlogo en-
tre duas areas do conhecimento: a Mateméatica Pura e a Educagao
Matematica. Construiu-se um debate historico-filosoéfico para a cons-
trugao e a compreensao de objetos matematicos. Conclui-se que o
método de provas e refutagoes pode ser usado como uma abordagem
de ensino e, ainda, nao se pode separar a matemaética de sua histo-
ria e filosofia, pois os avancos na area matematica decorrem de uma
contribuicao coletiva dos mateméticos ao longo do tempo.

Palavras-chaves: Quadrados latinos. Método de provas e refuta-
coes. Imre Lakatos.






ABSTRACT

Latin squares became famous through the studies of the mathemati-
cian Leonhard Euler (1707-1783), who sought a solution to the prob-
lem of the 36 officers. The purpose of this study was to apply Lakatos
“method of proofs and refutations” in Latin square theory, showing
how concepts, definitions and results can arise through the eyes of a
student who does not know what a Latin square is. This work had on
its horizon the dialogue between two areas of knowledge: Pure Math-
ematics and Mathematical Education. A historical-philosophical de-
bate was built for the construction and understanding of mathe-
matical objects. It is concluded that the method of evidence and
refutations can be used as a teaching approach and, furthermore,
mathematics can not be separated from its history and philosophy,
since the advances in the mathematical area derive from a collective
contribution of the mathematicians throughout the time.

Keywords: Latin squares. Method of proofs and refutations. Imre
Lakatos.
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1 INTRODUCAO

A teoria dos quadrados latinos se desenvolveu por meio da
contribuicao de diversos mateméticos ao longo da histéria. Leonhard
Euler (1707-1783) foi o mais conhecido dentre eles. Sua principal
contribuicao foi a defini¢do de quadrados latinos ortogonais e sua
relagdo com a solucao do problema dos 36 oficiais. O problema con-
siste em considerar seis regimentos, cada um com seis oficiais e com
postos diferentes. A pergunta é: se podemos alinhar os 36 oficias
em uma formacao de seis linhas por seis colunas, de modo que cada
linha e cada coluna tenha apenas um oficial de cada posto e de cada
regimento?

O interessante é que Euler estudou primeiro, os quadrados
maégicos. Um quadrado mdgico é uma matriz de ordem n na qual
colocam-se o0s niimeros de 1 até n?. Em que a soma de cada linha,
cada coluna e cada diagonal seja uma constante M, chamada de
constante mdgica. Um exemplo de quadrado magico:

o W

9
)
1

(2N B V]

em que a soma de todas as linhas, colunas e diagonais, resulta em
M = 15. Apos esses estudos, Euler se interessou pelos quadrados
latinos.

A teoria de grupos tem fundamental importancia para o
estudo dos quadrados latinos neste trabalho. J4 o método de provas e
refutacoes de Lakatos, sustenta a reconstrucao racional da teoria dos
quadrados latinos priorizando a histoéria e a filosofia da matemética
que segundo D’Ambrosio [9], é um suporte para o entendimento dos
conceitos elementares da matematica.

O objetivo deste trabalho é aplicar o método de provas e
refutagoes na teoria dos quadrados latinos, evidenciando como os
conceitos, defini¢oes e resultados podem surgir pelo olhar de um es-
tudante que nao sabe o que é um quadrado latino. O método de
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Lakatos nao foi utilizado de maneira idéntica ao que o autor propoe,
pois nao se trata de um trabalho historiografico em sentido estrito,
ou seja, nao foram utilizadas fontes primérias para reconstruir a his-
toria do desenvolvimento dos quadrados latinos. O foco do trabalho
¢ a possibilidade de pensar este método em relacao ao ensino da
matematica. O método de Lakatos foi utilizado para reconstruir os
debates realizados nas segoes de orientacdo desta monografia e em
uma revisdo bibliografica de livros e artigos. As obras consultadas
foram [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8,9, 10, 11, 12, 13].

No Capitulo 2, tem-se o estudo sobre Imre Lakatos e o seu
método de provas e refutacbes, com o propdsito de aproximar o
leitor com os elementos da teoria utilizados no debate. Este método
de Lakatos antefere a filosofia da matematica que resulta no que
defende Silva [14]:

Uma teoria filosofica tem papel articulador e
coordenador que desempenha no contexto glo-
bal do conhecimento e das praticas humanas,

e também tem o poder de esclarecimento dos
conceitos e ideias que manipula [14, p. 16].

Além disso, antefere a histéria da matematica como sugere Fren-
denthal (1981):
A histéria da matemaética deveria ser conhe-
cimento integrado, mais guiado pela histéria
que pela matemaética, analisando mais os pro-
cessos que os produtos apud [9, p. 6].
O método de provas e refutagdes é uma teoria que interliga a historia
e a filosofia da matemética com um objeto matemético qualquer.

No Capitulo 3, encontra-se o debate acerca da teoria dos
quadrados latinos por meio do método de provas e refutagoes. O
debate esta separado em quatro aulas imaginarias intrinsecamente
relacionadas com os seminarios que ocorreram durante a elaboragao
deste trabalho. Na aula 3.1, os estudantes constroem a definicao de
quadrados latinos. Na aula 3.2, os estudantes discutem as relagoes
entre quadrados latinos e quase grupos. Na aula 3.3, as relagoes entre
quase grupos e grupos sao investigadas. Na aula 3.4, debate-se os
quadrados latinos ortogonais e a construgao de quadrados magicos.
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No Capitulo 4, constam as duas principais teorias que emba-
sam o trabalho do ponto de vista da matematica formal: a teoria de
grupos e a teoria algébrica dos quadrados latinos. Além de que, as
definigbes e outros resultados do debate tém como base este capitulo.






2 IMRE LAKATOS

Imre Lipschtz nasceu em 09 de novembro de 1922, em De-
brecen (Hingria) tinha sua familia de origem judia. Formou-se em
1944 pela Universidade de Debrecen em matemética, fisica e filosofia.
Nos anos que passou na universidade, acontecia a Segunda Guerra
Mundial, para evitar as perseguigdes nazistas, trocou seu sobrenome
para Lakatos.

Em 1947, trabalhava como oficial sénior no Ministério da
Educacao Hungaro e estudava para o titulo de doutorado na univer-
sidade de Debrecen e na Universidade de Moscou. Lakatos tinha per-
sonalidade forte e participou de movimentos comunistas. Em 1950,
foi preso acusado de revisionismo?! e fora libertado em 1953, devido
a morte de Stalin. Ap6s a sua libertagao, continuou a estudar em De-
brecen e traduzia livros como fonte de renda. Foi o responsavel por
traduzir o livro de George Polya “How to Solve It” para o hingaro
[7].

Em 1956, com a Revolugdo Hungara, Lakatos fugiu do pais
e fixou residéncia na Inglaterra. Em 1961, recebeu o titulo de dou-
tor em Filosofia pela Universidade de Cambridge. Lakatos lecionou
na London School of Economics - de 1960 até a sua morte em 02
de fevereiro de 1974. O prémio “Lakatos Award” da London School
of Economics foi criado em homenagem ao papel fundamental que
Lakatos teve ao escrever sobre filosofia da ciéncia [7].

As obras de Lakatos tém grande relevancia para a filosofia
da ciéncia e a filosofia da matemaética. Entre elas, temos: “Rational
reconstructions of the history of science - Historia da ciéncia e suas
reconstrugoes racionais e outros ensaios, 1970”7 ; “Criticism and the
growth of knowledge - A critica e o desenvolvimento do conhecimen-
to, 1970”7 ; “Proofs and refutations - Provas e refutagoes: a logica do
descobrimento matemético, 1978” ; “The methodology of scientific

L Posi¢do dos que pdem em causa as bases fundamentais de uma doutrina (parti-

cularmente do marxismo). Fonte: https://dicionario.priberam.org/revisionismo
[consultado em 31-10-2018].
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research programmes - A metodologia dos programas de pesquisa
cientifica, 1977” e “Mathematics, Science and Epistemology - Mate-
mética, Ciéncia e Epistemologia, 1978”.

Lakatos faleceu no auge de suas produgoes cientificas. O
nimero pequeno de publicacoes refletem o lado perfeccionista deste
teorico. Sua tese de doutorado: “Proofs e Refutations” fora publicada
postumamente por John Worrall e Elie Zahar, em 1976. Os editores
consideravam que algumas partes da obra nao estavam no “nivel
Lakatos” de escrever. Contudo, foi preferivel publicar a obra e aceitar
as sugestoes posteriores.

2.1 PROVAS E REFUTACOES

A principal obra que fundamenta os estudos deste trabalho
é a tese de doutorado de Lakatos. Publicada no Brasil como ‘“Provas
e Refutagdes: a logica do descobrimento matemético”, em 1978, pela
editora Zahar.

A fundamentacao da obra é baseada na heuristica matemé-
tica de George Pélya, na filosofia de Karl Popper e na dialética de
Hegel. A heuristica em sua obra é o sinénimo de metodologia que é
a habilidade de inventar ou fazer descobertas matematicas. A logica
do descobrimento matemético vem da logica situacional de Popper,
nela a logica é feita através de reconstrucoes racionais e teéricas que
podem ser falseadas (falsificacionismo?). A dialética de Hegel valo-
riza o historicismo a cerca do objeto mateméatico é baseado em trés
elementos: a tese, a antitese e a sintese. 2 Na propria evolucio dos
fatos histéricos, é possivel uma melhor compreensao de resultados e
mudancgas de conceitos.

2 E uma vertente filosofica da ciéncia defendida por Karl Popper, em que toda

teoria deve ser falseada até se chegar em um resultado veridico.
A dialética de Hegel, que é um processo espiral sobre o conhecimento, partindo

de uma ideia base que é chamada de tese, contrariada por outra ideia, chamada
de antitese e chegando a uma conclusdo chamada de sintese, que passa a ser
uma nova tese, e, por isso, espiral, algo que ndo tem fim, mas uma evolugao
de ideia. Fonte: https://blogdoenem.com.br/hegel-filosofia—enem
[consultado em 01-11-2018].
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Lakatos escreveu sua obra por meio de didlogos, em uma sala
de aula com professor e alunos imaginérios. A sua teoria se desenvol-
veu ao longo da obra perante as falas dos estudantes e a reciproca
do professor. A parte historica, apareceu de forma abundante nas
notas de rodapé e, por algumas vezes, nas demonstracoes durante o
texto. O problema inicial de sua obra foi identificar alguma relagao
com o numero de vértices, arestas e faces de um poliedro. Esta rela-
¢ao, encontrada pelos alunos ficou conhecida como a conjectura de
Euler-Descartes (1758): V. — A+ F = 2.

O autor escreveu com grande dominio sobre o assunto, tan-
to na parte matematica, quanto na parte da cultura e histéria da
matematica. Em paralelo a esses elementos, descreveu o seu método
de provas e refutagoes, visto que a obra publicada foi baseada na
sua tese de doutorado em Filosofia no ano de 1961.

As etapas do seu método seguem da seguinte forma:

um problema inicial ou uma conjectura inicial;

uma prova,

)
)

(iii) critica da prova;
) melhoramentos da conjectura inicial;
)

critica da conjectura melhorada.

Nas etapas do método de provas e refutacoes, o conhecimen-
to é construido e criticado a todo momento para a verificagdo da
autenticidade dos resultados.

Alguns elementos sdo bastante caracteristicos no método de
Lakatos. A “prova”, segundo Lakatos [12]|, € uma experiéncia men-
tal que remonta a conjectura inicial em lemas, que por sua vez, se
encaixam na validagdo da conjectura inicial.

Para a verificagao da veracidade da prova, precisa-se criticar.
Em outras palavras, tentar refuta-la. “Critica nao significa necessari-
amente destrui¢ao” [12, p. 25|, pois é a partir da critica que chegamos
a resultados validos ou invélidos da conjectura inicial. Refutar uma
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prova, é uma maneira de se chegar proximo da verdade e questionar
os seus resultados.

Os contra exemplos sao meios de se criticar uma prova ou
uma conjectura. O “contra exemplo local”, refuta um lema ou um
corolario de uma prova, ou seja, existe algum argumento invalido na
demonstracao. O “contra ezemplo global”, refuta a conjectura inicial.
Entao, pode surgir o chamado “monstro” do método, que é um contra
exemplo que refuta uma defini¢ao inicial. Caso isso acontecer deve-
se fazer o “ajuste do monstro”, deve-se corrigir o erro da definigdo
com o intuito de melhorar os dominios dela e como consequéncia,
refuta-se o contra exemplo. O contra exemplo usualmente usado
na matematica, no método de Lakatos, é substituido pelo termo
“excecdes”. Segundo ele, o termo “contra exemplo” é agressivo e pode
ofender quem inventou a prova [12; p. 41].

Na Figura 2.1, tem-se um esquema dos principais elementos
do método de provas e refutagoes utilizados neste estudo com o
objeto matematico sendo os quadrados latinos.

Figura 2.1 — Esquema do método de provas e refutagoes.

Quadrados
Latinos

Conjectura
principal

Teoria de
Lakatos

Fonte — Elaborado pela autora (2018).
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O debate do Capitulo 3, é baseado nestes elementos do mé-
todo de Lakatos. Dado um problema inicial ou uma conjectura prin-
cipal, os argumentos sao criticados no sentido de verificagdo e vali-
dagao dos resultados.

Tendo-se uma conjectura principal, necessita-se de uma pro-
va que recebe constantes criticas. A tentativa de refutar-se uma pro-
va, vem por meio de contra exemplos (locais ou globais). Na medida
em que aparecem os contra exemplos, ficam nitidos quais passos da
prova tem incoeréncias logicas ou ainda, quais defini¢bes nao satis-
fazem o dominio daquilo que se quer provar. Assim, deve-se fazer os
ajustes nas definigoes, corolarios de demonstracdo e até mesmo, na
prépria conjectura principal.

O proposito do método, é esgotar as possibilidades de pos-
siveis contra exemplos, ajustando os conceitos e resultados sempre
que possivel para o argumento tornar-se um valor préoximo da ver-
dade. E através de exemplos e contra exemplos que as teorias se
desenvolvem e este método enaltece a criticidade ante os resultados.






3 DEBATE HISTORICO-FILOSOFICO PELO METO-
DO DE PROVAS E REFUTACOES

Neste capitulo, tem-se um debate do objeto matematico qua-
drados latinos pelo método de provas e refutaces de Lakatos. E um
debate baseado na obra, Provas e Refutagoes: a ldgica do desco-
brimento matemdtico, 1976 do proprio autor, em que constroem-se
definigoes e resultados com o recurso de uma sala de aula imagi-
néria, com estudantes e um professor imaginarios, a partir de um
problema matematico. E historico, pois utiliza-se de fatos historicos
da matematica para validar e enriquecer os argumentos dos perso-
nagens. Contudo, diferente de Lakatos, que utilizou grande parte
da histéria em notas de rodapé e manteve-se o mais fiel possivel a
historia real do progresso da Conjectura de Euler-Descartes, neste
trabalho, manteve-se a parte historica dos quadrados latinos nos ar-
gumentos da professora e o que ficou fiel, foram os questionamentos
decorridos dos seminarios do Trabalho de Conclusdo de Curso I. E
filosofico, pois questiona os resultados sempre que necessario. O mé-
todo salienta que a matemética progride por meio de erros e acertos
com a contribuicao de diversos matematicos, em diferentes periodos
da histéria do objeto matematico.

O debate, apesar de utilizar alguns fatos historicos a respei-
to dos quadrados latinos, evidencia como os conceitos, definigoes e
resultados podem surgir pelo olhar de um estudante que nao sabe o
que é um quadrado latino. Na construcao do debate, os elementos do
método de provas e refutagoes de Lakatos sdo destacados nas notas
de rodapé. Caso ocorram duavidas sobre as propriedades utilizadas
no debate, o proximo capitulo engloba a teoria de grupos e a teoria
dos quadrados latinos. Assume-se no debate que os estudantes ja
dominam a teoria de grupos.

O debate serd dividido em quatro aulas. Na primeira au-
la, tem-se a elaboracdo de uma definicdo de quadrados latinos por
meio da observagao de tabelas. Na segunda aula, tem-se a definigdo
de quase grupos e a sua equivaléncia com os quadrados latinos. Na
terceira aula, tem-se os quadrados latinos e seus resultados com as
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propriedades de grupos. Na quarta e dltima aula, tem-se os quadra-
dos latinos ortogonais, sua relagdo com o problema dos 36 oficiais e
sua relacao com quadrados mégicos.

3.1 AULA 1: DEFINIGAO DE QUADRADOS LATINOS

Professora: Ola caros estudantes, hoje a aula iniciard com a obser-
vagao das seguintes matrizes:

2
_31 _56
: [ B v
0 1 %
Dl—[o 1] E, = |] Fr=|v a 8
x|
L 8 v «

O que essas matrizes tém em comum e em que elas se diferem?

Estudante £: As matrizes Ay, C1, Dy e Ey sdo de ordem 2 e as ma-
trizes By e F} sao de ordem 3.

Estudante A: Além disso, a matriz C; tem todas as suas entradas
distintas.

Estudante 7: Temos matrizes com numeros, letras e simbolos. Al-
gumas delas obedecem certos padroes. Por exemplo, as matrizes Ay,
D1 e E; possuem exatamente 2 elementos distintos em suas entra-
das. JA a matriz C7, possui a mesma ordem das anteriores, mas
possui 4 elementos distintos em suas entradas. Ja as matrizes B; e
F possuem 3 elementos distintos em suas entradas.

Professora: Correto turma! Vamos olhar agora, especificamente, para
as matrizes de ordem 2 que apresentam exatamente 2 elementos
distintos em suas entradas. Elas possuem algum padrao, além da
sua ordem?

Estudante A: Nas matrizes Ay e F1, os seus elementos trocam de
posicao nas linhas e nas colunas. Mas, na matriz Dy nao ocorrem
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essas trocas! Nela, a primeira linha e a segunda linha sao idénticas.
Na primeira coluna, temos s6 o algarismo (zero), como na segunda
coluna, temos s6 o algarismo (um).

Estudante £: Entao vocé esta querendo dizer que nas matrizes Ay
e Fq, todos os seus elementos fazem permutacoes, tanto nas linhas,
quanto nas colunas e na matriz D1, essas permutagoes nio ocorrem?

Professora: Exatamente estudante £! O que vocé acha estudante 77

Estudante 7: Essas permutagoes de elementos nas linhas e colunas
acontecem de forma analoga, nas matrizes By e F}. As excegoes sao
as matrizes C7 e Dy onde nao ocorrem essas permutacoes de linhas
e colunas.

Professora: Perfeito!

Estudante A: Professora, é possivel que as matrizes C; e D tenham
alguma relagdo com as demais matrizes?

Professora: Pensem! Vocés ja encontraram semelhancas e diferencas
entre elas. Sugiro que tentem elaborar uma definigdo para as ma-
trizes em que ocorrem essas premutac¢oes ou uma defini¢do para as
matrizes em que nao ocorrem tais permutacoes.

Estudante £: Uma primeira condi¢ao é que seja uma matriz quadra-
da, com uma certa ordem e que tenha um conjunto bem definido.

Professora: Certo!
Estudante 7: O que vocé quer dizer com “conjunto bem definido”?

Estudante £: Conjunto bem definido no sentido de que nao se deva
misturar letras, simbolos e niimeros dentro do mesmo conjunto.

Estudante 7: Eu concordo que tem que ser uma matriz quadrada
de uma quantidade n de elementos, mas discordo desse conjunto
bem definido. Por exemplo, pegarmos o conjunto Cy = {*,3,a}, eu
consigo montar uma matriz que satisfaz as permutagoes de linhas e
colunas.
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C =

Q W %
* Q W
W *x

. . — . .
ou ainda, tome o conjunto C;={«, *}, sua matriz ficaria

/ ok

Estudante £: E verdade, mesmo o conjunto néo sendo bem definido
a matriz manteve as permutagoes das linhas e das colunas. Neste
caso, trocaria “bem definido” por um conjunto finito qualquer.

Professora: Além disso, sugiro que vocés tentem enumerar os simbo-
los com o conjunto X = {0,1,2,...,n}, pois discutimos que faria
sentido se fosse um conjunto finito.

Estudante A: Entao, nossa defini¢ao estd em uma matriz quadrada
de ordem n + 1, com elementos do conjunto X = {0,1,2,...,n}.
Contudo, devem acontecer as permutacoes dos n + 1 elementos de
X nas suas linhas e colunas.

Professora: Temos nossa primeira defini¢do, conforme os seus argu-
mentos.

Definigao 3.1. Seja X = {0,1,2,...,n} um conjunto finito. Uma
matriz quadrada de ordem n+1 tal que ocorrem permutagoes dos n+
1 elementos de X nas suas linhas e nas suas colunas é um quadrado.

rincipi mei uadr n ra nomear noss ni-
A cipio, chamei de quadrados apenas para nomear nossa defi
¢80. Mas sera que ela funciona para todas as matrizes?

Estudante 7: Eu tenho um contra exemplo em que essa definicao
falha. Tomemos o conjunto X = {0, 1,2}, sua matriz aplicando a
Definicao 3.1, é

X = e ainda temos

N = O

1 2
2 0| ou X' =
0 1

— N =
O O N
N = O

outras possibilidades.
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Estudante £: Mas a sua matriz X' néo satisfaz a Defini¢ao 3.1. Pois,
a definigdo diz que deve acontecer permutagoes dos elementos do
conjunto, tanto nas linhas, quanto nas colunas da matriz. Talvez,
tenhamos s6 que explicar esta nossa restrigdo para nao ficar nenhuma
duavida.

Estudante 7 E claro, que equivoco o meu!

Estudante A: Concordo! Para ficar bem clara a Definigao 3.1, vamos
reescrevé-la assim:

Defini¢ao 3.2. Seja X um conjunto finito em que n elementos. A
matriz de ordem n dos elementos de X formam permutacoes das
linhas e das colunas da matriz, de modo que cada elemento apareca
uma tnica vez em cada linha e em cada coluna. Essas matrizes sao
ditas quadrados.

Professora: Muito bem turma! Eu farei agora, a minha contribuicao
na Definigao 3.2. Troquem o nome da definicao de quadrados para
a seguinte definicao melhorada:

Definicao 3.3. Seja X um conjunto finito com n elementos, com
n € N. Uma matriz quadrada de ordem n € dita ser um quadrado
latino se todas as linhas e todas as colunas formam permutacées dos
n elementos de X. Isto €, cada elemento de X aparece uma unica
vez em cada linha e em cada coluna.

Vamos voltar para os exemplos do inicio da aula. Nas ma-
trizes abaixo, apenas C7 e Dy nao sao quadrados latinos.

1 2 3 r
A1:l12] Bi=2 31 C, = 34]
1 2

2 1 5 6
_3 -
i [ B~y
0 1 %
D1: E1: Flz Y Oéﬁ
01 x|
L 8 v «

Estudante 7 Agora sim! Mas por que quadrado latino?
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Professora: O nome de quadrados latinos, surgiu a partir dos estudos
e notacoes do matematico Leonhard Euler. Ele comegou os estudos
no tema, com os quadrados magicos, por volta de 1726. Em 1779,
Euler enunciou os quadrados latinos para tentar resolver o problema
dos 36 oficiais.

O problema consiste em considerar seis regimentos, cada um
com seis oficiais e com postos diferentes. A pergunta é: se podemos
alinhar os 36 oficias em uma formagéao de seis linhas por seis colunas,
de modo que cada linha e cada coluna tenha apenas um oficial de
cada posto e de cada regimento?

A principio, o problema foi conjecturado sem solugao. Até
que em 1782, ele publicou um trabalho em que definiu quadrados
latinos ortogonais e uma tentativa de solucao do problema dos 36
oficiais.

Neste momento, os quadrados latinos se tornaram um ob-
jeto matemético. Euler nao os definiu como quadrados latinos, o
nome veio com o passar do tempo, decorrente da generalizacao dos
simbolos das matrizes com letras gregas. Segundo Andersen [1], o
matematico Joseph Sauveur ja utilizava letras latinas e maitsculas
60 anos antes de Euler. Entao, provavelmente o uso de Euler pelas
letras latinas descende de seus estudos em publicacoes de Joseph
Sauveur.

Estudante 7 Entéo, existiram estudos em quadrados latinos anteri-
ores aos estudos de Euler?

Professora: Sim! Os primeiros registros de quadrados latinos decor-
rem dos quadrados mégicos (por volta do ano 1000) em amuletos e
ritos de comunidades arabes e indianas. Observem as fotos:
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Figura 3.1 — Amuleto de prata de Damasco.

Fonte — Andersen [1, p. 252].

Estes amuletos apresentam formas de quadrados latinos sen-
do usados como forma de protecao pelos humanos. Conforme Ander-
sen [1], quadrados latinos de entradas 2, 4, 6 e 8 foram usados em
todo Oriente Islamico por se acreditar possuirem poderes magicos.
No livro de Al-Buni, “O sol do grande conhecimento” (por volta do
ano 1200) temos vérios quadrados latinos como o da foto a seguir:

Figura 3.2 — Quadrado latino no livro de Al-Buni.

u..,d—l & Ay ‘I;,:.:.Q.U B O

blolglo|els]®
‘E_dtd:.iij.b
f.ufz‘“}‘:‘td
Blaj=le[2(£|w
slgldle|d|#]]
dlelels]s|ele
Fl Pl (@lgld|E

Fonte — Andersen [1, p. 254].
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Ja no século XIII, Ramoén Lull construiu quadrados latinos
para explicar o mundo em termos combinatoérios. Seguindo para o
século XVIII, os quadrados latino aparecem em problemas matemé-
ticos de natureza recreativa. Por exemplo, o enigma da carta como

VEImos a seguir:

Figura 3.3 — Enigma da carta.

Combinatorics
| AS ROI DAME VALE'
VALET DAME ROI AS
DE ARREAU DE PIQL DE CEUR DE TREFLE |
ROI AS VALET DAME
DAME VALET AS ROIL
Sl 5 |

Fonte — Andersen [1, p. 255].

Na atualidade, o Sudoko é utilizado como passatempo e pos-
sui grades de quadrados latinos em sua composicao.

Fonte —

http://bl
ms—breakth

Figura 3.4 — Sudoko para resolucao.

] 1
413
5
7 8
1
2 3
6 715
314
2 6

s/2012/01/mathematician-clai

oku-mathematics.html.


http://blogs.nature.com/news/2012/01/mathematician-claims-breakthrough-in-sudoku-mathematics.html
http://blogs.nature.com/news/2012/01/mathematician-claims-breakthrough-in-sudoku-mathematics.html
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Os quadrados latinos possuem aplicagoes em diversas areas:
teoria dos codigos, teoria dos grupos, design experimental e geome-
trias finitas. Quero ambienté-los com as questées em que os quadra-
dos latinos se desenvolveram e que o seu progresso é continuo como
veremos em aulas futuras.

Estudante 7 Que interessante! Eu nao imaginava que um conceito
matematico tivesse em suas origens mais remotas, uma atribuicao
mistica.

Estudante A: Pode ser por causa da cultura daquela época. Pois,
conforme Roque [13], ndo eram os pitagoricos que acreditavam que
0s nimeros regiam o nosso mundo?

Professora: Bem lembrado Estudante A! Se ninguém tiver mais du-
vidas ou comentérios finalizo a aula de hoje e proponho uma tarefa
para a proxima aula: dado X = {0,1,2}, quantos e quais quadrados
latinos podemos formar?

3.2 AULA 2: QUADRADOS LATINOS E QUASE GRUPOS

Professora: Na aula anterior, fizemos a construgao da defini¢ao de um
quadrado latino partindo das semelhancas e diferencas de diversas
matrizes quadradas passando pelo contexto histérico do tema.

Nesta aula, vamos buscar na teoria de grupos, relagoes com
os quadrados latinos. De acordo com Carmelo [6], os quadrados lati-
nos podem ser construidos em termos algébricos. Vocés encontraram
alguma resposta para a questao que deixei de tarefa na tltima aula?

Estudante £: Sim professora! Ja discutimos e chegamos a mesma
conclusao. Encontramos seis quadrados latinos, pois o conjunto pos-
sui 3 elementos, logo 3! possibilidades. Veja:

01 2 1 20 2 01
0 0 01 2
1 1 1 20

[N

1 2 2
20 0



36 Capitulo 3. Debate historico-filosdfico pelo método de provas e refutagoes

0
2
1

S = N

1
0
2

S =N

1 0 1 0
0 2 0 2
2 1 2 1

S =N

Professora: Perfeito! Agora, pensem: o que representa o conjunto X
com uma operagao * dentro da teoria de grupos?

Estudante 7 Pois bem, temos que imaginar como seria o conjunto
finito X = {0,1,2} com uma operagao *. Eu de imediato associo a
uma estrutura binaria (X, ) e posso verificar se temos um grupo,
correto?

Estudante A: Sim e, ainda, mais imediato é olhar para os quadrados
latinos que encontramos e compara-los com a tdbua de operagoes de
um grupo!

Professora: Vocés estdo no caminho correto. Sugiro que tentem mon-
tar tdbuas de operagoes com o conjunto X e uma operagao * verifi-
cando se resultam nos quadrados latinos encontrados.

Estudante A: Eu ja estava tentando fazer isso mesmo professora. Eu
obtive as seguintes tdbuas de operagoes:

* 0 1 2 * 0 1 2 * 0 1 2
00 1 2 01 2 0 02 0 1
111 2 0 112 0 1 110 1 2
212 01 210 1 2 211 20
*10 1 2 *10 1 2 *|0 1 2
00 2 1 02 10 01 0 2
112 1 0 111 0 2 110 2 1
211 0 2 210 2 1 212 10

Exatamente como os quadrados latinos encontrados na tarefa.

Professora: Exato! Vocés conseguem associar a esse conjunto X =
{0,1,2} e uma operagao * algum grupo classico?

Estudante A: N&o consigo ver isso professora!

Estudante £: Caro colega A, perceba que o conjunto X se assemelha

ao conjunto Z,, = {0,1,...,m — 1} em quem € N e m > 1. Mas, no
caso do conjunto X citado, temos a semelhanga com o Zz = {0, 1,2}
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com alguma operagao *. Pois, para todo quadrado latino gerado do
conjunto X = {0,1,2} com uma operagao *, resulta em elementos
de Zg.

No caso do primeiro quadrado latino apresentado, podemos
identificar a operagao de soma usual na tdbua. Vejam:

Estudante A: Agora eu consegui associar o conjunto X com o Zg
e uma operagao *, mas nao entendo uma coisa... Por exemplo, se
eu tomar o Zz com a multiplicacao usual, nao temos um quadrado
latino. Observem:

Q1 QN I
DI = Ol
1 DN OIf DI

Estudante 7 Seré que isso ocorre pela operagao ser a multiplicagao?
Se tomarmos o conjunto Zs com a soma usual, temos a seguinte
tdbua:

NI = Ol O
= O NI NI

e esta tabua é um quadrado latino!

Pensando nas propriedades para ser grupo, o conjunto Zs,
com as respectivas operagoes (soma usual e multiplicagao usual) sao
fechados, isto é, para cada elemento operado dentro do conjunto,
o resultado é um elemento que pertence ao conjunto. Na tabua da
multiplicacdo, o elemento inverso néo é satisfeito para todo elemento
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de Z3, pois 0-0 =0 e 0 # 1 (elemento neutro). Logo, (Zs, ) em que
- ¢ a multiplicacao usual nao é grupo.
Vimos em algebra que o (Zs,+) satisfaz a associatividade,

elemento neutro e elemento inverso. Portanto, (Zs,+) é um grupo.

Acredito que o ponto chave decorre do fato dele ser grupo.
Sera que toda vez que tivermos um grupo, a sua tabua satisfaz a
definicdo de quadrados latinos? !

Professora: Boa pergunta! Para ajudéa-los nesse debate, vou definir
0 que é um quase grupo e, a partir dessa defini¢ao, tentaremos en-
contrar uma resposta para este questionamento.

Definigao 3.4. Um quase grupo é um conjunto X finito com uma
operagdo *, tal que para todo a, b € X, existem unicos x ey € X,
tais que

axx=1> (3.1)

y*xa=>o. (3.2)

Por exemplo, ao analizarmos as operagoes da tabua (Zs, +),
verificamos que as Equagoes 3.1 e 3.2 acima sdo satisfeitas. De fato,

0+40=0 1+0=1 2+0=2

0+1=1 1+1=2 24+41=0

0+2=2 1+2=0 2+2=1
Observa-se que para 0+ 1 = 1, dados @ = 0 e b = 1, existe

um tnicoz € Zz talquea+z=b=>0+2=1=>2=1

Assim como, dados @ = 1 e b = 1, existe um tnico § €
Zgtalque j+a=b=y+1=1= gy = 0. Verifica-se de maneira
analoga para todos os elementos de Zs. Logo, (Z3,+) é um quase

L Problema inicial do método de provas e refutagdes.
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grupo e sua tdbua de operagoes é

[\l e I enl] Nen]]
=1 Ol NI DI

1
1
2
0

Estudante A: Esperal! Deixa-me ver se entendi o exemplo. O (Zs, +)
é um grupo. Além disso, satisfaz a Definicao 3.4 de quase grupos e
sua tabua de operagoes é equivalente a um quadrado latino. Entao,
quase grupos sempre serao quadrados latinos! Ou seja, dentro da teo-
ria de grupos, a tdbua de operagoes de um quase grupo é equivalente

a um quadrado latino. 2

Professora: Exatamente! A Definicdo 3.4 de quase grupos é uma
forma algébrica de descrever quadrados latinos.

Agora, temos que pensar em como mostrar que dado um
grupo, a sua tabua de operagoes é um quadrado latino ou se existem
excegoes. Sugiro que vao para suas casas € pensem em uma prova
para esta indagagao.

3.3 AULA 3: QUASE GRUPOS E GRUPOS

Professora: Na tultima aula, debatemos sobre a equivaléncia da ta-
bua de operagoes de um quase grupo e os quadrados latinos, que a
partir de agora, serao citados apenas como quase grupos. Nos exem-
plos, percebemos que deve existir alguma relacao entre a tabua de
operagao de determinados grupos com um quadrado latino.

Estudante £: Sim professora! Como tinhamos visto que o (Zs, +) é
um grupo e sua tabua de operacoes equivale a um quase grupo. Falta
provar:

Conjectura 1: X é grupo finito se, e somente se, sua tdbua
de operacoes é quase grupo.?

Porém, nao consegui finalizar uma prova para este resultado.

2
3

Verifique esta equivaléncia na Proposic¢do 4.3 do préximo capitulo.
Conjectura inicial desta aula baseado no método de provas e refutagoes.
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Estudante 7: Eu consegui uma prova professora. Entretanto, surgiu-
me uma curiosidade: por que um objeto mateméatico que estava a ser
definido por meio de matrizes e permutagoes, recorreu a resultados
e conceitos dentro da teoria de grupos? Eu néo teria imaginado
trabalhar com um quadrado latino em termos algébricos.

Professora: A sua curiosidade é bem interessante, e a0 mesmo tempo,
dificil de responder. Mesmo assim, tentarei construir uma reflexao
sobre ela.

Segundo Malsev, a teoria de grupos surgiu de uma necessi-
dade de obter-se um método para estudar as propriedades do mundo
real, especificamente a simetria (apud Brandemberg [3, p. 32]). Ao
longo do desenvolvimento da teoria de grupos, cada vez mais ela se
tornara importante para a solucao de problemas e, neste caso, os
estudos das propriedades de simetria.

Em 1591, Francois Viéte iniciou a sistematizacao do uso de
letras para representar dados em calculos (Brandemberg [3]). Antes
disso, outros matematicos, como Diofanto, ja utilizavam as letras
para os calculos, mas nao de forma sistematizada.

Os quadrados latinos e os quadrados magicos obedecem cer-
tas “simetrias”. Nos primeiros registros histéricos nao eram utilizados
ntmeros, mas simbolos. Apds algum tempo, em decorréncia dos es-
tudos de Euler e sua influéncia, os quadrados latinos se tornaram
um objeto matematico e toda a sua teoria comegou a ser construida.

Até este momento, ndo pesquisei quais foram os primeiros
matematicos a escreverem quadrados latinos em termos algébricos,
mas acredito que o “olhar inicial” para os estudos de quadrados la-
tinos e a teoria de grupos venha da propria natureza do quadrado
latino, onde iniciou com os simbolos, seguido das letras, niimeros e
até palavras.

Além disso, Brandemberg [3] cita que uma das principais
entidades matemaéticas do século XIX é a nogao de grupo. Pois, u-
tilizava consideravel grau de abstragado e generalizagdo em suas for-
mulagoes. Os matematicos Cauchy e Galois foram os primeiros a
definirem o grupo de permutagdes. Neste contexto, os quadrados
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latinos foram definidos por meio de permutagoes das linhas e das co-
lunas. Este seria o meu argumento para a associagao de quadrados
latinos com a teoria dos grupos.

Espero que minhas colocagbes facam algum sentido para
sanar a sua curiosidade. Ainda, podemos pesquisar e nos aprofundar
neste assunto.

Estudante 7: Fez sentido sim professora, pesquisarei em breve sobre
o assunto. Mas, voltando a prova da Conjectura 1. Eu utilizei a
lei do cancelamento & esquerda. Vejamos.

Seja (X, %) um grupo. Devemos mostrar que dados quaisquer
a, b € X, existe uma tnica solugao de

axx=">b (3.3)
e dado a, b € X, existe uma tnica solugao de
rxa=b. (3.4)

Para provar a equacao (3.3), dados a, b € X, temos pela lei do
cancelamento & esquerda, x = a~! * b é solucdao. Para mostrar a
unicidade, suponha que z’ também seja solucdo de a * x = b, entdo

axx = b
alx(axa’) = atxb
(alxa)x2’ = alxb

exx’ = a lxb

¥ = a lxb
¥ = =

Portanto, a solu¢ao da equagao (3.3) é tnica.

Para provar a equagao (3.4), dados a, b € X, temos, pela
lei do cancelamento & direita, = b* a~! é solucdo. Para mostrar a
unicidade, suponha que z” também seja solucao de "’ xa = b, segue
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que
" xa = b
(" xa)xa™t = bxat
" x(axa™t) = bxa!
2 xe = bxa "l
" b*a_l
1 — T.

Portanto, a solu¢ao da equacao (3.4) é tnica.

Note que a equagao (3.3) equivale a n equagao (3.1) da de-
finigdo de quase grupo e a equagdo (3.4) equivale a equagao 3.2 da
definicdo de quase grupo, entdo todo grupo é um quase grupo.

Entretanto, ndo consegui uma prova final para a reciproca.

Estudante A: Parabéns colega pela sua prova! Eu, ao contrario de
vocé, nao consegui nenhuma prova para a conjectura, mesmo que em
partes. Mas, fiz um exemplo que justifica a sua tentativa de prova.
Se eu tenho X = {1,2,3} com uma opera¢ao * um quase grupo,
entdo a sua tdbua de operagoes satisfaz as propriedades de grupo.
Vamos analisar o exemplo.

Considerem a seguinte tabua de operagoes:

A operagao é fechada, pois todas as operacdes resultam em
elementos que pertencem ao conjunto X = {1,2,3}. E associativa,
pois

[y -
* *
— —
=1
* *
[N
S— S—
([
[
* *
[T
([
[T
o) @
— —
=1
* *
—1
N— SN—
* *
NI
(I
[
* *
[T
(I
[T

4 Uma prova para conjectura inicial baseado no método de provas e refutacoes.
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Possui elemento neutro, pois 1x1=1,2x1 =2 e 3x 1 = 3. Logo,
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1 é o elemento neutro da tabua. Possui elemento inverso, pois
l¥l=1=1%1e2%x3=1=3x%2.

Portanto, temos que a tdbua de operagoes desse quase grupo
(X, *) também satisfaz as propriedades de grupo. Além disso, ele
também satisfaz a comutatividade, sendo um grupo comutativo.

Estudante £: Vamos pensar... Seré que isso vale para todo quase gru-
po? Como estamos trabalhando com conjuntos finitos, e no exemplo
do Estudante A, ele toma o conjunto X = {1,2,3}. Podemos ir ana-
lisando todas as possibilidades de permutagoes deste conjunto, na
qual satisfazem a Defini¢ao 3.4 de quase grupos.

Como o conjunto X = {1,2,3} tem 3 elementos, temos 6
possibilidades de quase grupos. Vamos considerar 6 operagoes neste
conjunto X de maneira a gerar as seguintes tabuas de operagoes:

il 2 3
X1:1 1 2 3
212 3 1
313 1 2
il 2 3
X, = 113 1 2
211 2 3
312 3 1
* |1 2 3
Xs = 113 2 1
212 1 3
311 3 2

Agora, vamos testar as propriedades de grupo nas tabuas.

Professora: Tomem cuidado! Cada uma dessas tabuas de operagoes
construidas possuem uma operagao diferente! (Algum tempo de-

pois...)

Estudante 7 Caros colegas, sinto muito dizer! O X; feito por A é
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verdade, mas trés tdbuas falharam na associatividade. Observem:
Para a associatividade em Xy, segue

1%(2%3)=1x1=1e (1%2)*x3=3%3=3. Logo, X4 nao
é grupo.

Para a associatividade em X35, segue

1%(2%3)=1%x3=1e (1%2)*x3 =2%3 = 3. Logo, X5 nao
é grupo.

Para a associatividade em Xg, segue

1%(2%3)=1%x2=1e (1%2)*x3=1%3 = 3. Logo, Xg nao
é grupo.

Portanto, a reciproca da Conjectura 1 nao ¢ vélida! °

Estudante A: Nossa, é verdade!! Mas isso ndao quer dizer que deve-
mos abandonar a prova do problema. Temos que ajustar as hipéteses
e teses. O Estudante 7 provou que se temos um conjunto que satis-
faz as propriedades de grupo, entdo a sua tabua de operagdes é um
quase grupo, logo temos a primeira implicagdo. O problema esta na
reciproca. Significa que devemos alterar nossa conjectura. Que alias,
j& temos uma prova feita.

Estudante £: Bem pensado colega! Entdo, temos uma proposicao
demonstrada:

Proposicao 3.1. Se (X, ) € um grupo finito, entao a sua tdbua de
operagoes € um quase grupo.

Professora: Muito bem, turma! Estou gostando de ver a autonomia e
as analises em suas colocacoes. Mas, nossa aula ja esté terminando...
Venham com estes resultados revisados que tentaremos fazer uma
aplicacao de quadrados latinos na proxima aula.

5  Contra exemplo global pelo método.
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3.4 AULA 4: QUADRADOS LATINOS ORTOGONAIS E QUA-
DRADOS MAGICOS

Professora: Nesta aula, finalizaremos nossos estudos acerca dos qua-
drados latinos. Vamos retomar ao problema dos 36 oficiais. Euler
estudava os quadrados mégicos quando encontrou uma possivel so-
lugdo para o problema em questao. Ele desenvolveu varios resulta-
dos para a teoria dos quadrados latinos e conjecturou em 1782 que o
problema dos 36 oficiais nao tinha solugao. Uma contribui¢ao impor-
tante de Euler para o progresso da teoria algébrica dos quadrados
latinos, foi a definicdo de quadrados latinos ortogonais. Mas antes,
precisamos da seguinte defini¢ao:

Definigao 3.5. Dados dois quadrados latinos de ordem n tal que
A = (Ai;) e B = (B;;), definimos A® B como sendo a matriz
quadrada de ordem n formada pelos pares (A; ;, B; ;) na linha i e
coluna j, chamada de concatenacdo de A por B. Chamamos A ® B
de contatenacao de A com B.

a0 con-

N O =
S =N
@
o
Il
= NN O
N O =
S =N

0
Por exemplo, dados A = | 2
1

catenarmos A com B, temos

A®B=|(2,2) (0,0) (1,1)

Agora sim, podemos definir a principal contribui¢ao de Euler
na teoria algébrica do quadrados latinos.

Definicao 3.6. Dois quadrados latinos de ordem n, A = (4;;) e
B = (B, ;), sao ditos ortogonais (AL B) se o par (4; j, B; j) ocorre
apenas uma vez em A ® B.

Euler afirmou que resolver o problema dos 36 oficiais, era
encontrar um par de quadrados latinos ortogonais de ordem 6. Ape-
nas em 1901, o matematico Gaston Terry provou que Euler estava
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correto. Ja em 1959, os matematicos Bose, Shrikhande e Parker [2]
provaram que é possivel obter quadrados latinos ortogonais de qual-
quer ordem, com excegao das ordens 3 e 6.

Antes de Euler, os quadrados latinos eram utilizados como
forma de protecao espiritual. Em seguida, como entretenimento. Foi
ap6s Euler iniciar os seus estudos em quadrados latinos que o tema
se tornou um objeto matemético. Contribuindo para aplicagOes na
estatistica, teoria de grupos, teoria de codigos e planos projetivos.

Estudante A: Que interessante! Mas, professora, vocé comentou e
definiu quadrados latinos ortogonais, poderia nos dar um exemplo?

0 1 2 2 1 0
Professora: Claro! Dados A = | 2 0 1 |eB =11 0 2|,
1 20 0 2 1

temos

0,2) (1,1) (2,0)
A®B= (21) (0,0) (1,2)

(1,0) (2,2) (0,1)
montando os pares ordenados de A com B, denotamos essa monta-

gem de A ® B, isto é, A concatenado com B. Logo, A ® B forma
um quadrado latino ortogonal. Tudo bem?

Estudante A: Sim, professora, achei bem intuitiva essa defini¢do era
apenas para ter certeza que compreendi o conceito.

Professora: Pois bem, quero iniciar o nosso debate de hoje com os
seguintes quadrados:

= O N
w ot
o = O
= W 0o
© Ot =
N 3 O

O que seriam estes quadrados?
Estudante A: Com certeza, nao sdo quadrados latinos!

Estudante £: Em relacao aos quadros acima, eles sao exemplos de
quadrados mégicos. Observem que a soma de todas as linhas, colunas
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e diagonais, possuem o mesmo resultado, e neste caso, é 15. E facil
a verificagao disso,

15 = 946+4=44+34+8=2+9+4
= 24+54+8=T7+5+3=6+1+8
= 4454+6=24+7+6

15 = 84+14+6=3+5+7=4+9+2
= 4+5+6=8+3+4=1+5+9
= 64+7+2=8+5+2.

Olha que nunca estudamos na graduagao os quadrados magicos. Mas,
completei muitos quadrados mégicos no 6° ano do Ensino Fundamen-
tal.

Professora: Isso mesmo, completar quadrados magicos é um 6étimo
passatempo para estimular o raciocinio e verificar algumas proprie-
dades matemaéticas! E vocés acham que existe alguma relagdo entre
quadrados latinos ortogonais e quadrados magicos?

Estudante 7 Professora, segundo o seu relato historico, Euler estu-
dou os quadrados mégicos antes de quadrados latinos. Logo, pen-
sando nisso, existe alguma relagdo sim! Mas, qual ou quais essas
relagoes? Acho que precisamos fazer uma definigdo para quadrados
magicos.

Estudante A: Eu estava justamente pensando em uma defini¢do. O
que vocés acham dessa?

Defini¢ao 3.7. Um quadrado magico é uma matriz quadrada
de ordem n com todas as entradas distintas, em que a soma dos
seus n elementos, tanto nas linhas, quanto nas colunas e diagonais,
resultam no mesmo valor.

Estudante 7: Eu acho que faltam restrigoes nessa definigao. Ela as-
sim, ndo é suficiente!



3.4. Aula 4: Quadrados latinos ortogonais e quadrados mdgicos 49

Professora: Isso mesmo, o que acontece se eu quiser usar na matriz do
meu quadrado mégico, nimeros como: /3, 7, €, @, %? Como farfamos
a construgdo de um quadrado mégico qualquer?

Estudante 7 Para construir um quadrado mégico qualquer? Nossa,
sao muitas condigdes. Nao consigo, neste momento, generalizar este
quadrado maégico.

Estudante £: Eu também nao consegui generalizar, contudo, os ni-
meros /3,7, e, P, % sdo numeros com infinitas casas decimais. Além
disso, sd@o numeros racionais e irracionais. Conforme fossemos fa-
zendo as somas desses numeros com outros elementos do quadrado
mégico, os resultados seriam com infinitas casas decimais. Poderia-
mos fazer aproximagoes nos calculos, mas isso nos induz a erros de
arredondamento. Resultando que em cada arredondamento terfamos
um elemento do quadrado diferente. Nao podemos generalizar os ele-
mentos de quadrados magicos para quaisquer conjuntos! Temos que
nos restringir ao conjunto dos ntimeros naturais.

Estudante A: Eu discordo colega £! Fu consegui montar um qua-
drado mégico aqui com os seus elementos pertencentes ao conjuntos
dos inteiros. Claro que, nao consegui nenhuma generalizagdo. Mas,
podemos analisar e tirar conclusées. Eu fiz por tentativa e erro, en-
contrando o seguinte quadrado mégico:

-12 16 -4
8 0 -8
4 -16 12

Neste caso, a soma dos elementos do quadrado magico, resulta sem-
pre no numero zero. Assim, posso definir

Definicao 3.8. Um quadrado mdgico é uma matriz quadrada de
ordem n em que todas as suas entradas sao inteiros distintos, dis-
postos de maneira que a soma dos elementos de uma linha qualquer,
de uma coluna qualquer e de uma diagonal qualquer tém sempre a
mesma Soma.

Estudante £: Agora sim, nao temos mais problemas na definigdo. No
entanto, como construimos quadrados mégicos?
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Professora: Parabéns turma! Nossa defini¢do de quadrados mégicos
estd bem clara. Vou lhes apresentar um método que fora publicado
por Euler [10] em 1776. No método, constroi-se quadrados mégicos,
a partir de quadrados latinos ortogonais.

O método de Euler: Dadas as letras latinas a, b, c e as letras
gregas «, 3,7v. Podemos construir os seguintes quadrados latinos:

a b c|
le(Aiyj): b ¢ a
c a b
¢ ]
a B v
Q= (Bij)=| 8 v «a
v a B ]

Temos que @)1 ndo é ortogonal com @5, pois Q1 concatenado com
Q)2, resulta em

Q1® Q2= ((Aij,Bij) = (b5)

Logo, nao satisfaz a Defini¢do 3.5 de quadrados latinos ortogonais.

Sendo assim, devemos trocar a terceira coluna de Q2 com
a primeira coluna de @2, resultando em Q3. Ao concatenarmos ()3
com (1, obtemos um quadrado latino ortogonal Q1 ® Q3.

v B o«
Qs=|a v B
B a v
=
(a,7) (b,8) (c,a)
Ql & Q3 = (b7 a) (07 7) (CL, ﬁ)
(¢.8) (a,a) (by)
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As seguintes condi¢bes devem ser satisfeitas para obtermos
quadrados magicos:
(i) @1 ® Q3 deve gerar 9 pares ordenados distintos;

(ii) A sequéncia das letras latinas devem obedecer uma progressao
aritmética de razao 3, resultando no tamanho da matriz;

(i) a+b = 2¢
(iv) A sequéncias das letras gregas devem obedecer uma progressao

geométrica de razao 1.

Da diagonal principal de Q1, temos (a, ¢, b) e da diagonal secundaria
de Qs, temos (a7, B).

Para satisfazer (i), (ii), (iii) e (iv), temos que fixar:

(a,e,b) = (1,4,7)
(avfyaﬁ) = (3747 5) :
Resulta que,
1 7 4 4 5 3
Qi=(A;)=1]7 41 eQs=(Ci;)=13 45
4 1 7 5 3 4

e, substituindo em Q1 ® Q3 = ((4;,;,C; ;)) tal que
(Ai;,Ci ) = (Ai; + C; ;) em que + é a soma usual, segue que

(at+7v) (b+pP) (ct+a)
(b+a) (c+7) (a+P)
(c+p) (at+a) (b+7)

- (1+4) (7T+5) (4+3)
(T+3) (4+4) (1+5)
(44+5) (1+3) (7T+4)
=

Hi)
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Portanto, temos um quadrado mégico em que o resultado das somas
é 24.

Estudante £: Nossa, que bela aplicacao de quadrados latinos orto-
gonais. Agora, entendo eles ficarem conhecidos como “magicos”. Na
verdade, quem tem certo conhecimento matematico entende a logica
do método. Mas, pensar em todas estas condigoes é bem trabalhoso.

Professora: O que eu gostaria de alerta-los é que este método nao foi
inédito na histéria dos quadrados méagicos. Euler tinha certa influén-
cia na sua época, tendo muitas contribuicbes para a matemética.
Segundo Andersen [1], o método de construgao de quadrados magi-
cos a partir de quadrados latinos ortogonais tiveram seus primeiros
registros no livro de Al-Buni - por volta do ano 1200 - que ficou
conhecido como método Hindu.

O método Hindu consiste em tomarmos um quadrado latino
de ordem impar. Dado

@1

Il
W N = U
B W N = Ot
QU s W N =
= Ot s W N
N = O W

devemos multiplicar cada elemento da matriz pela sua respectiva
ordem que neste caso é 5. Entao,

25 5 10 15 20
15 20 25
10 15 20 25 5

15 20 25 5 10

|

ot
_
o

Q2

Depois, devemos somar:

e 12 coluna de @ com a 5% coluna de Qs;

e 22 coluna de @ com a 4 coluna de Q2;
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e 32 coluna de Q; com a 32 coluna de Q.

Obtemos,
19 15 6 27 23
25 16 12 8 29
QRs=1]26 22 18 14 10

7 28 24 20 11
139 30 21 17

Logo, Q3 é um quadrado magico onde o resultado das somas é 90.

Podemos ainda, subtrair o valor da ordem (5) da matriz dos
elementos de @3, obtendo um novo quadrado mégico:

14 10 1 22 18
20 11 7 3 24
Qi= |21 17 13 9 5
2 23 19 15 6
8 4 25 16 12

onde as somas resultam em 65.

Euler teve grande influéncia no meio matematico. Talvez,
seja por isso que tudo o que ele publicava era divulgado e “aceito”.
Os estudos de Euler e de outros mateméticos como Al-Buni, con-
tribuiram para o desenvolvimento da teoria dos quadrados latinos,
e ainda é um campo aberto e produtivo. Finalizo a aula por aqui,
aguardo comentarios e observagoes para uma proxima aula. Até!






4 TEORIA DE GRUPOS E TEORIA ALGEBRICA
DOS QUADRADOS LATINOS

Para a construgao do capitulo anterior, foi imprescindivel os
estudos da teoria de grupos e da teoria dos quadrados latinos. Neste
capitulo, veremos a matematica formal destas teorias.

41 GRUPOS

A teoria de grupos é importante para diversas areas da ma-
temética. No debate deste trabalho, os estudantes fazem o uso de
diversos conceitos dessa teoria. Por exemplo, o grupo das permuta-
¢oes, o grupo Z,,, tdbuas de operacoes dos grupos e outros. Nesta
secdo, vamos relembrar alguns resultados.

Definigao 4.1. Sejam G um conjunto nao vazioe x: G x G - G
uma operagao fechada sobre G. Dizemos que (G, *) é um grupo se
satisfaz as seguintes propriedades:

i) Para todos z,y,z € G, vale x % (y * 2) = (z * y) * z;
(i) y y y

(ii) Para todo z € G, existe e € G tal que x xe = exx = x.
Chamamos e de elemento neutro de G;

(iii) Para cada elemento x € G, existe y € G tal que zxy = y*xx = e.

Chamaremos o y de elemento inverso de z e denotaremos

por z 1.

Definigao 4.2. Se o grupo (G, *) para todo x,y € G, xxy =y x x,
dizemos que G é um grupo abeliano ou comutativo.

Exemplo 4.1.1. (a) Grupo aditivo dos inteiros (Z,+): O Z
munido com a soma usual é um grupo comutativo. De fato,

(i) Va,y,z€Z, temos x + (y + 2) = (x +y) + 2;
(i) Ve € Z, existe 0 € Z tal que x + 0 =0+ x = x;

(iii) Para cada elemento z € Z, existe —z € Z tal que = +
(—x)=—x+2=0.
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Além disso, dados z,y € Z, z+y =y + x.

(b) Grupo aditivo dos racionais (Q,+), grupo aditivo dos
reais (R,+) e grupo aditivo dos complexos (C,+): Q,R
e C com a soma usual sdo grupos comutativos.

(c) Grupo aditivo das matrizes (M,,«,(R),+): O conjunto
das matrizes de ordem m x n com entradas reais € um grupo
comutativo munidos com a soma usual de matrizes.

(d) Grupo multiplicativo dos racionais (Q*,:): O conjunto
dos ntmeros racionais excluindo o zero é um grupo comutativo
com a multiplicagao usual. De fato,

(i) Va,y,2€ Q" temos - (y - 2) = (- y) - 2;
(i) Ve eQ* existe 1eQ* talque z-1=1-2 = z;
(iii) Para cada elemento z € Q*, existe % € Q* tal que z - % =

1
T

cx = 1.
Além disso, dados z,y € Q*, z -y =y - x.

(e) Grupo multiplicativo dos reais (R*,-) e grupo multipli-
cativo dos complexos (C*,-): O conjunto dos nimeros reais

e o conjunto dos nimeros complexos sem o zero sao grupos
comutativos com a multiplicacao usual.

Proposigao 4.1. Sejam (G, *) um grupo e dados a,b € G. Entao:

(i) O elemento neutro de (G, *) € inico;
(ii) O elemento inverso de (G,*) € tinico;
(i) Se a*a = a. Entdo, a = e;

(iv) (a™)~' =a;
(v) Vale a lei do cancelamento & esquerda, isto €, axx = a*xy =
T =y;

2

(vi) Vale a lei do cancelamento & direita, isto é, T xa = yxa =

=Y

(vii) (axb)~t=b"txa"l;
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1

(viii) Dado x uma varidvel em G, entdo axx =b=z=a""*b e

tem solucdo inica.

Demonstragao. (i) Suponhamos e, ¢ € G elementos neutros de
(G, x). Temos que

(ii) Dados a,b € G. Suponhamos b, b inversos de a. Segue que
axb =b *a = e, assim como a * b = b * a = e. Entao,

!

b =exb = (bxa)xb =bxe=Db.

(iii) Dado a € G, existe a™! € G tal que a™! xa = e.

1

Logo, a=! % (a xa) = a=! * a = e. Por outro lado,

a'x(axa)=(a"t*a)xa=exa=a.

Portanto, pela associatividade, a = e.

1

(iv) Seja a~! o inverso de a. Sabemos que vale a unicidade do

elemento inverso. Segue que

(v) Suponhamos a * z = a * y. Entéo,

r = exx=(at*xa)xz=at*(axz)=0a"t*x(axy)

= (a7 xa)ry=exy=y.

(vi) Suponhamos z * a = y * a. Entéo,
r = zxe=xx(axat)=(rxa)xat=(yxa)ra

= yx(axa ) =yxe=n2x.

(vii) Para todos a,b € G, temos (a * b) * (a*b)~! = e, como G

é grupo vale a associatividade a * (b* (a*b™1)) = e.
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Pela lei do cancelamento a esquerda, segue que

ax(bx(axb ™)) =e = alxaxbx(axb ') =¢
= ex(bx(axb ) =alxe
= bx(axbd) ' =a"t.

Novamente, pela lei do cancelamento & esquerda,

b lsbx(axb) P =btxa! = ex(axb)'=b"txa!

= (axb)t=b"txal.

(viii) Pela lei do cancelamento & direita, segue que

axr=b = alx(axzr)=a"txb
= (atxa)xx=a"t*b
= exzr=a 'xb

= z=a'xb

Logo, © = a~! * b ¢ solucdo.

. . . ’
Para mostrar a unicidade, suponhamos que existe = tal que
’
axx =b, segue que

’

axx =b = a_l*(a*x/):a_l*b
= (a'xa)xz =a 'xb
= exx —a lxb
= o =a'xb
= x/:m.

Portanto, a * x = b tem solugédo tnica em G.
|

Observagao 1. Este resultado mostra que para encontrar o elemento
neutro de GG, devemos mostrar que a * x = a para qualquer a € G.

Definigao 4.3. Se o conjunto G é finito, entao (G, x) é chamado de
grupo finito. O ntimero de elementos de G é chamado de ordem
do grupo, denotado por o(G).



4.1. Grupos 59

Definigao 4.4. A tabua de uma operacao * definida sobre um
grupo finito G = {g1, g2, ..., gn } € uma tabela em que o resultado da
operacao g; * g; ¢ colocado na ¢-nésima linha e j-ésima coluna.

Exemplo 4.1.2. Para G = {g1, 92,93, 94,95} € uma operagao qual-
quer *, temos a seguinte tdbua de operagoes:

’ * H 91 ‘ g2 ‘ g3 ‘ 94 ‘ g5 ‘
g1 ]| 91*01 | G1*G92 | g1*G3 | g1*04 | g1 * G5
g2 || 92*9g1 | g2* g2 | g2* g3 | G2* g4 | g2 * gs
g3 || 93*9g1 | g3* g2 | g3 * g3 | gs* g4 | g3 * gs
g4 || 94 * 91 | Ga* G2 | Ga* g3 | Ga* G4 | G4 * G5
g5 || 95 * g1 | gs* g2 | g5 * g3 | g5 * g4 | g5 * g5

4.1.1 Grupo de classes de restos

Vamos fazer dois exemplos de grupos finitos que usamos no
capitulo anterior. Para a construcao de alguns resultados da teoria
dos quadrados latinos, por diversas vezes fez-se necesséaria a utili-
zacao do grupo de classes de restos. Nesta secao, abordaremos este

grupo.

Defini¢ao 4.5. Considere o conjunto Z,, = {0,1,...,m — 1}, em
que m € N. Um elemento x € Z,,, com = € Z, se:

(i) x=4,com0<i<m-—1,;

(ii) x < 0ouz > m, entdo T = 7, em que r é o resto da divisao de
por m,isto é, 34 q,r € Z taisque x = mqg+r,em 0 <r <m-—1.

Exemplo 4.1.3. Considere o conjunto Z,, = {0,1,2,...,m — 1}
com a operagao + dado por T+7y = x + y, temos que (Z,, +) ¢ um
grupo comutativo. De fato,

(i) Para todos T, Y, Z € Z,, temos

T+ @W+2) =T+ W+z2) =z+y+z2) = (r+y)+z =
(x+y)+z=(T+7) +7;

(ii) Para todo T € Zy,, 30 € Zy, tal que T4+ 0=24+0=7 =
O+z=0+7;
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(iii) Para todo T € Zy,, Am—x € Z,, tal que T+ m—z =
z+(m—x)=m=0;

(iv) Paratodo Teq§ € Zy, temosT+J=z+y=y+x=7+2T.

Portanto, (Z,,,+) é chamado grupo aditivo de classes de restos.

Exemplo 4.1.4. Considere Z*, = Z,,\{0} com a operagao - dada
por -y = T -y. Tome Z§, segue que 2-3 =6 = 0. Mas, 0 ¢ Z§ =

1,2,3,4,5}. Logo, Z§ nao é grupo.
6

Portanto, (Z,,-) ndo é grupo em geral.

No entanto, o seguinte resultado é importante para a verifi-
cacdo de (Z},,-) ser grupo ou nao.

Teorema 4.2. (Z,,-) € um grupo se, e somente se, m € primo.

Demonstra¢ao. Suponhamos m nao primo. Entéo, existem inteiros
reycoml <z <mel <y < m tais que m = x.y. Note
T#0ey #0, masz-y = x-y = m = 0. Contradicdo, pois

0¢ (Z7,,-)-

Suponhamos m primo e que @ € Z},. Entao, defina

fioozZr ST
T —a-T.

Logo,
f@ = 1@
a-(z—-7y) = 0
a-(r—y) = 0
m | a(z-y)

Como m é primo, temos que m|a ou m|x —y. Como m nao divide
a, segue que m|z — y. Isto é, existe k € Z* tal que
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z—y=m-k=>r—-—y=m-k=0=>zT=7.

Portanto, a funcdo é injetora. Além disso, como Z7, é finito,
a funcao definida é bijetora. A associatividade dos elementos de
Zz, é trivial. O elemento neutro ¢ 1, pois dado a € Z;,,
a-1=1-a=a Como a funcio é bijetora, dado 1 € Z

segue que
*

o, €Xiste

T €Zr tal que f(T) =a-T =1, isto &, T ¢ o elemento inverso de @.
Portanto, (Z7,,-) é grupo. [ |

4.1.2 Grupo das permutagoes

Para a construcao de quadrados latinos faz-se o uso de per-
mutacoes de linhas ou colunas. Nesta secao vamos relembrar o grupo
de permutacoes.

Seja E' um conjunto nao vazio. Considere S(E) o conjunto
de todas as funcoes bijetoras de F em F, isto é,

S(E)={f:E— E | f ¢&bijetora}.
Vamos considerar a operagao composicao de fungoes
o: S(E)xS(E) — S(E)
(f.9) = fog
sobre S(E).

A operagao de composicao é associativa. O elemento neutro
da operagao de composicao é a identidade denotado pela fungao 1.
O elemento inverso de f é a fungao inversa f~1. Entdo, (S(E),o)
é um grupo denominado grupo de permutagoes sobre E, pois

fofl=fTlof=1Id=f".

Defini¢ao 4.6. Seja E = {1,2,...,n}, n € Ncomn > 1. S(E) é
denominado grupo simétrico de grau n denotado por S,,.

Dado f € S, tal que f(i) = a;, para todo i € E, entao f
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pode ser denotado por

fz(l 2.3 - n),emqueaiEE.

ay ag das (2%

Os elementos de S, sao chamados de permutacao e a or-
dem de S,, &€ n!l.

Exemplo 4.1.5. (a) Sy possui 2 elementos, pois
1 2 1 2
Além disso, sua tabua de operacgao é
1 2
O
1 2
1 2
1 2
2 1
- 1 2 3
(b) Dados f, g € Ss, definidas por f = <3 ] 2) e g =
L 23 entao
13 2 ) ’
1 2 3 1 2 3 1 2 3
fog= o - .
3 1 2 1 3 2 3 2 1
2
4

1 2 4 1 3 4
(c)Dadosf( 3 9 1>eg<3 5 1>,entao
fo_1234o1234_1234
9=\ 4 3 2 1 3 421)] (2134
(d)Sefz(é 2 i) j)e&;,entéo
1= 2314\ (1234
\1 23 4) 312 4]



4.2. Teoria algébrica dos quadrados latinos 63

4.2 TEORIA ALGEBRICA DOS QUADRADOS LATINOS

A teoria algébrica dos quadrados latinos foi desenvolvida por
diversos matemaéticos, mas foi Euler o principal estudioso da teoria.
Nesta secao, apresentamos os conceitos de quadrados latinos e suas
relacbes do ponto de vista da matemética formal.

4.2.1 Quadrados latinos

Definigao 4.7. Seja X um conjunto finito com n elementos, com
n € N. Um quadrado latino de ordem n é uma matriz n X n em
que todas as linhas e todas as colunas formam permutagoes dos n
elementos de X. Isto é, cada elemento de X aparece uma tnica vez
em cada linha e em cada coluna.

1
Exemplo 4.2.1. A matriz A = [ 9 1 1 é um quadrado latino.
. . 1 2 . . _
Ja a matriz B = 1 o nao satisfaz a definicao de quadrado

latino, pois, as colunas da matriz ndo formam permutacées com os
elementos do conjunto X = {1, 2}.

0 b a B v
Exemplo 4.2.2. As matrizes D = b , E=|~v a B
a
B a
' # - .
e F= 4 sao exemplos de quadrados latinos com letras e

simbolos.

Exemplo 4.2.3. A tabua de Z4 = {0,1,2,3} com a operagao de
soma usual em Z,4, ¢ um quadrado latino

+]10 1 2 3
0/0 1 2 3
111230
212301
31301 2

Definicao 4.8. Um quase grupo é um conjunto X com uma ope-
ragao * tal que para todos a,b € X, existem tnicos x,y € X, tais
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que as equagoes

axxr="> (4.1)

yxa=~=b (4.2)
tém solugoes unicas.

Exemplo 4.2.4. Seja o quase grupo (Zs, +), temos

0+0=0 1+0= 2+0=2
0+1=1 1+1=2 24+1=0
0+2=2 1+42=0 24+42=1

Observa-se que para 0+1 =1, dadosa=0¢e b=
T € (Z3,+). De fato,a+z=0=0+z=1=7= 1.

Assim como, dados @ = 1 e b = 1, existe um tnico § €
(Zs3,+). De fato, j+a =b = §+1 =1 = § = 0. Verifica-se de
maneira analoga para todos os elementos de (Zs, +). Logo, (Zs,+)
é um quase grupo.

Exemplo 4.2.5. Tomando X = {1,2,3} e uma operagao *. Suas
tdbuas de operagoes sao:

il 2 3 il 2 3 il 2 3
X1:1 1 2 3X2:1 2 3 1X3:1 3 1 2
212 3 1 213 1 2 211 2 3
313 1 2 311 2 3 312 3 1
* 11 2 3 *11 2 3 *1 2 3
X4:1 1 3 2X5:1 3 2 1X6:1 2 1 3'
213 2 1 212 1 3 211 3 2
312 1 3 311 3 2 313 2 1

Verificando as propriedades de grupos, temos que a associa-
tividade falha em: X4, X5, Xg. Logo, temos um quase grupo que nao
¢é grupo.

Proposicao 4.3. Seja X um quase grupo finito de n elementos
com uma operagdo *, entdo sua tdbua de operagdes equivale a um
quadrado latino.
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Demonstragao. Fixando i € X, defina a fungao f; : X — X, f;(j) =
i*xj = A;;, em que A; ; éai-ésima linha da tdbua de operagoes do
quase grupo que denotamos por A. Resulta da definigdo de quase
grupos que para todos a,b € X, existe um tnico j € X tal que a *
j =b. Logo, f; ¢ uma bijegao, e portanto, uma permutacgdo. Isto é,
toda linha da tabua é uma permutacao dos n elementos de X.

Analogamente, se fixarmos j € X, defina a fungao permuta-
cao fj: X — X, f;(i) = j*i=A;,;, onde A;; é a j-ésima coluna da
tabua de operagoes do quase grupo que denotamos por A. Resulta
da definigdo de quase grupos que para todo a,b € X, existe um tni-
coi € X tal que i xa = b. Logo, f; ¢ uma bijecao, e portanto, uma
permutacao. Isto é, toda coluna da tabua é uma permutagao dos n
elementos de X.

Exemplo 4.2.6. Seja o quase grupo (Zs,+), temos que sua tédbua
de operacoes é um quadrado latino

0
0
1
2

1 Ol NI DI

Observagao 1. A partir de agora, por abuso de linguagem faremos
o uso da equivaléncia entre quase grupos finitos e quadrados latinos.
Isto é, a tdbua de operagoes de um quase grupo é equivalente a
tabela de um quadrado latino.

De acordo com Carmelo [6], os quadrados latinos foram de-
finidos tanto em termos combinatérios quanto de forma algébrica
- quase grupos - o seguinte resultado nos garante que a tédbua de
operagoes de um grupo finito é um quadrado latino.

Proposicao 4.4. Todo grupo é um quase grupo.
Demonstragao. Seja (X, *) um grupo. Devemos mostrar que dado
a, b € X, existe uma tnica solugdo de

axx=>b (4.3)
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e dado a,b € X, existe uma tnica solugao de
rxa=>b. (4.4)

Para provar a equagdo (4.3), dados a,b € X, temos pela lei do
cancelamento & esquerda x = a~! % b ¢ solucdo. Para mostrar a
unicidade, suponha z’ solucao de a * x = b, segue que

axz = b
alx(axa’) = atxb
(alxa)x2’ = alxb

exz' = alxb

¥ = alxb
¥ = z.

Portanto, a solu¢ao da equagao (4.3) ¢ tnica.

Para provar a equagdo (4.4), dados a,b € X, temos pela lei
do cancelamento a direita z = b* a~!. Assim, x é solugao de (4.4).
Para mostrar a unicidade, suponha z” solugao de = * a = b, segue

que
" xa = b
(2" % a) xa™? bxat
" x(axa™t) = bxa”!
'xe = bxal
' = bxal
2 = z.

Portanto, a solu¢ao da equacao (4.4) é tnica.

Note que a equagao (4.3) equivale a equacao (4.1) da defi-
ni¢do de quase grupo e a equagao (4.4) equivale a equagao (4.2) da
definigdo de quase grupo, entao todo grupo é um quase grupo. M

Observagao 2. A reciproca da Proposicéo 4.4 é falsa, pois dado
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1 0 2

A=10 2 1 |.A matriz A falha na associatividade dos elemen-
2 1 0
S

tos, pois (1%0)x2=0%x2=2e1%(0%x2)=1x2=1.

Com este resultado, conseguimos garantir sempre a existén-
cia de quadrados latinos.

Proposigao 4.5. Dado n > 2 com n € N, sempre existe um qua-

drado latino de ordem n.

Demonstragao. Seja (Zy,+) o grupo com a soma usual. Portanto,
(Zp,+) € um quase grupo. A tabua de operagoes desse grupo

+ 0 1 2 n—1
0 0 1 2 n—1
1 1 2 3 0
2 2 3 4 1
n—1|n—-1 01 --- n—2

é um quadrado latino, em que cada linha tem n elementos distintos
e 0 mesmo acontece para as colunas da tabua. ]

*
m?

sempre que m é primo, temos um grupo. Portanto, podemos obter
um quadrado latino de ordem m — 1.

Exemplo 4.2.7. No conjunto do Z} , com a multiplicagdo usual,

Podemos construir quadrados latinos utilizando permutagao

de linhas e colunas. Defina a permutacao IT em {0,1,2,...,n — 1}
0 1 1 n—1

m(0) (1) =«(i) w(n-—-1)

representada por Il = (

Existem n! possibilidades de permutagoes em {0,1,2,...,n — 1}.

Definigao 4.9. Seja « uma permutacao de X ={0,1,2,...,n—1}.
Dado A = (A; ;) uma matriz n x n, defina A uma matriz tal que
Af = Aj o(j)- Seja B uma permutagao de X = {0,1,2,...,n — 1}.
Dado A uma matriz n x n, defina A? uma matriz tal que Aﬁj =
Ap(i) 5

.
2,]
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Para a construcao de quadrados latinos a partir de permu-
tagoes de II, devemos fixar que a matriz A seja um quadrado latino.
Entao, A® e A® também serao quadrados latinos.

1 2
Exemplo 4.2.8. Seja A= | 2 3 um quadrado latino. Con-
31

N = W

1 2 3

51derea:<3 9 1

) uma permutacao. Temos que

A A Ais
A= | A1 Axp Az
As1 Asa Ass

Aplicando a permutacido o em A, segue que

Aoy Al AlaB)
A% =1 Ayq)y Azae) A2a03)
Az a1) Aszae) Asa@)

A1z A A
= | Ay3z Ao Ao
Asz Ass As;

3 21
=1 3 2
2 1 3
4.2.2 Quadrados latinos ortogonais e mutuamente ortogonais

Definigao 4.10. Dados dois quadrados latinos de ordem n, A =
(Aij)com1<i<n,1<j<neB=(B;;),definimos A® B como
sendo a matriz quadrada de ordem n formada pelos pares (A; ;, B; ;)
na linha i e coluna j. Chamamos a matriz A ® B de concatenagao
de A com B.

0 1
Exemplo 4.2.9. Dados A= | 2 0 , a0
1 2

S =N

@

oy

Il
=N O
NN O =
S =N
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(0,00 (1,1) (2,2)
concatenarmos A com B, temos A® B= | (2,2) (0,0) (1,1)
(1,1) (2,2) (0,0)

Definigao 4.11. Dois quadrados latinos de ordem n, A = (4;;) e
B = (B, j), sao ditos ortogonais (AL B) se o par (4; ;, B; ;) ocorre
apenas uma vez em cada entrada de A ® B.

0 1 2
Exemplo 4.2.10. (a) Dados A= |2 0 1 |e
1 20
1 20
B=1]2 0 1 |, aoconcatenarmos A com B, temos
01 2

(0,1) (1,2) (2,0)
A®B=| (2,2) (0,0) (1,1)
2,1

(1,0) (2,1) (0,2)

Como as entradas da matriz A ® B sdo todas distintas, os
quadrados latinos A e B sdo ortogonais.

(b) O Exemplo 4.2.9 é um caso de concatenagdo que garante que
A e B nao sdo quadrados latinos ortogonais.

Defini¢ao 4.12. Um conjunto {X7, Xo, ..., X;.} de quadrados lati-
nos de ordem n é chamado conjunto de quadrados latinos mutu-
amente ortogonais, se dois a dois os quadrados latinos no conjunto
forem ortogonais. Denotamos esse conjunto por -MOLS(n).

Exemplo 4.2.11. (a) Para X = {0, 1,2, 3}, segue que

[0 1 2 3] 0 2 3 1
10 3 2 31 0 2

N=l9 301 71320
| 3 2 1 0 | 2 01 3
[0 3 1 2]
21 3 0 - .

X3 = 30 2 1 sao quadrados latinos.
|1 2 0 3 |
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Concatenando X1, X5 e X3 dois a dois, segue que

(0,0) (1,2) (2,3) (3,1)

_ | (1,3) (0,1) (3,0) (2,2)
Xi@Xa=191) 3.3 (0,2 (1,0)
(3,2) (2,0) (1,1) (0,3) |

[ (0,0) (2,3) (3,1) (1,2) |

(3,2) (1,1) (0,3) (2,0)

X2 @ Xy = (1,3) (3,0) (2,2) (0,1)
L (2,1) (0,2) (1,0) (3,3)

0,0) (3,1) (1,2) (2,3)

(2,1) (1,0) (3,3) (0,2)

X3 @ X = (3,2) (0,3) (2,0) (1,1)
(1,3) (2,2) (0,1) (3,0)

Logo, {X1, X3, X3} forma um conjunto de quadrados latinos
mutuamente ortogonais de ordem 4. Isto ¢, 3-MOLS(4) = { X},
X27 X3}

Exemplo 4.2.12. Vamos construir um quadrado magico a partir
de um quadrado latino ortogonal.

Um quadrado mdgico ¢ uma matriz quadrada de ordem n X n com
n € 7, dispostos de maneira que a soma dos elementos de uma linha
qualquer, de uma coluna qualquer e de uma diagonal qualquer tém
sempre a mesma Soma.

Utilizando o método de Euler [10]:

a b c a [ v
Dados A= | b ¢ a |eB=|§ v «
c a b vy a f

Concatenando A com B, segue que A ndo é quadrado latino ortogo-
nal com B, pois

(0,8) (c7)
AR B = (bv ﬁ) (Cv 7) (a7 Oé)
(¢,7) (a,a) (b,B)
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Sendo assim, devemos trocar a terceira coluna de B com a primeira
coluna de B, resultando em C' um quadrado latino. Ao concatenar-
mos C' com A, obtemos que A é ortogonal a C, pois

v B o« (a,v) (b,8) (c,)
C=|a vy | =4C=] (bao) (¢7) (a,p5)
B a vy (¢,8) (a,) (b,7)

As seguintes condi¢bes devem ser satisfeitas para obtermos
quadrados magicos:

(i) A® C deve gerar 9 pares ordenados distintos;

(ii) As sequéncias das letras latinas devem obedecer uma progres-
sao aritmética de razao 3, resultando no tamanho da matriz;

(iii) a+ b= 2¢;

(iv) As sequéncias das letras gregas devem obedecer uma progres-
sao geométrica de razao 1.

Da diagonal principal de A, temos (a, ¢, b) e da diagonal secundaria
de C, temos («, 7, 3).

Para satisfazer (i), (ii), (iii) e (iv), temos que fixar:

(a,c,b) = (1,4,7)

(,7,.8) = (3,4,5).
Resulta que
1 7 4 4 5 3
417 5 3 4
Substituindo em A ® C' tal que (4; ;, B; ;) = (4;; + C; ;) em que

+ é a soma usual, segue que

(a+7v) (b+B) (c+a)
(b+a) (c+7v) (a+p)
(c+B) (a+a) (b+7)
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=

(I1+4) (7+5) (4+43)

(7T+3) (4+4) (1+5)

(4+5) (1+3) (7T+4)
=

5 12 7
10 8 6
9 4 11

Portanto, temos um quadrado magico com o resultado das somas

resultam em 24.



5 CONSIDERACOES FINAIS

No decorrer do desenvolvimento deste trabalho foi possivel
o estudo da teoria dos quadrados latinos, do método de provas e
refutacoes de Lakatos e da consonéncia do objeto matematico com
a histéria e a filosofia da matematica. Este trabalho teve em seu
horizonte o didlogo entre duas éreas de conhecimento: a Matemaética
Pura e a Educagao Matematica.

Conclui-se neste trabalho que uma definicao matematica é
tao importante quanto os seus resultados. A definicdo tras a esséncia
do objeto matemético, sendo a partir dela que todos os resultados
matematicos sao verificados e validados. Um problema inicial refu-
tado nao resulta em um fracasso matematico, e sim, atesta que este
conhecimento progride por meio de provas e refutagoes.

Além disso, a partir da definicdo de quadrados latinos, foi
possivel a reconstrucao de resultados importantes como a equivalén-
cia de quadrados latinos e quase grupos, a validacao da Proposigao
4.4, assim como a conceituagao de quadrados latinos ortogonais e
sua aplicagao na construgao de quadrados magicos.

A matemaética formal foi importante para o desenvolvimento
do debate, pois por meio do conhecimento dela, a professora pode
ministrar as aulas e orientar seus estudantes com o conhecimento
cientifico. No entanto, o debate reforca a ideia de que a matemética
avanga por meio de erros e acertos de varios matemaéticos ao longo do
tempo. Na qual a matematica, tanto na area da Mateméatica Pura,
quanto na Educagao Matematica, segundo Silva [14] é um produto
humano que muda com o tempo, conforme as culturas, problemas
praticos e teéricos da sociedade em que a produz.

O método de Lakatos prioriza a histéria e a filosofia da ma-
tematica. De acordo com D’Ambrosio [9],

Historia e filosofia da matemética nao se sepa-
ram e para entender a Histéria da Matematica
devemos refletir sobre a filosofia da matemaéti-
ca e a natureza do conhecimento matematico

19, p. 3].
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Com isso, conclui-se que a historia da matemética esta ligada com a
construgdo do conhecimento matemaético e a filosofia da matematica
com a compreensao do conhecimento matemaético.

Conforme abordado no trabalho, o método de Lakatos esti-
mula a criatividade e a autonomia dos envolvidos. Podendo vir a ser
um auxilio em um grande desafio da educa¢do matematica, como
indica D’Ambrosio [9], que é harmonizar processos e produtos ine-
gavelmente necessarios para atuagoes plenas na sociedade. E ainda,
este método pode ser usado como uma abordagem de ensino como
sugerem Karakus e Biitiin [11] e como exemplificado no debate.

Enfim, nao pode-se esquecer do valor cientifico que cada
adrea tem em seu campo do conhecimento. Mais ainda, nao pode-
se separar a matematica de sua historia e sua filosofia, visto que a
filosofia ¢ um meio para a compreensao de conceitos que existem na
matematica formal e ainda, a histéria nos mostra que a matematica
se desenvolve por uma contribui¢ao coletiva dos matemaéticos.

A filosofia da matemaética sem a histéria da
matematica é vazia, e esta sem aquela é ce-
ga (parafrase de Kant - o entendimento sem a

sensibilidade é vazio, a sensibilidade sem o en-
tendimento é cega)- Imre Lakatos [14, p. 21].
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