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Resumo

O objetivo deste trabalho é apresentar uma visao geral sobre as Cadeias de Markov, como
um processo estocédstico capaz de modelar problemas em diversas areas da matematica
aplicada e, além disso, apresentar duas dessas aplicagoes em areas distintas. Inicialmente,
sera discutida uma base tedrica de Probabilidade, em matematica discreta, bem como
alguns resultados de Algebra Linear envolvendo autovalores e autovetores. A seguir,
apresenta-se a definicao de Cadeias de Markov e a classificacao delas junto a alguns
exemplos. Aborda-se o conceito de medida estacionaria e os casos de existéncia e unicidade
de tal medida, além da convergéncia para a medida através do limite de poténcias da
matriz de transicao. Finalmente, sera apresentada a aplicacao no caso do jogo de tabuleiro
Snakes and Ladders e alguns resultados para as probabilidade de acabar o jogo apds n
rodadas, e a utilizacao de Cadeias de Markov para estudos de crescimento populacional

de espécies de esquilos nao-nativos da regiao.

Palavras-chave: Cadeias de Markov, medida estaciondria, convergéncia, processo es-

tocastico.



Abstract

The goal of this text is to present an overall vision about Markov chains, how a stochastic
process is capable of shaping problems in the diverse fields of applied math and, beyond
that, presents two of the practical applications in distinct fields. First, it will discuss basic
theory in discrete probability and the results of Linear Algebra involving eigenvalues and
eigenvectosr. After that, it will be introduced the concept of stationary distribution
and the cases of existence and unicity of these distributions. In addition, it was study
the convergence through the limiting distribution of matrices powers. Finally, the study
presents an application in the case of the Snakes and Ladders table game and the use of

Markov Chains to study the growth of a population of non-region native squirrel species.

Keywords: Markov Chains, stachastic process, stationary distribuction, convergence.
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Introducao

Neste trabalho, vamos apresentar algumas nogoes basicas de Cadeias de Markov,
bem como a aplicacao de conceitos de Algebra Linear na area. Vamos discutir a con-
vergéncia do respectivo processo para a medida estacionaria via poténcias de matriz, e
apresentamos algumas aplicagoes, tais como o jogo de tabuleiro Snakes and Ladders e na

area da Biologia em crescimento populacional.

O trabalho sera dividido em trés capitulos. Primeiramente, abordaremos aspec-
tos introdutérios de Probabilidade e de Algebra Linear. Sendo assim, apresentaremos
as definicoes de eventos, espaco amostral, probabilidade de um evento e independéncia
de eventos. Estudaremos probabilidade condicional, conceito fundamental para a com-
preensao de Cadeias de Markov. Ainda no primeiro capitulo, veremos alguns tépicos
de Algebra Linear, destacando os conceitos de autovalores e autovetores, independéncia
linear, bem como resultados relacionados a esses temas, que usaremos nos capitulos pos-

teriores deste trabalho.

No segundo capitulo, apresentaremos os principais conceitos de Cadeias de Mar-
kov, definiremos ainda matriz estocastica, vetor de probabilidade, distribuicao inicial da
cadeia e veremos que um processo estocastico pode ser compreendido como um modelo
matematico probabilistico que evolui ao longo de um tempo. As Cadeias de Markov di-
ferem dos outros processos estocasticos por terem a caracteristica de que a evolucao da
cadeia nos préximos passos depende apenas do momento atual da cadeia, independente
do historico anterior da mesma. Entende-se esse aspecto como uma espécie de “perda de
memoria”’do processo estocdstico. Para uma compreensao melhor, destacaremos alguns

exemplos como o Passeio Aleatério no n-Ciclo, e o Problema do Aluguel de Bicicletas.

A nomenclatura Cadeias de Markov deve-se ao matematico russo Andrei An-
dreyevi Markov (1856 - 1922), que obteve resultados em andlise e teoria dos nimeros.
Os estudos iniciais de Markov envolviam calculos de probabilidade para consoantes e vo-
gais, baseado na letra antecedente, em escritos de Pushkin. Nao levando em consideracao
as letras anteriores, Markov determinou as probabilidades para as letras que viriam em
sequéncia.Em geral, existem processos estocasticos em tempo continuo e processos es-
tocéasticos em tempo discreto. No presente estudo, abordaremos apenas as Cadeias de

Markov em tempo discreto.

As medidas estacionarias ou invariantes de uma Cadeia de Markov sao uma parte
interessante e fonte de muitos estudos nesta area. Intuitivamente, podemos pensar na
medida estacionaria como o momento em que o processo estaciona, no sentido de que

com o passar do tempo, as probabilidades nao devem se alterar. Em geral, veremos que
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determinar a medida estacionaria de uma Cadeia de Markov parte da solugao de um
sistema linear do tipo v = v - P, onde v é um vetor de probabilidade e P é uma matriz

de transicao associada a uma Cadeia de Markov.

Estudaremos algumas restricoes na cadeia para a existéncia e unicidade de tal
medida, bem como algumas classificacoes necessarias como, por exemplo, o conceito de
cadeias aperiddicas ou periddicas e irredutiveis ou redutiveis. Para o estudo desses resul-
tados, vamos demonstrar o Teorema de Perron-Frobenius. Veremos que podemos estudar
a medida estacionaria a partir de poténcia de matriz de transigao da Cadeia de Markov,

para isso, veremos um teorema de convergéncia por poténcias.

No terceiro capitulo, veremos a aplicacao dos conceitos estudados durante os
capitulos anteriores para o jogo de tabuleiro Snakes and Ladders. Faremos uma inter-
pretacao matricial do tabuleiro do jogo e obteremos uma matriz de transicao que modela
os passos do peao pelo tabuleiro. Veremos que, pelo tabuleiro utilizado, apds muitas
jogadas é provavel que o peao encontra o fim do tabuleiro. A fim de comprovar essa
hipotese, desejamos determinar a convergéncia através da iteracao da matriz de transicao.
Elabora-se ainda mapas de densidade de probabilidade apds alguns langamentos de dados,

e estudaremos o caso onde ha mais de um peao percorrendo o tabuleiro.

Outra aplicagao das Cadeias de Markov que apresentaremos no terceiro capitulo
trata de um estudo de caso de crescimento populacional de algumas espécies de animais.
Mais especificamente, estudaremos o caso dos esquilos cinzas e esquilos vermelhos na
regiao da Gra-Bretanha, e vamos procurar determinar as chances de sobrevivéncia dessas
espécies na mesma regiao. Extraindo os dados obtidos em questiondrios que expoem as
aparigoes dos esquilos, determinamos as probabilidades de crescimento e decrescimento
das espécies num intervalo de tempo. Através dos conceitos de Cadeias de Markov, dese-
jamos compreender a evolugao das espécies para um longo periodo de tempo e determinar

as chances de sobrevivéncia dessas espécies.
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1 Conceitos Preliminares

Neste capitulo, iremos tratar objetivamente de conceitos iniciais de Probabilidade
e de Algebra Linear que serao fundamentais para o estudo dos capitulos seguintes. Inicia-
remos com resultados basicos em Probabilidade discreta, e posteriormente trataremos de
aspectos elementares de Algebra Linear que sao requisitos necessarios para a compreensao

do trabalho como um todo.

1.1 Introducdo a Probabilidade

1.1.1 Nocoes Basicas e Definicoes

Em geral, os experimentos estudados podem ter um modelo deterministico ou
aleatorio. Entendem-se os experimentos deterministicos como aqueles que, repetidos sobre
as mesmas condigoes, produzirao os mesmos resultados. Por exemplo, a Lei de Kepler
para o movimentacao planetaria pode ser entendido como um modelo deterministico,
assim como as Leis da Gravitacao. A area de probabilidade tem o interesse em estudar
os modelos aleatorios, que sao os experimentos que nao produzem os mesmos resultados
quando repetidos sobre as mesmas condigoes. Neste capitulo, estamos interessados em
discutir alguns aspectos de teoria da probabilidade em experimentos discretos. Considere

os seguintes exemplos de experimentos aleatérios:

Exemplo 1.1.1. Lancamos um dado sobre uma superficie e observamos o nimero da

face superior.

Exemplo 1.1.2. Efetuamos trés lancamentos de uma moeda e observamos a quantidade

de caras.

Exemplo 1.1.3. Efetuamos trés lancamentos de uma moeda e observamos a sequéncia

de caras e coroas.

Exemplo 1.1.4. Durante a fabricacao de pecas, observamos o niumero total de pecas até

que sejam produzidas 10 pecas defeituosas.

Exemplo 1.1.5. Observamos o tempo de duragao de uma lampada.

Com o objetivo de criar um modelo para representar os experimentos aleatérios,
podemos descrever os resultados possiveis de um experimento e, principalmente, determi-

nar as chances de um conjunto de resultados possiveis.
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Definicao 1.1.1. O conjunto S de todos os resultados possiveis de um experimento é

denominado de espago amostral.

No Exemplo 1.1.1, que corresponde ao lancamento de um dado, o espago amostral
é o conjunto S; = {1,2,3,4,5,6}. Para o Exemplo 1.1.2, teremos o espago amostral
Se = {0,1,2,3}. Usando a notagao de K para coroas e C' para caras, o Exemplo 1.1.3
possui espago amostral S5 = {KKK, KKC, KCK,CKK, KCC,CKC,CCK,CCC}.

Note que nos Exemplos 1.1.1, 1.1.2 ¢ 1.1.3, o espaco amostral do experimento é um
conjunto com uma quantidade finita de elementos. O mesmo nao ocorre com o Exemplo
1.1.4, pois nao é possivel garantir quando serd atingida a quantidade de 10 pecas defeituo-
sas. Sendo assim, podemos entender o espago amostral como Sy = {10,11,12,13,14, ...},
um subconjunto ilimitado dos naturais e, portanto, com um infinito enumeravel de ele-

mentos.

Ja o Exemplo 1.1.5, onde devemos observar a vida 1til de uma lampada, o espago
amostral é um conjunto dos nimeros reais nao-negativos, portanto com um numero infi-

nito e nao-enumeravel de elementos onde S5 = {x € R;z > 0}.

Em geral, trabalharemos com o espaco amostral idealizado matematicamente e
diferente do espaco amostral realizavel. Por exemplo, no caso de mensurar a vida ttil de
uma lampada, nossos instrumentos para medir o tempo possuem limitagoes. Poderiamos
ter um cronometro com uma precisao de duas casas decimais nos segundos, e neste caso
o espaco amostral passaria a ter uma quantidade infinita e enumerdvel de elementos.
Também poderiamos supor que a lampada pararia de funcionar em algum momento,
entao o espago amostral passaria ter uma quantidade finita de elementos. Tomaremos

sempre o0 espaco amostral mais conveniente matematicamente.

Definicao 1.1.2. Seja S o espago amostral associado a um experimento. Um subconjunto

de S € denominado evento.

O conceito de evento é simplesmente um conjunto de resultados possiveis do
experimento. Desta maneira, o proprio espaco amostral S de um experimento é também
um evento possivel do mesmo experimento. De forma semelhante, o conjunto vazio ()
também ¢é um evento. Definiremos alguns eventos associados aos espacos amostrais dos
exemplos anteriores. Com relagdo ao Exemplo 1.1.1, tome o evento A; onde ocorre um
nimero par na face superior, ou seja, A; = {2,4,6}. Com respeito ao Exemplo 1.1.2
poderiamos ter o evento onde nao ocorre cara em nenhum lancamento, sendo assim,
Ay = {0}. O subconjunto A3 = {KKK,KKC,KCK,CKK} define o evento onde
ocorreram, pelo menos, duas coroas em trés langcamentos de uma moeda como no Exemplo
1.1.3.
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Tomando o Exemplo 1.1.1, suponha que o experimento seja executado duas ve-
zes. Entao poderiamos representar o conjunto dos possiveis resultados por S x S. Um
possivel resultado (s1,s2) € S x S significa que s; foi obtido na primeira realizacao do
experimento e s na segunda realizacao do experimento. Teremos o espaco amostral
S ={(1,1);(1,2);(1,3);(1,4);...;(5,6); (6,6) } associado ao experimento.

1.1.1.1 Operagoes entre eventos

Definicao 1.1.3. A unido de dois eventos A e B de um experimento ( que denotamos

por AU B) € o evento que ocorre se pelo menos um deles ocorrer.

Definigao 1.1.4. A interse¢ao de dois eventos A e B de um experimento (que denotamos

por AN B) € o evento que ocorre se ambos ocorrem.

Definicao 1.1.5. O complementar de um evento A de um experimento (que denotamos

por A°) € evento que ocorre se, e somente se, A ndao ocorre.

Definicao 1.1.6. Seja Ay, As, ..., A;, ..., uma colecao infinita enumerdvel de eventos.
o0

Denotamos por ﬂ A; o evento que ocorre se, e somente se, todos os eventos A; ocorrerem.
i=1

Definicao 1.1.7. Seja A1, As, ..., A;, ..., uma colecao infinita enumerdvel de eventos.

Denotamos por U A; o evento que ocorre se, e somente se, ao menos um dos eventos A;

=1
OCOTTET.

Veja que as Defini¢oes 1.1.3 e 1.1.4 podem ser naturalmente estendidas para uma

colecao finita de conjuntos. Em relacao ao Exemplo 1.1.1, podemos associar os eventos:

1. Evento A: O nimero da face superior é par.
2. Evento B: O nimero da face superior é primo.

3. Evento C: O nimero da face superior é maior que 5.

Sendo assim, podemos representar os seguintes eventos:

o A={246}; e AUBUC ={2,3,4,5,6};
e B={235}; e BNC = ;
o A°=1{1,3,5}; e ANB={2};

Definicao 1.1.8. Dois eventos A e B sao denominados mutuamente excludentes, se

eles nao puderem ocorrer juntos, ou seja, AN B = ().
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Observe que no Exemplo 1.1.1, os eventos B e C' acima definidos sao mutuamente

excludentes pois nao héa elementos na sua intersecao.

Até o momento, a respeito dos experimentos, associamos os conceitos de espaco
amostral como o conjunto de todos os resultados possiveis de um experimento e o conceito
de evento como um subconjunto do espaco amostral. Entretanto o interesse no estudo
de um modelo probabilistico é saber as chances de determinado evento ocorrer ou nao,
ou seja, nao temos a certeza de que um evento A ocorrera ao realizar o experimento,
diferentemente dos modelos deterministicos. Voltemos nossas atencoes a fim de encontrar

uma boa maneira de medir as chances de determinados eventos.

Defini¢ao 1.1.9. Sejan(A) o nimero de vezes em que o evento A ocorreu nasn repeti¢oes

n(A)

do experimento, entao a 1azdo fn 4 = ¢ denominada frequéncia relativa de A.

A frequéncia relativa de um evento associado a um experimento surge da ideia
de repetir sucessivamente o experimento, de modo que as repeti¢oes nao dependam dos

resultados anteriores.

Proposigao 1.1.1. Sejam A e B eventos e S o espagco amostral associado a este evento,

entao sao vdlidas as sequintes propriedades:

1. 0< fa< 1.
2. fa=1 se, e somente se, ocorrer A em repeticdo alguma.
3. fa =0 se, e somente se, nao ocorrer A em todas as repeticies.

4. Se A e B forem eventos mutuamente excludentes, entao faup = fa+ fB.

Tratando da dificuldade em associar um nimero real as chances de determinado
evento ocorrer, uma possivel maneira de tratar o problema seria repetir o experimento em
uma grande quantidade de vezes e determinar a frequéncia relativa do evento. Imagine o
experimento de jogar uma moeda e observar a face superior, nos 10 primeiros langcamentos
poderiamos ter a ocorréncia de 9 coroas, o que nos levaria a uma frequencia de coroas
de 9 em 10 arremessos. Nos préximos 10 arremessos, dificilmente repetiriamos a mesma
frenquéncia de coroas de anteriormente, entao uma certa ”instabilidade”’no experimento
seria observada. Desta maneira, nao possuimos um ntimero minimo de langamentos para
obtermos as chances de cada evento ocorrer. O que desejamos é uma boa maneira de
possuir tal nimero que reproduza as chances de cada evento, independente do observador

e das n repeticoes do evento.

Definicao 1.1.10. Seja S um espago amostral associado a um experimento. A cada
evento A associamos um nimero real P(A) denominado probabilidade de A, que sa-

tisfaca as sequintes propriedades:
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3. Se A e B forem eventos mutuamente excludentes, entao P(AU B) = P(A) + P(B).

4. Se Ay, As,...,A,,... forem, dois a dois, eventos mutuamente excludentes, entdo:
i=1 i=1

A definigao acima apenas caracteriza algumas propriedades gerais que a proba-
bilidade de um evento A devera ter. Ainda nao possuimos uma maneira de calcular
efetivamente P(A), porém alguns resultados iniciais ja podem ser estudados com a carac-

terizacao das propriedades.

Teorema 1.1.1. Se () for o conjunto vazio, entao P(()) = 0.

Demonstracao. Seja A um evento qualquer. Da teoria de conjuntos temos que A = AU ()

e os eventos A e () sao mutuamente excludentes. Logo, pela Propriedade 3 da Definicao
1.0.2 P(A) = P(AU D) = P(A) + P(). Concluindo-se que P(0) = 0. |

Teorema 1.1.2. Para todo evento A, P(A) =1 — P(A°).

Demonstracdo. Podemos escrever o espago amostral S como a uniao disjunta S = A+ A°,
como A e A° sao mutuamente excludentes, pelas Propriedades 2 e 3 da Definicao 1.0.2,
temos P(S) =1= P(A) + P(A°). Imediatamente obtemos P(A) =1 — P(A°). |

Teorema 1.1.3. Sejam A e B dois eventos do espaco amostral S, tais que A C B, tem-se:
P(A) < P(B)

Demonstracao. Como A C B, entdo B = AU(BNA®). Por A e BNA® serem mutuamente
excludentes, segue que P(B) = P(A)+ P(BN A°). Pela Propriedade 1 da Defini¢ao 1.0.2,
tem-se que 0 < P(B N A°) e daf conclii-se que P(A) < P(B). |

Teorema 1.1.4. Se A e B forem dois eventos quaisquer, entao:

P(AUB)=P(A)+P(B)—-P(ANnB)

Demonstracao. Sejam A e B eventos quaisquer, entao podemos reescrever A U B como
AU (BN A° onde A e (BN A°) sao eventos mutuamente excludentes pois BN A° C A°
e AN A = 0. B pode ser reescrito como B = (BN A)U (BN A°). Logo, tem-se
P(AUB) =P(A)+P(BNA® e P(B) = P(BNA)+ P(BNA®). Subtraindo as equagoes,
tem-se P(AU B) — P(B) = P(A) + P(AN B) e imediatamente teremos P(A U B) =
P(A)+ P(B)+ P(ANB). |
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Pode ser feita uma generalizagao do Teorema 1.1.4 para uma quantidade finita

de eventos Ay, Ay, As, ..., A, que iremos apenas enunciar.
Teorema 1.1.5. Sejam Ay, As, ..., A, eventos de um espagco amostral, temos:
P(AJUAU...UA,) =) P(A)— > PANA)+ > PANANA)+...
i=1 i<j=2 i<j<r=3

+(=1)"'P(A N AN, NA,)
(1.1.1)

Voltemos a nossa atencao para os experimentos que possuem o espaco amostral
formado apenas por um numero finito de elementos, ou seja, S pode ser representado por
S ={aj,as,...,a,}. Para encontrar uma maneira de calcular P(A) para todo evento A

de S, é necessaria a compreensao de um eventos simples.

Definicao 1.1.11. Seja S um espaco amostral com n elementos, diz-se evento simples

a todo evento A = {a;} para algum i € {1,... ,n}.

Definigao 1.1.12. Seja {a;} um evento simples do espag¢o amostral S = {ay,aq,...,a,}.

Associaremos {a;} um nimero p;, denominado probabilidade de {a;}, que satisfaz:

2. pl+p2+..'+pn:1.

Agora devemos buscar uma maneira para calcular as probabilidades dos eventos
que nao sao simples. Sendo assim, podemos supor um evento A, constituido de k resulta-
dos, onde 1 < k < n, ou seja, podemos escrever A como o conjunto A = {a;,,aj,,...,a;,}.
Onde A C S e jm # jn,Ym,n € {1,2,...k}. Consequentemente, pela Propriedade 4 da
Defini¢ao 1.1.10, podemos calcular a probabilidade P(A) como a soma de eventos simples
P(A) =pj, +pj, + ...+ pj.-

Tratando de espago amostral finito, é comum que uma hipdtese seja utilizada
para a construcao de uma modelo para calcular as probabilidades de um evento. Um
caso particular ocorre quando todos os n eventos simples de um espaco amostral S sao

verossimeis, ou seja, sao igualmente provaveis como resultado do experimento.

Definicao 1.1.13. Sendo assim, a probabilidade de um evento simples A = {a;} é P(A) =
1/n onde n é o nimero de resultados do espago amostral. De forma semelhante, para um

evento B = {by, by, ..., br} com k resultados, temos que a probabilidade de B é dada por
P(B) = k/n.
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Observacao 1.1.1. E bastante comum que o cdlculo da probabilidade de um evento A

seja feito da sequinte maneira:

numero de casos favordveis ao evento A

P(A) =
(4) numero total de resultados possiveis de S

1.1.1.2 Probabilidade Condicional

Um dos principais conceitos estudados em Teoria de Probabilidade e fundamental
para o entendimento do que sera proposto no estudo subsequente em Cadeias de Markov
sao os conceitos de Probabilidade Condicional e Independéncia de Eventos. Iniciaremos

propondo o seguinte exemplo:

Exemplo 1.1.6. Considere uma urna com 5 bolas pretas e 6 bolas vermelhas onde as
probabilidades de retirada de cada uma das bolas sejam iguais. Suponha que sejam reti-
radas duas bolas, sem reposicao da bola retirada. Qual € a probabilidade de retirar uma

bola preta na sequnda retirada, sabendo que a primeira retirada foi uma bola vermelha?

Considere P; as bolas pretas e V; as bolas vermelhas. Sendo assim, temos o espaco
amostral S = {Py, P, P3, Py, Ps, V1, V3, V3, Vy, Vs, Vi }. Pelo experimento proposto, temos
que a probabilidade de retirar inicialmente uma bola preta é %, ja que possuimos 5 bolas
pretas em 11 bolas totais. Porém, temos a informagao de que ja foi retirada uma bola
vermelha e que a mesma nao retornou para a urna. A fim de calcular a probabilidade de
retirar uma bola preta num segundo momento, as chances desse evento sao diferentes das
chances de retirada num primeiro momento. Isso ocorre pois a urna da primeira retirada é
diferente da urna da segunda. Sendo assim, a segunda retirada possui um espaco amostral
diferente do espago amostral anterior, denotando por Ss o espaco amostral da segunda
retirada, entdo Sy = {Py, Pa, P3, Py, Ps, V1, Vo, V3, Vi, Vs, 1. Ou seja, a probabilidade de
retirar uma bola preta passa a ser % pois permanecemos com 5 bolas pretas mas reduzimos
a 10 bolas totais. Esse exemplo trata do conceito de Probabilidade Condicional ja que
gostariamos de calcular a probabilidade de um evento (retirar uma bola preta na segunda
retirada da urna) sabendo o resultado de um evento anterior. Isso causou uma reducao

do espago amostral. Com um formalismo maior, podemos definir da seguinte maneira:

Definicao 1.1.14. Sejam A e B dois eventos de um espac¢o amostral e supondo que
P(A) >0, a probabilidade condicional de B dado A € definida por:

P(AN B)

P(BIA) = =5

Exemplo 1.1.7. Considere o experimento de lancar um dado duas vezes e observar o
numero presente na face superior em cada um dos langamentos. Considere entao os

eventos A e B onde A € o evento onde "nos dois lancamentos, os nimeros observados sao
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menores do que 3”e B o evento onde "a soma dos niumeros obtidos nos dois lan¢amentos
¢ igual a 47. Queremos saber qual a probabilidade do evento B acontecer, dado que o

evento A ocorreu.

Podemos associar ao experimento o seguinte espago amostral S = {(p,q) : p,q €
N,1<p<6,1<¢q<6},o0evento A={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)}, bem como o evento

B = {(1,3),(2,2),(3,1)}. Segue entao, que a probabilidade de B ocorrer dado que A

1
4

obrigatoriamente A deve ocorrer. Podemos perceber que o espaco amostral S reduziu-se

ocorreu é ; pois o caso (2,2) é o unico caso de B que faz parte do evento A ja que

para os casos possiveis do evento A.

Utilizando a Defini¢ao 1.1.14, podemos perceber que AN B = {(2,2)}, portanto

P(ANB) = %, pois S possui 36 resultados possiveis. Tem-se também que P(A) = % e
portanto:
+ 1
P(BIA) = % = {
% 4

Da Definicao 1.1.14, podemos estabelecer imediatamente a férmula:

P(ANB)=P(A) - P(B|A)
e uma generalizagao dessa expressao sera enunciada no lema seguinte.
Lema 1.1.2. Sejam Ai, As, ..., A, eventos do espaco amostral S, onde estd definida

a probabilidade P, tem-se:

P(A/NA;N...NA,) = P(A)) - P(A3]Ay) - P(A5|As N A .- P(Au|A N Ay ... Any)

1.1.1.3 Eventos independentes e férmula das probabilidades totais

Definicao 1.1.15. Dizemos que os eventos Bi, Ba, ..., By representam uma particao

do espag¢o amostral S quando:

1. BN Bj =0 para todo i # j.
2. UF B, =8S.

3. P(B;) > 0 para todo i.

Isso nos diz que, dado um experimento, apenas um dos eventos B; ocorre.

Exemplo 1.1.8. No langcamento de um dado de 6 faces, By = {1,2}, By = {3,4,5}
e By = {6} formam wuma particio de S = {1,2,3,4,5,6}, enquanto C; = {1,2,3} e
Cy =1{2,4,5,6} nao representam pois 2 € Cy e 2 € Cs.
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Através da utilizacao de particoes, poderemos compreender o conceito de pro-
babilidades totais e a férmula que enunciaremos adiante. Uma maneira interessante de
decompor um evento A como uniao disjunta de eventos mutuamente excludentes é na

forma:

A=(ANB)U(ANBy)U...U(AN By)

Como visto anteriormente, pela Propriedade 4 da Defini¢ao 1.1.10, podemos ainda escre-

ver a probabilidade de P(A) da seguinte forma:

P(A)=P(ANB;)+PANDBy)+...+ P(AN By)

Onde By, Bs, . .., By, é uma partigao do espaco amostral. Ademais, segue que P(ANB;) =
P(A|B;)- P(B;). Aplicando essa propriedade, podemos reescrever P(A) na Férmula das

Probabilidades Totais, como:
P(A) = P(A[B)) - P(By) + P(A[B) - P(Bs) + ...+ P(A|By) - P(By)

Definicao 1.1.16. Sejam A e B eventos, dizemos que A e B sio eventos indepen-
dentes se, e somente se, P(AN B) = P(A) - P(B).

A definicao de eventos independente nos fornece os casos onde, dado que um de-
terminado evento aconteceu, essa informagao nos acrescenta em nada para que o segundo

evento ocorra. [lustraremos melhor a definicao através do seguinte exemplo proposto:

Exemplo 1.1.9. Suponhamos que um dado seja lancado duas vezes. Definamos os even-
tos A e B como:

A = {o primeiro dado mostra um niumero par} e B = {o sequndo dado mostra 5 ou
6} Sendo assim, temos que: (AN B) = {(2,5);(2,6);(4,5); (4,6);(6,5);(6,6)} e como
temos 36 casos no total, entio P(AN B) = & = §. Além disso, P(A) = 5 pois em
metade dos casos o primeiro dado serd par e na outra metade serd impar, e P(B) =1/3
pois temos apenas 2 possibilidades em 6 para o lancamento do sequndo dado. Logo,
P(A)- P(B) = P(AN B). Ou seja, os eventos A e B sdo eventos independentes. Intui-
tivamente podemos perceber que o resultado no primeiro dado nao interfere no resultado
do sequndo lancamento, e dessa maneira fica configurado a ideia de independéncia de

eventos.
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1.2 Conceitos Basicos em Algebra Linear

Esta subsecao aborda os conceitos preliminares necessarios para um melhor en-
tendimento de resultados apresentados em capitulos seguintes. Foram selecionados alguns
conceitos mais importante e também partimos ja de uma base que o leitor deve ter para
acompanhar o trabalho. Estamos tomando como ja conhecido os conceitos de determi-
nantes e suas propriedades, espaco vetorial, sistemas lineares e outros conceitos vistos
em um curso basico de Algebra Linear. Sendo assim, apresentaremos as definigdes de
autovalores e autovetores, independéncia linear e algumas proposi¢oes necesséarias. Para
um estudo maior, o leitor poderd encontrar mais informagoes em LIMA (2009), POOLE
(2006) e STRANG (2006).

1.2.1 Autovalores e Autovetores

Definicao 1.2.1. Seja A uma matriz real de ordem n. Dizemos que A\ € C é autovalor
de A se existir um vetor x nao nulo tal que Ax = Ax. Ademais, nesse caso, dizemos que

x é um autovetor de A associado ao autovalor ).

Observacao 1.2.1. Encontrar os autovalores de uma matriz A € determinar as solucoes
da equagao det(A — N) = 0. Assim, para que A € C seja um autovalor da matriz
A, € necessdario e suficiente que (A — \I) seja uma matriz singular. Chama-se ainda
pa(A) = det(A — NI) o polinémio caracteristico de A, e dessa forma os autovalores serdo

as raizes do polinomio caracteristico.

Para uma compreensao melhor da definicao anterior, vamos tomar um exemplo

para um matriz de grau 2 e determinar os seus autovalores e autovetores.

Exemplo 1.2.1. Determinar o polinomio caracteristico, os autovalores e autovetores

(0 0)

O polinomio caracteristico de A é dado por:

associados a matriz A, onde:

paN) =det(A—A) =X\ —X—2=(A+1)-(A—2).

Portanto, pela observacao acima, temos que A\; = —1 e Ay = 2 sao os autovalo-
res da matriz A. Queremos agora determinar os autovetores associados aos autovalores
encontrados. Sendo assim, determinaremos as solugoes nao nulas para Az = (—1)x e

Az = (2)z. Para A\, = —1, e escrevendo 7 = (a  b) o autovetor associado, tem-se:

(22)(2)-()
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Sendo assim, o sistema linear possui infinitas solugoes, e todo vetor satisfazendo
a =10, b# 0, serd autovetor de A, ou seja, sem perda de generalidade, podemos tomar o
autovetor 7 = (1 1) como autovetor associado ao autovalor \; = —1. Analogamente,

podemos tomar o autovetor 7 = (5 2) associado ao autovalor Ay = 2.

Em geral, determinar os autovalores de uma matriz nao é algo simples, como
por exemplo, para matrizes de ordem superiores a 4 nao temos férmulas fechadas para
determinar as raizes do polinomio caracteristico associado. Para isto, sao interessantes
algumas relagoes entre a matriz A e seus autovalores, como veremos a seguir: Para os
resultados dos capitulos seguintes, ¢ importante encontrar uma relagao entre os autova-
lores de uma matriz A e os autovalores das poténcias de A. Sendo assim, apresentamos a

seguinte proposicao:

Proposigao 1.2.1. Seja A uma matriz com autovalor A associado ao autovetor x. Entao,

para qualquer n € N,n > 1, A" serd autovalor de A" e x serd um autovetor associado.

Demonstracao. Queremos demonstrar que vale a igualdade A".x = \".x. Para isto, fare-
mos uma demonstracao por inducao em n. Sendo assim, para n = 1, temos por hipdtese
que A é autovalor de A e z seu autovetor, entao A.x = A.xz. Agora, tome como hipotese
de inducdo que seja vélido para n = k inteiro positivo, ou seja, A¥.z = \¥ z.

Devemos provar que o resultado segue também para n = k£ + 1. Temos entao:
AR = A(AF) .2
Substituindo a hipétese de inducao, A*.z = A\*.z, tem-se:
ARl g = A(AFz) = A (Wz) = M (Ax)
E como A.x = \.z, segue finalmente que:
AR = N\ z) = ML g
Portanto, \" é autovalor de A" e x é autovetor associado a este autovalor. |

Um outro resultado importante é a independéncia linear entre dois autoveto-
res associados a autovalores distintos. Para apresentar este resultado, definiremos inde-

pendéncia linear e demonstraremos uma proposi¢ao a seguir:

Definicao 1.2.2. Sejam vy, v, -+ ,v, vetores no espaco vetorial real V e ay,as, -+ ,a,
numeros reais. Considere a equac¢ao vetorial aivy + asva + - - -+ a,v, = 0. Dizemos que os
vetores vy, Vo, - -+ , U, Sao linearmente independentes se a unica solucao da equacao
fora; = ay = -+ = a, = 0. Caso contrdrio, dizemos que os vetores vy,vVg, -+ ,V, SAO

linearmente dependentes.
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Observacao 1.2.2. Em um conjunto de vetores linearmente dependentes, pelo menos um
deles pode ser escrito como combinacao linear dos demais. De fato, se vy, v, -+ , v, sao li-
nearmente dependentes, existem, por defini¢do numeros reais nao todos nulos ay, as, -+ , ay,
tais que a vy + asve + -+ - + ayv, = 0. Sem perda de generalidade, suponha que a; # 0.

g _ _ a as a
Entao a1v; = —aguy — azvs - - - — a,vy,, € portanto v, = V2T U3 = ﬁvn

Uma outra caracteristica dos autovetores de uma matriz A é que eles formam um
subespaco vetorial ao adicionarmos o vetor nulo ao conjunto dos autovetores, ja que por
definicao o vetor nulo nao é autovetor. Além disso, os autovetores sao de fato linearmente

independentes, como podemos compreender na proposicao a seguir.

Proposicao 1.2.2. Seja A,x, uma matriz com Ay, Ag, ..., N\, autovalores distintos de A
com os respectivos autovetores vy, vy, ..., v,. Entdo vi,vs,...,v, sao linearmente indepen-

dentes.

Demonstracao. Vamos fazer uma demonstracao por absurdo. Suponha que vy, vs, ..., v,
sao linearmente dependentes. Sendo assim, existe um vetor vy,; que pode ser escrito
como combinacao linear autovetores anteriores, ou seja, Vg1 = €1.V1 + Co.Vg + -+ - + Cp. V.

Assumimos também que vy, vo, ..., v sao linearmente independentes.

Da equacao Avgy1 = A1V, temos:

Akﬂka = A.(Cl.Ul +Co Vg + -+ Ck.Uk)
= Cl.A.Ul + CQ.A.UQ + -+ Cn.A.Uk
= Cl-/\l-vl + CQ.)\Q.UQ + 4 Ck‘)\k-vk (]_2]_)

A dltima igualdade decorre diretamente da hipétese de A; ser autovetor associado a v;

para todo ¢ € {1, ..., k}. Multiplicando vy = ¢1.v1 + .09 + + - - ¢V POT Agi1, temos:
A1 Ukg1 = C1.Aps1.01 + C2. N\py1.02 + « + + o Apg1. Uk (1.2.2)
Subtraindo as equagoes (1.2.1) e (1.2.2), teremos:
0=c1.(AM — Agy1) Fc2.( Ao — Aggr) + - + . ( Mg — A1)
Da independeéncia linear de vy, vs, ..., v, conclui-se:
0=rc1.(A1 — Meg1) 01 = Ca.( Mg — A1) 01 = -+ = (A — A1) -0k

Como, por hipotese, os autovalores sao distintos e os autovetores sao nao nulos, entao

para todo ¢ € {1, ..., k} deveremos ter (\; — Apy1)v; # 0 e portanto ¢; = 0. Logo:
Vi1 = C1.01 + Co.Vg + - CpVE = O.U1 + 0.U2 + -+ O.Uk =0

Mas isso contradiz o fato de vy, ser autovetor. Portanto, segue que vy, vy, ..., v, sao

linearmente independentes. |
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Proposicao 1.2.3. Seja Ay, wma matriz. Entio, A e AT possuem os mesmos autova-

lores

Demonstracio. Note que (A — M)T = AT — (A\)T = AT — XI, pois A\ é uma matriz
diagonal. Pelo fato, det(A) = det(A"), conclui-se que det(A — \I) = det(AT — \I). Logo,
A e AT possuem o mesmo polindmio caracteristico, e desta forma possuem os mesmos

autovalores. ]

Proposicao 1.2.4. Seja A,., uma matriz com i, g, ..., N\, autovalores associados a
V1, Vg, . . ., Uy TESpECtivamente. Entao a matriz A, = (A — al), com a € R, possui os

autovalores (Ay — a), (A2 — @), ..., (A, — ).

Demonstragao. Veja inicialmente que A — A = A, +al — A = A, + (o — A)I. Portanto,
temos que det(A — X) = det(A, + (o — A)I). Escrevendo o polinémio caracterfstico
de A, temos: pa(z) = (A — A)(A— Ag) - ... - (A — A,) pois, por hipdtese, Aj, Aa, ..., Ay
sdo os autovalores de A, e portanto as raizes do seu polinomio caracteristico. Assim,
tomando A = \; para todo i € {1,--- ,n}, segue que det(A — \;I) = 0. Portanto,
det(Aq+ (a—X;)I) = 0. Sendo assim, —(a — ;) s@o as raizes do polindmio caracteristico
de A,, dado por pa,(\) = det(A, — AI). Segue que (\; — ) é autovalor de A, para todo
ie{l,---,n} |

Esses sao alguns resultados que consideramos importantes para a discussao dos
proximos capitulos. Na sequéncia, trataremos diretamente das Cadeias de Markov, com
defini¢ao, exemplos, classificagoes, entre outros. Em seguida, vamos discutir a ideia de me-
dida estacionaria de uma cadeia, e como esta pode ser estimada pelo calculo das poténcias

da matriz de transicao respectiva.
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2 Cadeias de Markov

2.1 Nocoes basicas e definicoes

Um processo estocastico de parametro discreto pode ser visto como uma des-
cricao das relagoes entre as varidveis aleatérias Xo, X1, Xo,....Aqui veremos as Cadeias
de Markov como um tipo especial de processos estocasticos. Estudaremos apenas as ca-
deias de Markov onde os eventos acontecem em pontos discretos de um espaco de estados
Q) finito ou infinito enuméravel, e X; representa o estado de um evento que ocorre no
instante ¢, geralmente atribuida a ideia de tempo. O aspecto interessante das cadeias de
Markov é o fato de esturdamos fenomenos onde o estado atual da cadeia pode ser des-
crito conhecendo-se apenas o estado imediatamente anterior, independentemente de todo

o historico anterior da colecao de variaveis.

Definicao 2.1.1. Seja 2 um espago de estados. Uma cadetia de Markov em () é uma
cole¢io { X, : t € T} de varidveis aletorias com valores em S, tal que, se P(Xy = xo, X1 =

x1, ..., Xy =x¢) #0 € vdlida a propriedade:
]P)[Xt—s—l = y|X0 = [Eo,Xl = T1,... ,Xt = I] :]P)[XH_1 = let = l’],
VYt € T e para todos xq, x1,Ta, ..., T € S

Podemos entender a propriedade acima como se a determinagao de um estado
dependesse unicamente do estado imediatamente anterior a esse, e todo o passado pudesse
ser descartado. Como uma espécie de ”perda de memoria”, essa propriedade é conhecida

como propriedade Markoviana.

Observacao 2.1.1. Neste trabalho, estudaremos as cadeias de Markov em tempo discreto
e firaremos entao T' = N, a menos que se diga o contrario. Também estudaremos apenas
cadeias de Markov com espago de estados finito e podemos considerar, sem perda de

generalidade que 0 C N

Durante o estudo de cadeias de Markov, dependendo do espaco de estados, te-
remos que recorrer ao calculo de diversas probabilidades condicionais. Em virtude disso,
se faz necessaria uma boa maneira de organizar os calculos e, para isto, introduziremos
algumas notacoes de teoria das matrizes. Primeiramente estudaremos alguns exemplos

que possibilitem uma interpretacao mais simples das cadeias de Markov.

Exemplo 2.1.1. Suponha que determinada cidade conta com trés estacoes de aluguel tem-

pordrio de bicicletas (Estagao Norte, Estagio Centro e Estagdo Sul) e desejamos estudar
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o comportamento das bicicletas ao longo dos dias conforme forem alugadas. Suponha que

se determine os sequintes dados:

e Das bicicletas retiradas na Estagao Norte, 50% retornam ao local no fim do dia,

25% finalizam o dia na Estagao Centro e o restante na Estagdo Sul.

e Das bicicletas retiradas na Estacao Centro, 50% terminam o dia na Estacao Norte

e o restante na Estacao Sul.

e Das bicicletas retiradas na Estacao Sul, 25% terminam o dia na Esta¢ao Norte,

25% na Estacao Centro e o restante retorna a Estacao Sul.

Note que o processo acima pode ser descrito por uma cadeia de Markov, de
estado 2 = {1,2,3}, onde 1 representa a Estagdo Norte, 2 a Estagdo Centro e 3 a Estagao
Sul. Note que independentemente do trajeto que a bicicleta fez nos dias anteriores com
outros clientes, isso nao interfere no trajeto que um novo cliente ira fazer. Podemos entao
determinar a probabilidade da bicicleta estar num estado ao final do dia sabendo apenas

o estado em que a bicicleta iniciou o dia.

Definicao 2.1.2. Sejam i,j5 € Q et € N, chama-se probabilidade de transicao da
cadeia do estado i para o estado j, p;; = P[ X1 = j| Xy = 14]. Isto é, a probabilidade de

estar no estado j sabendo que imediatamente antes estava-se no estado i da cadeia.

Definicao 2.1.3. Sejam p; ;,Vi,j € 1, as probabilidades de transicao da cadeia de Mar-

kov, chama-se matriz de transi¢cdo da cadeia de Markov a matriz P = [p;;]; jeq-

Com isso, podemos identificar as seguintes probabilidades de transicao da cadeia

no Exemplo e ainda sistematizar tais dados de forma matricial, onde teremos:

P11 = P21 = P23 =p33z =0,9
P12 =DP1,3 = P31 = P32 = 0,25
P22 =10
E matriz de transicao P:
0,5 0,25 0,25
P = 0,5 0 0,5
0,25 0,25 0,5

Podemos ainda representar em forma de grafo, onde os estados sao os vértices e

existe um arco entre os vértices i e j se, e s6 se p;; > 0
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Notemos que cada elemento p;; representa a probabilidade de estar no estado j,
sabendo que imediatamente antes, estava no estado ¢. Sendo assim, para todo ¢ € €2, temos
que Z pi; = 1. Em outras palavras, a soma de todos os elementos de uma mesma linha

JEQ
sempre vale um. Uma matriz com essa propriedade é denominada matriz estocastica.
Definigao 2.1.4. Seja P = [pi;]i jea wma matriz quadrada. Diz-se que P é uma matriz

estocdstica se ambas as propriedades sao validas:

E necessario expandir as transi¢coes na Cadeia de Markov para varios passos, isto
é, determinar as probabilidades de transicoes entre estados apds um periodo £ de tempo.
Ou seja, queremos determinar a probabilidade transicao do estado ¢ no tempo t para
o estado j no tempo (¢ + k) ou, melhor dizendo, a probabilidade de transigdo entre os

estados apés k passos.

Definigao 2.1.5. Sejam 1,5 € 2 e k € N, denotaremos por pg-f) a probabilidade de
transicao do estado 1 para o estado j apos k passos na cadeia de Markov, onde pgf) é

dada por:

pz(f) = P[Xyyr = j| X, = 1]

Observacao 2.1.2. Para um caso particular com k = 2, podemos perceber que a mudang¢a
do estado i para o estado j em dois passos deve ocorrer de forma que no primeiro passo
se transite do estado i para um estado n e imediatamente depois se transite do estado n

para o estado j. Logo, como n é um estado qualquer de €2, entao temos o caso particular

pg) = pr : pvj

veEQN

onde:
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E através de uma inducao podemos encontrar a forma para n passos na cadeia onde

P =" pi !
vEQ

Ainda no Exemplo[2.1.1] podemos verificar a probabilidade de uma bicicleta estar
no estado k daqui a dois dias, sabendo que hoje ela se encontra no estado i. Tome por
exemplo a pergunta: Qual a probabilidade de uma bicicleta estar na Estagao Centro (2)
daqui a 2 dias, sabendo que hoje ela se encontra na Estacao Norte (1)?7 O evento da

bicicleta estar na Estagdo Centro (2) daqui a 2 dias é a uniao disjunta dos eventos:

e Permanecer no Norte (1) e depois ir para o Centro (2);
e Ir para o Centro (2) e depois permanecer no Centro (2);

e Ir para o Sul (3) e depois ir para o Centro (2);

Em termos de probabilidade, permanecer no Centro (2) e depois ir para o Norte
(1) é a probabilidade condicional da bicicleta ir para o Centro (2) dado que ela estd no
Centro (2) multiplicada pela probabilidade condicional de ir para o Norte (1) dado que

ela estd no Centro (2). Com raciocinio similar para os outros eventos, teremos que:

pﬁ? = P11 P12 + P12 - P22 + P13 - P32-

Note que o lado direito da equacgao é o produto escalar do vetor primeira linha de P pelo

vetor segunda coluna de P.

Exemplo 2.1.2. Dada uma playlist de maisica com maisicas apenas nos estilos pop e
rock, suponha que o modo de reproducao automdtico baseie-se apenas na musica atual
para determinar a prorima mausica que ird reproduzir. Assim, se uma maisica pop €
reproduzida, a chance da prorima mausica ser pop € dada por p, e se foi reproduzida uma

masica de rock, a probabilidade de voltar a reproduzir uma musica de rock € dada por q.

E possivel descrever o processo anterior via cadeias de Markov, com espaco de
estados Q = {1,2}, em que 1 indica pop e 2 indica rock, supondo que toda musica sé
possa ser classificada em apenas um dos estilos. Podemos considerar as probabilidades de

transicoes da seguinte maneira:

(

P11 =D
p2=1-—p
pa1=1—gq
\p22:q

Reescrevendo da sua forma matricial, teremos que a matriz de transicao da cadeia

¢ dada por:
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]__
P p D
I—q ¢

Definigao 2.1.6. Chama-se vetor probabilidade, qualquer vetor v = (vq, Vg, ..., 1), k €
N,tal que 0 < wv; <1, para todo i € {1,2,....k} e vy + vy + ... + v = 1.

Observacgao 2.1.3. Sendo assim, podemos tomar um vetor probabilidade para representar
a distribuicao inicial da cadeia de Markov. Ou seja, podemos caracterizar uma cadeia
de Markov por um espago de estados €, uma distribuicao inicial vy e uma matriz de

transicao de transicao P.

Sob as condigoes do Exemplo 2.1.2, considere a informacao que a primeira musica
reproduzida foi pop. Desejamos obter as probabilidades da n-ésima musica reproduzida
ser pop ou rock. Tomaremos o vetor v, = (v,(1),v,(2)) que representa as probabilidades
de ser pop ou rock apés n trocas de miusicas e o vetor vy = (1 0), que representa a
reproducao inicial ser pop.

v, (1) =PIX, = 1| X, = 1]
v, (2) = PIX, = 2|X, = 1]

Entao, pela Definigao [2.1.5] temos:

Unt1(1) = P[Xyq = 1| X = 1]
(X1 =1, Xe =1Xo =1 +P[Xi1 =1, Xy = 2| Xy = 1]
(X1 =11 Xy =1, X0 =1] - P[X; = 1| Xy = 1]+

PXi1 =11X, =2, Xy = 1] - P[X; = 2| Xy = 1]
= P11 Un(1) + par - vn(2)
=p-on(1)+ (1 —q) - va(2)

P
P

De forma andloga, podemos determinar v,,1(2) = (1 — p) - v,(1) + q - v,(2).
Perceba agora que o produto do vetor v, pela matriz de transicao P resultaria no vetor

vp+1 encontrado, o que nos leva a préxima observagao bastante ttil.

Observagao 2.1.4. Seja { X, }icq uma cadeia de Markov com espago de estados §2, matriz
transicao P e o vetor v, a distribuicao de Xy: vy(x) = P{X; = x} Vo € Q. Sendo assim,

podemos determinar a distribuicao da cadeia no tempo t + 1 como:
Vg1 =g P

E ainda:
vy =g - Pt

Isso nos mostra que a probabilidade de transicao do estado i para o estado j em t passos

€ a ij-ésima entrada da matriz de transicao P'.
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Com o auxilio do software MATLAB 2011R, calculamos algumas poténcias da
matriz de transicao P do Exemplg2.1.1}

0.4375 0.25 0.3125 0.4218 0.2656 0.3125
A = 0375 0375 025 |A*=| 04375 0.2187 0.3437
0.4375 0.1875 0.375 0.4062 0.2968 0.2968
0.4209 0.2636 0.3154 0.4210 0.2631 0.3157
A’ = | 04238 0.2558 0.3203 | A° = | 0.4210 0.2631 0.3157
0.4189 0.2685 0.3125 0.4210 0.2631 0.3157

Como essas matrizes A nos fornecem as probabilidades apés k passos, analisando
na ordem crescente de k podemos notar que a matriz " converge” para uma igualdade entre
as linhas. Os vetores linhas na matriz A®, por exemplo, possuem diferenca nas entradas
apenas na segunda casa decimal. A matriz A°° possui linhas iguais se tormarmos apenas
4 casas decimais. Isso nos indica que as poténcias de A tendem a gerar uma matriz com
todas as suas linhas iguais. Ja que p1; = pa1 = p31, isso indica que a probabilidade de estar
no estado (1) apds alguns passos independe do estado inicial da cadeia, e isso ocorre ainda
para todos os outros estados da cadeia. Adiante estudaremos a distribuicao estacionaria
de uma Cadeia de Markov e veremos sob quais condicoes a distribuigcao estacionaria existe

e é Unica.

Exemplo 2.1.3. Considere um circulo com n pontos igualmente espacados conforme fi-

qura a Sequir:

Denominaremos o exemplo anterior de Passeio Aleatério Simples no n-Ciclo se as

probabilidade de transicao entre os pontos do ciclo forem:
1
pxyzé,sexzyjzlmodn

0, caso contrario
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Dessa forma, teremos a matriz de transicao P, , dada por:

1 1
0 = O 0 =
121 2
- 0 = 0 0
2 2
P=1 : C :
0 O 101
SN
2 2

2.2 Classificacoes de uma Cadeia de Markov

O objetivo desta secao é classificar as cadeias de Markov sob algumas carac-
teristicas necessarias para estudos posteriores. Classificaremos as cadeias quanto a sua

periodicidade, bem como o fato de uma cadeia ser redutivel ou irredutivel.

Definicao 2.2.1. Uma Cadeia de Markov ¢ irredutivel se dados quaisquer i,j € €,

existe r € N tal que pg)

com uma quantidade r de passos. Caso contrdrio, dizemos que a Cadeta de Markov €

> 0, ou seja, € sempre possivel transitar entre dois estados

redutivel.

Definicao 2.2.2. Dada uma cadeia de Markov de espago de estado €) finito, definimos

per(x) ou periodo do estado x € Q, como:

per(x) = m.d.c(T,), onde T, = {t > 1;p:(vt:2 > 0}

Observacao 2.2.1. A definicdo acima nos mostra que o periodo de um estado € o mdxrimo
divisor comum de todos os r's onde r é a quantidade de passos utilizados para retornar

ao estado z.

Definigao 2.2.3. Se para todo © € ), per(z)=1, entio a cadeia de Markov é dita

aperiddica. Caso contrario, a cadeia é dita periodica.

Observagao 2.2.2. Se uma cadeia de Markov € irredutivel, entio m.d.c(T,)=m.d.c(T,),

para todos x,y € ).

Para uma melhor compreensao da Definicao 2.2.3, estudaremos o Exemplo 2.1.3
do Passeio Aleatoria Simples no n-Ciclo. Tal cadeia é irredutivel ja que qualquer estado
pode ser alcancado em uma quantidade finita de passos a partir de um outro estado.
Analisando apenas o periodo de um dos estados da cadeia, podemos verificar se tal cadeia
¢é periddica ou aperiddica. Para isso, tome um estado k£ qualquer da cadeia. Uma das
formas de retornar ao estado k£ é caminhar uma quantidade p de passos num sentido e
depois retornar até o estado k no outro sentido, dando portanto 2p passos na cadeia. Um

outra maneira de retornar ao estado k é andar apenas em um sentido da cadeia até que
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o ciclo seja completo (por exemplo, o caminho 1 -2 — 3 — -+ — n — 1). Neste caso,
sao necessarios, no minimo, n passos para o retorno. Claramente, 2 € T e n € T. Sendo

assim:

1. Se n for par, entdo m.d.c(2,n) = 2 o que segue que o per(k) = 2 e a cadeia é
periddica.
2. Se n for impar, entdo m.d.c(2,n) = 1 o que segue que per(k) = 1 e a cadeia é

aperiddica pela Defini¢ao 2.2.3.

Definicao 2.2.4. Uma cadeia de Markov é dita regular se existe um ty € N, tal que

para todo t > t, pz(;) > 0, para todo i, € ).

2.3 Medida Estacionaria

O estudo da medida estacionéaria é fundamental para a realizacao de previsoes
a longo prazo sobre o processo markoviano em questao. Nesta segao, apresentaremos
a definicao, alguns exemplos, e discutiremos as condigoes necessérias para a existéncia e
unicidade da medida estacionaria. Ademais, veremos como calcular a medida estacionaria

de uma Cadeia de Markov por meio das poténcias de sua matriz de transicao.

Definigao 2.3.1. Seja {X; : t > 0} uma Cadeia de Markov com matriz de transi¢ao P.

Um vetor de probabilidade 7™ é uma medida estaciondria da Cadeia de Markov se:
m-P=m

Exemplo 2.3.1. Seja {X; :t > 0} uma Cadeia de Markov com matriz de transi¢io P e
espaco de estados 2 = 1,2 onde P € dado por:

0.7 0.3
pP—
< 0.2 0.8 )

A cadeia € claramente aperiodica e irredutivel pois P possui todas as entradas
pi; > 0. Queremos identificar uma medida estaciondria m tal que m - P = 7w. Logo,

m-P=m-1 o0 queimplica em w-(P —1)=0 e escrevendo m = (m mg), temos:

07-1) 03 B
(m ) ( 02 (08-1) ) =00

Temos entao um sistema homogéneo que pode ser escrito como:

o <—0,3)+7T2' (072) =0
m - (0.3) + m - (—0,2) =0
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Agora note que o sistema possui infinitas solucoes. Porém, como o vetor m deve
ser um vetor de probabilidade, ou seja, a soma de suas entradas resulta em 1, devemos

ter my + m = 1. Portanto, temos o sistema linear:

7T1'(—0,3)+7T2'(0,2):0

7Tl+7T2:1

Como my = 0,4 emy = 0,6 € uma solucdo para o sistema, entdo o vetor probabi-

lidade m = (0,4 0,6) é uma medida estaciondria para a cadeia.

Observacao 2.3.1. A denominacgao de medida estaciondria seque diretamente do fato
de que quando uma Cadeia de Markov atinge uma medida estaciondria, ela permanecerd
nessa medida na continuidade do tempo. Ou seja, se w € medida estaciondria e existe um
t € N tal que vy = 7, entao Vk > t temos vy = w. Isso decorre de vy, =vi-P ev,-P=m

se w for medida estaciondria.

Veja também que em uma Cadeia de Markov, pode existir mais de uma medida

estacionaria, como no exemplo a seguir:

Exemplo 2.3.2. Seja {X; :t > 0} uma Cadeia de Markov com matriz de transi¢io P e
estados 2 = {1,2,3}.

0.2
0.6 0.2
1 1
0.2 0.6 0.2
P = 0 1 0
0 O 1

Podemos representar a Cadeia pelo seguinte grafo:

Note que o vetores de probabilidade z = (0 1 0) e w = (0 0 1) sdo medidas

estaciondarias, pois:
0.2 0.6 0.2 0.2 0.6 0.2

010-{ 0o 1 0o |=010e0@0n-] 0 1 0 |=001
0 0 1 0 0
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Além disso, qualquer combinagao linear convexa (ou seja, combinagao linear de
coeficientes reais, nao-negativos e soma dos coeficientes iguais a 1) entre duas medidas
estacionarias é também uma medida estacionaria. Note também que tal Cadeia de Mar-
kov é redutivel, pois nao existe um caminho entre os estados 2 e 3. Sendo assim, uma
primeira caracteristica para a unicidade da medida estacionéria estara no fato da Cadeia

ser irredutivel.

Na proxima secao, discutiremos os teoremas principais que garantem, em certas

condigoes, a existéncia e unicidade da medida estacionaria em uma Cadeia de Markov.

2.3.1 Existéncia e Unicidade da Medida Estacionaria

Teorema 2.3.1. Seja {X; : t > 0} uma Cadeia de Markov com espaco de estados €2

finito. Entao existe uma medida estaciondria para esta cadeia

Demonstragdo. Seja jio uma distribuicdo de probabilidade em €. Temos que ju, = po - P*.

Considere a sequéncia de vetores (z,)nen, tal que

n—1
fo + pn 1
Zn: = —
, w2t

Observe que para todo n € N, temos que 0 < p, < 1 e portanto a sequéncia (2,)nen €

limitada em todas as suas coordenadas. Por um resultado de Andlise, (2,)nen tem uma

subsequéncia convergente, digamos (z,, Jkeny (LIMA, 2009). Defina 7 = klim Zn,,- Vamos
—00

mostrar que 7 é, de fato, uma medida de probabilidade.

Como (z,), > 0 para todo n € N e z € Q, segue diretamente que (), > 0 para

todo x € 2. Além disso, temos que:

2 ™ =) Jim (o), =

€ ye
1 ni—1
= lim = — (he)y =
k—o0 nk
ye t=0
1 nkfl
= lim E — )y =
k—o00 T (M )y
yeN t=0
np—1
i 1
= lim — (he)y
k—o0 nk
t=0 ye
= lim — 1
k—oo My
t=0
i 1
= lim — - ny
k—o0 Nk
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Vale ressaltar que a terceira igualdade ocorre por uma propriedade de limite.
Ademais, na quarta igualdade trocamos a ordem dos somatdrios, pois as somas sao finitas.
Portanto, segue que 7w é um vetor de probabilidade. Agora, vamos mostrar que 7 é uma

medida estacionaria da Cadeia de Markov, ou seja, m = 7 - P. Fixando x € (), temos:

(W'P)wzzﬁy'wa:

yeN
1 nge—1
_ 3 - . t . —=
=2 Jim o D (o Py Pra
yeN t=0
1 TLk—l
=Jim DY (o Py P =
kyea =0
1 ng—1
S LS (S p) -
o k t=0 yeQ
1 nk—l
k—oo M —o
1 TLk—l
_ 1 - . Pt+1 . =
Jim o 2o P
1 nk—l
= ]_ —_— . Pt T —
Ji oo 2 (o P
1 r nkfl
:klim — ( (MO ’ Pt)m) + (MO)I - (Mnk)m) - (:uo)m + (:unk)ﬂ?] =
—0o0 M L\ =1
1 [ np—1
:klim — < (NO P )x) - (MO)x + (Mnk)w] =
—0o0 M | =0
1
= lim — (o - Py = ms
k—oo T —0

A terceira e quarta igualdade decorre de propriedades de limites e de somatorios,
enquanto a sétima igualdade é uma mudanca no inicio do somatério mas compensado
com a poténcia de P e a pentltima igualdade ocorre do fato que i(—(uo)x + (ftn),)) = 0
quando k — oco. Como z foi tomado de forma arbitraria, entég o resultado vale para
todas as entradas de 7, portanto m = 7 - P. Logo, m é medida estacionaria da Cadeia de

Markov correspondente. ]

Para mostrar a unicidade da medida estacionaria para cadeias irredutiveis e

aperiodicas, vamos apresentar algumas defini¢oes e resultados preliminares.

Definigao 2.3.2. Seja A € R™*", definimos:
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1. A é uma matriz ndo-negativa se a;; > 0 para todo i,j (denotamos por A > 0);

2. A € uma matriz positiva se a;; > 0 para todo i,j e a;; > 0 para pelo menos um par

de indices i,j (denotamos por A 2 0);

3. A € uma matriz estritamente positiva se a;; > 0 para todo i,j (denotamos por
A>0).

Proposicao 2.3.1. Seja P a matriz de transicao de uma cadeia de Markov irredutivel e
aperiddica. Entdo, existe k € N, k > 1 tal que P* > 0.

Demonstragao. Considere z € € e defina T, = {t > l,p(t)m > 0}, que representa o

Z,

conjunto dos tempos de retorno para o estado x. Como a Cadeia de Markov é aperiddica,

entdo mdc(T,) = 1, conforme a Defini¢ao 2.2.3.

Note que se t1,t; € Ty, entao (1 +t2) € T;. De fato, temos pi " = prclk iz
keQ

t1
T,

~ t t t
(Equagao de Chapman-Kolmogorov), e como pj!, > 0 e p;2, > 0, segue que p,', - p;2, > 0.

Temos também que se mdc(T,) = 1, existe ty € N tal que para todo t > tg, t

pode ser escrito como t =ty +ty + --- +t, onde ty,t9,--- , 1, € T,. Este resultado pode
ser encontrado em FELLER (1993, pag. 336).

De maneira geral, podemos definir ¢y, para todo =z € (2, isto é, a quantidade
minima de passos para a probabilidade de retorno ser estritamente positiva. Defina ainda

ki = max{ty, : i € Q}. Do fato da cadeia ser irredutivel, entdo temos a existéncia de
t@y € N tal que piﬁ,’y) > 0, para todo x,y € Q. Tome ky = maz{t,) : x,y € Q}.

Seja k = ky + ko. Vamos mostrar que P¥ > 0. Fixe i,j € Q, ¢ seja a = tig)

o menor tempo em que a probabilidade de transicao entre os estados 7 e j é positiva.

Tem-se que ks > a, logo ks — a > 0, entao é valido que pﬁ*kr&

como ki < ki + kg — «, isso implica em ki + ko — a > ;. Ou seja, temos a garantia

> ( pois k1 > to; €

da existéncia de um caminho entre ¢ e j com probabilidade de transicao estritamente

pl . (e ki1+ko—a
positiva, pois pj; > 0 e p;’;

temos o resultado para todas as entradas da matriz P. Logo, P* > 0. |

to; .. . .
> pjojj» > 0. E como i e j foram tomados arbitrariamente,

Proposicao 2.3.2. Seja P uma matriz de transicao n X n de uma Cadeia de Markov.

Entao A =1 € autovalor de P.

Demonstracdao. Seja v um vetor coluna com todas as entradas iguais a 1. Entao P-v =0

pois como P ¢é matriz de transicao, a soma de suas linhas é igual a 1. ]

O resultado acima garante que A = 1 é autovalor de PT, pois uma matriz e a sua
transposta tem os mesmos autovalores, conforme Proposicao 1.2.3. Dessa forma, existe

um vetor nao nulo v tal que PYv = v, e tomando a transposta, segue que v’ P = v’. Com
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os resultados a seguir, vamos mostrar que podemos escolher v? que satisfaca as condicoes

de uma medida de probabilidade.

Teorema 2.3.2. (Perron-Frobenius). Seja A > 0 uma matriz estritamente positiva

de ordem n. Entao, existem g > 0 e xq > 0 tais que:

1. AZL‘Q = )\0!170,’
2. Se A € R for um autovalor de A, com X\ # Ao, entdo |A| < Ao;

3. Ao tem multiplicidade geométrica igual a 1.

Demonstracao. Defina A = {\ € R : Az > Az para algum = 2 0} e seja \g = sup(A)
Note que 0 € A poisse A > 0 e x 2 0, entao Az > 0 enquanto Az = 0. Além disso, vamos
mostrar que, de fato, A admite um supremo Ao € A. Denotando = = (x1,29,...,2,) €
seja M = max Zaij e d{l,... ,n}} e m =max{z, : k €{1,...,n}}. Sendo assim,
jeQ

Az < (Mm,Mm,...,Mm), ou seja, se A > M, entao \x > (Mm,Mm... , Mm). E
como Axr > Az, entdo A ¢ A se A > M. Desta forma, 0 < A\ < M. Ou seja, A C [0, M] e
portanto A\g = sup(A) = max(A).

1. Devemos mostrar que Axg = A\gxp. Suponha que a desigualdade estrita nao ocorra,
ou seja, Axg = A\oxg e Arg # Aoxg. Considere entao o vetor yg = Azg. Como A > 0,
entdo Ax > 0 para qualquer vetor 2 0. Como yy = Moo, entdao (yo — Aozo) 2 0.
Sendo assim:

A(yo — Aoxo) = Ayg — NoAxg = Ayg — Aoyo > 0.

A desigualdade acima decorre diretamente de yy — A\gzo = 0. Temos entao Ay, >
AoYo. Sendo assim, podemos encontrar um A" > A tal que \* € A e Ayg > Ayo.
Sé que isso contradiz a definicao de Ay ser o supremo do conjunto A. Portanto, vale

que Axg = A\oxp.

2. Seja A o autovalor de A, com X\ # )\g, e seja y o autovetor associado a A. Temos

entao que Ay = Ay. Como A > 0, podemos afirmar que:
Alyl = |Ally| = [Ay| = [Ay| = [AL|yl.

Sendo assim, |[A| € A e pela definicao de Ay, teremos |A| < Ag. Agora devemos
mostrar que a desigualdade é estrita. Escolha o > 0 de modo que a matriz A, =

A — al continue estritamente positiva.

Temos que (Ao — @) e (A — ) sdo autovalores de A,, segundo a Proposigao 1.2.4.
Como A, > 0, seu maior autovalor deve ser (Ao — ). Mas se |A\| = A, como A # g
e a > 0, devemos ter |A — al > \g — @, o que contradiz a conclusdo do pardgrafo

anterior.
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3. Para mostrar a multiplicidade geométrica do autovalor \g, suponha que exista outro
autovetor y > 0 associado a )y, e linearmente independente de xy. Portanto, é
possivel obter um vetor w pela combinagao linear entre xq e y, tal que w = xg + Sy,
onde w 2 0, mas nao vale que w > 0. Sendo assim, teremos Aw = A\gw, e portanto
w = —Aw. Como A > 0, segue que w > 0, mas isso contradiz a definicao do vetor
w. Poﬁtanto, nao existe um outro autovetor associado a Ay linearmente independente

de xy. Concluimos, assim, que A\g tem multiplicidade geométrica 1.

Observagao 2.3.2. Suponha que A seja uma matriz nao-negativa (A > 0), e que alguma
poténcia de A seja estritamente positiva (A™ > 0). Entao, as conclusoes do Teorema 1.3.3
também sao validas para A. Isso decorre do fato dos autovalores da poténcia de uma matriz
A serem as poténcias dos autovalores da matriz A, conforme Proposicao 1.2.1. Ademais,

também € valido que os autovetores sao os mesmos para qualquer poténcia de A.

Proposicao 2.3.3. Seja P uma matriz estocdstica n x n com autovalor \. Entao |A\| < 1.

Demonstracdo. Seja z1 = (x1, 29, -+ ,x,) um autovetor de P associado ao autovalor
1. Denote por x uma componente do vetor x que satisfaga |ry| > |z;| para todo i €

{1,2,--- ,n}, e defina |zx| = z. Analisando a k-ésima componente de Pz = Az, temos:
Pr1-T1 + Pr2-T2 + -+ + Prn-Tn = AT
Como |A|z = |A||zg| = |Azk|, segue que:

[Azk| = |prix1 + prota + -+ - + Praal
< |per] + [prowo| + - - + [Prnal
= pr1|1] + pr2|@2| + -+ P |20
< Pr1Z + Pr2z + - PenZ
= (Pr1 +Pr2+ - Prn)z = 2.
Veja que a primeira desigualdade decorre da desigualdade triangular, enquanto que a

segunda desigualdade segue do fato que |zx| > |z;|. Ademais, a dltima igualdade decorre

de A ser uma matriz estocdstica. Segue entdao que ||z < z, ou seja, [A| < 1. [

Observacao 2.3.3. Com os resultados anteriores, podemos concluir que A\g = 1. De fato,
pela Proposicao 2.3.3, temos que 1 € autovalor de P. Ademais, pela Proposicao 2.3.3,
|Xo| < 1 e pelo Teorema 2.3.2, vale que |A| < Ao quando A # X\g. Além disso, por uma das

conclusoes do Teorema de Perron-Frobenius, \g tem multiplicidade geométrica igual a 1.

Segue entao um resultado fundamental para o estudo de Cadeias de Markov,
que garante que a medida estaciondria é Unica nos casos em que a cadeia ¢ irredutivel e

aperiddica:
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Teorema 2.3.3. (Unicidade da Medida Estaciondria) Seja P > 0 uma matriz de
transicao de uma Cadeia de Markov irredutivel e aperiddica. Entao existe um unico vetor

estactondrio 7 tal que m- P = .

Demonstracao. Pela Proposicao 2.3.3 e Teorema 2.3.2, temos que existe um maior e tnico
autovalor \g de P. Pela Observacao 2.3.3, sabemos que este autovalor é \g = 1. Além
disso, temos a multiplicidade geométrica sendo 1, e portanto existe um tnico vetor = com
entradas nao-negativas tal que 7P = 7, e satisfazendo Z m = 1. |
ieQ

Em seguida, desejamos estimar a medida estacionaria através do calculo das
poténcias da matriz de transicao de uma cadeia de Markov. J& vimos anteriormente
que a distribuicao de probabilidade de uma Cadeia de Markov apds n passos é dada por
v, = vo - P". Sendo assim, investigamos o resultado dessa relagao quando n cresce. O
resultado a seguir garante que as iteragoes devem convergir para uma matriz estocastica

com todos vetores-linha iguais a medida estacionaria da Cadeia de Markov.

Teorema 2.3.4. Seja P, ., a matriz de transicao de uma Cadeia de Markov irredutivel e
aperiddica. Entdo, quando k — oo, P* converge para wma matriz Lyy,, cujas linhas sdo

tdénticas e iguais a medida estaciondria w da Cadeia de Markov correspondente.

Demonstracao. Inicialmente, a existéncia do limite da sequéncia (Pk) segue do fato

keN

que a sequeéncia (vOPk) ¢ de Cauchy para todo vetor de probabilidade vy (veja, por

keN
exemplo, DEMERS (2014)). Dessa forma, tomando os vetores candnicos, temos garantida,
a convergéncia em cada linha da sequéncia de matrizes, e portanto, existe L = lim P*.

k—00
Ademais, podemos escrever:

L-P=(lim P*).- P = lim (P-P*) = lim P*"' =L,

k—o00 k—o0 k—o0
Denotando por z; a i-ésima linha de L, e usando o fato que L-P = L, temos que z;- P = z;.
Isto implica que toda linha de L é um autovetor de P associado a A\g = 1. Agora, basta
mostrar que z; ¢ um vetor de probabilidade. De fato, seja 7 um vetor-coluna com todas
as entradas iguais a 1. Entao:

L-j=(lim P*).j= lim(Pk-j):]}LIEOj:j.

k—o0 k—o0

Finalmente, como L é matriz estocéstica e z; - P = z; para todo i € {1,2,--- ,n}, segue
que z; ¢ uma medida estacionaria da Cadeia de Markov por definicao. Como o Teorema
2.3.5 garante a unicidade do vetor estacionario, temos que todas as linhas de L devem ser

iguais a medida estacionaria m da Cadeia de Markov. |

E interessante notar que o vetor estacionario independe da distribuicao inicial da

Cadeia de Markov quando a Cadeia é irredutivel e aperiddica. J4 vimos anteriormente
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que as Cadeias que nao sao irredutiveis e aperiddicas podem conter mais de um vetor
estacionario, como no Exemplo 2.3.2. Além disso, para essas Cadeias, o resultado anteri-
ormente visto para as poténcias de P* também nao é valido. De fato, tomando a mesma
matriz do Exemplo 2.3.2, qualquer que seja a poténcia k, as linhas 2 e 3 permanecerao

como estao e portanto nao teremos todas as linhas iguais.

Um outro detalhe interessante é que as Cadeias de Markov que nao sao irre-
dutiveis e aperiédicas podem evoluir para diferentes vetores estacionarios, dependendo da

distribuicao inicial considerada. Veja o exemplo a seguir:

Exemplo 2.3.3. Seja {X; :t > 0} uma Cadeia de Markov com matriz de transi¢io P e
estados Q0 = {1,2,3,4} onde:

0 05 05 0
0 0 0 1
pP—
0 0
0 0 1
Neste caso, qualquer vetor v = < 00 a (1-a) ) com 0 < a < 1 serd um vetor

estaciondrio, pois v - P = v. Sendo assim, ao tomarmos a distribuicao inicial vy =

< 1 0 00 >, 0 processo evolui para o vetor estaciondrio m, = ( 0 0 05 05 ) Por
outro lado, ao tomarmos a distribuicao inicial zg = ( 0100 ), 0 processo evolui

para o vetor estaciondrio w, = ( 0001 )

No préximo capitulo, apresentaremos algumas aplicagoes de Cadeias de Markov,
que ilustram a convergéncia para a medida estacionaria mencionada nos resultados ante-
riores. No primeiro exemplo, referente ao jogo Snakes and Ladders, vamos analisar em
quantos passos o processo se aproxima da medida em questao e, no segundo exemplo,
voltado para a area de Biologia, vamos estimar a medida estacionaria por meio do calculo

das poténcias da matriz de transicao.
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3 Aplicacoes de Cadeias de Markov

Acreditando que apenas a exposigao algébrica de alguns conceitos nao seja sufi-
ciente para um entendimento completo das Cadeias de Markov, fez-se necessario o estudo
de algumas aplicagoes. Neste capitulo, através de um direcionamento diferente daquele
apresentado nos livros classicos, abordaremos duas aplicagoes interessantes dos resultados
apresentados anteriormente. Optando por aplicacoes bastante distintas, podemos perce-

ber que os conceitos estudados podem ser usados em uma gama variada de processos.

Num primeiro momento, abordaremos o jogo de tabuleiro “Snakes and Ladders”
(ou Cobras e Escadas) que pertence ao grupo dos Jogos de Markov, ou seja, jogos que
podem ser modelados por Cadeias de Markov. Para um aprofundamento neste sentido,
outras informagoes podem ser encontradas em (FRANCO, 2012) Jogos markovianos al-
ternados sob incerteza. Por fim, trabalharemos com uma aplicacao na Biologia para o
controle populacional de algumas espécies de animais, destacando a importancia da me-

dida estacionaria para o processo.

3.1 O Jogo Snakes and Ladders

O jogo Snakes and Ladders (ou Cobras e Escadas) é um jogo de tabuleiro com
origem na India. J oga-se com o tabuleiro, um peao e um dado de 6 faces. O tabuleiro é,
geralmente, quadrado e composto por ”casas”numeradas de 1 a 100 (também encontra-se
versoes de tamanhos diferentes). O jogador comega com o peao na casa 1 e deverd leva-lo
até a casa 100. Para isso, o jogador lanca o dado e o niimero da face superior é a quantidade
de casas que o peao devera andar. Para auxiliar ou atrapalhar esse desenvolvimento do

peao, temos algumas escadas e algumas cobras no tabuleiro.

As escadas servem de auxilio para o peao, sendo assim, ao parar em uma casa que
possui o inicio da escada, o peao ¢é levado imediatamente para o final da escada, pulando
varias posicoes no tabuleiro. As cobras servem de obstaculos para o peao, ou seja, ao
parar na casa que possui a cabeca de uma cobra, o peao é levado para a casa que contém
o final da cobra, fazendo com que o peao volte varias casas no tabuleiro. Ao parar no final
de uma cobra ou no final de uma escada, nao acontece nada com o peao e ele permanece
nesta posicao. O jogo termina quando o peao consegue atingir a casa de ntimero 100.
Além disso, se um peao se encontra, por exemplo, na casa de numero 98, a face do dado
superior deve ser exatamente 2 para que o jogo termine. Se a face do dado for superior a
2, entao leva-se o peao até a casa de numero 100 e retorna-se com o peao na quantidade
de casas que superou o 2 no lancamento do dado. Por exemplo, se sair o niimero 5 no

dado, entao o peao devera voltar para a casa 97 pois estava a 2 casas de ganhar e teve
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que voltar as 3 que excederam.

Vamos considerar um tabuleiro que servird para a nossa aplicagao. Neste caso,
representaremos tanto as cobras como as escadas por flechas. Quando o peao cair numa
casa no inicio da flecha, ele ird para a outra extremidade da flecha (ponta da seta). As
flechas que fazem o peao ser lancado para casas maiores sao as escadas e as flechas que

fazem o peao voltar sao as cobras.

Tabuleiro de 100 casas
100 99 98 97 96 95
[

s1 | s2 | 83 | 84| s5

80 \ 78'-% 5

61 | 6 Nes |6a GA\ 66 | 671 63 | 69 | 70
60«% 57, | 56 & 54 :?\sz. 51
a1 | 2| 3| 44 \N45 46\\47 I 48 | 49 | s0
0 | P 38’ 37 | 36 | 35 | d¥| 33 | 52 48
21 23 | 24 | 25 | 26 | 27 Nas | 20 b 30
207] 1 18 | 17ado16 | 15 Lo1a | 13 | 12/] 11
1] 2| 3 4—-5>§:7 s | of | 10

Nosso objetivo passa a ser o estudo do jogo através de um modelo markoviano.
Iremos identificar cada lancamento de dado e o movimento consequente do peao como
um tempo da Cadeia de Markov e cada uma das casas do tabuleiro como um estado do
espaco de estados 2 da Cadeia de Markov. Como ja vinhamos trabalhando em exem-
plos anteriores, temos um tempo discreto e um espaco de estados finito. Vamos supor
também que o pedo inicia a sua caminhada no estado (casa) 1 da Cadeia. Assim, estamos

considerando a distribuicao inicial vy = < 10 --- 0

A respeito das probabilidades de transicao entre os estados, para o primeiro
lancamento do dado, temos: p1 92 = p13 = P15 = P16 = P17 = %, que sao as probabilidades
de retirar 1, 2, 4, 5 ou 6 no dado. Note que p; 4 = 0 pois no estado 4 temos uma escada
que nos leva a casa 14, sendo assim, py 14 = %. O estado 7 pode ser atingido pelo estado
1 e note que possui uma flecha, mas neste caso é uma ponta de flecha que traria o peao
da casa 17 para a casa 7. Ao atingir a casa 7, o peao permanece no local até a proxima
jogada, ou seja, devemos nos preocupar apenas com o inicio das flechas. Além disso, note
que todas as outras casas nao podem ser atingidas por um peao que se encontra na casa

1 logo apds o primeiro langamento. A seguir, apresentamos um mapa com as casas que
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podem ser atingidas apds o primeiro lancamento:

Apébs 1 lancamento

100 | 99 98 97 96 95 94 93 92 91

81 82 83 84 85 86 87 88 89 90

80 79 78 77 76 75 74 73 72 71

61 62 63 64 65 66 67 68 69 70

60 59 58 57 56 55 54 53 52 51

41 42 43 44 45 46 47 48 49 50

40 39 38 37 36 35 34 33 32 31

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

20 19 18 17 16 15 14 13 12 11

o i3 =it = 0 = P = pihr = ol = =P =
° p§?12 = Pﬂzx = pfi&a = %

o i =p=rfh =3

hd pg??)d = %

o =pfl= 3

De forma andloga, podemos montar um mapa das casas que podem ser atingidas
apos o segundo lancamento, onde as casas menos provaveis estao em amarelo e as mais
provaveis estao em vermelho. A longo prazo, veja que a cadeia deve ”convergir’para a
casa 100, uma vez que ao chegar na casa 100 o jogo termina e o peao nao sai mais dessa
casa. Como temos caminhos que nos levam a casa 100, um jogador que ficar muito tempo
jogando o jogo, alcancara a casa em algum momento. Sendo assim, estamos interessados
em saber as probabilidades para o peao estar apés alguns langcamentos e também a proba-
bilidade do jogo ja ter terminado apos esses lancamentos. Outros questionamentos ainda
podem ser formulados, como por exemplo, apds qual lancamento existem maior probabili-
dade do jogo ja ter terminado do que ainda estar em andamento? Qual o nimero minimo

de jogadas para terminar o jogo?
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Para essas questoes, podemos iterar a matriz de transicao e obter diversas in-
formagoes. Para isso, utilizamos o software MATLAB R2017a e tomamos aproximagoes
na quarta casa decimal. Ilustramos o mapa das probabilidades apds 2 lancamentos e apds

10 lancamentos.

Apés 2 lancamentos

100 | 99 98 97 96 95 94 93 92 91

81 82 33 84 85 86 87 88 89 90

80 79 78 77 76 75 74 73 72 71

61 62 63 64 65 66 67 68 69 70

60 59 58 57 56 55 54 53 52 51

41 42 43 44 45 46 47 48

40 39 38 37 36 35 34 33

21 22 23 24 25 26 27 28

20 19 18 17 16 15 12 11

Apés 10 lancamentos

100 | 99 98 97 96 95 94 93 92 91

81 82 83 84 35 86 87 88 89 90

80 79 78 77 76 75 73 72 71

61 62 63 64 65 66 68 69 70

60 59 58 57 56 55

53 52 51

33

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

20 19 18 17 16 15 14 13 12 11

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

I:lEntre 0e05% I:I Entre 1% e 2% - Acima de 3%
[ ente0.5% 1% [I] Entre 2% e 3%

Apoés 10 langamentos ja pudemos notar que o peao deve ficar préximo do centro
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do tabuleiro. As casas 34, 36 e 44 apresentaram maiores probabilidades, sendo que a
casa 44 é a mais provavel com 5,09%. Pelo tabuleiro podemos ver que existe uma escada
da casa 20 para a casa 38 e outra da casa 38 para a casa 44, fazendo com que a casa
44 apresente a maior probabilidade por, digamos, terem duas escadas que levam até ela.

Além disso, ja é possivel concluir o jogo com 10 langamentos, a casa 100 apresenta uma

probabilidade de 0.7%.

O nosso objetivo ¢é iterar a matriz para um numero de lancamentos ainda maior
e perceber que a probabilidade do jogo terminar aumenta de forma significativa. Sendo
assim, com 100 langamentos ja temos uma visao melhor de que o jogo deve chegar ao fim.

Observe o mapa de probabilidades para 100 lancamentos:

Apébs 100 lancamentos

OS99 98 97 96 95 94 93 92 91

81 32 33 84 35 36 87 88 39 90

80 79 78 77 76 75 74 73 72 71

61 62 63 64 65 66 67 68 69 70

60 59 a8 57 56 bbH 54 53 52 51

41 42 43 44 45 46 47 48 49 50

40 39 38 37 36 35 34 33 32 31

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

20 19 18 17 16 15 14 13 12 11

Com 100 lancamentos, obtivemos a probabilidade de 99, 7% do pedo estar na casa
de numero 100, ou seja, é muito provavel que o jogo termine antes de 100 rodadas. A

casa 99 apresentou segunda maior probabilidade com apenas 0, 04%.

Para ilustrar as chances do jogo finalizar ap6s n rodadas, definimos um vetor f
com 100 entradas, em que a n-ésima entrada consiste na probabilidade do peao estar na
(n

casa final apés n rodadas. Algébricamente, f,, = U10()) onde v™ = vy- P" e P é a matriz de

transicao da Cadeia de Markov. Através do software, calculamos o vetor f, que é dado por:
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( 0 0 0 0 0 0 0.0002 0.001 0.003 0.007
0.014 0.024 0.036 0.050 0.067 0.085 0.106 0.129 0.154 0.181
0.209 0.238 0.269 0.299 0.330 0.362 0.392 0.423 0.453 0.482
0.510 0.538 0.564 0.589 0.614 0.637 0.659 0.680 0.700 0.719
0737 0.754 0.770 0.785 0.799 0.813 0.825 0.837 0.848 0.859
/= 0.868 0.877 0.886 0.894 0.901 0.908 0.915 0.921 0.926 0.932
0.937 0.941 0.945 0.949 0.953 0.956 0.960 0.962 0.965 0.968
0.970 0.972 0974 0976 0.978 0.980 0.981 0.982 0.984 0.985
0.986 0.987 0.988 0.989 0.990 0.990 0.991 0.992 0.992 0.993
0.993 0.994 0.994 0.995 0.995 0.995 0.996 0.996 0.996 0.997)

Para uma visualizacao melhor, construimos o grafico da probabilidade de se atin-

gir a casa 100 apds n rodadas:

Probabilidade

09

08r

0.7
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031

02

0Aar

40 50 60 70 B0 90 100

Lancamentos

Com isso, podemos perceber que a quantidade minima de jogadas para terminar
0 jogo sao 7, pois é a primeira entrada positiva de f. Também é possivel afirmar que, a

partir de 31 rodadas, é mais provavel que o jogo ja tenha terminado.

Uma outra situacao foi estudada. Sabemos que os jogos de tabuleiro, geralmente,
possuem mais de um jogador. Existem varios pedes no tabuleiro disputando para ver
quem alcanca o objetivo primeiro. Sendo assim, como ficaria a nossa aplicacao com
mais pedes jogando simultaneamente? Para isso, consideramos os complementares das
entradas do vetor f. Ou seja, se f representa a probabilidade de terminar o jogo apés n
lancamentos, entao teremos um outro vetor que representa a probabilidade do jogo ainda

nao ter terminado apés n lancamentos.

Nesse sentido, como (1 — fi,,) representa a probabilidade de um pedo nao ter

terminado o jogo ainda, com 2 pedes em jogo basta tomar essa probabilidade ao quadrado,



Capitulo 3. Aplicagdes de Cadeias de Markov 45

pois é o caso do peao 1 nao ter terminado o jogo e o peao 2 também nao ter terminado o
jogo apds n rodadas. O conceito é andlogo para mais pedes em jogo. Com isso, a seguir
temos um grafico que representa a probabilidade do jogo nao ter terminado ainda apds n

rodadas com mais de um peao.

Probabilidade de nao ter terminado o jogo com mais de 1 peao

1 = oy T T T T T T T T

1 jogador

09k NN ] 2 jogadores
’ W \‘\\ 3 jogadores

0s b | \ i 4 jogadores

07t \ ]
0.6 - '.III % |
0.5 \ 1
04 \ -
03 \ \ |

0.2r \ “, ]

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

E intuitivo que o jogo deve finalizar mais cedo se aumentarmos o numero de
jogadores. Podemos perceber pelo grafico que a probabilidade de alguém j4 ter terminado
o0 jogo ¢é, aproximadamente, 90% perto dos 30 lancamentos quando temos 4 jogadores,

enquanto apenas um jogador atinge os 90% proximo dos 50 lancamentos.

Com esta aplicagao pudemos perceber que, em alguns casos, determinar apenas
a medida estacionaria nao representa muito em informacao, ou seja, ja era notorio que o
peao iria para a casa 100, dado que existiam caminhos possiveis para isso. Sendo assim,
a medida estaciondria seria com 100% na casa 100. Mas, através da manipulacao das
poténcias da matriz de transicao, pudemos perceber melhor o desenvolvimento do jogo e

responder algumas outras questoes interessantes.

3.2 Controle Populacional em espécies de animais

Uma outra aplicacao interessante de Cadeias de Markov esta relacionada a area
da Biologia. Diversos estudos ja realizados envolvem processos estocasticos para modelar
o crescimento populacional de algumas espécies de animais e plantas, como por exemplo
em (SILVEIRA JUNIOR, 2014), (FREITAS et al, 2005) ou ainda outra aplica¢ao na
Biologia como (FIDALGA, 2016).
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Nesta sessdo, estudaremos o caso das especies de esquilos cinza (Sciurus caro-
linensis Gmelin) e esquilos vermelhos (Sciurus vulgaris L), presentes na regiao da Gra-

Bretanha, segundo informacoes disponiveis em Some Applications of Markov Chains, de
(SWIFT, n.d.)

O esquilo vermelho é nativo dessa regiao e amplamente distribuido sobre o ter-
ritério Europeu. Por outro lado, o esquilo cinza é nativo das regioes da América, e foi
levado para a Europa a partir da década de 20. Ao introduzirem o esquilo cinza nesta
regiao, ¢ natural o risco de um desequilibrio biolégico. Desta maneira, torna-se necessério
um estudo aprofundado sobre o crescimento ou decrescimento populacional das espécies
em algumas regioes, a fim de perceber um risco de extincao das espécies nativas e nao

nativas.

Os esquilos cinza se espalharam rapidamente por toda a Gra-Bretanha e com o
passar dos anos, percebeu-se que o esquilo cinza tornou-se uma praga para as florestas.
Juntamente ao crescimento dessa espécie, houve um desaparecimento dos esquilos nati-
vos. Sendo assim, algumas medidas de controle foram necessarias. Para estudar melhor o
desenvolvimento populacional, a Comissao Britanica das Florestas criou um questionario
que foi entregue aos membros que frequentam essas florestas, a fim de prever as distri-

buicoes das duas espécies.

O questionario continha questoes a respeito do aparecimento e desaparecimento
das espécies de esquilos num periodo de dois anos em determinada regiao. Primeiramente,

dividiu-se em quatro grupos:

C: Registrou a presenca de apenas esquilos cinza;

V: Registrou a presenca de apenas esquilos vermelhos;

A: Registrou a presenca de ambos os esquilos;

N: Nao registrou presenca de esquilos;

Apébs o periodo de dois anos, o questiondario foi novamente aplicado e colhidas
as informacoes. Desta maneira, foi possivel dividir o experimento em 16 grupos: C
— V (registrou a presenga de esquilos cinza e depois registrou a presenca de esquilos
vermelhos), V. — A (registrou a presenca de esquilos vermelhos e depois registrou a

presencga de ambos) e etc..

Os resultados obtidos no questionario podem ser vistos na tabela de frequéncia a
seguir:
Sendo assim, podemos modelar o experimento via Cadeias de Markov. Vamos to-

mar como espago de estados 2 = {C(1),V(2), A(3), N(4)}. Os nimeros da primeira linha

representam os questionarios daqueles que, na primeira resposta, registraram a presenca
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Tabela 1 — Questionarios de distribuicoes de frequéncia

C \Y A N
2529 35 257 )
61 733 20 91
282 25 4311 335

3 123 310 5930

zZ > <Q

de esquilos cinza. Sendo assim, 2529 sao os membros que viram esquilos cinza e continu-
aram a ver esquilos cinza unicamente, 35 viram esquilos cinza mas na segunda resposta
registraram apenas esquilos vermelhos, 257 registraram esquilos cinza e agora registram
a aparicao de ambas as espécies e 5 registraram a presenca dos esquilos cinza e agora nao
registram a aparicao de nenhuma das duas espécies. A interpretagao é semelhante para

as demais linhas.

Podemos, desta forma, obter uma matriz de transicao da Cadeia de Markov.
Como desejamos que as entradas sejam nao negativas e a soma de todos os elementos
de uma mesma linha seja 1, tomamos a soma dos elementos de uma mesma linha da
Tabela 1 e dividimos cada elemento pela soma de sua linha. Ou seja, na linha 1 teremos:
2529435425745 = 2826, e fazendo % = 0.895 obteremos a probabilidade de permanecer
no estado 1, que representa a probabilidade de registrar unicamente a presenca do esquilo
cinza e apds o periodo registrar novamente a presenca tnica do esquilo cinza. Fazendo
% = 0.013, teremos a probabilidade de transicao de C' — V/, % = 0.09 a probabilidade

de transicao de C' — A e, finalmente, ﬁ = (0.002 a probabilidade de transi¢ao de C' — N.

Analogamente para as outras linhas, podemos formar uma matriz estocéstica P dada por:

0.895 0.013 0.09  0.002
0.067 0.81 0.022 0.101
0.057 0.001 087 0.072
0.0004 0.0193 0.0487 0.9316

Através da matriz de transicao P, podemos obter algumas conclusoes. Por exem-
plo, ha uma probabilidade de 89.5% para aquelas regides que apresentavam a presenca dos
esquilos vermelhos continuem com a apenas a presenca desses esquilos. Enquanto isso,
temos uma probabilidade de 9% para que a regiao seja ocupada por ambas as espécies de
esquilos. Como o questionario da Comissao sao reproduzidos num intervalo de 2 anos, cada
periodo da Cadeia de Markov mostra as probabilidades de crescimento das populagoes
de esquilos num periodo de 2 anos. Como ja vimos anteriormente neste trabalho, para

determinar as probabilidades para as populagoes num periodo de 4 anos, basta tomarmos



Capitulo 3. Aplicagdes de Cadeias de Markov 48

a matriz P%, dada por:

0.807 0.0223 0.1592 0.0114
P2 0.1155 0.6589 0.0479 0.1776
0.1007 0.0038 0.7656 0.1299
0.0048 0.0337 0.0882 0.8734

Nesta aplicacao, um questionamento natural é como ficam as probabilidades de
transicao das populacoes apds um longo periodo de tempo. Como vimos anteriormente,
basta tomarmos P* quando k — oo, e teremos uma matriz com linhas iguais a medida
estaciondria da Cadeia de Markov. Através do MatLab R2017a, iteramos a matriz para

determinar P?° e obtivemos:

0.2091 0.0589 0.3131 0.4228
0.2091 0.0589 0.3131 0.4228
0.2091 0.0589 0.3131 0.4228
0.2091 0.0589 0.3131 0.4228

P200 —

Desta forma, a matriz P**° nos indica um candidato para a medida estacionéria
deste processo, que ¢ o vetor m = (0.2091 0.0589 0.3131 0.4228) . E de fato, trata-se
da medida estacionaria da Cadeia, pois 7P = w. Com isso, podemos afirmar, que existe
uma probabilidade de 20,91% que as regioes sejam ocupadas apenas por esquilos cinzas,
5,89% que as regioes sejam ocupadas unicamente por esquilos vermelhos, 31,31% que
ambas as espécies convivam na regiao e 42,28% que nenhuma espécie permanecerd na
regiao.

Nesse caso, estudos de crescimento populacional podem interpretar as chances
das duas espécies conviverem juntas sem colocar em risco a extincao de alguma delas,
pela analise das probabilidades encontradas anteriormente. Para tanto, seria necessério
um estudo mais aprofundado do ponto de vista biolégico, porém o modelo markoviano
mostrou-se bastante 1til para determinar os valores encontrados e fica clara a importancia

da medida estacionaria para algumas aplicagoes.
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4 Consideracoes Finais

Neste trabalho, apresentamos algumas nogoes basicas das Cadeias de Markov,
bem como a aplicagao de alguns de seus aspectos em dois casos particulares. Além disso,
estudamos o conceito de convergéencia da Cadeia para a medida estaciondria via poténcias

de matriz de transicao respectiva.

Primeiramente, abordamos aspectos introdutérios de Probabilidade e de Algebra
Linear afim de proporcionar ao leitor uma compreensao de alguns resultados fundamentais
para o que foi exposto nos capitulos seguintes. Destacamos, nessa discussao, a definicao
de probabilidade e probabilidade condicional, além de resultados envolvendo autovalores,
autovetores e independéncia linear que deram suporte para o desenvolvimento tedrico

posterior.

No segundo capitulo apresentamos os principais conceitos de Cadeias de Mar-
kov. Definimos matriz estocastica, vetor de probabilidade, distribuicao inicial e vimos
como podemos caracterizar uma Cadeia de Markov pelo seu espago de estado, matriz
de transicao e distribuicao inicial. Além disso, apresentamos alguns exemplos como o
Aluguel de Bicicletas e o Passeio Aleatorio no n-Ciclo. Um outro aspecto importante que
abordamos foi a classificacao das cadeias em aperiddicas ou periddicas, e redutiveis ou
irredutiveis. Vimos também que, através da nocao de tempo, podemos estimar as distri-
buigcoes de probabilidade calculando as poténcias da matriz de transi¢ao. Neste sentido,
investigamos as poténcias de P¥ em que k — 0o e demonstramos que o limite converge
para uma matriz com linhas iguais a medida estacionaria da Cadeia de Markov. Vimos
ainda que toda Cadeia de Markov admite uma medida estaciondria e, para os casos da
Cadeia ser aperiddica e irredutivel, podemos garantir a unicidade de tal medida. Sem

essas hipdteses, uma Cadeia de Markov pode apresentar infinitas medidas estacionarias.

Finalmente, no terceiro capitulo, mencionamos duas aplicacoes dos conceitos es-
tudados durante os capitulos anteriores: o jogo de tabuleiro Snakes and Ladders, bem
como o estudo do crescimento populacional de espécies de esquilos nao-nativos de uma
determinada regiao. Através de uma interpretagao matricial do tabuleiro do jogo, obtive-
mos uma matriz de transicao que modela os passos do peao pelo tabuleiro. Percebemos
que, pelo tabuleiro utilizado, apds muitas jogadas é provavel que o peao encontre o fim
do tabuleiro. Afim de comprovar essa hipdtese, determinamos a convergéncia através
da iteracao da matriz de transicao. Através dos dados obtidos, foi possivel determinar
alguns mapas de densidade de probabilidade para o estado do peao apds n langamentos.
Na sequéncia, foi possivel também modelar o problema para o casos de mais de 1 jogador,

quando verificamos que as chances do jogo ja ter terminado apés n rodadas aumenta
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conforme o niimero de jogadores cresce.

Outra aplicacao das Cadeias de Markov discutida no terceiro capitulo ocorre na
area da Biologia, através de estudos de caso em crescimentos populacionais de algumas
espécies de animais. Nesse sentido, estudamos o caso dos esquilos cinza e esquilos verme-
lhos na regiao da Gra-Bretanha. Extraindo os dados obtidos em questionarios que expoem
as aparicoes dos esquilos, determinamos as probabilidades de crescimento e decrescimento
das espécies num intervalo de tempo. Também através do calculo das poténcias da matriz
de transicao encontrada, vimos que foi possivel discutir as chances de sobrevivéncia das

espécies estudadas apos um longo periodo de tempo.
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