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Resumo

Nesse texto comecamos apresentando importantes espacos métricos e observando proprie-
dades fundamentais dos mesmos, como por exemplo, a completude e a separabilidade. Em
seguida, trabalhamos com espagos normados, falando um pouco da topologia deles, de opera-
dores entre eles, de séries e de como novos resultados envolvendo a separabilidade aparecem e
podem ser tteis. Com algumas hipoteses, conseguimos um primeiro teorema de classificacao
de espacos separaveis, através de uma imersao em [*°.

Posteriormente estudamos espagos com a estrutura de um produto interno e, em especial,
os espacos de Hilbert. Discutimos também varios resultados envolvendo conceitos relaciona-
dos a ortogonalidade. Por fim, conseguimos classificar, com exatidao, uma classe de espacos

através de um teorema conhecido como Teorema de Riesz-Fischer.

Palavras-chave: Separabilidade, Espacos Normados, Espacos de Hilbert, Teorema de Riesz-

Fischer.



Abstract

In this text, we start presenting important metric spaces and observing their fundamental
properties, as example, the completeness and separability. After, we deal with normed spaces,
talking about their topology, operators between them, series and how new results involving
separability appear and can be useful. With some hypothesis, we obtain a first classification
theorem about separable spaces, through a immersion in [*°.

Posteriorly, we require that our spaces have a inner product structure and we study, in
particular, the Hilbert spaces. We discuss results involving concepts associated with ortho-

gonality. Finally, we classify a class of spaces through the Riesz-Fischer theorem.

Key-words: Separability, Normed spaces, Hilbert spaces, Riesz-Fischer theorem.
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1 Introducao

O presente trabalho é um estudo sobre espagos separaveis. Comecamos estudando esse
conceito no ambito de espacos métricos, posteriormente trabalharemos com espagos norma-
dos e finalmente com espagos com produto interno, estrutura na qual, um dos principais
resultados desse trabalho é enunciado. Nesse processo de enriquecer a estrutura com a qual
trabalhamos, estudamos varios outros topicos relacionados a tais estruturas e que se mostram
uteis no decorrer do texto.

No Capitulo 1, a primeira secao é destinada a apresentacao de alguns espacos métricos.
Escolhemos essa abordagem pois ela enriquece o nosso leque de exemplos e também porque
alguns desses espacgos desempenham um papel fundamental no restante do trabalho. O
restante do capitulo é destinado a completude e separabilidade, com énfase nos espacgos
recém apresentados. Na parte final do capitulo, fazemos a transicao de espacos métricos para
espagos normados visando obter novos resultados, damos destaque ao Teorema que é
fundamental para o texto.

O Capitulo 2 é totalmente destinado aos espacos normados. Inicialmente, abordamos al-
guns conceitos topoldgicos que devido a norma e aos espacos vetoriais ganham novas caracte-
rizagoes. Obtemos alguns resultados cldssicos, como por exemplo, a caracterizacao de espagos
normados de dimensao finita através da bola fechada unitaria. Em seguida, os operadores
entre espagos normados ganham atencao. Nessa secao surgem os conceitos de isomorfismo e
isometria, além disso, caracterizamos os operadores continuos entre espacos normados. Pos-
teriormente, falamos sobre séries (em espagos normados), que serdo especialmente tteis no
ultimo capitulo. Finalizando o Capitulo 2, mostramos que todo espago normado separavel
pode ser visto, através de um isomorfismo isométrico, como subespaco de [*°.

No terceiro e ultimo capitulo, adicionamos a hipdtese de que a norma seja induzida por
um produto interno. Essa estrutura nos permite obter novos resultados, a maioria deles
relacionados a questao da ortogonalidade. Também, esse é um capitulo em que usamos
a teoria dos dois capitulos anteriores, seja para exemplos ou novas conclusées. Quando
adicionamos a hipdtese de que o espaco seja completo na métrica induzida pelo produto
interno, conseguimos aprimorar ainda mais os resultados. Espacos com essa propriedades
sao chamados de espacos de Hilbert.

Comentamos também que historicamente os espacos de Hilbert demoraram para obter
sua axiomatizacao atual. [? era entendido como o espaco de Hilbert. A axiomatizacao foi
evoluindo com os trabalhos de von Neumann, em 1927 e os espacos de Hilbert receberam sua

primeira generalizacao. Apesar disso, a separabilidade era tida como axioméatica em espagos
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de Hilbert, ou seja, espacos de Hilbert, por definicao, eram separaveis e o motivo disso era
o bom funcionamento do processo de Gram-Schmidt. Em 1934, F. Riesz forneceu uma nova
demonstracao desse processo que nao exigia separabilidade, foi a partir deste momento que
concebemos os espacos de Hilbert na forma em que sao atualmente tratados. Devido a sua
similaridade com os espagos euclidianos, historicamente muitos dos teoremas geométricos
consagrados receberam o mesmo nome em suas versoes para espacos de Hilbert (Pitdgoras,
lei do paralelogramo).

Na tltima secao mostramos que, a menos de um isomorfismo isométrico, (> é o tinico
espago de Hilbert separavel e de dimensao infinita, o que evidencia a importancia desse
espago.

Sobre os pré-requisitos para a leitura do texto, Algebra linear, Anélise em R™ e um pouco
de Andlise em Espagos Métricos sao suficientes para a compreensao. Os contetidos acima

mencionados podem ser encontrados em [4], [7], [§] e [6].
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2 Preliminares

2.1 Alguns espacos importantes

Neste capitulo trabalharemos com espagos métricos. Comecamos relembrando esse con-

ceito.

Definicao 2.1.1. Seja X um conjunto nao-vazio. Uma métrica em X ¢é uma funcao d :

X x X — R que satisfaz, Vr,y,z € X, 0s sequintes axiomas:

M1: d(z,y) > 0.

M2: d(z,y) = 0 se, e somente se, x = y.

M3: d(x,y) = d(y,x).

My: d(z,y) < d(z,z)+d(z,y). (Essa propriedade é conhecida como desigualdade triangular).

Ao par (M, d) damos o nome de espago métrico.

Lembramos também que um subespacgo de um espaco métrico é um subconjunto do mesmo
com a métrica induzida. Introduziremos agora os principais espagos métricos com os quais
trabalharemos. Assumiremos familiaridade com alguns deles, bem conhecidos, tais como R
e C. Salvo mencao explicita, sempre que falarmos dos espagos que serao introduzidos em
seguida, consideraremos a métrica definida nessa secao. O mesmo vale para R e C, que sao

considerados com a métrica usual.

1. Espaco das sequéncias limitadas. Considere o conjunto de todas as sequéncias
limitadas de nimeros complexos. Denotamos tal conjunto por [*°. Um elemento de
[* é uma sequéncia x = (a;)jen tal que |a;] < C, Vj € N onde C, é uma constante
depende de = (e nao depende de j ). Dados x = (a;)jen € ¥ = (b;) jen em [*° definimos
d: 1® x> — R dada por d(z,y) = sup{|a; — b;|} e afirmamos que ([*°,d) é um espaco

jeN
métrico.
Com efeito, tomando = = (a;)jen ;¥ = (bj)jen € 2 = (¢j)jen quaisquer em [*° temos

que:

o d(z,y) = sup{la; — b;[} > 0.
jeN
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e Se d(x,y) = sup{|a; — b;|} = 0 entdo, como |a; — b;| > 0, temos a; = b; Vj € N,
jeN

assim x = y. Se x =y temos a; = b; Vj € N logo sup{|a; — b;|} = sup{0} = 0.
jeN
o d(z,y) = sup{|a; — b;|} = sup{[b; — a;|} = d(y, ).
jeN jEN

o d(z,y) = sup{la; —b;[} < sup{la;—c;|+|c; —bs|} = sup{|a; —¢;|} +sup{|e; — b }.
jEN jEN jEN jEN

Fica assim provado que (I°°,d) é um espaco métrico.

2. Alguns subespagos de (I*°,d). Denote por ¢ o conjunto de todas as sequéncias
de numeros complexos que convergem para algum ponto. Denote também por ¢y o
conjunto de todas as sequéncias de nimeros complexos que convergem para (0, mais
especificamente, ¢y = {(a;)jen € C : a; — 0}. Ainda, denotamos por ¢y o conjunto
de todas as sequéncias de numeros complexos eventualmente nulas, ou seja, cpy =
{(a;);en C C: existe jo € N tal que a; =0 se j > jo}. Observamos que das defini¢oes
acima dadas decorre que coy € ¢g € ¢ C [*™® e portanto os conjuntos definidos sao

espacos métricos com a métrica induzida de [*°.

3. Espaco das sequéncias. Considere M o conjunto de todas as sequéncias de ntimeros

1 . Defi M x M R = S U e L
complexos. Defina d X — R dada por d(z,y) J; 5 (1 - bj|)’ onde

x = (aj)jen € ¥y = (bj)jen. Observe que a série em questao converge pelo teste da

comparagao. Afirmamos que (M, d) é um espago métrico.

Note que M1, M2 e M3 sao satisfeitas. Resta-nos portanto verificar a desigualdade

triangular, o que serd feito com o auxilio da fungao f : R, — R dada por f(t) = 171

1
Derivando f obtemos f'(t) = axo Como f'(t) > 0 para todo t € R, concluimos

que f é crescente. Desse modo, se p,q € R entao f(|p+q|) < f(|p| + |q|), ou seja,

pt+al _ _pltld el P |4l
L+lp+ql ~ 1+1pl+la  1+1[pl+la  1+[p[+1gl ~ 1+p| 144l

Agora, considere © = (a;)jen, ¥ = (b;)jen € 2 = (¢j)jen quaisquer em M. Fixando j,

fagamos p = a; — ¢; e ¢ = ¢; — bj. Usando a desigualdade anterior obtemos:

|a; — by laj — ¢ ¢ — by
+4q|) = i —bj|) = :
flp+4ql) = f(la; = b;]) L+ la;—b| = 1+]a;—¢;| 1+ — byl

Multiplicando os dois lados da inequacao acima por 5 © posteriormente somando sobre

7, de 1 até oo, concluimos que
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il( |a; — by ><§:l( |a; — ¢ >+§:l< |cj — by )
- 27 1—|—|CLj—bj| o 12j 1—|—|(Ij—0j| - 27 1+|Cj—bj|

J=1 J=

Portanto d(x,y) < d(z,z) + d(z,y).

4. Espago das funcgoes limitadas. Dado um conjunto A, denotamos por B(A) o con-
junto de todas as funcoes f : A — C limitadas, ou seja, cuja imagem é um subconjunto
limitado de C. Afirmamos que (B(A),d), onde d : B(A) x B(A) — R ¢é dada por

d(z,y) = sup{|z(t) — y(t)|}, é um espago métrico. Inicialmente, veja que d estd bem
teA
definida pois z,y € B(A).

Considere z,y,z € B(A) quaisquer. Claro que d(x,y) > 0 e d(z,y) = d(y,z). Agora,
se d(z,y) = sup{|z(t) — y(t)|} = 0 entdo x(t) — y(t) = 0 V& € A, de modo que
r = . Recif)ergcamente, se x = y entdo z(t) = y(t), V& € A e assim d(z,y) =
sup{|z(t) — y(t)|]} = 0. Quanto a desigualdade triangular, observe que, para todo
;eé A, temos

[2(t) =y (@] < |2(8) = 2(O)] + [2(8) = y(O)] < sup{la(t) = 2(O)]} + supf[=(t) — y(O)]}-

O lado direito da tltima inequagao é cota superior para o conjunto {|z(t) — y(¢)| : t € A},
logo

sup{|a(t) — y(1)|} < sup{la(t) — 2(8)[} +sup{|2(t) — y(1)[}-

teA teA teA

Isso significa que d(z,y) < d(z,z) + d(z,y).

Cabe aqui uma observacao interessante. Escolhendo A = N obtemos o espacgo das
sequéncias limitadas de niimeros complexos, visto anteriormente e denotado por [*°.
Em alguns casos, iremos considerar o espago das fungoes limitadas com imagem em R,
que serd denotado por B(A,R). A prova de que esse é um espago métrico é a mesma

que foi feita acima.

5. Espaco das fungoes continuas com a métrica do supremo. Mencionamos aqui
também o espago métrico das fungoes continuas, f : [a,b] — R, denotado por Cla, b]. O
espago Cla, b] é um subespago de B([a, b],R) (pois a imagem de um conjunto compacto
por uma funcao continua é também um conjunto compacto, que em particular é limi-
tado) com a métrica induzida. Pelo Teorema de Weierstrass sobre méximos e minimos

de fungoes continuas definidas em compactos, segue que d(z,y) = sup {|z(t) —y(t)|} =

t€la,b]
max {|z(t) — y(£)|}.
t€la,b]
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6. Espago das fungoes continuas com a métrica da integral. Seja Y = C]0,1].
Definad:Y xY — R por:

aamzé|ﬂw—mmw

Afirmamos que (Y, d) é um espago métrico. As propriedades M1, M3 e M4 sao claras.
Quanto a M2, se x = y é claro que d(z,y) = 0. Resta portanto provar que se d(z,y) =0
entdo x = y. Por absurdo, suponha que isso nao aconteca. Assim, existe ¢ty € [0, 1]
satisfazendo z(ty) # y(tp). Pela continuidade da funcao = — y existe 6 > 0 tal que

lz(t) — y(t)] > lz(to) —y(to)|

5 para todo t € (to — d,to + ) N[0, 1] e portanto

a%wzlokmwwwW+johwwwwW+/ 2(t) — y(0)|dt >

0—0 to+9d
to+0 to+90
to) — yl(t
z/6|ﬂw—MMﬁz/“éﬁﬂ%fiﬂﬁ:ﬂam—ywn>u
to— to—

Chegamos assim em uma contradigao. Segue que (Y, d) é um espago métrico.

7. Os espagos [P. Sejap € R, p > 1 um nimero fixado. Por defini¢ao, os elementos do

conjunto [P sdo todas as sequéncias © = (aq,as, ...) de nimeros complexos tais que a
1

série Y |a;|? converge. Definimos d : I? x [? — R dada por d(z,y) = | > |a; — bj|p> p’
Jj=1 J=1
onde z = (ay, as,...) ey = (by, by, ...). Para provarmos que (I?, d) é um espago métrico,

recorremos aos lemas abaixo, que por sinal, serao uteis em varias ocasioes.

Lema 2.1.2 (Desigualdade de Hélder). Seja p > 1 um niamero real fizado. Considere
1 1

q tal que —+ — = 1. Dados © = (a;)jen € I’ ey = (bj)jen € 17 vale que:
p q

1 1

> lagbl < (Z \ak\p>p (Z |bm|q> ’
j=1 k=1 m=1

Demonstragao. Observamos incialmente que se alguma das sequéncias © = (a;) ey € P

e y = (b;)jen € 19 for nula, o resultado é imediato. Da igualdade — + — = 1 segue que
q

— =1 p+aq=pg p—1(g—1)=1
o (p=1(g—-1)
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Assim, se u = t?~! entdo t = t®P~D-1) = 491 Considerando agora o, € R,

observamos os seguintes graficos:

u u
1 B q—1
Jo ui du y— -1 o uiidu y — -1
E I / E I
ffffffffffff L [t .
,,,,,,,,, L Lyt
***** R + e N +
(0% (07

De todo modo, segue que

a B P q
af < / Pt +/ witdu = sl + 5—
0 0

Assim, se x = (a;)jen € IP e y = (bj)jen € 19 sdo sequéncias nao nulas, definimos:

. b
Aj = —aj 1 e B] - —]1
(£ laur)? (3 k)
k=1 m=1
. |P o] fe'e)
Observe que |A;P = L, logo > |A;[? = 1. Do mesmo modo, Y |B;|? = 1.

[ee)
(Z |a/k|p) Jj=1 Jj=1
k=1

1 1

Fagamos agora o = |A;| e § = |B;|. Dal af = |A,;B;| < —|A;|? + —|B;|?. Somando
p q

sobre j, de 1 até oo, obtemos:

oo o0 o0

1 1 1 1
> 14;B;| S;Z|Aj|p+52|3j|q:]—)+5:1'

J=1 J=1 J=1

Substituindo A; e B; na inequacdo acima e multiplicando pelos seus denominadores

concluimos que
1 1

Sl < (3] ()"
j=1 k=1 m=1
Fica assim provada a desigualdade de Holder. [J

Observamos que na demonstracao acima, quando definimos A; e B;, poderfamos, al-

ternativamente, defini-los como:
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, b.
Aj=—Y e B; = ;

J 1

(Eor) (80"

para um certo natural N. O restante da demonstracao seguiria analogamente e o
resultado seria uma “versao finita” da desigualdade de Holder, com o indice do somatorio

variando de 1 até N.
Observamos também que para p =1 e ¢ = oo temos a seguinte desigualdade:

E
>l < 3l (sl - (fj mwp)p (suptles )

Lema 2.1.3 (Desigualdade de Minkowski.). Considere x = (a;)jen € P ey = (b;)jen €

P, onde p>1 € firo. Assim, vale que:

1

<i|aj+bjlp>]; < (irakv’)

j=1 k=1

1

+ (i |bm|p>p.

m=1

SRR

o o o0
Demonstragao. Para p =1 temos Y |a;+b;| < > |ag|+ D |bm| 0 que é consequéncia
j=1 k=1 m=
imediata da desigualdade triangular para nimeros. Escrevemos agora w; = a; + b;,

assim |a; + b;|P = |w;|P = |a; + b;||w; [P~ < (|a | + |b;])|w;[P~!. Somando sobre 7, de 1

até n fixo, obtemos:

n n n
D lwiP <Y lagllws P> by
j=1 j=1

j=1
Considerando ¢ de modo a termos 110 + % =1, vale que p¢g = p+q, pg — q = p, ou
ainda, (p — 1)¢g = p. Observe que ((w;)?~!)jen € ¢ pois (p — 1)g = p. Aplicando a
Desigualdade de Holder (nesse caso, a versao finita) aos dois termos do lado direito da

equagao acima obtemos:

1

(Z |wm|(p—1)q> T
m=1

=

n n
> laglw, P < <Z |a’f|p>
j=1 k=1



Capitulo 2. Preliminares 16

1
n n p
D 1l < <Z |bk\p>

j=1 k=1

Assim,

1 1 1
S Juyl? < (Z \ak\p>p + (Z |bk\p>p (Z rme’) .
j=1 k=1 k=1 m=1

1

n a 1 1
Dividindo ambos os lados por ( > |wm|p) 9 ¢ observando que 1 — — = = obtemos:
m=1 q p

1 1

1= (gle|p>5 < <; ,ak‘p>z§ N (g'bm|p> |

(5 1)

Agora, fazendo n — oo observe que as séries que aparecem do lado direito da inequacao

n
> wyl?
j=1

SR

convergem pois (a;);en, (bj)jen € (P. Assim a série do lado esquerdo também converge

(Teste da Comparagao) e portanto o resultado esta provado. [

Estamos aptos a provar que (I?,d) é um espago métrico. Para tanto, consideramos
r = (a;)jen,y = (bj)jen € 2 = (¢j)jen € IP. Segue da desigualdade de Minkowski que
1

d(z,y) = | X la; — b;|? P converge. Sendo assim, é imediata a validade de M1, M2
j=1

e M3. Quanto a desigualdade triangular, usamos novamente a desigualdade de Min-

kowski para obter

1
d(z,y) = (Z\aa’—bﬂp)p < (

1
- p
Z(\aj—cj|+|cj—bj|)p> <

Jj=1

1 1
< (Zm —ql”)p + (Z o — bjlp)p = d(x,2) + d(z,y).

J=1 J=1
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2.2 Completude

Para iniciar essa segdo lembramos que uma sequéncia (z,)nen sobre um espago métrico
(X,d) é dita ser convergente (para um certo x € X) se Ve > 0 existe ng € N tal que se
n > ng, vale d(z,,r) < €. Nesse caso, dizemos que (x,)n,en CONVerge para T e esCrevemos
x, — x. Lembramos também que uma sequéncia (x,)n,eny € X é dita ser de Cauchy se: para
todo € > 0 existe ng € N tal que se m,n > ng entao d(z,,,r,) < €. Um espaco métrico
(X,d) é dito ser completo quando toda sequéncia de Cauchy sobre X converge para algum
ponto de X. O principal objetivo dessa se¢ao é demonstrar a completude (ou ndo) da maioria
dos espacos recém apresentados. Ainda, lembramos que o fecho de um conjunto M C X é
o conjunto de todos os limites de sequéncias cujos elementos estao em M. O fecho de M
serd denotado por M. Se M = M dizemos que M é fechado. Para mais informacoes sobre
conceitos de andlise, sugerimos [6]. A proposigao abaixo nos da algumas informagoes sobre

espacos completos e seus subespacgos.

Lema 2.2.1. Todo subespaco completo de um espago métrico € fechado. Também, todo

subespaco fechado de um espagco completo é completo.

Demonstracao. Seja X um espaco métrico, M C X um subespaco completo e considere
r € M. Assim, existe uma sequéncia (z,)ney € M tal que z, — . Como (2, )nen converge
(Zn)nen € de Cauchy. Do fato de M ser completo segue que x, — 2’ para um certo =’ € M.
Assim x = 2’ e M C M o que mostra que M é fechado.

Suponhamos agora M fechado de X, com X completo. Considere (z,)ney € M uma
sequéncia de Cauchy. Como M C X e X é completo, temos z,, — = para certo z € X. Como

M é fechado, segue que x € M. Portanto M é completo. [J

A seguir, iremos analisar a completude dos espacos apresentados na secao anterior. Tere-
mos uma série de proposicoes que analisarao, individualmente, essa questao. Esses conceitos

serao especialmente tteis no Capitulo 2, quando abordaremos os espacos de Banach.

Proposicao 2.2.2. O espacgo [*™® é completo.

Demonstragdo. Seja (x,)men uma sequéncia de Cauchy sobre [*°; onde x,, = ( gm), agm), ).

Como (Zp,)men € de Cauchy, para qualquer ¢ > 0 dnj € N tal que se m,n > ng entao

d(xpm, ) = sup{|a§m) - ag-n)|} < €’. Consequentemente se m,n > ng
jeN

(m) (n) / :
la;" —a;’| <€, VjeN (2.1)
Isto nos diz que fixado j, a sequéncia de niimeros (ag-l), a§2), ag-g), ...) éde Cauchy e portanto

(n)

converge, digamos que (Zj — a;. ernnimos agora r = (Adi,dz,...). rmalnos que

Ty — T €T E[®.
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Fixe € > 0. Tome ng € N tal que se n,m > ng entdao d(z,,x,) < % Dado j € N,
tomamos n* > ng tal que |a§n*) —aj| < %, dai se m > ngy temos
\agm) —aj| < |a§»m) = ag-"*)| + |a§"*) — aj| < d(Tps, ) + |a§"*) —aj| <e. (2.2)

Portanto (2.2) é vélida para todo j € N e todo m > ng, o que nos permite concluir que

d(x, ) = sup |a§-m) —aj| < e, assim z,, — x. Como z,,, = (a§NO))j€N € [ existe K, tal que

JEN
|a§"°)| < K,, Vj € N. Segue disso e da desigualdade triangular que

laj < laj — al"™ |+ |a\"| < e+ K, Vj €N,
Assim, = (a1, as, ...) é limitada e x € [*°. Concluimos que [*° é completo. [J
Proposicao 2.2.3. ¢ é completo.

Demonstracao. Pelo Lema basta provar que ¢ é um subconjunto fechado de [*°. Seja
x = (ay,a9,...) € €. Assim, existe uma sequéncia (z,)neny C ¢, com x, = (a§”>,a§"), c),
tal que z,, — =. Portanto, dado € > 0 existe ng € N tal que se n > ng entao d(z,,r) =

slég{\ag-n) —a;|} < % Dessa forma, Vj € N temos
J

(o) €
a;™" — a;| < 3
Como z,, € c, (a&"O), aé"‘)), ...) converge, logo é de Cauchy. Existe assim j; € N tal que se

J,k > 71 temos |a§-n°) - a,(gno)| < % Entao,
la; —ag| < |a; — ag»nO)\ + \ag-nO) — a,(:m)l + \a,(gnO) —ay| < € desde que j,k > jy

0 que mostra que x = (ay, as, ...) é uma sequéncia de nimeros de Cauchy, portanto é con-

vergente. Segue que z € ce ¢ = c. [J
Proposicao 2.2.4. ¢y é completo.

Demonstragao. Seja x € ¢, onde x = (ay, as, ...). Entao existe uma sequéncia (x,)nen C co,

com T, = (a§”>,a§”), ...), tal que z,, — z. Portanto, dado € > 0 existe ng € N tal que se
_ (n) € Ao} ; )
n > ng temos d(z,, ) = sup{|a;  — a;|} < 3 Como consequéncia, para todo j € N temos:
jeN

€

ja; = "] < sup{la™ —ayl} < 5.

j 2

JEN
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€

Também, como x,, € cy, existe jo € N tal que se 7 > jy vale que |a§n0)| < :

. Logo, se 7 > jo
entao
Jag| < laj — 05" + o] < e.
Segue que a; — 0 e assim ¢y € fechado de [*° e portanto, é completo. [

O Lema também nos fornece uma estratégia simplificada para provarmos que alguns

espagos nao sao completos, como mostra o seguinte exemplo.

Exemplo 2.2.5. cyy nao € completo. Vamos verificar que cog nao € fechado em [*°. Para

1 1
tanto considere a sequéncia (x,)nen dada por x, = <1,— .y —, 0, 0,...). Dai, x, — x
n

5
= ¢ st (2, )
R Coo, Visto que d(x,,xr) =

23 o 1 n+1
subconjunto fechado de [*° e consequentemente, nao é completo.

em [, onde x = (1 — 0. Assim cgy nao é

Pois bem, finalizemos o estudo da completude com os espagos ¥ e B(A).
Proposicao 2.2.6. O espacgo [P é completo, para 1 < p < 00.

Demonstracao. Seja (z,)men uma sequéncia de Cauchy em 7, onde (z,,) = (a; ', ay

Assim, dado € > 0 Inj € N tal que se m,n > n; entao

1

d($m7$n> = (Z |a§7n) - a/gn)’p) b < 6/. (23)
j=1

Portanto, V5 € N temos que |a§m) — agn)| < € desde que m,n > n{. Isto nos diz que, fixado

5»1), a§-2), af’), ...) é de Cauchy e portanto converge. Digamos que
ag-m) e aj. Definimos x = (a1, az, as, ...). Afirmamos que z € I” e z,,, — x.

J, a sequéncia de nimeros (a

Fixe k € N e e > 0. Para cada j € {1,...,k} tome n; € N tal que se n > n; temos
eP

]ag.n) —a;|P < ST o que é possivel pois agm) LimiaN a;. Também, tome ny € N tal que se
1
~ & m n p . ’
m,n > ng entdo d(zm,, x,) = | > \aé ) ag» )]p < % Seja N = max{ng,n1,...,n;}. Dai,
j=1
dado n > N pela desigualdade de Minkowski vale que para todo m > nyg
1 1 1
k - k - k -
(m) p m _ mp )P (n) P _e, €_

Fazendo k — oo vemos que
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desde que m > ng o que mostra que x,, — x. Lembrando da desigualdade de Minkowski

temos
1 1 1

> r (& T A Y
(Zlajlp> < <Z ja; — a! °>|p> +<Z|a§. °>|p>
j=1 j=1 j=1

o
o que mostra que » |a;[? converge e assim z € (?. [J

7=1
Proposicao 2.2.7. O espago B(A) é completo.

Demonstracao. Seja (Z.,)men uma sequéncia de Cauchy em B(A). Dai, Ve’ > 0 existe ny € N

tal que se m,n > n( temos:

d(Tm, Tn) = sup{ |z, (t) — z,(t)|} < €.
tcA
Portanto, para t fixo, temos
|20 (t) — 2, ()] < €

garantindo que (z1(t), z2(t),...) é de Cauchy em C. Como C é completo, segue que a mesma
. n—oo . ’
converge, digamos que ,(t) —— z(t). Desse modo a cada t € A associamos o niimero real

x(t), ficando assim definida pontualmente uma fungao x : A — C. Afirmamos que z,, — x e
que x € B(A).

€
Fixado € > 0, tomamos ny € N tal que se m,n > ng temos d(z,, x,) < 3 Agora, para

€
cada t fixo, considere também n > ng tal que |z, (t) — x(t)| < 3 Dai, se m > ng obtemos

[ (t) = 2(O)] = |2m(t) = 20 ()] + 20 () — ()] < d(@m, 20) + |2a(t) — 2(8)] <e.

Como a desigualdade acima é vélida para todo t € A

sup{lem(t) — (B} <€ (m = no)

0 que garante que ,, — x. Também, do que foi feito acima, podemos concluir que |z(t)| <
|2(t) — @ (t)] + |20y (1) < €+ K,,, onde K,,, é uma constante, mostrando que = € B(A) e
que B(A) é completo. [

O Lema pode ser novamente usado para demonstrar o seguinte corolério.

Corolario 2.2.8. C[a,b], com a métrica do supremo, é completo.
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Demonstracao. Seja x € Cla, b|, logo existe uma sequéncia (z,).en € Cla, b tal que z,, — x
em Bla,b]. Isso nos diz que Ve > 0 existe ny € N tal que se n > ng temos d(z,,z) =

sup |z,(t) — x(t)| < e. Portanto, |z,(t) — xz(t)| < € para todo ¢t € [a,b] e n > ng, o que
t€la,b]

significa que z,, — x uniformemente em [a, b]. Como o limite uniforme de uma sequéncia de
fungdes continuas é também uma fungao continua, segue que C|a, b] é fechado em Bla,b] (e

assim completo). O

Certamente o leitor percebe que além do espaco em questao, a métrica do espaco influencia
no fato do espago ser ou nao completo. No colorario acima vimos que a métrica do supremo
torna Cla,b] completo. Abaixo, como tltimo item dessa se¢ao, veremos que métrica da

integral torna C|0, 1] um espago métrico nao completo.

Exemplo 2.2.9. Em C[0,1], com a métrica da integral, consideremos a sequéncia (T )n>2

dada por
,0 tG-O1
se 0:3)
(t) f— T ere (L]
Tn(t) =< nt— = se - —+—.
2 2°2 n
1 1
lsete |=+—,1|.
L 12 n

Para n > m temos graficamente o sequinte:

Veja que a distancia entre x,, e x, € drea hachurada do triangulo maior na figura acima.

Dai, (x,)nen € de Cauchy pois dado € > 0 tomamos ng € N tal que — < €, de modo que se
o
1

1
n>m > ng entio d(Ty,, ,) = = 5 < e,

Afirmamos que (x,)nen ndo converge. Para tanto, vejamos que para todo x € C|0, 1]
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1

|z, (t) — x(t)|dt + / |z, (t) — x(t)|dt =

1,1
2+n

1
i+

3=

d(zp, ) = /0é |z, (t) — x(t)]dt+/

1
2

:/02 |x(t)|dt+f n|xn(t)—x(t)]dt~l—[ 11— ()| dt.

2

Como cada integrando € positivo, assim sao os valores das integrais. Portanto se d(x,,x) —

. : L 1
0 cada integral deve convergir para 0. Como x € continua, devemos ter z(t) =0 set € |0, 3

1
ex(t)=1set € <§, 1] , 0 que € impossivel. Seque que a sequéncia (T, )neny NAO converge para

uma fungdao de C|[0,1]. Um exemplo idéntico garante que Cla,b] com a métrica da integral

também nao é completo.

2.3 Separabilidade

Iremos estudar agora o conceito de separabilidade e, assim como na secao anterior, da-
remos énfase a separabilidade dos espagos apresentados na Secao 1. Em geral, espagos
separdveis (ver defini¢do a seguir) possuem propriedades que facilitam sua manipulac¢do e

tornam a teoria mais rica.

Definicao 2.3.1. Um espago métrico (M, d) é dito separdvel se possui um subconjunto denso

e enumerdvel (ou seja se existe X C M enumerdvel com X = M ).

Exemplo 2.3.2. Paran € N, R" ¢ separdvel pois Q" é um subconjunto enumerdvel e denso

em R".
Proposicao 2.3.3. O espaco I?, com 1 < p < oo € separdvel.

Demonstragcao. Para cada n € N defina M,, como o conjunto de todas as sequéncias da
forma (ay,as,...,a,,0,0...) em que a; € Q para todo ¢ € N. Observe que M,, é enumerével.

Definimos agora M = |J M, que é enumerdvel pois é uma unido enumeravel de conjuntos
neN

enumeraveis. Afirmamos que M = [P.

[ee]
Com efeito, considere x = (a;) ey € [P. Dai, dado e > O existe ng € Ntalque > |a;? <
j=no+1
Ep X o 0
3 visto que 21 la;|P converge.
J:

Como Q ¢é denso em R, para cada a; existe b; € Q tal que |a; — b;| < . Podemos

~
3=

2710

no
assim obter y € M, com y = (b1, bs,...,b,,,0,0,...) tal que > |a; — b;|? < % Segue que
j=1
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0o no o0
d(z,y)? = la;=blP = laj =P+ > |a;fP <€
i=1 i=1 j=no+1

Assim M é denso em [P e portanto [P é separavel. [
Proposicao 2.3.4. Seja X um conjunto infinito. Entdao, B(X) nao é separdvel.

Demonstragao. Iremos provar que todo subconjunto de B(X) que é denso em B(X) deve

obrigatoriamente ser nao-enumeravel. Com efeito, para cada Y C X defina a funcao

lsexeY

fr : X — C dada por fy(z) =
Osex ¢Y

Seja A o conjunto de todas as funcoes dessa forma. A quantidade de funcoes definidas
assim é nao enumeravel pois estd em bijegdo com P(X) e como X §é infinito, segue que
P(X) é nao enumerdvel. Observe que dados Y;,Y, C X subconjuntos distintos, temos
fvi # fv, e assim d(fy,, fy,) = 1 devido a métrica de B(X). Agora, para cada f € A defina

1
By =B\ f, 5 ) Observe que essas bolas nao se intersectam e que existe uma quantidade

nao enumeravel delas. Dessa forma, se M C B(X) é denso em B(X) entdo ha pelo menos
um ponto de M em cada uma dessas bolas e assim M é nao enumeravel, como queriamos.

Segue que B(X) nao é separdvel. O
Corolario 2.3.5. O espaco [*™° nao ¢ separdvel.
Demonstracao. Basta tomar X = N na proposi¢ao anterior. [

Apresentaremos agora, uma equivaléncia do conceito de separabilidade valida em qualquer
espaco métrico. Antes disso, lembramos que uma colegao 3 de conjuntos abertos de um espaco
métrico M é dita uma base de abertos para M se todo aberto A C M pode ser escrito

como A = |J By onde By € e A varia num conjunto I de indices. Equivalentemente, /3
Ael
é uma base de abertos se, dados A aberto de M e x € A qualquer existe B € 3 tal que

x € B C A. Se a colegao [ for enumeravel, diremos que M possui uma base enumeravel

de abertos.

Teorema 2.3.6. Seja (M,d) um espago métrico. Sao equivalentes:
1. M € separdvel.
2. M possut uma base enumerdvel de abertos.

3. Toda cobertura aberta de M possui uma subcobertura enumerdvel.
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Demonstracao. 1 = 2. Seja X C M um subconjunto denso e enumeravel cuja existéncia é
garantida pela hipétese. Fixado z € X e r € Q considere a bola B(x,r). Seja § a cole¢ao
de todas as bolas da forma B(x,r) para x € X e r € Q. Observe que [ assim definido é
enumeravel (unido enumeravel de enumerdveis). Afirmamos que 8 é uma base para M. Para
tanto, considere A aberto de M e a € A qualquer. Do fato de A ser aberto e da densidade
de X podemos obter r € Q, r > 0 tal que B(a,2r) C Aey € X tal que d(y,a) < r. Observe
que B(y,r) € 5. Além disso, se z € B(y,r) entdao d(z,a) < d(z,y) + d(y,a) < 2r. Logo
B(y,r) € B(a,2r). Portanto a € B(y,r) C B(a,2r) C A e assim § é uma base enumerdvel
de abertos para M.

2 = 3 Seja f uma base enumeravel de abertos para M e considere ( uma cobertura aberta
de M. Seja também [’ a sub colecao de S8 formada pelos abertos de 8 que estao contidos em
algum conjunto de (. Observe que ' é enumerdvel pois assim é 5. Agora, a cada B’ €
associamos um conjunto C’ € ( tal que B’ C C’. Assim, a colegao dos conjuntos C” escolhidos
é enumeravel, chamemos de ¢’ tal colecao. Afirmamos que ¢’ é uma cobertura de M, com
efeito, dado € M existe C' € ( tal que x € C. Como [ é uma base existe B’ € § tal que
x € B' C C, portanto B’ € ' e temos associado a ele um conjunto C’ € ' com B’ C (.
Assim x € C’" como queriamos.

3 = 1Fixen € N. A colecao de todas as bolas abertas de centro em um ponto de M e raio
% constitui uma cobertura de abertos para M, da qual podemos extrair uma subcobertura
enumeravel por hipétese. Os centros das bolas dessa sub-cobertura constituem também um

conjunto enumeravel, denotemos-o por E,. Defina £ = (J E, que é enumeravel por ser
neN
uma uniao enumeravel de conjuntos enumeraveis. Quanto a densidade, dados x € M e € > 0

tomamos ny € N tal que — < e. Escreva E,, = {xlno,xgno, ...}, assim a cole¢do formada
o

1 1
pelas bolas B <x1n0, —) , B <x2n0, —) ,... cobre M, de modo que existe £ € N tal que
Uun) un

1 1
reB (xkno, n_) Portanto d(z, zy,, ) < — <6 assim F' = |J E, é denso em M. .
0 0

neN

Da proposi¢ao acima podemos obter o seguinte,

Corolario 2.3.7. Seja (M,d) um espago métrico. As sequintes afirmagoes sao validas:
1. Se M é compacto entao M ¢é separdvel.
2. Se M for separdvel entao todo subespagco de M também é separdvel.

Demonstracdo. Quanto a primeira afirmacao, se M é compacto, toda cobertura aberta ad-
mite subcobertura finita, em particular, enumeravel. Assim, o item c¢) da proposi¢ao anterior

¢é satisfeito e M ¢é separavel.
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Vamos demonstrar 2. Seja § uma base enumeravel de abertos para M e X um subespaco
de M. Seja * a colecdao dos conjuntos da forma B N X para B € . Afirmamos que §* é
uma base enumeravel de abertos para X. Com efeito, todo aberto de X é da forma AN X
com A aberto de M. Como A= |J B, com B, € ftemos ANX = |J (B,NX). O

neN neN

A reciproca do item 1 do corolario nao é verdadeira, pois por exemplo, R é separavel mas
nao é compacto, ja que em particular nao é limitado. O item 2 juntamente com o fato de M
ser um subespago de si mesmo nos conta que M é separavel se e somente se todo subespago
de M o for.

No ambito de buscarmos mais alguns resultados sobre separabilidade iremos enriquecer
um pouco a estrutura e que estamos trabalhando (inclusive, essa préatica se repetira algumas
vezes ainda). O leitor deve ter percebido que tudo que fizemos até agora exigia apenas uma
métrica no espaco. Adicionaremos agora a hipdtese de que a métrica seja induzida por uma

norma, ou seja, vamos considerar espagos normados.

Definigao 2.3.8. Seja X um espago vetorial. Uma norma em X € uma fungdo || || : X — R

que satisfaz, Vr,y € X e a escalar:

N1: ||z|| > 0 sendo que |z|| = 0 se, e somente se, v = 0.
N2: ozl = |afflz]].
N3zl 4yl < [lz]l + [lyll-

Nesse caso, o par (X, || ||) € dito ser um espagco vetorial normado, ou simplesmente, um

espaco normado.

Nesse texto consideraremos apenas espacos normados sobre R ou C ficando sub-entendido
essa informacao sempre que usarmos o termo espaco normado. Dos axiomas definidos, segue
que toda norma define uma métrica, d, dada por d(z,y) = ||x — y||. Nesse caso dizemos que
d é induzida por || ||. Desse modo, o conceito de espagos completos faz sentido em espagos
normados. Espacos normados que sao completos em relacao a métrica induzida pela norma
sao chamados de Espacgos de Banach.

A nocao de norma é mais profunda do que a de métrica pois estamos dando a ideia de
“tamanho”de um elemento do espacgo, enquanto a nocao de métrica nos permite apenas com-
parar distancia entre os elementos, podendo nao saber o seu “tamanho”. Métricas induzidas
por normas tem algumas propriedades adicionais. Por exemplo, uma métrica d em um espago

vetorial X, induzida por uma norma || ||, satisfaz, Vz,y,z € X e Vt escalar:

e dz+zy+z)=r+tz-(y+2)l=lr—-yl=dzy
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o d(tz,ty) = [tz = ty|| = [tl[|lx =yl = [t|d(z, y).

E interessante observar que se as duas propriedades acima sao satisfeitas por uma distancia
d num espago vetorial entdo podemos induzir uma norma colocando ||z|| = d(z,0) e obteremos
assim um espago normado. Vejamos através dos exemplos da primeira secao, como algumas
métricas sao oriundas de uma norma. Porém, antes disso, vamos ver que nem toda métrica é
induzida por uma norma. Consequentemente nem todo espaco métrico é um espaco normado
(na verdade, a discrepancia entre espagos métricos e normados nao é referente apenas a nogao
de métrica ou norma, é sempre bom ter em mente que um espago métrico é apenas um
conjunto com uma métrica, enquanto isso, um espaco normado é um espago vetorial com
uma norma.) Assim, qualquer espago métrico (M, d) tal que M nao é um espago vetorial nao

é um espaco normado.

Exemplo 2.3.9. Consideremos o espaco métrico das sequéncias, definido na primeira secao,

: , x> 1 la; — b,
cuja métrica € dada por d(x,y) = S (N e A -
! por dte.y) J; 2 (1+|aj—bj|

como espaco vetorial com as operacoes habituais de sequéncias. Supomos que tal espaco seja

). Estamos considerando-o agora

normado e consideramos x = (1,0,0...), y = (0,0,...) et = 3. Dai, 3d(x,y) = 2 enquanto

3
d(3z,3y) = 3’ o que nao poderia acontecer. Portanto tal espago nao é normado.

Exemplo 2.3.10. Em [*°, considerado como um espaco vetorial com as operacoes habituais

de sequéncias, consideramos a norma ||z|| = sup{|a;|}, onde x = (a1, as, . ..) (veja que de fato
jeN

0s axiomas sao satisfeitos). Observe também que a norma acima definida induz a métrica
definida na primeira secdo e que torna [*° completo. Assim, [*° € um espaco de Banach.
Observe também que os subespagos (métricos) cy, ¢o € ¢ sao todos subespagos (vetoriais) de
[ o que decorre das propriedades das operagoes de sequéncias. O que mostramos nas Pro-

posicoes e no Exemplo garante que co e ¢ sao espacos de Banach enquanto

Cop NGO 0 €.

Exemplo 2.3.11. Em [?, observamos primeiro que a desiqualdade de Minkowski garante que
a soma (usual) de dois elementos de [P pertence a IP. Também € verdade que, se x € I[P entdo

ax € [P para todo escalar a. Definimos aqui a norma dada por:

1

oo
p
Izl = { D la;[P | onde & = (a;)jen.
=1

Novamente com a ajuda da desigualdade de Minkowski vemos que 0s axiomas de norma
sao de fato satisfeitos, bem como que a norma coincide com a métrica definida anteriormente

que o torna completo. Seque que P é um espaco de Banach.
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Exemplo 2.3.12. Consideramos agora Cla,b], visto com as operacées usuais de fungoes e
com a métrica do supremo. E imediato que a métrica do supremo € induzida pela sequinte

norma.

= )}
2l = max{l=(t)]}

A Proposi¢ao garante que Cla,b] é um espago de Banach.

Exemplo 2.3.13. O espago C|0, 1] visto com as operagoes usuais de fungoes e com a métrica

da integral é um espaco normado, cuja norma € dada por:

Joll = [ latolas

e induz a métrica da integral ja definida. O Fxemplo garante que esse nao € um espaco

de Banach por nao ser completo. O mesmo vale para Cla,b] com a métrica da integral.

Para diferenciar as duas normas acima escreveremos (Cla, ], || ||«) quando nos referirmos
a norma do supremo e escreveremos explicitamente quando estivermos falando da norma da
integral. Também, em situacoes que envolvem normas em variados espacos simultaneamente,
poderemos anexar ao simbolo padrao de norma, || ||, um indice referente ao espago com o
qual estamos calculando-a. Por exemplo, || ||;» denota a norma padrao de 7.

Provemos agora a continuidade da funcao norma. Isso facilitara algumas manipulagoes

algébricas futuramente.

Lema 2.3.14. Seja (E,|| ||) um espago normado. A norma || || : E — R € uma fungao
continua.

Demonstragao. Veja que Vr,y € E temos ||z]| = ||rt —y + y| < ||z — y|| + ||ly]|, ou seja,
[zl =yl < llz = yll. Analogamente, [ly[| — [lz]| < [l —yl|, logo [[|=]| —[lyl[ < [z —y].
Portanto, dado € > 0 tomamos § = ¢, se ||z — y|| < d entao |||z]| — [ly||| < [[r —y|| <d=¢, 0

que prova continuidade da norma. []
Voltando a separabilidade, podemos provar o seguinte teorema:
Teorema 2.3.15. Todo espaco normado de dimensdo finita € separdvel.

Demonstragao. Considerando {ey,...,e,} uma base para o espago normado X o conjunto
n

A = { aje;; coma; € Q Vjie{l,...,n} p é enumerdvel e denso em X se X for um
j=1

R-espago vetorial. Com efeito, fixado ¢ > 0 e escolhendo y € X arbitrario escrevemos
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n
y = Y B,e; para certos [, ..., 3, escalares. Escolhemos agora oy, ..., a, € Q tais que para
j=1
todo 7 =1,...,n vale

€

1
max {[lej[[} n
7j=1,....n

a; = 5] <

n
o que ¢é possivel pois Q é denso em R. Escrevendo z = ) aje;, observamos que z € A. Além
=1
disso,
n

lz =yl = |1D_(a; = Blej|| < law = Bullleall + ... + law = Ballleal.

j=1

Temos ainda que
o = Balleall + -+l = Bullleall < ler = A1l max {llesl}+ .+ low = Bal 1max {lesll}

Desse modo,

n vezes

€ €
= yll < los = Billled + -+ lan = Balllenl] < <+ ..+ = =

A enumerabilidade de A segue da enumerabilidade de Q e da dimensao finita de X. Se X
for um C—espago vetorial consideremos em vez de Q o conjunto Q+:iQ = {p+iq: p,q € Q}
na definigdo de A. Como Q + ¢Q é denso em C e também enumeravel a demonstragao segue

analogamente. [J

Na demonstracao acima, poderiamos também ter normalizado a base no inicio da demons-
tracao para deixar as contas um pouco mais amenas. Para finalizar essa secao, demonstra-
remos um teorema de fundamental importancia nesse trabalho que aparecera com bastante
frequéncia no decorrer do texto. Trata-se de uma equivaléncia sobre espacos normados se-

paraveis (ja mostramos uma valida em espagos métricos no Teorema [2.3.6]).

Teorema 2.3.16. Um espaco normado E € separdvel se, e somente se, existe um subconjunto

enumerdvel A C E tal que spanA € denso em E.

Demonstracdo. Se E é separéavel, existe A C F denso e enumeravel. Observe que £ = A C
CFE

enumeravel tal que spanA = E. Defina B como o conjunto de todas as combinacao lineares

spanA C E. Assim spanA é denso em E. Reciprocamente supomos que existe A

finitas de elementos de A com coeficientes em Q ou Q + iQ (para R-espago vetorial ou
C-espago vetorial, respectivamente).

Fixado n € N, o conjunto das combinagoes lineares de n elementos de A com coeficientes
em Q (ou Q4+ iQ) é enumeravel. Assim B é enumerdvel pois é uma unido enumerdvel de

enumeraveis.
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Quanto a densidade de B, consideramos x E E ee > 0. Como spanA = FE existe
Yo € spanA tal que [z — yol < % onde yg = beﬁ keN, b,....,bp € R (ouC) e
T ,x € A. Da densidade de Q em R (ou de Q +iQ em C) existem aq,...,a; € Q (ou

€
k
2 (1 > ||xi||)

€
lz =yl < llz = woll + llyo = yll < 5 +[I(br — @)z + ... + (b — ar)ze]| <

k
6 0>
o) < <

Q-+ ZQ) tais que |a; — b;j| <

para todo j = , k. Tomando y = Z a;x;
=1

temos y € B e além disso:

€ €
5—1— max {\b a;l (|l + - - -+ - §+§:€
como desejavamos. []
Corolario 2.3.17. O espaco ¢y € separdvel.
1 n n+1
. . ~ =~ AN AN . .
Demonstragao. Para cadansejae, =( 0 ,..., 1 , 0 ,...) € ¢y, ou seja, e, possui a n-

ésima coordenada igual a 1 e as demais sao nulas. Seja A = {ej,ez,...}. Dado z = (a;)en €
n
co considere z,, = > aje;. Assim (z,)nen C spanA e
Jj=1

lim
k—o0

k
r — E ajej
=1

onde a ultima igualdade ¢ valida pois a; — 0. Assim z, — = e € spanA. O Teorema

= khm H(OJ 07 sy A1, A2, - - )H = lim Sup{|aj|} =0
—00 k—oo j>k

2.3.16| garante que ¢y ¢é separavel. [
O corolario acima garante também que cyy é separavel por ser um subespaco de cg.
Corolario 2.3.18. O espago (Cla,b], || ||l«) € separdvel.

Demonstracao. Seja A = {z,, : n € N} onde para cada n € N temos z, : [a,b] — R dada
por z,(t) = t". Observe que A C C[a,b] e spanA é o conjunto de todos os polindémios. Pelo
teorema de Stone-Weierstrass (veja, por exemplo, [§]) temos que spanA = Cla,b] e assim
Cla, b] é separdvel pelo Teorema [2.3.16|0
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3 Espacos normados

3.1 Topologia dos espacos normados

No final do capitulo anterior, introduzimos os espacos normados e ja obtivemos alguns

resultados interessantes. Comecemos esse capitulo explorando um pouco da topologia desses

espacos.
Lema 3.1.1. Seja {x1,...,2,} um conjunto linearmente independente de um espago nor-
mado X. Assim, existe uma constante ¢ > 0 tal que para quaisquer o, ..., q, escalares

temos ||oaqnzy + ... + anxy|| > c(lag| 4+ .. + |an)).

Demonstracao. Se s = |ay| + ... + |a,| = 0 entdo todos os escalares em questao sdo nulos

e a desigualdade é valida para qualquer constante positiva. Suponha entao s > 0 e facamos

a .
Bj = u Assim obtemos a seguinte desigualdade:

s
[B11 + ...+ Baal| > ¢
n
com Y |Bj| = 1. Desse modo, é suficiente mostrarmos que existe uma constante ¢ > 0
j=1
tal que a desigualdade acima ¢é satisfeita para todo n-upla de escalares fi,..., [, tais que

n
>~ 18;] = 1. Suponha por absurdo que nao seja assim. Dai para cada m € N existem escalares

7=1
ﬂm), ., B tais que:

m m 1 & m
182y + ...+ U )xn||§E e ST =1,
j=1

Obtemos uma sequéncia (Y, )men, onde y,, = ﬂfm)xl +... 8™, étal que | =22 0.

n
Agora, como > |B](-m)| = 1 vem que |ﬁj(-m)| < 1Vj € N. Fixando j, observamos que
Jj=1
(5(1) Y ) = (5(m)) ¢ uma sequéncia limitada e assim admite subsequéncia con-
iP5 ) = P T )meN q q
Enta (m) . b ~ . di
vergente. Entdo, (5, )men possui subsequéncia convergente, digamos que a mesma con-
virja para f; e denotamos por (Y1, )men & subsequéncia de (Y, )men correspondente, no
sentido que (y1m)men contém apenas vetores cujos coeficientes de x; sdo aqueles que apa-
recem na subsequéncia convergente. Novamente pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass a
sequéncia (Y1, )men possui uma subsequéncia (Y2, )men tal que a subsequéncia correspon-

dente de (ﬁém))meN convirja, digamos para 5. Apos n etapas produziremos uma subsequéncia

Ynm = (Yn1sYn2 - - .) de yp, tal que:
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Yn,m = Z ’7](m)xj com Z |7]m)| =1 € ’Yj(m) m_>—°°> ﬁj'
j=1 Jj=1

n n

Consequentemente temos 4y, ,, ——— > B;z; := y, onde Y. |5;| = 1. Assim existe ao
J=1 J=1

menos um nimero j € N com 1 < j < n tal que 8; # 0. Como {zy,...,2,} é L.I temos

y # 0. Por outro lado, como y,,,, — y segue da continuidade da norma que ||yn.m| — |lyll-
Como [|Ym|| = 0 € ynm ¢ subsequéncia de y,,, temos que ||y|| = 0 e assim y = 0 o que é um

absurdo. Fica assim provada a proposicao. [
Teorema 3.1.2. Todo espaco normado Y de dimensao finita é completo.

Demonstracao. Seja (Ym)men uma sequéncia de Cauchy em Y, n € N tal que dimY =n e

{e1,...,e,} uma base para Y. Assim, cada elemento da sequéncia (y,,)men pode ser escrito
como

Ym = ozgm)el +...+ agm)en
onde a§m), e ,oz,(qm) sao escalares. Agora, dado € > 0 existe ng € N tal que se m,r > ng entao

|Yym — ]| < €. Juntamente com o lema anterior podemos obter ¢ > 0 e escrever

el =l < |3 (ol —al) e
j=1

ou ainda, conforme ¢é de nosso interesse, obter a seguinte desigualdade, que ¢é valida desde

= lym — U] <€

J=1

que m,r > ny

m T = m T 6
o — a7 £ 3ol — 7] < &
7=1

;1),a§2), ...) é de Cauchy e

m—0o0 .
—— «;. Definimos agora y = o€ +aea+. . . +ape,.

A inequagdo acima nos mostra que, fixado j, a sequéncia («
(m)
J

Pela escolha dos escalares temos que y € Y e além disso

portanto converge. Digamos que «

n

Z (Oé;m) - Oéj) €;

n
lom — wll = <D 1af™ = agllles .
j=1 j=1
Como Otj(»m) 7% temos que ||y — yl| = 0 e entdo y,, — y. Fica assim demonstrado

que Y é completo. [J

Corolario 3.1.3. Se X ¢ um espaco normado entao todo subespaco Y C X de dimensao
finita € fechado (de X ).

Demonstracao. Pelo Teorema concluimos que é Y completo. Pelo Lema temos Y
fechado de X.
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Ressaltamos que o corolario falha sem a hipdtese da dimensao finita do espaco Y. Tome
por exemplo X = (C[0,1],] |le) € Y = span{xg, z1,x2,...} onde z;(t) = ¢. Assim Y é o
conjunto de todos os polinomios. Podemos usar o teorema de Stone-Weierstrass para obter
uma sequéncia de polindémios que tem como limite uniforme (e portanto o limite é referente
a métrica do supremo) uma fun¢ao continua que nao ¢ um polindémio, por exemplo z(t) = €.

Isso significa que Y nao é fechado.

Teorema 3.1.4. Se X € um espaco normado de dimensao finita entao M C X é compacto

se e somente € fechado e limitado.

Demonstragcao. Sabemos que M compacto implica M fechado e limitado, um resultado valido
em qualquer espago métrico, veja por exemplo [6]. Suponhamos portanto M fechado e
limitado e consideremos uma sequéncia (&,,)men sobre M. Seja n = dim X e {ey,...,e,}

uma base para X. Assim cada elemento da sequéncia pode ser representado da seguinte

maneira:
Ty = @gm)el + ... +ame,
onde ozgm), ..., ol sdo escalares. Como (Tm)men € limitada existe k € R tal que ||z,,|| < k

Vm € N. Pelo Lema temos garantida a existéncia de ¢ € R, tal que:
. (m)| < (m),,
e Dl <D

j=1 j=1

Agora fixando j, a desigualdade acima garante que («

= l[zm| < k.

)

J
b A D d (m) . b . di-
subsequéncia convergente. Desse modo («; ' )men possui uma subsequéncia convergente, di

,aéz) ,...) é limitada, logo possui

gamos que convirja para a; e denote por (1, )men & respectiva subsequéncia de (z,,)men (00
mesmo sentido usado na demonstragdo do Lema [3.1.1). Do mesmo modo, (21 ,,)men possui
uma subsequéncia, (Z2.,)men, tal que a respectiva subsequéncia de (ay ' )men seja conver-
gente, denote por as o limite dessa tultima. Prosseguindo assim, apds n etapas obteremos

uma subsequéncia (2, )men de (Tm)men satisfazendo
m— 00
Zm — 161+ ...+ aue, = 2.

Como M é fechado, z € M e portanto demonstramos que toda sequéncia sobre M possui

uma subsequéncia que converge para algum ponto de M. Segue que M é compacto. []

Exemplo 3.1.5. Considere N, munido com a métrica 0 — 1 (ou seja, d(z,y) =1 sex £y e
dz,y) =0sex=y). (N;0—1) é fechado e € limitado devido a métrica 0 —1. Apesar disso,
nao € compacto pois a sequéncia (2,4,6,...) satisfaz d(x,,x,,) = 1 se m # n e assim nao
possui nenhuma subsequéncia de Cauchy, logo ndo possui nenhuma subsequéncia convergente.
O exemplo pode ser generalizado para um conjunto M infinito munido com a métrica 0 — 1

e considerando sequéncias sobre M onde todos os termos sao distintos.
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Exemplo 3.1.6. A bola unitdria fechada de [P, p > 1 ¢ outro exemplo de conjunto fechado e
limitado que nao € compacto: visto que a sequéncia formada pelos vetores (1,0,0...) ,(0,1,0...
ete, € tal que a distancia entre quaisquer dois elementos distintos € % g SequUENCia nao possui

nenhuma subsequéncia de Cauchy, portanto, nao possui nenhuma subsequéncia convergente.

Lema 3.1.7 (Lema de Riesz). Seja Z um espago normado eY um subespaco fechado de Z

comY C Z. Assim, para qualquer nimero 6 € (0,1) existe zg € Z tal que

[zl =1 e Jlao—yl =6 VyeV

Demonstracao. Tome v € Z —Y e seja a = in£{||v —y||}, ou seja, a = d(Y,v). Como Y é
ye

fechado e v ¢ Y (e assim v ¢ Y pois Y é fechado) segue que a > 0. Tome agora 6 € (0,1),

a
assim a < g Por defini¢ao de infimo existe y, € Y tal que:

a < o —goll <

|2

1

o =0l e zg = ¢(v — o). Evidentemente ||z]| = 1. Além disso Yy € Y
v —Yo

Defina agora ¢ =
temos que:

Yy
llzo —y|| = |[c(v —yo) —y|| = ¢ HU - (yo T E) H '

Como y, + Y € Y pois Y é um subespaco temos Hv — (yo + Q) H > a. Assim,
c c

a
leo sl =c|fo— (s + )| 2cra= >0
¢ ||U_yo||

Fica portanto demonstrado o lema. [

Teorema 3.1.8. Seja X um espag¢o normado. Entao, a bola unitdria fechada, M = {x €

X :jz|| < 1}, € compacta se, e somente se, X tem dimensdo finita.

Demonstracdo. Para um dos sentidos temos X com dimensao finita. Nesse caso o Teorema
nos da a equivaléncia de compactos com fechados e limitados. Como M é fechado e
limitado M é compacto.

Agora vamos provar que se M é compacto X tem dimensao finita. Para tanto suponha,
por absurdo, que X possui dimensao infinita. Tome z; € X tal que ||z1]| = 1 e seja X; =
span{z1}, assim dim X; = 1. Pelo Corolario segue que X; é fechado de X e X; C X
pois X possui dimensao infinita. Pelo Lema de Riesz existe 5 € X tal que ||z = 1 e
|z — @] = 5

Considerando agora Xy = span{zi,xs}, usamos o mesmo raciocinio para obtermos xz €

X tal que ||z3]| =1, ||lxs — 2] > 5 e |xs — 1] > 3 Prosseguindo indutivamente, obtemos
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uma sequéncia (z,)nen tal que Vn € N temos ||z,|| = 1 e portanto x,, € M. Além disso, pelo
exposto vale que ||z, — T, || > 3 sempre que m # n, isso nos permite concluir que a sequéncia
em questao nao possui nenhuma subsequéncia convergente e assim M nao é compacto, o que

é um absurdo. O

O Exemplo juntamente com o teorema acima garante, por exemplo, que os espacos

[P, p > 1 possuem dimensao infinita.

3.2 Operadores entre espacos normados

Nessa segao, trataremos de operadores lineares entre espagos normados. O conceito de

operador linear pode ser definido em espacos vetorais, nao dependendo da norma.

Definicao 3.2.1. Um operador T : X — Y, onde X e Y sdo espagos vetoriais (sobre um
mesmo corpo), € dito ser linear quando para todos x1,x € X, e a escalar temos T (x +y) =
T(x)+T(y) e T(ax) = aT(x).

Segue da definigao que, se T' for um operador linear entao 7'(0) = T'(x—z) = T(x)—T(z) =
0 e T(ax + By) = oT'(z) + FT(y).

Exemplo 3.2.2. O operador identidade e o operador nulo sao lineares.

Exemplo 3.2.3 (Operador de diferenciagao). Seja X o conjunto de todos os polinémios
definidos em um intervalo [a,b]. Defina T : X — X dado por T'(z) = 2'(t). A linearidade do

operador T" seque das propriedades de derivacgao.

Exemplo 3.2.4 (Operador de integracao). O operador T : Cla,b] — C|a,b] dado por

¢ linear devido as propriedades de integracao.
Seguem mais algumas defini¢oes que agora misturam conceitos topologicos e algébricos.

Definicao 3.2.5. Sejam X e Y espacos normados. Um isomorfismo entre X eY € um
operador T+ X — Y, tal que T € linear, continuo, bijetor e o operador inverso T—! é

continuo. Se esse operador existir dizemos que X eY sao tsomorfos.

Veremos no Exemplo [3.2.18| que de fato existem operadores lineares, continuos e bijetores

tais que o operador inverso nao é continuo.
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Definicao 3.2.6. Uma isometria entre dois espacos normados X eY € um operador T :
X =Y que satisfaz |T(z)|| = ||z|| Yo € E. Uma isometria linear é um operador linear,

T, que € uma isometria.

Definicao 3.2.7. Dois espacos normados X e Y sao ditos isometricamente isomorfos

se existe um operador T : X — Y tal que T € um isomorfismo e também uma isometria.

No intuito de clarear um pouco a relacao dos conceitos acima, apresentamos a seguinte

proposicao.
Proposicao 3.2.8. Sejam X e Y espacos normados. Sao vdlidas:
1. Toda isometria linear T : X —'Y € (uniformemente) continua e injetora.

2. Toda isometria linear sobrejetora T : X — 'Y € inversivel e sua inversa, T~', é também

uma isometria, sendo portanto continua.

Demonstracao. Quanto a primeira afirmacao, dado € > 0 tomamos d = €, assim se x1, x5 € X
satisfazem ||z1 — 22]] < § entdo | T(z1) — T(z2)|| = || T (1 — x2)|| = ||z1 — x2|| < €, portanto,

T é (uniformemente) continua. A injetividade decorre do seguinte:
T(Il) = T(J]Q) = ||T(I1 — ZEQ)H =0= ||l‘1 — ZEQ” =0= 1 = Ta.

Para a segunda afirmagao, observamos que 7' é inversivel pois ¢é bijetora (sobrejetora por

hipétese e injetora pelo item 1). Dado y € Y existe z € X tal que T'(x) = y. Assim:

1T )l = 17T @) = =]l = 1T @) =yl

Portanto T~!' é uma isometria. [

A proposicao acima nos proporciona certa praticidade na hora de trabalharmos com

isomofismos e isometrias. Por uma questao de comodidade enunciaremos o seguinte corolario.

Corolario 3.2.9. Sejam X e Y espacos normados. Sel' : X =Y € uma isometria linear e

sobrejetora entao T € um isomorfismo entre X e Y.

Definigao 3.2.10 (Operador limitado). Sejam X e Y espa¢os normados e T : X — Y
um operador linear. O operador T é dito ser limitado se existe um nimero real C' tal que
IT(x)|| < C|x|| para todo x € X.

Observamos que a motivagao para o termo operador limitado vem do fato de que T :
X — Y, sendo limitado, transforma subconjuntos limitados do seu dominio em subconjuntos
limitados do contradominio: com efeito, se A C X é limitado entao existe K tal que [|z|| < K
Ve e Aeassim [|[T(2)|| < Clz|| < C- K.
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Exemplo 3.2.11. Seja 1 < p < oo e fize (b;)jen € IP. Defina o operador

T:0°—=1" dado por T ((a;)jen) = (ajbj);en-
Como
Z agbylP < Z byl (sup{lagl}) = (b)senlle) (l(ag)seslie)”

o operador T estd bem definido. Também, T ¢é claramente linear devido as operagoes com

sequéncias. Observando que

1

1T ((a;)jen)] (Z |a;b;l? ) < (11(05)jenillir) (11(a;) jenllie=)

vemos que T € limitado, com C' = ||(b;)jenllir. O operador T' é conhecido como operador

diagonal pela sequéncia (b;);en.

Definigao 3.2.12. Seja T : X — Y um operador linear limitado. Definimos a norma de

T(x
ir1 = s {170}
vex—goy U [zl

Em primeiro lugar, observe que o supremo acima existe pois o operador T ¢é limitado.
Salientamos que se X = {0} definimos ||T'|| = 0, além disso, Vz € X vale que ||T(z)] <

IT]|||z]|. Também, denote por L(X,Y") o conjunto de todos os operadores lineares limitados,

T, denotada por ||T||, como:

T : X — Y. Com as operagoes usuais de fun¢oes L(X,Y) é um espaco vetorial. Vamos agora,

justificar o termo empregado na definigao acima e tornar L(X,Y’) um espago normado.
Lema 3.2.13. Se T ¢ um operador linear limitado entao:
1AT|| = sup{[|T(z)]| : = € X e [[f| = 1}.

2. A norma, ||T||, definida acima, € de fato uma norma no espago L(X,Y), satisfazendo

assim os devidos azxiomas.

T T
Demonstragao. 1. Dadoa € {% xe X — {O}} existe zp € X tal que a = [T (o)l ||(x(|)|)||’
Lo
a linearidade do operador e as propriedades da norma garantem que ||7'( IImoH>H =ae
assim a € {||T(z)|| : © € X e|lz]| = 1}. A outra inclusao entre esses conjuntos é

analoga de modo que eles sao iguais e 1 esta provado.



Capitulo 3. Espag¢os normados 37

2. Claro que |[|[T|| > 0. Se T' = 0 entao ||T'|| = 0, reciprocamente se ||T']| = 0 entao
IT(x)|| = 0 Ve € X e assim T(z) = 0 Vz € X, portanto T' é o operador nulo. A

desigualdade abaixo verifica mais uma das propriedades necessérias:
[oT|| = sup{[laT'(z)|| : v € X e [[z]] = 1} = |afsup{[|T(2)[| : w € X e [Ja[| = 1} = |o|[|T]
Quanto a desigualdade triangular, observamos que

[Ty + Tof| = sup{[|T1(x) + To(z) - v € X e [lz] = 1} <

< sup{[|Tu(2)]| - 2 € X e lz]] = 1} + sup{[|Ta(2)[| : 2 € X e [la]| = 1} = [| T3] + || T2

o que completa nossa demonstragao. [l

Exemplo 3.2.14. Seja T o operador definido no Exemplo|3.2.11. Ld vimos que
1

1T (a;)jen|| = (Z|@jbj|p> < (1) jenllr)  (ll(ay)jenlli=)

o que garante que ||T|| < |[|(bj)jen]|- Por outro lado, para (a;)jen = (1,1,1,...) temos
1T (aj)jenll = 1(bj)jenlliw. Portanto, | T = [/(b;);enliw-

Teorema 3.2.15. Se um espaco normado X tem dimensao finita entao todo operador linear

T, com dominio X, € limitado.

Demonstragao. Sejan = dim X e {ey,...,e,} uma base para X. Assim, se x € X podemos
n
escrever T = »  aje; para certos ag, ..., a; . Se T'é um operador linear qualquer em X temos
i=1

1T (z)|| = T'(ej)

< max {[|T(ex)[} > ayl.
FRRE) j=1

Agora, pelo Lema obtemos ¢ > 0 tal que

S
el
=1 ¢

Juntando o que foi feito podemos escrever

@ < (e (Tl ) -+ = ol

N J/
-

)

E :O‘/Jej

7j=1

o que prova que 1" é limitado. [
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Provaremos agora uma importantissima caracterizacao de operadores lineares limitados.

Teorema 3.2.16. Seja T : X — Y um operador linear, onde X,Y sao espacos normados.

Assim, sao vdlidas:
1. T € continuo se e somente se T € limitado.
2. SeT' € continuo em um certo xqg € X entao T é continuo.

Demonstracao. 1. Suponha T limitado. Se T é o operador nulo o resultado é imediato.
Suponha portanto 7' # 0, assim ||T']] > 0. Considere g € X e € > 0 quaisquer. Tome

§= ﬁ, assim se ||z — x| < J entdo:

€
pyp— €

I

Reciprocamente, suponha T continuo no seu dominio. Assim, se o € X é arbitrario segue

1T(x) — T(xo)l| = 1Tz — zo)|| < TNz — zoll < |7

que dado € > 0 existe § > 0 tal que se ||z — zo|| < ¢ entao ||T'(z) —T'(x0)|| < €. Considerando

y € X com y # 0 tomamos = = xy + my e assim ||z — x¢|| < d. Usando a linearidade e a
)
continuidade de 7" obtemos:
I7(0) = TGan)l = (o = o)l = 7 (5 ) | = 501 <
z) — T (xo)|| = ||T(x — x0)|| = —y ||| = =Ty €
[yl 2|lyll

2€
Segue que ||T'(y)]| < gHyH e portanto 1" é limitado.
2. Se T é continuo em um ponto g € X entao conseguimos provar que 1 é limitado
(isso foi feito no item anterior). Se 7' é limitado entdo T é continuo (novamente pelo item

anterior). [

Os Teoremas |3.2.15] e [3.2.16| nos mostram que em dimensao finita nao ha motivos para

estudar especificamente operadores lineares limitados e continuos pois todos os operadores

lineares assim sao.

Exemplo 3.2.17. Seja P[0,1] C (C[0,1],]| |leo) 0 congunto de todos os polinémios definidos
em [0,1]. Claramente P[0, 1] é um subespago (vetorial) de C[0,1]. Afirmamos que o operador

T : P[0,1] — P[0,1] T(f)=f

nao € continuo. Se fosse, ele seria limitado pelo teorema acima. Existiria assim uma cons-
tante C > 0 tal que |T(f)|| < C||f|| para todo f em P[0,1]. Considerando para cada n € N,
fn € P[0,1] dado por f,(t) =t", temos f'(t) = nt""! e assim

n=[Lll =17l < Clifull =C

o que € um absurdo. Portanto, T nao € continuo.
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Exemplo 3.2.18. Defina T : cog — coo dado por

a a
T ((a))jen) = T ((ar, az, - . ., an, 0,...)) = (alngo)

Observe que T' € linear e claramente injetor. Dado ¢ = (¢;)jen € oo, ¢ = (€1,C2, ..., CN, 0, ...

definimos a; = jcj para todo j =1,...,N ea; =0 se j > N. Da,

a a
T((a;)jen)) = (alEQWNO) = (c1, 02 en,0,..) = (¢)jen

o que prova que T € sobrejetor. A desigualdade

(2 %0, ) = {H}< max {la;|} = [[(a;)jex]

IT(@)enll = | (a1, 50 5

garante que T € continuo por ser limitado. Por fim, vejamos que o operador T, dado

por T7((¢j)jen)) = (c1,2¢,...,Nen,0,...) ndo € continuo. Com esse intuito, para cada

n € N considere a sequéncia x, = (1,1,..., 1 ,0,0,...), mais precisamente, a sequéncia
n

tem as n-primeiras coordenadas iguais a 1 e as restantes nulas. De sorte que ||z,|]| = 1 €

T (z,)|| = n vemos que T~ € ilimitado e portanto ndio é continuo.

Teorema 3.2.19. Se Y é um espaco de Banach entao L(X,Y) também o é.

Demonstragao: Seja (7,)neny uma sequéncia de Cauchy sobre L(X,Y). Fixe z € X.

6/

Assim, para todo € > 0 existe ny € N tal que Vm,n > ng temos |15, — T, < lz|l +1
T

Portanto,

/

1T () = Ton(@)l| = (T = To)zll < T = Tullllzl} < ] < € (3.1)

€
]| 41
o que mostra que para cada x € X, (T,,(2))nen é de Cauchy em Y. Como Y é completo

podemos definir o operador

T:X — Y dado por T(z) = lim T, (x).

n—r00
Afirmamos que T, — T e que T' € L(X,Y). Veja que T é linear pois T'(z; + fx2) =
nh_glo T.(x1 + Bag) = 7}1—{20 To(x1) + ﬁnh_{go To(x2) = T(x1) + BT (x2).
Fixe € > 0. Tome ng € N tal que se n,m > ng entao ||T,, — T,/ < % (e entao || T, (z) —
T.(z)]| < (| Tm — Tolll|z]| < §||x|| para todo = € X). Agora, com z fixo, como T(z) =

lim 7, (z) escolhemos m > ng tal que ||T,,(z) — T'(x)|| < %HI’H Assim se n > ng temos
n—o0

IT(z) = T(2)|| < |[Ta(z) = Tn(@) || + 1 Tn(2) = T(@)]| < %HwH + %HxH = eff].
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Observando que a desigualdade acima é valida para todo z € X, o que fizemos nos
mostra que T, — T (n > ng) é limitado e 7,, — 7. Também, como T" = T — T,,, + T,
temos ||T'(z)|| < ||T(x) — Ty (2)|| + | T0p ()] < (€ + Ky )||z|| 0 que mostra que T' ¢é limitado.
Concluimos que L(X,Y’) é completo. [J

Definicao 3.2.20. Um funcional linear, ¢ um operador linear definido em um espaco
normado X cuja imagem estd contida em R ou C, conforme o corpo de escalares de X. O
conjunto de todos os funcionais lineares limitados, f : X — R (ou C), é chamado espago
dual de X e denotado por X', em outras palavras, X' = L(X,R) (ou C).

Do que ja foi visto é imediato que X’ é um espago normado com || f|| = sup {|f(x)|}.
llzl=1
Além disso, como R e C sao completos o Teorema [3.2.19 garante que o espago dual de um

espago normado qualquer ¢ sempre um espaco de Banach.

3.3 Sobre séries em espacos normados

Observe que espacgos normados sao a estrutura adequada para se falar de séries pois lem-
brando das defini¢oes de séries numéricas, recordamos que precisamos duas ideias: uma ideia
de distancia (para convergéncia) e outra sobre operagoes entre elementos (para definirmos as
somas parciais). Ambas estao presentes quando nossa estrutura é a de espago normado.

Outro detalhe importante, é que a partir dessa secao admitiremos e usaremos alguns
resultados derivados do Teorema de Hahn-Banach, que serdao enunciados quando for perti-
nente. Pois bem, vamos as defini¢oes que sao similares, na medida do possivel, as de séries

numéricas.

Definigao 3.3.1. Seja (z,)neny uma sequéncia em um espago normado E. Dizemos que a

o0 n
série Y x, converge se eriste v € E tal que a sequéncia | ) x; converge para x.
n=1 J=1
neN
o
Nesse caso, escrevemos © = Y xy,.
n=1

n
Se E é um espaco de Banach, a completude do espaco garante que a sequéncia (Z :cj) C
=t neN
o0
E converge (e portanto a série »  x, converge) se e somente se for de Cauchy, ou seja, se
n=1

Ve > 0 dng € N tal que se m > n > ng vale < €. Esse é o Critério de Cauchy

m
>, T

j=n+1

numa versao para espacos de Banach.
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1 n n+1
~ = e WA
Exemplo 3.3.2. Para cadan sejae, =( 0 ,..., 1 , 0 ,...) €IP, ou seja, e, possui a

n-ésima coordenada igual a 1 e as demais sao nulas. Dado x = (a;);en € IP temos

k
Tr — E ajej
Jj=1

onde a dltima igualdade € vdlida pois (a;)jen € IP. Dai, pela Deﬁmgdompodemos escrever

p

lim

[ee]
= lim [(0,0,..., apse1, arya, .- )|l = lim > Ja;[P =0
k—o0 k—o0

k—o0
j=k+1

x = Y aje;. Considerando agora {e, : n € N} C ¢y, a conta feita no Coroldrio |2.5.17
j=1

garante que dado x = (b;)jen € co vale x = Y bje;. O conjunto {e, : n € N} é chamado
j=1
de base canénica de lP (ou cy) e é um exemplo de base de Schauder (veja [3] para mais

informacaoes).

Definigao 3.3.3. Dizemos que uma série é incondicionalmente convergente se for con-

vergente em qualquer reordenacdo de suas parcelas, ou seja, se para toda fung¢ao bijetora

o0
0 :N = N a série ) x50, converge.
n=1

Na Definicao exigimos que cada reordenacao convirja. Entretanto, a priori, os valores
para os quais cada reordenacao converge poderiam ser diferentes. Felizmente, isso nao ocorre.
Para demonstrar esse fato usaremos a seguinte consequéncia do Teorema de Hahn-Banach.

Para ver uma demonstragao, consulte [I].
Lema 3.3.4. Sejam E um espago normado, E # {0} e x € E. Entao,
Izl = sup{le()] : 0 € E" e [lol] <1} = max{|p(z)] : ¢ € E' e [ll| = 1}.

o0
Proposicao 3.3.5. Seja Y x, uma série incondicionalmente convergente em um espago

n=1
(o.9] oo
normado E. Se o1 e 0, sio bije¢oes de N em N entao Y Toi(n) = D Toy(n)-
n=1 n=1

oo

Demonstragao: Seja ¢ € E’'. Como ¢ é continua a série Y | ¢(z,) também é incondicional-
n=1

mente convergente. Como séries numéricas incondicionalmente convergentes tem o mesmo

limite, independendo da ordem das parcelas (veja [5]) temos:

o) (Z xC"l(”)) = ZQS(IUI(”/)) = Z gb(:th(n)) =0 (Z xoz(n)) .
n=1 n=1 n=1 n=1

oo oo
Dai, visto que ¢ é linear temos ¢ <Z Toin) — 2 x@(n)) = 0. Observando que o argu-
n=1 n=1

2 Toi(w) ~ 2 Toalm)

=~

mento acima é valido para todo ¢ € E’ usamos o Lema/|3.3.4|{para obter

[e.e] o0
0. Portanto ) %, (n) = Y To,n) € 0 resultado estd provado. [
n=1 n=1
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o0 o
Definigao 3.3.6. Dizemos que a série Y x,, € absolutamente convergente se a série Y . ||T,||
n=1 n=1

for convergente.

Em R sabemos que séries absolutamente convergentes sao incondicionalmente conver-
gentes. Uma indagacao natural é se isso acontece em espagos normados. Uma dica para
responder essa pergunta pode ser dada pela prépria demonstragao desse fato em R, que usa

a completude do espacgo através do critério de Cauchy.

1
Exemplo 3.3.7. Seja (z,)nen C coo a sequéncia dada por z, = (0, cey =500, .), mais
n

precisamente, x, € a sequéncia cujas coordenadas sao nulas, com excecao da n—ésima co-

0 > 1 0
ordenada que tem como valor —. Veja que ) ||v,|| = X° — < oo, assim a série ) x, €
n n=1 n=1"N n=1

). ) temos:

= -1 -1 1
I — | = 1m ||{0.0,... = m ——— =0
e ;xk ’ nﬂfﬁoH(’ S P (2 )H noe (n 1 1)2

Q| —

1
absolutamente convergente. Por outro lado, tomando x = <1, 7

[e.e]
0 que mostra que Y x, = x & coy. Ezibimos assim uma série em coy que € absolutamente
n=1
convergente mas nao € convergente nesse espaco.
O fato de ¢y nao ser completo foi fundamental no exemplo acima. Mais precisamente,
esse tipo de exemplo s6 pode ser construido em espacos que nao sao completos pois, caso

contrario, temos o seguinte teorema:

Teorema 3.3.8. As sequintes afirmacoes sao equivalentes para um espagco normado E.
1. Toda série absolutamente convergente em E ¢é incondicionalmente convergente.
2. Toda série absolutamente convergente em E ¢é convergente.
3. E ¢ um espaco de Banach.

Demonstracao. E claro que 1 = 2. Para provarmos que 2 = 3 consideramos uma sequéncia

de Cauchy (x,)ney em E. Seja nél) € N tal que se m,n > nél) temos ||z, — z,| < 271

Escolha ny; > n(()l). Prossiga considerando n(()Q) € N, com n(()2) > nél) tal que se m,n > ngZ)

entao ||z, — z,|| < 272 Escolha ny > n(()Q). Agora, considere n(()s) € N, com n(()3) > n(()Q), tal
que se m,n > n(()S) temos ||z, — x,|| < 273. Escolha ng > n(()?’). Prosseguindo dessa forma

obteremos uma sequéncia (ny, ng, ns, ...) que satisfaz, Vj € N
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Somando sobre j, de 1 até oo, obtemos
Z ||’I7Lj+1 - ':an' || < Z 2_J = ]‘
j=1 j=1

o0
Pela hipétese, a série ) x,,,, — x,, ¢ convergente. Como

£ J
Jj=1

J
Ty = Tpy + Z (Tugyr — ) VjEN

k=1
concluimos que a sequéncia (7,,,,)jen € convergente. Assim, acabamos de exibir uma sub-

sequéncia convergente de uma sequéncia de Cauchy (x,)n,en qualquer. Segue que (x,)nen

[e.e]
converge e ' é completo. Por fim, vamos demonstrar que 3 = 1. Suponha que a série Y z,
n=1

[e.e]

seja absolutamente convergente, entdao »_ ||z,|| converge. Como essa é uma série absolu-
n=1

tamente convergente de niimeros reais tal série é incondicionalmente convergente (veja [9]).

Assim, dada uma bije¢ao 0 : N — N e € > 0 existe nyg € N tal que se m > n > ny entao

m m
> w0 el < e
j=n+1 j=n+1

Como E é completo, isso é suficiente para provar a convergéncia incondicional (critério de
Cauchy). O

Finalizemos essa secao mostrando que a reciproca do item 1 da equivaléncia acima nao
¢ verdadeira, ou seja, existem séries incondicionalmente convergentes que nao sao absoluta-
mente convergentes.

€n
Exemplo 3.3.9. Seja {e, : n € N} a base candnica de ¢y. Defina, para cadan € N, z,, = —
n

e observe que
& _ , 1 1
g |lznl = Um (JJzg||+ ...+ ||zn]]) = lim (1+-+...+ =) =00
- n—o00 n—o0 2 n

[e.e]
0 que mostra que Y, x, ndo € absolutamente convergente. Apesar disso, afirmamos que a

n=1
11
série € incondicionalmente convergente e seu limite € x = (1, 33 ) Para tanto, seja
1
o : N — N uma bijecao qualquer e € > 0, tome N > —. Como o é uma bijecdo, para cada
€
j=1,...,N existen; € N tal que o(n;) = j. Sejang = max{ny,...,ny}. Assim, sen > ny,

n
ao menos as N primeiras coordenadas de ) x,(;) sao iguais as de x. Portanto
i=1

- 1
jzlxg(j)—x SN—H<€



Capitulo 3. Espag¢os normados 44

oo
0 que prova a convergéncia incondicional, visto que Y To(j) = .
Jj=1

3.4 Imersao de espacos separaveis em [*°.

O objetivo dessa segao ¢ identificar, através de isomorfismos isométricos, os espagos nor-

mados separaveis dentro de um espaco maior, a saber, [*°.

Lema 3.4.1. Sejam E um espaco normado, M um subespa¢o fechado de E, ygo € E — M
e d = d(yo, M). Assim, existe um funcional linear ¢ € E' tal que ||p|| = 1, p(yo) = d e
o(x) =0 para todo x € M.

Demonstragao. Seja N = M + span{yo}. Como M é um subespago de E e yo ¢ M, dado

z € N existem Unicos x € M e « escalar tais que z = = + ayy. Defina

wo: N — C dada por ¢o(x + ayg) = ad.

Da definigao é imediato que ¢o(yo) = d, wo(M) = {0} e que ¢ é linear. Também, se
a # 0 vale que

121l = llz + agoll = |ef > |ald = [eo(2)]-

T
— — Yo
—Q

Se aw = 0 temos ||z|| > |go(2)] = 0. Dali, ||¢o|| < 1 e em particular ¢y é continuo. Por

outro lado, dado € > 0 existe z. € M tal que d < ||yo — x| < d+¢€. Definindo z. = %
Yo — Le
d
vemos que z. € N, ||zl =1 e p(z) = > . Fazendo € — 0" concluimos que
Hyo - $6" d+e
llo|l > 1. Portanto, ||¢g]| = 1. Pelo teorema de Hahn-Banach existe uma extensao de ¢y,

digamos ¢ € E’ tal que ||¢| = ||¢o]| = 1. O

Precisaremos ainda do seguinte lema que é uma consequéncia do teorema de Hahn-Banach,

veja [I] para mais informagoes.

Lema 3.4.2. Seja E um espago normado. Para todo xg € E, xq # 0, existe um funcional

linear p € E' tal que ||¢|| =1 e p(xo) = ||xo]|-

Teorema 3.4.3. Todo espaco normado separdvel € isometricamente isomorfo a um subespaco

de [*°.

Demonstrac¢ao. Seja E um espago normado. Se E = {0} ndo ha o que fazer pois o operador
nulo ¢ um isomorfismo isométrico. Suponhamos que E # {0} e consideramos D C FE,
D = {z, : n € N} com D denso em E, podemos supor que 0 ¢ D, pois caso contréario

retiramos 0 do conjunto D e adicionamos uma sequéncia de termos nao-nulos que converge
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para 0, o conjunto resultante é ainda denso e enumeravel. Pelo Lema para cada z, # 0
existe um funcional ¢, € E’ tal que ||p,|| = 1 e ¢,(z,) = ||z,]]. Assim, podemos definir o

operador
T:E— 1™ dadopor T(x)= (pn(z))nen-

Dai, |, (x)] < ||eall|lz]| = ||z]|, de modo que o operador estd bem definido pois (¢, () )nen €

[ para cada x € E. Agora observe que T é linear:

T(Ar +y) = (AT + Y))Jnen = M@n(2))nen + (@n(Y) ) Jnen = AT () + T'(y).

Também, para cada = € E, ||T(z)|| = sup{|en(z)| : n € N} < ||z||, o que prova que T é

limitado (e continuo). Por outro lado, dado k € N temos

1T (zx) | = sup{ln(z)] : m € N} = [@r(ze)| = [l

de modo que para todo k € N temos ||T(x)|| = ||zx||. Também, dado x € E existe uma
sequéncia (zg)reny € D tal que zp — z, assim T'(xy) — T'(x) pois T é continua, como
T(x) = x para todo k € N entao zxy — T'(z), logo T'(z) = z e ||T(z)|| = ||z|| o que nos
permite concluir que 7' é uma isometria linear sobrejetora sobre sua imagem. O Corolario
garante que E ¢ isometricamente isomorfo a T'(E) C [*°. [J



46

4 Espacos de Hilbert

4.1 Espacos com produto interno

Nesse capitulo iremos restringir ainda mais a origem da nocao de distancia presente nas
estruturas em que trabalhamos. No final da tltima secao vimos a existéncia de um isomor-
fismo isométrico de um espago normado separavel qualquer com um subespaco de [*°, apesar
disso, nao fomos capazes de expressar explicitamente esse subespaco. A restricao imposta
serd forte o suficiente para que no final do capitulo possamos dar um teorema de classificacao,

dessa vez muito mais especifico do queo Teorema [3.4.3]

Definigao 4.1.1. Seja X um espago vetorial sobre R (ou C). Um produto interno em X
¢ uma fungio ( , ): X x X = R (ou C) que satisfaz, para todos x,y,z € X e a escalar:

PI1: (x +y,2) = (z,2) + (y, 2).
PI2: (ax,y) = oz, y).

PI3: (x,y) = (y,x).

Plj: (z,x) >0, ocorrendo a igualdade se e somente se x = 0.

Ao par (X,{ , )) damos o nome de espago com produto interno.

Da definicao de produto interno, seguem as seguintes propriedades que serao usadas
sempre que necessario e sem comentarios (o leitor percebera a importancia disso em diversas

contas adiante).

o (z,ay) = (ay,r) = aly,z) = a(z,y).

o (1,y+2)=W+zr)=(y1)+ (1) = (2,9) + (z,2).
o (2,0) = (z,x —z) = (z,x) — (x,z) = 0 ( Analogamente (0,z) =0 ).

Exemplo 4.1.2. R™ € um espago com produto interno (chamado de produto interno usual)
dado por (x,y) = aiby + ...+ ayb, onde x = (ay,...,a,) ey = (by,...,b,). A verificagio

dos azxtomas de produto interno € imediata.

Exemplo 4.1.3. C" é um espago com produto interno, o qual é dado por (x,y) = arby +
oo apb, onde x = (ay,...,a,) ey = (by,...,b,). A wverificacio dos aviomas é imediata

também.
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Exemplo 4.1.4. Definimos em 1% o produto interno dado por (v,y) = Y a;b; onde x =
j=1

(ai,a9,...) ey = (by,b,...). Do fato que z,y € I* e da desigualdade de Holder obtemos

(o] o o
D aibil < D lai2 | D152 = Nl llylle
j=1 \j:l j=1

0 que garante a convergéncia absoluta de (x,y) e consequentemente de (x,y). A verificacio

dos aziomas de produto interno também é simples no caso de I?.

Exemplo 4.1.5. Em C[0,1] definimos (x,y)s = folx(t)y(t)dt. As propriedades PI1, P12
e PI4 sequem das propriedades de integracao. PI3 € imediata pois estamos considerando

fungoes com imagem real. Seque que (C[0,1],( , )2) € um espago com produto interno.

No exemplo acima, poderiamos ter considerado func¢oes com imagem em C com o de-
vido cuidado na hora de definir o produto interno, que nesse caso seria dado por (z,y) =
fol z(t)y(t)dt, de modo que PI3 seria valida usando a continuidade do conjugado e escevendo
a integral como um limite. Iremos agora provar um importante resultado valido em espacos
com produto interno. Por comodidade iremos usar a notagao ||x|| = /(z,z). Ficara claro

em breve o porque, através de um corolario do seguinte teorema.

Teorema 4.1.6 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Seja X um espago vetorial munido de

um produto interno ( , ). A sequinte desigualdade € satisfeita Vx,y € X :

(= 9)| < Nz lllyll,

ocorrendo a igualdade se e somente se {x,y} for linearmente dependente.

Demonstracao. Se y = 0 nao ha o que fazer. Suponha portanto y # 0 e considere a um

escalar qualquer. Assim, observamos que:

0< (x—ay,z—ay) = [lz|* —ale,y) — a((y,2) —a(y,y)) -

(z,y)

lyl>

Escolhendo a = e substituindo na equacao acima obtemos:

(y, x)
0 < ||zl - W<$7?/>

ou equivalentemente
[z, ) = (y,2) (@, y) < [l2l[ly]1*.

Extraindo a raiz de ambos os membros obtemos a desigualdade desejada. Quanto a igualdade,

do desenvolvimento acima a igualdade vale se e somente se y = 0 ou 0 = (z — ay, z — ay) para
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(z,9)

o= W Nesse caso, z — ay = 0 e portanto z = ay o que mostra que {z,y} é linearmente
Y
dependente. []

Corolario 4.1.7. Seja X um espago vetorial (sobre R ou C) munido de um produto interno

(, ). Afuncao || || : X = R dada por ||z|| = \/(x,x) € uma norma.

Demonstracao. Todas as axiomas de norma, com excecao da desigualdade triangular sao
consequéncia imediatada da definigdo da funcéo || || e dos axiomas de produto interno.

Quanto a desigualdade triangular vemos que
lz+ylI* = ll2l* + 2, y) + (y, @) + [ylI* = [|l2]]* + 2Re((2, y)) + [ylI* < ll2]* + 22, y)| + yl*.

Da desigualdade de Cauchy-Schwarz temos |(z,y)| < ||z]|||y|| e portanto, aplicando-a acima
concluimos que

lz +yll* < lll* + 2l /[yl + lyll* = (=l + [y ])*.

O resultado segue extraindo a raiz de ambos os lados. [

Com base nesse resultado, sempre que tivermos um espago com produto interno e nao
falarmos nada sobre a norma, estaremos considerando a norma induzida pelo préoprio produto

interno. Outra fato relevante é a continuidade do produto interno.

Lema 4.1.8 (Continuidade do produto interno). Seja X um espago com produto interno. Se

(Zn)nen € (Yn)nen SGo sequéncias sobre X tais que x, — x € y, — x entdo (x,,y,) — (z,y).

Demonstracao. Observe que
[(@ns Yn) — (@, 9) | = (@ yn) — (@s y) + (@0, y) — (@ 9)| = K&, Y — 9) + (20 — 2,9)| <

< [, yn = 9|+ (o0 — 2, 9)| < llzalllyn =yl + llzn = llllyll

onde na ultima desigualdade usamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz. Por hipétese x,, —
x, portanto, ||z, — z|| — 0. Do mesmo jeito, ||y, — y|| = 0. Como (x,),en é convergente e

portanto limitada temos:

[ znllllyn = yll + lzn — [|[lyl| = 0O
e o resultado segue. []

Vamos agora demonstrar um teorema que nos mostra uma identidade que pode ser vista

geometricamente e um modo pratico de relacionarmos o produto interno com a norma.

Teorema 4.1.9. Seja X um espaco com produto interno. As sequintes afirmacoes sao validas
Ve,y e X:
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Lz +yll* + ||z — ylI? = 2(||=]]* + ||y||*) (identidade do paralelogramo).

1
2. (z,y) = Z(Hx +yl|? = ||z — yl|?) se X for um R-espaco vetorial.
1 . . .
3. () = 7 llz +yl* =z = yll* +i(le +iyl* = |z = iyl*)) se X for um C-espago ve-
torial.

Demonstracao. Inicialmente observamos que:

lz +ylI* = ll2|* + (z,9) + (. 2) + [ly]I*. (4.1)

lz = ylI* = ll=l* = (2. y) — (v, 2) + [ly]|*. (4.2)
Somando as equacgoes (3.1) e (3.2) obtemos a). Subtraindo obtemos
lz +ylI* = lle = ylI* = 2z, y) + 2{y, 2). (4.3)

Supondo que X é um R-espaco vetorial temos (x,y) = (y, x) e portanto (3.3) equivale a b).

Para mostrarmos c), comegamos com as seguintes igualdades:

lz + iy ||* = llzll* — iz, y) + iy, 2) + yl*. (4.4)

lz = iyll* = l|l=[* +i(z, y) — iy, z) + ly]I*. (4.5)

Subtraindo (3.5) de (3.4) e multiplicando a equagao obtida por i concluimos que

i(lle +iyll* = llz — ayl*) = 2(2, y) — 2{y, ). (4.6)
Agora, somando (3.3) e (3.6) obtemos c¢), conforme desejado. [J.

A presenca de um produto interno é uma restricao a mais para o espaco. Essa restricao é
rigida o suficiente para que varios espacos comentados e discutidos neste texto nao admitam

essa estrutura. Mais especificamente temos

Exemplo 4.1.10. O espaco [P com p # 2 nao é um espaco com produto interno. Suponha
por absurdo que a norma de [P é induzida de um produto interno, e portanto [P € um espaco
com produto interno. Escolha v = (1,1,0,0,0,...) € I? ey = (1,—1,0,0,0,...) € I?. Com

tais escolhas temos:

1
[z =2 =yl e llz+yll=2=z—yl
2
Assim, observe que ||z +y|* + |z — y||* = 8 e 2([[z||* + [|y[|*) = 4 - 27. Pela identidade

do paralelogramo temos 8 = 4 - 25, portanto devemos ter p = 2, o que nao pode ocorrer.

Chegamos assim em uma contradicao.



Capitulo 4. FEspagos de Hilbert 50

Exemplo 4.1.11. O espago [ nao é um espag¢o com produto interno.

Usaremos um raciocinio idéntico ao anterior. FEscolhemos z = (1,1,0,0,0,...) € [P,
y=(1,-1,0,0,0,...) € [*°. Com tal escolha temos: ||z||=1=|y|, [z +yl| =2 = ||z — y]|.
Portanto, da identidade do paralelogramo temos: 8 = 2% + 22 = 2(1? + 1%) = 4, um absurdo.

Assim, [ nao € um espaco com produto interno.

Exemplo 4.1.12. O espago (Cla,b], || |l«) ndo é um espago com produto interno.

Sequiremos o mesmo padrao dos exemplos anteriores. Escolha

=1 ¢  yt)= Z:Z

Observe que ||z|]| =1 e |ly|]| = 1. Além disso,

t—a t—a
— =1- .
— e z(t) — y(t) —

Assim ||z +y|| =2 e ||z —y| = 1. Da lei do paralelogramo temos 5 = ||z + y||* + ||z — y||?

x(t)+yt) =1+

=2(||z]|* + |lylI*) = 4, o que é um absurdo. Assim, Cla,b] ndo é um espago com produto

nterno.

Enfatizamos que nos exemplos acima, vimos que a norma com a qual estamos trabalhando
nos respectivos espacos nao pode ser induzida por um produto interno. A priori, podem existir
outras normas e nada impede que as mesmas sejam induzidas por um produto interno. Por
exemplo, C[a, b] ndo é um espago com produto interno com a norma do supremo, entretanto,
vimos no Exemplo [4.1.5[ como definir um produto interno nesse espaco.

No Corolario [4.1.7] vimos que todo produto interno induz uma norma, e por consequéncia
uma métrica. Uma questao que surge naturalmente nesse ambito é a completude ou nao do
espago na métrica induzida pelo produto interno. Espacos cuja resposta a essa questao é

positiva, recebem um nome especial.

Definicao 4.1.13 (Espaco de Hilbert). Seja X um espago vetorial com um produto interno.

Se X ¢ completo com relacdo a métrica induzida pelo produto interno, X € dito um espago
de Hilbert.

Pelos Exemplos |4.1.10, 4.1.11 e 4.1.12} ? com p # 2, [*° e (Cla, b], || ||oo) nd0 sao espagos

de Hilbert pois sequer sao espagos com produto interno (apesar de serem espagos de Banach).

Em particular, nem todo espaco normado é um espaco com produto interno.

Exemplo 4.1.14. Dos Exemplos|{.1.9, [4.1.5 e|{.1. sabemos que R"™, C" e I* sdo espagos

com produto interno. Uma conta rapida nos mostra que a norma induzida pelo produto

interno coincide com a que estamos trabalhando desde o inicio desse texto e que por sua vez

torna esses espacos completos. Seque que R™, C" e I? sio espacos de Hilbert.
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Exemplo 4.1.15. O espago C[0,1] com o produto interno definido no Exemplo nao

é um espaco de Hilbert pois nao é completo. Com efeito, consideramos a sequéncia vista no

Ezxemplo|2.2.9. Dado € > 0 tomamos ng > —. Assim, se n > m > ng vale
€

|WwﬂhwZiA%%@%wm@fﬁzi[%%m—my(t—%)awﬁﬂiﬁ<é—m<%—%))ih:

2 2

(n—m)2+1 1 1+m+ 1 m? (n—m)2< 1 +1 <2<
_— _— = — — _— _— Y —_— = — _— _ e €
3n3 m m m n?2 3m 3n3d 3n2m 3m  3n T 3¢

portanto temos uma sequéncia de Cauchy. Fssa sequéncia ndao converge. O argumento € o
mesmo feito no Exemplo com a sequinte igualdade (x € C[0,1] qualquer)

1

lzn—z]2 = /0 (2 ()= (1)) 2dt = /0 Y (0—a(t))2dt+ / T (D)= (t)2dt+ / (1—a())2dt.

1 1
RN

NI

Terminamos essa se¢ao com um importante teorema de existéncia e unicidade.

Teorema 4.1.16. Seja E um espaco com produto interno e seja M um subespaco completo

de E. Para todo v € E existe um unico p € M tal que
|z —pll = d(z, M).
Demonstragao. Seja D = d(x, M). Dai, existe uma sequéncia (¥, )neny € M tal que Vn € N
D <z —yn| < D+%. (4.7)

Agora, dados m,n € N aplicamos a lei do paralelogramo aos vetores & — vy, €  — Y,:

”2 = ||:E —Yn +T — ym||2 + Hym - yn||2'

2|z — ynl® + 2)|z — Ym
Portanto,

ym = yall* = 2/lz = yall” + 2[|7 — Yyl = 122 — (Y0 + ym)||> =
yn+ym> 2

=2l =l + 2 =yl 4 = (2

+ Ym )
InTUm o pp ) concluimos que

Usando e o fato de M ser subespaco (assim Un 5

1\? 1\°
Hym—yn||2§2(D+E> +2(D+—) —4D%

m

Fazendo m,n — oo, temos ||y, — yn||* — 0. Assim (y,)nen é de Cauchy em M, logo

converge, digamos que y,, — p, para certo p € M. Portanto, fazendo n — oo em [£.7] obtemos
|z —pll = D.
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Quanto a unicidade, suponha que ¢ € M também satisfaz ||z — ¢|| = D. Aplicando a lei
do paralelogramo aos vetores © — p e x — ¢ e imitando o raciocinio ja feito temos que
+q\|?
lg — p||2 = 2D + 2D — 4 Hx - (pT) H < 4D? —4D* = 0.

Isso mostra que ||g — p|| = 0 e portanto ¢ = p. [

4.2 Ortogonalidade

Nessa se¢ao estudaremos o conceito de ortogonalidade para espagos com produto interno.
Seja E um espaco com produto interno a,b € E e A C E. Diremos que a é ortogonal a b
se {a,b) = 0, nesse caso escrevemos a | b. A seguinte notacdo serd usada: A+ = {y € F :
(r,y) = 0 Vx € A}, onde lemos A+ como A-perp. Observamos que da definicao segue que
0 € At sempre que A # (.

Proposicao 4.2.1. Seja E um espaco com produto interno e A C E. Sao validas as sequintes

afirmacgoes:
1. AC (AH)L
2. B+ ={0} e {0} =E.
3. At é um subespaco fechado de E.

{0} se 0 € A.
0 se0¢ A.

4. AN At =

Demonstragdo. As duas primeiras afirmacoes decorrem imediatamente da definicao de A+,
Quanto a terceira, dados y1,y2 € A e « escalar temos (ay + y2, ) = a(y1, ) + (y2,x) = 0
para todo x € A, o que mostra que A+ é um subespaco. Para mostramos que A' é fechado,
consideramos y € AL portanto existe uma sequéncia (y,)nen € AT tal que y, — y. Da
continuidade do produto interno temos que (y,,x) — (y,z). Como (y,,z) = 0 para todo
n € N segue que (y,r) =0 e assim y € A+,

Quanto a quarta afirmagao, se existe ¥ € AN At temos (z,7) = 0, logo x = 0. Dessa
forma s6 temos duas opgoes AN AL = {0} ou AN A+ = (). Como 0 € A+ para todo conjunto
A # 0, o resultado segue. [

Com os resultados que temos nessa se¢ao ja podemos demonstrar um importante teorema
sobre a decomposicao de um espago de Hilbert. Esse é um dos teoremas fundamentais da

teoria desses espacos.
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Teorema 4.2.2. Seja H um espaco de Hilbert e M wum subespaco fechado de H. FEntao
H =M ® M*, ou seja, cada v € H admite uma tnica representagdo na forma x = p + q,
comp € M eqe M*t. Além disso, ||z — p|| = d(z, M).

Demonstracao. Seja x € H. Como M é fechado e H é completo, M ¢é completo (Lema
2.2.1). Pelo Teorema [4.1.16| existe um tnico vetor p € M tal que ||z — p|| = d(z, M).
Tomemos portanto ¢ = x — p e provemos que ¢ € M~*. Para tanto, observamos que dados

y € M e X escalar o vetor p + Ay € M pois M ¢é subespacgo. Dai,

lal? = llz = plI* < llz = (0 + M)II* = llg = Myll* = llal* = Ma, v) = My, @) + (AP [lyl>.

Segue que |A]?||ly||*> — 2Re(My,q)) > 0. Escrevendo (y, ¢) na forma polar temos (y, q) =
[(y, q)|e?. Agora, para cada t € R escolha A\ = te=®. Portanto £?||y||* — 2t|(y, ¢)| > 0 para
todo t € R. Pois bem, essa é uma equacao de segundo grau em ¢ e portanto analisando seu
discriminante concluimos que |[(y,¢)|* < 0. Dai, (y,q) =0e ¢ € M*.

Quanto a unicidade, suponhamos que p+ ¢ = p; +q; com p,p; € M e q,q1 € M*+. Como
M e M+ sao subespacos temos p—p; € M e g—q; € M+. Como p—p; = ¢ — ¢, concluimos
que p — p1 € M N M+ = {0}. Logo p = p1, consequentemente, ¢ = ¢;. Fica provada assim a

unicidade. [J
Uma consequéncia dessa decomposicao do espaco é o seguinte corolario.
Corolario 4.2.3. Se'Y é um subespaco fechado de um espaco de Hilbert H entdoY = (Y 1)+,

Demonstracio. Da Proposigio [4.2.1] item a), sabemos que Y C (Y*4)*. Agora, dado = €
(Y4)* C H usamos o Teorema [4.2.2| para escrever # = y+z, onde,y € Y C (V)L ez € Y.
Como (Y1)t é um subespaco (Proposicao temos que * —y = z € (Y1), Ora, assim
temos z € Y+ N (Y+4): = {0}. Assim z = 0 e consequentemente z = y. Portanto z € Y e a
igualdade Y = (Y1) estd provada. O

Outra consequéncia importante é a caracterizacao de alguns conjuntos densos em espagos
de Hilbert.

Corolario 4.2.4. Seja M um subconjunto nao vazio de um espago de Hilbert H. Entao
X := spanM = H se, e somente se, M+ = {0}.

Demonstracdo. Suponha que X = H e seja ¢ € M+ C H. Dai, existe uma sequéncia
{zn}nen C spanh tal que x,, — x. Da continuidade do produto interno segue que (x,, ) —
(z,z). Como (z,, ) = 0 para todo n € N temos que (x,z) = 0. Portanto z = 0 e M+ = {0}.
Reciprocamente suponha que M+ = {0}. Se y € X+ entdo y € Mt e assim y = 0.
Desse modo, como X é um subespaco fechado de H usamos o Teorema [4.2.2| para escrever
H=X®X*=X®{0}. Portanto spanM = X = H, como queriamos. [J
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Introduziremos agora o conceito de conjunto ortonormal. Essa definicao sera de suma

importancia em tudo o que segue.

Definigao 4.2.5 (Conjunto Ortonormal). Seja E um espag¢o com produto interno. Um con-

. . Osexzy . .
gunto S C E que satisfaz, Vx,y € S, (x,y) = , € denominado um conjunto

lsex=y
ortonormal.

Exemplo 4.2.6. A base canonica de R™ € um conjunto ortonormal em R™. De modo andlogo,

o conjunto {e, : n € N} é um conjunto ortonormal em [*.

Da defini¢ao segue que todo subconjunto de um conjunto ortonormal é também ortonor-

mal. Vejamos agora que tais conjuntos sao linearmente independentes.

Proposicao 4.2.7. Seja E um espaco com produto interno e S C E. Se S é ortonormal

entao S € linearmente independente.

Demonstracao. Considere uma combinacao linear finita qualquer de elementos de S, digamos

N N
que seja Y oz, onde os o denotam escalares e os x; denotam elementos de S. Se Y ajx; =
J=1 J=1

N
0, paracada k =1,..., N vale que 0 = ( Y «ajz;,z; ) = ax(Tg, ) = . Assim oy = ... =
i=1

ay = 0 o que prova que S ¢ linearmente independente. []

Nos Teoremas e vimos a existéncia de um vetor p com propriedades interes-
santes de minimizacao. Com algumas hipdteses a mais podemos dar uma nova caracterizagao

a esse vetor, conforme atesta a proposicao seguinte.

Proposicao 4.2.8. Seja H um espago de Hilbert, {x, ..., x,} um conjunto ortonormal finito

em H e M = span{xy,...,z,}. Sao vdlidas:

n

x— > {x,x;)x;

=1

1. Dado x € H, =d(x,M).

2. Para todo x € H, Y [{x,z;)]* < ||z|*
i=1

Demonstracao. Para provar 1, vemos que dim M = n < oo, assim M é fechado de H. Pelo
Teorema [4.2.2 dado x € H existem p € M e ¢ € M+ tais que x = p+qe ||z —p|| = d(z, M).
Visto que p € M, existem a, ..., a, escalares tais que p = ayx1 + ... a,x,. Como x —p =

q € M+, (x —p) L z; para todo j = 1,...,n. Portanto:

0= (z—p,z;) = (z,2;) — ;.
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n

Assim, o; = (z,x;), consequentemente p = > (x,x;)z; e 1 estd provado. Quanto a 2, dado
i=1

x € H, sejam ay,...,q, como no item anterior. Visto que {zi,...,z,} é um conjunto

ortonormal temos

0< <x - Z(x,xiﬂi,x — Z(m,xz>x,> = [|z||* — <x, Z(w,xl)xz> — <Z(x,xl)xz,x> +

i=1 i=1 =1 i=1

+ <Z<x,xi>xi72<x,xi>xi> = ol = D 1wl = 3 Nl + D Ll

=1 =1
n
Portanto . [(z, x;)|* < ||z||*, como queriamos demonstrar. [J
i=1
No resultado anterior tinhamos um conjunto ortonormal finito e conseguimos representar
vetores como combinacoes lineares finitas adequadas. Agora, vamos ver o que conseguimos

fazer com conjuntos ortonormais nao necessariamente finitos. Comecemos com um lema:

Lema 4.2.9. Considere I um conjunto de indices qualquer e seja S = {x; : 1 € I} um
conjunto ortonormal no espag¢o de Hilbert H. Assim, para cada x € H, com x # 0, o

conjunto
I"f={iel:{(xz) #0}

é enumerdvel (podendo ser finito).

1
Demonstragao. Considere z # 0 € H, dado k € N definimos I} = {z el |{(x,x;)| > E}’

oo

portanto, I” = |J I}. Veja que se para cada k natural o conjunto I{ for finito, o resultado
k=1

esta provado. Pois bem, afirmamos que I} ¢ finito para todo &k € N. Comecamos observando

que se Iy C I ¢é finito temos > [{x,x;)| < ||z||* pelo item 2 da proposi¢ao anterior. Agora,

icly
dado um nimero finito de elementos de [}/, digamos, 1, ...,%, temos
n 1 1
B= e < )P ) P <
~—_——

n vezes
Portanto n < k?||x||2. Provamos assim que o ntiimero de elementos de qualquer subcon-

junto finito de I{ é no maximo k?||z||*. Concluimos que I} é finito.OJ

O grande ganho desse lema reside na garantia de que somas adequadas sobre o conjunto
I” sao sempre enumeraveis, ou seja, podemos lidar com séries numéricas. Na Proposicao
4.2.8| conseguimos uma desigualdade somando sobre um conjunto finito de indices. Vamos

estender essa mesma desigualdade para um conjunto infinito.
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Teorema 4.2.10 (Desigualdade de Bessel). Seja S = {x; : i € I} um conjunto ortonormal

no espaco de Hilbert H. Para todo x € H, vale que

D Nz < el

iel®
onde I* = {i € I : (x,x;) # 0}. Por consequéncia, a série exposta € convergente.
Demonstracao. Pelo lema anterior, I* é enumeravel. Se I” for finito o item 2 da Proposicao

4.2.8 garante o resultado. Suponha portanto I* infinito. Como [{x,z;)| > 0, qualquer

ordenagao da série, caso ela convirja, produzirda o mesmo limite. Consideramos entao uma

ordenacao qualquer de I*, digamos que seja I = {iy,is,43,...}. Dal, para cada n € N

usamos novamente o item 2 da Proposicao [4.2.8 para obter Y [(z, z;, )| < ||x||*. Passando ao

limite em n e observando que a sequéncia das somas parcias é monotona e limitada obtemos

[e.e]
S Kz, zi)? = > [z, 2,)]* < ||z, conforme desejado. OJ
icl* k=1

Nas condi¢oes do enunciado da desigualdade de Bessel, notamos que fica também de-

monstrado que ((z,x;))ien € [

4.3 Sistemas ortonormais completos

Na secao anterior vimos proposigdes que envolviam conjuntos ortonormais. Com mais
uma hipdtese conseguiremos ampliar esses resultados de forma surpreendente e, dentre outras
coisas, representaremos vetores em espacos de Hilbert de um modo especial. Na Secao 2.3
falamos um pouco sobre séries em espagos normados, em especial espacos de Banach. Com

relagdo aos espagos de Hilbert (que sao espagos de Banach) apresentamos o seguinte

Lema 4.3.1. Seja S = {z; : i € I} um conjunto ortonormal no espago de Hilbert H. Entao,

Z(m,%)x,

el”

para cada x € H a série

¢ incondicionalmente convergente, onde I* = {i € I : (x,x;) # 0}.

Demonstracdo. Pelo Lema [4.2.9] I* é enumeravel. Se I” é finito, o resultado é imediato,

suponha portanto que seja infinito. Seja {i1,7s,...} = I” uma enumeracao qualquer de I

e S, = > (x,z;,)x; . Vamos mostrar que (S,)neny ¢ de Cauchy. Da desigualdade de Bessel
k=1

o0
S |{x, x;,)|? converge. Assim, dado ¢ > 0, existe ng € N tal que se m,n > ngy temos
k=1

n
x,x; )|? < €. Agora, vejamos que,
> @, @y,)] g ]
k=m+1
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n

Z <$> xlk>xlk

k=m+1

HSn_SmH2 =

:< Z <x7xik>$ik7 Z <$7xlk>xlk> = Z ‘<x7x’ik>‘2<€

k=m+1 k=m+1 k=m+1

onde na tltima igualdade usamos a hipétese de S ser ortonormal. Assim (.5, ),en € de Cauchy

em H e portanto converge. [J.

Pela Proposicao o valor da série, seja qual for a ordenacao das parcelas, é o mesmo.
Cometeremos um abuso de nota¢ao quando nos referirmos a série »_ (z,z;)x;. Dado x € H
iremos escrever » (z,x;)z; (somando sobre I) no lugar de »_ (z, xf)eg Esse abuso serd feito
tendo em vista é)efema anterior e o Lema [£.2.9 -

Definigao 4.3.2 (Sistema ortonormal completo). Seja S um conjunto ortonormal de um
espago com produto interno. Se S satisfaz ST = {0} dizemos que S é um sistema orto-

normal completo.

Exemplo 4.3.3. A base canonica de R™ é um sistema ortonormal completo em R™. De modo

andlogo, o conjunto {e, : n € N} € um sistema ortonormal completo em [*.

Exemplo 4.3.4. O conjunto S = {es, e3,...} C I* ndo é um sistema ortonormal completo
pois () # span{e,} = S*+.

Uma das vantagens de trabalharmos com sistemas ortonormais completos esta no teorema

que segue.

Teorema 4.3.5. Seja S = {x; : i € I} um conjunto ortonormal em um espago de Hilbert H.

Sao equivalentes:

a) Para cada x € H, v =) (x,x;)x;.

i€l
b) S é um sistema ortonormal completo.
c) span S =H.

d) Para cada x € H, vale que ||z||*> = [{x, ;)|
iel

6) Para todos T,y € H; <l’,y> = Z<xaxz><yaxz>
i€l
Demonstracao. Iremos provar: a) < b), b) = ¢) = d) = e) = b). Comecemos provando que
a) = b). Para tanto, considere z € S*, daf (x,z;) = 0 para todo i € I. Pela hipStese, temos

= {(x,z;)x; = 0, portanto, S+ = {0}.
il
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Provemos agora que b) = a). Pelo Lema [4.2.9] dado x € H o conjunto {i € I : (z, ;) #
0} é enumerdvel. Em um primeiro momemento, vamos supo-lo infinito e considerar uma

enumeragao qualquer do mesmo, digamos que seja {iy, is,...}. Do Lema segue que

oo

iel k=1
Assim, dado ¢ € I, podemos ter i € I* ou ¢ ¢ I*. No primeiro caso, existe ky € N tal que

i = 1ig,. Nesse caso, usando o fato de {x; : i € I} ser ortonormal temos

oo oo
T — Z(x, Tiy ) Tig, Tiryy ) = (T, Ty ) — Z(w, Ti ) Ti, Tiyy, ) = 0.
k=1 k=1

No segundo caso, vale que

<a: — Z(m,xlk>xlk,xl> = (z,z;) = 0.

k=1

Em ambos os casos, como S é um sistema ortonormal completo concluimos que

(@, 2, )@, = Z(az,x,}xi.

1 =1

o0 o0
T =
k=

No caso em que I* for finito, a equagao (*) se transforma em uma igualdade de somas
finitas e é trivialmente vélida. O restante da demonstracao é analogo ao que foi feito.

O Corolério nos garante que b) = c¢). Para provarmos que ¢) = d), consideramos
x € Hee> 0. Da densidade de spanS em H existe y € spanS tal que ||z — y|| < € e

n

podemos encontrar ;,, i,, ..., %, €S €y, ®,,...,q; escalares tais que y = > a;, 7, -

k=1
Agora, aplicamos a Proposicao [4.2.8] (item a) com M = span{z;,, s, ..., z;, } € obtemos

n

n

€T — Z<x7m2k>xlk = d(l’,M) < HQ? - y” <E€

k=1
Como {x;,, %, ..., 2;, } é ortonormal temos
n 2 n n n
€€ >z - Z<x7wzk>xzk = <:E - Z(xaxik>ximx - Z<x7xlk>xlk> = ||$||2_Z |<x’xlk>|2
k=1 k=1 k=1 k=1

Combinando o que foi feito com a desigualdade de Bessel concluimos que

n
2l <D e,z )P+ <Y ) + € < o] + €
k=1 i€l
Como as desigualdades acima sao validas para todo € > 0 fazemos € — 0 e obtemos ||z]|* =

S |{x, x;)|?, que por sinal, é chamada de Identidade de Parseval.
il
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Vamos demonstrar agora que d) = e). Sejam z,y € H e X\ um escalar, usando algumas

propriedades do produto interno e nossa hipétese temos

APl2l® + Az, y) + My, 2) + [9lIP = Az +y, Az +y) = [[Ae +y[* =D [(he+y,)]° =
el
=Y ety z) oty = Y (AP, @) P+ Mo ) (i y) + Xy, 20) (2, 0) + (20, 9))-
iel iel
Agora, observamos que > |A|*|(z,z;)|* e >_ [{xi,y)|* convergem devido a nossa hipétese,
i€l iel
a mesma hipdtese que juntamente com a desigualdade de Holder garante a convergéncia de

> M, @) (20, y) e 30 My, wi)(wi, ). Segue dai que

i€l il

APz + Ma, y) + My, @) + [yl =

= Z AP, i) 2 + Z M, i) (i, y) + ZX@%%)(%’, z) + Z (i, )|

icl iel iel iel
e consequentemente, pela nossa hipotese, que

Xz, y) Z)\ x, ) (T y ZX(y,x,)(xl,m)

el el

Escolhendo A = 1 temos

(@,y) + (W, x) =Y (w,za) (@, y) + > (y,w) @i,z

i€l i€l

el

Logo Re({x,y)) = Re (Z(w,xz)(ﬂcl,y)) Analogamente, fazendo A\ = i temos Im({z,y)) =

Im (Z<$, x;) (T, y>) e o resultado segue.
i€l
Finalmente, provemos que e¢) = b). Para tal, considere z € S*. Dai, (x,z;) = 0 Vi € I.

Assim, pela hipétese, (z,z) = > (z,z;){x, x;) = 0. Portanto z = 0. O
i€l

Do teorema anterior, fica claro o quao significante é a presenca de sistemas ortonormais
completos em espacos de Hilbert e as propriedades que os mesmos tém. O nosso proximo
passo serd justamente encontrar condig¢oes sobre as quais podemos garantir a existéncia desses
sistemas. Com esse objetivo em mente, enunciaremos a seguir, sem demonstragao, um classico
teorema de Algebra Linear, conhecido como Processo de Gram-Schmidt. Acreditamos que o
leitor ja tenha visto a demonstragao (construtiva) do mesmo em algum momento do curso

de Algebra Linear.

Proposicao 4.3.6 (Gram Schmidt). Sejam E um espago com produto interno e (x,)nen
uma sequéncia de vetores linearmente independentes em E. Assim, existe uma sequéncia de

vetores ortonormais, (e, )nen, em E, tal que para todo n € N temos:
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span{xy,..., T} = span{ey, ..., e,}
Precisaremos ainda do seguinte,

Corolario 4.3.7. Seja E um espago com produto interno e (x,)nen uma sequéncia de vetores

L.I em E. Assim, existe uma sequéncia de vetores ortonormais, (e,)nen, em E, tal que:

span{x, : n € N} = span{e, : n € N}

Demonstragao. Seja (e,)nen @ sequéncia obtida no processo de Gram-Schmidt. Dado v €
span{x, : n € N} é verdade que existe k € N tal que v € span{zi,...,z;}. Usando a
proposicao anterior, v € span{xy,...,x,} = spanies,...,ex} C span{e, : n € N}. Portanto

span{x,, : n € N} C span{e, : n € N}. A outra inclusao ¢ analoga. [J

Teorema 4.3.8. Um espaco de Hilbert H de dimensdo infinita € separdvel se e somente se,

existe um sistema ortonormal completo e enumerdvel em H.

Demonstragao. Suponha que S = {z, : n € N} C H seja uma sistema ortonormal completo
e enumeravel em H. Pelo Teorema temos spanS = H. Pelo Teorema segue que
H é separavel.

Agora, suponhamos que H é separavel. Seja D = {x,, : n € N} um conjunto enumeravel

e denso em H. Seja B C D uma base para spanD (que existe pois D gera spanD). Se B for

finita, digamos B = {vy,...,v,} temos H = spanD = spanB = spanB pois subespagos de
dimensao finita sdo fechados (Coroldrio [3.1.3). Chegamos assim em um absurdo pois H tem
dimensao infinita por hipdtese.

Assim, B é infinita. Como B C D e D é enumeravel, B é enumeravel. Pois bem, digamos
que B = {v, : n € N}. Pelo Corolério existe um conjunto ortonormal S C H tal que
spanS = spanB. Portanto spanS = spanB = spanD = H. Pelo Teorema segue que S

é um sistema ortonormal completo. [

Perceba que, em particular, acabamos de mostrar que em um espago de Hilbert separavel
de dimensao infinita sempre existe um sistema ortonormal completo e portanto as equi-

valéncias do Teorema |4.3.5|sao todas validas quando aplicadas a esse sistema.

4.4 [? é o Unico espaco de Hilbert separavel

Por fim, apresentamos agora dois teoremas que mostram a importancia do espaco % e
como todos os demais espacgos de Hilbert separaveis de dimensao infinita se relacionam com

ele.
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Teorema 4.4.1 (Riesz-Fischer). Todo espaco de Hilbert separdvel e de dimensao infinita é

isometricamente isomorfo a I>.

Demonstragao. Seja H um espaco de Hilbert separavel e de dimensao infinita. Pelo teorema
anterior, existe um sistema ortonormal completo e enumeravel em H, denotemos-o por S =
{x; : j € N}. Da desigualdade de Bessel, dado z € H temos ({(x,z;))jen € [*, de modo que

podemos definir o operador:
T:H—10 T(x) = ({z,2;))jen-

Veja que T'(ax +y) = ({(ax + y,2)))jen = a((z,25))jen + (¥, 25))jen = oT(z) +T(y) e
portanto o operador 7' ¢ linear. Lembrando da identidade de Parseval (Teorema m item

d ) temos:
2] =Y [ 2) P = 1T ()|
j=1

o que mostra que 7' é uma isometria. Quanto a sobrejetividade, seja (a;) ey € [?. Afirmamos
k

a;x; onde k € N. Assim, se m > n
=1

o
que Y a;x; converge em H. Com efeito, seja Sy =
;1

J= J
temos
m 2 m m
1Sm = Sull®> = || D ajas|| = D lMagzs> = D oyl
) j=n+1 j=n+1

onde usamos o fato de {z,, : n € N} ser um sistema ortonormal completo.

(0]
Como Y |a;|* converge pois (a;)jen € [? a sequéncia (S;);ey é de Cauchy em H e portanto
j=1

o
converge para algum ponto de H. Assim, ) a;z; € H. Agora, basta observar que

j:1
o0 o0

T Z ajz; | = <Z a;x;, xn> = (an)nen
j:1 j:1

neN
e assim T é sobrejetora. O Corolario garante que T é um isomorfismo isométrico. [

Exemplo 4.4.2. (Aplicagio do Teorema de Riesz-Fischer) Considere o espago C0,1] com
o produto interno visto no Exemplo denotemos a norma induzida pelo produto interno

por || |l2. Do Exemplo sabemos que (C[0,1],]| |l2) nao é completo. Seja (H, || |lo) o

seu completamento. Sabemos que H é um espago de Hilbert (para detalhes, consulte a pdgina

139 de [3)).

Afirmagao 1: O espago normado (C[0, 1], ||2) é separavel.
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Dado f € C|0, 1] temos

1 1
191 = [ 5P < [ (s 1700t = 11

Logo || fllz2 < Ifllee- Como (C[0,1],] ||ec) € separavel pelo Corolério [2.3.18] existe D =
{f1, fa,...} denso em (C[0,1],] ||oc) € enumeravel, de modo que dado ¢ > 0 e f € C[0,1]
podemos tomar N € N tal que ||f — fn||o < €. Portanto

If = Il < IIf = fvlloe <€
o que prova a separabilidade de (C0, 1], |2)-

Afirmagao 2: (H,|| ||o) é separdvel.
Seja g € H e e > 0. Da construgdo do completamento (veja [3] novamente) existe
f e Clo,1] tal que ||lg— fllo < % Também, da separabilidade de (C[0,1], || ||2) existe fxy € D
€
tal que [[f — fall2 < 7 Como f, fy € C[0,1] temos ||f — fxll2 = [|f — fwllo (o valor
da norma de H e de C[0,1] coincide quando calculada nos elementos de C[0,1]). Portanto

lg — fnllo < llg = fllo + IIf — fwllo < € Assim D é também denso em (H, || ||o) e portanto
esse espaco ¢ separavel.

Afirmagao 3: H possui dimensao infinita.

Considere a sequéncia de fungoes { f,, }nen onde (f,,)? : [0,1] — R é dada por (f,(t))* =0
1

1 1 1
sempre que t € | 0, —— —,1] e que entre os pontos e — ¢é representada pelo
pred ( n -+ 1) U (n ) q P n+l n P P

grafico seguinte. Lembre que a norma de H quando calculada em elementos de C'[0, 1] coincide

com a norma de C0, 1].

2n(n+1)-----

2m(m 4+ 1) f----f-b - -

T T T T t
U 3 U 1
1 1 1 1

n+l n m+1 m
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Segue que || fullo = || fnll2 = 1 para todo n € N e assim { f,, }nen ¢ uma sequéncia contida
na bola unitdria fechada de H (ou entao de C[0, 1]). Também, se m # n temos || f,, — fin||3 = 2
e portanto ||f, — fmll2 = V2 o que mostra que {f,}nen DA0 possui nenhuma subsequéncia
de Cauchy, logo nao possui nenhuma subsequéncia convergente. Segue que a bola unitaria
fechada de H nao é compacta e portanto H tem dimensao infinita.

O Teorema de Riesz-Fischer garante que existe um isomorfismo isométrico entre [2 e H.
Na literatura, H é denotado por L?[0,1]. Em especial, pelo Teorema os vetores de
L?[0,1] podem ser representados como no item a) desse teorema, os coeficientes (x, z;) (onde
cada um dos z;’s é um elemento de um certo sistema ortonormal completo) que aparecem
nessa representacao sao chamados de coeficientes de Fourier e estao diretamente ligados

a representacao de funcoes em série de Fourier.

Para finalizar, vamos apresentar uma espécie de reciproca do teorema de Riesz-Fischer.

Teorema 4.4.3. Seja (E, || ||) um espago normado. Se existe um isomorfismo isométrico,

T:E — 12 entao E é um espaco de Hilbert separdvel e com dimensao infinita.

Demonstragao. Primeiramente vamos definir {( , ) : ExE — C dado por (z,y) = (T(x),T(y))q.
Segue que ( , ) é um produto interno pois ( , );z é um produto interno e 7' é um isomorfismo
isométrico.

Também, (z,z) = (T(z),T(z))2 = |T(x)||* = ||z]|*> o que mostra que em (E,| ||) a
norma ¢ induzida pelo produto interno acima definido. Também, dada uma sequéncia de
Cauchy (z,)nen € E vale que Ve > 0 existe ng € N tal que se m,n > ng entao ||z, — || < e.

Como T é uma isometria linear
1T (@) = T(xm)|| = T (20 — 2m)|| = |20 — zml| <€

o que mostra que a sequéncia (T(z,))neny ¢ de Cauchy em [ que é completo. Segue que
T(x,) — y para certo y € [2. Ainda, a sobrejetividade de T' garante que existe x € F tal que
T(z) =y. A continuidade do operador T~! garante que x,, — z em E e logo E é completo.
Segue que E é um espaco de Hilbert.

Quanto a separabilidade, existe em [? um subconjunto D, denso e enumeravel. Vejamos
que T~(D) é denso e enumerdvel em E. A enumerabilidade segue do fato de T ser bijetora
e D ser enumerdvel, para checarmos a densidade, dado z € E, T(x) € [? e assim existe uma
sequéncia (T'(z,,))nen € D tal que T'(x,) — T(z). Da continuidade de T~!, x,, — z, donde
podemos concluir que T~!(D) ¢é denso em E. A dimensao infinita de £ é consequéncia da
dimensao infinita de [ pois se E tivesse dimensao finita, T(F) = [* ( T é sobrejetora) teria

dimensao finita, o que é um absurdo. [
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5 Conclusao

Nesse trabalho, estudamos os espagos separaveis e obtemos varios resultados relacionados
a eles nas mais diversas estruturas. Percebemos que a teoria de espagos separaveis ¢ mais
rica do que a de espacos no geral, em grande parte dos casos isso é devido a existéncia do
conjunto denso e enumeravel, que facilita argumentagdes (pela enumerabilidade) e permite
transferir informagoes para o espaco maior (pela densidade).

Todos os topicos abordados tiveram sua importancia no decorrer do texto, seja ela de
carater mais complementar ou nao. Vimos alguns teoremas de classificacao de espacos se-
pardveis (sobre vérios pontos de vista), e em especial, o Teorema de Riesz-Fischer classifica
os espacos de Hilbert, separaveis e de dimensao infinita.

Para finalizar, nao custa mencionar que grandes avangos na matematica se dao devido a
existéncia dessa classe de teoremas. Ao nos depararmos com estruturas novas e desconhecidas
podemos associd-las (de acordo com propriedades em comum) a espagos bem conhecidos,
estudarmos o que queremos nesse espaco conhecido e posteriormente transferirmos o resultado

para a nova estrutura.
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