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Resumo

Nas tltimas décadas, a simetria conforme vem desempe-
nhando um papel central nos modelos fisicos, que vao desde a
matéria condensada a fisica de altas energias e a cosmologia.
A invariancia conforme revela-se particularmente promissora
no contexto da gravitacao quantica como uma teoria de gauge;
tem sido sugerido que a gravitacdo conforme se adapta me-
lhor as curvas de rotagdo galacticas, cujas anomalias sdo geral-
mente atribuidas a presenca de matéria escura nao-baridnica.
Na teoria quantica de campos, a invaridncia conforme é um
caminho rumo a modelos renormalizdveis, uma vez que as
teorias conformes sdo unitarias devido a simetrias discretas
simultaneas de paridade e reversao temporal. O presente tra-
balho visa uma melhor compreensao dos avancos recentes no
assunto, revisitando cuidadosamente a literatura original que
fundamentou as teorias de campo conformes modernas. Nossa

principal motivacao é acomodar os grupos de simetria do Mo-



delo Padrao de interagoes entre as particulas fundamentais no
grupo conforme. Assim, aplicamos a transformagao conforme
a campos de spin 0, 1/2 e 1, mostrando que as equagoes de
campos livres sdo covariantes se relaxarmos a exigéncia de
que as respectivas massas de repouso permanegam constantes
sob tal operacao e calculamos as conseqiiéncias nao somente
para as equagOes de campo, mas para os tensores de curva-
tura da relatividade geral de Einstein. Discutimos também
o papel das simetrias conformes substituindo o simbolo de
Christoffel e a acdo de Einstein-Hilbert pela conexao de Weyl
e a agdo de Weyl-Bach.

Como uma perspectiva futura, abordaremos a questao da
energia escura e as chamadas contribuigoes back reaction na

cosmologia classica e quantica.

Palavras-chave: Gravitacao Conforme; Modelo Padrao Con-

forme. Invaridncia Conforme.
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Abstract

In the last decades conformal symmetry has been playing
a central role in physical models, ranging from condensed
matter to high-energy physics and cosmology. Conformal
invariance reveals particularly promising in the context of
quantum gravity as a gauge theory; it has been suggested
that conformal gravity best fits the galactic rotation curves,
whose anomalies are usually attributed to the presence of non-
baryonic dark matter. In quantum field theory, conformal
invariance is a road towards renormalizable models, since
conformal theories are unitary due to simultaneous parity
and time reversal discrete symmetries.

The present work aims at reaching a better understanding
of recent advances in the subject, by carefully revisiting the
original literature which grounded modern conformal field the-
ories. Our main motivation is to accommodate the symmetry

groups of the Standard Model of fundamental particle inter-



xii

actions in the conformal group. So, we apply the conformal
transformation to 0, 1/2 and 1 spinor fields, showing that the
free field equations are covariant if we relax the requirement
that rest masses remain constant under such operation, and
work out the consequences not only for the field equations
but for the curvature tensors of Einstein’s general relativity.
We also discuss the role of conformal symmetries by replacing
the Christoffel symbol and the Einstein-Hilbert’s action by
Weyl’s connection and Weyl-Bach’s action.

As a future perspective, we shall approach the issue of
dark energy and the so-called back reaction contributions in

classical and quantum cosmology.

Keywords: Conformal Gravity; Conformal Standard Model.

Conformal Invariance.
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Capitulo 1

Introducao

Nas tultimas décadas, a simetria conforme vem desempenhando
um papel central nos modelos fisicos, que vao desde a ma-
téria condensada a fisica de altas energias e a cosmologia,
revelando-se particularmente promissora no contexto da gra-
vitagdo quantica como uma teoria de gauge. Na teoria quan-
tica de campos, a invariancia conforme é um caminho rumo
a modelos renormalizdveis, uma vez que as teorias confor-
mes sao unitarias devido a simetrias discretas simultaneas de
paridade e reversao temporal.

A invariancia das equacoes da fisica pelo grupo de Lorentz,
foi amplamente estudadas apds o enunciado da teoria da Rela-
tividade Especial, em 1905[1]. Quatro anos depois, de maneira
independente, Bateman[2] e Cunnignham[3], mostraram que
as equacoes de Maxwell, além de serem covariantes sob trans-
formagoes de Lorentz, sdo covariantes por uma extensao desse
grupo, o grupo Conforme Especial C,. A possibilidade de se
obter um grupo de simetria maior, incentivou a investiga-
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¢ao de outras equacoes com essa caracteristica, embora, mais
tarde, tenha-se percebido que equagdes de movimento para
particulas massivas ndo sdo conformemente invariantes.

Em 1936, Page[4] desenvolve, em dois artigos, uma relati-
vidade especial baseada no o grupo C,, ao invés do grupo de
Lorentz. Uma consequéncia imediata dessa formulacio é que
além de termos equivaléncia entre todos os referenciais com
velocidade relativa constante, temos equivaléncia entre todos
com aceleragdo relativa constante, onde distancias seriam me-
didas apenas com sinais de luz. No segundo artigo, Pagel[5]
indica, em sua eletrodindmica, a necessidade de transformar a
massa de repouso para a equacgao do elétron com a aceleracao
conforme.

Dirac[6] propds, em 1928, uma equacao relativistica de
primeira ordem que descreve particulas de spin 1/2. J4 em
1936, o préprio Dirac|7] sugere uma generalizacdo de sua
equacgao com simetria C,; no entanto, conclui que nao existe
uma maneira de se obter uma equagao de onda para o elétron
no espaco conforme que corresponda ao resultado em um
espago ordinario. No mesmo ano, Bhabha|[8] revisa o trabalho
de Dirac, apontando alguns erros e reformulando sua prova.
Todavia a equagdo de onda continua adquirindo um fator de
escala que a torna degenerada.

Equacbes de onda conformes dependem da métrica ape-
nas em termos da densidade tensorial g, = g, (— g)_i, que é
uma quantidade invariante pela transformacao g,, — 0?2 v
em 4 dimensées. Com isso em mente, em 1941, Haantjes[9)]
reavalia a equacgao conforme de Dirac, verificando que é inva-
riante para particulas de massa nula. Sob a suposi¢do de que
a dimensao fisica [M L] é invariante, Haantjes conclui que se



as distancias p no espago se transformam com peso conforme
1/2, ou seja, p — p, as massas de repouso devem se trans-
formar com peso —1/2. Assumindo m — Q7 'm, a equacdo
conforme de Dirac para particulas com massa também faz-se
invariante. Considerando que a constante de Planck tem peso
conforme zero e dimensdo [ML?>T 1], essa hipétese parece
razoavel.

A busca por equagoes conformes estendeu-se ainda du-
rante as décadas de 60 e 70. Lomont[10], em 1961, mostra
que todas as equagOes de campo livre, semelhantes a de Di-
rac, para particulas de spin inteiro e semi-inteiro, com massa
nula sdo conformemente invariantes. Além de estender essa
simetria para um conjunto muito maior de equagoes, Lomont
mostra que associado a essa simetria também se obtém uma
nova lei de conservagao.

A dilatagao e a aceleragdo conforme (AC) sdo transforma-
¢oes do grupo C,, que modificam o elemento de linha, ds?, por
um fator de escala. Para a dilatacdo o elemento de linha se
altera por um fator de escala independente do espaco-tempo.
Define-se AC de maneira semelhante, dita como um grupo
de gauge geométrico, cujos elementos mapeiam os interva-
los ds que sdo transformados por um fator dependente do
espaco-tempo.

Kastrup[l1] se propoe a esclarecer as propriedades fisi-
cas elementares da dilatacdo e principalmente da AC, tendo
em vista que pouco se sabia sobre as quantidades conserva-
das e quase-conservadas associadas a esse grupo. Kastrup
explora isto, considerando que essas transformacoes sao sime-
trias aproximadas em fisica de particulas, no sentido que se
tornam um "bom'grupo num regime de altas energias, mas
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sdo quebradas em baixas energias, quando a massa de repouso
faz-se relevante.

Classificado como um bom grupo de simetria, o grupo
de Poincaré tem a restricdo de que, em certas interacoes, a
reflexdo espacial e a invariancia CP podem ser quebradas. Isso
mostra que simetrias aproximadas ou quebradas existem e
assim, podemos questionar se existem simetrias aproximadas
do espago-tempo adicionais, que podem ser "mal"quebradas
a baixas energias, mas que em altas energias se tornam boas
simetrias. Muitos pesquisadores consideram que a dilatacao
e a AC sdo simetrias deste tipo.

O grupo O(2,4) é isomorfico ao grupo conforme C, e a
vista disso, Kastrup, relaciona espinores e tensores do grupo
0(2,4) aos espinores e tensores que aparecem nas equagoes
de Maxwell, Dirac, etc. Como resultado, observa que, exceto
pelos termos com massa, as equagoes de campo (1/2, 0 e
1) para sistemas com interacao exibem invariancia conforme.
Considerando que o sentido fisico dessas massas nao é com-
pletamente claro, pode-se ou descarta-las, ou considerar que
as massas fisicas sdo uma consequéncia de interagoes, ideia
explorada no inicio do século passado por Poincaré[12] em
sua teoria do elétron, cuja massa teria origem puramente
eletromagnética.

Quando relaxamos a exigéncia de que as massas de re-
pouso permanegam constantes, outro resultado interessante
aparece: a aceleragdo conforme parece implicar em valores
continuos de massa, m — Q~(x)m, o que ndo é observado
experimentalmente. Portanto estas simetrias precisam ser, de
alguma maneira, quebrada a baixas energias. Kastrup, aponta
que uma das possibilidades é a quebra espontanea dessas si-



metrias, como consequéncia do estado fundamental ndo ser
invariante por dilatacGes e aceleragoes conformes.

Seguindo os passos de Kastrup, em 1969, Mack e Salam[13]
investigam a manifestacdo da formulagdo covariante de equa-
¢Oes de onda para campos quantizados, definidos sobre um
espaco projetivo de 6 dimensoes, cuja variedade 14 é relacio-
nada com z,, de Minkowski, acreditando que esta abordagem
fornece ao grupo conforme uma perspectiva mais favoravel
para explorar fisicamente essa simetria, se comparada com o
método usual. Essa escolha é feita devido a dificuldade de se
encontrar uma maneira de quebrar a simetria conforme de
forma que esta recaia na invaridncia de Poincaré. Drew[14],
em 1972, utiliza o procedimento de Salam e Mack, para mos-
trar que as equagoes de campo resultantes em seis dimensoes
equivalem as equacgoes de Weyl em Minkowski para particulas
sem massa, quando se requer que as componentes "fisicas"dos
espinores tenham dimensao de escala [ = —3/2.

Quando se discute a invaridncia conforme no formalismo
lagrangiano, nota-se que as equagoes de Euler-Lagrange pro-
venientes nem sempre tém a forma invariante. A razao para
que isso ocorra sao a propriedade de transformacao das coor-
denadas do espaco-tempo e do campo presente na densidade
lagrangiana. Um escalar de Lorentz deve se transformar como
@' (2") = Q¢(x); assim, a agdo que depende de 9,00" ¢, é cova-
riante, mas 0,,0"¢ nao. Kubo, em 1978, aponta para esse fato
e apresenta a transformacdo de diversos campos sob acele-
racao conforme, estabelecendo regras de transformagao para
campos espinoriais, escalares e vetoriais, dado o acoplamento
de campos espinoriais com campos escalares e vetoriais.

A forma como iremos proceder com a T'C nesta dissertaciao
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é por meio de uma mudanca do espaco de Minkowiski para
o espaco de Riemann e desta para o espaco de Weyl, espaco
conformemente invariante. Isto se dd com a introducgao da
derivada covariante cuja conexao afim é invariante por TC,
a conexao de Weyl. Este modo de se explorar a simetria
conforme foi proposto por Weyl[15] em 1918. Além de ser o
objeto de estudo de Rohrlich, Witten e Fulton[16], no artigo
de revisao Conformal Invariance in Physics, publicado em
1962. Nesta dissertacao, utilizaremos este formalismo para
estudarmos a invariancia conforme.

No capitulo 2, exibiremos as ferramentas necessarias para
o estudo das transformagoes conformes para os campos de
spin 0, 1/2 e 1. Embora seja comum se referir as transforma-
¢oes de Weyl aqui tratadas como transformagoes conformes, é
adequado, na primeira secao, definirmos o que é uma transfor-
macao conforme e qual relacdo que esta tem com transforma-
¢oes de coordenadas e transformagoes de Weyl. Ainda neste
capitulo, apresentaremos uma breve revisao da gravitagao de
Einstein, para que na secdo 2.3, possamos definir o espago de
Weyl e os elementos que devem ser substituidos na gravitacao
de Einstein para se obter uma gravitacao conforme.

O capitulo 3 é dedicado ao estudo do campo escalar. Atra-
vés da equacgdo de Klein-Gordon, mostraremos como esta
equacao é escrita quando se considera interacdo gravitacional
e quais as alteragbes que esta equagdo exibe quando expressa
no espaco de Weyl. Como a simetria conforme exige certas
caracteristicas do tensor energia-momento (TEM), mais preci-
samente que este tenha trago nulo, estudaremos o TEM para
o campo escalar e como é possivel obtermos um TEM cujas
caracteristicas sejam adequadas & teoria conforme.



No capitulo 4, deduziremos a equacgao de Dirac através
das transformagoes do grupo de Lorentz, construindo espi-
nores que se transformam de modo covariante. Em seguida,
estudaremos a invaridncia conforme das equagcoes de Dirac
pelo grupo C,, portanto em um espaco plano.

Para o campo de spin 1, estudaremos as equacbes de
Maxwell e de Proca no capitulo 5. A invaridncia conforme
das equagoes de Maxwell ja é muito bem estabelecida, sendo
as primeiras equacoes a terem essa simetria estudada. Porém,
as equacoes de Proca exibem um comportamento peculiar
quando feita a transformagdo conforme, se comparada com
0s outros campos com massa nao nula.

Por fim, teceremos algumas consideragoes, apontando pers-
pectivas futuras, como desdobramento do presente estudo.






Capitulo 2

Gravitacao Conforme

Neste capitulo definiremos transformagoes conformes (TC)
com o objetivo de diferenciar, o que chamamos de TC e a
transformacao de Weyl. Visando um melhor entendimento
sobre o grupo conforme C', exploraremos os geradores asso-
ciados ao grupo. Na secao seguinte 2.2, revisaremos a teoria
da gravitacdo de Einstein (GE) para entendermos como os
tensores de curvatura se alteram com C'. Na tltima segdo 2.3,
estudaremos quais as deficiéncias da GE quando requeremos
a simetria conforme, e quais os tensores que podem ser subs-
tituidos para suprir essa deficiéncia.

2.1 Transformagoes Conformes

Transformacoes conformes mantém invariante o tensor mé-
trico a menos de um fator de escala 2

!Junto com seu subgrupo, conforme especial C,.
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9w = Vg, (2.1)

onde €2 é uma funcgao escalar ndo nula, positiva e dependente
do espaco-tempo. Uma TC preserva dngulos entre vetores
quaisquer v e w,

glow)
9(v,v)g(w,w)

Porém, em geral, ndo preserva sua norma,

cosf =

g(v,w) = Dg(v,v).

Figura 2.1: Transformacoes conformes preservam angulos.

Matematicamente, uma TC é uma funcdo que preserva
angulos. Geralmente a funcado tem um dominio e uma imagem
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no plano real, ou seja, dados os subconjuntos U e V de R",
uma funcdo f : U — V é dita conforme se para todo ponto
u € U, preserva angulos orientados entre curvas através de
u. Uma caracteristica importante da TC é que, apesar de
nao preservar a magnitude, preserva a forma de pequenos
poligonos. Na figura 2.1 vemos que um retangulo a esquerda
e sua imagem apds uma TC f. Mesmo que a iltima esteja
distorcida é possivel observar que os angulos entre as grades
continua sendo de 90°.

Existem duas maneiras diferentes de se definir uma "trans-
formacao conforme". Estas geram resultados diferentes, ra-
zao pela qual nos ocuparemos nas proximas subse¢bes em
definir a TC utilizada neste trabalho. Alguns autores cha-
mam de "transformagdo conforme', ou mapa conforme o que
aqui denominaremos transformacao de Weyl (TW). Para
nosso entendimento, empregaremos o termo transformacao
conforme (TC) a transformacao conforme do espago-tempo,
onde nao apenas o tensor métrico é alterado mas o sistema
de coordenadas; ja a transformacao que ativamente reescala
o tensor métrico, mas mantém o sistema de coordenadas inal-
terado ¢ a transformacdo de Weyl.

Nesta secao, vamos definir TC através das defini¢oes de
transformacao passiva, ativa e de Weyl. A TC nao é uma
transformacao que simplesmente altera o sistema de coorde-
nadas (transformagio passiva) ou apenas altera ativamente
o tensor métrico por um fator de escala (transformagcao de
Weyl), mas é uma transformagao que faz ambos.
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%

Figura 2.2: Diagrama de Venn que mostra a relacdo entre
TC, transformacao passiva, ativa e de Weyl.

2.1.1 Transformacgao Passiva

Transformagdes de coordenadas, ou transformacoes passivas
(TP), sao transformagoes que mudam o sistema de coordena-
das, mas que nao alteram o local fisico. Um observador num
laboratério vé o movimento de uma particula como mostra a
figura 2.3.

Se este observador pode alterar sua localizagdo dentro do
laboratério sem que isso altere o movimento da particula, a
unica diferenca é que a descricdo da trajetéria vai estar em
um sistema de coordenadas diferente?, como mostra a figura
2.4

Matematicamente, dadas duas variedades M e N, com
métricas g, e hap e coordenadas x e 2/, respectivamente,

2Em relatividade especial, além de um local, devemos especificar em
cada ponto a respectiva coordenada temporal de um dado evento no
espago-tempo, i.e. consideramos a linha de universo da particula
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™

Figura 2.3: Observador em um laboratério vendo a trajetoria
de uma particula.

uma TP f: M — N transforma as coordenadas,

/
Ja o tensor métrico se transforma de acordo com a apli-
cacao continua f x g = h, a qual, em coordenadas, pode ser
lida como

ox* 0x¥

guu(iv)ww = hap(z'). (2.2)

Como esse tipo de transformacio apenas altera o sistema
de coordenadas, a norma de vetores permanece a mesma e,
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™

x B

Figura 2.4: Transformacgao passiva: um observador vendo o
movimento de uma particula de dois pontos diferentes do
laboratoério.

como consequéncia, o elemento de linha é invariante.

2.1.2 Transformacgao Ativa

Existe um outro tipo de transformacao, a ativa, também co-
nhecida como transformacgao de ponto. Tal transformacao
mantém o sistema de coordenadas, mas arrasta o sistema fi-
sico (transformacao de ponto). Novamente, usando o exemplo
do laboratorio, ao invés de deslocar o observador de um ponto
do laboratorio para outro, deslocamos o laboratério inteiro,
como mostra a figura 2.5.

Embora possa parecer que nao ha diferenca entre transfor-
magoes passivas e ativas, matematicamente, estas sao descri-
tas de forma diferente. Ao contrario da transformagcao passiva,
na transformacao ativa (TA) temos apenas uma variedade
(M,g) com coordenadas z. Nesse tipo de transformagao, usa-
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> o8

X X

Figura 2.5: Transformacao ativa: um observador situado em
pontos distintos do laboratorio assiste o movimento de uma
particula num mesmo sistema de coordenadas.

remos barras sobrescritas para distinguir os diferentes pontos
do sistema de coordenadas (z,Z,,...). Assim, dada uma fun-
¢do F : M — M, que leva de um ponto a outro,

z = F(x),
o tensor métrico se transforma como

_. 0zt ox”
guu(-r)@w = goa,é’(x)'

Tanto na TA quanto na passiva, o elemento de linha é
mantido invariante

ds* = g (x)dztds” = hap(2')dz'd2’?, (TP)
ds® = G (x)daFdx” = ga[g(i)dfa‘diﬁ. (TA)
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2.1.3 Transformacao de Weyl

A transformagao de Weyl (TW) é uma TA, com a diferenga
que agora o tensor métrico transformado é escrito como

_.O0z* 0z"
guu(l“)a?w = 92(37)%5(33)- (2.3)

Do modo como definimos a TW parece ser necessario
que haja uma transformagdo de ponto F(x) = Zz. Porém,
usualmente a TW é definida com & = x e, portanto, o tensor
métrico se transforma simplesmente como

Guv(x) = Q2 (2) g ().

Com essa mudanga de escala no tensor métrico, o elemento
de linha também é alterado:

ds® — Q%ds>.

A TW ¢ interessante porque através dessa transformagao
podemos alterar a curvatura do espago-tempo sem alterar o
sistema de coordenadas.

Y

Figura 2.6: Transformagao de Weyl.
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2.1.4 Transformacao Conforme

Usando a TW e a TP podemos definir a TC. Para isso, inicial-
mente vamos supor que ha uma TA que desfaz o resultado de
uma TP. Assim, no fim das contas, estamos com um sistema
de coordenadas diferente, embora vejamos o experimento da
mesma forma, como mostra a figura 2.7.

;

’ f(m):x' K

Fz)=z

Figura 2.7: Transformacao ativa que desfaz o resultado de
uma transformacao passiva.

Nada impede que se estenda esse mesmo processo a uma
TW ao invés de uma TA ordindria. Neste caso, poderiamos,
por exemplo, considerar o laboratério da figura 2.7; além
de uma rotacdo poderiamos também efetuar uma mudanca
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de escala, como na figura 2.6. Matematicamente, temos a
condi¢do

Ao impor T’ = z, segue
ozt . Ozt
oz  Ox'e’

O simbolo "="indica que esta igualdade é valida apenas
no sistema de coordenadas indicado nesta equacao.

(2.4)

Para sabermos como o tensor métrico se transforma neste
caso, vamos reescrever a equagao (2.3) usando (2.4),

oxt 0x¥ _ _
guu(l‘)ﬁﬁ = Q2(£)gaﬁ(x)' (2'5)

Além disso, devemos reescrever a equagao (2.2) para

9t 9T ,

guu(x)aii,aw = hap(Z'). (2.6)

Substituindo a equacao (2.6) em (2.5), ficamos entdo com
a TC do tensor métrico

hy (@) = Q(2) gy ().

Com essa transformacdo, o elemento de linha também é
transformado, adquirindo o mesmo fator de escala da métrica,

ds*(7') = Q*(z)ds*(z).

A transformacao conforme é dada por uma funcao F' tal
que F : M — M é um difeomorfismo tal que F x g = Q2%g
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em que g : M — (T x M)®? é o tensor métrico. Com essa
defini¢do, obtemos uma TC que nao é simplesmente uma TP
ou TA; essa definicdo é consistente considerando-se ambas.
Usaremos a notagao

glcw(x) = h;w@/)?
para representar uma TC da métrica.
A transformacéo das componentes contravariantes do ten-

sor métrico é obtida utilizando o delta de Kronecker como
invariante,

05 = Gus9e”
= QQQ;A,@géM'

Como o delta de Kronecker também pode ser escrito como
6% = g,89"%, isso implica a transformacao

v 1 v
gU %@g’u .

Portanto,

(@) = (@) gu(z) e gt (x) = Q72 (2)g" (z).

Transformagoes desse tipo formam o grupo Cy. Todas as
variedades que se distinguem entre si apenas por elementos
de Uy sao chamadas de espagos conformes. Nesses espacos,
o elemento de linha ds® nao tem valor absoluto porque a com-
paracao da distdncia entre dois pontos em diferentes espagcos
envolve o fator de escala, que é arbitrario. Os invariantes sao
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os angulos em cada ponto dos espacos.

Existe um grupo C', chamado grupo conforme ou grupo
conforme estendido que, além de ter o grupo C; como sub-
grupo, também contém o grupo de todas as transformagoes
de coordenadas.

2.1.5 Grupo Conforme C

Por definicao, as transformacoes do grupo conforme levam
x — ', deixando o tensor métrico invariante a menos de
um fator de escala, como vimos na subsecdo 2.1. Tensores
que se transformam dessa forma sdo ditos conformemente
invariantes.

O conjunto de todas as transformacoes que geram um
fator de escala entre as métricas, ou seja, que sdo conforme-
mente equivalentes, formam o grupo C. O grupo de Poincaré?
(translagoes espago-temporais e de Lorentz) é um subgrupo
do grupo conforme, cuja funcdo de escala é Q(z) = 1.

Com o intuito de encontrar todas as possiveis transfor-
macoes em zH que geram um fator de escala €2 no tensor
métrico, vamos considerar uma transformacao infinitesimal
mais geral possivel, x# — z# + e (z). Assim, o tensor métrico
se transforma conformemente de acordo com

3Em geral, denomina-se grupo de Poincaré, ou grupo de Lorentz
estendido, o grupo de Lorentz especial junto com o grupo de translacoes.
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Conforme
Especial

Figura 2.8: Diagrama de Venn que mostra o grupo conforme
e seus subgrupos, de Poincaré e de Lorentz.

oz’ ox'B
Q2 v — 353 ., a ., Y9
In oxt 83:”9 p
= (5;6: + a,u‘fa)(ézf[/3 + 61/6'8)9046

= g + (Oper + 0vey) + O(ei). (2.7)
Considerando uma TC com um fator de escala dado por
Q%(z) = @), (2.8)

quando a transformacio dada é infinitesimal, temos

Q2 (z) ~ (14 2w).

Com a definigdo acima para o fator de escala e a transfor-
macao do tensor métrico dada por (2.7), podemos identificar
a relacao
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Ou€y + Ovey = 2WG,u - (2.9)

Queremos, através da expressdo acima, encontrar uma
expressao para €,(x). Efetuando o traco da equacao acima,
podemos ver que

dw = Ope®. (2.10)

Por outro lado, se partirmos da equagao (2.9) assumindo,
por simplicidade, que estamos no espago-tempo de Minkowski
(Guv — M) podemos aplicar d, a ambos os lados da equagao e
posteriormente fazer permutacoes dos indices p <> e p <+ v,
resultando no conjunto de equacoes

0,061 + 0,0,€, = 21, 0pw,
0u0p€y + 0,0y €p = 21,00,
0,0u€p + 0,0,€, = 21,,0,w.
Uma combinacéo linear dessas equagoes fornece a expres-
sao
010 €p = NpuOuw + MpupOyw — 1, Opw; (2.11)

contraindo essa equagao com n*¥, ficamos com

D%, = —20,w. (2.12)

Agora temos duas equagoes que expressam a relacdo entre
eu() e w(x), (2.12) e (2.10). Aplicando 0” & equagao (2.12)
e 0% a (2.10), temos respectivamente
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2 —_ 92 a
{ 0% =00 w(z)=0.  (2.13)

—20P0,w = 8'0826,0
Concluimos entdo, que a fun¢do w(x) deve ser do tipo

w(x) = A+ Byat.

Dada a equacao (2.9) e a condigdo para w(x) acima, po-
demos considerar que €,(x) seja de ordem quadratica

€ = ay + b’ + cppr’al, com  Cuyp = Cppu- (2.14)

Como os vinculos (2.9) e (2.11) sao validos para todo z*,
podemos analisar a equagdo (2.14) termo a termo. O termo
mais simples, e o tinico sem vinculos, é dado pela constante
ay. Este termo é responsavel pela translagao infinitesimal,
que nao altera a métrica. Um dos vinculos é obtido isolando
w na equacao (2.10) e substituindo em (2.9)

1
Ou€y + Op€y = 58(160‘9”,,.

Dessa relacao, temos um vinculo para o termo linear em z,,,

1
by + byp = B}

A forma mais simples para by, é

be M-

b,uu = >\77,u1/ + My,

onde A é o pardmetro infinitesimal de dilatacdo. Na dilatacao,
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o fator de escala da métrica é dado por um fator de proporcio-
nalidade constante. A transformacio de Lorentz é obtida pelo
tensor antissimétrico m,,,. Finalmente, para o termo quadra-
tico, derivamos a condigdo diretamente da equagao (2.11),

Copr = NprOuw + NupOupw — 17 Opw. (2.15)

Contraindo a equacdo acima com n°*, temos

Cay = by = Cuvp = b#nPV + bunup - bpnl“"

Os quatro pardmetros dados por b, correspondem a uma
transformacao infinitesimal

oH =zt 4 2eH Vb, — b2,

conhecida como transformacgao conforme especial, ou acele-
racao conforme. Neste caso, temos um fator de escala €2 que
depende de x*. Com as condigbes analisadas acima, a equagao
(2.14) pode ser reescrita da seguinte forma:

€ = ay + Az + M’ + 22,5%, — bua®. (2.16)

A forma finita das transformagoes de translacao, de dila-
tagdo e de Lorentz e de dilatagdo sdo semelhantes as infinite-
simais e facilmente obtidas:
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/

x? =zt + a¥,
/

¥ = axt,

't = Aa”.

A forma finita da aceleracdo conforme ja nao é tao evi-
dente. Uma maneira de obté-la é considerando a aceleracao
conforme como uma inversdo seguida de uma translacio e
novamente de uma inversdo, onde a inversdo é dada por
ot — 2#/2? e a translacio em questdo é z# — M — b
A expressdo para aceleracdo conforme finita fica dada por

zh — bix?
 1—-2b-x+ b2x2’

A funcéo de escala para a aceleracao conforme é a tnica
que nao é trivial, sendo justamente o denominador da (2.17),

P

(2.17)

Q(z) =1-2b-x+ b*x%

As transformacgoes conformes em 4 dimensbes formam
o grupo SO(5,1). Os geradores de translacdo P, e rotagio
(transformagoes de Lorentz) M, sdo ji bem conhecidos. No
grupo conforme, ganhamos o gerador de dilatacdo D e o da
aceleragao conforme K. Uma TC sobre uma funcao ¢(z)
resulta numa funcao de forma geral

1
o(x) = ¢zt +e(x)) = |1 +ia" P, — AD + §m’“’MW + V'K, | o(zt),

(2.18)
onde os geradores infinitesimais sdo
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P, =-id,

D = —x"0,,

M, =i(z"0, — x"0y),
K, =2iz,2"0, — ixzau,

e obedecem as relagbes de comutagao

[D,P,] = Py,
(D, K,| = -K,,
(K, P)] = 2n,,D — 2iM,,,

(2.19)

2.2 Gravitacao de Einstein

Antes de falarmos a respeito da gravitacido conforme, facamos
uma breve revisao da teoria ja bem estabelecida, a gravitacao
de Einstein (GE).

Em 1905, Einstein publica o artigo On the Electrodyna-
mics of Moving Bodies [1], em que formula os dois postulados
da relatividade especial:
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(a) O principio da relatividade. Todas as leis da fisica s@o
as mesmas em todos os referenciais inercias;

(b) A velocidade da luz tem o mesmo valor ¢ em todos os
referenciais inerciais.

O que separa a teoria newtoniana classica da teoria da
relatividade especial nao é o principio da relatividade especial,
mas sim a constancia da velocidade da luz. Através deste
postulado, foi introduzida a relatividade da simultaneidade
e as transformacoes de Lorentz, como forma de relacionar as
coordenadas de dois sistemas inerciais diferentes.

Em seguida, Einstein confrontou-se com dois problemas:
a nao concordancia da nova teoria com a ja consagrada teoria
de gravitagao newtoniana e a necessidade de encontrar um
formalismo que ndo apenas mostrasse a invaridncia das leis
da Fisica em referenciais inerciais, mas também em referen-
ciais acelerados. Esses problemas foram solucionados com a
imposicao de uma invariancia sob transformacoes gerais de
coordenadas e a incorporacao dos efeitos do campo gravitaci-
onal ao tensor métrico g, .

2.2.1 Principios Basicos da Relatividade Geral

A GE mantém os postulados da relatividade especial e a
generaliza. Embora a relatividade geral nao traga claramente
novos postulados, existem alguns pontos importantes que sdo
consequéncia do fato da relatividade geral ser uma teoria
geométrica. Muito brevemente vamos discutir esses pontos:

(i) O espago-tempo (M,g) é definido como uma variedade
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pseudo-riemanniana em 4 dimensoes, suave e conexa.
A métrica é caracterizada pela imposicao de que local-
mente deve convergir a métrica de Minkowski 7,,. O
principio da equivaléncia é consequéncia dessa proprie-
dade, pois se o resultado de uma experiéncia local nao
deve depender do ponto no espaco-tempo, mesmo em
um espaco curvo, este, localmente, deve parecer plano.

O tensor métrico também deve ser continuo, ndo-degenerado
e simétrico. Por ndo ser degenerado sabemos que g =
|guv| € nao nulo, o que nos permite definir sua inversa
via

9" Gua = 55-

Dado um espaco plano, a métrica sempre pode ser le-
vada a sua forma canénica g,, — 7., que, no presente
trabalho, serd sempre definida como

10 0 0

1o -1 0 o |

=109 0o -1 o |’
00 0 -1

(ii) A causalidade é uma consequéncia da constancia da
velocidade da luz. Sinais de luz podem ser enviados
entre eventos (pontos no espago-tempo) somente se a
curva que liga estes eventos nao for do tipo espaco ds? <
0;

(iii) O tensor energia-momento T"" é simétrico e descreve
a densidade e fluxo de energia e momento no espaco-
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tempo. Este tensor é conservado localmente V, T#" = 0.
O tensor energia-momento de Hilbert (TEMH) é obtido
através da acdo da matéria através da variagao

_ 2 5Smat
V') 5guu .

Existem outras formas de se obter um tensor energia-
momento, porém somente este pode ser usado nas equa-
¢oes de campo de Einstein. Na subsecdo 2.2.5 estudare-
mos em mais detalhe essa relagao.

T

as equacoes de campo de Einstein sdo obtida através
da variagdo do tensor métrico na acdo da matéria e do
campo gravitacional. Um dos pontos importantes é que
Einstein postula que a acdo gravitacional é dada pelo
escalar de Ricci,

-1
Sy=— / d*z\/—gR.
97 16m g
Como consequéncia, obtemos a equacao de campo

RM — %Rg’“’ = 87TH.

Esta equacao relaciona a geometria do espaco dada pelo
lado esquerdo da equacao, que contém o tensor e o escalar de
Ricci, com o lado direito da equacdo, que representa a maté-
ria e energia dadas pelo tensor energia-momento. A equagao
acima estd escrita em unidades naturais, assim como todas
as equagoes ao longo desta monografia.
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2.2.2 Geodésica

O caminho que minimiza a distancia ds? = guvdatdx” entre
dois pontos, em qualquer geometria (plana ou curva), obe-
dece & equacdo da geodésica. Para encontrar essa equagao,
partimos da acao

S = / ds, (2.20)

onde ds? é um elemento de linha do tipo tempo (ds? > 0).
Sendo assim, podemos reescrever a a¢ao (2.20) parametrizada
pelo tempo préprio T

dxt dzV

S = / ———dr. 2.21

Tu dr dr ( )

Podemos agora variar a a¢ao (2.21) com respeito a z* e

aplicar o principio variacional, 45 = 0. Obtemos a equagao
de Euler-Lagrange, ou equacdo da geodésica,

A2z dzt dx¥
e 2 2.22
dr? modr dr 0, (2.22)
onde
a 1 afs
Fp,u = ig (8%95” + al’gﬁli - aﬁg/“’) (223)

¢é o simbolo de Christoffel, o qual possui um papel central no
formalismo da GE.
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2.2.3 Derivada Covariante e Derivada Direcio-
nal

Quando saimos de um espago plano para um espago curvo,
um problema imediato é que a derivada parcial 9, nao se
transforma como um tensor. Por isso, definimos a derivada
covariante V, que, esta sim, se transforma como um tensor.
O simbolo de Christoffel (2.23) entra na definicio da derivada
covariante desempenhando o papel de conexao afim:

V.V =8,V T, VY. (2.24)

A derivada covariante possui todas as propriedades de uma
derivada parcial. Por exemplo, ela é linear e obedece a regra
de Leibniz do produto.

Quando o espago em questdo é plano munido de coorde-
nadas inerciais, retornamos a derivada parcial, pois o simbolo
de Christoffel é identicamente nulo. Com a derivada cova-
riante, podemos definir uma derivada covariante direcional
e o transporte paralelo. A derivada covariante direcional é
descrita através da parametrizagdo de z#(\)

D dzt

dx — dx P
e o transporte paralelo se dd quando a derivada covariante
direcional de um tensor é nula:

DV«
=0.
dA

Quando isso ocorre, dizemos que o vetor foi paralelamente
transportado ao longo da curva z#(\).

Na figura 2.9, podemos observar que, ao depender do cami-
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Figura 2.9: Transporte paralelo sobre uma esfera.

nho escolhido, o resultado do transporte paralelo de um vetor
resulta em outro distinto no ponto de partida. Isso ocorre
apenas em espagos curvos. Por fim, através da derivada dire-
cional, podemos reescrever a equagio da geodésica (2.22) de
forma alternativa,

D i 2, .0 i v
(d:U > _ d“x o dxt dx _o. (2.25)

dr\dr ) dr? " "™ dr dr

2.2.4 Tensor de Curvatura de Riemann

O tensor de curvatura de Riemann pode ser obtido calculando
o comutador das derivadas covariantes
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V.,V Ve = ngvﬁ )

Este resultado é calculado levando em conta um espaco
sem torgdo, ou seja, com I, simétrico nos indices p <> v.
O tensor de Riemann é definido em termos do simbolo de
Christoffel como

Rg, =0y, — 0,1, + T 1), —T0 .
Feita a contragao do tensor de Riemann, obtemos o tensor
de Ricci R = Ry, Com mais uma contragio, obtemos o
escalar de Ricci, R = g"” R,,,. Todos estes possuem informa-
¢do sobre a curvatura do espago-tempo. Por exemplo, dado
um espago-tempo, este é plano se e somente se todas as com-

ponentes de R, sdo nulas.

Quando um espaco-tempo ¢é plano, além do tensor de
Riemann, o simbolo de Christoffel é nulo. Isso faz com que a
equacao da geodésica (2.22) descreva a segunda lei de Newton
para uma particula livre na auséncia de gravidade vista de
um referencial acelerado.

Para o caso do tensor de Riemann nao nulo, ainda assim
podemos escolher um sistema de coordenadas cujo tensor
de Ricci é nulo. Um exemplo é a métrica de Schwarzschild,
que d& corregdes a gravitagdo newtoniana, permitindo obter
resultados como o desvio da luz emitido por uma estrela
distante ao passar proximo ao Sol. A métrica de Schwarzschild
é a Unica solucao em relatividade geral com simetria esférica
no vacuo. Em coordenadas esféricas {t,r,0, ¢}, tal métrica é
dada por
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-1
ds® = <1 - 2M> dt2—<1 - 2M) dr?—r2d6*—r? sin® 0d¢?.

r T

2.2.5 Equacgao de Campo de Einstein

Nosso préximo passo é encontrar as equacdes de campo de
Einstein através do principio variacional. Na formulacao la-
grangiana cldssica para um sistema estacionario, dadas as
coordenadas generalizadas {qy}x—12,.. ~ independentes entre
si, a agdo é um funcional das coordenadas ¢x e pode ser escrita
através da integral no tempo da lagrangiana L = L(qg,qk,t)
entre t1 e tg,

to
t1
com a condi¢do de que, nos extremos, a trajetoria fisica e a
teste coincidam:

dqr(t1) = dqr(t2) = 0.

Segundo o principio de Hamilton, a trajetoria fisica é a
que minimiza a energia e, como consequéncia, minimiza a
acdo. Assim,

08

dq(t)



35 2.2. Gravitacado de Einstein

Aplicando o principio de Hamilton, obtemos as equagoes
de Euler-Lagrange

L _d (L),
8qk dt 8qk

Através das equagdes de Euler-Lagrange, podemos chegar
as equacdes de movimento do sistema. Essa teoria pode ser
estendida a infinitos graus de liberdade, na formulacao la-
grangiana de campos continuos. A passagem de uma teoria a
outra é feita substituindo as coordenadas generalizadas pelo
campo qx(t) — ¢(z), o somatério sobre todos os g por uma

integral no espago 3 — [ dx3 e a lagrangiana pela respectiva
k Q
densidade lagrangiana. Novamente, temos a condi¢ao de ex-

tremizacdo, mas dessa vez o que consideramos como extremo
é a borda do volume §2:

do(z)]an = 0.

Como agora estamos no espago-tempo de Minkowski, com
meétrica 1), o campo depende das coordenadas do espago-
tempo z*. A acdo no espaco-tempo de Minkowski possui a
forma

5= / A 2L(, Dohs N)-
Q

A equagao de Euler-Lagrange resultante desta acéo é

Zﬁ O (aéf@) =0,

a qual, ao invés de equacoes de movimento, gera equagoes de
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campo.

Como, nos céalculos que seguem, nem sempre a métrica
utilizada sera a de Minkowski e muitas vezes nao é constante,
vamos inserir a métrica na acio. Efetuando a transformacao
Ny — Guv, devemos incluir na integral de acao o determinante
da matriz Jacobiana dessa transformacao:

5= [[1det J|d0L(,0a gu).
Q

Sabendo que a matriz que representa o tensor métrico G pode
ser escrita como G = JTJ, onde J é a matriz Jacobiana, o
determinante do tensor métrico é dada por

det G = det(JTJ)
= (det J)2.

Com essa alteracao, a acdo pode ser escrita na forma
S = [ dov/=gL(6. 0ai ).
Q

E preciso cuidado ao calcular a variacdo da acdo, obser-
vando se a métrica também ¢é afetada ou se permanece cons-
tante. Quando passamos do espago-tempo de Minkowski 971
para um espago curvo A, temos as substitui¢oes

Nuv —7 Guu
O — Vy,
d*z — d*z\/—g,
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que precisam levar em conta a curvatura do espago-tempo.
Além dessas mudancas precisamos levar em conta a agdo do
campo gravitacional S;. A agdo gravitacional considerada
para encontrar as equagoes de campo de Einstein é a agao de
Einstein-Hilbert?

S0 = T6n /d%” 9%,

onde R é o escalar de Ricci e as constantes % S840 necessarias
para recair na gravitacdo newtoniana no limite de campo
fraco. A acao total assume a forma

-1
= F/d‘lx\/—gR—F/d‘l:c\/—gE,
77
onde o segundo termo é devido a matéria.

Vamos calcular as equacoes geradas a partir desta acao,
dada uma variagdo no tensor métrico gu, — guv + 0guu:

55 = /d4 (5 (V—gR) + 5(Fﬁ)>
_ /d4x (1‘%5(\/?9)3 _ 167\/?953 +6(V=9)L + \/fgaz) |

No apéndice A.1 fizemos os célculos referentes a variacao da
métrica

4Escrita na sistema de unidades naturais com ¢ = h = G = 1.
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5g" = —g"*g"%8 g, (2.26)
1
5/—q = 5,/—gg”“”(SgW. (2.27)

Os céalculos da variacio do escalar de Ricci estdo no apéndice
A2

SR = —h® Ry, + V,Vph™ — V2he

onde h®% = §¢g?. Na equacio acima, os termos com derivada
covariante, na integral de volume, consistem em termos de
superficie®,

/ dix/—gV,Vph® — / d*e/—gV?he = 0. (2.28)
Essa integral de superficie é nula pois, nas bordas do volume

de integragdo, a variacao (2.26) é zero. A variagao do escalar
de Ricci assume, portanto, a forma

R = —h®Rg,. (2.29)

Usando os resultados (2.26), (2.27) e (2.29) com 65 =0,

podemos escrever

®Pelo teorema de Gauss, f A dre = f Atdoy,.
Q 9=

Q=0
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1 v 1 v
/d4%‘v _g{l&r (RM - 59“ R) OGuv

+ ( oL + ;g‘“’£> (59#1,} =0. (2.30)

0Gw

No primeiro termo, aparece o tensor de curvatura de Einstein

1
G" = R" — _g"R. (2.31)

No segundo termo, temos o tensor energia-momento de Hil-
bert, proveniente da variagdo da acdo da matéria em relacao
ao tensor métrico:

1 1 0Shat oL 1
— =TH = = + —g"' L. 2.32
2 V=9 09w O0Gu 2 ( )

Portanto, as equagoes (2.30) geradas pela acdo, equivalente
as equagoes de Euler-Lagrange no espago de Riemann curvo,
sao as equacdes de Einstein

G = 8xTH . (2.33)

As equagdes de campo de Einstein descrevem a interacao
gravitacional como resultado da curvatura do espaco-tempo,
devido & matéria e energia. Do lado esquerdo de 2.33, temos o
tensor de Einstein, que descreve a geometria do espago-tempo,
cuja curvatura é caracterizada pelo tensor de Riemann. Do
lado direito, identificamos o setor da matéria, dado pelo tensor
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energia-momento de Hilbert, obtido através da lagrangiana
do respectivo campo. Essa equacao aparece pela primeira
vez em 1915, no artigo Die Feldgleichungen der Gravitation
(As equagoes de campo da gravitagao). Pouco tempo depois,
percebe-se que a equagao (2.33), quando aplicada, descreve
um universo em expansao, que nao havia sido observado na
época. Para corrigir esse "erro", um termo extra foi adicionado
a acao do campo gravitacional pelo proprio Einstein, em 1917,
% [ d*z\/—gA. Este termo contém a constante cosmolégica
A, que entra na equacio para compensar o fator responsé-
vel pela expansdo. Portanto, a equagao que descrevesse um
universo estatico tomaria a forma

G" + Agp, = 8nTH”. (2.34)

Em 1929, Hubble descobre que o universo nao ¢é estatico,
mas sim em expansdo. Isso tornou a constante A desneces-
saria; em 1999, observacoes cosmologicas apontaram que o
universo, além de se expandir, o faz de modo acelerado. Esta e
outras observacoes fizeram com que se retomasse o estudo da
constante cosmoldgica. Atribuiu-se a A diversos significados.
Quando implementada na agao gravitacional, pode ser vista
como um tipo de fluido com pressdao negativa que, aparen-
temente, permeia o universo. Este fluido é conhecido como
energia escura. Qutra forma de interpretar A é simplesmente
considera-la uma constante gravitacional fundamental. Essa
duas visdes devem levar ao mesmo resultado: um universo
em expansao acelerada.

Um problema ocorre quando tentamos incluir considera-
¢oes da teoria quantica de campos na gravitacao de Einstein.
Sabemos que os vacuos dos campos de radiacdo e matéria
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tém densidade de energia associada. Através do efeito Ca-
simir para um universo com fronteiras, podemos avaliar a
relevancia da energia do vacuo para as equacoes de Einstein.
Segundo as equagoes de campo de Einstein (2.34), a energia
de vacuo ja teria colapsado o universo. Este é o conhecido
"problema da constante cosmoldgica". De alguma forma, ou
a energia do vacuo nao interage com o campo gravitacional
ou existe um constante oposta a A que compensa exatamente
esse efeito catastroéfico.

Pelo que sabemos sobre energia e matéria escura, o uni-
verso seria constituido de 70% de energia escura, 25% de
matéria escura e apenas 5% de matéria barionica ordinéria.
Levando em consideraciao que a matéria escura ainda nao foi
detectada e a energia escura ainda nao é muito bem entendida,
é plausivel que a gravitagdo de Einstein seja modificada para
corrigir esses problemas, ou até mesmo substituida. Como ve-
remos na subsec¢ao 2.3.3, Mannheim e Kazanas propoem uma
solucdo: a imposicao da invariancia conforme local. Com a im-
posicao dessa simetria, o problema da constante cosmologia
desaparece, juntamente com outros problemas que a teoria
traz. Obviamente, esta é uma das solugoes propostas na lite-
ratura. Muitos autores propuseram outra teoria alternativa
para a gravitacdo com o intuito de contornar as dificuldades
apontadas.

2.3 Gravitacao Conforme

Nesta secao, estudaremos as alteracoes que devem ser feitas
na teoria gravitacional de Einstein, para obtermos simetria



Capitulo 2. Gravitagdo Conforme 42

conforme. Partindo dos conceitos estudados até esta secgao,
aplicaremos a TC aos tensores de curvatura no espaco de
Riemann e verificar que para obtermos simetria conforme,
precisamos substituir a conexdo afim, dada pelo simbolo de
Christoffel, pela conexdao de Weyl. Estudaremos como esta
substituicdo alteram os tensores de curvatura. Verificaremos
que mesmo com a conexao de Weyl, a acao de Einstein-Hilbert
nao tem simetria conforme, em virtude disso investigaremos
possiveis substitutos para essa agao.

2.3.1 Espaco de Riemann

O espago de Riemann é dotado de uma métrica g,, que
tende, na geodésica local, a métrica de Minkowski 7,, com
assinatura (4, —,—,—). O tensor g,, deve ainda ser simétrico
e ter determinante g nao nulo.

A TC do tensor métrico, como vimos na se¢ido anterior, é

1
guu — QQQMV € glw — @glﬂ"

Como consequéncia imediata, o determinante da métrica tam-
bém se transforma. De fato, o determinante da métrica pode
ser escrito

9 = "% g0,91,920938,
donde, dada a TC da métrica, se obtém

g — Qgg.

Naturalmente, o valor do expoente de {2 depende da dimen-
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sdo do espago-tempo usado. Para um espaco de n dimensoes,
teremos g — 2?"g. Todos os resultados deste capitulo serdo
dados para 4 dimensoes. No apéndice, o leitor encontrara os
resultados generalizados para n dimensoes.

No espaco de Riemann, a conexao afim da derivada cova-
riante ¢ dada pelo simbolo de Christoffel® IV, (2.23):

YV VY =0,V + T,V

E facil mostrar, a partir da prépria definicdo do simbolo de
Christoffel, que a derivada covariante do tensor métrico é nula
no espaco de Riemann:

Vagu = 0.

Veremos, na se¢do 2.3.2, que isso nao é sempre verdade no
espaco de Weyl.

Fazendo uma TC no simbolo de Christoffel, que depende
da métrica e suas derivadas, vem

FZ)\ — FZ)\ + %(5ZV)\Q + 5KVHQ — gMAgyaan) .

Para facilitar os cédlculos seguintes, vamos reescrever a
equacao acima definindo um novo tensor s, = V,, In (). Como
a derivada covariante depende da conexao e muitos dos tenso-
res que transformaremos a seguir sdo definidos pela derivada
covariante, é importante deixar a TC da conexao afim a mais

A derivada covariante de um vetor contravariante tem conexao afim
I',)". De modo geral, I',\Y # T\, a menos que a conexdo afim seja

simétrica nesses indices. Tal distingdo sera feita quando necessario.
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compacta possivel.

5FZ/\ = 558,\ +0XSu — gurs”.

Seguindo essa notacdo, a TC da derivada covariante de um
vetor toma a forma

V, V=V, VF 4+ Vs, + Vs, — V,st. (2.35)

Podemos também calcular como se transforma a derivada
covariante de um tensor T de rank 2 e simétrico entre os
indices. Como resultado, temos

vV, T* — ¥V, T + 6s,TH — s"T",.

Na relatividade geral, partindo da métrica e da derivada
covariante, podemos definir alguns tensores que caracterizam
a curvatura do espaco-tempo, o tensor de Riemann sendo
o principal deles. O tensor de Riemann pode ser definido
através do simbolo de Christoffel:

Rfo;#l/ = 8NFSU B a’/rfjo + Fg’)’FZU - FS’YFZG‘

E interessante analisar como este tensor muda quando
fazemos uma TC. Os calculos desta secdo podem ser encon-
trados no apéndice C. L4, calculamos nao s6 a TC do tensor
de Riemann ng, como também de sua contragdo, conhe-
cida como tensor de Ricci, R, e do seu traco R, chamado
de escalar de Ricci.

R = g,ullRuV _ g,uzzRa

pow:
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Como resultado, obtemos para o tensor de Riemann

R;O:Bl/ — R;CIBV + (5gsu3y + g,wso‘35 + (SSVQSM

+95u (05 5x5™ + Vis®) = B > v),

e, para o tensor de Ricci,

Ry — Ry +2(sus0 — Viusy) — g (2545% + Vos®).

Por fim, para calcularmos o escalar de Ricci conforme, basta
contrai-lo com a métrica conforme Q2¢*?, resultando em

R 6

B ool

Com o tensor de Ricci e seu escalar em maos, podemos
calcular o tensor de Einstein G, conforme. Vimos que as
equacgoes de Einstein, obtidas em 2.2.5, dependem tanto do
tensor de Einstein quanto do tensor energia-momento.

Aplicando as transformagoes ja calculadas a (2.31), obte-
mos

Sas® + Vus®) (2.36)

Guv = Guuw +2(5u50 — Vusy) + guu(8as® +2Vas®).

Como podemos observar, o tensor de Einstein nao ¢é inva-
riante sob TC, o que implica em um tensor energia-momento
que também nao é invariante por essa transformagao. Nos
préximos capitulos, quando calcularmos a TC das equagoes
de campo para particulas com spin zero, 1/2 e um, também
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calcularemos o tensor energia-momento de Hilbert para cada
um deles, analisando a TC de cada caso particular. Por ora,
vamos nos concentrar em estudar a mudanca nos tensores de
curvatura sob uma TC. Para finalizarmos a andlise dos ten-
sores de curvatura no espago de Riemann, precisamos definir
um ultimo tensor, o tensor de curvatura de Weyl.

Weyl, em 1918, percebendo que o tensor de Riemann néo é
invariante sob TC, propde um tensor invariante que caracteri-
zasse a curvatura do espago-tempo, com todas as propriedades
e simetrias do tensor de Riemann. O tensor de curvatura de
Weyl CE‘W é definido subtraindo do tensor de Riemann todas
as possiveis contragoes. Seu traco é, portanto, nulo. Essa pro-
priedade se mostrara ttil quando, na segao 2.3.3, estudarmos
uma ag¢io com simetria conforme.

O tensor de Weyl assim se escreve:

1
Coppv =Rapuv + ¢ B (9an9sv — gov9pu)

1
= 5 GanBpy = gav Rpu = gpullaw + 9o Rap)

(2.37)

onde Copgu = gMCgW. Também calculamos a TC do tensor
de Weyl. Como esperado, sua variacao é nula:

(SCOCBMV == 0

Sabemos que, quando o tensor de curvatura de Riemann é
nulo, é sempre possivel encontrar um sistema de coordenadas
em que a métrica é a de Minkowski. De forma equivalente,
quando o tensor de curvatura de Weyl é nulo, é possivel es-
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crever a métrica como a de Minkowski a menos de um fator
de escala: g, = Q)10

Para estudarmos o modo como a TC altera a curvatura,
podemos considerarmos uma TC que aplicada em um espaco-
tempo plano gera um espago-tempo plano. Como ja comenta-
mos anteriormente, o tensor de Riemann caracteriza a curva-
tura do espago-tempo; no caso, para um espago-tempo plano,
temos o tensor de Riemann nulo. Como consequéncia, o esca-
lar de Ricci também é nulo, o que facilita muito os calculos.
Pela equacao (2.36), com R = R® = 0, obtemos o vinculo

Sa8" + Vas® =0, (2.38)

onde a derivada covariante é equivalente a derivada conven-
cional, pois, quando se trata de um espaco plano, é sempre
possivel fazer uma transformacao na métrica de forma que
suas componentes sejam constantes e, assim, o simbolo de
Christoffel é nulo.

Deste modo, obtemos uma gama de possiveis s, que obe-
decem a equagdo (2.38). Um resultado possivel, e por sinal o
mais trivial, é s, = V,, In{) = 0, e portanto {2 é contante. Na
subsecdo 2.1.5 estudamos o grupo conforme. Este possui um
subgrupo, denominado grupo conforme especial C,, que tem
todas as propriedades que estudamos do grupo C, porém esta
restrito ao espago-tempo de Minkowski. No grupo C, temos
a dilatagdo com esses atributos, levando um espago plano a
outro espaco plano, com um fator de escala constante Q2 = e“.

De forma mais geral, para o grupo C,, temos a funcao de
escala dada por Q = e¥(®) ¢ o tensor métrico é o de Minkowski
M- Portanto, a métrica conforme fica
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2w(x)

g;cuj(x> =€ Ny -

Para esse grupo a dependéncia do tensor métrico con-
forme no espago-tempo estd completamente ligada ao fator
de escala.

As transformacdes que fizemos até o presente foram trans-
formacoes finitas da métrica, porém, na maioria das vezes,
lidamos com perturbacdes da métrica e, portanto, com trans-
formagoes infinitesimais

G = (1 + €)Gpw,
g = (1= g,

A primeira mudanca que ocorre é no determinante da
métrica. Fazendo uma expansdo em (1 + €)* desprezando
poténcias maiores que €, ficamos com

g — (1 +4e)g.

Os tensores de curvatura calculados anteriormente ficam
da forma
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1
I‘Z‘V — FZ‘V + 3 (63V,,e + 6,V e — gWVae) ,

o el 1 e o
R,U,BI/ - RM,BV + 5 (611 vﬁvﬂe - g#l’vﬁv 6) - (5 e V):

1
R, — R, —V,V,e— ig,wvav%,

R — R —3V,V%,
G/'“/ — GMV - V,uvyﬁ + gw/vavaé.

Claramente, os tensores se simplificam muito com a trans-
formacao infinitesimal, porém continuam néao invariantes.

Como ja vimos na subsecao 2.2.2, a geodésica descreve a
trajetoria de uma particula. Para o caso de um espago plano,
a trajetdria recai em uma linha reta, como esperado, ja que
nao ha efeitos de curvatura agindo sobre a particula. Porém,
quando fazemos uma TC no espago, o fator de escala é de-
pendente de x*. Assim, mesmo que o simbolo de Christoffel
seja nulo, ©(x) nao é. Isto faz com que a equagao de trajetd-
ria da particula ndo seja mais uma reta, e sim uma funcao
depende do fator de escala. A equagao da geodésica (2.22)
transformada fica

dr? t dr dr B

(2.39)
a qual, evidentemente, é invariante conforme apenas no caso
em que s, ¢ nulo. Como vimos a subsec¢ao 2.1.5, isto ocorre

no grupo C para uma dilatacdo do espaco-tempo, em que

)

g (o, A i
Mdr dr Gpuw dr dr
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) é contante. Fisicamente, é esperado que uma dilatacao
uniforme do espaco ndo altere a trajetoria de uma particula.

Poderiamos ter observado que a geodésica é alterada pela
TC através da derivada covariante. Sendo v* o vetor tangente
a linha mundo da particula,

dzt
K - —.
v dr

A equagao da geodésica afim é dada por

14
vV, 0" =0,

enquanto que a geodésica ndo-afim tem a forma

VIV 0" = A

Como vimos, a TC da derivada covariante é dada pela
equagdo (2.35) a qual, contraida com v”, fornece uma expres-
sao alternativa para a TC da geodésica

V'Vt =0 = 0"V ol + 200Ys, — v"u,st = 0. (2.40)

As equagoes (2.39) e (2.40) sdo equivalentes, e em ambas
podemos ver que a TC ndo preserva geodésicas. Se considerar-
mos 0 caso em que temos um intervalo do tipo luz (v*v, = 0),
podemos escrever a geodésica da forma nao-afim, com

A = 20%,. (2.41)

O mesmo vale para as equagoes (2.39), com g, dztdz” =
0. Na secao 2.1.5, encontramos a forma do fator de escala para
cada uma das transformacgoes infinitesimais do grupo C, e
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podemos facilmente calcular A para cada uma. As translagées
e as transformacgoes de Lorentz, com €2 = 1, e a dilatacao,
com () contante, tém s, = 0 e A = 0, e portanto preservam
a geodésica afim da particula. Para o caso da aceleracao
conforme, temos um fator de escala quadratico e A é dado
por

A = 20tb, (z"b,) L,

nao preservando a equacao da geodésica.

2.3.2 Espaco de Weyl

Para preservarmos a simetria conforme, estamos interessados
em quantidades que sob TC se comportem como tensores de
Weyl, ou seja, com um fator de escala

T — Q2T

onde n é peso conforme. Dizemos, portanto, que um tensor
que se transforma deste modo ¢é do tipo W,, Um exemplo de
quantidades que se transformam dessa forma sob uma TC é
o tensor métrico que, como vimos anteriormente, é um tensor
com peso conforme 1.

E importante notar que quando um vetor covariante, B,,,
¢ do tipo W,, nao significa que seu dual contravariante é W,
Lembrando que

Bl/
Q’
percebe-se que BY é to tipo W_;. O mesmo ocorre para

v __ _uvmpc __
Bl =g."B, =
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tensores de demais ranks, por exemplos, se F),,, ¢ do tipo W,
F# ¢é do tipo W_s.

De acordo com a analise feita na subsec¢io anterior, nao
é isso que ocorre com a conexao afim e os tensores de curva-
tura no espaco de Riemann. O simbolo de Christoffel quando
sofre uma TC é alterado, ganhando um novo termo. Os ten-
sores de curvatura, por serem escritos em func¢do da conexao
afim, também ganham termos, tornando impossivel manter
a simetria conforme.

A conexdo afim é importante para definir a derivada co-
variante. Sendo assim, precisamos de uma conexao que torne
a derivada covariante invariante sob TC. Weyl propoe uma
tal conexao,

Thy =Tl — (ks + 0fika — goph ). (2.42)

Para que seja invariante sob TC, é necessario que o vetor
k, se transforme de acordo com

1
ky—=Fky+s, e k'— @(k“—ks“).

O espago de Weyl se diferencia do espaco de Riemann
pela conexao afim, se tornando invariante por TC. Isso torna
o espaco de Weyl interessante para estudarmos grandezas
fisicas. Nos capitulos seguintes, quando fizermos uma TC nos
campos, antes de transformarmos a métrica, transformaremos
a derivada covariante do espago de Riemann para a derivada
covariante no espago de Weyl, com a conexao dada por (2.42)

V, V=08,V 4+ VeTY,.

Essa alteracdo produz um resultado interessante quando
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calculamos a derivada covariante do tensor métrico que passa
a nao ser mais nula

Vibas = 2kuga6'

E importante estudar qual o significado geométrico disso.
O transporte paralelo visto na subsecao 2.2.3 de um vetor con-
travariante sobre uma curva parametrizada por A, dado pela
equagao (2.25), depende da derivada covariante. Portanto,
no espaco de Weyl, o transporte paralelo das componentes
contravariantes de um vetor nao implica necessariamente que
temos o transporte paralelo das componentes covariantes do
mesmo vetor,

DV,  dz*2 u
a Kva(gﬂuv )
dx®
= ZVMkaW,

o que ¢ diferente de zero, a nao ser que k, seja nulo. Portanto,
o transporte paralelo da norma V), altera a prépria norma,

Dn /1?3 = kodz®. (2.43)

onde \/l? = /V#V, é a norma do vetor V*.

Com esse resultado, aparentemente, o transporte de veto-
res altera sua magnitude, o que nao é apenas estranho, mas
nunca foi observado. Esta é exatamente a mesma situacao da
teoria falha de Weyl [15] para a Gravitagdo e o Eletromagne-
tismo, publicada em 1918. Neste trabalho, Weyl defende essa
ideia dizendo que a formulagao da geometria Riemanniana é
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baseada no conceito de transferéncia-paralela (ou transporte
paralelo) infinitesimal. Dados dois pontos, A e B, conectados
por uma curva, podemos transferir um vetor de A a B ao
longo dessa curva, mantendo o vetor paralelo a ele mesmo.
No entanto, a transferéncia do vetor de A a B é, em geral,
nao integravel, isto é, o vetor obtido em B depende do ca-
minho. A integrabilidade mantém-se no espaco euclidiano,
na auséncia de interagdo gravitacional. Assim, a geometria
Riemanniana contém um elemento residual de geometria ri-
gida, que é consequéncia da teoria ser construida a partir
da geometria euclidiana. A métrica permite que a norma
de dois vetores seja comparada, ndo apenas para vetores no
mesmo ponto, mas em quaisquer dois pontos arbitrariamente
separados.

Segundo Fulton et al [16], a invaridncia conforme da te-
oria implica que a comparacao de comprimentos em pontos
diferentes do espaco-tempo, em principio, ndo tem sentido.
Podemos apenas comparar comprimentos infinitesimais no
mesmo ponto. Devido a natureza invariante da velocidade da
luz, a tnica comparacao que pode ser feita em pontos separa-
dos por uma distdncia finita, deve envolver o envio de sinais
de luz.

Por fim, é interessante escrever k, de uma forma mais
fundamental.

Definicao de k,

A conexao afim deve depender apenas do tensor métrico e
de suas derivadas. Isso deve ser valido ndo apenas no espago
de Riemann, mas no espago de Weyl e, portanto, k, deve
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também depender apenas da métrica e suas derivadas. Pode-
mos encontrar k,, fazendo uma contracao da conexao afim no
espaco de Weyl,

L, =T, —4k,. (2.44)

Vamos comecgar por escrever a contragdo do simbolo de
Christoffel de uma forma mais fundamental

1
r, = 59‘”8”%» (2.45)

No apéndice A.l estd a demonstracdo que nos permite
escrever
ga)\a“ga/\ == 8# In g.

Substituindo a equagao acima em (2.45) ficamos com

T, =d,In./g. (2.46)

Com isso a equagao (2.44) pode ser reescrita como
Ty, =0,In\/g— 4k,. (2.47)

Usando propriedades da derivada covariante de uma den-
sidade tensorial apresentadas no apéndice B, sabemos que

@Hg:c?ug—2gf‘u — fu =0y ln \/—g—@uln vV—yg

(2.48)

Substituindo a equacdo acima em (2.47), chegamos em
uma expressao mais fundamental para k,
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1=
by =7 Vulnv/=g.

Como esperado, k, depende da métrica e é apenas valido
no espaco de Weyl”.

Como vimos no inicio dessa sec¢ao, k, se transforma como
k, + s,. Agora que sabemos como k,, ¢ definido em relagdo a
métrica, podemos verificar a TC?,

ke = im In (0*y/=g)

= Ky + 5, (2.49)

resultado que esta de acordo com o esperado.
Tensores de Curvatura com Conexao de Weyl

Alteramos a conexdo afim para que esta fosse invariante
por TC, ficando agora da forma (2.42). Podemos reescrever
os tensores de curvatura com a conexao afim de Weyl

7V# g € nulo no espago de Riemann.
8Notando que g — 92?g, onde d é o niimero de dimensdes.
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RS, =R%g, + [05kuky + 9uk®ks + g5, (00kARY — V, k)]
— (B o),

Ry, =Ry + 2(kuky + Vuky) — g (2kak® — Vo k@),

=R — 6(kok® — Vok),

R
G =Gy + 2(kuky + V k) + g (kak® — 2V k).

O tensor de Riemann, de Ricci e até mesmo o de Einstein
sdo invariantes sob TC quando utilizada a conexao de Weyl;
porém, o escalar de Ricci, por precisar de uma contracao a
mais, se transforma com peso conforme —1

~ R
R — "7k
Como veremos na proxima subsecio, isso afeta a acao de
Einstein-Hilbert. O tensor de Einstein, mesmo dependendo do
escalar de Ricci, nao é afetado, pois este tem peso conforme

inverso ao do tensor métrico, pelo qual este esta multiplicado.

2.3.3 Acgao Conforme

A acéo de Einstein-Hilbert foi proposta inicialmente por Hil-
bert em 1915. A escolha da dependéncia da agdo no escalar de
Ricci parecia ser 6bvia. Este é o tnico escalar no formalismo
da relatividade geral que possui curvatura espago-temporais
intrinseca, além de ser invariante sob transformacoes do grupo
de Poincaré. Dentre os tensores estudados na época, este pa-
rece ser o mais plausivel. Porém, como ja vimos em 2.3.1, o
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escalar de Ricci ndo tem simetria conforme. Uma mudanga
imediata seria usar o escalar de Ricci com a conexao de Weyl

S = /d41:\/—g}_2.

Porém, como vimos na subsecao 2.3.2, o escalar de Ricci se
transforma com peso —1, enquanto o determinante da métrica
se transforma com peso conforme 4, e como consequéncia,
v—g — Q*/—g. Quando fazemos uma variagdo em z* nessa
acdo quando transformada conformemente, ficamos com um
termo dependente de d€2(x), dado por

55 = / a6 (22 ~gR)

50 1 _
_ / Ao /=g <2RQ + 5 Rg" g + 6R> .

Por envolver um termo com dependéncia em 092(x), sendo
Q(x) uma fungdo arbitraria de z#, essa agdo nao tem simetria
conforme.

Existem diversas propostas para uma ac¢ao com simetria
conforme, muitas delas simplesmente tentam modificar a acao
de Einstein-Hilbert para torné-la conforme. A acio que es-
tudaremos nesta secdo tem o intuito de substituir comple-
tamente a acdo de Einstein-Hilbert. Weyl, como vimos na
subsecao 2.3.1, propés um tensor de curvatura Cyg,, que
possui todas as propriedades e informagcoes sobre a curvatura
do espaco-tempo que o tensor de Riemann, com a vantagem
de ter trago nulo e ser invariante por transformagoes do grupo
conforme. A acdo proposta por Weyl é da forma
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— ;1 4. /= aBuv
S = 167r/d 27/ ~§Cp0C

_1 N ; )
- ﬂ/d4xﬁcﬁqu§A59apgﬁ g"g”°.  (2.50)

Na equagao acima, sabemos que o tensor de Weyl C’g‘w é
invariante por TC; a diferenca dessa agao é que os tensores mé-
tricos que estdao contraindo o tensor de Weyl se transformam
de forma inversa a y/—g, quando em 4 dimensdes. Portanto,
essa acao tem simetria conforme.

E importante notar que, se queremos uma a¢ao com sime-
tria conforme, um termo do tipo [ d4x\/TgA nao pode ser
adicionado & acado (2.50), pois esse termo tem peso conforme
2.

Deste ponto em diante, podemos tomar dois caminho dife-
rentes para encontrar a equagdo de movimento para esta agao.
Dada uma variacao em z*, podemos calcular a variacdo desta
agao dada a defini¢do do tensor de Weyl (2.37). O resultado
obtido é a equagao de Bach

(2V5Va — Rug) CHV8 = kTH, (2.51)

O termo com o tensor energia-momento 7" vem da agao
da matéria (?7), ja calculado na subsegao 2.2.5. Uma outra
abordagem, mas que produz um resultado compativel com a
equacao acima, envolvendo a simplificacio da acao quadratica
de Weyl,

1
CapuyC*M = Rogyuy R* — 2Rap R + S R2.
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Da expressao acima, podemos subtrair o termo de Gauss-
Bonnet

V=9(Rapuw R — AR,5R*® 4 R?).

Segundo o teorema de Gauss-Bonnet, a integral dessa
quantidade é um invariante topoldgico e como tal nao se
altera sob variacoes infinitesimais, devendo ser um divergente
total. A acdo conforme simplifica-se a

1
S = /d%,ﬁg (RaﬁRaﬂ — 3R2) .

Fazendo um variacao g, — g, +9g,, nesta agao ficamos
com

1 1
58 = / d*z/—g l2g‘“’ <RaﬁRaﬁ -~ 332) G
2
+ 2R SR, — 2RE R 6 g, — 3R6R] . (2.52)

onde o termo quadratico do tensor de Ricci separa-se em dois
termos,

5 (R Rag) = 6 (RasRaog™9")
= 2R6Ros — 2R R 4690y,  (2.53)
e o termo quadratico do escalar de Ricci tem a variagao dada

simplesmente por 6 R? = 2RJR. Para nio sobrecarregar em
demasia a notagdo, vamos considerar que a variagdo infinite-
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simal seja tal que g, — gu + 0guw, onde dg,, = hyy. No
apéndice (A) fizemos os célculos referentes a variacao do ten-
sor métrico e do tensor de Riemann. O resultado obtido é

1
5(V=9) = 5/ =ghs
1
6Rag = VoV (ahly = 5 (Vhas + V5Vahl),
SR =—h"PRog+ Vo Vgh™ — V0.

Um célculo semelhante a esse foi feito na subsecao 2.2.5,
onde encontramos as equacoes de campo de Einstein através
da agéo gravitacional de Einstein-Hilbert. O cédlculo em ques-
tdo tem um dificuldade a mais, pois nas equacdes de Einstein
excluimos os termos com derivada covariante por serem ter-
mos de superficie. Aqui, esses termos estdo contraidos com
outros tensores, por isso precisamo calcular R*8 0R.p e ROR.
Para ambos os casos, basta fazer duas integracdes por partes
para liberarmos a variacao dg,.,

RY*§Ry0 = (2vav“R°W — V2RM — vavﬁRaﬁgﬂ”) Sy

N | —

RSR = (—RR"™ + V'V*R — g‘“’V2R> 5

/

Substituindo as equagoes acima em (2.52) e impondo §.5 =
0, ficamos com uma equacao de movimento para o vacuo
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1 1
59" <R°‘5Ra5 - 3R2) + 2V, VFR™ — V*R* — 2R, R"

p
— VaVgR¥P g — 3 (—RRW + VYVFR — vizR) — 0.

Usando a contragao da identidade de Bianchi VBRafB =
%VO‘R, conseguimos simplificar o quinto termo com o ultimo

1 1 1
- v af o p2) 2 2 11 2
29 <R R.p 3R ) \Y (R 69 R)

2 2
+ 2V, VIR — §V”V“R — 2R, R** + gRR‘“’ =0.

Este resultado concorda com os resultados obtidos na
literatura. Dzhunushaliev e Schmidt [26] obtém o mesmo re-
sultado e Mannheim [27] um resultado com o sinal diferente,
que surge devido a uma convencao, embora ambas equacgoes
possuam a mesma interpretacao fisica. Essa equagao de mo-
vimento, quando obtida junto com a agao da matéria, leva a
equacoes semelhantes as equacoes de campo de Einstein,

agWH = TH (2.54)

onde oy ¢ uma constante e WH" & dado por

1 1 1
Wi g (R Ras 3R ) ~ V2 (R - 29" R)

2 2
+2VaV#R™ — SV'VHR — 2R[ R + SRR,
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Este tensor faz o mesmo papel que o tensor de Einstein
(2.31) na equagao (2.33), ou seja, carrega a informagao so-
bre a geometria do espago-tempo. Além disso, a métrica
de Schwarzschild é solugdo exata desta equacdo na regido
T = 0. Mannheim[28], em 2016, mostrou que préximo a
uma estrela (o sistema solar, por exemplo) recupera-se a gra-
vitacdo newtoniana. Porém, para grandes distancias, as equa-
¢oes se distinguem. Explicando a rotagdo anémala das gala-
xias sem recorrer a matéria escura.






Capitulo 3

Spin Zero

A equacao dindmica de Schrodinger tem um papel fundamen-
tal na mecéanica quantica. Pode ser considerada como a lei
dindmica de particulas na mecénica quantica ondulatéria, que
tem como contrapartida as equacoes de movimento de New-
ton para sistemas classicos de particulas. Ambas descrevem
o movimento de particulas para velocidades muito menores
que a da luz. Na teoria de Schrédinger, o Hamiltoniano de
uma particula sob a influéncia de um potencial externo V()
tem a forma de um operador

-1
H=_—V*+V
2m + V@),
e a equacao dindmica correspondente é

100 1 _,

A solucdo dessa equacgao fornece uma funcao de estado
®(x,t) que possibilita calcular valores esperados de observa-
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veis fisicos. Em particular, temos a densidade de probabili-
dade de encontrar uma particula numa vizinhang¢a dada por

p=20"P = ’(1)|27
a qual satisfaz a equagdo de continuidade

dp

2
5 + V=0,
onde a corrente de probabilidade é definido como
= L (3'V® — oV
I o '

Entretanto, a equagdo de movimento de Schrodinger nao
estd de acordo com a RE, ndo sendo invariante sob trans-
formagoes de Lorentz. Sabemos que sob transformagoes de
Lorentz,

O = NSO, () =d(x), 2™ =A 2"

A equagdo (3.1) para uma particula livre claramente nao
se transforma dessa forma

O0P(z) 1 09'(2") 1

2! (-
ot 2m VIR (2);

ao invés de manter a forma. A mesma coisa ocorre quando
tentamos transformar a quadricorrente j* = (p.j)

gt = AF 5V
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A componente j° = p deveria se transformar de acordo
com a equagao acima, mas ao invés disso, como temos &’ (x') =
®(x), ficamos com p' = p, o que nao é valido.

A equagao de Schrodinger (3.1) pode ser obtida formal-
mente a partir da relagdo classica da energia

2

E= ;)—m +V (), (3.2)

pelo principio da correspondéncia. O que ndo condiz com
a RE, pois a relacdo de dispersao relativistica envolvendo a
energia e momento linear (para uma particula livre) é

E? =p® +m?, (3.3)

e nao a equacao (3.2).

Neste capitulo, vamos estudar a equacao de Klein-Gordon.
Partimos da equacdo de Klein-Gordon no espago-tempo de
Minkowski, com meétrica 7, generalizando-a para admitir
uma interagao gravitacional, com métrica g,,. Para testar-
mos a invariancia conforme da equagao é necessario introduzir
o espago de Weyl, onde a derivada covariante é invariante sob
TC. Observaremos que a equagio é covariante se admitirmos
uma mudanca de escala na massa. Além de estudarmos a
equagao de movimento, é interessante estudar o tensor energia-
momento (TEM) para um campo escalar e como é possivel
construir um TEM que condiz com uma teoria conforme.
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3.1 Equacao de Klein-Gordon

A equacao que fornece a relagdo entre a energia e o momento
relativistica pode ser reescrita para o quadrimomento p, =

(£,p),
E? = p2 +m? = pupt = m2. (3.4)

Nessa notacao, o principio da correspondéncia assume a forma

Pu — 10y,
que quando aplicado na equagdo (3.4), obtem-se a equagao
de Klein-Gordon no espago-tempo de Minkowski
(8u0" +m?) 6(x) = 0. (3.5)

Essa equagao de movimento pode ser obtida através da vari-
acdo ¢ — ¢ + d¢ da densidade lagrangiana

L= %g’“’@uqﬁ&,gb — %ngbQ. (3.6)

Podemos imediatamente notar que a equagao (3.5) é invari-
ante sob transformagoes de Lorentz,

(0" +m?) () =0 = (90" +m?) @) =0

(3.7)

A solugdo da equacdo de Klein-Gordon livre é a onda
plana

¢lx) = Ne®'™ = plp,=m’,
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que estd de acordo com a equagao (3.3). Portanto, diferente-
mente da equagao de Schrodinger que sé admite resultados
para energias positivas, a equacido de Klein-Gordon permite
energias negativas. Este "problema"também é observado para
as solugoes da equacao de Dirac, levando o mesmo a propor
a antiparticula correspondente ao elétron, o pésitron. No ca-
pitulo (4), discutiremos com maior detalhe sobre a equagao
de Dirac.

A equagao de continuidade pode ser obtida multiplicando
a equacao (3.5) por ¢*, e a equacdo de Klein-Gordon para ¢*
por ¢

¢*0,0"p +m*¢* ¢ = 0,
00,0 ¢* +m?¢p* ¢ = 0.

Subtraindo as equagdes acima e manipulando o resultado,
obtemos

0= ¢"0,0"¢p — ¢0,0" "
= [0,(¢70"¢) — 0,07 0" 9] — [0,(¢0"¢") — 0,00 ¢7]
= Ou(¢™0" ¢ — 0"¢")
= 84"

onde a quadricorrente é dada por

jt = i(¢70"d — $0"7)
—i¢*D "o,
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3.1.1 Equacgoes de Klein-Gordon Através das Equa-
coes de Bargmann-Wigner

Existem diversas formas de se obter a equacao de Klein-
Gordon (KG). Uma dessas formas, a receita de Schrodinger
para a equacao relativistica de energia, foi vista no inicio deste
capitulo, porém esta nao ¢ a forma mais fundamental. Com
o intuito de encontrar uma forma mais fundamental de intro-
duzir a equacdo de KG, vamos fazer uma breve introdugao
a formulacdo de Bargmann-Wigner. Na mecéanica quintica
relativistica, as equagoes de Bargmann-Wigner (BW) descre-
vem particulas livres de spin arbitrario s, que incluem tanto
bésons (spins inteiros) quanto férmions (spins semi-inteiros).
As fungoes de onda encontradas como solugoes estao na forma
de campos de multiespinores.

A construgao de BW leva, através da equacao de Dirac,
a equacoes de campo para spins superiores. Através do ope-
rador (iv”0, + m) aplicado as equagoes de BW, podemos
verificar que cada componente da funcao de onda v satisfaz
a equacao de Klein-Gordon. Nao entraremos em detalhes da
deducao das equacoes de BW, caso o leitor queira se aprofun-
dar mais no assunto recomendamos a leitura do capitulo 15,
Wave Equations for Particles with Arbitrary Spins, do livro
Relativistic Quantum Mechanics: Wave equation do autor W.
Greiner[29].

Para uma particula livre, de spin s, as equagoes de BW
sa0
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(i7" = )" Yurn...c(@) =

(i7"0y, — m),Y Yap. () =
2s,

/
. C
(V" Ou — m) . Yap...cr () = 0.
onde os indices em letra grega sdo indices tensoriais, enquanto

os indices em letra latina sdo espinoriais. Entendendo o pa-
drao dessas equacoes podemos reescrevé-las como

(iv“@u - m)a?; wal..,a;...ags (:U) = 07 (38)

comi?=1,...2s.

A funcdo de onda ¥(x) tem componentes

¢a1.‘.a25 ((B),

sendo um campo espinorial de 4 componentes de ordem 2s. As-
sim, temos 42* componentes que, devido & simetria da funcéo
de onda, se reduzem & 2(2s + 1) componentes independentes.
Na equagao (3.8) os objetos v sdo as matrizes de Dirac. No
préoximo capitulo, voltaremos a sobre essas matrizes, mas por
enquanto basta saber que sdo elementos de uma algebra de
Clifford e, portanto, seu anticomutador é dado por

(YY) = 20", (3.9)

Para obtermos a equagéo de Klein-Gordon basta atuarmos
o operador (7”9, — m) & esquerda da equagdo de BW
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(i'yyau + m)b?i (iv"@# - m)a?iwal...a;..,ags (l‘) = O>
(=)o 00 = M1, ) Yyt () = 0. (3.10)

Podemos escrever v¥4* como a soma do comutador e
anticomutador

v 1 v 1 v
vt =S = 5

Substituindo a equagdo acima em (3.10), ficamos com

(-3} = 00D 000 = 2L ) by s 5) =0
(3.11)
Porém, como 9,0, é simétrico por troca de indices p1 e v, 0
comutador (que é antissimétrico) contraido com as derivadas
¢é nulo, de modo que

U/,

wal...a;..‘azs (x) =0.

7

1
<_ 5{,-)/#’7’/}8”8“ - m2)

Substituindo o anticomutador pelo tensor métrico, como
indica a equagao (3.9), chegamos finalmente & equagao de
Klein-Gordon

(U”Vf)uau + mQ)b:zg ¢a1...a§...a25 (33) =0,

valida nao s6 para campos escalares (spin zero) como também
para spins quaisquer.
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3.2 Equacao de Klein-Gordon com Inte-
racao Gravitacional

Para considerar uma curvatura no espago-tempo temos que
passar da métrica de Minkowski para uma métrica no espago
curvo de Riemann 1), — g,,,. Com isto, a derivada covariante
faz o papel de derivada usual 9, — V,, onde a derivada
covariante, dada pela equagao (2.24), tem a conexao dada
pelo simbolo de Christoffel. A equacao de Klein-Gordon com
interacao gravitacional assume a forma

(6" V¥V +m?) 6 =0. (3.12)

Poderiamos manter essa equacao tal como foi escrita acima,
mas ¢ interessante desenvolver a derivada covariante para sa-
bermos como a equacao se distingue da equacao de Klein-
Gordon usual (3.5). Sabemos que a derivada covariante de
uma func¢ao escalar ndo é nada mais que a derivada parcial;
porém, quando aplicamos novamente a derivada covariante,
temos

9"V u(000) = " (0,00 — DadT',) (3.13)

Na equacgao acima, podemos identificar que o termo com

g"'I', comparece na derivada covariante da métrica,

Vgt = 0ugh* + g"Ty + g"'I'y, = 0.
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Isolando —g""I"}, e substituindo I', = 9, In /=g, ficamos
com a expressao

N
Vg

substituindo a equagao acima em (3.13),

— g" T, = Oug"® + g

v v 0 —
PV = 90,000+ 0 (0,97 + 9 BT,
Podemos identificar a equagao acima como o resultado de
uma regra da cadeia de uma derivada 9,

1
gMVvuqub = \/7—7,9@“ (\/ _ggul’&/¢) .
Reescrevendo a equacio de Klein-Gordon com o auxilio
dessa expressao, chegamos a uma equagao menos compacta

que (3.12), mas equivalente,

Jl_igau (v=99"Dy) + m2é = 0. (3.14)
Podemos verificar que se voltarmos para um espago-tempo
plano com a métrica de Minkowski, teremos \/—¢g = 1 e a
derivada da métrica nula, 9,g"" = 9,n"" = 0. Assim, recupe-
ramos a equagao usual (3.5).
Na subsegao (2.2.5), derivamos as equagoes de campo de
Einstein. Para o campo escalar, o lado direito da equagao,
referente ao campo de matéria, corresponde a lagrangiana

1 1
L=29"VuoVup — gm?s”. (3.15)
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3.2.1 Equagao de Klein-Gordon com Conexao
de Weyl

Para testarmos a simetria conforme do campo escalar, precisa-
mos substituir o simbolo de Christoffel pela conexao de Weyl
(2.42). Portanto, na equagio (3.12) fazemos a substituicdo
Vi—Vu,

(6" V¥V, +m?) 6 =0. (3.16)

Novamente poderiamos deixar a equacao dessa forma e
seguirmos em frente, mas estamos interessados em avaliar
as diferencas entre a equagdo com conexao de Weyl e a que
envolve o simbolo de Christoffel,

gul/@#@yqs = guyﬁu(auﬁé)
= 9" (0,006 — 0u0T%,)

Como a conexao de Weyl é dada pelo simbolo de Ch-
ristoffel somado a um termo que depende de k,, podemos
reescrever a equagao acima como

9V = gV (Vo + ¢ Oad (Siky + 05k, — guk®)
= 9"V, V0 — 2K°0n.

Portanto, a equagao (3.16) é equivalente a
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e
V=9

A equagdo acima se distingua da equagao (3.14) por um
termo em k,,, como esperado. Lembrando que k,, = %@M In/—g,
quando usamos a conexdo dada pelo simbolo de Christoffel
ao invés da conexao de Weyl temos k,, = ivu In\/—g =0,
voltando a equacao de Klein-Gordon (3.14). Porém, para cal-
cular a TC da equacgdo de Klein-Gordon é mais intuitivo
manter a equacao na forma (3.16)

O (V=99"" 0y ) — 2k“0ad + m?¢ = 0. (3.17)

(g’“’?uﬁy + m2) ¢ =0,

pois a derivada covariante é um invariante conforme

AL AL

Como vimos na subsecao (2.1.5), quando transformamos
o campo escalar ¢(z#) — ¢(zH + €*) o transformamos de
acordo com os geradores do grupo, como mostra a equacao
(2.18). Porém, apesar do rétulo do campo se transformar, o
campo em si permanece o mesmo. Portanto, nao precisamos
nos preocupar com esse termo. Finalmente, podemos fazer
uma transformagdo conforme na equacao de Klein-Gordon
(3.16)

(9 V55 +m*) 6 =0
pv
(L5950 +m? )6 =0,

w?
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Observamos na equagio acima que, para que haja covari-
ancia conforme, seria necessario que a massa se transformasse
conformemente m — m® = m/w. Para um campo escalar com
massa nula, teriamos a equacao

g’“’?#?l@ =0,

que ¢ covariante sob TC.

3.2.2 Tensor Energia-Momento para o Campo
Escalar

O tensor energia-momento de Hilbert para o campo de Klein-
Gordon é obtido, como vimos na segdo (2.2.5), pela variagao
da acdo em relagdo ao tensor métrico (2.32), ou em termos
da lagrangiana,

oL
09w
O primeiro passo para calcular TH”, é calcular a variagdo
da lagrangiana em relagdo a métrica. Como o campo ¢ nao

se altera sob variagOes da métrica, a variagdo da lagrangiana
(3.15) é

T = -2 — g"L.

1
5L = 109"V ,0V,0
1
= _§Vﬂ¢V"¢5gW.

O tensor energia-momento para o campo de Klein-Gordon
fica
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T = V6V — g (VadV 6 — m*?) .

Com o procedimento da subsegao anterior, obtemos o
tensor energia momento com conexao de Weyl fazendo V,, —
ﬁu‘ Novamente, para um campo escalar sem massa, teriamos
um tensor energia momento covariante sob transformacgoes
conformes,

T
Ty = VbVt = S99 AV V5. (3.18)

Na CFT (Conformal Field Theory) um requisito para o
tensor energia momento é possuir traco nulo. Isto decorre da
necessidade de uma ac¢ao invariante sob TC. Se, na acao da
matéria, fizermos uma perturbagao dg,,, podemos reescrevé-la
como

55:/&MW@W. (3.19)

Se a agdo é conforme, entdo ¢é invariante por dilatacao,

ot — Azt
ds? = gudatdx” — )\2gw,dx“dx”,
onde A = ¢. Para uma transformagao infinitesimal |e| < 1,

A% ~ (14-2¢). Podemos substituir na equacio (3.19) a variagao
da métrica por dg,, = 2€g,.,

55 = [ dtaTpe
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Porém, se a dilatagdo é uma simetria, precisamos ter 45 =
0 e, portanto, o traco é nulo,

M pu—
Ty =0.
O tensor energia-momento para o campo escalar sem

massa (3.18) claramente nao tem trago nulo em d = 4 di-
mensoes; na verdade, este tem traco nulo apenas para d = 2,

T = V"oV, — 5 M(bV“qS
Segundo Callan e Coleman (1970) [30], apenas quando
consideramos a interagdo gravitacional todo significado fisico

emerge. Para isto podemos acoplar conformemente o campo
escalar com a gravidade, substituindo a agao

1
S = /ddm\/—g [R+ Emat:|
167
por uma acao do tipo
S = /ddZL‘F |:R f@ZR + »Cmat:| )

onde o parametro £ permite um acoplamento minimo. Em
Nn0sso €aso, como queremos um acoplamento conforme, temos

f=—"° (3.20)

Com uma variacao da acdo em relacdo ao campo, obtemos
a equagdo de movimento



Capitulo 3. Spin Zero 80

_ 99
-5

Para uma variagdo em relagdo a métrica, temos um resul-
tado semelhante ao célculo feito na subsegéo (2.2.5), quando
derivamos as equacOes de campo de Einstein, exceto pelo
novo termo dado por £ R¢?,

0 — (0.0 —E¢R) ¢ =0.

55 = —¢ / dz [5y/=g#* R + /~g¢*0R)|
_ ¢ / Ao/ —g [;g“”qbzRégW n ¢25R] .

No apéndice A fizemos os cédlculos referentes a variagao
do tensor métrico e do tensor de Riemann. Da mesma forma
que na subsegdo (2.3.3), precisamos efetuar duas integracoes
por partes para liberar os termos com g,

JR = —069""Rap + VaV30g™? — V2(gasdg™),
0*0R = (=0 Ru + Vo Vo — g, V20?) 39"

Esse termo novo gera equagoes semelhantes as de Einstein
(2.33),

(1-¢¢*)G 0 = T;f,, + ATj’w

onde T;f’l, é tensor energia-momento usual para o campo esca-
lar e AT/‘f’V é a parte proveniente do novo termo na acao,
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T =T}, + ATS,
1 (6% 8%
= vu¢vu¢ - §guuva¢v o+ (guuvav ¢2 - vuvu¢2) .

Podemos calcular o trago da equacgao acima para verificar
o valor de & para garantir que o traco seja nulo, para qualquer
dimensao d,

TH = (1 — g) VoV + £(d — 1)V, VO

_ (1 - ;l) VadVo + 26(d — 1) [$Va Vo6 + VadVe) .

Porém, como a equagido de Klein-Gordon com massa nula
¢ VapVe9 =0,

TH = (1 - g +2¢(d — 1)) VoV =0, (3.21)

o que implica em um parametro de acoplamento minimo

d—2

TEESTR (3.22)

5 =
Para 4 dimensoées, o parametro £, de acoplamento do campo
escalar com a gravidade, é £ = 1/6, o que produz um TEM
consistente com a teoria conforme.






Capitulo 4

Spin 1/2

Nosso objetivo neste capitulo é definir a equacao de Dirac
estudando o modo como espinores se transformam através do
grupo de Lorentz, além de aplicar a transformagdo conforme
nesta equacao para estudar quais as condi¢es para obtermos
invaridncia conforme.

4.1 Equacao de Dirac

A relatividade especial (RE) foi introduzida em 1905 por
Einstein [1] e, portanto, em 1925, quando a mecénica quantica
foi descoberta, a RE ja estava bem estabelecida. Era sabido
que para uma teoria mais abrangente que a teoria classica
deveria ser invariante de Lorentz. As particulas conhecidas
na época eram apenas trés: foton, elétron e préton. Dirac
assumiu que:

(i) RE + MQ deveriam se incorporar a uma equagao de
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movimento com a forma da equagao de Schrédinger;
(ii) a equacao deveria ser de primeira ordem no tempo.

Como vimos no capitulo anterior, com a receita de Schrodin-
ger para a equacao de energia relativistica resulta na equagao
de Klein-Gordon. Uma equagdo que aplicada duas vezes a
funcdo de onda 1 resulta na equacao de Klein-Gordon é a
equacao de Dirac!.

(i7" 0y +m) (170 — m)p = 0 = (9" +m?) ¢ =0.

A equagao de Dirac livre, como veremos na préxima secao,
corresponde a prescricdo de como estados de spin 1/2 se
transformam pelo grupo de Lorentz. As transformacoes de
Lorentz (TL), como vimos na subsecao 2.1.5, constituem um
subgrupo do grupo conforme.

Neste capitulo, vamos introduzir a equacao de Dirac, ndo
do modo como Dirac a apresenta em seu artigo [6], mas como
Gottfried [31] a introduz. Através das transformagdes do
grupo de Lorentz, vamos construir espinores que se transfor-
mam mantendo a covaridncia. Em seguida, vamos identificar
uma equagao que relaciona dois espinores de Weyl (onde um
¢ a imagem do outro sob reflexdes espaciais), como a prépria
equagao de Dirac no espago dos momentos. Mediante uma
transformada de Fourier e algumas mudancas na notacao, é
possivel escrever a equacao de Dirac no espaco das coordena-
das.

IN&o ¢ tdo simples assim. Ainda nesta secio, calcularemos com maior
cuidado essa relacdo entre a equagdo de Klein-Gordon e a de Dirac.
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Existem duas formas de verificar a invaridncia conforme
da equacao de Dirac. A primeira, e mais facil, envolvendo um
espago-tempo plano, com métrica de Minkowski. Deste modo,
a invaridncia conforme é simples e facilmente implementa-
vel. Por outro lado, quando trabalhamos num espago-tempo
curvo, dificuldades aparecem, devido a derivada covariante de
um espinor e é conveniente introduzir o conceito de tetradas.
Por simplicidade, estudaremos apenas a invariancia conforme
num espaco-tempo plano dada pelo grupo C,. Isto sera apre-
sentado na se¢do 4.2.

4.1.1 Transformacoes de Lorentz sobre Espino-
res

Podemos representar quadri-vetores de posicao?, o = (t,x),
como matrizes 2 X 2 Hermitiana

t—z —x+1y

4.1
—x—iy t+z )’ (4.1)

Xy=t—r-o=
onde o = (01,02, 0%) sdo as matrizes de Pauli.
Como o vetor posicao escrito dessa forma, podemos re-
escrever o elemento de linha® ds?, como o determinante da
matriz acima

detX+:t2—932—y2—22:Q.

2No inicio desta secdo vamos usar essa notagio para o vetor de posicio,
ao invés da que estdvamos usando até entdo neste trabalho z* = (z°,x),
para coincidir com a notagdo da referéncia [31].

30 elemento de linha, assim como tudo nesta secio esta escrito na
métrica de Minkowski
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Como sabemos, as TL de Lorentz preservam o elemento
de linha, portanto, nesta notagdo podemos dizer que uma
TL é uma transformagao que preserva o determinante Q da
matriz. Neste contexto, podemos representar uma TL em um
quadri-vetor ¥ como uma transformacao linear em X, que
mantém a matriz Hermitiana e nio altera Q. Uma TL sob a
matriz X, ocorre do seguinte modo:

Logo, o determinante da matriz transformada é

det X, = det Ay det X, det A:_
= |det Ay |[*det X .

Com o requerimento que Q seja invariante, temos a primeira
propriedade encontrada para a matriz de transformacao

|det A, | = 1. (4.3)

No grupo de Lorentz, as rotagées formam um subgrupo,
nesse subgrupo a matriz de transformacao é unitaria, o que
nio ocorre para o caso mais geral do grupo de Lorentz. E
através do trago de X e X', que percebemos se a matriz de
transformacao é unitaria. Isso ocorre porque
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Tr X/, = Tr (A X AL)
=Tr (X+A+Ai)
=Tr X4 = A+AL =1 (unitério).

No caso de uma transformagao mais geral, dada a equacao
(4.1), o trago de X depende explicitamente do tempo
TrX, =2t = TrX|, =2,

consequentemente, o traco s6 é invariante, se e somente se
t = t'. Portanto, Ay s6 é unitaria se as TL nao altera a
componente temporal do quadri-vetor.

Para estudarmos como essa matriz de transformacao A
age em um espinor, vamos introduzir o espinor de Weyl de

duas componentes,
X+1
X+ = .
* <X+2>

Podemos transformar a quantidade X, x4, para definir-
mos como o espinor se transforma

Xixt = Ay (Xaxq) =X, = <A+X+A1> Xy

Como A4 nao é necessariamente unitario, temos a transfor-
macao do espinor de Weyl como sendo

X = (A (4.4)
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Apenas quando a transformagio A é uma rotagdo que (AE_)_1
A é valido.

O grupo de Lorentz é dado pelas transformagoes que obe-
decem (4.3). Dentre essas transformagoes, existem dois tipos
cuja classificacdo é dada valor do determinante. As transfor-
magoes chamadas préprias, com det AL = 1 e as impro-
prias, com det A, = —1. A inversio espacial I, é uma trans-
formacao imprépria. Se queremos que nossa equacao tenha
covariancia sob transformagoes do grupo de Lorentz, preci-
samos incorporar a inversao espacial. Para isso é necessario
definir uma segunda matriz que represente z* com os sinais
das componentes espacial invertidos

] . [tttz x—ay
Is: X_=t+r U_<a:+iy t—z>'

Esta matriz possui o mesmo determinante Q que X, por-
tanto, a inversdo mantém o elemento de linha invariante. Para
obtermos uma transformacao dada pela equacao (4.2) que
transforme I; : X, — X_ é necessario que

A_;'_X_A'_AL:A_A'_(t—T‘O')AL
=t+r-.o
=X_.

Para que isso ocorra é necessirio encontrarmos uma matriz
que anticomute com as matrizes de Pauli

A+AE_ =1 e AJra'AirF =—0. (4.5)
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4.1. Equagao de Dirac

Considerando tudo o que foi apresentado até entao, pode-
mos notar alguns problemas na teoria:

(i)

(i)

(iii)

Nao ha uma matriz 2 x 2 que anticomute com todas as
matrizes de Pauli, como requer (4.5);

-

E necessario haja duas matrizes X e X_ para repre-
sentar um quadri-vetor z*, o que nao é muito pratico;

Também sera necessario definir um segundo espinor de
Weyl, para que sob reflexao espacial

I x4 = x—,
onde o espinor x_, que é a imagem de x4 sob reflexdo

espacial;

Precisamos definir uma segunda matriz de transforma-
¢ao A_, que transforme a matriz X_ e o espinor x_
como uma TL proépria, assim

X_ A X AL e yo = (AD)y_.

Uma maneira de solucionar todos esses problemas de uma
s6 vez é mudar a dimensao das matrizes. Ao invés de
usarmos os espinores de Weyl com duas componentes vamos
introduzir o espinor de Dirac (com 4 componentes)

b= (@
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Essa mudanca também deve se refletir nas matrizes de
transformacao Ay e A_. Como a matriz de TL prépria ndo
pode misturar os espinores x4+ e x—, a melhor opgao é definir

a matriz como
(AL O
(0

Com isso a reflexdo espacial age no espinor 1 trocando
X+ € X—, isso ocorre com a matriz de Dirac ~°

Is: Y —~%p, onde fyo—<(1) é)

Com todo esse formalismo pronto, nosso proximo passo é
construir a matriz A. Para isso podemos reescrevé-las como
uma combinacao linear da matriz identidade e das matrizes
de Pauli

AL =a+1ib- o, (4.6)
onde a e b sdo complexos. Para garantirmos a condigao (4.3)
precisamos que a e b sejam definidos a menos de uma fase
|detA | =1 = a’>+b-b=e"?

onde ¢ é real. Podemos absorver a fase nos pardmetros, subs-
tituindo a — €*?a e b — ¢*?b, portanto temos

detAy =a’+b-b=1 = a=+V1-b-b.

Com isso, as TL propria pode ser parametrizada apenas
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com os seis parametros dados pelas trés componentes do
vetor complexo b. Para a rotacao esse vetor é dado por b =
—fisin %9, onde 1 é o eixo e 6, o angulo de rotacao.

Para construirmos A4 nao é necessario generalizar a trans-
formacao para qualquer direcdo, é suficiente calcular para
apenas uma direcdo. Com as TL dada na direcdo z, temos

t—z 0

Xy =t-z0.= 0 t+=z

(4.7)

Um bom modo de garantir que duas transformagoes su-
cessivas somem seus argumentos, assim como ocorre para
rotagoes, é escolher uma transformacao do tipo

t—z—(t—2)e =t -2,
t+z— (t+2)e =t 42,

assim, duas transformagoes consecutivas (; e (2 sdo equiva-
lentes a uma transformagdo com argumento (1 + (o

=2t == —2)e? = (t—2)e”(OFR) (4.8)

Para que A haja assim nos elementos de X, é necessario
que tenha a forma

2
A+ = €7TCUZ .

Podemos verificar que, X, escrito deste modo, se trans-
formara da maneira desejada
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X!\ = e 1o (t — zcrz)e_%c‘fZ
= e %% (t — z0,)
= (cosh { — o, sinh {)(t — z0)
= (tcosh ( + zsinh () — 0,(zcosh ¢ + tsinh ()

/ /
=1 —20,,

0 que implica em

t' =tcosh( + zsinh( e 2 = zcosh(+tsinh(.

Para mantermos a coeréncia, a matriz A_ que transforma
X _ deve ter o sinal oposto

Ay = e300 e3¢0z 0
{A _ e%CUZ = A == O G%Ca_z 5 (49)

onde ¢ é chamado de rapidity, em portugués, rapidez. A
rapidez é relacionada a velocidade por

tanh( = v
cosh( = \/1171) =7 (4.10)
sinh { = v,

onde v é a velocidade entre os referenciais S e S’. Uma trans-
formacao desse tipo é chamada de boost. Neste caso em par-
ticular temos um boost na direcdo z, mas nada nos impede
de generalizar as TL para uma direcao 1, assim as matrizes
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ficam

<
2

iﬁ-asinhg. (4.11)

1,4
Ay = T3¢ = cogh
O parametro b, definido em (4.6), para esse caso é escrito
como

b = ifisinh g (4.12)

Para o caso em que b é um imaginario puro temos um boost
e real para uma rotacgao.

Em (4.4), definimos a forma estranha com que o espinor
de Weyl se transforma no grupo de Lorentz. Agora, sabendo
que as TL tem a forma dada por (4.11) podemos identificar
essa transformacdo como sendo simplesmente

W7 =A = X=Ax,
A=A, = X =AM
Agora, que temos a matriz de TL e o modo como os es-

pinores de Weyl se transformam, podemos derivar a equacao
de Dirac.

4.1.2 Equacao de Dirac para Particula Livre

Vamos considerar uma particula com spin 1/2 e massa m.
Em um sistema referencial S, em repouso, onde podemos
usar a mecanica quantica nao-relativistica, o estado dessa
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particula é dado pelo espinor de Pauli €. Passando de S para
um sistema referencial relativistico S’, com a transformacao
dada por (4.9) temos o momento dado por

bz _ v,y = sinh (. (4.13)
m

Dado o estado &, podemos transformé-lo através de Ay e
A_, que resultam em y_ e x, respectivamente, para o mesmo
momento p,:

X+ (p2) = €376 e x_(ps) = e 3¢, (4.14)

Eliminando £ na equacao acima, ficamos com a equagao
de Dirac num formato néo tanto reconhecivel

X-(p2) = e xy(p:) ou xi(p:) =X (p:). (4.15)

Podemos rescrevé-la da forma mais comum. Para isso
precisamos relembrar como relacionamos a velocidade v com
a rapidez ( pelas equagoes (4.10) e do modo como escrevemos
0 quadrimomento em termos da energia F e do momento p,

E = mcosh(,

Pt = (Ep:) = (ymymv) = .
p, = msinh .

Com isso em mente, podemos multiplicar a equagao (4.15)
pela massa m e identificar a energia e 0 momento
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{(E - Uzpz)x-i-(pz) =mx-— (pz)a
(B + 02p2)x—(pz) = mx+(p2)-

Generalizando para um momento numa direcdo qualquer
ficamos com as equagdes

(4.16)

{(E — o - p)x+(p) = mx—(p),
(E+o0-p)x-(p) =mx+(p),

que ¢é a equacao de Dirac para uma particula livre no espaco
dos momentos. Substituindo

p— —iV e E =0, (4.17)

além de efetuar uma transformacio de Fourier para passar
do espago de espinores de momento x4 (p) para o espago de
espinores das coordenadas ¢ (r,t)

pi(rt) = / Bp e Fle®Ty (p),

onde E = /p? + m2. A equacgao (4.16) assume a forma

(O F o V)pi(rt)+imes(rt) =0. (4.18)

Finalmente, definiremos os espinores e as matrizes de Di-
rac, com o intuito de deixar a equagao acima com uma apa-
réncia mais covariante, além de deixar a notagdo mais simples.
O espinor de Dirac é definido em funcao dos espinores ¢ (r,t)
como
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P+1 (3
= zf = ij , (4.19)
Y2 Py

e uma matriz >*, contendo as matrizes de Pauli com os devi-
dos sinais para cada

i o, 0
DI (0 —Ji> . (4.20)

Com essa mudangas podemos reescrever as equagoes (4.18)
como uma s

(60 + 29 + im'yo) 1 =0,

onde a matriz v° foi definida em (4.6). Como a massa m é
invariante e tendo em mente que (7y°)? = 1, podemos multi-
plicar a equagao pela esquerda por ~°.

(7080 +~°%80; + zm) Y =0.

Através de 7°X" = 4" que definimos as demais matrizes

de Dirac
y = 0 —o;
o; 0 '

Finalmente, podemos escrever a equacao de Dirac na forma
convencional

(iv"0,, —m) = 0. (4.21)
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Para levar a equagao de Dirac para a equacao de Klein-
Gordon basta aplicar 40,

i’VV&/ (W“@;ﬂﬁ) = im'yyaud}y

lembrando que pela equagao (4.21) temos

: 1 1
b =myp, eque v = {3"7"}+ S0
(4.22)
Podemos reescrever a equacao (4.22) como

{7+ " A1) 0u0utp = m*ep
(n”“@uay + m2> ¥ = 0.

1
2

onde o termo com o comutador das matrizes gamma é nulo
pois estd contraido com 9,0, que é simétrico por troca de
indices u <> v, enquanto o comutador é, obviamente, antissi-
métrico. Esté escrita a equagdo de Klein-Gordon através da
equacao de Dirac

(6’”6# + m2) Y =0.

Outra equacio importante é a equacdo de Weyl?, que
descreve uma particula com spin 1/2 e massa nula. Quando

4Apesar do mesmo nome, essa equacio de Weyl ndo tem nenhum
relagdo com o tensor ou a transformagdo de Weyl, vistos no capitulo
Gravitacdo Conforme.
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definimos os espinores de Weyl usamos o simbolo + para
diferenciar os espinor antes e depois de uma reflexdo espa-
cial, porém é mais comum utilizar os termos L (left) e R
(right), para distinguir esses espinores de duas componentes.
A equacao de Dirac escrita na forma matricial fica

< —m ia“@u> <¢L> _0 — {i0“3u¢R—m¢L =0,

ictd, —m VYR ictOubr, — mpr = 0.

Para m # 0, a equagéo, resulta em duas equagdes acopla-
das em Yy, e Y. Porém, para m = 0 temos as equagoes de
Weyl

1o = 0,
1oty = 0.

Para esse caso, 11, e ¥r sdo campos independentes que
estao associados a particulas com m = 0 e velocidade relativis-
tica. Cada um desses campos tem uma helicidade associada
diferente. Nenhuma particula com essas caracteristicas foi
encontrada até entdo.

Para finalizar esta subsecao podemos escrever lagrangiana
que produz a equagao de Dirac (4.21)

£ =G iy 9 —m) ¥, (4.23)
onde o espinor ¢ é

P=vyiy = (vf, vf). (4.24)
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4.1.3 Matrizes de Dirac

As matrizes de Dirac sdo elementos de uma algebra de Clif-
ford’®

{7t =20 (4.25)

A algebra de Clifford é mais geral do que qualquer repre-
sentacdo em particular das matrizes . As matrizes -y, apre-
sentadas nesta se¢do, sdo uma forma particular das matrizes
de Dirac conhecidas como representacao de Weyl

o __ O H i 0 —0;

Expandindo as matrizes de Dirac ficamos com

1 0 0 1
0 1 1 0
o __ 1 _
’y_ 1 0 9 'Y— O 71 Y
0 1 -1 0
0 —2 1 0
2 1 0 3 0 -1
T=1o T T =10
— 0 0 1

Uma outra possibilidade é a representacao Majorana:

5 ’ . . . .
°Usaremos a métrica de Minkowski, porque estamos apenas interes-
sados em transformagdes do grupo Co,.
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Assim como a representacdo de Weyl, a representagao
Majorana é uma representagao (%,0) D (O,%) do grupo de
Lorentz. Ambas sio fisicamente equivalentes. Para ambas as
representacoes temos

{(7(.))2 - L {’Y(.)T =7 (4.27)

Como vimos na equacao (4.25) o anticomutador das ma-
trizes de Dirac estdo diretamente ligados ao tensor métrico,
ja o comutador dessas matrizes esta ligado aos geradores de
Lorentz M,g3. Podemos mostrar isso definindo o comutador
como

v 1/ v
ot =S (4.28)

desenvolvendo esse comutador e adicionando zero (y”~* —
¥4*), ficamos com
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K
2
. 1
T2
=i (" ="

ot (YA v )

(VY + At =yt =y )

Queremos calcular o comutador [o#” o8 ], para isso vamos
primeiramente calcular o comutador®

[o" 7] = =i[y"Y* 7] = i[y* Y]
=i ({7 =AM
= 2i (n™yH — ). (4.29)

Com esse calculo prévio podemos entao calcular o comu-
tador dos comutadores das matrizes de Dirac’

[O’“V,O'a'g] = %[U“Va['Ya,’YB]]
= = (607 + 70" ~°T)

— 9 (nuﬂ oV _ B | gragnB _ nuaUVB) _

Na subsegao 2.1.5, definimos as transformacoes possiveis
dentro do grupo conforme, dentre elas estd as TL com gerador
Mg, cuja relagdo de comutacao ¢é igual a

fUsando a identidade [A,BC] = {A,B}C — B{A,C}.
"Usando a identidade de Jacobi [A,[B,C]] +[B,[C,A]] +[C,[A,B]] = 0.
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2 2 2 2
(4.30)
O comutador das matrizes de Dirac "TW satisfaz a mesma

algebra dos geradores do grupo de Lorentz M*”, portanto é
uma representacao do grupo de Lorentz

[ oaﬂ] _ (nwm L N
272

o

ny o quy _
Mdirac_S - 9 .

Com essa representagao, podemos escrever as TL do espinor
de Dirac como

P = Agp.

Cujas TL que age sobre o espinor v sdo dadas por

Ay = exp (z’@aﬁSo‘ﬂ) ou Ag;=-exp <—19a5ha,76]>
(4.31)

onde 6,5 sao seis parametros reais, trés para rotagoes e
trés para boost.

Podemos notar que uma das matrizes de Dirac, v°, é her-
mitiana. Mais do que isso, podemos notar que

P == =41 0 =,

portanto, podemos escrever v = 4°v#~°. Deste modo, as
TL dada por (4.31) podem ser reescrita
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o

V(S Ty° = 4[7‘” vy

4[7 Y0 0y 10

= 5m.

Com isso a matriz de transformacdo A ! pode ser reescrita
como

7°AT® = 4% exp (z'aaﬁks*aﬂ)T ~°
— 7%exp (—ieaﬁsam ) ~°
— exp (—ieamosaﬁw)
= AL

Podemos calcular as TL da quantidade ¢ = 1f~y%y

Uiy = (WTADY (M)
= Aly°AT A
= iy
Portanto, 11 é invariante sob TL. J4 a quantidade 1)

¢ invariante apenas para o caso em que AT A 1 , portanto
unitario, o que s6 ocorre para rotagoes. Outros obJetos que
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também se transformam como tensores sob o grupo de Poin-
caré® sao

DY, Y, P8,
e como consequéncia a lagrangiana de Dirac dada pela equa-
cao (4.23).

4.2 Invariancia C, da Equacao de Dirac

Quando estudamos, no capitulo 3, a transformacao do campo
de spin zero ¢ pelo grupo conforme nao tivemos muito cui-
dado em distinguir entre espaco-tempo plano e curvo. Para
0 espaco-tempo curvo usamos diretamente a derivada covari-
ante estudada no capitulo 2 sem nos preocupar com a fungao
¢. Para a equacao de Dirac, essa relacdo entre espaco de
Riemann e Minkowski nao é tao simples, devido a natureza
espinorial do campo. Quando escolhemos uma derivada co-
variante nao basta que seja invariante sob transformacoes
de coordenadas (1, — guv), deve também ser invariante de
Lorentz.

Influenciados pelos trabalhos de Bateman e Cunninham|3]
em 1910, que mostrava a invaridncia conforme das equagoes
de Maxwell, muitos trabalhos foram publicados para estudar
a invariancia conforme da equacio de Dirac. Desde 1934, por
Schouten e Haantjes, passando por Dirac em 1936 [7] e Pauli
em 1940. Tendo em mente que a equacao de Dirac foi proposta

80 grupo de Poincaré, além de conter o grupo de Lorentz também
contém translagoes.
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em 1928, pouco tempo depois ji se queria expandir o grupo
de simetria do grupo de Lorentz para o grupo conforme. Em
36, Dirac tinha a intensdo de propor uma equacao de onda
no espaco conforme que correspondesse a equacao de onda
num espaco ordinario. Para isso, ele fez uma generalizacao
do espaco-tempo, passando de espago-tempo ordinario para
um espaco de-Sitter. Segundo Dirac em seu artigo, todas as
equacgoes da fisica podem ser generalizadas para um espago
de-Sitter em 5 dimensoes, mas apenas algumas podem ser
generalizadas para um espaco conforme de 6 dimensoes’. A
equacdo de Dirac é a equacdo cuja tentativa foi mal suce-
dida para a TC devido & um termo com degenerescéncia na
equagdo. No mesmo ano Bhabha[8] aponta alguns equivocos
cometidos por Dirac e reforga a procura por uma simetria
conforme. Em 1941, Haantjes[9], aponta para o fato de que
se assumirmos que a massa também se transforme conforme-
mente ganhamos a invariancia conforme da equacao. Assim, a
extensao dos estudos de invariancia conforme na equacao de
Dirac é, novamente, dependente da transformagao da massa,
assim como na equagao de Klein-Gordon estudada no capi-
tulo 3. Para obtermos a invaridncia conforme devemos ter a
massa se transformando sob C' como m — m¢ = m/S.

Como ja mencionamos hd uma grande simplificacao para
a demonstracao da invaridncia conforme quando nos restringi-
mos apenas a invaridncia em C,. Para isso passamos de uma
espaco de Minkowski para um espago curvilinear de Riemann,
porém com curvatura nula. Estudar a invaridncia da equacao
apenas para C, é completamente aceitavel caso ndo tenhamos

9Neste trabalho Dirac trabalha com uma superficie hiperquidrica de
4 dimensoes em um espago projetivo em 5 dimensoes.
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a intensdo de estudarmos a unificagdo da mecénica quéantica
com a relatividade geral. Neste subgrupo C, a transformagao
da métrica é dada por

c _ 02
g,u,l/ - Q 77;w-
Vale lembrar que nesta secdo, mesmo quando escrevemos a
métrica como g,,, estamos nos referindo a um espaco plano,
portanto que pode ser levado através de uma transformacao
de coordenadas para o espago de Minkowski.

Para aplicarmos as técnicas mateméaticas usadas nos capi-
tulos anteriores, é primeiramente necessario mudar do espaco
de Minkowski para o espaco de Riemann'®, s6 entdo que gene-
ralizaremos para o espago de Weyl. Quando obtida a equacao
para o espaco de Weyl podemos proceder efetuando a trans-
formagcao conforme, sé assim é possivel estudar a invaridncia
conforme. Como vimos na se¢do anterior a equagdo de Dirac
no espaco de Minkowski é dada por

(iv'0y, —m)y =0, onde {y*"} =2n"". (4.32)

As matrizes de Dirac, pela dlgebra de Clifford, tem dependén-
cia com o tensor métrico dada pelo anticomutador. Mesmo
quando se trata de um espac¢o de Riemann plano temos que
mudar o tensor métrico de 7., — g, e portanto o anticomu-
tador das matrizes de Dirac ficam

A"y = 29", (4.33)

0Com RZVB =0.
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e a derivada convencional é substituida pela DC

(iv'Vy —m)y = 0. (4.34)

As matrizes de Dirac sdo func¢ées do espago-tempo, porém
como estamos em um espago plano mantemos

V.Y =0. (4.35)

Com isso, as matrizes de Dirac ainda sdo constantes, no sen-
tido que sua derivada covariante é nula. A equagao (4.35)
nao é valida quando estamos em um espago com curvatura.
Como estamos nos restringindo a um espaco plano a equagao
(4.34) fica simplificada. Para coordenadas cartesianas a DC
do espinor de Dirac é levada a derivada parcial

V= o, (4.36)

assim voltamos para a equagao (4.32). Mesmo quando pas-
samos do espago de Riemann para o espaco de Weyl nao
mudamos a derivada covariante a forma como a derivada
covariante (4.36) age no espinor. Quando consideramos o
espinor ¢ do tipo W,, portanto invariante por mudanca de
escala nos sobra apenas analisar como as matrizes de Dirac
sdo alteradas com uma TC. Como o anticomutador (4.33) é
uma quantidade invariante, podemos notar que as matrizes
de Dirac também precisam se transformar conformemente
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") = 29"
et =29

v v 291
TeVe TV =

Q% (YA + ALk) = 29

O que implica em uma transformacao do tipo

g/u/ N Guv s ,YM N lﬂ (4 37)

02 O ’
Sendo assim, 7, é um tensor com peso conforme 1/2. Logo,
para obtermos a invaridncia da equacao é necessario que a

massa se transforme m — m/Q.

(Ve Viu —me)p =0
1

G0y = my =0

(V'Vy —m)yp =0.

Para um espaco curvo, apesar da dificuldade de se cal-
cular a derivada covariante, o resultado é o mesmo. Dada
a imposicao de uma invaridncia conforme é necessario uma
transformagao conforme da massa de repouso.

Quando consideramos o campo de Dirac com interagao
eletromagnética, ganhamos um termo com o quadri-potencial
eletromagnético na equacao

[V (V4 iedy) —m]y = 0.



109 4.2. Invaridncia C, da Equacao de Dirac

Como o vetor A, é um vetor W,, essa equacao é claramente
invariante por C,.

4.2.1 Tensor Energia-Momento para o Campo
de Dirac

A partir da lagrangiana de Dirac (4.23), tanto a equagdo de
Dirac (4.21) quanto a equacgdo adjunta de Dirac'! podem ser
obtidas!?. Para calcularmos o TEMH (2.32), como j& vimos no
capitulo anterior, efetuamos uma variacao na acao do campo
de Dirac em relacao a métrica g,, — guv + 09, ou escrito
em termos da lagrangiana

oL
0w
Primeiramente, vamos calcular a variacdo da lagrangiana
dada uma variacao g,

TH = —2

— g™ L.

_ 5L = hdgh Oy
L =1 (igm/’)/,uau - m)d} { oy Tu v

= —1;7“8”1&69“,,.
O que implica em

oL

0w

O tensor energia-momento para o campo de spin 1/2 é

— iy,

"Equacio de Dirac que tem o espinor adjunto ¥ no lugar 2.
12No primeiro caso variando a lagrangiana em relacéo & 1) e no segundo
caso em relagdo a .
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dada por

T = 200" — g (i7" Dath — M)

Como vimos na subsecao (3.2.2), a teoria conforme requer
um tensor energia momento com trago nulo. Isso ocorre de-
vido a invaridncia da acdo em relagao a uma dilatacdo. Para
o caso de um campo de spin 1/2 o trago do TEM é

= (2~ d)ipy* 0, + dmapap.

O termo de massa impede que o traco seja nulo. Consi-
derando os tltimos dois capitulos deste trabalho, é possivel
perceber que: A teoria conforme apresenta dificulda-
des devido a massa. No entanto, mesmo se considerarmos
o TEM para espinores com massa nula, o traco é

Tl = (2 = )iy Vi,

que é nulo apenas para o caso em duas dimensoes.



Capitulo 5
Spin Um

Para um campo de spin 1, vamos estudar separadamente o
caso onde temos um campo de particulas de massa nula e
um campo de particulas massivas. Para o primeiro caso te-
mos as equagoes de campo dadas pelas equagoes de Maxwell e
para o segundo as equacoes de Proca. Para ambos os casos va-
mos analisar a TC das equagdes de campo, bem como o TEM.

5.1 Equacoes de Maxwell

As equagoes de Maxwell sdo um conjunto de equagoes dife-
renciais que junto com a lei de forga de Lorentz descrevem os
fendmenos eletromagnéticos. Na presenca de carga e corrente
elétrica as equacoes de Maxwell sdo escritas, em unidades

naturais', como

INo sistema de unidades de Heaviside-Lorentz.
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V-E=p (5.1)
OFE

B=j3+— 2

V x J—l—at (5.2)

V-B=0 (5.3)
0B

E=-"" 4

V X 5 (5.4)

onde p(x,t) é a densidade de carga e j(x,t) a densidade de cor-
rente. A equagao para carga magnética (5.3) permite escrever
o campo magnético em termos de um potencial A(x,t),

B=VxA, (5.5)

o que, devido & identidade?

V- (VxA) =0, VA,

garante que B tenha divergente nulo. Substituindo a identi-
dade (5.5) na equacao de Faraday-Lenz para o campo elétrico
(5.4),

VU E— _0(VxA)
o
0A
v x <E+ at) ~o. (5.6)

Lembrando que o rotacional do gradiente de qualquer
funcéo é nulo?,

2 Apenas vélido no dominio estrelado.
3Novamente, apenas valido no dominio estrelado.
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V x (=VV) =0 vV, (5.7)

a equacao (5.6) possibilita escrever o campo elétrico em ter-
mos do potencial vetor A e um potencial escalar V,

E=_-""_vVV )
-V (5.8)

5.1.1 Equacgoes de Maxwell na Forma Covariante

Na formulacdo covariante, reunimos o potencial vetor e o es-
calar em um quadripotencial vetor A* = (V; A). Os campos
elétrico e magnético podem ser escritos na forma de compo-
nentes,

= cijudi A, (5.9)

(E); = (—%‘;‘ - vv)i

= —0,A; — O,V (5.10)

Vamos reescrever as equagoes de Maxwell com fontes na
forma de componentes para entdao definir o tensor eletromag-
nético. Assim como em (5.9)
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oFE
B),=(7j+—
(V x B) <J + = )Z
EijkﬁjBk = 0, E; + j;. (5.11)

Usando as defini¢bes de E (5.10) e B (5.9) e substituindo
na equagao acima, obtemos

€ijk0; (€rimO1Am) — 0o(—0,A; — V) = ji,
(6il5jm - 5im6jl)8jalAm + 0,00A; + 0,0,V = Jis
(0500 — 8j8j)Ai + 0;(0,V + 6jAj) = 7.

Usando a condicao de gauge de Lorentz 9,V + 9;A; = 0,

(0000 — 0;0;) A" = 5°, (5.12)

em (5.1), escrita na forma de componentes, e substituindo o
campo elétrico por (5.10), obtemos

o0 = p,
8i(—8oAi — 8ZV) =P,
—0,0;4; — 8;0;,V = p.

A condicao de gauge de Lorentz pode ser utilizada nova-
mente, dessa vez para substituir 0;4; = —0,V,

(0005 — 0;0,)V = p. (5.13)

As equagoes (5.12) e (5.13) podem ser reescritas se de-
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finirmos o quadripotencial A* — (V, A), a quadricorrente
j* — (p,J) e a componente covariante da derivada parcial
Oy — (0o, V), transformando-se numa tnica equacao,

DM AY = .

O campo elétrico, como ja vimos na equagao (5.11), é
escrito na forma de componentes, podemos fazer o mesmo
com o campo magnético quando contraido com o pseudo-
tensor de Levi-Civita

€k B* = €iji(erimOmA")
= (0uadjm — im0j1)Om Al
= A7 — 9; A", Vi # .

Esses campos podem entdo ser escritos com um tensor
antissimétrico

Fu = 0,A, — 0,A, (5.14)

0 —-FEy —FEy —Ej
B Eq 0 Bg —By
=l 5 5 o B | (5.15)

FEs By —-By 0

F,,, ¢ o tensor eletromagnético. As equagoes de Maxwell
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na representagdo covariante se resumem a duas

0 F™ = 7. (5.16a)
8OCF57 + 8@Fya + 87Fag =0, (5.16Db)

onde a equagao (5.16b) é a identidade de Bianchi. A equagao
(5.16a) d4 informagoes a respeito da relagdo entre o campo
eletromagnético e as fontes eletromagnéticas. Estas equagoes
sao dadas na métrica de Minkowski, portanto, a relagdo entre
as componentes contravariantes e as covariantes é dada por
Frv — prapvh F,3. A quadricorrente j# pode ser devido a
uma carga pontual

jH(x)=e 76(3: — z)EdT,

—0o0

ou devido & uma distribui¢do continua de carga

3*(x) = p(z)u (),

onde z#(7) é a linha mundo da particula e 7 é seu tempo proé-
prio, p é a densidade de carga e u*(x) é a quadrivelocidade
de um ponto no espago-tempo.

5.1.2 Equagoes de Maxwell com Interacao Gra-
vitacional

O primeiro passo para passarmos do espago-tempo de Min-
kowski 90t para um espago A ¢ fazer uma mudanga 9, — V,
com a conexao afim dada pelo simbolo de Christoffel. Deste
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modo, as equagoes de Maxwell ficam

V=, (5.17a)
VaFsy 4 V3Fyo + Vo Fog = 0. (5.17b)

Antes de mais nada é necessario verificar que o préprio
tensor eletromagnético é invariante por mudanca do espago
M para o espaco A.

Fu = VA, =V, A,
= 8 Ay — T, Aq — 0, A, + T3, Aq
= 8, A, — 8, Ay,

como no espaco A néo temos torc¢ao, pois o simbolo de Ch-
ristoffel I'}},, é simétrico nos indices p e v, verificamos que o
tensor eletromagnético é independente da conexao, desde que
0 espacgo em questao tenha tensor métrico simétrico. Portanto,
é invariantes ndo s6 no espago A como no espago de Weyl W.
Na identidade de Bianchi (5.17b) temos a mesma situagao,

80¢F5’Y - PéﬁFM - PéryFBk
+05F0 — Ty Faa — T Fyn

+0yFap — T} Fag — T Fan = 0. (5.18)

Além da conexao simétrica, é necessario usar o fato que o ten-

sor eletromagnético é antissimétrico F,, = —F,,. A equagdo
(5.18) se reduz &
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O0aFpy + 03Fyq + 0y Fop = 0. (5.19)

A identidade de Bianchi é invariante ndo somente sob trans-
formacao para o espaco A, bem como para o espaco W, pois
nao dependente da conexdo afim. Para a equagao (5.17a) o
calculo é um pouco mais complexo. No espaco A,

VP = v (5.20)

Desenvolvendo o lado esquerdo da equacéo

VuF*" =0, F" + F'T, + FFT},
= 0, F" + F'"0,In/—g
— O (V—gF"")
/ _g ’

na primeira linha do desenvolvimento da equacao o terceiro
termo ¢ nulo FFT7, = 0, pois temos a contragao de um
tensor antissimétrico com um simétrico. Comparando esse
resultado com o lado direito da equagao (5.20)

) . sa

Esta é a equacao de Maxwell para a interagdo entre o
campo eletromagnético e a quadricorrente no espaco A.



119 5.1. Equacoes de Maxwell

5.1.3 Equacoes de Maxwell no Espaco de Weyl

Para passarmos para o espaco W precisamos passar de 9, —
V., onde a conexao de Weyl é dada por (2.42). Primeiramente,
podemos calcular a derivada covariante do tensor eletromag-
nético

V" = 8,F* 4+ F*T), + FFTY
= 0, F" + F'"(9,In\/—g — V,In/—g),

ou pode ser escrito como

V. F'" 4V, In\/—g = 0,F" + F'"9,In\/—g

V=9 Vg
Identificando o lado direito da equacao acima com a equa-
¢ao (5.21), encontramos a equacao de Maxwell com fonte no
espaco de Weyl

?M (\/TQF#V) _ 8M (\/ng'LW) (522>

U (V=gF)
V=g '
Para obter uma equacdo com a aparéncia mais proxima
a no espago-tempo de Minkowski podemos usar a definicao
de densidade tensorial. Definindo a densidade tensorial do
campo eletromagnético e da quadricorrente como

FY =V e P=vegt. (523)
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respectivamente. Ambos sendo densidades tensoriais de peso
um. Assim conseguimos escrever a equagao de Maxwell com
fonte como

V. " =i (5.24)

Mostramos deste modo que a equacao de Maxwell (5.17a)
é covariante sob transformacoes conformes, pois mantém a
mesma forma. Ja a identidade de Bianchi nao s6 é covariante
sob transformagao conforme como também é invariante, pois
ndo depende da conexao afim usada.

Conservagao de carga no espaco de Weyl

Podemos aproveitar a equagao (5.24) para verificar a equa-
¢ao de continuidade aplicando uma segunda derivada covari-
ante na densidade tensorial do campo eletromagnético

V, V" = V,i". (5.25)
I

Desenvolvendo o lado direito da equagao, usando a defi-
nicao de derivada covariante para uma densidade tensorial
contravariante (B.5)

V.Y = 0,i¥ +i°I%, —i'T,

= Vj’/'

Para desenvolver o lado esquerdo da equagao (5.25) pre-
cisamos lembrar que §#“ ¢ antissimétrico enquanto I';, €
simétrico nos indices covariantes, portanto, quando contrai-

dos igualam a zero
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VoV, =V, (0,8 + T8 + 10,5 — T,3")
=V, (0u5")
= 0,08 + T, 05" — 1,0, 5"
= 0,0,8"
= 0. (5.26)

Portanto, na equacao (5.25) temos, no lado esquerdo, a
contragao de um tensor simétrico ?V@u com uma densidade
tensorial antissimétrico, o campo eletromagnético, obtendo
assim uma quantidade nula. Podemos concluir que a equacao
de continuidade ¢ invariante, pois ndo depende da conexao,

d,i" = 0. (5.27)

Outra maneira de verificar a conservagao de carga é cal-
culando a carga total em uma superficie do tipo espago. A
carga total é dada pela integral

Q= / i#do,.

Dadas duas superficies do tipo espaco, o1 € 02, que unidas
formam o volume €2. Essa configuracdo pode ser dada por
superficies que estao infinitesimalmente préximas, ou pode
existir uma hipersuperficies do tipo tempo o~ no infinito,
de tal forma que a carga total nessa superficie é nula, pois o
campo vai a zero no infinito, assim como no caso da figura
(5.1).
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/Jf’z\
03 : .
0_1 B B

Y

b3

®l

Figura 5.1: Superficies do tipo espago.

Para ambas as situacoes podemos escrever as cargas refe-
rentes as superficies

Q1 = / ido,, Qo= / i#do,.
o1

02

O sinal para a carga ()2 é devido a dire¢ao do vetor nor-
mal a superficies. No calculo da carga ()1 podemos somar e
subtrair a carga (J2 de modo que

Q=01+ 0Q2— Q2
= Q/j“dau - /j“da#) —I—/j“dau

- 74 o, + Qa. (5.28)
o0
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O teorema de Gauss em (3+1) dimensoes ¢é tal que a inte-
gral no volume ) do divergente de um vetor A* é equivalente
a integral na superficie fechada que delimita este volume do
vetor AH,

/ 9, Ard e = f Ardo,.
Q N=c

Usando o teorema de Gauss na equagao (5.28), temos
Q1 = /8ujud4$+ Q2.
Q

Assim, devido a equagao de continuidade (5.27), o primeiro
termo do lado direito da equagado acima é nulo, logo, a carga
total é conservada, ()1 = (Y2, e ndo depende da superficie do
tipo espaco.

5.1.4 Tensor Energia-Momento do Campo Ele-
tromagnético

Neste trabalho, calculamos o TEM dos campos de spin zero
e 1/2 através da equagdo (2.32), dada pelo TEMH, apresen-
tado na subsecao 2.2.5. Porém, este ndo é o iinico método de
se calcular o TEM. Uma outra maneira é dada pelo tensor
energia-momento canénico (TEMC), onde dada a invarian-
cia da agdo por uma translacdo do espaco-tempo, através do
teorema de Noether obtemos

@,LLV = 8(86%6”14.)\55;6, onde BM@'LLV =0. (529)
(IEEDN
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Com a densidade lagrangiana do eletromagnetismo

—1
4
temos um TEMC dado por

L=—F"F,,

1
@%:—FM@&+1me&ﬂ

Como podemos observar, o TEMC, nao necessariamente
gera um tensor simétrico. Para simetrizar o TEMC é ne-
cessario adicionar um termo do tipo 9y\K*¥. Este método
de simetrizacdo do tensor energia-momento foi proposto por
Belinfante[32] e Rosenfeld em 1940. Precisamos que K** seja
antissimétrico nos indices A e u, para que quando aplicarmos
a derivada no TEM simetrizado, este continue sendo nulo.

KM = KM = 9,0,KM =0

O tensor simetrizado em termos do tensor nao-simetrizado

D~

TH = @M + O\ KM.

O modo de encontrar KV é encontrado facilmente nos
livros de teoria quantica de campos. Portanto, usaremos dire-

tamente o resultado 9y K = 9 (F “)‘A”). Como nesse caso

néo temos interacdo, portanto, O\F** = 0, o tensor energia-
momento para o campo eletromagnético é

1
T@:—FWEA+Z@FWEm, (5.30)
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Este é um TEMC simetrizado e que coincide com o TEMH.
Porem, o fato desses tensores coincidirem para esse caso es-
pecifico nao indica que o TEM na equagao de Einstein (2.33)
possa ser descrito pelo TEMC. Para a equacao de campo de
Einstein, como vimos na subsegao (2.2.5), deve ser escrito
através do TEMH, obtido da variacdo da acio da matéria em
relacdo ao tensor métrico, como mostra a equagao (2.32).

A lagrangiana do eletromagnetismo com fonte é dada por
-1

L= FYEy — Ay, (5.31)

O célculo do TEMC, dada a lagrangiana com fonte, é

OuTH = —jIF",, (5.32)

onde T* é dado pela equacao (5.30). Podemos estudar tam-
bém como a essa equacao se transforma conformemente. Fa-
zendo a transformacao do espago-tempo de Minkowski para
o espaco de Riemann 0, — V,

VI = —jhFY,.

O célculo de V,T"¥ é muito semelhante ao que fizemos
para calcular V,F'*”, na secao 5.1.3. Portanto, podemos es-
crever diretamente a equagao no espaco de Weyl

e R (5:33)

que escrito em termos de densidades tensoriais, adquiri a
forma
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V. TH, = Faj®.

Concluimos assim, que tanto as equacoes de Maxwell tem
simetria conforme quanto a identidade (5.32). Além disso,
como ja é sabido o traco do TEM para o eletromagnetismo
é nulo para 4 dimensoes, o que condiz com as prescri¢oes de
uma teoria conforme

1
Tjt = —F"Fyx + 104 Fog (5.34)

d
— (—1 + 4) FPF,3. (5.35)

5.2 Equacao de Proca

Proposta em 1936, por Alexandru Proca[33], a equagao de
Proca descreve um campo massivo de spin 1 no espago-tempo
de Minkowski. O campo de Proca tem semelhancas com o
campo eletromagnético, cuja descricao é feita pelo quadripo-
tencial A = (¢,A) enquanto o campo de Proca é descrito
por uma generalizagdo deste campo, sendo B* = (¢,B) seu
quadripotencial. No modelo padrao, essa equagdo, descreve o
movimento dos trés bésons massivos responsaveis pela intera-
cao fraca: W+ e Z°. Nesta secio vamos deduzir a equacdo de
Proca através da formulagdo de Bargmann-Wigner, do mesmo
modo como ¢ feita no livro Relativistic Quantum Mechanics,
Greiner[29], e estudar a simetria conforme desta equagao.
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5.2.1 Formulacao de Bargmann-Wigner para a
Equacao de Proca

As equacdes de BW* sdo equacdes de movimento que para
campos massivos de spin s que podem ser escritas como

(i, — m)a‘? Vay...a)..a5, () = 0, com 1=1,...2s.

No caso de Proca, temos um campo com spin 1 (s = 1),
logo, a funcdo de onda ¥(x) é rotulada com dois indices
ap(z). Portanto, temos duas equagoes de Dirac para a matriz
simétrica g ()

(i —m)U() =0 e  W(a)(irl 9" —m) =0,
(5.36)
Estas equacbes também podem ser reescritas com os indices
espinoriais de acordo com

. T
(wga,(?“—méaa/)wa/b =0 [§] Yﬂab/(Z’}’&/ 0 “—mébb/) = 0.

Sendo o espinor 4, uma matriz simétrica, podemos expandi-
lo em um conjunto de matrizes de elementos simétricos da
representacio padrao da algebra de Clifford. Esta represen-
tacdo padrao consistem em dez matrizes simétricas e seis
antissimétricas

4As equacdes de BW foram utilizadas na subsecdo 3.1.1 para mostrar
que todos os campos relativisticos obedecem a equagdo de Klein-Gordon
e no apéndice 7?7, mostramos a dedugédo através da equacdo de Dirac.
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Sge e
Matrizes Simétricas{ wo Matrizes Antissimétricas < iv5C
o
C
(5.37)

onde C = iy?4° é a carga conjugada, o*¥ é comutador das
matrizes de Dirac (4.28) e v5 = —iy°y'y2~3. Podemos obser-

var que enquanto para as matrizes simétricas o transposto
45
e

(C)" = €T
= —(Iv*7°) (7*7**7°)
= iyt
= Y(iv*y°)
=9*C,

enquanto que para as matrizes antissimétricas temos

(i75C)" = Cling
= —(i7*7°)ivs
= —i’Y5C.

Assim, podemos escrever o espinor com as matrizes Y*C'
e o"(C de acordo com

SUsando 4lgebra de Clifford (3.9).
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1
U(z) = my"CB,(z) + 50’“’CGW(95), (5.38)
onde B, (z) e G, (x) sao fungdes geralmente complexas e
que sob TL se transformam como um vetor e um tensor
antissimétrico, respectivamente. Substituindo este espinor nas
equagoes de BW (5.36), adquirimos as equagoes
. 1 .,
(17.0% —m) <m'y“Bu + 50“ GW> C =0, (5.39)

(m’y"BM + ;a’“’GW> CinT 9 —m)=0.  (5.40)

Com os indices matriciais, podemos reescrever as equagoes
acima tendo em mente que By (z) e G, (z) nao fazem parte
da multiplicagdo matricial, logo

1
(170" —M)aar (m('YMC)a’bBu + Q(Uuuc)a’bGuV> =0,

. o 1 v
(1700% — m)py (m(’y“C)ab/Bu + 5(0“ C')ab/G,w> =0.

Na equagao (5.41) podemos fatorar C' para o lado direito
da equacio. Sabendo que CyL = —v,C, obtemos

1
(m’y”Bu + QO'HVG,W) (—i'ya%a —m)C =0. (5.41)

Assim, desenvolvendo as equagoes (5.39) e (5.41), temos
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1 1

<im8aBu7a7“ - m27"’Bﬂ + 52’70‘0’“’80[63#1, - 2m0””’GW> C =0,
1 1

<im8aBu'y“’y°‘ + mzfy“B“ + iia“y'yo‘@aGW + 2mJWG’W> C=0.

A diferenca entre as duas equagoes acima é

1
(im@aB” [ — 2m2'y“Bu + ii[wo‘,a“”]ﬁaGw, — ma“”GW> C=0.

(5.42)
O comutador [y,0#] foi calculado no capitulo anterior (4.29),
cujo resultado é

[(v*,0t] = 2i(n™y” — n*yH).

Substituindo o comutador acima na equagao (5.42) temos

(2m0aBuo™ — 2y By + 4,00G® = 3,0aG" — mat” G, C = 0.
(5.43)
Usando o fato de G, e 0, serem antissimétricos po-
demos agrupar a equacao em dois termos proporcionais as
matrizes simétricas da algebra de Clifford

m(0“B* — 9" B* — G*")04,C — 27,0(0,G* + m*B") = 0.

(5.44)

Como as matrizes 04,C e 7,C sdo linearmente indepen-

dentes os coeficientes devem ser nulos separadamente. Por-
tanto, conseguimos definir
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GM = 9" BY — 9 B*, (5.45)
,G" = —m*B". (5.46)

Essas sdo as equacdes de Proca. Como pode-se obser-
var, quando m = 0, essas equagoes recaem nas equagoes de
Maxwell (5.14) e (5.16a) sem fonte. Substituindo a equacao
(5.45) em (5.46), podemos encontrar a equacao de Proca em
termos do campo vetorial B*(x)

0,0"B” — 0,0 B* = —m*B".

Com uma generalizagdo da condigdo de gauge de Lorentz,
onde 0,A" = 0 (quadripotencial eletromagnético) torna-se
0uB" = 0. Assim

(0,0" + m*)BY =0, (5.47)
que é compativel com a equacao de Klein-Gordon, como ja
haviamos mostrado em 3.1.1 para o caso mais geral.

Note que através da definicdo do tensor de Proca G*”,
dada pela equagao (5.45), também podemos obter a identi-
dade de Bianchi

006G + 0, + 0y Glap = 0. (5.48)

E assim definir um tensor dual

- 1 _
GH = 56‘“’0‘567‘&5, tal que 0,G" = 0.
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5.2.2 Simetria Conforme da Equacao de Proca

As equagoes de Proca se transformam para o espaco de Rie-
mann e, posteriormente para o espago de Weyl, de modo muito
semelhante as equacoes de Maxwell vistas nas subsegoes 5.1.2
e 5.1.3. Considerando essas semelhancas, vamos poupar o lei-
tor de célculos repetitivos. A identidade de Bianchi para G,
dada pela equacao (5.48), independe da conexao afim usada,
portanto, é invariante tanto no espago de Riemann quanto
no espaco de Weyl

TG = VG = 9,6 = 0.

A defini¢ao do tensor de Proca dada pela equagdo (5.45),
também independe da conexdo afim utilizada

V¢BY —VYBt = 0'B” — 0V B! = G*.

Portanto, o que resta é verificar a equacao (5.46) que para
o espaco de Riemann se torna

0u(V=IC") o,
Ve B. (5.49)

Quando passamos para o espaco de Weyl, vemos que

0 (V=96") _ Vi, (v=4G") (5.50)

V=9 V=

Assim, podemos escrever a equagdo (5.46) no espago de Weyl
através das densidades tensoriais
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V, 6" = —m*B". (5.51)

Como podemos observar, na equacao acima, o lado es-
querdo da equacao é invariante por TC devido a derivada
covariante de Weyl e a densidade tesorial &*¥, porém o lado
direito é um termo de massa. Caso transformamos a massa
com m — Q" 'm, como exigem as equa¢des para o campo de
spin zero e meio, preservamos a simetria conforme desta equa-
¢do. Por outro lado, se reescrevemos a equagao de Proca em
termos do campo vetorial podemos reconhecer imediatamente
sua covariancia.

A equagado de Proca em termos do campo vetorial com
interacao gravitacional é escrita da mesma maneira que a
equacao de Klein-Gordon

1
(V,VF+m*)BY =0, ou ﬁa“ (vV—99"" 8, B*)+m*B* = 0.

Quando passamos para o espago de Weyl, a equacao ganha
um termo dependente de k,,, idéntico ao caso da equagdo de
Klein-Gordon (3.17)

1
V=9

Ou escrita de forma equivalente (e muito mais simples)

8, (v/=gg" 8, B%) — 2k“8, B* + m*B* = 0.
(¢""V ¥V, +m?)B" = 0.

Novamente vemos a necessidade de uma transformacao
conforme da massa
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g = == = m — % (5.52)

5.2.3 Tensor Energia-Momento da Lagrangiana
de Proca

A lagrangiana de Proca é idéntica a lagrangiana do campo
eletromagnético exceto por um termo de massa

1 1
L=—1G" G+ imQAHA“ (5.53)
1 1
= _ZguagVﬁGuuGaﬁ + §m29MVAMAy- (554)

A equacdo de Proca pode ser obtida através dessa lagran-
giana pelas equacdes de Euler-Lagrange. No entanto, estamos
interessados no TEMH, dado pela equagao (2.32). Para isso
precisamos primeiramente calcular a variacdo da lagrangiana
dada uma variacdo na métrica

6L 1 1
— _ po v 02 Ny
5o 45(9 9"")GuwGag + 2m ALASg

1 1
= _1(5911049%3 + guadgyﬁ)GuyGa/j _ §m2A“AV5gW

_ _% (gas GG + m? AMA) 8.
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Portanto, temos

oL 1
- _ - po ey v 2 A AV
5o 5 (G G, +m-ArA ) (5.55)

Com o resultado acima, podemos escrever o TEMH

oL

T = =25 = — gL (5.56)
nv

= GMG) +mPAFAY — g <—iGWGW + ;mQANA“)

(5.57)

1 1
= G'GY + g G Gop + m? (A“A” - g’“’QAaAa) .
(5.58)

O trago do TEM para o campo de Proca é

T = GGy + 5 GG+ <A”A# Y4 ) (5.59)

Para d = 4, no caso do campo eletromagnético temos o traco
do TEM nulo, porém, como temos um termo de massa, obte-
mos

Th = —m*ArA,, (5.60)

o que ndo condiz com a teoria conforme.
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5.3 Condicao de Lorentz

Neste capitulo, utilizamos em dois momentos a condicao de
gauge de Lorentz

9, A" = 0. (5.61)

Esta condicao é valida, neste formato, no espago-tempo
de Minkowski. Porém, quando passamos para o espaco de
Riemann, sua forma muda

0uAt =0 — VAl = 0,A" + T, A"
— 9, A" + A9, In /=g
_ O (v —gA*) —0.
V=g

Para o espago de Weyl essa condigao se torna

V, A" = 9, AF + T, A"
_ au (v/—gA*) . ﬁuv —g.
V=g V=9

Portanto, a condi¢ao de Lorentz no espago de Weyl é

Vi (V=9A") _ 0 (V=g4") _ (5.62)

V=9 V=9




Capitulo 6

Consideracoes finais

Tendo em vista o crescente interesse da simetria conforme nos
modelos fisicos, que vao desde a matéria condensada & fisica
de altas energias e a cosmologia, elaboramos uma revisao
critica dos principais desenvolvimentos dessa teoria, em nivel
classico.

Baseado no procedimento de Weyl, alteramos as equa-
¢oes de campo do espaco de Minkowski para o espaco de
Weyl, onde a invaridncia conforme é natural. Essa mudanca
de gauge se da com a alteracao simultdnea do tensor métrico
Guv — exp(2w)gu e da derivada covariante V,, — V,, + Cy,
onde C), depende do tensor métrico e do fator de escala. O
fator de escala pode ou ndo ser uma funcao do espago-tempo,
dependendo da transformagao conforme estudada. Como vi-
mos, a dilatacdo exige um fator de escala constante, enquanto
que a aceleragdo conforme se manifesta na transformacao do
tensor métrico com uma dependéncia espago-temporal. As
demais transformacgoes do grupo C, pertencem ao grupo de
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Poincaré, cujo fator de escala é 1.

Com o intuito de explorar a simetria conforme na gravita-
¢ao de Einstein, no capitulo 2, estudamos as consequéncias de
uma transformacao conforme nos tensores de curvatura. Nota-
se que, para exigirmos uma invaridncia conforme da teoria, é
necessario utilizar a conexao de Weyl. Esta conexdo afim faz
com que o espago de Weyl se mantenha invariante por trans-
formacao conforme. Neste espago, os tensores de Riemann e
Ricci sdo invariantes por uma transformacio conforme, em-
bora, mesmo com essa mudanca, a acdo de Einstein-Hilbert
nao o seja. Isto se deve ao escalar de Ricci ter peso conforme
—1, enquanto [ d4x\/jg tem peso 2. Sendo assim, é necessa-
rio introduzir uma nova agao, que tenha invaridncia conforme.
Uma das opgoes apresentadas na literatura é a agdo de Weyl-
Bach, que produz equagoes de campo semelhantes as equacoes
de Einstein. Esta é uma das possiveis gravitagoes modificadas,
que atualmente visam explicar efeitos geralmente atribuidos
a energia e matéria escura. Esta teoria possui alguns proble-
mas, sendo um deles que, no limite de campo fraco, o fato de
nao recair na gravitagdo Newtoniana diretamente. Porém, a
métrica de Schwarzschild é solucdo exata desta equagdo na
regiao T = 0.

Nos capitulos seguintes, obtivemos as transformacgoes con-
formes das equagoes de campo espinorial 0, 1/2 e 1. Para
campos com massa nula, mostramos que a invaridncia con-
forme é automatica, quando estas equagoes estao escritas no
espaco de Weyl. Porém, para campos massivos, o termo de
massa, aparentemente, causa a quebra da invaridncia, exceto
se relaxarmos a exigéncia de que as massas de repouso per-
manecam constantes. Quando se permite a transformacao
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m — Q7 'm, as equacoes de campo para spin 0, 1/2 e 1 se
tornam invariantes. As equacoes de Proca no espaco de Weyl
sao escritas como,

V, 6" = —m?*BY, (6.1)

onde o lado esquerdo da equacdo é invariante por transfor-
macoes conformes. Se exigimos a transformacao das massas,
o lado direito da equagao também terd peso conforme zero,
preservando portanto a invaridncia conforme. Também verifi-
camos que, do espaco-tempo de Minkoswki para o espaco de
Weyl, a condicao de gauge de Lorentz se transforma,

oB*=0 = V,B'=0, (6.2)

resultado que segue imediatamente tomando a derivada de
Weyl de ambos os membros da equagao (6.1). Assim, a con-
digdo de Lorentz decorre das equagdes de movimento, assim
como no espaco-tempo de Minkowski. Ou seja, a condicdo é
covariante sob Weyl, porém, depende agora do fator conforme,
o que dificulta a introducio de interacao via o principio de
gauge, conforme Bhabha|8] j& apontava. O problema estd nos
graus de liberdade fisicos, que devem desacoplar para reconhe-
cermos os modos transversais e longitudinais do campo, seja
sem massa ou o de Proca, que comparecem nas interagoes
eletro-fracas.

Como perspectiva futura, acreditamos ser possivel esten-
der do Modelo Padrao da fisica de particulas e suas interacoes
fundamentais, a fim de incluir a simetria conforme como um
grupo de simetria ampliado. Pawlowski e Raczka[17], propu-
seram, em 1994, essa extensao, de modo que o Modelo Padrao
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teria simetria SU(3) x SU(2)r x U(1) x C, onde C' é o grupo
conforme local. Trabalhos nesse sentido aparentam ser pro-
missores, visando obter uma teoria de grande unificacio, onde
efeitos gravitacionais possam ser naturalmente incorporados
via principio de equivaléncia local.



Apéndice A

Deducoes envolvendo
as variacoes

Neste trabalho usaremos em dois momentos a variagdo da
acao para encontrar equacoes de movimento. Para nao satu-
rarmos o texto com célculos em demasia, faremos a variacao
do tensor métrico e dos tensores de curvatura neste apéndice.

Al dg" — g e 6\/—g

No texto usaremos algumas vezes propriedades do tensor
métrico, seu determinante e sua inversa, razao pela qual é
importante ter as ferramentas apropriadas para os calculos.
Precisamos inicialmente encontrar como a variagdo do tensor
métrico se relaciona com seu inverso. Sabendo que

9" Gua = 55-
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Calculamos a variacdo da equagao acima, encontrando a re-
lacao

8(9")gva = —g"*0(gua)-

Isolando o tensor métrico ou a inversa obtemos as expressoes

59uu = —guaguﬁégaﬁ7
5" = —g"* 9" 6gap,

Para facilitar a notacdo ao apresentarmos os calculos po-
demos escrever a variacao infinitesimal 6g,, = hy,. Efetu-
ando esta substituicdo percebemos que ganhamos um sinal
negativo quando levantamos ou abaixamos os indices de h,,

09" = —g""""0gap  — P =—g""g"Phag. (A1)

A proxima dedugao néo é utilizada apenas para a variagao
da ac¢do, mas também para calcularmos contracoées dos sim-
bolos de Christoffel. Vamos demonstrar que a contracao do
indice superior com o inferior do simbolo de Christoffel pode
ser escrita em termos do determinante do tensor métrico,

1
Iy = ig'uyaocg/u/

= 0o In/—g. (A.2)

Dada uma matriz G, temos In(det G) = Tr(ln G) como
uma, propriedade conhecida. Diferenciando,
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1 _
maa(det G) = TI‘(G 1aaG>.
Sendo G a matriz do tensor métrico g,,,,, podemos reescreveé-
la em forma de componentes

9 v
Cod =g" aag;w-

Assim, fica demonstrada a expressao (A.2),

daIng = ¢" 00y - (A.3)

A variagao do determinante do tensor métrico 6,/—g apa-
rece em toda as a¢Oes para o campo gravitacional que estuda-
remos neste trabalho e, portanto, é conveniente ter os cédlculo
em maos. Aproveitando a equacado acima e substituindo a
derivada pela variacao, temos

09 = 99" 0g -

Mediante célculos simples, chegamos a

-1 99
2 /=g
—199"ogm
N
1 vV
= 5\/jggu 59#1/' (A4)

N
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A.2 IR

Para deduzirmos tanto as equagoes de Einstein (2.33) quanto
a equagao de Bach (2.54) é necessario calcular a variagdo do
tensor de Riemann e contrai-lo parar obtermos a variagao do
tensor e o escalar de Ricci'. O tensor de Riemann (2.26) de-
pende do simbolo de Christoffel (2.23). A varia¢do do simbolo
de Christoffel pode ser derivada utilizando a equagao (A.1),

1
T, = —hT gy + §9ad (Ovhdc + Ochap — Oghue) -

A equacao acima pode ser reescrita em termos de deriva-
das covariantes,

1
oL, = §9ad (Vohae + Vehay — Vahye) - (A.5)

A variagdo do tensor de Riemann é escrita em termos dos
simbolos de Christoffel,

(ngcd - (905ng - 8[15ng
+orery, +Ieoly,
_5Pge Zc - geérgc' (A6)

Podemos rearranjar os termos da equagao acima de forma
a serem escritos como derivadas covariantes,

!Nesta secio do apéndice usaremos a notagio do livro de Wald([34],
onde os indices latinos representam uma formulagdo independente da
base.
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6Rgcd ZVC(SF‘gd - (C A d d)

1
:igae (VvahEd + chdhfeb - chehbd) - (C < d)

1
=5 (VeVohiy + VeVahi = VeV*hpa) — (¢ ¢ d).

Para o tensor de Ricci, basta fazer a = ¢ na equagao
acima:

1
5Rbd = 5 (vavbh(é + vanhg - VaV“hbd)
1
—5 (Vdvbhg + Vdvah,‘} — Vdvahba)

= VaVht) = 5 (V2hoa+ VaVihi) . (A7)

1
2

Sabendo que R = ¢® Ry, temos

R = 6¢™ Ry + g®°6 Ryp
= —h® Ry, + V,Vph® — V2h (A.8)

Para chegarmos as equacoes de Einstein, § R fica simpli-
ficado, pois os termos com derivada covariante sdo termos
de superficie e se anulam. No caso da equacdo de Bach, o
calculo é um pouco mais trabalhoso ja que aparecem termos
quadraticos no tensor e no escalar de Ricci.
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Densidade Tensorial

Sabemos que dada uma transformacdo de coordenadas, o
tensor métrico se transforma como

G (7)) = 8,020, 3° gop ().

Aplicando o determinante na equacao acima, ficamos com

Ox |

I |
I = ar|

Para o caso em que a transformacio se d4 de um tensor
métrico qualquer para o tensor métrico de Minkowski g, —
Nuv, cujo determinante é det(,,) = —1. A expressdo acima
pode ser reescrita como,

ox

VI (g
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Escrevendo o tensor métrico em termos do Jacobiano, g,, =
(JTJ),“,, temos,
g =det(JTJ). (B.1)

Deste modo, podemos definir uma. densidade tensorial
como uma generalizagdo do conceito de tensor. Dado um
tensor A, a densidade tensorial correspondente, 2, é dada por
este tensor multiplicado pelo determinante do Jacobiano com
um peso w, ou, em termos do tensor métrico,

A= (v=g)"4.

B.1 Derivada covariante de uma densi-
dade tensorial

A derivada covariante no espaco de Weyl de uma densidade
tensorial é definida de maneira diferente. Como temos ?Mg #*
0, precisamos estudar o modo como isso a afeta @H.A.

Para calcularmos @Mg, usa-se a equagao (A.3), substi-
tuindo a derivada parcial pela derivada covariante do espaco

de Weyl,
voz lng = gMV@ang'

Calculando o lado direito da equacao, temos

\V4 _
;g = g/wvag,uu
= QW <8aguu - g)\uféu - gukféy)
_ %9 o5 (B.2)

9
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Portanto, podemos escrever a derivada covariante de g como

Vg = 0ag — 29T . (B.3)
Dada uma densidade tensorial contravariante A com
peso w, a derivada covariante desta é obtida com

?5.«40‘ = (?5\/ —g A%+ /=g ?5140‘
W w_ = o «o o
= _gg 2L (VﬁQ) A% +/—g (0gA“ + FBAAA)

w w_ — w —
= —gg 27 lg (659 - QQFQ) +v/—g 0gA~ + FgAAA
= A”@B\/—gw - on‘l_“g +/—g 0gA“ + f‘g)\A)\
= OpA” + A, — wATp. (B.4)

Podemos notar que no espago de Riemann a derivada covari-
ante de A é

VA% = 9,A% +T%, A,

isto ¢ devido a V,g = 0.

O mesmo procedimento pode ser utilizado para calcular as
componentes covariantes e também é similar ao procedimento
para calcular uma densidade escalar,

Vel = 9, A" + AT, — wA'T, (B.5)
Vidy = 94, — A9, —wA T, (B.6)
VoA = 9,A—wAT, (B.7)



Apéndice C

Transformacao
Conforme dos Tensores
de Curvatura

No capitulo 2 definimos a TC, como vimos, esta transfor-
magao gera um fator de escala no tensor métrico, como con-
sequéncia, todos os tensores de curvatura siao alterados.

Os célculos da TC dos tensores de curvatura sao sim-
ples, porém muito trabalhosos. Uma maneira mais simples de
fazé-los é utilizando o Mathematica. Mais especificamente o
pacote xTensor que estd incluido no pacote do Mathe-
matica. Para obter o notebook basta clicar no icone abaixo.
E necessdrio ter o Mathematica instalado para abri-lo e o
pacote xTensor para fazer os calculos. O notebook em questao
foi compilado no Mathematica 11.
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   3.690310950001176*^9, 3.690546599175817*^9, {3.690548633048513*^9, 

   3.690548648442732*^9}, 3.690638514430457*^9, {3.7023742322104435`*^9, 

   3.702374233340603*^9}, 3.7023744101222353`*^9, {3.702376730855749*^9, 

   3.7023767317039385`*^9}, {3.702377166282855*^9, 3.7023771828635826`*^9}, 

   3.7023848325290165`*^9, 3.7023897760804424`*^9, {3.702390557375224*^9, 

   3.702390565955547*^9}, {3.7023910877444696`*^9, 3.7023910885685964`*^9}, 

   3.702391162430913*^9, {3.702391302622727*^9, 3.702391303455944*^9}, 

   3.7023913492243476`*^9, 3.7023913964390154`*^9, {3.702392647736*^9, 

   3.7023926486419086`*^9}, 3.702392803374855*^9, {3.7023985424722652`*^9, 

   3.7023985445397635`*^9}, 3.702398590705043*^9, 3.7023986431657734`*^9, {

   3.7025602870306015`*^9, 3.702560288223895*^9}, 3.7025604804399357`*^9, 

   3.7025608547209787`*^9, 3.7025879192602367`*^9, 3.702592387986244*^9}]

}, Open  ]]

}, Open  ]],



Cell["Os seguintes comandos s\[ATilde]o apenas est\[EAcute]ticos:", "Text",

 CellChangeTimes->{{3.70258689919973*^9, 3.7025869214632416`*^9}}],



Cell[BoxData[{

 RowBox[{

  RowBox[{"$PrePrint", "=", "ScreenDollarIndices"}], 

  ";"}], "\[IndentingNewLine]", 

 RowBox[{

  RowBox[{"Off", "[", 

   RowBox[{"ToCanonical", "::", "\"\<cmods\>\""}], "]"}], ";"}]}], "Input",

 CellChangeTimes->{{3.498849580253584*^9, 3.498849592523286*^9}, {

  3.498849636189783*^9, 3.4988496413290772`*^9}, {3.4988629867625523`*^9, 

  3.498862990134745*^9}, {3.499017775594507*^9, 3.4990177767175713`*^9}}],



Cell[TextData[{

 "Definimos a variedade M com 4 dimens\[OTilde]es e tensor m\[EAcute]trico \

g[-a,-b], que apresenta tr\[EHat]s dimens\[OTilde]es espaciais e uma \

temporal. Dois tensores tamb\[EAcute]m s\[ATilde]o definidos, um escalar \

\[CapitalOmega] e um vetor ",

 Cell[BoxData[

  InterpretationBox[

   StyleBox[GridBox[{

      {"s", 

       StyleBox[GridBox[{

          {"a"},

          {" "}

         },

         GridBoxSpacings->{"Columns" -> {

             Offset[0.], {

              Offset[0.034999999999999996`]}, 

             Offset[0.]}, "ColumnsIndexed" -> {}, "Rows" -> {{

              Offset[0.]}}, "RowsIndexed" -> {}}],

        FontSize->Rational[39, 4]]}

     },

     GridBoxAlignment->{

      "Columns" -> {{Center}}, "ColumnsIndexed" -> {}, "Rows" -> {{Center}}, 

       "RowsIndexed" -> {}},

     GridBoxSpacings->{"Columns" -> {

         Offset[0.27999999999999997`], {

          Offset[0.034999999999999996`]}, 

         Offset[0.27999999999999997`]}, "ColumnsIndexed" -> {}, "Rows" -> {

         Offset[0.2], {

          Offset[0.4]}, 

         Offset[0.2]}, "RowsIndexed" -> {}}],

    ShowAutoStyles->False,

    AutoSpacing->False],

   $CellContext`s[$CellContext`a],

   Editable->False]],

  CellChangeTimes->{{3.565815811544876*^9, 3.565815826055706*^9}, 

    3.565815869409186*^9, 3.5658159821546345`*^9, 3.5658559537438107`*^9, 

    3.5659002187533774`*^9, 3.565945383937683*^9, 3.56696389493132*^9, 

    3.5670572186111917`*^9, 3.5712298624691167`*^9, 3.690546630127576*^9, {

    3.690547026501079*^9, 3.690547088055923*^9}, {3.6905486701518297`*^9, 

    3.6905486984362*^9}, {3.702374271320634*^9, 3.702374290126281*^9}, 

    3.702374982230167*^9, 3.702377183790047*^9, 3.702389782805848*^9, 

    3.702390617010187*^9, 3.702391093160755*^9, 3.7023911257881517`*^9, {

    3.7023911995277643`*^9, 3.7023912109649487`*^9}, 3.702391313158654*^9, {

    3.7023913584095535`*^9, 3.7023913627652626`*^9}, 3.7023914058447533`*^9, {

    3.702392626662154*^9, 3.7023926662939897`*^9}, 3.7023928302405124`*^9, 

    3.702392929497921*^9, 3.7023982901059704`*^9, {3.702398550154696*^9, 

    3.702398574166058*^9}, 3.702398610821065*^9, 3.7023986491145973`*^9, 

    3.702560296840581*^9, 3.7025605074985423`*^9, {3.7025608555377426`*^9, 

    3.702560868243901*^9}}],

 "."

}], "Text",

 CellChangeTimes->{{3.7025869274842176`*^9, 3.702586977763008*^9}, {

  3.702587034878701*^9, 3.702587095031315*^9}, {3.7025871496572027`*^9, 

  3.702587425584583*^9}}],



Cell[CellGroupData[{



Cell[BoxData[{

 RowBox[{

  RowBox[{"DefManifold", "[", 

   RowBox[{"M", ",", "4", ",", 

    RowBox[{"{", 

     RowBox[{"a", ",", "b", ",", "c", ",", "d", ",", "e", ",", "f"}], "}"}]}],

    "]"}], ";"}], "\[IndentingNewLine]", 

 RowBox[{

  RowBox[{"DefMetric", "[", 

   RowBox[{

    RowBox[{"{", 

     RowBox[{"3", ",", "1", ",", "0"}], "}"}], ",", 

    RowBox[{"g", "[", 

     RowBox[{

      RowBox[{"-", "a"}], ",", 

      RowBox[{"-", "b"}]}], "]"}], ",", "Cd"}], "]"}], 

  ";"}], "\[IndentingNewLine]", 

 RowBox[{

  RowBox[{"DefTensor", "[", 

   RowBox[{

    RowBox[{"\[CapitalOmega]", "[", "]"}], ",", "M"}], "]"}], 

  ";"}], "\[IndentingNewLine]", 

 RowBox[{

  RowBox[{"DefTensor", "[", 

   RowBox[{

    RowBox[{"s", "[", 

     RowBox[{"-", "a"}], "]"}], ",", " ", "M"}], "]"}], ";"}]}], "Input",

 CellChangeTimes->{{3.4988488582912903`*^9, 3.498848904183915*^9}, {

   3.4988490325372562`*^9, 3.4988490673862495`*^9}, {3.498849104783388*^9, 

   3.4988491049573984`*^9}, 3.4988491371752415`*^9, {3.498851340162245*^9, 

   3.4988513434284315`*^9}, {3.4998721657065053`*^9, 3.499872174900031*^9}, {

   3.4998723019923005`*^9, 3.4998723143720083`*^9}, {3.4998724729110765`*^9, 

   3.4998724774723372`*^9}, {3.5361429339174547`*^9, 3.5361429340754633`*^9}, 

   3.536145891631626*^9, {3.536145977558541*^9, 3.536145981463764*^9}, {

   3.536146598591062*^9, 3.53614659890508*^9}, {3.536146729608556*^9, 

   3.5361467297145615`*^9}, {3.5361468550427303`*^9, 3.536146855143736*^9}, {

   3.5361468923848658`*^9, 3.53614689367894*^9}, 3.5361650723226986`*^9, {

   3.536165131709096*^9, 3.5361651380234566`*^9}, {3.5658213299615116`*^9, 

   3.5658213381399794`*^9}, {3.565900359502576*^9, 3.565900361142578*^9}, {

   3.566970008432639*^9, 3.566970011692644*^9}, {3.576586232639002*^9, 

   3.576586246150775*^9}, {3.690548652948254*^9, 3.6905486533822813`*^9}, {

   3.701714476054226*^9, 3.701714513252399*^9}, {3.701714823406259*^9, 

   3.701714840681492*^9}, {3.70237656895721*^9, 3.702376588448125*^9}, {

   3.702376622608309*^9, 3.7023766274544044`*^9}}],



Cell[CellGroupData[{



Cell[BoxData[

 InterpretationBox[

  RowBox[{"\<\"** \"\>", "\[InvisibleSpace]", "DefManifold", 

   "\[InvisibleSpace]", "\<\": Defining \"\>", 

   "\[InvisibleSpace]", "\<\"manifold \"\>", "\[InvisibleSpace]", "M", 

   "\[InvisibleSpace]", "\<\". \"\>", "\[InvisibleSpace]", "\<\"\"\>"}],

  SequenceForm[

  "** ", xAct`xTensor`DefManifold, ": Defining ", "manifold ", $CellContext`M,

    ". ", ""],

  Editable->False]], "Print",

 CellChangeTimes->{3.7023985956837826`*^9, 3.702398643559822*^9, 

  3.7025602874302635`*^9, 3.702560489162662*^9, 3.702560855021247*^9, 

  3.7025892240443606`*^9, 3.702592388153572*^9}],



Cell[BoxData[

 InterpretationBox[

  RowBox[{"\<\"** \"\>", "\[InvisibleSpace]", "DefVBundle", 

   "\[InvisibleSpace]", "\<\": Defining \"\>", 

   "\[InvisibleSpace]", "\<\"vbundle \"\>", "\[InvisibleSpace]", "TangentM", 

   "\[InvisibleSpace]", "\<\". \"\>", "\[InvisibleSpace]", "\<\"\"\>"}],

  SequenceForm[

  "** ", xAct`xTensor`DefVBundle, ": Defining ", 

   "vbundle ", $CellContext`TangentM, ". ", ""],

  Editable->False]], "Print",

 CellChangeTimes->{3.7023985956837826`*^9, 3.702398643559822*^9, 

  3.7025602874302635`*^9, 3.702560489162662*^9, 3.702560855021247*^9, 

  3.7025892240443606`*^9, 3.702592388154576*^9}],



Cell[BoxData[

 InterpretationBox[

  RowBox[{"\<\"** \"\>", "\[InvisibleSpace]", "DefTensor", 

   "\[InvisibleSpace]", "\<\": Defining \"\>", 

   "\[InvisibleSpace]", "\<\"symmetric metric tensor \"\>", 

   "\[InvisibleSpace]", 

   RowBox[{"g", "[", 

    RowBox[{

     RowBox[{"-", "a"}], ",", 

     RowBox[{"-", "b"}]}], "]"}], "\[InvisibleSpace]", "\<\". \"\>", 

   "\[InvisibleSpace]", "\<\"\"\>"}],

  SequenceForm[

  "** ", xAct`xTensor`DefTensor, ": Defining ", "symmetric metric tensor ", 

   $CellContext`g[-$CellContext`a, -$CellContext`b], ". ", ""],

  Editable->False]], "Print",

 CellChangeTimes->{3.7023985956837826`*^9, 3.702398643559822*^9, 

  3.7025602874302635`*^9, 3.702560489162662*^9, 3.702560855021247*^9, 

  3.7025892240443606`*^9, 3.702592388154576*^9}],



Cell[BoxData[

 InterpretationBox[

  RowBox[{"\<\"** \"\>", "\[InvisibleSpace]", "DefTensor", 

   "\[InvisibleSpace]", "\<\": Defining \"\>", 

   "\[InvisibleSpace]", "\<\"antisymmetric tensor \"\>", "\[InvisibleSpace]", 

   RowBox[{"epsilong", "[", 

    RowBox[{

     RowBox[{"-", "a"}], ",", 

     RowBox[{"-", "b"}], ",", 

     RowBox[{"-", "c"}], ",", 

     RowBox[{"-", "d"}]}], "]"}], "\[InvisibleSpace]", "\<\". \"\>", 

   "\[InvisibleSpace]", "\<\"\"\>"}],

  SequenceForm[

  "** ", xAct`xTensor`DefTensor, ": Defining ", "antisymmetric tensor ", 

   $CellContext`epsilong[-$CellContext`a, -$CellContext`b, -$CellContext`c, \

-$CellContext`d], ". ", ""],

  Editable->False]], "Print",

 CellChangeTimes->{3.7023985956837826`*^9, 3.702398643559822*^9, 

  3.7025602874302635`*^9, 3.702560489162662*^9, 3.702560855021247*^9, 

  3.7025892240443606`*^9, 3.7025923881705575`*^9}],



Cell[BoxData[

 InterpretationBox[

  RowBox[{"\<\"** \"\>", "\[InvisibleSpace]", "DefTensor", 

   "\[InvisibleSpace]", "\<\": Defining \"\>", 

   "\[InvisibleSpace]", "\<\"tetrametric \"\>", "\[InvisibleSpace]", 

   RowBox[{"Tetrag", "[", 

    RowBox[{

     RowBox[{"-", "a"}], ",", 

     RowBox[{"-", "b"}], ",", 

     RowBox[{"-", "c"}], ",", 

     RowBox[{"-", "d"}]}], "]"}], "\[InvisibleSpace]", "\<\". \"\>", 

   "\[InvisibleSpace]", "\<\"\"\>"}],

  SequenceForm["** ", xAct`xTensor`DefTensor, ": Defining ", "tetrametric ", 

   $CellContext`Tetrag[-$CellContext`a, -$CellContext`b, -$CellContext`c, \

-$CellContext`d], ". ", ""],

  Editable->False]], "Print",

 CellChangeTimes->{3.7023985956837826`*^9, 3.702398643559822*^9, 

  3.7025602874302635`*^9, 3.702560489162662*^9, 3.702560855021247*^9, 

  3.7025892240443606`*^9, 3.7025923881705575`*^9}],



Cell[BoxData[

 InterpretationBox[

  RowBox[{"\<\"** \"\>", "\[InvisibleSpace]", "DefTensor", 

   "\[InvisibleSpace]", "\<\": Defining \"\>", 

   "\[InvisibleSpace]", "\<\"tetrametric \"\>", "\[InvisibleSpace]", 

   RowBox[{"Tetrag\[Dagger]", "[", 

    RowBox[{

     RowBox[{"-", "a"}], ",", 

     RowBox[{"-", "b"}], ",", 

     RowBox[{"-", "c"}], ",", 

     RowBox[{"-", "d"}]}], "]"}], "\[InvisibleSpace]", "\<\". \"\>", 

   "\[InvisibleSpace]", "\<\"\"\>"}],

  SequenceForm["** ", xAct`xTensor`DefTensor, ": Defining ", "tetrametric ", 

   $CellContext`Tetrag\[Dagger][-$CellContext`a, -$CellContext`b, \

-$CellContext`c, -$CellContext`d], ". ", ""],

  Editable->False]], "Print",

 CellChangeTimes->{3.7023985956837826`*^9, 3.702398643559822*^9, 

  3.7025602874302635`*^9, 3.702560489162662*^9, 3.702560855021247*^9, 

  3.7025892240443606`*^9, 3.7025923881705575`*^9}],



Cell[BoxData[

 InterpretationBox[

  RowBox[{"\<\"** \"\>", "\[InvisibleSpace]", "DefCovD", 

   "\[InvisibleSpace]", "\<\": Defining \"\>", 

   "\[InvisibleSpace]", "\<\"covariant derivative \"\>", "\[InvisibleSpace]", 

   RowBox[{"Cd", "[", 

    RowBox[{"-", "a"}], "]"}], "\[InvisibleSpace]", "\<\". \"\>", 

   "\[InvisibleSpace]", "\<\"\"\>"}],

  SequenceForm[

  "** ", xAct`xTensor`DefCovD, ": Defining ", "covariant derivative ", 

   $CellContext`Cd[-$CellContext`a], ". ", ""],

  Editable->False]], "Print",

 CellChangeTimes->{3.7023985956837826`*^9, 3.702398643559822*^9, 

  3.7025602874302635`*^9, 3.702560489162662*^9, 3.702560855021247*^9, 

  3.7025892240443606`*^9, 3.7025923881705575`*^9}],



Cell[BoxData[

 InterpretationBox[

  RowBox[{"\<\"** \"\>", "\[InvisibleSpace]", "DefTensor", 

   "\[InvisibleSpace]", "\<\": Defining \"\>", 

   "\[InvisibleSpace]", "\<\"vanishing torsion tensor \"\>", 

   "\[InvisibleSpace]", 

   RowBox[{"TorsionCd", "[", 

    RowBox[{"a", ",", 

     RowBox[{"-", "b"}], ",", 

     RowBox[{"-", "c"}]}], "]"}], "\[InvisibleSpace]", "\<\". \"\>", 

   "\[InvisibleSpace]", "\<\"\"\>"}],

  SequenceForm[

  "** ", xAct`xTensor`DefTensor, ": Defining ", "vanishing torsion tensor ", 

   $CellContext`TorsionCd[$CellContext`a, -$CellContext`b, -$CellContext`c], 

   ". ", ""],

  Editable->False]], "Print",

 CellChangeTimes->{3.7023985956837826`*^9, 3.702398643559822*^9, 

  3.7025602874302635`*^9, 3.702560489162662*^9, 3.702560855021247*^9, 

  3.7025892240443606`*^9, 3.702592388186203*^9}],



Cell[BoxData[

 InterpretationBox[

  RowBox[{"\<\"** \"\>", "\[InvisibleSpace]", "DefTensor", 

   "\[InvisibleSpace]", "\<\": Defining \"\>", 

   "\[InvisibleSpace]", "\<\"symmetric Christoffel tensor \"\>", 

   "\[InvisibleSpace]", 

   RowBox[{"ChristoffelCd", "[", 

    RowBox[{"a", ",", 

     RowBox[{"-", "b"}], ",", 

     RowBox[{"-", "c"}]}], "]"}], "\[InvisibleSpace]", "\<\". \"\>", 

   "\[InvisibleSpace]", "\<\"\"\>"}],

  SequenceForm[

  "** ", xAct`xTensor`DefTensor, ": Defining ", 

   "symmetric Christoffel tensor ", 

   $CellContext`ChristoffelCd[$CellContext`a, -$CellContext`b, \

-$CellContext`c], ". ", ""],

  Editable->False]], "Print",

 CellChangeTimes->{3.7023985956837826`*^9, 3.702398643559822*^9, 

  3.7025602874302635`*^9, 3.702560489162662*^9, 3.702560855021247*^9, 

  3.7025892240443606`*^9, 3.702592388186203*^9}],



Cell[BoxData[

 InterpretationBox[

  RowBox[{"\<\"** \"\>", "\[InvisibleSpace]", "DefTensor", 

   "\[InvisibleSpace]", "\<\": Defining \"\>", 

   "\[InvisibleSpace]", "\<\"Riemann tensor \"\>", "\[InvisibleSpace]", 

   RowBox[{"RiemannCd", "[", 

    RowBox[{

     RowBox[{"-", "a"}], ",", 

     RowBox[{"-", "b"}], ",", 

     RowBox[{"-", "c"}], ",", 

     RowBox[{"-", "d"}]}], "]"}], "\[InvisibleSpace]", "\<\". \"\>", 

   "\[InvisibleSpace]", "\<\"\"\>"}],

  SequenceForm[

  "** ", xAct`xTensor`DefTensor, ": Defining ", "Riemann tensor ", 

   $CellContext`RiemannCd[-$CellContext`a, -$CellContext`b, -$CellContext`c, \

-$CellContext`d], ". ", ""],

  Editable->False]], "Print",

 CellChangeTimes->{3.7023985956837826`*^9, 3.702398643559822*^9, 

  3.7025602874302635`*^9, 3.702560489162662*^9, 3.702560855021247*^9, 

  3.7025892240443606`*^9, 3.702592388186203*^9}],



Cell[BoxData[

 InterpretationBox[

  RowBox[{"\<\"** \"\>", "\[InvisibleSpace]", "DefTensor", 

   "\[InvisibleSpace]", "\<\": Defining \"\>", 

   "\[InvisibleSpace]", "\<\"symmetric Ricci tensor \"\>", 

   "\[InvisibleSpace]", 

   RowBox[{"RicciCd", "[", 

    RowBox[{

     RowBox[{"-", "a"}], ",", 

     RowBox[{"-", "b"}]}], "]"}], "\[InvisibleSpace]", "\<\". \"\>", 

   "\[InvisibleSpace]", "\<\"\"\>"}],

  SequenceForm[

  "** ", xAct`xTensor`DefTensor, ": Defining ", "symmetric Ricci tensor ", 

   $CellContext`RicciCd[-$CellContext`a, -$CellContext`b], ". ", ""],

  Editable->False]], "Print",

 CellChangeTimes->{3.7023985956837826`*^9, 3.702398643559822*^9, 

  3.7025602874302635`*^9, 3.702560489162662*^9, 3.702560855021247*^9, 

  3.7025892240443606`*^9, 3.702592388186203*^9}],



Cell[BoxData["\<\"** DefCovD:  Contractions of Riemann automatically replaced \

by Ricci.\"\>"], "Print",

 CellChangeTimes->{3.7023985956837826`*^9, 3.702398643559822*^9, 

  3.7025602874302635`*^9, 3.702560489162662*^9, 3.702560855021247*^9, 

  3.7025892240443606`*^9, 3.7025923882174373`*^9}],



Cell[BoxData[

 InterpretationBox[

  RowBox[{"\<\"** \"\>", "\[InvisibleSpace]", "DefTensor", 

   "\[InvisibleSpace]", "\<\": Defining \"\>", 

   "\[InvisibleSpace]", "\<\"Ricci scalar \"\>", "\[InvisibleSpace]", 

   RowBox[{"RicciScalarCd", "[", "]"}], "\[InvisibleSpace]", "\<\". \"\>", 

   "\[InvisibleSpace]", "\<\"\"\>"}],

  SequenceForm["** ", xAct`xTensor`DefTensor, ": Defining ", "Ricci scalar ", 

   $CellContext`RicciScalarCd[], ". ", ""],

  Editable->False]], "Print",

 CellChangeTimes->{3.7023985956837826`*^9, 3.702398643559822*^9, 

  3.7025602874302635`*^9, 3.702560489162662*^9, 3.702560855021247*^9, 

  3.7025892240443606`*^9, 3.7025923882174373`*^9}],



Cell[BoxData["\<\"** DefCovD:  Contractions of Ricci automatically replaced \

by RicciScalar.\"\>"], "Print",

 CellChangeTimes->{3.7023985956837826`*^9, 3.702398643559822*^9, 

  3.7025602874302635`*^9, 3.702560489162662*^9, 3.702560855021247*^9, 

  3.7025892240443606`*^9, 3.7025923882330627`*^9}],



Cell[BoxData[

 InterpretationBox[

  RowBox[{"\<\"** \"\>", "\[InvisibleSpace]", "DefTensor", 

   "\[InvisibleSpace]", "\<\": Defining \"\>", 

   "\[InvisibleSpace]", "\<\"symmetric Einstein tensor \"\>", 

   "\[InvisibleSpace]", 

   RowBox[{"EinsteinCd", "[", 

    RowBox[{

     RowBox[{"-", "a"}], ",", 

     RowBox[{"-", "b"}]}], "]"}], "\[InvisibleSpace]", "\<\". \"\>", 

   "\[InvisibleSpace]", "\<\"\"\>"}],

  SequenceForm[

  "** ", xAct`xTensor`DefTensor, ": Defining ", "symmetric Einstein tensor ", 

   $CellContext`EinsteinCd[-$CellContext`a, -$CellContext`b], ". ", ""],

  Editable->False]], "Print",

 CellChangeTimes->{3.7023985956837826`*^9, 3.702398643559822*^9, 

  3.7025602874302635`*^9, 3.702560489162662*^9, 3.702560855021247*^9, 

  3.7025892240443606`*^9, 3.7025923882511997`*^9}],



Cell[BoxData[

 InterpretationBox[

  RowBox[{"\<\"** \"\>", "\[InvisibleSpace]", "DefTensor", 

   "\[InvisibleSpace]", "\<\": Defining \"\>", 

   "\[InvisibleSpace]", "\<\"Weyl tensor \"\>", "\[InvisibleSpace]", 

   RowBox[{"WeylCd", "[", 

    RowBox[{

     RowBox[{"-", "a"}], ",", 

     RowBox[{"-", "b"}], ",", 

     RowBox[{"-", "c"}], ",", 

     RowBox[{"-", "d"}]}], "]"}], "\[InvisibleSpace]", "\<\". \"\>", 

   "\[InvisibleSpace]", "\<\"\"\>"}],

  SequenceForm["** ", xAct`xTensor`DefTensor, ": Defining ", "Weyl tensor ", 

   $CellContext`WeylCd[-$CellContext`a, -$CellContext`b, -$CellContext`c, \

-$CellContext`d], ". ", ""],

  Editable->False]], "Print",

 CellChangeTimes->{3.7023985956837826`*^9, 3.702398643559822*^9, 

  3.7025602874302635`*^9, 3.702560489162662*^9, 3.702560855021247*^9, 

  3.7025892240443606`*^9, 3.702592388270625*^9}],



Cell[BoxData[

 InterpretationBox[

  RowBox[{"\<\"** \"\>", "\[InvisibleSpace]", "DefTensor", 

   "\[InvisibleSpace]", "\<\": Defining \"\>", 

   "\[InvisibleSpace]", "\<\"symmetric TFRicci tensor \"\>", 

   "\[InvisibleSpace]", 

   RowBox[{"TFRicciCd", "[", 

    RowBox[{

     RowBox[{"-", "a"}], ",", 

     RowBox[{"-", "b"}]}], "]"}], "\[InvisibleSpace]", "\<\". \"\>", 

   "\[InvisibleSpace]", "\<\"\"\>"}],

  SequenceForm[

  "** ", xAct`xTensor`DefTensor, ": Defining ", "symmetric TFRicci tensor ", 

   $CellContext`TFRicciCd[-$CellContext`a, -$CellContext`b], ". ", ""],

  Editable->False]], "Print",

 CellChangeTimes->{3.7023985956837826`*^9, 3.702398643559822*^9, 

  3.7025602874302635`*^9, 3.702560489162662*^9, 3.702560855021247*^9, 

  3.7025892240443606`*^9, 3.702592388386566*^9}],



Cell[BoxData[

 InterpretationBox[

  RowBox[{"\<\"** \"\>", "\[InvisibleSpace]", "DefTensor", 

   "\[InvisibleSpace]", "\<\": Defining \"\>", 

   "\[InvisibleSpace]", "\<\"Kretschmann scalar \"\>", "\[InvisibleSpace]", 

   RowBox[{"KretschmannCd", "[", "]"}], "\[InvisibleSpace]", "\<\". \"\>", 

   "\[InvisibleSpace]", "\<\"\"\>"}],

  SequenceForm[

  "** ", xAct`xTensor`DefTensor, ": Defining ", "Kretschmann scalar ", 

   $CellContext`KretschmannCd[], ". ", ""],

  Editable->False]], "Print",

 CellChangeTimes->{3.7023985956837826`*^9, 3.702398643559822*^9, 

  3.7025602874302635`*^9, 3.702560489162662*^9, 3.702560855021247*^9, 

  3.7025892240443606`*^9, 3.702592388402193*^9}],



Cell[BoxData[

 InterpretationBox[

  RowBox[{"\<\"** DefCovD:  Computing RiemannToWeylRules for dim \"\>", 

   "\[InvisibleSpace]", "4"}],

  SequenceForm["** DefCovD:  Computing RiemannToWeylRules for dim ", 4],

  Editable->False]], "Print",

 CellChangeTimes->{3.7023985956837826`*^9, 3.702398643559822*^9, 

  3.7025602874302635`*^9, 3.702560489162662*^9, 3.702560855021247*^9, 

  3.7025892240443606`*^9, 3.702592388402193*^9}],



Cell[BoxData[

 InterpretationBox[

  RowBox[{"\<\"** DefCovD:  Computing RicciToTFRicci for dim \"\>", 

   "\[InvisibleSpace]", "4"}],

  SequenceForm["** DefCovD:  Computing RicciToTFRicci for dim ", 4],

  Editable->False]], "Print",

 CellChangeTimes->{3.7023985956837826`*^9, 3.702398643559822*^9, 

  3.7025602874302635`*^9, 3.702560489162662*^9, 3.702560855021247*^9, 

  3.7025892240443606`*^9, 3.7025923885337286`*^9}],



Cell[BoxData[

 InterpretationBox[

  RowBox[{"\<\"** DefCovD:  Computing RicciToEinsteinRules for dim \"\>", 

   "\[InvisibleSpace]", "4"}],

  SequenceForm["** DefCovD:  Computing RicciToEinsteinRules for dim ", 4],

  Editable->False]], "Print",

 CellChangeTimes->{3.7023985956837826`*^9, 3.702398643559822*^9, 

  3.7025602874302635`*^9, 3.702560489162662*^9, 3.702560855021247*^9, 

  3.7025892240443606`*^9, 3.7025923885553775`*^9}],



Cell[BoxData[

 InterpretationBox[

  RowBox[{"\<\"** \"\>", "\[InvisibleSpace]", "DefTensor", 

   "\[InvisibleSpace]", "\<\": Defining \"\>", 

   "\[InvisibleSpace]", "\<\"weight +2 density \"\>", "\[InvisibleSpace]", 

   RowBox[{"Detg", "[", "]"}], "\[InvisibleSpace]", "\<\". \"\>", 

   "\[InvisibleSpace]", "\<\"Determinant.\"\>"}],

  SequenceForm[

  "** ", xAct`xTensor`DefTensor, ": Defining ", "weight +2 density ", 

   $CellContext`Detg[], ". ", "Determinant."],

  Editable->False]], "Print",

 CellChangeTimes->{3.7023985956837826`*^9, 3.702398643559822*^9, 

  3.7025602874302635`*^9, 3.702560489162662*^9, 3.702560855021247*^9, 

  3.7025892240443606`*^9, 3.7025923885710163`*^9}],



Cell[BoxData[

 InterpretationBox[

  RowBox[{"\<\"** \"\>", "\[InvisibleSpace]", "DefTensor", 

   "\[InvisibleSpace]", "\<\": Defining \"\>", 

   "\[InvisibleSpace]", "\<\"tensor \"\>", "\[InvisibleSpace]", 

   RowBox[{"\[CapitalOmega]", "[", "]"}], "\[InvisibleSpace]", "\<\". \"\>", 

   "\[InvisibleSpace]", "\<\"\"\>"}],

  SequenceForm["** ", xAct`xTensor`DefTensor, ": Defining ", "tensor ", 

   $CellContext`\[CapitalOmega][], ". ", ""],

  Editable->False]], "Print",

 CellChangeTimes->{3.7023985956837826`*^9, 3.702398643559822*^9, 

  3.7025602874302635`*^9, 3.702560489162662*^9, 3.702560855021247*^9, 

  3.7025892240443606`*^9, 3.7025923885710163`*^9}],



Cell[BoxData[

 InterpretationBox[

  RowBox[{"\<\"** \"\>", "\[InvisibleSpace]", "DefTensor", 

   "\[InvisibleSpace]", "\<\": Defining \"\>", 

   "\[InvisibleSpace]", "\<\"tensor \"\>", "\[InvisibleSpace]", 

   RowBox[{"s", "[", 

    RowBox[{"-", "a"}], "]"}], "\[InvisibleSpace]", "\<\". \"\>", 

   "\[InvisibleSpace]", "\<\"\"\>"}],

  SequenceForm["** ", xAct`xTensor`DefTensor, ": Defining ", "tensor ", 

   $CellContext`s[-$CellContext`a], ". ", ""],

  Editable->False]], "Print",

 CellChangeTimes->{3.7023985956837826`*^9, 3.702398643559822*^9, 

  3.7025602874302635`*^9, 3.702560489162662*^9, 3.702560855021247*^9, 

  3.7025892240443606`*^9, 3.7025923885710163`*^9}]

}, Open  ]]

}, Open  ]],



Cell["\<\

O comando Abrir quando aplicado em um tensor de curvatura o reescreve como \

uma fun\[CCedilla]\[ATilde]o expl\[IAcute]cita do tensor m\[EAcute]trico. \

\[CapitalEAcute] necess\[AAcute]rio aplicar este comando antes de fazermos a \

transforma\[CCedilla]\[ATilde]o conforme. Simpli\

\>", "Text",

 CellChangeTimes->{{3.7025874987984123`*^9, 3.702587592725709*^9}, {

  3.702587627287734*^9, 3.7025877821512976`*^9}}],



Cell[BoxData[

 RowBox[{

  RowBox[{

   RowBox[{"Abrir", "[", "x_", "]"}], ":=", 

   RowBox[{"ChristoffelToGradMetric", "[", 

    RowBox[{"RiemannToChristoffel", "[", "x", "]"}], "]"}]}], ";"}]], "Input",

 CellChangeTimes->{{3.565814483812978*^9, 3.565814535195917*^9}, {

   3.565814567739778*^9, 3.5658146485714016`*^9}, {3.5658147464349985`*^9, 

   3.5658147551955*^9}, {3.565826209113583*^9, 3.565826212169758*^9}, {

   3.567057211620182*^9, 3.567057212420183*^9}, {3.702376800412859*^9, 

   3.7023768030364747`*^9}, {3.7023768878797445`*^9, 

   3.7023768885819893`*^9}, {3.7023791235510206`*^9, 3.70237913552849*^9}, {

   3.702379242786561*^9, 3.70237924692026*^9}, {3.7023864158943124`*^9, 

   3.7023864253063354`*^9}, {3.702391077979535*^9, 3.702391081475484*^9}, 

   3.702393019018981*^9}],



Cell["\<\

Simplificar atua contraindo o tensor m\[EAcute]trico quando poss\[IAcute]vel, \

substituindo derivada parcial pela derivada covariante (e s\[IAcute]mbolo de \

Christofell), expande a express\[ATilde]o, etc. Faz o necess\[AAcute]rio para \

simplificar a express\[ATilde]o at\[EAcute] chegar na forma desejada. O \

comando DerivContr permite que haja derivada covariante com \[IAcute]ndice \

contravariante.\

\>", "Text",

 CellChangeTimes->{{3.7025878405852337`*^9, 3.702587909387802*^9}, {

  3.7025880239446764`*^9, 3.702588169256734*^9}, {3.7025896956456666`*^9, 

  3.702589707533377*^9}, {3.7025898374270115`*^9, 3.702589837843113*^9}}],



Cell[BoxData[{

 RowBox[{

  RowBox[{"Simplificar", "[", "x_", "]"}], ":=", 

  RowBox[{

   RowBox[{

    RowBox[{

     RowBox[{

      RowBox[{"x", "//", "Expand"}], "//", 

      RowBox[{"(", 

       RowBox[{

        RowBox[{"ChangeCovD", "[", 

         RowBox[{"#", ",", "PD", ",", "Cd"}], "]"}], "&"}], ")"}]}], "//", 

     "Abrir"}], "//", "ContractMetric"}], "//", 

   "Simplification"}]}], "\[IndentingNewLine]", 

 RowBox[{

  RowBox[{"DerivContr", "[", "x_", "]"}], ":=", 

  RowBox[{

   RowBox[{"x", "//", 

    RowBox[{"(", 

     RowBox[{

      RowBox[{"ContractMetric", "[", 

       RowBox[{"#", ",", "g", ",", 

        RowBox[{"AllowUpperDerivatives", "\[Rule]", "True"}]}], "]"}], "&"}], 

     ")"}]}], "//", "Simplification"}]}]}], "Input",

 CellChangeTimes->{{3.565814953080775*^9, 3.565814955000885*^9}, {

   3.565815011504116*^9, 3.565815038897683*^9}, {3.5658150905286365`*^9, 

   3.5658151099927497`*^9}, {3.5658154030795135`*^9, 

   3.5658154329102197`*^9}, {3.565860354681135*^9, 3.56586038653518*^9}, {

   3.565860453296274*^9, 3.565860458046281*^9}, {3.565860488471324*^9, 

   3.565860504794347*^9}, {3.56590056889587*^9, 3.565900572931876*^9}, {

   3.565900658171996*^9, 3.565900680935028*^9}, {3.5659007337581024`*^9, 

   3.565900749970125*^9}, {3.5669706059174805`*^9, 3.5669706215195026`*^9}, {

   3.7023767436136723`*^9, 3.70237674468538*^9}, {3.7023768111296577`*^9, 

   3.702376815793788*^9}, {3.7023768938961415`*^9, 3.7023768944244576`*^9}, 

   3.7023905376089354`*^9, 3.7023915965248547`*^9, 3.702393019034522*^9}]

}, Open  ]],



Cell[CellGroupData[{



Cell["Transforma\[CCedilla]\[ATilde]o Conforme", "Section",

 CellChangeTimes->{{3.499092413803194*^9, 3.499092421723205*^9}, {

  3.499865776475062*^9, 3.499865777353112*^9}, {3.7023745590419784`*^9, 

  3.7023745614439125`*^9}, {3.7025881999305544`*^9, 3.702588205079437*^9}}],



Cell[TextData[{

 "O comando TC atua como um regra que transforma o tensor m\[EAcute]trico de ",

 Cell[BoxData[

  FormBox[

   RowBox[{

    SubscriptBox["g", "ab"], "\[Rule]", " ", 

    RowBox[{

     SuperscriptBox["\[CapitalOmega]", "2"], 

     SubscriptBox["g", "ab"]}]}], TraditionalForm]],

  FormatType->"TraditionalForm"],

 " e para as componentes contravariantes ",

 Cell[BoxData[

  FormBox[

   RowBox[{

    SuperscriptBox["g", "ab"], "\[Rule]", " ", 

    RowBox[{

     SuperscriptBox["\[CapitalOmega]", 

      RowBox[{"-", "2"}]], 

     SuperscriptBox["g", "ab"]}]}], TraditionalForm]],

  FormatType->"TraditionalForm"]

}], "Text",

 CellChangeTimes->{{3.702588245163416*^9, 3.7025884281436863`*^9}}],



Cell[BoxData[

 RowBox[{

  RowBox[{"TC", "=", 

   RowBox[{

    RowBox[{"#", "/.", 

     RowBox[{"{", "\[IndentingNewLine]", 

      RowBox[{

       RowBox[{"IndexRule", "[", 

        RowBox[{

         RowBox[{"g", "[", 

          RowBox[{

           RowBox[{"a_", "?", "UpIndexQ"}], ",", 

           RowBox[{"b_", "?", "UpIndexQ"}]}], "]"}], ",", 

         RowBox[{

          RowBox[{

           RowBox[{"\[CapitalOmega]", "[", "]"}], "^", 

           RowBox[{"(", 

            RowBox[{"-", "2"}], ")"}]}], " ", 

          RowBox[{"g", "[", 

           RowBox[{"a", ",", "b"}], "]"}]}]}], "]"}], ",", 

       "\[IndentingNewLine]", 

       RowBox[{"IndexRule", "[", 

        RowBox[{

         RowBox[{"g", "[", 

          RowBox[{

           RowBox[{"a_", "?", "DownIndexQ"}], ",", 

           RowBox[{"b_", "?", "DownIndexQ"}]}], "]"}], ",", 

         RowBox[{

          RowBox[{

           RowBox[{"\[CapitalOmega]", "[", "]"}], "^", 

           RowBox[{"(", "2", ")"}]}], " ", 

          RowBox[{"g", "[", 

           RowBox[{"a", ",", "b"}], "]"}]}]}], "]"}]}], "\[IndentingNewLine]",

       "}"}]}], "&"}]}], ";"}]], "Input",

 CellChangeTimes->{{3.5658147680112333`*^9, 3.5658147735295486`*^9}, 

   3.7023982113782387`*^9}],



Cell[TextData[{

 "S aplica uma regra sob a derivada covariante do fator de escala \

\[CapitalOmega] onde ",

 Cell[BoxData[

  FormBox[

   RowBox[{

    RowBox[{

     SubscriptBox["\[Del]", "a"], "\[CapitalOmega]"}], "\[Rule]", " ", 

    SubscriptBox["\[CapitalOmega]s", "a"]}], TraditionalForm]],

  FormatType->"TraditionalForm"],

 ", isso \[EAcute] equivalente \[AGrave] dizer que ",

 Cell[BoxData[

  FormBox[

   RowBox[{

    SubscriptBox["s", "a"], "=", 

    RowBox[{

     SubscriptBox["\[Del]", "a"], "ln\[CapitalOmega]"}]}], TraditionalForm]],

  FormatType->"TraditionalForm"],

 ". Esta substitui\[CCedilla]\[ATilde]o \[EAcute] apenas est\[EAcute]tica, \

permite que as equa\[CCedilla]\[OTilde]es fiquem mais simples."

}], "Text",

 CellChangeTimes->{{3.7025884554518147`*^9, 3.7025885039935083`*^9}, {

  3.7025885360158873`*^9, 3.7025885673814564`*^9}, {3.702588609426087*^9, 

  3.7025888294685736`*^9}}],



Cell[BoxData[

 RowBox[{

  RowBox[{"S", "=", 

   RowBox[{

    RowBox[{"#", "/.", 

     RowBox[{"{", "\[IndentingNewLine]", 

      RowBox[{

       RowBox[{"IndexRule", "[", 

        RowBox[{

         RowBox[{

          RowBox[{"Cd", "[", 

           RowBox[{"a_", "?", "UpIndexQ"}], "]"}], "[", 

          RowBox[{"\[CapitalOmega]", "[", "]"}], "]"}], ",", 

         RowBox[{

          RowBox[{"\[CapitalOmega]", "[", "]"}], 

          RowBox[{"s", "[", "a", "]"}]}]}], "]"}], ",", "\[IndentingNewLine]", 

       RowBox[{"IndexRule", "[", 

        RowBox[{

         RowBox[{

          RowBox[{"Cd", "[", 

           RowBox[{"a_", "?", "DownIndexQ"}], "]"}], "[", 

          RowBox[{"\[CapitalOmega]", "[", "]"}], "]"}], ",", 

         RowBox[{

          RowBox[{"\[CapitalOmega]", "[", "]"}], 

          RowBox[{"s", "[", "a", "]"}]}]}], "]"}]}], "\[IndentingNewLine]", 

      "}"}]}], "&"}]}], ";"}]], "Input",

 CellChangeTimes->{{3.690546755432468*^9, 3.690546762753366*^9}, {

  3.690546861717175*^9, 3.69054690375488*^9}, {3.6905469345159492`*^9, 

  3.6905470110726757`*^9}, {3.7023742849630437`*^9, 3.702374286246959*^9}, {

  3.702376650675806*^9, 3.7023766511262736`*^9}, {3.7023980253248405`*^9, 

  3.70239805619934*^9}}],



Cell["\<\

Abracadabra \[EAcute] um comando que devolve a diferen\[CCedilla]a entre o \

tensor conformemente transformado e o original, com todas as simplifica\

\[CCedilla]\[OTilde]es j\[AAcute] aplicadas.\

\>", "Text",

 CellChangeTimes->{{3.7025900583097086`*^9, 3.7025902016046963`*^9}, {

  3.7025902678798933`*^9, 3.702590289733697*^9}}],



Cell[BoxData[

 RowBox[{

  RowBox[{"Abracadabra", "[", "x_", "]"}], ":=", 

  RowBox[{

   RowBox[{

    RowBox[{

     RowBox[{

      RowBox[{

       RowBox[{

        RowBox[{

         RowBox[{

          RowBox[{"TC", "[", 

           RowBox[{"Abrir", "[", "x", "]"}], "]"}], "-", 

          RowBox[{"Abrir", "[", "x", "]"}]}], "//", "Simplificar"}], "//", 

        "Simplificar"}], "//", "DerivContr"}], "//", "S"}], "//", 

     "Simplificar"}], "//", "S"}], "//", "Simplificar"}]}]], "Input",

 CellChangeTimes->{{3.565815355330782*^9, 3.5658153963181267`*^9}, {

   3.5658155610365477`*^9, 3.5658156232851086`*^9}, {3.69054664039719*^9, 

   3.690546641868836*^9}, {3.7023769167851973`*^9, 3.702376920945816*^9}, {

   3.702377056769213*^9, 3.70237706284984*^9}, {3.702390537627485*^9, 

   3.7023905376290197`*^9}, {3.7023914743102827`*^9, 3.702391476352982*^9}, 

   3.7023915136781144`*^9, {3.7023930190054455`*^9, 3.702393019007451*^9}, 

   3.702398221341446*^9, {3.7025894463737125`*^9, 3.702589468417296*^9}, 

   3.702589517143488*^9, {3.7025899352107797`*^9, 3.7025899698772073`*^9}, 

   3.702590827589718*^9, {3.702590907827098*^9, 3.7025909087112045`*^9}}]

}, Open  ]],



Cell[CellGroupData[{



Cell["Transforma\[CCedilla]\[ATilde]o Conforme nos Tensores de Curvatura", \

"Section",

 CellChangeTimes->{{3.702588213518933*^9, 3.702588230590431*^9}}],



Cell[TextData[{

 "Nesta se\[CCedilla]\[ATilde]o do notebook obteremos  ",

 Cell[BoxData[

  FormBox[

   RowBox[{

    SuperscriptBox["\[Delta]T", "ab"], "=", 

    RowBox[{

     SuperscriptBox["T", 

      RowBox[{"c", " ", "ab"}]], "-", 

     SuperscriptBox["T", "ab"]}]}], TraditionalForm]],

  FormatType->"TraditionalForm"],

 " dos tensores de curvatura, onde ",

 Cell[BoxData[

  FormBox[

   SuperscriptBox["T", 

    RowBox[{"c", " ", "ab"}]], TraditionalForm]],

  FormatType->"TraditionalForm"],

 " \[EAcute] o tensor conformemente transformado."

}], "Text",

 CellChangeTimes->{{3.702588882443305*^9, 3.7025891410305853`*^9}, {

  3.7025902202678366`*^9, 3.702590247908467*^9}, {3.7025903029348316`*^9, 

  3.702590307166088*^9}, {3.702590339110776*^9, 3.7025903789363136`*^9}}],



Cell[CellGroupData[{



Cell[TextData[{

 "S\[IAcute]mbolo de Christofell ",

 Cell[BoxData[

  FormBox[

   SubscriptBox[

    SuperscriptBox["\[Delta]\[CapitalGamma]", "a"], "bc"], TraditionalForm]]]

}], "Subsection",

 CellChangeTimes->{{3.7023750353533783`*^9, 3.702375055377988*^9}, {

  3.7025903882996645`*^9, 3.7025903886529655`*^9}}],



Cell[CellGroupData[{



Cell[BoxData[

 RowBox[{"Abracadabra", "[", 

  RowBox[{"ChristoffelCd", "[", 

   RowBox[{"a", ",", 

    RowBox[{"-", "b"}], ",", 

    RowBox[{"-", "c"}]}], "]"}], "]"}]], "Input",

 CellChangeTimes->{{3.7025898779961596`*^9, 3.7025898929678707`*^9}}],



Cell[BoxData[

 RowBox[{

  RowBox[{

   RowBox[{"-", 

    InterpretationBox[

     StyleBox[GridBox[{

        {"g", 

         StyleBox[GridBox[{

            {" ", " "},

            {"b", "c"}

           },

           GridBoxSpacings->{"Columns" -> {

               Offset[0.], {

                Offset[0.034999999999999996`]}, 

               Offset[0.]}, "ColumnsIndexed" -> {}, "Rows" -> {{

                Offset[0.]}}, "RowsIndexed" -> {}}],

          FontSize->Rational[39, 4]]}

       },

       GridBoxAlignment->{

        "Columns" -> {{Center}}, "ColumnsIndexed" -> {}, "Rows" -> {{Center}},

          "RowsIndexed" -> {}},

       GridBoxSpacings->{"Columns" -> {

           Offset[0.27999999999999997`], {

            Offset[0.034999999999999996`]}, 

           Offset[0.27999999999999997`]}, "ColumnsIndexed" -> {}, "Rows" -> {

           Offset[0.2], {

            Offset[0.4]}, 

           Offset[0.2]}, "RowsIndexed" -> {}}],

      ShowAutoStyles->False,

      AutoSpacing->False],

     $CellContext`g[-$CellContext`b, -$CellContext`c],

     Editable->False]}], " ", 

   InterpretationBox[

    StyleBox[GridBox[{

       {"s", 

        StyleBox[GridBox[{

           {"a"},

           {" "}

          },

          GridBoxSpacings->{"Columns" -> {

              Offset[0.], {

               Offset[0.034999999999999996`]}, 

              Offset[0.]}, "ColumnsIndexed" -> {}, "Rows" -> {{

               Offset[0.]}}, "RowsIndexed" -> {}}],

         FontSize->Rational[39, 4]]}

      },

      GridBoxAlignment->{

       "Columns" -> {{Center}}, "ColumnsIndexed" -> {}, "Rows" -> {{Center}}, 

        "RowsIndexed" -> {}},

      GridBoxSpacings->{"Columns" -> {

          Offset[0.27999999999999997`], {

           Offset[0.034999999999999996`]}, 

          Offset[0.27999999999999997`]}, "ColumnsIndexed" -> {}, "Rows" -> {

          Offset[0.2], {

           Offset[0.4]}, 

          Offset[0.2]}, "RowsIndexed" -> {}}],

     ShowAutoStyles->False,

     AutoSpacing->False],

    $CellContext`s[$CellContext`a],

    Editable->False]}], "+", 

  RowBox[{

   InterpretationBox[

    StyleBox[GridBox[{

       {"\[Delta]", 

        StyleBox[GridBox[{

           {"a", " "},

           {" ", "c"}

          },

          GridBoxSpacings->{"Columns" -> {

              Offset[0.], {

               Offset[0.034999999999999996`]}, 

              Offset[0.]}, "ColumnsIndexed" -> {}, "Rows" -> {{

               Offset[0.]}}, "RowsIndexed" -> {}}],

         FontSize->Rational[39, 4]]}

      },

      GridBoxAlignment->{

       "Columns" -> {{Center}}, "ColumnsIndexed" -> {}, "Rows" -> {{Center}}, 

        "RowsIndexed" -> {}},

      GridBoxSpacings->{"Columns" -> {

          Offset[0.27999999999999997`], {

           Offset[0.034999999999999996`]}, 

          Offset[0.27999999999999997`]}, "ColumnsIndexed" -> {}, "Rows" -> {

          Offset[0.2], {

           Offset[0.4]}, 

          Offset[0.2]}, "RowsIndexed" -> {}}],

     ShowAutoStyles->False,

     AutoSpacing->False],

    xAct`xTensor`delta[$CellContext`a, -$CellContext`c],

    Editable->False], " ", 

   InterpretationBox[

    StyleBox[GridBox[{

       {"s", 

        StyleBox[GridBox[{

           {" "},

           {"b"}

          },

          GridBoxSpacings->{"Columns" -> {

              Offset[0.], {

               Offset[0.034999999999999996`]}, 

              Offset[0.]}, "ColumnsIndexed" -> {}, "Rows" -> {{

               Offset[0.]}}, "RowsIndexed" -> {}}],

         FontSize->Rational[39, 4]]}

      },

      GridBoxAlignment->{

       "Columns" -> {{Center}}, "ColumnsIndexed" -> {}, "Rows" -> {{Center}}, 

        "RowsIndexed" -> {}},

      GridBoxSpacings->{"Columns" -> {

          Offset[0.27999999999999997`], {

           Offset[0.034999999999999996`]}, 

          Offset[0.27999999999999997`]}, "ColumnsIndexed" -> {}, "Rows" -> {

          Offset[0.2], {

           Offset[0.4]}, 

          Offset[0.2]}, "RowsIndexed" -> {}}],

     ShowAutoStyles->False,

     AutoSpacing->False],

    $CellContext`s[-$CellContext`b],

    Editable->False]}], "+", 

  RowBox[{

   InterpretationBox[

    StyleBox[GridBox[{

       {"\[Delta]", 

        StyleBox[GridBox[{

           {"a", " "},

           {" ", "b"}

          },

          GridBoxSpacings->{"Columns" -> {

              Offset[0.], {

               Offset[0.034999999999999996`]}, 

              Offset[0.]}, "ColumnsIndexed" -> {}, "Rows" -> {{

               Offset[0.]}}, "RowsIndexed" -> {}}],

         FontSize->Rational[39, 4]]}

      },

      GridBoxAlignment->{

       "Columns" -> {{Center}}, "ColumnsIndexed" -> {}, "Rows" -> {{Center}}, 

        "RowsIndexed" -> {}},

      GridBoxSpacings->{"Columns" -> {

          Offset[0.27999999999999997`], {

           Offset[0.034999999999999996`]}, 

          Offset[0.27999999999999997`]}, "ColumnsIndexed" -> {}, "Rows" -> {

          Offset[0.2], {

           Offset[0.4]}, 

          Offset[0.2]}, "RowsIndexed" -> {}}],

     ShowAutoStyles->False,

     AutoSpacing->False],

    xAct`xTensor`delta[$CellContext`a, -$CellContext`b],

    Editable->False], " ", 

   InterpretationBox[

    StyleBox[GridBox[{

       {"s", 

        StyleBox[GridBox[{

           {" "},

           {"c"}

          },

          GridBoxSpacings->{"Columns" -> {

              Offset[0.], {

               Offset[0.034999999999999996`]}, 

              Offset[0.]}, "ColumnsIndexed" -> {}, "Rows" -> {{

               Offset[0.]}}, "RowsIndexed" -> {}}],
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Cell[CellGroupData[{

Cell[19522, 358, 2050, 43, 100, "Input"],

Cell[CellGroupData[{

Cell[21597, 405, 614, 12, 23, "Print"],

Cell[22214, 419, 624, 12, 23, "Print"],

Cell[22841, 433, 774, 17, 23, "Print"],

Cell[23618, 452, 878, 19, 23, "Print"],

Cell[24499, 473, 853, 18, 23, "Print"],

Cell[25355, 493, 871, 18, 23, "Print"],

Cell[26229, 513, 700, 14, 23, "Print"],

Cell[26932, 529, 822, 18, 23, "Print"],

Cell[27757, 549, 840, 19, 23, "Print"],

Cell[28600, 570, 866, 19, 23, "Print"],

Cell[29469, 591, 784, 17, 23, "Print"],

Cell[30256, 610, 293, 4, 23, "Print"],

Cell[30552, 616, 667, 12, 23, "Print"],

Cell[31222, 630, 297, 4, 23, "Print"],

Cell[31522, 636, 798, 17, 23, "Print"],

Cell[32323, 655, 851, 18, 23, "Print"],

Cell[33177, 675, 792, 17, 23, "Print"],

Cell[33972, 694, 680, 13, 23, "Print"],

Cell[34655, 709, 426, 8, 23, "Print"],

Cell[35084, 719, 420, 8, 23, "Print"],

Cell[35507, 729, 432, 8, 23, "Print"],

Cell[35942, 739, 686, 13, 23, "Print"],

Cell[36631, 754, 659, 12, 23, "Print"],

Cell[37293, 768, 671, 13, 23, "Print"]

}, Open  ]]

}, Open  ]],

Cell[37991, 785, 423, 7, 53, "Text"],

Cell[38417, 794, 794, 14, 33, "Input"],

Cell[39214, 810, 647, 10, 53, "Text"],

Cell[39864, 822, 1538, 34, 56, "Input"]

}, Open  ]],

Cell[CellGroupData[{

Cell[41439, 861, 275, 3, 78, "Section"],

Cell[41717, 866, 704, 21, 34, "Text"],

Cell[42424, 889, 1226, 35, 100, "Input"],

Cell[43653, 926, 906, 23, 53, "Text"],

Cell[44562, 951, 1225, 30, 100, "Input"],

Cell[45790, 983, 339, 6, 32, "Text"],

Cell[46132, 991, 1158, 24, 33, "Input"]

}, Open  ]],

Cell[CellGroupData[{

Cell[47327, 1020, 153, 2, 78, "Section"],

Cell[47483, 1024, 776, 21, 34, "Text"],

Cell[CellGroupData[{

Cell[48284, 1049, 311, 8, 53, "Subsection"],

Cell[CellGroupData[{

Cell[48620, 1061, 248, 6, 33, "Input"],

Cell[48871, 1069, 6169, 175, 39, "Output"]

}, Open  ]]

}, Open  ]],

Cell[CellGroupData[{

Cell[55089, 1250, 474, 14, 53, "Subsection"],

Cell[CellGroupData[{

Cell[55588, 1268, 903, 21, 56, "Input"],

Cell[56494, 1291, 503, 10, 23, "Print"],

Cell[57000, 1303, 7077, 204, 39, "Output"]

}, Open  ]],

Cell[CellGroupData[{

Cell[64114, 1512, 1058, 26, 56, "Input"],

Cell[65175, 1540, 545, 11, 23, "Print"],

Cell[65723, 1553, 4372, 121, 39, "Output"]

}, Open  ]]

}, Open  ]],

Cell[CellGroupData[{

Cell[70144, 1680, 415, 10, 53, "Subsection"],

Cell[CellGroupData[{

Cell[70584, 1694, 1236, 21, 33, "Input"],

Cell[71823, 1717, 29231, 823, 39, "Output"]

}, Open  ]],

Cell[101069, 2543, 261, 3, 32, "Text"],

Cell[101333, 2548, 30380, 823, 37, "Text"],

Cell[131716, 3373, 238, 4, 32, "Text"]

}, Open  ]],

Cell[CellGroupData[{

Cell[131991, 3382, 305, 8, 53, "Subsection"],

Cell[CellGroupData[{

Cell[132321, 3394, 1035, 18, 33, "Input"],

Cell[133359, 3414, 8131, 220, 39, "Output"]

}, Open  ]]

}, Open  ]],

Cell[CellGroupData[{

Cell[141539, 3640, 222, 3, 53, "Subsection"],

Cell[141764, 3645, 534, 16, 34, "Text"],

Cell[CellGroupData[{

Cell[142323, 3665, 842, 19, 33, "Input"],

Cell[143168, 3686, 4350, 112, 55, "Output"]

}, Open  ]]

}, Open  ]],

Cell[CellGroupData[{

Cell[147567, 3804, 345, 9, 53, "Subsection"],

Cell[147915, 3815, 164, 3, 32, "Text"],

Cell[CellGroupData[{

Cell[148104, 3822, 1013, 23, 51, "Input"],

Cell[149120, 3847, 8329, 223, 39, "Output"]

}, Open  ]]

}, Open  ]],

Cell[CellGroupData[{

Cell[157498, 4076, 277, 8, 53, "Subsection"],

Cell[157778, 4086, 557, 13, 53, "Text"],

Cell[CellGroupData[{

Cell[158360, 4103, 372, 10, 33, "Input"],

Cell[158735, 4115, 15021, 428, 45, "Output"]

}, Open  ]],

Cell[173771, 4546, 291, 5, 32, "Text"],

Cell[174065, 4553, 992, 26, 100, "Input"],

Cell[175060, 4581, 245, 3, 32, "Text"],

Cell[CellGroupData[{

Cell[175330, 4588, 11252, 297, 92, "Input"],

Cell[186585, 4887, 78742, 2152, 106, "Output"]

}, Open  ]],

Cell[CellGroupData[{

Cell[265364, 7044, 232, 6, 33, "Input"],

Cell[265599, 7052, 242, 3, 33, "Output"]

}, Open  ]],

Cell[265856, 7058, 379, 11, 32, "Text"]

}, Open  ]]

}, Open  ]],

Cell[CellGroupData[{

Cell[266284, 7075, 595, 13, 78, "Section"],

Cell[266882, 7090, 491, 12, 55, "Text"],

Cell[CellGroupData[{

Cell[267398, 7106, 843, 19, 33, "Input"],

Cell[268244, 7127, 4814, 133, 48, "Output"]

}, Open  ]]

}, Open  ]]

}, Open  ]]

}

]

*)
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Caso esteja visualizando esta dissertagdo na versao im-
pressa, a seguir esta disponivel o cdédigo do notebook.
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Apéndice C

Dada uma transformag&o conforme, a métrica ¢ alterada por um fator de escala, o que gera
mudangas nos tensores de curvatura. Neste notebook apresentamos os célculos utilizados no
capitulo 1, da dissertacéo Invariancia Conforme apresentada por Susane Calegari com orientagédo
do professor Dr. Jeferson de Lima Tomazelli.

Definicoes Gerais

Para chamar o pacote xTensor utiliza-se o comando
ni}= << XAct/xTensor/xTensor.m
Package xAct’xPerm’ version 1.2.3, {2015, 8, 23}
CopyRight (C) 2003-2015, Jose M. Martin-Garcia, under the General Public License.
Connecting to external MinGW executable...

Connection established.

Package xAct xTensor® version 1.1.2, {2015, 8, 23}

CopyRight (C) 2002-2015, Jose M. Martin-Garcia, under the General Public License.

These packages come with ABSOLUTELY NO WARRANTY; for details type
Disclaimer[]. This is free software, and you are welcome to redistribute
it under certain conditions. See the General Public License for details.

Os seguintes comandos s&o apenas estéticos:

nz1- $PrePrint = ScreenDollarIndices;
Off[ToCanonical::"cmods"];

Definimos a variedade M com 4 dimensdes e tensor métrico g[-a,-b], que apresenta trés dimensdes
espaciais e uma temporal. Dois tensores também sao definidos, um escalar Q e um vetor s2.

- DefManifold([M, 4, {a, b, ¢, d, e, f}];
DefMetric[{3, 1, @}, g[-a, -b], Cd];
DefTensor[Q[], M];

DefTensor[s[-a], M];
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«+ DefManifold: Defining manifold M.

#% DefVBundle: Defining vbundle TangentM.

«+ DefTensor: Defining symmetric metric tensor g[-a, -b].

++ DefTensor: Defining antisymmetric tensor epsilong[-a, -b, -c, -d].
++ DefTensor: Defining tetrametric Tetrag[-a, -b, -c, -d].

+» DefTensor: Defining tetrametric Tetragt[-a, -b, -c, -d].

++ DefCovD: Defining covariant derivative Cd[-a].

++ DefTensor: Defining vanishing torsion tensor TorsionCd[a, -b, -c].

*
%

DefTensor: Defining symmetric Christoffel tensor ChristoffelCd[a, -b, -c].
«+ DefTensor: Defining Riemann tensor RiemannCd[-a, -b, -c, -d].

++ DefTensor: Defining symmetric Ricci tensor RicciCd[-a, -b].

% DefCovD: Contractions of Riemann automatically replaced by Ricci.
«+ DefTensor: Defining Ricci scalar RicciScalarCd[].

++ DefCovD: Contractions of Ricci automatically replaced by RicciScalar.

++ DefTensor: Defining
+* DefTensor: Defining
«+ DefTensor: Defining

++ DefTensor: Defining

#% DefCovD: Computing
=+ DefCovD: Computing
«+ DefCovD:

symmetric Einstein tensor EinsteinCd[-a, -b].
Weyl tensor WeylCd[-a, -b, -c, -d].

symmetric TFRicci tensor TFRicciCd[-a, -b].
Kretschmann scalar KretschmannCd[] .
RiemannToWeylRules for dim 4

RicciToTFRicci for dim 4

Computing RicciToEinsteinRules for dim 4

% DefTensor: Defining weight +2 density Detg[]. Determinant.

«+ DefTensor: Defining tensor Q[]
++ DefTensor: Defining tensor s[-a].
O comando Abrir quando aplicado em um tensor de curvatura o reescreve como uma fungéo
explicita do tensor métrico. E necessario aplicar este comando antes de fazermos a transformagéo
conforme. Simpli

= Abrir[x_] := ChristoffelToGradMetric [RiemannToChristoffel[x]];
Simplificar atua contraindo o tensor métrico quando possivel, substituindo derivada parcial pela
derivada covariante (e simbolo de Christofell), expande a expressao, etc. Faz o necessario para
simplificar a expresséo até chegar na forma desejada. O comando DerivContr permite que haja
derivada covariante com indice contravariante.

inoy= Simplificar[x_] :=

x // Expand // (ChangeCovD[#, PD, Cd] &) // Abrir // ContractMetric // Simplification

DerivContr[x_] :=
x// (ContractMetric[n, g, AllowUpperDerivatives - True] &) // Simplification

Transformagao Conforme

O comando TC atua como um regra que transforma o tensor métrico de gap - Q? gap € para as
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componentes contravariantes g% » Q2 g?°

= TC=#/. {
IndexRule[g[a_?UpIndexQ, b_?UpIndexQ], @[1~(-2) gla, bl],
IndexRule[g[a_?DownIndexQ, b_?DownIndexQ], @[]~ (2) gla, b]]
}&s
S aplica uma regra sob a derivada covariante do fator de escala Q onde V,Q - Qs,, isso é equiva-
lente a dizer que s, =V,InQ. Esta substitui¢do é apenas estética, permite que as equagdes fiquem
mais simples.

o= S =8 /0 {
IndexRule[Cd[a_?UpIndexQ] [Q[]], Q@[] s[a]l]l,
IndexRule[Cd[a_?DownIndexQ] [Q[]], @[] s[a]]
} &
Abracadabra é um comando que devolve a diferenga entre o tensor conformemente transformado e
o original, com todas as simplificagdes ja aplicadas.

npz= Abracadabra[x_] :=
TC[Abrir[x]] - Abrir[x] // Simplificar // Simplificar // DerivContr // S //
Simplificar // S // Simplificar

Transformacao Conforme nos Tensores de Curvatura

Nesta segédo do notebook obteremos &T2° = T2 — T2 dos tensores de curvatura, onde T°% é o
tensor conformemente transformado.

Simbolo de Christoffel 6%,

4= Abracadabra[ChristoffelCd[a, -b, -c]]

oufta= — Bpe S+ 8% Sp+ 6% Sc

Derivadas Covariantes 6v° e 6T

nis- DefTensor[v[al, M];
Abracadabra[Cd[-b] [v[a]] // ChangeCovD[#, Cd, PD] &]
++ DefTensor: Defining tensor v[a].

ouriel: Sy V@3- 52 vy + 5% s¢ v,

7= DefTensor[T[a, b], M, Symmetric[{a, b}]1;
Abracadabra[Cd[-b] [T[a, b]] // ChangeCovD[#, Cd, PD] &]
++ DefTensor: Defining tensor T[a, b].

oupia 6 sP T2, - s T
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Tensor de Riemann 6R%q

ni1o- DeltaRiemann = Abracadabra[RiemannCd[a, -b, -c, -d]] // Expand
ou19)- Bpg S Sc— 6% Sp Sc— Bbc S% St 6% Sp Sda+ 6% Bbc Se S°-
5% Bbd Se S°- Bba (Ves?) + 5% (Vesy) + Boe (Vas?) - 5% (Vas)
Reorganizando os termos acima.
[8bg 5% Sc+ 6% Sb Sg+ 6% Bbc Se S°+ Boc (V7sa) + 6% (Vesp)] -
Bbc S? Sa+ 6% Sp Sc+ 6% Bbd Se S+ Boa (VPSc) + 6% (Vasy)]

Pode - se notar que os dois termos da equagédo acima s&o iguais com a troca de indices b«—-c.

Tensor de Ricci 6R,,

neop- DeltaRicci = Abracadabra[RiemannCd[c, -a, -c, -b]]

ou20r 2 S5 Sp-2 (Vb S,) - Bap (2 Sc SC+VcsC)

Escalar de Ricci 6R
Para o escalar de Ricci nao utilizaremos o comando Abracadabra. Como sabemos, R= _zf‘b Rab,
sendo assim podemos usar o resultado anterior 6R,p, para calular 6R.

n21- DeltaR = DeltaRiemann delta[-a, c] Q[]~-2g[b, d] // Simplification // DerivContr

6 2 S2+Vas?
ou -

o2

Tensor de Einstein 6G,p

Para o tensor de Einstein também usaremos resultados anteriores.
2= DeltaEinstein =
1
DeltaRicci - ; Q[1~2 g[-a, -b] ReplaceDummies [DeltaR, IndexList[e, f]] //

Simplification // DerivContr

0wz 2 S5 Sp-2 (Vb Ss) + Bap (Se S€+2 (Vese))

Tensor de Weyl 6C%4

O calculo da TC do tensor de Weyl C?,cq apesar de ter o resultado mais simples é o mais complexo
para calcular. Comegaremos reescrevendo o tensor de Weyl em fungao do tensor de Riemann e
suas contragdes.

3= WeylCd[a, -b, -c, -d] // WeylToRiemann // TC
1 1 1

ouz 5 8¢® R[VIpe =5 6¢® R[VIpa + R[VI%hea ~ 5 8ab RIVIZC @+
% 8o R[V]% 5?2’% 54° 8cp RIVI Qz*% 5 Bap RIVI O

Copiaremos este resultado substituindo os tensores pelos resultados ja calculados anteriormente.
Porém antes é necessario definir uma regra que desfaz o comando S.
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nza= revS =t /. {
IndexRule[s[a_?UpIndexQ], Cd[a] [Log[Q[]]1]],
IndexRule[s[a_?DownIndexQ], Cd[a] [Log[Q[]1]]]
1 &

Assim sendo, a TC do tensor de Weyl é escrita como
1 1
5= WeylTC = 7 54* (DeltaRicci /. a=- c) - 3 5. (DeltaRicci /. a=- d) +
DeltaRiemann—% 84 &la, e] (DeltaRicci /. {a- e, b c})+
1 8cb 8la, €] (DeltaRicci /. {a-> e, b d}) -
2
1 54° Bcp (DeltaR/. a- ) @2+ 1 5 Bgp (DeltaR /. a- e) 0?
6 6

Bbg 5% Sc~ 6% Sp Sc~ Bbc S? Sg+ 0% Sp Sg+ 6% Bbc Se S°-
5% Bbd Se ST 8bg (Ves?) + 5% (Vesy)+ Buc (Vas?) - 5% (Vasy) -

out25=

5c% Bab [ Se se+ves°)+%éda (2sp sc-2(Vosc) - 8o (25 s€+Vese)) -
5 (255 5a-2(Vosg) - Bap (256 5T+ Vest)) o4 By (s¢ 5T+VesT) -
8% Bab (25c Se-2(Vese) - Bec (25 sTovesf))

g% g (2 Sg Se-2(Vase) - Beg (2 s¢ sf+v;sF))

NP NN

inzei= WeylTC // Simplification // revS // Simplification

out2el= @

Com algumas simplificages conseguimos obter o resultado esperado 6C%cq = 0.

Simplificacao de Weyl ao Quadrado 24 Cp ey

Outro célculo do capitulo 1 que também pode ser facilmente implementado no Mathematica é o

tensor de Weyl ao quadrado C?°? Cpc4, necessario para calcular a acao de Weyl-Bach.
2= WeylCd[a, b, ¢, d] WeylCd[-a, -b, -c, -d] // WeylToRiemann // ContractMetric //

Simplification

2
ouzr= -2 R[V]ap R[V]2P + RJ%L+ R[V]apcq R[V]2bCd

I's
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