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A coragem nunca foi questao de musculos.
Ela é uma questdo de corac¢do. O musculo
mais duro treme diante de um medo ima-
ginario. Foi o coracao que pos o musculo
a tremer.

(Mahatma Gandhi)






RESUMO

Pés-despolarizacao precoce (PDP) é um fenémeno que estd relacio-
nado com diversos tipos de arritmias cardiacas. Este fenéomeno ja é
observado em modelos de equagoes diferenciais ordindrias (EDO) com
condutancia e correntes idnicas. Estudamos um modelo baseado em
mapa que contém impulso cardiaco auténomo e nao-auténomo, verifi-
cando presenca de PDP. Mostramos a presenca deste fené6meno no mo-
delo KTzLog, utilizando técnicas de sistemas dindmicos, encontrando
bifurcagoes do tipo Neimark-Sacker e Homoclinica, as quais estao rela-
cionadas com a presenca de PDP.

Palavras-chave: Mapas. Sistemas Dinamicos. Pds-despolarizacao
precoce.






ABSTRACT

Early afterdepolarization (EAD) is a phenomenon that is related to
several types of cardiac arrhythmias. This phenomenon is already ob-
served in models of ordinary differential equations (ODE) with conduc-
tance and ionic currents. We study a map-based model that contains
autonomic and non-autonomic cardiac impulse, verifying the presence
of EAD. We show the presence of this phenomenon in the KTzLog
model, using dynamic systems techniques, finding Neimark-Sacker and
Homoclinic bifurcations, which are related to the presence of EAD.

Keywords: Maps. Dynamical Systems. Early Afterdepolarization.
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1 INTRODUCAO

A maior causa de mortes no mundo sao doengas cardiovasculares.
Estima-se que, em 2015, 17,7 milhoes de pessoas no mundo e mais de
300 mil no Brasil morreram como consequéncia delas (World Health Orga-
nization, 2016). Nesse Ambito, o estudo das arritmias cardiacas tem sua
importancia, estando elas ligadas a problemas cardiacos graves como
taquicardia ventricular polimérfica, que se nao tratada em minutos,
pode levar a ébito (YAN et al., 2001).

Em geral, as arritmias estao ligadas a anormalidades na pro-
pagagao elétrica no coragdo (MOHRMAN; HELLER, 2007). Em um coragao
saudavel existe uma regiao que coordena o batimento cardiaco gerando
espontaneamente impulsos elétricos que se propagam pelas células cardiacas.
A propagagao desses estimulos elétricos desencadeia uma série de ati-
vidades elétricas, causando a contracao do musculo cardiaco. Porém,
pode haver uma interferéncia nessa atividade gerando arritmias cardiacas.
Uma destas causas de anormalidades é a presenca de uma oscilacao no
impulso elétrico, a pds-despolarizagao precoce (PDP) (G1zz1, 1997).

O processo de geracao do impulso elétrico do coragao tem simi-
laridades com os impulsos produzidos pelos neurénios. Deste modo,
modelos computacionais utilizados para estudar os estimulos elétricos
nos neuronios podem ser utilizados para estudar os estimulos elétricos
do coragao, fazendo algumas poucas modificacoes.

Hodgkin e Huxley (1952) observaram o comportamento dos im-
pulsos elétricos no axénio gigante de lula (HODGKIN; HUXLEY, 1952).
Este estudo deu origem a diversos modelos computacionais contendo
a dindmica do estimulo cardiaco, sendo o modelo de Noble (1962), o
pioneiro nesta drea (NOBLE, 1962). Noble desenvolveu um modelo ba-
seado em condutancias, composto de equagoes diferenciais ordinarias
(EDO), para a dinamica do impulso elétrico em um conjunto de fibras
musculares responsaveis pela propagacao da atividade elétrica para os
ventriculos, chamadas fibras de Purkinje. Beeler e Reuter (BEELER;
REUTER, 1977) desenvolveram o primeiro modelo também baseado em
condutancias e composto de EDOs para as células dos ventriculos de
mamifero. Posteriormente, Luo e Rudy (1991) adaptaram o modelo
de Beeler e Reuter utilizando dados experimentais mais recentes (LUO;
RUDY, 1991). Nesta linha, Tran et al. (2009) modificaram o modelo
Luo-Rudy para investigar a presenga de PDP no modelo (TRAN et al.,
2009).

FitzHugh (1955) desenvolveu um modelo em que as varidveis
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nao representam quantidades reais (modelo formal), para sistemas ex-
citdveis, modelando neurénios (FITZHUGH, 1955). Nagumo (1962) es-
tudou este modelo originando o modelo FitzHugh-Nagumo (NAGUMO;
ARIMOTO; YOSHIZAWA, 1962). Seguindo este viés, alguns modelos de
tempo discreto reproduzem o comportamento elétrico do coragao, como
o modelo de Rulkov (RULKOV, 2007). Por outro lado, Pavlov (2011),
obteve um modelo de mapa descrito em termos das condutancias, que
tenta se aproximar das qualidades do modelo Luo-Rudy e obteve me-
lhor desepenho computacional que os modelos de EDOs (PAVLOV et al.,
2011).

O modelo formal de mapa desenvolvido por Kinouchi e Tragten-
berg (KT) (1996) e adaptado por Kuva et al. (2001) (KTz), possui uma
vasta quantidade de comportamentos de impulsos elétricos (KINOUCHTI;
TRAGTENBERG, 1996; GIRARDI-SCHAPPO; TRAGTENBERG; KINOUCHI,
2013; KUVA et al., 2001). Os modelos KT e KTz sao expressos na
forma de uma funcao tangente hiperbdlica, que foi aproximada por uma
funcao logistica (KTLog e KTzLog), tornando os modelos mais efici-
entes computacionalmente (GIRARDI-SCHAPPO et al., 2016). O modelo
KTzLog possui uma regiao de parametros onde exibe o comportamento
cardiaco auténomo, que possui caracteristica de atividade autossusten-
tada do estimulo, e também pode exibir o comportamento cardiaco ex-
citavel, que necessita uma corrente externa para ser gerado. Neste tra-
balho, apresentamos o modelo de mapa KTzLog como gerador de dis-
paros cardiacos com PDP. Para isso, estudamos a dindmica do impulso
elétrico cardiaco nos modelos baseados em mapas KTzLog e KTLog,
utilizando a analise da estabilidade dos pontos fixos e bifurcagoes para
caracterizar o impulso cardiaco, no qual podemos observar a possivel
presenca de PDP.

O capitulo 2 é um capitulo de revisao onde apresentaremos a
fundamentagao tedrica, passando por um secao sobre o coragao e seu
funcionamento, incluindo arritmias e a PDP. Em seguida, trataremos
de alguns modelos para o impulso cardiaco, baseados em EDOs e mapa,
incluindo o modelo estudado. Posteriormente, teremos uma segao que
trata sobre sistemas dindmicos, pontos fixos (PF) e bifurcagées. No
capitulo 3 mostraremos os resultados obtidos e os discutiremos. Por
fim, no capitulo 4, serao tratadas as conclusoes e perspectivas futuras
do trabalho.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste capitulo faremos uma revisao de conceitos, ideias e de-
finigdes basicas utilizadas neste trabalho. Inicialmente trataremos da
descrigao do coragao, sua fisiologia, mostrando as principais partes e
funcionamento. Em seguida, abordaremos a eletrofisiologia cardiaca,
com énfase no disparo. Posteriormente, uma secdo sobre arritmias
cardiacas e o fenomeno de PDP, descrevendo-o e estudando os mecanis-
mos que originam a sua atividade. Faremos um passeio pelos modelos
do impulso cardiaco e modelos do impulso cardiaco com PDP, existentes
na literatura. Em seguida, teremos uma segao que trata sobre sistemas
dinamicos e bifurcagoes. Por fim, trataremos dos modelos estudados, o
modelo KTzLog nas regides de parametros em que apresenta o regime
cardiaco, e o modelo KTLog utilizando os parametros em que o modelo
KTzLog apresenta disparo cardiaco.

2.1 ESTRUTURA DO CORACAO

O coragao é o 6rgao responsavel pelo bombeamento do sangue
no corpo humano (MOHRMAN; HELLER, 2007). E formado de duas
bombas distintas, a bomba cardiaca direita, responsavel por bombear o
sangue para os pulmoes e a bomba cardiaca esquerda, responsavel pelo
bombeamento do sangue para os outros 6rgaos (e.g., figado, rins, etc).
Cada uma destas bombas é composta por um atrio e um ventriculo.

O fluxo sanguineo é admitido no atrio direito através das veias
cavas, passa para o ventriculo direito atravessando a valvula trictispide
e segue para os pulmoes, atravessando a véalvula pulmonar pela artéria
pulmonar. O fluxo chega dos pulmoes no atrio esquerdo pela veia pul-
monar. Segue do atrio para o ventriculo através da vélvula mitral,
depois para a aorta passando pela valvula adrtica.

Na acao de bombeamento do sangue, o musculo cardiaco se
contrai (sfstole) e o sangue é bombeado para fora do coragdo. Para
isso, primeiramente ocorre a contracao dos atrios, enviado o sangue
aos ventriculos, em seguida acontece a contracao mais intensa, dos
ventriculos, bombeando o sangue para as outras partes do corpo. Apéds
o processo de sistole, acontece a relaxagao do musculo cardiaco (didstole)
(GUYTON; HALL, 2002). A figura 1 mostra o esquema de um coragao
humano com o fluxo do sangue.
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Figura 1 — Estrutura do Coragao mostrando o fluxo sanguineo e prin-
cipais veias. Fonte:<https://commons.wikimedia.org/wiki/File: Dia-
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2.1.1 Eletrofisiologia

A contracdo do coracdo estd relacionada com uma alteracao
abruta na voltagem das células do musculo cardiaco (midcitos), deno-
minada potencial de agao (PA) (MOHRMAN; HELLER, 2007). O coragao
possui um sistema especial para a geragdo e propagacao do PA. Esse
sistema é constituido do nodo sinoatrial (SA), nodo atrioventricular
(AV), feixe de His, ramo esquerdo e direto do feixe e fibras de Purkinje.

Figura 2 — Estrutura de conducgao elétrica do coracao.
parte do nodo SA e se propaga até o nodo AV, passa pelos feixes de
His até as fibras de Purkinje. Fonte: Adaptado de <http://www.he
artcenterofnv.com/images/services/electrophysiologic-evaluation_im

gl.jpg>
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Embora a maior parte das células cardiacas possuam a carac-
teristica de atividade autossustentada do estimulo, o nodo SA assume
a funcao de marca-passo (i.e., gera o estimulo que coordena o batimento
cardiaco) (ISSA; MILLER; ZIPES, 2012). O PA gerado segue do nodo SA
para o nodo AV, que possui uma condu¢ao mais lenta, causando uma di-
ferenca de tempo entre a contragao dos atrios e dos ventriculos. Entao,
o impulso propaga pelas fibras de Purkinje, que possuem um sistema
de condugao rapida, até as fibras do musculo cardiaco. A figura 2 nos
mostra esse sistema.

Podemos classificar os PAs do coragdao como rapido e lento. Essa
classificagao se da porque as células possuem velocidade de despola-
rizacao, que é a fase onde o PA da célula parte de um estado de repouso
para a atividade, diferentes. O PA cardiaco lento estd relacionado com
as células marca-passo do coragao localizadas no nodo SA e é conhe-
cido também por potencial marca-passo (MOHRMAN; HELLER, 2007).
As células ventriculares e fibras de Purkinje sao células as quais depen-
dem das células marca-passo para iniciar sua atividade, por isso sua
velocidade de disparo é maior (PA cardfaco rdpido)’. A figura 3 mos-
tra os dois tipos de PAs do coragao. Neste trabalho estudamos o PA
cardiaco rapido, o qual é descrito em maiores detalhes a seguir.

Potencial Rapido Potencial Lento

IRWAY

Figura 3 — Mostra o formato dos PAs encontrados no coracdo. A es-
querda o potencial rapido e a direita o potencial lento (marca-passo).
Fonte: Adaptado de <http://www.vhlab.umn.edu/atlas/conduction-
system-tutorial /gra phics/Fig04.gif>
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O mecanismo que envolve a geragao e propagagao de PA cardiaco,
estd relacionado com fluxo de fons de diversos elementos na membrana
das células do coracao. Este fluxo se d4 através de canais iOnicos, ge-
rando correntes idnicas. As correntes idnicas que tem maior influéncia
sobre os PAs cardfaco sdo as correntes de sédio (Na™), de potdssio

10 termo ”répido” serd abandonado aqui, no texto que se segue, todos os PAs
s&o do tipo rapido
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(K*) e de célcio (Ca®T) (NERBONNE; KASS, 2005). O fluxo destes fons
é apresentado em 4 fases distintas. A fase 0 é a despolarizacao da célula,
marcada por uma rapida ativagao partindo do estado de repouso. E
gerada por uma corrente de entrada de Na™t pela abertura dos canais
ionicos répidos de Na™. Em seguida comeca a fase 1, a repolarizacao
antecipada, pela abertura de canais de saida de K. Na fase 2, as
correntes de Ca?t e K+ geram um equilibrio i6nico na célula, produ-
zindo um platdé no PA. A corrente de Ca’t se inativa pouco a pouco,
enquanto a corrente de KT continua repolarizando a célula durante a
fase 3, a repolarizagao. Por fim, a célula volta ao estado de repouso, os
canais de NaT e Ca?t sdo fechados, estd é a fase 4. A figura 4 mostra
este ciclo das fases em um PA cardiaco.
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Figura 4 — Mostra as fases do PA cardiaco de um coracao satudavel
obtido utilizando o modelo KTzLog com os parametros K = 0.6,
T =0.15, zg = —0.2 e § = XA = 0.001. Fase 0 mostra uma rapida
despolarizacao e a fase 1 marca o inicio da repolarizacao. A Fase 2 é
uma fase de repolarizagao lenta, formando um platd. A fase 3, é a re-
polarizacao répida e a fase 4 é o pontencial de repouso. Fonte: Acervo
do autor

2.1.2 Arritmias

Alteragoes no comportamento do batimento cardiaco, que em ge-
ral apresenta ritmo estavel e resiliente, sao conhecidas como arritmias.
Estas alteragoes podem ocorrer de forma a acelerar o ritmo cardiaco
ou o tornar lento. Quando o ritmo estd acelerado, ou seja, acima de
100 batimentos por minuto em um adulto, é chamado de taquicardia
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e quando estd lento, abaixo de 60 batimento por minuto, bradicardia
(GUYTON; HALL, 2002).

Arritmias podem ser causadas por alteragdes na formagao e/ou
na condugao dos impulso (ANTZELEVITCH; BURASHNIKOV, 2011). Na
formagao de impulsos, encontramos problemas de automaticidade e de
atividade deflagrada (Triggered Activity) (Gizzl, 1997). Os proble-
mas de conducao estao ligados fendmenos de reentrada, que sdo ex-
citacoes causadas pela onda de despolarizagao, no sitio gerador, devido
a existéncia de um bloqueio no seu caminho normal.

Em condigbes anormais, a automaticidade pode ser tanto re-
duzida como aumentada, podendo causar bradicardia e taquicardia,
respectivamente. Isto acontece porque outras partes do coragao (e.g.,
nodo AV e sistema de Purkinje) também podem assumir a func¢ao de
marca-passo (ectépico). Uma das causas pode ser o bloqueio do nodo
SA (PHIBBS, 1963; ANTZELEVITCH; BURASHNIKOV, 2011).

Atividade deflagrada é uma atividade anormal no potencial de
acao que dependem da despolarizagao normal da célula cardiaca, ou
seja, necessitam de um gatilho para acontecer (GIzzI, 1997). PDP é
um tipo de atividade deflagrada, pois as oscilagbes acontecem apos a
despolarizagao normal, nas fase de platd ou de repolarizacao. Esta
atividade anormal do PA cardiaco tem sido relacionada com arritmias
cardiacas (WEISS et al., 2010).

2.1.3 Pés-Despolarizagao Precoce

O PA cardiaco pode apresentar oscilagoes durante a fase de repo-
larizagao do potencial (ANTZELEVITCH; BURASHNIKOV, 2011). Estas
oscilagoes sao despolarizacoes das células cardiacas que ocorrem an-
tes do potencial repolarizar completamente. PDP podem ser causadas
tanto por uma reducao das correntes idnicas que repolarizam a célula
cardiaca, quanto um aumento das correntes ionicas que despolarizam
a célula cardiaca, ou ambas (WEISS et al., 2010). PDP sao encontra-
das em duas formas, PDP de fase 2, quando ocorrem durante o plato
no PA cardiaco e de fase 3, quando ocorrem na fase de repolarizacao.
Estudamos neste trabalho, PDP do tipo fase 2.
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2.2 MODELOS DE POTENCIAL DE ACAO

Os modelos do PA cardiaco sdo, em sua maioria, modelos de
EDOs. Estes modelos tentam representar a realidade fidedignamente,
de forma que cada corrente ionica relacionada no modelo é medida ex-
perimentalmente. Por outro lado, as varidveis dos modelos formais de
mapas nao tem relagao com resultados experimentais, porém o PA ob-
tido possui as mesmas caracteristicas dinamicas daqueles produzidos
pelos modelos de EDOs, com a vantagem de serem muito mais efici-
entes computacionalmente. A seguir, revisaremos o modelo de EDOs
desenvolvido por Hodkin e Huxley para o axonio gigante da lula e em
seguida a sua evolugao até obter os modelos para o PA cardiaco, entao
revisaremos alguns modelos de mapas que possuem o comportamento
do PA cardiaco e apresentaremos os modelos que contém o PA cardiaco
com PDP e os modelos estudados.

2.2.1 Modelos de EDOs
2.2.1.1 Modelo de Hodgkin-Huxley

O estudo pioneiro sobre PAs foi feito por Hodgkin e Huxley
(1952), ganhadores do prémio Nobel de fisiologia em 1963, desenvol-
vendo um modelo para PA baseado em experimentos feitos com o
axonio gigante de lula (HODGKIN; HUXLEY, 1952). Para isso, utili-
zaram a técnica de grampeamento de voltagem (Voltage-clamp), que
consiste em dispor eletrodos na parte interna da membrana do axoénio
e controlando o potencial na membrana obtiveram as condutancias.

O modelo baseado em condutancias é descrito por um conjunto
de EDOs nao-lineares acopladas, onde a equacao 2.1 é a equagao do
PA formada das correntes de sédio (Na), potédssio (K) e uma corrente
de vazamento (L, do inglés, Leakage). O comportamento elétrico da
célula pode ser representada pelo circuito mostrado na figura 5, sendo
C a capacitancia da membrana, In,, [k e I, as correntes de sédio,
potéssio que possuem um carater nao-linear e a corrente de vazamento
que é linear. En,, Fx e Er, sendo o potenciais de equilibrio do sédio,
potassio e vazamento respectivamente.

v

d
Cumr qt =1+ In,+ 1L (2.1)
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Figura 5 — O circuito do tipo RC que representa o comportamento
elétrico da célula do modelo Hodgkin-Huxley. Fonte: Acervo do autor

As equagoes 2.5, 2.6 e 2.7 sao utilizadas para as varidveis de
chaveamento (gating variables) n, m e h, que sao varidveis que estao
relacionadas com a abertura e fechamento dos canais i6nicos, permi-
tindo ou néo o fluxo de ions do elemento associado a varidvel, através
da membrana da célula. Para solucao das varidveis de chaveamento
sao utilizando as varidveis a,, e B,, a;m € B € ap e B, obtidas das
equagoes 2.8 até 2.13.

As correntes sao descritas por

I = §Kn4(VK — V)
Ing = gnam>h(Viyg — V) (2.3)
In=g(Vi-V)

onde g; é o valor maximo da condutancia associada ao elemento i. As
variaveis de chaveamento sao dadas pelas seguintes equacgoes

2—? =an(l —n)— Bun (2.5)
CZ—? =amn(l—m) - Bnm (2.6)
= on(1—h) B (2.7)

onde «a; e [B; sdo constantes no tempo porém dependentes da voltagem,
associadas a varidvel de chaveamento i, na forma das equagoes que se
seguem
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0.01(V 4 10)

L= o ) 2.8
“ (exp —Vfow -1 (2:8)
\%4
= 0.12 — 2.
Bn = 0.125exp(5) (2.9)
0.1(V + 25)
Q= — 20 (2.10)
(exp 57 — 1)
14
i = 4exp(0) (2.11)
= 0.07 (K) (2.12)
ap = V.Urexp 20 .
1
Bh = (2.13)

(exp V%g’o +1)

O modelo de Hodgkin-Huxley deu origem a varios outros mo-
delos de PAs, servindo como base de muitos estudos da dinamica e
estrutura deles.

2.2.1.2 Modelo Noble

Noble (1962), modificou o modelo Hodgkin-Huxley para obter o
primeiro modelo para as fibras de Purkinje (NOBLE, 1962). Para isso, a
forma das correntes ionicas foi alterada admitindo-se dois canais i6nicos
de potassio com condutancias diferentes, separando a condutancia do
potéssio, em uma condutancia gg1 que possui um potencial de mem-
brana rapido e ggo que possui um potencial de membrana mais lento.
Esta adaptagao resultou na equagao 2.14 fazendo com que o modelo
exibisse o comportamento do PA cardiaco das fibras de Purkinje.

Assim, o conjunto das principais equacoes do modelo sao,

CM% =Ina +Ik1+ 12+ Lan (2.14)

com
Ina = (400000m3h 4+ 140) (Vg — V) (2.15)
Ik1 = (1200 exp((—V —90)/50) +15 exp((V +90)/60)) (Vi — V) (2.16)
Ireo = 1200n* (Ve — V). (2.17)
Tan =75(Van — V) (2.18)
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onde 14, € a corrente anddica similar a corrente de vazamento do mo-
delo Hodgkin-Huxley, Vg, Vi, Van sao os potenciais de equilibrio da
membrana e V é o PA da membrana.

2.2.1.3 Modelo Beeler-Reuter

Beeler e Reuter (1977) desenvolveram o primeiro modelo baseado
em conduténcia para células ventriculares (BEELER; REUTER, 1977).
Este modelo, que utiliza quatro EDOs, tem estrutura similar ao modelo
de Hodgkin-Huxley, contendo duas correntes de entrada dependentes do
tempo, a corrente de entrada de sédio I, € a corrente de entrada lenta
de célcio I, duas correntes de saida de potassio Ix1 e Ix1, sendo uma
independente do tempo e uma dependente do tempo, respectivamente.

dv
CME =Ing+Ix1+ Ik +ICa_Iemt (219)

Inserindo a corrente de saida Ix1, o modelo foi capaz de gerar o
PA cardiaco com o comportamento das células ventriculares.

2.2.1.4 Modelo FitzHugh-Nagumo

Modelos em que as varidveis nao representam quantidades en-
contradas em experimentos, porém representam as caracteristicas de
sistemas reais, sao conhecidos como modelos formais. O modelo que
foi desenvolvido por FitzHugh (1955) e estudado por Nagumo, Arimoto
e Yoshizawa (1962) para descrever sistemas excitaveis possui estas ca-
racteristicas e é uma versao simplificada do modelo Hodgkin-Huxley
(FITZHUGH, 1955; NAGUMO; ARIMOTO; YOSHIZAWA, 1962). O modelo
FitzHugh-Nagumo, é descrito por um sistema bidimensional de EDOs
mostrado no conjunto de equacoes 2.20,

av vV-v3

At T 3—wHD
(2.20)

4V = 0.08(V +0.7—0.8W),

onde V' é o potencial de membrana, W é uma variavel de recuperagao
e I é a corrente de estimulo. Uma modificagao no modelo FitzHugh-
Nagumo feita por Aliev e Panfilov (1996) faz com que o modelo apre-
sente o PA cardiaco e o PA cardiaco marca-passo (ALIEV; PANFILOV,
1996).
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2.2.2 Modelos Baseados em Mapas
2.2.2.1 Modelo Rulkov

Rulkov (2007) apresentou um modelo de tempo discreto (mapa)
bidimensional para o comportamento cardiaco com o sistema de equagoes
2.21. O PA cardiaco é obtido de uma combinacédo linear dos dois sub-
sistemas, x e y (RULKOV, 2007).

I+l = (1 - E(yn))f(mnwxnfl; U) + E(yn)-'L'p (2.21)
_ ) Ys se T, > a+uouz,—1 >0
Ynt1 = q(yn) para todo o resto

onde (y,) é uma fungdo degrau que depende de y, e f(zn,Tp_1,u)
é uma funcdo nao-linear, com u como uma fungio de entrada, ¢(yy,)
¢ uma funcdo polinomial, ys e x, sdo parametros do sistema e « é o
parametro de controle do mapa?.

2.2.2.2 Modelo Pavlov

Um modelo de mapa quadridimendional proprosto por Pavlov
(2011) tem similaridades com o modelo Luo-Rudy® (PAVLOV et al.,
2011). O conjunto das principais equagdes 2.22 descreve modelos em
questao.

Vn+1 =V, + %M(_[INa(anxn) + ICa(anyn)
+IKd(VnaZn) + IK’L(VTL) + IOC(V’IL)] + Ist + Id),

_ (z ,
Tntl = Tn T LWy (2.22)
Yn+1 = O‘y(Vn)(l — UYn) — ﬁy(Vn)ym

Zn41l = O‘z(Vn)(l - Zn) - /Bz(vn)zn

onde V é o potencial de membrana, C,, é a capacitancia da membrana,
Ing € a corrente de sédio com variavel generalizada de chaveamento x,,

2Para mais detalhes do modelo de Rulkov consultar (RULKOV, 2007).
30 modelo Luo-Rudy é apresentado na secio 2.2.3.1.
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Icq é a corrente de calcio com variavel generalizada de chaveamento
Yn, Ixq € Ix; sao correntes de potdssio, com z, sendo a variavel gene-
ralizada de chaveamento de Ik 4, dependente do tempo e independente
do tempo respectivamente, Ip. sdo outras correntes de geracao do PA,
I € a corrente de estimulo e I; é a corrente constante de polarizagao.
O modelo de Pavlov (2011) apresenta tanto o PA cardiaco, como o PA
cardfaco marca-passo?.

2.2.3 Modelos com Pés-Despolarizacao Precoce

Nesta segao discutiremos modelos que apresentam PDP, que
sao base para este trabalho. Inicialmente é abordado o modelo para
miocitos de mamifero estudado por de Luo e Rudy. Em seguida, apre-
sentaremos o estudo feito por Tran et al. do modelo Luo-Rudy, carac-
terizando o modelo como gerador de disparos cardiacos com a presenca
de PDP.

2.2.3.1 Modelo Luo-Rudy (1991)

Desenvolvido a partir do modelo Beeler-Reuter, o modelo Luo-
Rudy (1991) descreve o PA cardiaco baseado nas conduténcias das
células ventriculares do coragdo (LUO; RUDY, 1991). Para isso, uti-
liza similarmente ao modelo de Hodgkin-Huxley, uma cole¢ao de EDOs
acopladas, sendo a equagao do potencial 2.23, composta da soma de
seis corrente ionicas e uma corrente de estimulo. As correntes ionicas
sao, Iy, a corrente rapida de soédio, Is; uma corrente de entrada lenta
(slow inward), Ix, Ix1, Ikp, sd0 trés correntes de potdssio, sendo a
primeira dependente do tempo, a segunda independente do tempo e
a terceira uma corrente de platd e por fim I, que é uma corrente de
fundo (background).

1%
CME =Ing+Isi + Ik + Ix1 + Ixp + I — Iy (2.23)

Para determinar as correntes iénicas ainda é preciso resolver oito
equagoes diferenciais nao lineares na forma da equagao 2.24, afim de
obter as varidveis de chaveamento.

4Para mais detalhes do modelo de Pavlov (2011) consultar (PAVLOV et al., 2011)
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d7y _ [yss (V) — 9]
dt Ty (V)

onde y é a varidvel de chaveamento a ser obtida, 7, é o tempo de
relaxagao, que é dado pela equagao 2.25,

(2.24)

1
(ay + By)
sendo ay, e 3, constantes dependentes da voltagem e por fim, podemos
obter Yy, que é o estado estacionario através de 2.26

(2.25)

Ty =

oo = | %y (2.26)

ay + By)

A ainda sdo necessdrias outras equacoes e parametros para ob-

termos o PA, fazendo com que o modelo acabe sendo custoso compu-
tacionalmente®.

2.2.3.2 Modelo adaptado por Tran et al. (2009)

Tran et al. (2009) modificaram o modelo Luo-Rudy para estudar
a dindmica da PDP no modelo (TRAN et al., 2009). O modelo proposto
utilizou uma corrente rapida de sédio (Na), uma corrente de célcio (Ca)
com escala de tempo intermediaria, e uma corrente lenta de potéssio
(K), com o conjunto de equagdes,

A%
CME =Ing+ Teg + 1+ 1o — Iy (2.27)

onde C,,, = 1,uF/cm2 é a capacitancia, Iy, a corrente de sédio, I., =
Geadf (V — E.q) é a corrente de cdlcio com d e f sendo varidveis de
chaveamento, e Ix = G krx1(V — Ei) com z sendo uma varidvel de
chaveamento e x; uma varidvel dependente do potencial. As varidveis
de chaveamento sao solucionadas pela equacao

dy _ [yso(V) — ¥

at -~ (V) (2.28)

com Yo (V) sendo o estado estacionario e 7,(V') o tempo de relaxagao,
de cada varidavel de chaveamento. Porém, os autores modificaram o

50s detalhes do modelo Luo-Rudy podem ser encontra no artigo orginal (LUO;
RUDY, 1991).
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tempo de relaxagao multiplicando um fator de escala, fazendo 74(V') —
atg(V), 74(V) = B1s(V) e 72(V) — 772(V'), obtendo como resultado
o PA com PDP mostrado na figura 6.

Este modelo pode ser separado em termos de um subsistema
rapido e um subsistema lento. No subsistema rapido é considerado as
varidveis rapidas V', d e f, e o subsistema lento com a varidvel lenta x
(KUGLER, 2016). Tran et al. (2009) estudaram o sistema completo para
explicar a dindmica que envolvem PDP. Posteriormente, Kiigler (2016)
analisou o sistema rapido, complementando o estudo da dinamica do
modelo (KUGLER, 2016).

V (mV)

100 1 I L I I
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

t (ms)

Figura 6 — PA cardiaco com PDP obtido a partir do modelo adaptado
por Tran et al. (2009), utilizando os pardmetros de (TRAN et al., 2009)
com o método de integracdo Runge-Kutta de quarta ordem. Fonte:
Acervo do autor

2.2.4 Modelos KT, KTz, KTLog e KTzLog

O modelo KT foi apresentado no trabalho de Kinouchi e Trag-
tenberg (1996) para o PA de neurdnios (KINOUCHI; TRAGTENBERG,
1996). E um mapa composto de uma fungdo tangente hiperbdlica
f(z) = tanh(z) e uma varigvel auxiliar y(t), que é descrito pelo con-
junto de equagoes

z(t+1) = f(= t)_Ky(;~)+H+I(t) ), (2.29)
=X y

y(t+1) = x(t)
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onde z(t) é o potencial da membrana no tempo ¢, com K, T e H sendo
parametros do modelo e I(t) é a corrente externa.

Kuva et al. (2001) estenderam o modelo KT adicionando a
varidvel lenta z (KUVA et al., 2001). Com essa alteragdo o modelo foi
capaz de exibir comportamentos como rajadas de disparos e disparos
com comportamento cardiaco. O KTz é um modelo de tempo discreto
que, inicialmente, foi descrito em termos de uma funcao tangente hi-
perbdlica (KTz) e posteriormente foi aproximado pela fungéo logistica
(KTzLog) (GIRARDI-SCHAPPO et al., 2016). Os modelos KTz tangente
hiperbdlica e logistico sao dados pelo sistema de equagoes

z(t+1) = f(ﬂf(t)*Ky(t)T+Z(t)+I(t))’

y(t+1) = 2(t), (2.30)
zZ(t+1)=(1-98)z(t) — AMz(t) — xRr)

onde z(t) é o PA em funcdo do tempo, y(t) representa uma varidvel
de recuperagio répida e z(t) a varidvel de recuperagao lenta. J con-
trola o periodo refratario, A controla o amortecimento das oscilagoes
e g controla a dinamica de entrada e saida na ”bolha” que vemos
no diagrama de fase do modelo KT, na figura 7. A fungao f(z) pode
ser f = tanh(z), no caso do KTz, ou a funcao logistica f = %Irl’ no
KTzLog.

1FP 2‘/10
15 A 316 ;
16
& 1 1/§/M
110
0.5} 2FP \¢*
\
o Bl—>'s
0 0.5 1 15
K

Figura 7 — Mostra diagramas de fases do modelo KTLog. O quadro (A)
mostra o diagrama T X K com regides com um PF (1FP), com dois PF
(2FP), com uma fase oscilatério e uma regido de co-estabilidade de fases
onde a linha potilhada (K = 0.6) é a regido estudada. O quadro (C)
mostra o diagrama T x H para K = 0.6. Fonte: (GIRARDI-SCHAPPO
et al., 2016)

Girardi-Schappo et al. (2016) observaram no diagrama de fases
do modelo KTLog, T x K uma regiao de co-estabilidade (BI) para K
entre 0.5 e 1.5 e estudando o diagrama de fases T' x H para K = 0.6
encontraram regides com um PF (1FP), regioes que possuem dois PFs
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(2FP), regides com comportamento oscilatério (Osc.) e uma regido
com co-estabilidade de fases (BI) (GIRARDI-SCHAPPO et al., 2016). A
regiao em que o PA cardiaco com PDP que foi estudada neste trabalho
é mostrada pela linha pontilhada (K = 0.6).

O estudo dos diagramas de fase dos modelos KTz e KTzLog,
foi feito por Girardi-Schappo et al. (2016). Para isto, utilizaram o
método de intervalo entre disparos (ISI, do ingles inter spike interval),
que consiste em medir o intervalo enter dois disparos em sequéncia
para z(t). Desta forma, foram estudados os diagramas de fase gerados
pela variacdo de xg e T, com os parametros § = A = 0.001 ¢ K =
0.6 obtendo a figura 8. A regido estudada neste trabalho é a regido
do comportamento cardiaco (CS) entre os comportamentos de rajadas
(BS), rajadas lentas (SB) e cardfaco aperiédico (ACS).

K =06 08
§=X= 0001
- - = Aprox. adiabética

5=X=0.001
- - = Aprox. adiabitica,

o1 02 03 04 05 06 01 02 03 04 05 06

Figura 8 — Mostra o diagrama de fase dos modelos KTzLog (painel A)
e KTz (painel B). Os diferente tipos de comportamenteos sdo dados
em tons de cinza, onde CS é a regido do cardiaco, ACS é o cardiaco
aperiddico, BS rajadas, SB rajadas lentas, FP ponto fixo (sem disparo)
e FS disparo rdpido. Oscilagbes sublimiares (SO), estdo presentes em
ambos os modelos, porém no modelo KTzLog, fica muito préximo a li-
nha pontilhada que se torna imperceptivel. Fonte: (GIRARDI-SCHAPPO
et al., 2016)

Os modelo KT, KTLog, KTz e KTzLog possuem diversos tipos
de comportamento de PAs. Os comportamentos excitaveis do modelo
KT e auténomos do modelo KTz foram estudados por Girardi-Shappo
et al. (2016) e estdo mostrados na figura 9. Entre os comportamen-
tos excitdveis estdo: (A) PF, (B) oscilagoes transientes, (C) disparo
tonico, (D) bloqueio de nervo e (E) biestabilidade e os comportamen-
tos auténomos sao: (F) excitabilidade, (G) disparo rapido, (H) disparo
lento, (I) disparo cardiaco, (J) rajadas rdpidas, (L) rajadas cadticas,
(M) oscilagbes sublimiares e (N) disparo cardiaco aperiddico.

Alguns comportamentos excitaveis do modelo KTzLog sdo mos-
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A. fixed point B. transient osc. C. tonic spiking D. nerve blocking

- — o .
E. bistablity F. excitability G. fast spiking H. slow spiking

L cardiac qpuung J. fast bursting K. slow bursting L. chaotic bursting

JUEEL R - B

M. subthreshold osc. N. aperiodic CS

—I@®

——a(?)

= Panel F: 20ts; panel N : 10000ts; otherwise: 100ts

Figura 9 — Mostra alguns comportamento do modelo KT excitdvel (A-T)
e alguns comportamentos do modelo KTz auténomo (J-N). A linha em
vermelho mostra a forma da corrente externa I(t) e a barra em preto
mostra o passo de tempo (ts). Fonte: (GIRARDI-SCHAPPO et al., 2016)

trados na figura 10 entre eles estdo: (A) disparo ténico, (B) disparo
fésico,(C) rajadas tonicas, (D) rajadas fasicas, (E) modo misturado,
(F) excitabilidade de classe 1, (G) excitabilidade de classe 2, (H) os-
cilagoes sublimiares, (I) ressonador, (J) integrador, (K) disparo rebote,
(L) rajada rebote, (M) variabilidade de limiar, (N) biestabilidade e (O)
acomodagcao.

A. tonic spikin IB phasic spiking C. tonic bursting D. phasic bursting

S

J— \_4 — (-

—_—— e ——— . ———

1. resonator J. integrator K. rebound spike ebound burst
-‘»——EE— ¢_g= —\1 f
¥

T

M. (hmhold

0. accommodatiqn

1(t)

—V+=

e 1008

Figura 10 — Mostra alguns comportamento do modelo KTzLog ex-
citdvel. A linha em vermelho mostra a forma da corrente externa I(t)
e a barra em preto mostra o passo de tempo (ts). Fonte: (GIRARDI-
SCHAPPO et al., 2016)
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A dinamica do modelo KTzLog pode ser estudada através do
modelo KTLog, fazendo com que o parametro H varie muito lenta-
mente, considerando os parametros T e K, para os quais o modelo
KTzLog apresenta o disparo cardiaco com PDP na forma autonoma
(oscilatério), o qual pode ser observado na figura 11.

0.8

0.6+ A

04 4

02f z g
,04'7 |

-0.6 -

Vits)

08 I I I I I

Figura 11 — Mostra o PA cardiaco com PDP em fung¢ao do tempo no
modelo KTzLog. Os parametros utilizados sao K = 0.6, T = 0.23,
rr = —0.3ed=X=0.001 Fonte: Acervo do autor

O KTzLog também possui PDP no PA cardiaco excitavel, que
estd sendo estudado por Rafael V. Stenzinger e colaborou com os parametros
do gréfico mostrado na figura 12 (STENZINGER, 2017).

O modelo KTzLog possui uma regiao de parametros em que
apresenta o comportamento do PA cardiaco marca-passo. O estudo
da regiao de parametros e da dindmica do sistema pode ser tema de
trabalhos futuros. A figura 13 mostra o PA cardiaco marca-passo do
modelo KTzLog.

A eficiéncia computacional dos modelos foram analisadas por
Girardi-Schappo et al. (2016) e estdo mostradas na figura 14. Os auto-
res mostraram que os modelos KTz e KTzLog sao computacionalmente
mais eficiente em termos de nimero de comportamento por operacoes
de ponto flutuante (FLOPSs) em relacao a modelos de EDOs, como os
modelos Hodgkin-Huxley, integra-dispara, integra-dispara adaptativo
entre outros.

O modelo KTzLog é mais eficiente computacionalmente e exibe
o comportamento do PA cardiaco com PDP que seréd discutido no ca-
pitulo 3. Na secao que se segue apresentaremos estudos sobre sistemas
dinamicos, necessarios para compreender os resultados deste trabalho.
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Figura 12 — Mostra o PA cardiaco excitdvel com PDP em fungdo do
tempo no modelo KTzLog. Gerado com os parametros K = 0.6, T' =
0.13, xzg = —0.1, 6 = 0.1 e A = 0.01, com uma corrente externa I.,; =
0.1 aplicada por 1 passo de tempo, representada pela linha preta em
t = 100ms. Dados cedidos por Stenzinger (2017). Fonte: Acervo do
autor

V(ts)

215 220 225 230 235 240 245 250 255
ts

Figura 13 — Mostra o gréafico V (ts) x ts (ts, passo de tempo, do inglés
time step) do PA cardiaco marca-passo (auténomo), obtido com o mo-
delo KTzLog, utilizando os parametros K = 0.6, T'= 0.2, zg = —0.1,
0 = 0.001 e A = 0.04. Fonte: Acervo do autor
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Figura 14 — Mostra a eficiéncia computacional de diversos modelos
incluindo modelos de EDO e modelos baseados em mapas. Fonte:
(GIRARDI-SCHAPPO et al., 2016)

2.2.5 Sistemas Dinamicos

Para entendermos as alteragoes na dinamica de um sistema de
mapas, podemos nos valer do estudo das variagoes qualitativas do com-
portamento do sistema, chamadas de bifurcacées. Para isto, precisamos
conhecer os comportamentos e as caracteristicas dos PFs do sistema
(i.e., pontos que representam solugoes estaciondrias do sistema) (MON-
TEIRO, 2011; STROGATZ, 1995).

Trés tipos de PF sdo estudados neste trabalho: a)PF estdvel
(PFE), quando dadas condigbes iniciais préximas a ele, a dérbita se
aproxima dele, b)PF instaveis (PFI), quando a partir de condigdes ini-
ciais préximas a 6rbita se afasta dele e ¢)PF de sela (PFS), quando o
PF possui tanto condigbes iniciais préximas ao ponto que fazem com
que a érbita se afaste ou se aproxime dele.

Para elucidar as ideias de estabilidade estudamos este exemplo
do Strogatz, temos o sistema de equagdes

T=x+y

i — 4o — 2 (2.31)

que possui a forma matricial
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()= ) 0) o

e com a condicdo inicial (zg,y0) = (2,—3) tem autovalores \; = 2 ¢
Ao = —3 com os correspondentes autovetores

o (e (1) a3

o sistema possui solugao,

x(t) = exp[2t] + exp[—3t]

y(t) = exp|2t] — 4 exp[—3t] (2.34)

Assim o autovalor positivo faz com que a solugao cresca exponen-
cialmente se afastando do PF e o autovalor negativo faz com a solugao
decaia exponencialmente se aproximando do PF. Este PF relacionado
¢é entao um ponto de sela. Podemos observar na figura 15 o retrato de
fases deste sistema, mostrando o PFS com as retas obtidas dos autove-
tores e as setas indicando a dire¢ao da dinamica.

7
ale

Figura 15 — Mostra o retrato de fases com o PFS centrado na origem,
com as retas obtidas dos autovalores e as setas indicando a dire¢ao da
dindmica. Fonte: (STROGATZ, 1995)

Similarmente para mapas temos o sistema

z(t+1)=ax(t)+0b (2.35)

que tem como PF

z(t+1) =2z(t) = 2(0) = z* (2.36)
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Assim
N b
xt = a—a para a # 0 (2.37)
e
tlggo x(t) = (111), se lal <1

(2.38)
lim z(t) = oo, se |a| > 1
t—o0

Assim a caracterizacao da estabilidade de um ponto fixo pode
ser feita através de um estudo dos autovalores obtidos a partir da ma-
triz Jacobiana do sistema. Para mapas, se o conjunto de autovalores,
associados ao PF s@o |A,| < 1, ent@o o PF é estdvel (STROGATZ, 1995).
Da mesma forma, se o conjunto de autovalores associados ao PF sao
[An| > 1, entdo o PF é instdvel. Se, ao PF hd dois autovalores associa-
dos |A1] < 1 e |Ag| > 1 entdo o PF é de sela.

Para sistemas de tempo continuo, se os autovalores associados ao
PF sao A\, < 0, este PF ¢ dito estavel, por outro lado, se os autovalores
associados ao PF sao A, > 0, este PF é dito instavel. Quando os
autovalores associados ao PF sao do tipo Ay <0 e Ay > 0, é um PF de
sela.

O modelo KTLog (GIRARDI-SCHAPPO et al., 2016) possui PFs,
que podem ser encontrados através das equacgoes
* *—Ky*+H
. - T*+\(1—K)x*+H|’ (2.39)
y = :1: )

T

Rearranjando os termos, obtemos,

vy K+T+sH—1, H
(") SA-K) x _s(lfK)_O (2.40)

que possui as solugoes,

S

—[1-K-T—-sH+ 1-K-T H)2 +4sHT
2(1—K)[ s V( +sH)? 4+ 4sHT]

(2.41)

zh =

coms=|1-K)z*+H|/(1-K)z*+ H) = +1.
Assim os autovalores obtido através da matriz Jacobiana, sao
dados pela equagao a seguir,
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Ay = T (1i\/1_4K(T+(1—K)1: +H\)2))

2(T+|(1 - K)z* + H|)?) T

(2.42)

Quando o sistema durante a evolugao de sua érbita altera quali-
tativamente seu comportamento dinamico, isto gera uma bifurcacao do
sistema. Existem muitos tipos de bifurcacoes para sistemas dindmicos
de tempo continuo e discreto. Neste trabalho trataremos do estudo de
algumas delas. A partir dos autovalores encontrados, podemos estudar
as bifurcagoes do modelo KTLog.

Um sistema pode possuir autovalores complexos e, neste caso,
podem apresentar 6rbitas peridédicas chamadas ciclo-limite (CL). O CL
podem ser estavel quando a orbita, com condic¢oes iniciais proxima a
ele, tanto na parte externa, como na interna, sao atraidas para o CL.
Um CL instavel ocorre quando a 6rbita com condigoes inicias proximas
a ele tanto na parte externa como na parte interna sao repelidas do CL.
O CL estavel e instavel sao mostrados na figura 16.

Figura 16 — Mostra (esquerda) um CL estdvel e (direita) um CL ins-
tavél. Fonte: adaptado de (KUZNETSOV; SACKER, 2008).

A bifurcacdo de Hopf ocorre pela mudanca de estabilidade de
um sistema de tempo continuo, onde ao variar um parametro do mo-
delo (parametro de controle), um PF estdvel se torna um trajetéria
periddica (i.e. CL) no espago de fase (MONTEIRO, 2011). Para sistemas
de tempo discreto, o surgimento de uma trajetéria periddica a partir de
um PF, que perde sua estabilidade através de autovalores complexos, é
chamada de bifurcagao Neimark-Sacker (também conhecida como Hopf
para mapas) (KUZNETSOV; SACKER, 2008).

As bifurcagoes Neimark-Sacker e Hopf podem ser subcriticas
quando a trajetoria periddica do CL é instavel ou supercritica quando
a trajetéria do CL é estavel. A bifurcagdo de Hopf e Neimark-Sacker
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sdo mostradas na figura 17, onde (a esquerda) um PFE ao variar o
parametro de controle B perde sua estabilidade e gera um CL estavel
(supercritica) e (a direita) um PFI ao variar o pardmetro B gera um CL
instdvel (subcritica). Para a bifurcagdo Hopf as linhas sdo continuas e
para a bifurcagao Neimark-Sacker temos apenas pontos que formam a
orbita por ser um sistema de tempo discreto.

/ oy
\ s o |
\ ‘\?:" IRdY Vit ‘\:D/, / A

B<0O B>0
Figura 17 — Mostra Bifurcagdes de Hopf e Neimark-Sacker supercritica
(esquerda) e subcritica (direita) ao variar o pardmetro de controle B.
Fonte: adaptado de (KUZNETSOV; SACKER, 2008).

Um CL apresenta a caracteristica de que, préximo a bifurcacdo
da qual ele se origina, sua amplitude de cresce com a raiz quadrada
de um determinado pardmetro (KUZNETSOV; SACKER, 2008). Esta lei
de escala para a bifurcagao Neimark-Sacker surge da forma normal da
bifurcagao que em coordenadas polares é dada por

it =rj(1+du+ a(p)rs)

(2.43)
Oj41=0; + ¢o + 1+ br3
Reescrevendo a equagao de 7 em uma forma simplificada
F=pr—r’ (2.44)
Assim obtemos
TR/ (2.45)

O CL gerado, tanto na bifurcacao de Hopf, quanto na bifurcagao
Neimark-Sacker, tem uma caracteristica em comum, que o raio do CL,
quando préximo ao ponto de bifurcagao é do tipo r* = /i, onde p é o
parametro de controle.

Com o raio (amplitude) do CL crescendo ao variar o parametro
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Figura 18 — Mostra uma bifurcagdo homoclinica. No quadro (a) um
CL estavel com um PFI que cresce ao variar o parametro de controle se
aproximando do ponto de sela na origem dos eixos (b), formando uma

6rbita homoclinica (c¢) e a bifurca¢ao homoclinica causando a destruigao
do CL (d). Fonte: adaptado de (STROGATZ, 1995).

de controle, uma regiao da érbita periddica pode colidir com um PF de
sela. Quando a dérbita colapsa causando a destruicao do CL, acontece
uma bifurcagao homoclinica, bifurcacao que causa a extingao de uma
6rbita homoclinica (i.e., érbita que inicia e termina sobre o mesmo
ponto de sela). Podemos ver na figura 18 a ilustragdo de uma bifurcagao
homoclinica acontecendo.

As bifurcagbes Neimark-Sacker e homoclinica sdo encontradas no
modelo KTLog e tem grande importancia na caracterizagao do PA com
PDP no modelo KTzLog, como veremos no capitulo seguinte.
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3 RESULTADOS E DISCUSSAO

Comparamos os resultados encontrados no modelo KTzLog com
achados experimentais relacionados a PDP e analisamos o subsistema
rapido do modelo KTzLog (i.e., KTLog) para obter o diagrama de bi-
furcagao na regiao de parametros em que o modelo apresenta disparo
cardiaco com PDP, caracterizando os PFs e as bifurcacées encontra-
das. Em seguida, observamos a presenca de um ciclo-limite instavel,
caracterizando-o e interpretando-o como possivel causa da PDP na
dindmica do PA cardiaco do modelo KTzLog. As simulagdes foram
realizadas com o software MATLAB, utilizando também o pacote Mat-
cont para a continuagdo numérica (MATLAB, 2010; DHOOGE; GOVA-
ERTS; KUZNETSOV, 2003).

A dinamica do PA com PDP encontrado no modelo KTzLog
apresenta similaridades com achados experimentais. Podemos ver es-
tas similaridades quando comparamos o PA com PDP encontrados
pelo modelo KTzLog com o PAs obtidos experimentalmente utilizando
midcitos ventriculares de coelho isolados expostos a peréxido de hi-
drogénio (H203) a 1 mmol/L que podem ser vistos na figura 19 (XIE
et al., 2009).

Figura 19 — Mostra (esquerda) o PA cardiaco com PDP obtido com
o modelo KTzLog utilizando os paramentros K = 0.6, T = 0.23,
zr = —0.3, § = 0.001 ¢ A\ = 0.003 ¢ o PA cardiaco com PDP (di-
reita) obtido experimentalmente utilizando midcitos ventriculares de
coelho isolados expostos a peréxido de hidrogénio (H202) a 1 mmol/L.
Fonte: adaptado de (XIE et al., 2009)

A PDP esté relacionada com a taquicardia ventricular polimorfica
como sendo o gatilho que a precede (YAN et al.,, 2001). Foi observada
PDP como gatilho da taquicardia ventricular polimérfica no endocardio
(camada de células da parede interna do coragao) do ventriculo es-
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querdo de coelho tratado com di-Sotalol a 100 gmol/L. O modelo KTz
Log exibiu um comportamento similar observado no experimento, como
mostrado na figura 20.

Isolated Rabbit Left Venticle
d-Sotalol 100 uM

mv

Figura 20 — Mostra (esquerda) o PA cardiaco com PDP exibindo
taquicardia ventricular obtido com o modelo KTzlLog utilizando os
paramentros K = 0.6, 7 = 0.25, zg = —0.07, § = 0.00l e A = 0.001 e 0
PA cardfaco com PDP exibindo taquicardia ventricular (direita) obtido
experimentalmente com um ventriculo esquerdo de coelho tratado com
di-Sotalol a 100 pmol/L. Fonte: adaptado de (YAN et al., 2001)

Tran et al. (2009) estudaram o modelo formado pelo conjunto
de equagoes 3.1 que forma um sistema composto de subsistema rapido,
com as variaveis rapidas V, d e f e um subsistema lento, com a varavel
lenta x. Os autores observaram uma bifurcacao do tipo Hopf su-
percritica como mostrado na figura 21 (TRAN et al., 2009).

CM% = gCadf(VCa - V) + ngf(VK - V) + IO(V)

dd _ [deo(V)—d]

dt —  ara(V)

3.1
& _ Ueo(V)—1] 3.1)
dt Brs(V)

do _ [pee(V)=a]
dt Y72 (V)

Kiigler (2016) utilizando somente o subsistema rdpido do modelo
adaptado por Tran et al. (2009), obteve PDP através de uma bifurcagao
do tipo Hopf subcritica (KUGLER, 2016). As equagoes utilizadas que
formam o subsistema rapido estudado sao as que se seguem

CM% = gCadf(VCa - V) + gl(l'(VK — V)

(3.2)
df _ (V)]
dt BTf (V)
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Figura 21 — Mostra o PA cardfaco normal (azul) e com PDP (vermelho),
o diagrama de fases nas linhas pretas sélidas (PFE) e tracejada (PFI),
o ponto da bifurcac¢ao de Hopf (HB) e da bifurcagdo Homoclinica (HC).
A minitura corresponde ao periodo da Fonte: (TRAN et al., 2009)

As bifurcacoes do subsistema rapido sdo mostrados na figura 22,
onde uma bifurcagdo do tipo Hopf subcritica gera um CL que cresce
colidindo com PF'S terminando numa bifurcacao Homoclinica. O autor
mostra que o surgimento da oscilagao com amplitude crescente pode
ser explicada pelo efeito atrasado (delayed effect), que ocorre devido a
bifurcagao de Hopf subcritica para sistemas de EDOs.

\ Suberitical rlaEr Bifureation

-

0 Saddle-Homaoclinic Bifurcation "W\ ’

VimV)

Figura 22 — Diagrama de bifrucacao do subsistema rapido estudado por
Kiigler. Mostra PFE perdendo a estabilidade através de uma bifurcacao
de Hopf subcritica, com o surgimento de um CL (azul) que aumenta
seu raio até colapsar com PFS causando uma bifurcagao homoclinica.
Fonte: (KUGLER, 2016)
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A figura 23 mostra a passagem da Orbita através da bifurcagdo de Hopf
causando um efeito atrasado de oscilacao que seria a causa de PDP no
modelo.

T 0.92 0.94

Figura 23 — Mostra a oscilagdo (vermelho) com amplitude crescente
causada pelo efeito da passagem pela bifurcagao de Hopf subcritica na
qual é gerado um CL instével (azul). Fonte: (KUGLER, 2016)

Como resultado foi encontrado o PA com PDP que é mostrado na figura
a seguir:

EADs with Growing Amplitudes

voltage (mV)

0 S00 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500
time {ms)

Figura 24 — PDP encontrada por Kiigler utilizando o subsistema rapido
do modelo adaptado por Tran et al. Fonte: (KUGLER, 2016)

A Figura 25 mostra o grafico de um diagrama de bifurcacao
do modelo KTLog. E possivel observar um tnico PFE para H muito
grande ou muito pequeno (i.e., H > 0.3 ou H < —0.3), representado
pela cor verde (s6lido). O PFE ¢ caracterizado, segundo Strogatz (1995)
pelo médulo dos autovalores obtidos a partir do determinante da matriz
Jacobiana do modelo KTLog, menores que a unidade (JA\| < 1) (STRO-
GATZ, 1995). Para regioes de H préximas a zero (i.e., —0.3 < H < 0.3)
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encontramos trés pontos fixos, sendo um estével representado pela cor
verde (linha sélida), um instdvel representando pela cor vermelha (tra-
cejado), e um de sela, representado pela cor azul (pontilhado).
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-0.05 -0.04 -0.03 -0.02 -0.01 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

Figura 25 — Diagrama de bifurcagao do modelo KTLog, com parametros
K =0.6 e T =0.23 e utilizando H como parametro de controle, vari-
ando de —0.05 até 0.05. Fonte: Acervo do Autor.

O ponto fixo de sela é caracterizado quando os autovalores estao
com sinais opostos (|[A1] > 1 e |A2| < 1), fazendo com que a dindmica
do sistema seja atraida por um lado e repelida por outro lado, como
exemplo no modelo KTLog, com os parametros K = 0.6, T'= 0.23 e
H = —0.018, possui um ponto de sela em que [A;| = 2.4690 e |Ao| =
0.7926. As bifurcagdes encontradas entre os PFE e PFI sao do tipo
Neimark-Sacker subcritica, também conhecida como bifurcacao de Hopf
subcritica para mapas.

O modelo KTLog é o conjunto de equacoes que forma o subsis-
tema rapido do modelo KTzLog. Assim no diagrama de bifurcagdo do
modelo KTLog encontramos uma bifurcacao do tipo Neimark-Scaker
subcritica, o que sugere que o modelo KTzLog pode exibir comporta-
mento cardiaco com PDP para uma determinada regiao de parametros.

O diagrama de bifurcagdo do modelo KTLog, juntamente com
o atrator do modelo KTzLog, estd mostrado na figura 26. Podemos
observar o aumento da amplitude gerado pela passagem através da
bifurcagdo Neimark-Sacker, fazendo com que a 6rbita seja afastada dos
pontos instaveis.

A presenca de uma bifurcagao do tipo Neimark-Sacker subcritica
pressupoe a existéncia de um CL instdvel (KUZNETSOV; SACKER, 2008).
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Figura 26 — Mostra o atrator do modelo KTzLog (vermelho escuro)
sobre o diagrama de bifurcagdo do modelo KTLog. Fonte: Acervo do
Autor

Na figura 27 é mostrado o CL formado de linhas verticais que sao re-
sultado de multiplas iteragoes do modelo sob condigoes especificas. Es-
colhemos um H inicial préximo a regiao da bifurcacao Neimark-Sacker
e iteramos o modelo com condig¢oes iniciais variando lentamente na

direcao do eixo x positivo, passando pela regiao de possivel presenca
do CL.

0.6 L L L L L L L L
-0.05 -0.04 -0.03 -0.02 -0.01 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

Figura 27 — Mostra um diagrama de bifurcacao com o CL que surge da
bifurcagao Neimark-Sacker. O CL cresce em dire¢ao H positivo, dando
origem a uma bifurcagao homoclinica em H = 0. Fonte: Acervo do
autor



57

Como o CL ¢ instdvel, para as condic¢oes iniciais que estiverem
na parte interna do CL, as 6rbitas serao atraidas para o PF estdvel, da
mesma forma, as condigoes que estiverem fora do CL serao repelidas
para outro PF estdvel. Assim, mantendo somente as iteragdes cuja
orbita é atraida para o PF estavel no interior do CL e eliminando as
demais obtemos uma linha para cada valor de H, podendo visualizar o
CL como sendo a borda das iteracoes. Variamos entao, H em pequenos
passos para obter a formagao do CL até este colapsar em H = 0 com o
PFS, terminando em uma bifurcacdo homoclinica. A figura 28 mostra o
atrator com milhares de iteragoes formando um disco sélido cuja borda
seria a regiao mais proxima do CL e condicoes inicias para as quais a
orbita é repelida do CL.
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Figura 28 — Mostra o CL instdvel (s6lido) que surge da bifurcacao
Neimarck-sacker, formado de milhares de iteragoes do modelo e uma
iteragao (laranja) com condicdo inical préxima porém fora do CL sendo
repelida por ele. Iteragbes (amarelo e verde) com condigbes iniciais
préxima ao PFS sendo repelido por este e sendo atraido por um PFE
do modelo. Fonte: Acervo do autor

A figura 29 mostra o atrator com milhares de condigGes inicias
formando uma figura sélida cuja borda estd préxima do CL quando este
forma a drbita homoclinica, caracterizando a bifurcagdo homoclinica.
Perecebemos que a borda da figura sélida esté proxima ao CL pois, ao
escolhermos outra condicao inical préxima a regiao sélida, a érbita é
repelida. Assim podemos verificar que a dinamica do modelo KTLog
possui similaridades com o modelo adaptado por Tran et al. estudado
por Kiigler (TRAN et al., 2009; KUGLER, 2016).

Para verificar a lei de escala presente na bifurcacao Neimark-
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Figura 29 — Mostra o CL instéavel colapsando com o PFS em H = 0, for-
mado de milhares de iteragoes do modelo, caracterizando a bifurcacao
homoclinica e uma codigéo inical (azul) préxima porém fora do CL
sendo repelida por ele. Uma iteragao (laranja) com condigbes inici-
ais préxia ao PFS sendo repelido ele. Os parametros utilizados sao
K =0.6,T=0.23 e H=0. Fonte: Acervo do autor

sacker no CL encontrado, obtivemos os pontos de maior distancia entre
os PF estdveis e a parte superior do CL (i.e., acima da linha de PF
estdveis). Nestes pontos, foi observado que mantém a relagdo de que
a amplitude cresce com a raiz A ~ vVH quando muito préximo da
bifurcacdo Neimark-Sacker. Observamos na figura 30 o grafico log — log
dos pontos, encontrando o coeficiente angular préximo a 0.5, que seria
o coeficiente ideal caso a amplitude fosse uma raiz quadrada.

¥=045% 1 0.3

— Amplitude do CL.
— Fit Lincar

Figura 30 — Mostra a amplitude do ciclo limite plotado em um gréfico
log — log com o fit linear mostrando o coeficiente angular de 0.45. Fonte:
Acervo do autor
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4 CONCLUSAO E PERSPECTIVAS

Os resultados mostram que o modelo KTzLog gera o PA cardiaco
com PDP similar a exibida em experimentos. Dinamicamente o sistema
rapido do modelo KTzLog (KTLog) mostrou através das bifurcagoes de
Neimark-Sacker subcritica, do surgimento de CL instdvel que obedece
a lei de escala r ~ /i da bifurcagao e do término do CL em uma
bifurcagao homoclinica, que o modelo produz PA cardiaco com PDP
pelo efeito atrasado da passagem da 6rbita do sistema pela bifurcacao
Neimark-Sacker gerando oscilagoes no PA cardiaco.

A geragdo do PA cardiaco com PDP é similarmente descrito em
modelo do PA cardiaco de EDOs, sendo as bifurcagoes obtidas do sub-
sistema rédpido do modelo adaptado por Tran et al. (2009), a bifurcacao
de Hopf subcritica gerando um CL instavel que colapsa com pontos de
sela terminando em uma bifurcagao homoclinica.

O modelo KTzLog possui simplicidade de ser um modelo de
mapa, tendo assim, maior eficiéncia computacional quando comparado
a modelos de EDOs, como foi descrito por Girardi-Schappo et al. (2016)
em seu estudo sobre o modelo. Isto faz com que o modelo KTzLog seja
um 6timo modelo para simulagoes em redes grandes com menor custo
computacional em relagao aos modelos de EDOs, conservando as pro-
priedades encontradas nestes modelos.

Assim, é possivel concluir que o modelo KTzLog gera o disparo
cardiaco com PDP similarmente aos modelos de EDOs encontrados na
literatura, mantendo as caracteristicas dinamicas. Por ser um modelo
de mapa, o modelo KTzLog é computacionalmente mais eficiente, fa-
zendo com que seja o modelo ideal para simulagao de redes grandes.
Desta forma, pode ser utilizando para simular e entender o funciona-
mento e 0os mecanismos de um coragao com arritmias que estao relaci-
onadas com a PDP.

Como perspectivas futuras, podem ser estudados a relagao entre
dinamica das PDP e a dindmica associada a arritmias. Estudar células
cardiacas em rede e a associacao de PAs cardiaco marca-passo com PAs
cardiaco, em rede, utilizando o modelo KTzLog com comportamento
cardiaco excitavel.
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