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RESUMO

Neste trabalho, investigamos a possibilidade de obter uma equacao de
transporte quantica e relativistica tipo Vlasov para a matéria nuclear
caracteristica da crosta interna dos magnetares, assim como relagoes de
dispersao, através do uso do formalismo de Wigner. Demonstramos que
o método é consistente com outras maneiras de obter equacoes desse
tipo e aplicamos as equagoes obtidas para o cdlculo de propriedades de
transporte da matéria nuclear assimétrica infinita sob a agao de campos
magnéticos fortes, determinando limites de instabilidade relacionados
a transigoes de fase de primeira ordem.

Palavras-chave: Equagao de Vlasov, Formalismo de Wigner, Magne-
tares.






ABSTRACT

In this work, we investigate the possibility of obtaining a Vlasov type
quantum-relativistic transport equation for the kind of nuclear matter
characteristic of the inner crust of magnetars, as well as dispersion re-
lations, using the Wigner formulation of quantum mechanics. We show
that the method is consistent with other approaches to the same pro-
blem and use the equations obtained here in order to calculate transport
properties of infinite asymmetric nuclear matter under the influence of
strong magnetic fields, determining instability limits related to first-
order phase transitions.

Keywords: Vlasov equation, Wigner formalism, Magnetars.
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1 INTRODUCAO

O estudo das estrelas compactas, assim como o das colisoes de
fons pesados, representa uma boa oportunidade para os fisicos nucle-
ares e de particulas compreenderem a matéria em situagoes extremas
(MARUYAMA et al., 2006; GLENDENNING, 2000; WEBER et al., 2007). Os
detalhes envolvidos nas explosoes de supernova e no comportamento e
composicao das estrelas de néutrons tém sido objeto de estudo exten-
sivo nas ultimas décadas, e acredita-se que as estrelas de néutrons sejam
o resultado de explosoes de supernova tipo II, Ib e Ic. Nestas explosoes,
o nucleo estelar é comprimido até uma densidade muitas vezes maior
que a densidade nuclear de saturagao, e assim se mantém estavel devido
a competicao entre a interacao nuclear forte e a gravidade, enquanto
que o restante da estrela é expelido (AVANCINI et al., 2008).

Esta tese consiste prioritariamente de uma tentativa de aplicar
a formulagdo de Wigner da mecénica quantica (WIGNER, 1932) para
a obtencao de um andlogo quantico e relativistico para as equagoes
de transporte classicas e a insercao de contribuicoes devidas a campos
magnéticos fortes, de forma a calcular propriedades de transporte na
matéria nuclear e os limites das regioes de instabilidade desta maté-
ria. Temos interesse particular no estudo da estrutura das estrelas de
néutrons sujeitas a enormes campos magnéticos, os chamados magne-
tares (DUNCAN; THOMPSON, 1992). Por tratar-se de um estudo sobre
volumes muito grandes de matéria nuclear homogénea, consideramos a
matéria constituinte das estrelas de néutrons como um caso da matéria
nuclear assimétrica infinita.

Ao longo deste texto, aplicamos aproximacoes semicldssicas a
um modelo de campo médio relativistico (SEROT; WALECKA, 1986) e
obtemos para o caso de interesse uma equacdo tipo Vlasov (VLASOV,
1945; LANDAU, 1946) ou, na realidade, uma equagao tipo Boltzmann
sem termos de colisao. Demonstramos equivaléncias com outros méto-
dos utilizados na literatura, e estabelecemos os meios de introduzir um
campo magnético forte externo ao sistema para melhor reproduzir as
condic¢oes encontradas nos magnetares. Para isso, nos baseamos em cal-
culos anteriores para um formalismo de equagao de Vlasov sem campo
magnético, que podem ser vistos em (AVANCINI et al., 2005). A intencao
é utilizar o método das fungdes de Wigner (GROOT; SUTTORP, 2000;
BRACK; BHADURI, 2003; MARCHIOLLI, 2002; RING; SCHUCK, 1980) para
obter resultados comparéveis aos obtidos com aquele formalismo ou ou-
tros, tais como a teoria de Landau para o liquido de Fermi (LIFSHITZ;



PITAEVSKII, 1980).

Estamos interessados, a principio, em parametrizacoes do modelo
relativistico ndo-linear de Walecka (BOGUTA; BODMER, 1977). Modelos
relativisticos, ao serem aplicados em altas densidades e assimetrias de
isospin ou em altas temperaturas, providenciam informagoes adicionais
aquelas obtidas com modelos nao-relativisticos, como, por exemplo,
uma explicagdo natural da forca spin-6rbita. Também pode-se esperar
que seja possivel estabelecer uma conexao entre esses modelos e des-
cricoes mais fundamentais das interagoes nucleares em teoria de cam-
pos, e que eles sirvam de base para uma descrigao da matéria nuclear
mais quente e densa, para a qual a relatividade torna-se mais impor-
tante (GREINER; MARUHN, 1996). A enorme dificuldade em aplicar
diretamente as teorias mais fundamentais a sistemas de muitos corpos,
no entanto, justifica o uso dos modelos efetivos tais como o modelo
de Walecka e outros modelos com formalismo semelhante, como o de
Nambu-Jona-Lasinio (NJL) (NAMBU; JONA-LASINIO, 1961).

Em densidades de cerca de 0.01 a 0.1 fm™3, a matéria restante
das explosoes de supernovas pode se organizar em fases exéticas chama-
das de “pasta’” nuclear, devido ao fato de que as escalas de comprimento
das interagoes nuclear forte e eletromagnética estao mais préximas, e
ocorre uma competicao entre os dois tipos de interagdo (RAVENHALL;
PETHICK; WILSON, 1983; HOROWITZ; PEREZ—GARCIA; PIEKAREWICZ,
2004, 2005). Acredita-se que tais fases ocorram na crosta das estrelas
de néutrons, onde as densidades atingem os valores acima. Em densi-
dades muito baixas, a matéria nuclear se arranja formando uma rede
em um mar de elétrons, de modo a minimizar a energia coulombiana.
Com o aumento da densidade, estruturas intermedidrias comegam a
aparecer, como uma fase mista em uma transicao de fase liquido-gés de
primeira ordem. Essas configuragoes intermedidrias enfim desaparecem
em uma densidade abaixo da densidade de saturacao, dando origem
a uma fase homogeénea. Identificando a equagao de estado da maté-
ria nuclear, pode-se determinar onde esta cruza as curvas espinodais
(AVANCINI et al., 2008) caracteristicas da transicao de fase, e portanto
em que temperaturas e densidades hé o aparecimento da fase mista.
Utilizando um formalismo de Vlasov, também podemos determinar em
que situagoes a matéria nuclear homogénea torna-se instavel, portanto
estabelecendo limites para o aparecimento da fase “pasta’”.

Como ha particulas carregadas no sistema, ocorre um equilibrio
entre a tensao superficial e a interagdo coulombiana nas fases exéticas,
e as estruturas que surgem nessa transigao de fase tém tamanho e forma
definidos, formando redes de “pedacos” de uma fase embutidas na outra



fase. Os pedagos das fases que aparecem na pasta podem ser modela-
dos por estruturas com simetria esférica em trés dimensoes, em relacao
a rotacoes ao redor do eixo z em duas dimensodes, ou em relacao ao
eixo perpendicular as camadas em uma dimensao. A essas estruturas
sao normalmente dados os nomes de droplet (gota) e bubble (bolha) em
trés dimensdes, rod (bastao) e tube (tubo) em duas dimensoes, e slab
(placa) em uma dimensdo, e todas sdo tipicamente definidas dentro
de uma célula de Wigner-Seitz (MARUYAMA et al., 2006). As estrutu-
ras denominadas gota e bastao caracterizam-se por terem densidades
maiores do que as das suas imediagoes na célula, assim como aquelas
chamadas de bolha e tubo tém densidades menores. As estruturas que
aparecem préximas ao limite de instabilidade da matéria nuclear sao
aquelas com simetria esférica, ou seja dos tipos gota e bolha (AVANCINI
et al., 2008). J& realizamos estudos aprofundados sobre a matéria nes-
tas regides de instabilidade (AVANCINI; BERTOLINO, 2015), o que nos
permitirda eventualmente comparar nossos resultados com aqueles que
obtivemos anteriormente, assim como outros estudos sobre a regiao de
instabilidade utilizando modelos de fases coexistentes (AVANCINI et al.,
2009), modelo de Thomas-Fermi (AVANCINI et al., 2010), métodos de
funcional da densidade (GOGELEIN; MUTHER, 2007) ou potenciais tipo
Skyrme-Hartree-Fock (MARUYAMA et al., 2005), por exemplo.

Em densidades maiores, estuda-se a possiblidade de haver outras
transigoes de fase. Em uma densidade vérias vezes maior que a densi-
dade de saturagao, acredita-se que ocorra uma transicao de fase de pri-
meira ordem para um estado condensado de kdons (KAPLAN; NELSON,
1986). Este condensado kadnico deve ocorrer em estrelas de néutrons,
em regides onde a densidade é muito grande, com uma larga faixa de
densidades em que aparece a fase mista, ocorrendo também estrutu-
ras com geometria definida chamadas de pasta kaonica. Com maior
energia disponivel, também tornam-se importantes as contribuicoes de
bérions mais massivos. Além da transicdo de fase kadnica, em densi-
dades ou temperaturas muito grandes, considera-se o desconfinamento
dos quarks, que daria origem a uma fase mista de hadrons e quarks des-
confinados (WITTEN, 1984). Entende-se esta tltima como um plasma
de quarks e glions, e procura-se compreender as propriedades da ma-
téria quark utilizando-se métodos de primeiros principios baseados na
cromodindmica quantica (QCD), tais como QCD na rede. Pouco se co-
nhece sobre essa transicao de fase, mas é sugerido que ela seja também
uma transicao de primeira ordem, com a possibilidade de surgimento de
uma fase mista (ALAVERDYAN; HARUTYUNIAN; VARUTYUNIAN, 2004),
como nos casos anteriores.



O estudo das propriedades de transporte da matéria nuclear em
estrelas de néutrons é de consideravel interesse para prever certas ca-
racteristicas das regioes exteriores dessas estrelas, tais como a conduti-
vidade térmica e a emissividade de neutrinos, que sdo importantes para
determinar a rapidez com que a estrela se resfria (YAKOVLEV; PETHICK,
2004), e também a viscosidade, momento de inércia e outras proprie-
dades mecanicas, importantes na previsao dos glitches observados em
pulsares. (LINK; EPSTEIN; LATTIMER, 1999) Como essas propriedades
tém relagdo com observaveis, permitem que os resultados da teoria
sejam comparados com dados astronémicos, que servem como um la-
boratério astrofisico para as teorias e modelos. No nosso caso, para
chegar a resultados mais adequados, no entanto, serd necessario mo-
delar também as colisdes na matéria nuclear, indo, portanto, além da
equacgao de Vlasov. Este é um dos objetivos que procuramos alcangar
futuramente.

O presente texto se dedica quase inteiramente a desenvolver, jus-
tificar e demonstrar a aplicabilidade do método da fungdo de Wigner
para a futura obtencao das propriedades de transporte da matéria nu-
clear sob a influéncia de campos magnéticos fortes, detalhando as bases
tedricas para este fim. Os calculos ja realizados na drea encontram-se,
de certa forma, dispersos. (VASAK et al., 1987; TENREIRO; HAKIM, 1977;
KELLY, 1964) Aqui reunimos os resultados de vérios trabalhos e cons-
truimos sobre eles, de maneira a estabelecer um formalismo ab initio
para a resolucao dos problemas que queremos investigar. Em para-
lelo a este densenvolvimento analitico, dispomos de algoritmos capazes
de calcular as solugoes das equacoes de dispersao que obtemos aqui,
dependendo de pequenos ajustes para atingir objetivos especificos. A
intencao, portanto, é utilizar estes algoritmos para obter informacoes
sobre modos coletivos na matéria nuclear e realizar comparagoes com
outros resultados obtidos por nés e aqueles encontrados na literatura.

No segundo capitulo do trabalho - imediatamente apds esta in-
trodugao - descrevemos, de maneira breve mas suficiente para os nos-
sos propositos, o modelo efetivo de Walecka (SEROT; WALECKA, 1986)
para a interacao nuclear mediada por mésons, que utilizamos ao longo
de todo o estudo. O terceiro capitulo estd dedicado ao formalismo de
Wigner da mecénica quantica (WIGNER, 1932), nos seus fundamentos e
e algumas particularidades que necessitamos aqui. No quarto capitulo,
realizamos uma revisao dos resultados ja obtidos por outro método para
as equagoes de transporte e de dispersdo para o caso com campo mag-
nético nulo, que pode ser encontrado em uma formulagao original em
(BRITO et al., 2006), desta vez utilizando a formulagdo de Wigner. O



corpo do trabalho em si é desenvolvido ao longo do quinto capitulo, onde
realizamos a extensao dos procedimentos do quarto capitulo para o caso
da matéria nuclear sujeita a um campo magnético externo constante,
analisando detalhadamente a evolugao de perturbagoes longitudinais
e transversais a direcao do campo, obtendo as relagoes de dispersao
para cada caso, propondo e aplicando um método numérico para resol-
ver as equacoes e obter informagoes sobre as regides de instabilidade
caracteristicas da transicao de fase. No sexto capitulo, descrevemos
sucintamente o método numérico empregado e expomos os resultados
obtidos para alguns casos escolhidos. Finalmente, no sétimo capitulo,
encerramos com a conclusdo.






2 MODELO DE WALECKA NAO LINEAR

O problema de descrever a matéria nuclear infinita para aplica-
¢oes como o calculo da equagao de estado e propriedades das estrelas
de néutrons é extremamaente complicado de ser resolvido em nivel fun-
damental. Uma maneira de obter resultados adequados ¢é a utilizacao
de modelos efetivos parametrizados com o auxilio de constantes co-
nhecidas. H& vérios destes modelos que sao muito conhecidos e vém
sendo utilizados hé bastante tempo e diferem entre si principalmente
na maneira como se considera as interagoes. Exemplos sao o modelo de
Nambu-Jona-Lasinio (NJL) (NAMBU; JONA-LASINIO, 1961), que modela
interagoes entre quarks, e a hadrodinamica quantica (HDQ), proposta
por Walecka e colaboradores (SEROT; WALECKA, 1986), que modela
interagoes entre mésons. A principio, escolhemos parametrizagées do
modelo de Walecka para realizar nossos calculos no decorrer deste tra-
balho.

Sabe-se hoje que a interagao nuclear que gera os potenciais nucleon-
nucleon advém da dinamica subjacente de quarks e gliions, mas esta
também pode ser descrita, no regime de energias mais baixas, de ma-
neira efetiva por uma teoria de mésons, fornecendo uma descricao da
matéria hadronica. O formalismo da HDQ trata da interagao nuclear
como sendo originada da troca de mésons virtuais, e os efeitos relati-
visticos sao incorporados naturalmente a teoria, que é portanto uma
teoria de campo quantico relativistica.

Na forma mais simples da HDQ, consideram-se dois campos
mesonicos: um campo isoescalar-escalar atrativo associado ao méson
o e um campo isoescalar-vetorial repulsivo associado ao méson w, que
origina o comportamento da interagao em curtas distancias. Desta
maneira, ficamos com o chamado modelo o-w de Walecka. A intro-
dugao desses dois mésons é motivada pela observagao de componentes
escalares e quadrivetoriais na interacao nuclear. Os efeitos das trocas
de mésons 7w sao nulos em média ao descrevermos as propriedades da
matéria nuclear na aproximacao de Hartree, devido a dependéncia da
interacdo com o spin (SEROT; WALECKA, 1986), e por isso a colaboracao
do méson 7 é desprezada nesta descricao mais simples.

A densidade Lagrangeana para este modelo o-w é a seguinte:



1
L1 = 900" = g V*) = MCJ + 5(9,60"6 — m3)

) ) (2.1)
= 7Y+ 5m?,m/“ + 6L,

onde:

Qu =0,V —0,V,, (2.2)

M* =M — g,¢. (2.3)

Aqui, os campos ¢ e V# sdo os campos escalar e vetorial, respec-
tivamente. As contantes de acoplamento entre os campos mesonicos
e barionicos sao, para cada um deles, gs e g,. M é a massa do nu-
cleon, considerada igual para prétons e néutrons, e M* definida acima
é chamada massa efetiva. As massas mg e m,, sao propriedades dos mé-
sons o e w. Todas as massas e constantes de acoplamento constituem
parametros da teoria.

E importante perceber, entretanto, que no modelo o-w de Wa-
lecka linear, o valor da incompressibilidade da matéria nuclear é con-
sideravelmente superestimado. O valor obtido com esta teoria mais
simples é de kK = 545 MeV, muito acima dos valores obtidos empirica-
mente, o que nos mostra a necessidade de correcoes a teoria. A ideia
de Boguta ¢ Bodmer (BOGUTA; BODMER, 1977) de acrescentar termos
proporcionais ao campo escalar ao cubo e a quarta poténcia a densi-
dade Lagrangiana é o método mais utilizado para deslocar o valor da
incompressibilidade para regioes aceitdveis. Uma parametrizagao co-
mum desse modelo é a parametrizagdo NL3. A densidade Lagrangeana
proposta para esta finalidade tem a seguinte forma:

Lyrs =Ly — éﬁ(gs@S - %)\(95@4- (2.4)

Mais recentemente, Tood-Rutel e Piekarewicz propuseram um
modelo com outros termos nao-lineares, além dos termos acima. Para
este caso, temos a densidade Lagrangeana:

1 1
Lrsy =L — 65(93@3 - ﬂA(9s¢)4 + £ (93VHV“)2

o 24 (2.5)
+ gur (9250 ) (92ViV") .



Além dessas correcoes, para darmos uma boa descricdo da maté-
ria nuclear, é essencial que levemos em conta a assimetria entre prétons
e néutrons. A contribuicao dessa assimetria a densidade Lagrangiana se
dé na forma da adigao de um campo isovetorial-vetorial correspondente
ao méson p. Também devem ser adicionados para nossa descricao da
matéria em estrelas de néutrons os termos referentes a interagao ele-
tromagnética, de maneira a levar em conta a repulsao entre os prétons
e a atragao entre os protons e os elétrons, que sao necessarios para
satisfazer as condigoes de neutralidade de carga e o equilibrio 5.

Dessa maneira, consideraremos para nossos propositos uma ex-
tensao ao modelo de Walecka original chamado modelo o-w nao-linear,
que reproduz de maneira bastante mais satisfatoria as propriedades da
matéria nuclear. A densidade Lagrangeana completa é a seguinte:

L= Li+Le+ Lot Lo+ Ly+ Lo+ L. (2.6)
i=p,n

Explicitando os termos:

L; = ; [y, iD" — M*] 4y, (2.7)
Le = 7/_)@ [’Yu (13“ + eA“) - me] Pe, (2'8)
1 M 220 1 3 1 4
Ea = 5 8u¢a (b - m5¢ - g’f(gs(b) - EA(QS¢) ) (29)
1 1 v 2 6 2 2
L, = 3 —gQWQ“ +myV,VE + E(gUV#V”) , (2.10)
1 1z LY 27 1
Ep == § —§BMV'B +mpbu~b 5 (211)
Lop = Gur(92by - 0) (g2V, VH) (2.12)
1 "
,CA/ = —ZFIU,F s (2.13)

onde
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1+T3
e——2

iDM = 0" — g, VP — %PF- b — Ab, (2.14)
By = 0ub, — 0,0, — g,(b, x b,), (2.15)
F = 0,4, — 8,A,. (2.16)

Os operadores v; e os seus adjuntos 1; representam os campos
dos nucleons. Aqui, b é um campo isovetorial-vetorial com massa
m, e constante de acoplamento g,, associado ao méson p, de onde se
origina a contribui¢do do isospin (AVANCINI et al., 2008). A* é o campo
eletromagnético, cujo béson de calibre, o fé6ton, possui massa nula. A
constante de acoplamento do campo eletromagnético é igual a carga

A
137"

vetor T é o operador de isospin, e 73 é definido da seguinte forma:

elementar e = Por fim, m, corresponde a massa dos elétrons, o

m3(p) =1
r(n) = 1. (2.17)

2.1 CALCULO DAS EQUACOES DE MOVIMENTO

A partir da densidade Lagrangeana, podemos calcular as equa-
¢oes de movimento para os campos & do modelo, através das equagoes
de Euler-Lagrange:

oL oL
5.8 e (2.18)
Para £ = 1;, temos:
oL

=y, 2.19
5 (0,0 21

oL . "
oy [yuiD¥ — M*| 4, (2.20)
_oL oL [YuiD" — M*]¢; = 0. (2.21)

0 -
9 (00) OO
Para & = 1).:
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oL
EYER L 2.22
0 (Ou0.) 222)
;f [y (10" 4 eA*) — me] e, (2.23)
oL oL
8#% T e [V (10" + e AM) — me] he = 0, (2.24)
n¥e e
que é a equagao de Dirac. Para £ = ¢:
oL 0
506 = B8 (2000) =% (225)
iz iz
oL _
26 —mi¢ — g¢2 - g¢53 + gs¥ithi, (2.26)
oL oc N Ko Ag o
Vo0 06 0u0"¢ +mi¢+ 5¢° + 58" — gt = 0. (2.27)
Para £ =V,

oL 0 ( 1 ,,)
W
9(0:V,) — 9(3:V,,)

1 0
48(817‘/)[(6 V’ 3V/VM/)

A CASE AT (2.28)
1 /l//

_ _Z[((Sﬁwéuyl — 6ﬁ”’6uu’) QK

+ QH/’/ (5g’5z/ _ 5%/65/)]

— _Qﬁu7

oL

v, =m2Vh+ £g4V“V”V +20urg292b, - UV — gy, (2.29)
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oL oL - 1
oo o TR Ty S AV VAT
HO(0pV.) OV, g 6 g (2.30)
+ 20urg292b,, - BIVH + gy e = 0,
onde
0oV = B FVH — OOV — 0PV, (2.31)

Podemos ver que o segundo termo na expressao acima se anula
tomando 0, da equacao (2.30):

—BﬂagQﬁ“ — m%(“)HV” + 9u0u (qufy”wi) = —m?,BHV“ =0, (2.32)
onde o primeiro termo se anula por se tratar de um tensor simétrico
operando em um tensor anti-simétrico, e o terceiro termo se anula de-

vido a equagao da continuidade para a corrente j* = 1;v*1);, que deve
ser conservada. Finalmente, obtemos:

oL oL

= = LY gy 2T/ M bbb = 0. 2.
&”8(%‘/“) 8‘/” %a 4 va +gv¢z’7 % 0 ( 33)
Para ¢ = EM:
ok 9 (—iéwwé"l”) = -BP", (2.34)
) (%bu> 9 (5,%“)
L i+ 2 VGV — L, (299



oL oL

O — 2 = 9B — 25"

“a (%bu) by, 8 g

+ 20 (920") (92V,VH) + gy
= —0;0" 0" — m2b"

+ 290 (20" (G2VVH) + gty

=0.
Para § = A,
oL 0 1 ' _
= ——F g FFY | = —FH#
0(0zAu)  0(9zA,) ( 4 ) ’
oL - 1—7 -
A = _61%7#( B 3)'¢i + ety e,
m
o oc -y
_ — _j K Al .
8ﬁa (aﬁAM) 6AH (%F + ey 9 »;
- 61@37“%
I
- €1Ee7”1/)e = 0.
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(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)

A partir da densidade Lagrangeana, podemos obter também o

tensor densidade de energia-momento, de acordo com a equagao:

oL
90,€

THY — _guvc + Z 81/5
3

(2.40)

Ja calculamos os termos do somatoério, de maneira que o tensor

tem a forma:
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+ e {%u (ié)*" + eA"/) - me] Pet
+ % (000" 6 —m2g?) - —k(gs@ (gs¢>>4

1 ’or 1 _
— ZQW’/QH Yo+ fmf)Vl,V“ — ZBH/V, - BtV

£

1 45 —»M/
+ §mpbuf . b 4|

1 L,l//
a EFM’V’FI }
+ iy 0"y + iy 0" e

+ 010" — QM 9"V,
— B"' . 9vb, — FM 9V A,

(gvV v ) + Gur (9,2,5#/ -5"/) (ngu'V” )

(2.41)

Usando as equagoes de movimento para os campos dos nucleons
e dos elétrons, temos que os primeiros termos da equacao sao nulos, e
desta forma:

T B (8ﬂ/¢3u'¢ _ m§¢2) — —k(gsqb) (gs¢)

1 i1 P Sy
_ ZQ“WQN vy 7m2V A - ZB#,V, . BrV

]_ = - — -/ ’
o+ gm2h B+ j (gvV yh ) + Gur (gﬁb#/ " ) (gf,vﬂ,w )
1 ! i
+ iy 0"y + iy 0" e

+ 0490” § — QO 9V,

— B" . 9b, — PR 9V A,
(2.42)

Do tensor densidade de energia-momento, tomando a compo-
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nente 79, obtemos a densidade de Hamiltoniana:

H=— {1 (0,00"¢ — m?¢?) — —k(gscb) - Aos0)" — EQWQ“”

1 v L
+2mvw 7B - B +2m2b b

+ % (QZVM,V,L/) ¥ Gur <g§gu, .gy) (gﬁVu'V“’>

- §Fu |

+ /‘Eiipyoaowi + ﬁeivoaowe
+ 60¢80¢ _ QO”@OVV _ EOV 5 8051, _ FOVaOAD
(2.43)

2.2 APROXIMACAO DE CAMPO MEDIO

As equagoes de movimento para os campos mesonicos que obtive-
mos na ultima se¢ao sao equagoes de campo nao lineares, com solugoes
muito complicadas. Como esperamos que as constantes de acoplamento
Js, Gu € gp sejam grandes, também ndo podemos esperar utilizar mé-
todos perturbativos para solucionar as equacoes. No entanto, existe
uma aproximagao que se torna cada vez mais valida conforme a den-
sidade nuclear aumenta, a chamada aproximacao de campo médio. Os
termos de fonte no lado direito das equagoes de movimento aumentam
com a densidade barionica, e quando esses termos sao grandes, os ope-
radores de campo mesonicos e do campo eletromagnético podem ser
substituidos pelos seus valores esperados. Para um sistema estatico e
uniforme, a invaridncia rotacional implica que os valores esperados das
componentes espaciais dos campos quadridimensionais se anulam, res-
tando somente as componentes tipo tempo (SEROT; WALECKA, 1986).
Considerando também a invariancia em relacao a rotacgoes em torno
do terceiro eixo do espago de isospin, somente a terceira componente
isovetorial do campo do méson p permanece (BUNTA; GMUCA, 2003).
Isto pode ser escrito formalmente como:

<<5> = do(x), (2.44)

<W> = Vo ()0H°, (2.45)
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<b7zi> = bo(x)8""5;3, (2.46)
<A”u> = Ao(z)8"°, (2.47)

com
8o = 0°Vy = 8°by = 3° Ay = 0. (2.48)

Dessa forma, na aproximacao de campo médio:

_ 1- - 1 5 5 1 3 1 4
H= §V¢0 - Voo + §m5¢0 + gn(gsqs) + IA(gsqzﬁ)

I3 2
57 (9V5) "+ gur (9,9550V5)
1. . 1y, 1 . 1y (2.49)
- §VVO . V‘/E) - §m,UV0 - §Vb0 . Vb() - §mpb0
1~ - _ _
= 5VAo - VAo + $iiy i + Pein "0 ¢,
onde utilizamos a relagao:
1 o _ 1 v Vs
ZQ’WQ =1 (OuVy — 0, V),) (O*VY = 0" VH)
1
=3 (O VL, OMVY —0,V,0"VH)
1 (2.50)

9 (@LVO@NVO - au%aovb)

1 = —
-} ().
e relagoes similares para os demais tensores. Entao, a partir das equa-

¢oes de movimento para o campo do nicleon e do elétron (2.21) e (2.24),
calculadas na aproximacgao de campo médio, podemos escrever:

0% = {—i7 - V + (g, Vo + %%07'3
. (2.51)
T3 (1+73) Ao] + M™ }ep;

i’yoéowe = |:—’L’7 . 6 - ')/OBAO + me} (bea (252)



17

ou seja,

Piin°0%; = Y1 {—i7 - V + g, Vo + %”bng

. (2.53)
+3 (1 +73) Ao] + M™}o;
iv°0%), = wifyo [—W V- yedy + me} Pe. (2.54)

—

Portanto, como Y9y = @ e Y
niana como:

= 3, podemos escrever a hamilto-

i = / Pri[id T+ B — gu6(7) + 0. o(7) + 50,70l
lJr T3

Ao<f'>1wz 5 (o) +m26(@)] + 5 0.00°()
S 0:0) () — 25 (V) — gur (G20URPIVE)

2

-5 [V +mivo2<f>}

5 [T + 2] - 5 [Faom]
ol [—i&ﬁJrﬁme—er 9] e

(2.55)

Podemos também escrever as equagoes de movimento para os
campos mesonicos e o campo eletromagnético na aproximacao de campo
médio, a partir das que tinhamos obtido anteriormente, usando v; =

AL

(—62 + mz) ¢ =9s <1MJ> - fﬁgsqﬁ - /\95¢3 (2.56)
( VZ4m ) <w%> 293% + 29urg592b5 Vo, (2.57)

(=92 m2) b = 2 <¢3731/3i> +29ur 959,00V s (2.58)
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~920 = e (W5 ) - e (V1) (2.59)

onde os valores esperados acima, que correspondem a densidades, de-
pendem da posigao espacial. Finalmente, identificamos os operadores
de campo da seguinte maneira:

p(7) = o) + pa(7) = (61301, (2.60)
palF) = pu(F) = pu(F) = (Wit ) (2.61)

pulF) = pu, (7) + o, (7) = (hithi) (2.62)

pe(F) = <wlw;> : (2.63)

Escrevemos as equagoes de movimento em funcao das densidades:
=2 2 L o359 1,43

(—V + ms> ¢ = gsps(T) — 3Rgs 9" = 6)\95 ) (2.64)

(<924 m2) Vo = 0upl?) + 02V + 2002020V, (2.65)

= g »
(—V2 + mﬁ) bo = L ps(7) + 29,2920 Vi (2.66)
—V24g = € (pp () — p. (7). (2.67)

Neste trabalho, iremos nos concentrar nestas equagoes como o
ponto de partida para o calculo de propriedades de transporte, espe-
cialmente sob um campo magnético externo muito forte, condigao que
ocorre nos magnetares. Visando este objetivo, iremos investigar um
método de obter um analogo quantico a equacao de Vlasov, a equagao
de transporte classica na auséncia de colisoes.

De posse destas equagoes, a principio, ja podemos calcular di-
versas propriedades da matéria nuclear. Por serem mais simples, elas
sdo de relativamente ficil implementacdo numérica. A partir desta
base, refinamentos podem ser feitos tanto ao modelo em si como as
aproximagoes utilizadas. Dependendo da faixa de densidade em que
se trabalha, pode ser necessaria a inclusao da contribuicao de outros
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hédrons, por exemplo. No caso de termos matéria homogénea, iremos
obter fungdes de distribuicao de equilibrio independentes da posigao.
No entanto, para a matéria nao-homogénea, como no caso das fases
exoticas, torna-se necessario considerarar a dependéncia espacial, e é
comum a utilizagao da aproximacao de Thomas-Fermi. Visto que esta
é uma aproximacao de ordem zero, é interessante utilizar um método
para melhorar sua precisao de maneira progressiva e consistente com
principios fundamentais, denominada aproximagao de Thomas-Fermi
estendida (TFE) (CENTELLES, 1992). Tal método foi estudado por nés
como parte de um curso de mestrado, com a intencao de calcular den-
sidades de energia e limites de existéncias das geometrias bolha e gota
na fase “pasta” em estrelas de néutrons. (BERTOLINO, 2012).
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3 OBTENGCAO DA EQUACAO DE VLASOV PELA
FUNCAO DE WIGNER

No seu trabalho pioneiro (WIGNER, 1932), Wigner desenvolveu
uma formulacdo da mecanica quantica na qual as suas propriedades
estatisticas se mostram evidentes. Desta forma, a formulagao de Wig-
ner (também conhecida como Weyl-Wigner ou Weyl-Wigner-Moyal) é
bastante adequada para a obtencao de analogos quanticos as equagoes
de transporte classicas. No presente momento, estamos interessados na
equacao de transporte na auséncia de colisoes, isto é, em uma equa-
¢ao de Vlasov quantica e relativistica. Detalharemos aqui o método
de obtengao desta equacao de Vlasov de maneira a acomodar nossas
necessidades, isto é, prover as ferramentas para calcular os limites de
instabilidade e propriedades de transporte na matéria nuclear infinita.
A principio buscamos utilizar um modelo o-w similar ao originalmente
proposto por Walecka (SEROT; WALECKA, 1986), mas as equagoes ob-
tidas sao gerais, portanto devem ser apropriadas para o calculo de pro-
priedades com outros modelos efetivos.

Na mecénica estatistica, podemos definir uma func¢ao P(¢", p",t)
que determina a probabilidade de encontrar o sistema em um dado mi-
croestado no espago de configuragbes em um instante ¢. O sistema
quéantico caracterizado por matéria nuclear infinita (N — o0) é des-
crito pelo operador densidade p, portanto buscamos encontrar uma
representacao do operador densidade na base das coordenadas e dos
momentos. Mostraremos que essa representacao, chamada funcao de
Wigner e geralmente representada por F'(r,II) faz o papel da fungao
de distribuicao classica, e de fato se reduz a esta quando desprezamos
fatores de ordem quadrética ou maior em h. Wigner definiu em seu
trabalho a seguinte funcao para esse propdsito:

F(r,n):ﬁlh/f d¢ e~ #11¢ <r+ r—g>. (3.1)

Em seu trabalho, Wigner demonstra que esta funcao é a unica
escolha possivel para atender as necessidades de um andlogo quantico a
funcao de distribuicao cléssica, isto é: deve existir um operador hermi-
tiano tal que, calculado entre estados de um corpo, resulta na funcao
definida; a funcao deve ser normalizada, transformar-se da mesma ma-
neira que o estado quantico ¢(z) sob transformacoes de translagio,
reflexdo e inversao temporal; e, finalmente, como dito anteriormente,
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reduzir-se & funcdo classica ao desprezarmos termos de ordens A2 ou
superiores, isto é, quando fazemos A — 0. Utilizando essa funcao,
poderemos utilizar o ferramental da mecéancia estatistica classica para
resolver problemas em um sistema quantico, constituindo dessa forma
um método semiclassico.

3.1 MATRIZ DE WIGNER

Para levarmos em conta os efeitos relativisticos e de spin, no en-
tanto, devemos ir além e definir uma fungao de Wigner covariante de
um corpo. Como pode ser encontrado na literatura, essa definicao nao é
tnica, e também tem a propriedade de nao ser estritamente positiva, o
que nao nos permite interpreta-la de maneira rigorosa como uma distri-
buicao de probabilidades. Ainda assim, tal fungao se revela muito util
para resolver os problemas que procuramos atacar. Definimos (VASAK
et al., 1987; SAFANELLI, 2010) a funcao para um férmion como segue:

1
(2m)*
onde a notagao que representa as coordenadas espaciais foi mudada de

r para x por motivos de clareza. Esta é chamada matriz de Wigner, e
possui os seguintes elementos de matriz, reais:

R

/ d*R e " Bu <: zZ(x + g) @z — =) :> , (3.2)

F(z,1I) = 5

1
(2m)*

/ d*R e~ <: Vsl + %)zﬁa(az - E) :> ;

2
(3.3)

sendo que acima a notacao <: z/jg (z+ g)zﬂa(x — %) :> representa a mé-

Fa”g(z, H) =

dia estatistica quantica sobre o produto de operadores em ordenamento
normal, e os indices « e 3 correm de 1 a 8, levando em conta todos os
graus de liberdade de néutrons e protons.

Para considerarmos a assimetria de isospin, ou seja, realizar a
diferenciacdo entre prétons e néutrons, notamos que o momento gene-
ralizado IT* assume formas diferentes para cada um. No modelo o-w
mais simples, onde desconsideramos o campo vetorial-isovetorial do mé-
son p, podemos escrever o momento generalizado ou canoénico IT* em
funcao do momento cinético p* e dos campos como se segue:

Iy = pt + eA" + g,wH, (3.4)
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I = p* + gow". (3.5)

Podemos escrever uma matriz de Wigner para cada espécie da
seguinte forma, com i = p,n:

Fl(ZL',H) _ (27];_)4/d4R62H/;R“ <; 1/}1(1' + g) ® ’(ﬁl(l' — g) :> . (36)

Os elementos de matriz sdo bastante similares ao caso simétrico,

mas os indices « e [ agora vao de 1 a 4 para cada matriz, onde antes

corriam de 1 a 8, levando em conta todos os graus de liberdade de
néutrons e protons.

A formulacao de Wigner, utilizando as defini¢oes acima, é muito
util pois permite a avaliagao de valores esperados de operadores. Con-
sideremos um operador aditivo O, a principio independente do isospin,
que pode ser decomposto como:

(0) = (| O W) = 3NN 01 ) ma, (3.7)

onde A sao os nimeros quanticos do sistema e n) os pesos estatisti-
cos dos estados ligados a esses nimeros quanticos. Podemos, entao,
reescrever o valor esperado do operador em termos dos operadores de
campo:
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= / d*zd*R 6D (R)Sp[O: () <: Uz + g ) ® p(x —

R
2
+ /d4xd4R §W(R)Sp[O:(z) <: Un(z + g) & (2 — g) ;>]
- / d*xd*11, Sp[O, F,] + / d*zd*11,, SplO1F,),
(3.8)

onde Sp denota o trago sobre os indices espinoriais o e 5. Assim fica
claro que a fungao de Wigner é uma ferramenta andloga a fungao de
distribuigao classica, para um sistema quéantico, permitindo a obtencao
dos valores esperados de operadores. As densidades barionica e escalar,
por exemplo, podem ser escritas compactamente da seguinte forma:

pla) = (1°0) = [ d'15p°F (.10 (39)

pula) = (90) = [ a1t plF (o) (3.10)
Realizaremos uma mudanga de varidvel do momento generali-
zado II para o momento cinético p, com jacobiano igual a 1 para os

casos de interesse. Podemos, entao, escrever a densidade de prétons ou
néutrons da seguinte forma:

pile) = / d*p Splr°F(,p)] = / &p (7,5 1), (3.11)

com:

fi(F 1) = / dp° Sph°Fi(z, p)]. (3.12)
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3.2 EQUACAO DE MOVIMENTO

Vamos deduzir em seguida a equagao de movimento para a ma-
triz de Wigner. Realizaremos todo o célculo para os prétons, no entanto
um raciocinio idéntico resulta na equagao para os néutrons. Tomare-
mos a equagao para os operadores de campo do préton na aproximagao
de Hartree, considerando apenas a contribuigao dos campos mesonicos
o e w. A equagdo é:

(10" = guw!* — A (x)) = (my, — gs0 ()] (x) = 0. (3.13)

Fazendo as trocas de variaveis x1 = = + % e Ty = X — % nos
elementos de matriz dados pela equagao (3.3), e derivando em relagéo
a x,, obtemos:

2
()"

[OF — 2TIH|F = /d4Re*iH“Ru<:qZ(x1)®(a;2 (z2)) :> (3.14)

e, portanto:

2 STTH
['ﬁb(au — 2%I1%) + 2im]F = @) / d*R e~ 1" Ry

) (3.15)
(@) @ (00, +im)i(az)] :)

onde suprimimos o indice p. Reescrevendo a equagao (3.13):

(0" + im) iy () = i(gs0 () — gy’ (x) — ey, A*(2)) iy (2), (3.16)
de forma que o lado direito da equagao (3.15) pode ser escrito como:
2 4 —ill*R,
@) / d’Re

<: 12(361) ® (gso(x2) — goyuw" (z2) — 6’)/”14”(1}2)’([}(%2)) :> .
(3.17)

Na aproximacao de campo médio, podemos extrair os campos
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do calculo da média, pois consideramos que seu valor é igual ao valor
esperado, em média. Também podemos reescrevé-los nas coordenadas
originais x e R, da seguinte forma:

T 1 "
o(xg) =o(x — 5) = e 2Ru% 5 (1)
wt(mg) = wh(x — g) = 6*%R“85w“(x) (3.18)
A(3) = AP (@ — 3) = e BB A (),

21 woan )
- eféaﬂai/d4ReﬂnuR“(gsa(x)gUfyuw“(x)—e'yHA“(x))

— 2je~290% (9s0(x)goyuw" (z) — ey, A¥(x))F.
(3.19)

Substituindo este resultado na equacao de movimento para o
campo baridnico, equagao (3.15), chegamos a uma equagao de movi-
mento para a matriz de Wigner:

[Yu (0" — 2d01*) + 2im] F (2, 11) =

2ie™ 320 (g,0(2)g, et () — €9, A (@) F (a, TD).
(3.20)

Esta equacao matricial representa um conjunto de 16 equagoes
diferenciais acopladas, de solugao extremamente dificil. Mas podemos
utilizar duas aproximagoes para tornar o problema mais tratavel, e
reduzir a equagdo acima a forma funcional da equacao de Vlasov. A
primeira consiste em considerar que a matriz de Wigner seja suave no
espago de configuracoes e que, portanto, podemos desprezar as ordens
acima da primeira nas derivadas sem afetar desproporcionalmente o
resultado. A segunda é a aproximagdo de spin saturado, que admite
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que nao ha contribui¢oes do spin para as correntes calculadas através
da funcao de Wigner.

3.3 APROXIMACAO DE LIMITE CLASSICO

Comecando pela aproximagao da suavidade da matriz de Wigner,
também chamada de limite classico por desprezar efeitos que surgem
apenas quanticamente, iremos expandir a equacao (3.20) em ordens de
h e manter somente a primeira ordem. Explicitando A na equagao,
temos:

(v (RO —2¢ITH) +2im| F = 2ie~ 3" (950 (x)goyuwh (z)—ey, A" (z))F.

(3.21)

Tomando apenas a primeira ordem ao expandir o operador ex-
ponencial, obtemos:

1
[V (RO" — 2i11M) + 2im] F = 2i (1 — Zihafag)

: (gsa(m)gv'yuw”(x) - e’YuAH(mn F,
2i[—, (II* — gyw* — ey, A*) + m — g0 F = —v,hO*F + ﬁ@y@g
: (gsg(x)gv’mw#(x) - e’yHA‘u(x)) F.
(3.22)

Da maneira que definimos a matriz de Wigner, sabemos que
ela tem elementos de matriz reais, como visto na equagéo (3.3). Sendo
assim, as partes real e imaginaria da equagao acima devem ser satisfeitas
de maneira independente. A parte imaginaria nos da:

(Yupt —m*)F =0, (3.23)

com p* =II* — g,w* —eA e m* = m— gs0. Ja a parte real nos oferece:

(1, 0" = 8,04 (950 () guyuw (x) — ey, A (2))]F = 0, (3.24)

onde novamente fizemos & = 1.

De maneira geral, qualquer matriz 4x4 pode ser decomposta em
uma base de 16 matrizes. Conforme demonstrado em (ITZYKSON; ZU-
BER, 1980), uma base completa para as matrizes 1) ® ¥ é dada por:
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1

I’ = {147 Vs O = 2[%%]7 V5 Vo 75}~ (3.25)

A matriz de Wigner pode ser, portanto, decomposta nessa base,
e levando em conta as aproximagoes com as quais estamos trabalhando,
varios componentes dessa decomposicao se tornam nulos. Desta forma,
podemos escrever a matriz de Wigner como:

1 1
F= ZSP[F] + ’y“zSp['qu] =F+~+*V,. (3.26)

Aplicando o trago nos indices espinoriais na equacao (3.23) e
usando a expansao da matriz na base, temos:

Splyup" F| = Sp[M*F]

PV, = M*F. (3:27)

Fazendo o mesmo para a equagao (3.24):

Spldy' 0% gso (x) F] = Sp{[n,0" + 0,/ 0% (guw,u(2)7" — eAu(2)y")]F}
x [0" + 9} Ok (guwy(z) — eAp(2))] V
— ,0110% (0 (2) F).
(3.28)

Multiplicando a equagao (3.23) por (y,p” + m*) e considerando
F nao nula, temos:

[(wp"yup™) = M} F =0
[(wp " vup") — M*?] 14 =0
Spl(vp” vup™) — M*?|1y = 4g,,p"p" — 4AM*? =0
p2 —_ M*Q.

(3.29)

Esta tltima é conhecida como condigao de camada de massa.
Com ela, mais a equagao (3.27), podemos reescrever a equagio (3.28):
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By + OO (gotop () — e Ay ()]~

M*(z)
= M () [0 M () L
o)
(3.30)
Utilizando as restrigoes:
Ouw" =0, (3.31)
0 AF =0,

(3.32)

onde esta ultima é a condigao de Lorenz, calculamos o seguinte comu-
tador:

[0 + 05 0% (0w () — eAu(2)), p"] = 0.

(3.33)
Usando isto na equagao (3.30), obtemos:

0%+ (9o + ep, O AN + M@ MF) - = 0. (330

Se realizarmos a mudanca de variaveis do momento generalizado
IT para o cinético p, devemos trocar a derivada da seguinte forma:

(04 F (x,10)] = (04 F (,p)] — 9o (%" (x))OLF (, p)
— e(04 A¥ ()DL F (z, p). (3.35)

A derivada em relagdo aos momentos fica inalterada, como ja
comentamos. Fazendo a mudanga de varidveis nas derivadas da equacgao
(3.34):

[Pu0% + gupp (0w — Ow"”)0h + ep, (9, A" — Oy AY)OR

cararanZEp) o

M*

Podemos escrever esta equagao de maneira mais compacta como:
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F(x,p)
M*

onde Q" = (O%wH — OHwY) e PV = (04 A* — OM AY). Esta ¢ a equagdo
de Vlasov na sua forma covariante, o que pode ser visto explicitando
a parte temporal da equagao e substituindo as derivadas dos campos
pelas forgas e velocidades relacionadas, de forma a obter um andlogo a
equagao cldssica com a mesma forma funcional.

[Pu0% + (o2 + ep, F*)0) + M™ (0, M*)0})]

v

=0, (3.37)
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4 DINAMICA NUCLEAR COM CAMPO MAGNETICO
NULO

Este capitulo estd dedicado a demonstrar a equivaléncia do mé-
todo que usaremos aquele usado na referéncia (BRITO et al., 2006) para
calcular a fungao de dispersao para uma perturbacao longitudinal na
matéria nuclear. Com isso pretendemos justificar o uso do método,
no sentido de que podemos obter uma boa funcao de distribuicao que
descreve o sistema quantico através do método da funcdo de Wigner.

4.1 RELACAO DE DISPERSAO

No capitulo anterior, chegamos & equagao (3.37), que afirma-
mos ser uma equagao do tipo Vlasov para o caso quantico. Escrevere-
mos esta equacao de maneira diferente para posteriormente justificar
a maneira de adicionar a contribui¢ao do campo isovetorial-vetorial do
méson p e outras corregoes ao modelo:

F(z,10)

[P0z + (p (0 V") + M (07 M) O] — -

=0, (41

onde IT é o momento candnico, e os campos w e eletromagnético foram
colocados na forma do potencial V,,, de forma que:

pH =TI* — VH(x). (4.2)

Por conveniéncia, realizaremos uma mudanga de varidveis de
(x,lT) para (R,p), com R* = z* e p# = II* - V*. Vamos escrever a
funcao de distribuicao quantica como:

o) = T (43)

Nas novas coordenadas, a equagao (4.1) fica:
(08 — p QY Dy, + M* (3YM*) Dy, ) f(z,p) = 0, (4.4)
onde Q' = (QHVY — 9¥VH). A partir deste ponto vamos omitir o til

para simplificar a notagao, embora deva ficar claro que o Q*” definido
desta forma é diferente daquele do capitulo anterior.
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Vamos calcular as correntes bariénica e escalar a partir da fun-
cao de distribuicdo f(z,II). Para isto, usaremos um ansatz para esta
fungao:

*2\ F 1 3
fz,p) = 20(po)d(p* — M*?) f(z,p) = ]705(190 —V/p? = M*2)f(z,p).
(4.5)
As densidades de correntes escalar e barionica sao definidas res-
pectivamente por:

7" = o [ ). (.7

Devido a fungao delta no ansatz para a fungao de distribuigao,
essas integrais no quadrimomento cinético se reduzem a integrais tridi-
mensionais:

3 ~
/ d*p f(z,p) / %f@c,m. (4.8)

Substituindo nas equagoes (4.6) e (4.7), e omitindo o til da no-
tagao, obtemos:

3
pe — (2%) / % m*(2)f (2, p), (4.9)
3
= ﬁ/%p“f@p). (4.10)

Substituindo novamente na equagao (4.4) e efetuando um pouco
de algebra, é possivel mostrar que temos a conservacao da corrente
barionica, ou seja:

Dupit = 0. (4.11)

Agora, usando o comutador:

[P0t — Q¥ Dy, + M (M) 0, 5(p° — M) =0, (4.12)

podemos reescrever a equacao (4.4) como:
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[P0 — pu ¥ty + M (95M*) 0,0 f () = 0, (4.13)

com k indo de 1 a 3. Desta forma, a equacao pode ser escrita com a
forma funcional da equagao de Vlasov usual:

0
{at+az A V] f(z,p) =0, (4.14)
onde:
)
=2-_LF 41
z pO Ep, ( 5)
PR R VRV i [*x (ﬁz x 13) - M*%M*] (4.16)
ot ’

sendo que a equagao (4.13) é equivalente a equagdo com a derivada
total no tempo:

( , D) = (x p,t) =0. (4.17)

Para a matérla homogenea em equilibrio a temperatura nula,

sabemos que devemos ter f(z,p) = 0(Er—E,), onde Ep = \/p% + m*?
é a energia de Fermi. Desta maneira obtemos as densidades escalar e

barionica de equilibrio:

2 d3p B
s = )/p M*0(Ep — E,)

(2m)3
w ), @ ] weno [ o

= do df sen(0 dpp 4.18
(2m)? Jo 0 ©) 0 E, ( )

1 PF p2M*
= — d 3
71-2/0 P /p2+M*2
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. 2 d*p
p=i'= W/pTWEF—Ep)

1
- / dp p*0(Ep — E,) (4.19)

1 PF p3
2 F
== dpp® = =-
w2 Jo 32
Agora, no caso de uma pequena perturbacao em relacdo ao equi-
librio, na matéria nuclear uniforme na auséncia de campos externos,

podemos escrever para a fungao de distribuicao:

fla.0) = fOP) + 6 (. p), (4.20)

e a equacao de Vlasov pode entao ser escrita como:

—»

(f<° +0f)+ == (fO +5f)

E(O)
; 1
VP2 + (m = g5(6© + 5¢))2

- (m - gs(¢(0) + 5¢))§x(m - gs((b(o) + 5¢))]

- %(W) +6V) — V, (V00 4 510)}

7x (Vo x (V0 + 01))
(4.21)

Vp(f +5f) = 0.
Expandindo a raiz no denominador em série de poténcias, temos

para o termo envolvendo derivadas no momento:

1 M*(O)
( E(O) E0)3

= MOV, 50 — MOV M O) - (G, 1O 4 ¥, 61)

1 M) o .
S N Vi (0)
{ (E(()) (0)3 996¢) [ ( r % V )

+ 7% (Vo x V) + MO go0] b (V1O + 9, f)

gs&b) (Fx (Vi x VO) 4 5% (V, x 6V)

(4.22)

Portanto, a equagao de Vlasov para a flutuacao na funcao de
distribuicao é:
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ot
_ (V(O) + wa;'(o)> V,of
D *(0) #(0)
L ) gs = gg = = —o(o)
+ [y (Ve x V) + = Vb + 00 (7% (V2 x V)
- %517 — V.6V -V,0f© =0,
(4.23)

onde consideramos que qub(o) = 0. Na auséncia de campos externos,
V =0, e V° é constante. Portanto a equacio (4.23) se reduz a:

‘,

6f+ E(O) V.0f
Dy M*(O) '

+[Ei(v x 6V) + = V00 (4.24)

—%w V.oV - 6p5f<0>:0.

Realizando uma transformada de Fourier na equagao, obtemos

/d3qdw ei(wt—tff')
(DS = (E(o) oV - E(o)‘W)'ﬁp‘sf(o) (4.25)

[iwd f + E(O)
M*(O) . ) . 0. . ©)
+ (E(O)gs&zﬁ(—z@ —iwdV + 6V zq) -VpofY1=0

Podemos reescrever a equacgao como

—

i (w - 5@ J) 51(.P.w) =
i[(w - % .cj) SV(G, P, w) — (5V° (4.26)

TR ()
G 0V = Sy 0.00)) - V0,

30
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ou seja:

*(0) 5
<5V0 E(O) §V ]\;I;(o()) 995¢) q

w —

5f = |6V — Vpof . (4.27)

E(O)

Para obtermos as relagoes de dispersao, vamos analisar as den-
sidades de corrente barionica e escalar:

=0+ 6, (4.28)

ps = pi” + 0ps, (4.29)

de maneira que, para a parte temporal da densidade de corrente bari-
Onica temos, de acordo com a equagio (4.10):

o 2 d3p 0
1= o [ PO ) (130)
e entao:
. 2
570 = eE /d3p 5f, (4.31)

pois a variagdo da densidade de corrente baridnica é uma variagao em

m*© | mas a funcéo de distribuicdo de equilibrio, f(®) nio depende de
*

m*.

A parte espacial da densidade de corrente barionica fica:

(o) = oy [ @ v © 45
3" (x) (2m)3 b \/]?2 T (m— gs(¢(0) T (5¢))2 (fY +46f)
#(0)
“ o | 10 <5> + s gs&b) (FO+sf) (432

_ 2 3 k| 1 ©) | M+ 5f

Analisando a equag@o de movimento, vemos que d¢ nao é funcio
de p*, e portanto os dltimos termos ficam:

[ @or s = [ @it =o. (4.3
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de maneira que:

2 d3p
-k o
J (‘r) - (27‘()3 E(O)

Agora, para a densidade escalar, temos:

péf. (4.34)

2 d3p «/ £(0)
m 99(925(0 +5¢))
(m — gs(¢0) + 6¢))2

M*(O)
/ @ ( E%m gs&b) (MO — g,69)(f© + 6 )

(fO+5f)

- (27r)3 E£0)3

9 (0)
= oy | P
™

2 s (MO 1O M*(0)2
+ s [ @ (S ot — Sap:00 + T 10960

(2m)3 E©0) E©
(4.35)
Notando que:
o M*(O
(0) — 43
an="s 8M* (2r)3 / A
f” o0 fO
OM*(0) E©)
i (0) M*(O) B © A+(0)2 ©
0) E©) 9prr+0) E0)3 ’
(4.36)
podemos escrever:
2 M*(0) ©
_ _ (0)
onde:
o) 2 MO 9
2o — ) _ / dBp it 9 40 4.38
P =g T @ ) TP B ame ! (4.38)
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Vamos calcular as transformadas de Fourier e somar as contri-
buicoes de protons, néutrons e elétrons:

3
iGw) = Y oo [ SEP@Re) (039

i=p,n,e

3 2 [dp )
5ps(va) = Z |:(27T)3 /TOP M (0)6fz — s <8M*(0 Pis >5¢( )] .

1=p,n
(4.40)
Usando a equacao de movimento do campo escalar ¢ no modelo
de Walecka nao linear, equacdo (2.62), e considerando as perturbagoes
no campo e na densidade escalar:

0260 — V286 + M5 + k¢ 56 + %¢<o>25¢

_ 2 d°p  r(0) o ) o @
=0 2 [(%)g/p M7T0fi =95 gapmPis ) ©

i=p,n

e definindo:

m2 =m? + ko™ + ¢(°)2+gg > 8M*(0 R (4.42)

i=p,n

podemos reescrever a equagao (4.41) como:

) 2 [, .
0706 = V266 + 66 =9, 3 (s / MO (44

i=p,n

Fazendo a transformada de Fourier, obtemos:

/fj(>

(4.44)
Analogamente, para os campos mesonicos w e p, € para o0 campo
eletromagnético, respectivamente, obtemos:

[—w® + ¢* + m2]6(qw) = g M) Z
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[~w + ¢ + RV w) = g0 Y (QS/dp praf;  (4.45)

(0)
Jj=pmn 2m) p

- . g 2 d3p
j=p;n
2 d3p 2 d3p
w2 A5 A (' — pHé w
[ w +q ]514 (qvw) =€ |:(2 ) p(o) fp ( )3 E(O)p 6fe:| )
(4.47)
onde 7, = 1 e 7, = -1. Como no nosso modelo temos:
1
VI = gudVh+ L e J;T’ SAM, (4.48)
usando as equagoes (4.45) a (4.47)7 podemos escrever:
SVH = Z
Vi —w? —|—q +m2 Z (2m)3 / Ok 0%
(% d p .
+— + e m2 Z prf; (4.49)
e? (L) 2 d3
Definindo:
, 2 d*p -
8ji = 2n)? / (0)17” fi(q@,p,w), (4.50)
temos:
2 (%2277,
SVH(E — ) 2 L)
V'L <q’w) Z |:w2 +q2 +T’h2 + —w? +q2 +m2
i=pon N g (4.51)
62( 1+7; ) '

Tﬂ] (7 — 05¢) -
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Substituindo na equagao (4.27) a equacdo de Vlasov covariante,

5vo PV _'i _ M*(O)g §¢
EQ© E©® Ys L=
(Sf _5Vka kf ( 5-q )q' Pfi(O)
W= 5o
F o p0) -
oy | 2 g0 BOT VT TV ()
p W = Fo w— 5(8)
WEORFR A
+ q vpfﬂ 5¢

E(0) 9s W — qu

Usando as equagoes (4.44) e (4.51), reescrevemos:

2 9p\2
g'u (7) TiTj -k
5t = 5ik
f Z (—w2+q2+m3+—w2+q2+mg> Jj

Jj=p;n
62 1+7; b P ﬁ f
+ _ (2_7_ )2 (6j;§ _6j§) ’ ﬁfi(()) + £®@1 T
w q P W= %0
2 9p\2
9y (7) TiTj -0
075 4.53
* j§n<—w2+q2+mi+—w2+q2+m§) Ji (4.33)
RECop 530)1 . [cf-%f,@]
) p e =
w? + ¢ w— &
e g M*(©) 7 g -V,
+ EO 21 2 4 m2 Z 0Jjs pﬁ% ’
q S \j=p,n W= 5o
onde definimos:
L2 Bp
Pjs = W W(S i(d Py w). (4.54)
No caso do elétron, temos V¥ = —eA* e §V# = —ed A*. Usando
a equagao (4.47) para o campo eletromagnético:
2
e p—— 7 T V0 (4.55)
e w2 JF 2 e

Substituindo na equagao (4.52), temos:
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(0)
—e2 p(o)q fo
_ L (0) E
dfe 21 2 [6];) ]5] p) kfe + g
0
© e (4.56)

JE- 0

C (50— o0 TVl

w2 + g2 P 2 &3)

onde B = \/p? + m2.

4.2 ONDAS LONGITUDINAIS

Vamos considerar o caso especifico de pequenas perturbacgoes cor-
respondentes a ondas longitudinais em um referencial escolhido. Calcu-
laremos a equacao de dispersao, mostrando que nosso método reproduz
resultados obtidos anteriormente em outro artigo (BRITO et al., 2006).
Para uma onda longitudinal:

com i = p,n,e, e onde os indices 1,2,3 representam os eixos coordenados.
Portanto, 6V;; = 6Vis = 0. Da mesma forma, §5' = §j2 = 0. A
perturbacao estéd limitada apenas a direcao escolhida, no caso, 3. Como
temos conservacao da corrente baridnica, podemos escrever a equacgao
de continuidade:

0t (t, %) =0, (4.58)
ou de maneira equivalente:

% 3Ot @)+ V- ji(t, &) = 0. (4.59)

Usamos a tranformada de Fourier para obter:

iwjd(q,w) —iq - ji(q,w) =0 (460)
= wid(q,w) =7 Ji(qw).

Como os campos mesonicos também satisfazem equagoes de con-
servagao:
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oVl =9,bl' = 9,A" =0 (Calibre de Lorenz), (4.61)
temos:
wVO =g oV
wdb® = G- 0b (4.62)
wSA® = G- § A,

Observando as equagoes de movimento dos campos dos mésons
w, p e o eletromagnético, equagoes (4.45) a (4.47), vemos que apenas
g2 é diferente de zero. Com a equagao de continuidade, equagao (4.59),
temos:

wdj? = 3653, (4.63)

portanto as densidades de corrente oscilam em relacao ao equilibrio
devido a perturbacao. Vamos entao considerar as integrais envolvidas
no calculo das densidades barionica e escalar. Em primeiro lugar, a
equagdo de Vlasov, equagio (4.52), pode ser escrita no presente caso
como:

5f; =06V} = fi = Lol
p w = Fo W — oy (4.64)
*(0) . (0) '
+ e T
W= 5o

P oo £0) P 0
5]01_:51)0[&) ( 0 f(0)+ E:Dm)q-vpfi )_q.vpfi()}

B (4.65)
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dS
wdj0 = pf 25 s, (4.66)

da equagéo (4.65) vem que:

2 w 0
0 _ 510 3 (0) ©
o=V f i (apkfi T

j50)

/d?’p 1 G- V,f]

+ Mg,

2
(2m)?
(4.67)
Na equagao que envolve a funcao de distribuicao de equilibrio,
a integral é nula devido & paridade da funcéo fl-(o) = §(Ep; — Ep)
quando integrada em coordenadas esféricas. Também temos que ¢'- ﬁp

—gk.e. 0 — A e
=qk-é, oy = qcos@ap. Dessa maneiras:

659 = 6])0 /ds w <p0059 qcos@) qcost B%)fi(O)]
t cosf - cos0
B0 0 w— B
0)
1 qcosﬁ f
+ MO, / &p o
PEO - oON
(4.68)
Agora,
0 por_ 0 00(Eri — E,) 0(Epi — E,)
— f = 79 E P — E _ D "
ol = gt R En) o -
= 0(Epi — EP)@%) (EFi —Vp? - M*(0)2)
(4.69)
P
—0(Ep; — Ep) T
= _Dri i T2
Er; b

e notando que 6(f(x)) = mé(x — ), se f(xo) #0e f'(xg) #0

(assumindo apenas uma raiz), temos:
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1 ) i — /p2 — N*(0)2
5(EF1 *Ep) _ _ (pF p) p

d(pri — D)

3%(EF71 - Ep) |ﬁ|
(4.70)
e entao:
(0)
f —o(pri — D). (4.71)
Agora vamos escrever a equagao (4.68) como:
2 d3p  pcos?d O .o
579 = 619 nayi
Ji Vz [w (271_)3 E(O) W — pqcose apfl
4 2 d3p cost 19 f(o)
(271-)3 E(O) pch059 ap (472)
(0)
2 d3p cost in
+ M* 5¢( ) E((])j) 250089 5
S 51()

onde passamos a omitir o indice 3 da coordenada ¢. A expressao para
579 acima envolve trés integrais:

2 d? cos20
H, = / p P f(o)

@23 ] EO pqE0059 ap’i
P / / ) ];]3) " j j(;ga) (pri —p) (4.73)
=~ T or 2PFZ/_1d$(M.
Definindo:
woi = qg}f: ;S = wim (4.74)

e usando a defini¢ao da fungao de Lindhard:

1
L(zg) = /1 dx xox— — (4.75)




que tem a propriedade:

1 22
/ dx = —zoL(x),
1 o — T
temos:
1 p%, 1l w
= -5 —SiL(Si) = 55 5priEriL(S:).
T o2y Sil(5:) 272 q2pF ril(S:)

A segunda integral é:

2 cost d .0
H, = & i
? (27r)3/ P— ngg@ op

= —ﬁ dx / dp pqr 5(pFi —p)

1 E
<z PFi FzL(Sl).

2
L
27T2pF1/71 %E}% (WEFz) 27‘(2 q

qpPFi

A terceira integral é:

2 d3p cosf 0
(2m)3 ) E© _Mip

271_2/ dx / dp E(O) — pqx 5(sz *p)

E(0)

Hs = £

1 pF7. H2

= de — 2 — )= 2
2ﬂ2pFZ[1 qpF; (wE'F7> 271'2 q ( z) EFi

qPFi

Substituindo na equagao (4.72):

1 w 1
-0 __ 0
0j; =0V L(Si)[wﬁfzpFiEFi ~ 52PrifFi]

1
+m 0)9 5¢L( ) 5 5 PFi,

2T 2

ou de maneira mais compacta:

45

(4.76)

(4.77)

(4.78)

(4.79)

(4.80)



46

1
549

w? 1 "
i =53 (1 - q2> priEriL(S:)6V) + ﬁpFiL(Si)M ©g,5¢.

(4.81)
Para eliminar §¢ vamos utilizar as equagoes (4.44) e (4.65). Es-
crevemos:

2 d3p

[—w? + w?]dg = g, MO Y & | 50 5f;, (4.82)
j=p,n
onde w? = ¢? — m?2. Assim:
[~w? + wildg = g MO
j =pn

2 [
{5V b [“’ i

ﬁpf(o) q ﬁpf;())
i(2n)3 | EO —p-

—

_ pd
q )

J (4.83)

Bp 1 TVl

@) | B0 B0, ~ 77 b

+ M* g 50

Como as integrais que aparecem acima envolvem a fungao delta,
elas podem ser obtidas trivialmente a partir dos calculos das integrais
(H1-H3). Basta dividir estas integrais por Ep; e obter:

[~w? + wl]og = g MO >

Jj=p,n

w2 . 1 pps (4.84)
{ % J 272 ( B q2> ijL(Sj) +M*( )gsé(bﬁEiFij(Sj),
ou seja:
510
[-w? + w09 = g MO 7 o (4.85)
j=p.n

Substituindo na equagao (4.81), obtemos:
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0 1 w? 0
6]i = —ﬁ 1-— qu szEFzL(SZ)(SVz

1 L(S;)M*(0)2 2 61;
Tl e D

(4.86)

Jj=p,n

Usando a equagao (4.51), chegamos a:

2 902 1+7;
-0 __ 9y (7) TiTj .0 e( 2 ) . .
0l =q D [wz Ry +w§} 05 + — g (67— 03t)

Jj=p,n

1 w?
: {—QWQ (1 - q2) pFiEFiL(Si):|

1 priL(S)m* g2 63

2 2 2 :
2w —w* + w; “~ Ep;
j=p.n

(4.87)

A equagao acima é equivalente aquela da referéncia (BRITO et al.,
2006), como pretendiamos demonstrar. Sua solugdo envolve a escolha
de um ansatz apropriado para ¢ f;. Se escolhermos:

3fi = 0fi(q,p,w) = 6 fi(q,w, cosf)d(pri — p), (4.88)

entao obtemos:

35 = g [ 235G cos)ior —p)
(4.89)

(¢, w, cosb)

e podemos definir:

670 = phi Aui. (4.90)

Substituindo na equagao (4.87), temos:
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Phidu ={ Y[ T A
Fid 2 2 2 Fjfiwi
P —|—oJ —w —&-w% J
1+7;
e( 27)

T"’QQ (p%pAwP - p%‘eAwe)}

5 (4.91)
1 w
: {—W (1 - q2> pFiEFiL(Si):|
L priL(S)M*2g; 5 PhjAwi
272 —w? 4+ w? A Epj

Definindo:

(4.92)
_ 1 4 (1_‘*12> Pk,
2

q VFz'7
onde Vp; = §§1 = (’é’ﬁjq = wgl,
02 2

cii— L (8 [ W PR (4.93)

P 2m? W2 — w2 ¢ ) Vii’ '
’L]:LL _ pFJ__iiszj (4.94)

¢ 2m?w? —¢? ) Ve 212 ¢ Vi .
CU _ Lm*(O)Q 2ijVFj (4 95)

s 2m2 w? —w?2 Ep; '

reescrevemos a equagao (4.91) como:

Flpr . + (4.96)
Ti ~i Ti ~ie
+ [ 5 CP Ay — C Ay | L(S;).

Esta solucao é parai= p,n. No caso dos elétrons, o procedimento
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¢ similar. Da equacdo (4.56):

p* = o £0)
0 o d - Vple
— SPH (0) 4 Ee
fe = 0V | e fO+ B

() = (4.97)

i, 0

0 Vpfe

6V€ w — Z‘)‘q‘ )
B
onde:
2
PH — _e§ AP — ¢ 654 — 6] (4.98)
e € _w2 + q2 jp ]e ' '

Para o nosso caso de perturbacdes tipo onda longitudinal, §V
= 6V2 = 0. Logo, escrevemos uma equacao andloga a equagao (4.72)
para nucleons:

2 d®p  pcos?d 0O
0 _ ¢1)0 — r(0)
(5]6 (SVE [(JJ (271_)3 E(O) w — pq?oo)sg apfe
EDe (4.99)
4 2 / d®p  cost ]gf(o)
2m)3 ) B w - Bacost gpTe
e da equagao (4.81):
.0 1 Wz 0
5Je = —2771_2 1-— ? pFeEFeL(Se)(SVev (4100)
ou ainda:
1 w? —e?
2Awe:_7 1-— 5 . 5 2Aw_2Awe
Pre 272 q? —w? + ¢? (pr P~ Pre ) (4.101)
. pFeEFeL(Se)a
com:
Awe = (_CeepAw;D + C:eAwE) L(Se)- (4-102)

Destas equagoes, obtemos a relacao de dispersao para os elétrons.
Vamos definir:
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g - y y (14 (14T
Fii = —C¥ — 77,0 + C — O (?) (Z”) . (4.103)

e entao:
Aup = —FPL(Sy) Ay — FP"L(Sy) Aun — CP°AucL(S,),  (4.104)

Awn = *anL(Sn)Awp - anL(Sn)Awna (4105)

Ay = ~CPL(S.) Aup + C5L(S) Aue. (4.106)
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5 DINAMICA NUCLEAR COM CAMPO MAGNETICO
CONSTANTE

Neste capitulo, pretendemos demonstrar que o método utilizado
na referéncia (ZHUANG; HEINZ, 1996) para a eletrodindmica quantica
(EDQ) com spin é adequado para obtermos a equagao de transporte
para a matéria nuclear na presenca de um campo magnético. O cerne
do argumento estd em que os espinores da EDQ), assim como os cam-
pos mesonicos que consideramos no modelo de Walecka nao-linear, sao
campos vetoriais, e que as mesmas consideracoes que se aplicam aos
primeiros justificam a validade do método para os ultimos. Para es-
clarecer o método, exploramos os resulatdos de Zhuang e Heinz em
detalhes, adicionando o potencial nuclear do nosso modelo. Entao,
a partir desses resultados e nos baseando no trabalho de Kelly sobre
plasmas quéanticos (KELLY, 1964), que nosso grupo de trabalho ji vem
investigando hd algum tempo (SAFANELLI, 2010), buscamos obter as
relagoes de dispersao para perturbagoes longitudinais e transversais do
nosso sistema.

5.1 OBTENCAO DE EQUACOES TIPO VLASOV ATRAVES DA
FUNCAO DE WIGNER

Nesta segao voltamos a tratar da funcao de Wigner para ob-
termos uma descricao adequada para o nosso sistema completo. Uti-
lizaremos a formulacao de Wigner covariante e invariante por calibre
em tempos iguais para obter a equacao de transporte para a matéria
nuclear (npe). Vamos definir a fun¢ao de Wigner de maneira que ela
seja invariante por calibre, e demonstrar essa propriedade da nossa de-
finicao. Nesta secao, seguimos paralelamente ao trabalho realizado em
(VASAK et al., 1987), adicionando um termo de fase que é fundamental
para obtermos a invariancia desejada:

e [ ducren o
com
:
ol = §p(a)er F v, 5.2
4a[3(m7y) = U;p(x)e e ja(T). (5.2)

E podemos demonstrar que também, dada a definicao acima,
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1
; —1 2 ds Vi (z+ys) ~
@)y(wy) = Wyate+ gyle Tk ) (53)

Nas equagbes acima, o fndice j se refere as espécies (prétons,
néutrons e elétrons), e os indices «, 8 =0, 1, 2, 3 sdo indices espinoriais.

Vamos demonstrar porque o termo de fase é necessario para ga-
rantir a invariancia de calibre da fun¢ao de Wigner. E importante notar,
também, que este termo, como escrito na equagao 5.3, contém explicita-
mente uma integral de linha do ponto  — 4 ao ponto z+ 4. A principio
a integral poderia ser feita por qualquer caminho, mas a invariancia de
calibre demanda que o caminho seja uma linha reta (ZHUANG; HEINZ,
1996), como iremos demonstrar também.

A Lagrangeana do nosso modelo, assim como as equacoes de
movimento para os férmions e os campos dela obtidas, possuem inva-
riancia de calibre. Para considerarmos a funcao de Wigner, tal como
desejamos, um analogo quéantico da funcao de distribuicao no espago de
fase, é importante que ela também tenha essa propriedade, e é possi-
vel fazé-lo adicionando um termo de fase, como aquele descrito acima.
Detalharemos o problema a seguir. Suprimindo os indices de espécie,

seja um operador de Wigner dado por:

A d* iy 2 lyot _l,94
Wa,@(xap):/ (27:;46 py\l’ge2y8 PRELAA (5.4)

A interpretacao fisica, de um andlogo a uma funcao de distribui-
¢ao quantica, segue da definicdo do operador quadrimomento cinético:

. 1.
pHt = 52((% - 3;5), (5.5)

com 8; = 0; e py = i0,. Dessa forma, temos que:

4 A
Waﬁ(fﬁ,p) = / (;l :l)/4 e_ip'y \Ilﬁe_i[pu_%i(au_al)]y“@a
7T
(5.6)
~ 4 R
) ,

Desta maneira, o traco do operador de Wigner, <: \11564 (p— ﬁ)\i/a
representa a densidade - escalar de Lorentz - das particulas fermionicas
no ponto x* do espaco-tempo que possuem momento cinético p*, que
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é o que procuramos. E imediato que:

(@) = < ()7 b (e >>

(5.7)
/ d*py* = (: W(x,p) > =T7‘/ d'p "W (x,p).
Temos ainda um problema: a fungao de Wigner definida aqui
viola a invariancia por transformacao de calibre local. Vejamos, a partir
da equacao (5.6),

Waﬁ(%p) = / (3;2;4 e~y \I,B(x)e—z[p,t——z(z’aM Dy G .
d4y = Y,z Y (58)
= / (271')4 \IJB(ZL'-F 5)\11(1( — 5)7
pois
e f(x) = f(z +a), (59)

com at - O,y = agdy + G - ﬁm Por uma transformagao de calibre deter-
minada pela funcdo escalar A,

Wa5($7p) — W/Otﬁ(xap) =

Y

x Wg(x + %)e*m(”?)em(w’i)\fla(x -2)

d* vy 2 .
= / # Py A A=y 4 (2 + %)\Ija(x _ g).
(5.10)

Se tomarmos o traco da maneira usual na formulagao de Wigner,
veremos que os observaveis dependerao da escolha do calibre. Para
remover esta dependéncia, vamos incluir o fator de fase:

U(V;J;—l—%x

e, portanto, redefinir o operador de Wigner:

_ %) — if(Vizy) (5.11)
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- dy . = .
Wop(x,p) E/ ﬁe py\I’/@U(V;l‘—i-%,.T— %)\I/a, (5.12)

por uma transformacao de calibre, ou seja,

U= U = Welh PH = P = PB _ GHA, (5.13)

temos:

R d4 , , ,
W y(.p) = / U emilprtA+ ) -a6=4)]
(27) (5.14)
Y Y\, Yz Y
PPN L — 2T Wl —2).
UV =08 e~ D+ D iate - )
Para termos a invariancia, naturalmente, basta que WaB (z,p) =
W/ 5(x,p). Das equagdes (5.12) e (5.14), obtemos que esta exigeéncia se
resume a seguinte igualdade:

UWVH —0* Az + y,x - %)e‘m(“'%)em(m_%) =UWVz+ %,m - %)

2
(5.15)
Usando a equagao (5.11), escrevemos o requisito como:

eV —0" Mot fa—§) o —ihat]) giha—8) = (if Watie—8)  (516)

e, portanto,

JOr =N+ S =2 = fVha+ L - D)+ A+ 5) — A=),

2" 2 272
(5.17)

assim como f(V*;x = 0,y = 0) = 0. Apresentaremos um ansatz a
seguir e mostraremos que ele satisfaz essas condigoes:

1
fOWV*z,y) = —y“/o ds Vy(z — % + sy), (5.18)

onde a integral é uma integral de linha sobre o campo cldssico V,, ao

longo de uma linha reta entre os pontos x — 4 e x4 4. A satisfacao da

condicao para x = y = 0 é trivial. No caso geral, temos:
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1

FOOH =0t Az, y) = —y“/ ds [Vu(a? - % +sy) — O\ (z — % + sy)]
0

' y
:—y“/ dsVy(z — = + sy)
O 2
1
+y“/ ds@MA(a:—%—Fsy)
0

1
= f(V"a,y) + yﬂ/ ds O Az — g + sy).
0

(5.19)
Mas 9, A(z) = 532: A(z). Definindo z = z — ¥ + sy, temos que:
oAz — Y+ sy) =y O A() o (5.20)
Yy i 2 Yy Yy 82# z=xr—5+sy» .
e dado que
d y _d _OAN Ozt OA
£A($ 5T sy) = £A[2(3)] =9 s Y o (5.21)

1 1
y#/o ds 9, A(z — % +sy) = /0 ds d%A[Z(S)]
= Az(1

)] = Al(0)] = Afw + 5] — Ao — 2.

Substituindo na equagao (5.19), obtemos:

FO" = 0 Nsw,y) = fOV 5w y) + A+ ) = A —5), (5:23)

como queriamos demonstrar. Voltando & equagao (5.11), podemos es-
crever:

U(va + g,x — %) = e_if()l ds V(i—%—‘y—&y)y
3 (5.24)
—i[?, dsV(z+sy)y

=€ 2 .
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Agora vamos escrever o operador de Wigner em termos das de-
rivadas covariantes:

1
—1 ffl ds V(z+sy)-y »
2

N 4 . a
Wap(z,p) = / (;:;L e PV (x + %)e o (x — %)
(5.25)

Para completar a demonstragdo, vamos apresentar uma propri-
edade do operador de translacao covariante D,, como definido abaixo.
A demonstracao pode ser encontrada em (ELZE; GYULASSY; VASAK,
1986):

e VP W(x) = UV 2,0 — y) V(2 — y), (5.26)

onde

Uz, x —y) = et Jo dsVie—(e—y)sly (5.27)

Expandindo a exponencial, temos que:

_me — 3 — y . " = 1 — g . n
e = Jim (1= 7-D:) = lim (1= 7. Do)
— mh-Y. MK
= nl;rréo[l " (0 + V)] (5.28)
_n _y. Y. EARING
= lim [(1 == - V)(L =iz - V)(1+O((Z)7))]",

pois

—iL Vet gLy -Y.
(1 i Ve (1 i V)(1 " O +...)

(5.29)
Y . Yo
= 1 —_— . - g )
" (0r +1iV) +o((n) )
Para n suficientemente grande,
== va—iL =il yyeto
/ " " (5.30)

x (1— 2 Vel x
n

Mas
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e f(@)g(@) = flz — a)e O g o), (5:31)

desde que a seja infinitesimal e tomemos o limite da expansao da ex-
ponencial. Assim:

I=(01- z% V()1 - z% V(x — %))(1 . Z% V(e — %))
X x (1= l% V[ — ((71;71)3;)])6_”%81
=l Z% V)e Ot = (1~ Z% V(@) (1 — z% V(x — %))
X o x (11— z% V(z—y+ %))efy@w
— i fa_ydsV(s)y
(5.32)

Usando a propriedade aqui demonstrada, podemos escrever:

eig'Dw\Ila(x) = U(V;il’,.’E - y)\I’a(iC - y)7 (533)

e substituindo na equagao (5.25), temos:

a d4 . = y Yy 2~
Wags(,p) :/ (2754 e*”"y\Ilg(x)e?Die*?Dw\Ila(x), (5.34)

onde usamos que

e também

UV;a,0)UV;b,c) =U(V;a,c), (5.36)

0 que significa restringir o caminho da integral a uma linha reta.
5.2 EQUACOES CINETICAS PARA A FUNCAO DE WIGNER

Nesta secao, vamos obter equagoes de evolugao para a funcao
de Wigner no tempo, utilizando a definicdo da se¢do anterior para a
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funcéo, com o fator de fase que garante a invariancia por mudanca de
calibre. Primeiramente, vamos obter as derivadas de ®yo5(x,y) em
relagdo as coordenadas x e y. Com as definicoes da secao anterior,
temos para a derivada na coordenada x:

OupPaap(@,y) = Doy | Vp(a + e

1
—i (2, dsV x+SsY)y A
y) f_% ( y)yqja(x_g)]

1
2 —i [2, ds V(z+sy)y A
= B+ D] BT 0 Y
2 2
1
S —i (2 dsV x+sy)- N
R R ] Dl S R e
2 2
2 — 3 d \% ~
vigat e ST o @ - )

(5.37)

Para o cédlculo desta expressao, vamos primeiro analisar a deri-
vada do fator de fase:

1 1
—i[2, ds V(x-i—sy)-y —zf ds V(z+sy)-y —i [2] ds V(z+sy)-y
aame T2 = 895”6 T2

= [—iy” ) ds Opu Vo (x + 5y) -y

—i f_%l ds V(x+sy)-y
X e 2 .
(5.38)

Definindo:

Fup = 00,V — 00V, (5.39)

entao
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y” ds Oy Vo (x + sy) =y ds [0z Vu(x + sy) + FW(JU +ys)

_1
2

(NI

(5.40)

Definindo agora x4 =z + %y,

—zf2 ds V(z+sy)- y

Ogpe —i[Vu(ry) = Vu(z-)

1
2
/ w (T +ys)

%
—i 2
X e 2

(5.41)

ds V(z+sy)-y

De modo completamente andlogo, podemos calcular a derivada
na coordenada y:

1 1
—i [2] ds V(z+sy)-y —i [2] ds V(z+sy)-y
Oype "2 =e "2

1 (5.42)
X Oyp(—1) /_ dsV(z + sy) -y

W=

E entao:
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Oyp ) dsV(z+sy)-y= ds [0y, V(x4 sy)] -y

1
2

wl= |

+/ ds V,(x +ys)ouu

Wl ol

- / ds [3ZH/VV(2)]%y” + /2 dsV,(z + ys)
- Yy -4

N

[N

ds sy” [0z, Vo ( + ys)| + / " dsV(z +ys)

Bl o
[ME

ds sy” [axyvu (17 + ys) + FM,,] + / dsV, (1' + yg)

1
2

Nl o

1 1
d b . 3
ds S%Vu(x—l—ys) + ds sy" F, + dsV,(z + ys)
1 1 1
3 -3 -3

1
3 .
+ / ds sy” F,,

= sVu(z +ys)?

N|=

’ (5.43)

com z = X +ys. Assim:

1 1
—i [2. ds V(z+sy)- 1 2 -
Dyue 2y ds vty —1 lQVN(er) —Vyu(z-) —l—/ ds sy" F,

n%

1
2

1
—i [ 2y ds V(z+sy)y
Xe T2 .

(5.44)

Para simplificar a notagao daqui em diante, vamos definir:

1
N —i [2 dsV(z+s -1
Gz atvetsy (5.45)

Assim, podemos escrever as derivadas de ®4q5(z,y) como:
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OupPaas(,9) = 5100 Ua(w JCWala ) — Ul )0, wFala)

+

ST

g(x+)(3w(§')\i/a(x_),
(5.47)

onde usamos que dy,, f(x4) = 10, f(24) e Oy f(x—) = —20,_,f(z-)
Agora vamos calcular:
Vs (2) G0,y Vo (o)

1
iamp®4ozﬁ(xa y) - 8yuq)4aﬁ(xa y) = \Pﬁ(er)GaIfM
(5.48)

+Wg(ay) [Gaw - ay#> G] U, (z_).

Vamos usar as equagdes de movimento dos férmions:

, L1 1 1
nyﬂawu\lf(xiiy) = |:7“VM(.’E + §y) + M*(z £ 2y)} U(zx+ §y), (5.49)

{i@m#\i/(x + 1y)} = —\i/(ac + %y) [’y“VH(x + %y) + M*(x £ %y) )
(5.50)

R Usando estas equagoes de movimento e as derivadas do operador
G, vamos reescrever a equacao (5.48) e multiplicd-la por v#:
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Mo (;&w - ayu) Paop(z,y) = ‘i’ﬁ(xﬂé’)’l;aamu‘l’a(xf)
= Uy )Gy [ Vala e ) + M )W)

g(zy) {vﬁ‘a (;aw - ayu> G} Uy (z)

Peib

+

N i o
+ Vs(@4) Va5 lvu($+)_vu($)+y /1d3Flw

2

G, (z_)

>

11 1 3 L=
= Wg(24)70 (1) lQVu(ﬁu) + §Vu($f) +/ ds sy" Fu

1
2

Com alguns célculos, simplificamos a equacao para:

1 .
(2841?# - ay#) YaaPaap = —iM™ (1) Pyap

1
2 y 2 ~
- §7§ay / ds F‘m/(aj + Sy>q)4aﬂ (552)

1
2

=

+ ik LYY / ds sFW(x + 5Y)Paap-

[N

Definindo:
. 3 .

D¥(z,y) =0k + z/ ds y, F* (x + sy), (5.53)

1

3
4 (z,y) =i (8{; +1 ds sy, FM (z + sy)> , (5.54)

1

-3

podemos reescrever a equacao (5.52) como:

(;f)“(x, y) + iﬁ“(m,y)) YOy = —iM* (2_)Dy. (5.55)

Esta é uma equagao de movimento para o operador de Wigner.
Para nossos propdsitos nas proximas segoes, no entanto, procuramos
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escrevé-la de forma diferente. Para isto, tomaremos a transformada de
Fourier da expressao para a fungdao de Wigner:

Wile,p) = / dhy e PV, (z, ) (5.56)

d4y —ipy’ d4p i (y—'
/ (2m)t © 7Y Wiz, p) :/d4ywe PG, (z,y),  (5.57)

onde vemos uma fungao delta formal do lado direito, ou seja, temos:

Dy(z,y) = / (;lﬂl; e~ PYWy(z,p). (5.58)

Substituindo na equagao (5.55):

1 3 .
[2 <8w +i ds y, F* (x + sy)>

_1
2

(5.59)

Integrando por partes e supondo que Wy(z,p) se anule na fron-
teira:

d4 X d4 1 i
/ (7]9 y e PYWy(z, p) = / L - (Opve™") Wa(z,p)

27)4 (2m)* i
:/ (;i; ey (18@,) Wa(z,p).
(5.60)

Portanto para qualquer funcao f(y) que admita expansao em série
de Taylor,



64

4 o 4 i
/ g&ﬂy)e-mym(w,p):/ (i& ey = i) Walw, p).
(5.61)

Particularmente, substituindo y” — ih9p, e 9 — ip" na equa-
¢ao (5.55):

[; (aw - [ " ds FW(Hihsap)ag)

1
2

1
2

. (5.62)
_ ip#Jriﬁ/ ds sF* (x + ihsOp) | | Y Wa(z,p)
= —iM*(xz — ihsd,)Wy(z, p).

Podemos agora definir os operadores que agem no espaco de fase:

Dt =0, — / " ds PP (a + ihsd,) Y, (5.63)

N

Nl

I =p, +ih ds sF" (z +ihsd,)0,, (5.64)

[N

e a equagao (5.62) pode ser escrita como:

[’y“ (Hu + lQFLDH> - M*(z— ihsf)p)] Wi(x,p) = 0. (5.65)

Note que, tendo restaurado o A, podemos considerar aproxima-
¢bes em ordens sucessivas para a equacdo acima. A seguir, vamos ana-
lisar esta equacao e realizar a média na energia, integrando na varidvel
po. A fungdo de Wigner é dada por uma matriz 4x4 no espaco de
espinores de Dirac, portanto vamos considerar a sua decomposicao es-
pinorial e, através do célculo dos tragos da equagdo (5.65) obteremos
os vinculos entre as componentes espinoriais.

Sem perda de generalidade, podemos decompor a fungao de Wig-
ner nas bases da édlgebra de Clifford. Esse procedimento é realizado no
livro (GREINER; MARUHN, 1996). Da forma mais geral, essa decompo-
sicao é como segue:
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1 .
Wa(z,p) = 7 [F(2, )T+ P(x,p) + 7" Fu(,p)
1 (5.66)
+ 71 (2, p) + QUWSW(%p)} :
Substituindo esta expansdo na equagao (5.65), obtemos:
ih ih
{’}/)‘ (H,\ + ZD)\> - M* (I — Zap>:|
2 2
1 5
x 5 [F(@,p)I+ i7" P(e, p) + 7" Fu(,p) (5.67)

1
+ 7”75Qu($ap) + 2UWSW(337P)} =0,

onde oM = %(7“7” —~"~*) é um tensor antissimétrico e, portanto, S,,,,
também deve ser antissimétrico. Vamos calcular agora os tragos desta
equagao, com o objetivo de obter as relagbes entre os coeficientes da
decomposigao. Para simplificar a notagao, vamos omitir a dependéncia
em (x,p) e definir o operador:

0
Oy =TI, + %DA. (5.68)

Desta maneira, a equacao (5.67) fica:

1
[0y — M7 <F]I + iy P+ y*F, + 4, + 20””5#1/) =0.

(5.69)
Agora vamos calcular os tragos da equacao (5.69) multiplicada
por alguns operadores. Vamos calcular primeiro Tr[I x (5.69)]:
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O\(F Tr[y +iP Triy*+°] + F, Triy*4*]

+Q, Trly* "] + %SHV Trly*o™))

— M*(F Tr[l] +iP Tr[y*] + F, Tr[y"] + Q, Triy°y*]

. % 5, Trlo™]) (5.70)
= O\F4g™ —4M*F =0 =

R R
(Hu + Z2DM> F(2,p) = M*(x = S0,) F(a,p) = 0.
Agora, vamos calcular Tr[y5 x (5.69)]:
ON(F Tr[y* ] +iP Triyy "] + F, Triy®y ")

1
+Q, Tr[q/‘r"y’\v‘r"y“] + 55“” Tr['y57/\a’“’])
— M*(F Tr[y°] +iP Tr[y°~y°] + F, Trly°y"]

1 5.71
0 T+ 5 Trlot) o1
= 40\g™'Q, — AM*iP =0 =

<Hu + 2D,L) Qu(z,p) —iM*(x — Eﬁp)P(x,p) =0.

E entdo Tr[y* x (5.69)]:
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OA(F Trly*y*] +iP Tr[y*y*4°] + F, Trly*y*v*]

+Qu Trly*y "] + %Suv Trly*y o)

— M*(F Tr[y*] +iP Trly*y°] + Fu Triy®y"] + Qu Trly*y°+*]
+ 38 Trly o))

=40, (Fg™* +iS**) —4M*F,g*" = 0 =

(HP« + ZQDM) F((L'7p) +1 (H# =+ ;D#> S)\a(x7p)

M= D0, P ) = 0.

(5.72)
E também Tr[y*y5 x (5.69)]:
OA(F Triy®y° 3 +iP Trly*y ] + F Triy®y°y "]
+Q Trly*y*y 7] + %SW Trly*yPy o))
= M*(F Tr[y*y°] +iP Trly*y°y°] + F, Trlyy°+"]
+Q, Tr[y*y°y5yH] + %SW Tr[y*y o))
(5.73)

1
= —40, <z‘Pg°M + 2SW6“A“”> +AM* Qg% =0 =
h . 1 1
(Hu + ZgDu> iP(z,p) + (Hu + ZQD,L> iswewv
. ih N
- M*(z - gap)Q (z,p) =0.

E finalmente Tr[c®? x (5.69)]:
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O)\(F TT[JO‘B’Y\] + 1P TT[O’O"B’}/)‘W/S] 4 FN TT[UQ'B’}/)"}/M]
1

+ Qu Trlo®?y P + PR Trlo*’y at])
— M*(F Tr[o®P] +iP Tr[o®’y°] + F, Tro®"y"] + Q,, Tr[o*7~°y"]

1
+ 55w Trio®P o))
= 10M 1B (99 — ) + 0,0
—2M* (g*"g™ — g™ ™) =0 =

ih ) AB pa Ao uf ih Anaf
M+ 5 Dy ) iFu (979" = *¢"") + (T + 5Dy | Que

1

+ M (=59 +87%) =0 =

(HH - ithH> i (g F™ — g FP)

ih
+ (HH + ZQDH> QM8 — M 5e8 = =
ih ih
(Hﬁ + 22D6> F(x,p) —1 <Ha + ;Da> FP(z,p)

ih ik
# (Mt 5,) O — a1 - 59,)5% ) =0

(5.74)

Vamos escrever as partes imaginarias e reais das cinco equagoes
acima:

I, F" = MjF, (5.75)
hD,F* = 2hM;F, (5.76)
I,Q% = —hM; P, (5.77)
hD, Q" = 2M3P, (5.78)

h

I, F — §DASM = MjLF®, (5.79)
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gD“ = I\ S* + hM;F®, (5.80)

—hD®P + * M1, S,,, = 2M {02, (5.81)
°P = fihewypksﬂ,, + AMFQ*, (5.82)

g (D*FP — DPF*) + eMPI\Q,, = MjS*P, (5.83)
MmeFP —PFe = g&ﬂaﬁpmu — hM; 8P, (5.84)

onde usamos uma decomposicao que sera discutida mais adiante, dada
por:

ih e s
—0p) = My +ihM;]. (5.85)

M(m—2

5.3 MEDIAS NA ENERGIA

Agora vamos integrar a funcao de Wigner na varidvel pg, ou seja,
realizar uma média na energia, com o intuito de recuperar a equacao de
Vlasov para o caso classico, quando i — 0. Temos a fungao de Wigner:

W(z,p) = Wiz, po. 7) — / dhy e PV, (z, ). (5.86)
Vamos definir:

Wala.5) = [ dpo Walarp)y" (5.87)

A partir da equagéo (5.66), podemos calcular a média na energia
de Wy(z, p):
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1
Ws(z,p) = /dpo Wa(z,p)y° = 1 [vo/dpo F(z,p)+
+ww/mmmm+wf/mmm@

—7° /dpo F(z,p)

’ i B (5.88)
+7°7‘W°/dpo Qo(z, p) *%‘Wo/dpo Q(z,p)
+ iy Ok 40 / dpo Sox(z, p)
+ Zv57°7’“70/dpo ;Q’jksij(xap)‘| :
k
Definindo:
folw, ) = / dpo Fo(w,p) = / dpo TrOWi),  (5.89)
fi(z,p) = —/dpo Qo(z,p) = —/dpo Triy Wy, (5.90)
fol,5) = / dpo P(,p) = / dpo Tri—i*Wil,  (5.91)
falw, ) = / dpo F(z,p) = / dpo Tr{Wil, (5.92)
Golz,p) = / dpo (z, p) = / dpo Tr{F Wi, (5.93)
Gi(a,5) = / dpo F(z,p) = / dpo Tr{3Wi), (5.94)

goula, ) = — / dpo S (2, p) = / dpo Sos(z,p) = / dpo Trlo® W),
(5.95)
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1 1 e
ggk(x,ﬁ) = ieijk/dpo Sm’(ll?,p) = quk /dpo TT[O'”WAL}. (596)

Substituindo na equagao (5.88):

1 .
W3(x’ﬁ) = 4 [fo(.%‘,ﬁ) +’75f1($,]7) +Z’Y5'70f2(x>ﬁ) +'Yof3<x7ﬁ)
+9°7° - Go(z, P) + 7°7 - Gu(z, P)
— 7 Go(2,P)7°7 - Gs(, P).]
(5.97)

Para obter as equagdes de movimento para Wi(x, p), vamos in-
tegrar as equagoes (5.75) a (5.84) na coordenada pg e separar as partes
reais e imaginarias dessas equagoes.

Integrando a equagao (5.76) e utilizando (5.89) e (5.94), obtemos:

h (tho +D- g‘l) - zh/dpo M;F. (5.98)

Integrando a equagao (5.80) com a = 0 e utilizando (5.92) e
(5.95):

hDyfs —Ti- o = h/dpo M;F. (5.99)

Multiplicando a equagdo (5.84) por €yrqap:

h
€orap (I°FP —TIPF™) = iemﬁe*wﬁpmu — WM} egrapS*P.
(5.100)
Como:

€orape ™ = —2 (85,7071 — 651072) (5.101)

€orap (I°FP —TIPF*) = —h(DyQy — D;Qy) — M €5rapS*P.
(5.102)
Tomando o =0e 7 =1:
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—

€0iaB (HaFﬁ - HBFO‘) =—h <_DtQi - 5290) - hM;GOiO(ﬁSaﬁ.
(5.103)
Mas:

(5.104)
Portanto, usando (5.90), (5.93) e (5.94) e integrando na varidvel

€oiap (I*FP —TIPF®) = g, (TP FF —TI"F7) =2 (ﬁ X ﬁ) )

Po:
h(Digo+ D) +2 (T xg) = h/dpo Mje %, (5.105)
Da equagao (5.82) com « = i, temos:
. 1 .
I'P + S heiu DaSiu =AM, (5.106)
ou:
e + ZheiOMVDOSMV + ZhﬁijMVD.jSMV = hMIQ . (5107)
Mas:
EiO;J,VDOSuV = _eimnDtSmnv (5108)
e também:

€ijuv DS = €500 DjSok + €100 Sko = 2€:55D; Sok- (5.109)

Integrando:

. 1 .
Hz/deP_ZDteimn/dposmn+2h€ijij/dPOSOk = h/dpoMI*Qz-

(5.110)
Usando as equagoes (5.91), (5.95) e (5.96), obtemos:
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h (Dtﬁg ~-Dx §2> —2lify = —2h/dp0 M; Q. (5.111)

Tomando a equagao (5.78), com as equagoes (5.90) e (5.105) e
integrando:

h (thl +D- ﬁo) = —2/de MjP. (5.112)
Tomando a equagao (5.81) com a = 0,

hD,P + "I, S, = 2M;0°. (5.113)

Usando as equagoes (5.91) e (5.96) e uma andloga a (5.108) e
integrando:

AD, fo+ 201 - Gi3 = —2/dpo M3QC. (5.114)

Tomando a equagao (5.83) com a=0e 8 =1,

—g (Dtﬁi _ DiFO) — I QF = M8, (5.115)
ou seja:
h t i i 70 =1 ~ _ * Q01
— (DF +DF)—(HXQ)i—MRS . (5.116)

Usando (5.89), (5.93) e (5.94) e integrando:

h (Dtg1 n Bfo) — ol x g = 72/de M8, (5.117)
Tomando a equagao (5.79) com « = 4 e manipulando:
T h coi | 7 ci « 7
0,F — (5DiS" + 0,87 ) = MR E". (5.118)

Usando (5.92), (5.95) e (5.96) e integrando:
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. B H y .
I fs — 5 (_DtQQi + D /dpo S”) = /dpo MEF". (5.119)

Mas como:

L o1
(D X g3> = Eiman§5jkn/de Sjk

1 o
= & Gk~ duxdym) Do / dpo Sy

1> 1= ~ -
= §Dk/dpo Sik — iDj/de Sji ZDj/dpo S,

(5.120)
temos que:
h (Dt§2 + ﬁj X §3) + 200, f3 = 2/dpo M}F. (5.121)
Tomando a equagao (5.79) com a = 0:
h A0 * 170
IoF — 5DAS™ = M F". (5.122)
Usando a equagao (5.95) e integrando:
h = 0
dpo H()F - *D 92 dpo MRF . (5123)

Podemos reescrever a integral em Il usando a equagao (5.64):

1

% = py +ih/ ds sF(x 4 ihs0,)0) = po + °(x, ), (5.124)

1
2

onde definimos:

1
- 2 . = 0
1%z, p) :ih/2 ds sFOl(f—&-ihVﬁ,t)—
1

el (5.125)

2

segundo (ZHUANG; HEINZ, 1996). Desta forma:
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- his i}
/dpo (po +Ho) F— §D "G = /dpo M}F°, (5.126)

e usando a equagao (5.92), temos:

h R o 1 *
/dpo poF — §D - g2 + Hofg = /dpo MRFO. (5.127)
Tomando a equagao (5.82) com a = 0 e manipulando, vem:
0P + Lhp, Ltk 4 narr0

Usando as equagoes (5.91) e (5.96) e integrando:

1. - -
/dpo poP + 5hD - g5 + o fz = h/dpo M;QO. (5.129)

Tomando a equagao (5.75), usando imediatamente as equagoes
(5.89) e (5.94) e integrando:

/dpo poFo —Ti- g1 + o fo = /dpo MRF. (5.130)
Tomando a equagao (5.84) com a = 0 e 8 = i, e manipulando:

L K ,
OF; — T, F° + 5 €iki DSl = hM S (5.131)

Usando as equagoes (5.89), (5.93) e (5.94) e integrando:

I - _ ‘
/dpo poF = 5D % Go + Hogy = —h/dpo M; SO, (5.132)

Da equacgao (5.77), usando imediatamente as equagoes (5.90) e
(5.93) e integrando:

/dpo poQ + - Go —Tlo f1 = —h/dpo M;F. (5.133)
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Da equagdo (5.83), multiplicada por €,rqz:

h
S€orap (D*FP — DPF®) + €570 *PIQ, = MierrapS™?, (5.134)

e fazendo um procedimento analogo aquele pelo qual obtemos a equagao
(5.111),

h
S€oras (D*FP — DPF*) — 2(I1,Q; — 11.Q,) = Mj€orapS®”.

(5.135)
Tomando o = 0:

h (5 x ﬁ) 25, — 21, Gy = — Mei 87", (5.136)

Usando as equagoes (5.90), (5.93) e (5.94) e integrando:

B~

. . 3 1 .
[ dvopoSi+ 55 %G1 + A~ Moo = — [ dpo Migeszsi*. (5.137)

Tomando a equagao (5.80) com a = i

ho. , ,
oD = oS + hM;F". (5.138)

Mas como:

(ﬁ X §’3)i =1, /dpo Sid (5.139)

podemos usar as equagoes (5.92), (5.95) e (5.96) e integrar:

0iy, Nz T - T = .-
dpg poS™té; — §Df3 +1II x g3 — oge = h | dpg MIF. (5140)
Tomando a equagao (5.81) com a = i

—hD'P + €% S + €991 Sop, + €711, S0 = 2M QL. (5.141)

Usando as equagoes (5.91), (5.95) e (5.96) e integrando:
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hD; fo — (/ dpo po€ijrSik + 21:[0932') — 2¢;55 10 gox = 2/dpo Mz,
(5.142)
ou seja,

/dpopoGiijjkéi—hﬁf2+2ﬁX§2+2ﬁ0§3 = —2/dp0M};Q (5143)

Em suma, obtivemos oito equagoes:

h (tho +D- g‘l) - 2h/dp0 M:F, (5.144)
h (thl +D- go) - —2/de M3P, (5.145)
RD,fs+ 210 - Gy = —2 / dpo M50, (5.146)

Dy fs —T1- Gy = h/dpo M;F, (5.147)

h (Dtg’o + ﬁfl) +2 (ﬁ x 571), - h/dpo Mje;Se;,  (5.148)

h (Dtﬁl + ﬁfo) — 20 x g = —2 / dpo M7,S, (5.149)
h (Dt§2 + l_jj X 573) + 2ﬁif3 = 2/dpo M;‘zﬁ, (5.150)
h (Dtﬁs — D x §2> — 200 fy = —2h/dp0 M;Q, (5.151)

além de outras oito equagoes de vinculo, que nao dependem da coorde-
nada t = xq:
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/dpo poF — gﬁ o+ 1o fs = /dpo MpF°, (5.152)
/dpo poP + %hﬁ Gz + o fo = h/dpo M7Q°, (5.153)
/dpo poFo — - g + o fo = /dpo MRF, (5.154)
[voF =55 G+ Tiogi = —n [ dpo Mis®, (5.159)
/ dpo poQy + 11 - Go — Tlo fy = —h / dpo MiF, (5.156)

h
Seoras (DF? = DIF®) = 2 (I, 9, — 11,9,) = MieorapS®,
(5.157)

—

. B . 3
[ dvopis®es — 5B ga 4 Tix o Toga =1 [ dpo M7, (5.158)

—

/dpopoeiijjkéi*hD_‘fQ‘FQﬁX§2+2ﬁ0g3 = 72/dp0M§Q (5159)

Vamos, agora, tomar o limite classico das equagoes cinéticas para
a funcdo de Wigner. Para isto, primeiro notamos que a equagao (5.65),
no limite & — 0, pode ser escrita como:

(V'pu — M*(x)) Wa(x,p) = 0, (5.160)

que tem a forma de uma equagao de Dirac. Multiplicando por v"p, +
M*, temos:
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(Y'pu + M*) (v¥'pp — M*(x)) Wa(z,p) = 0, (5.161)

ou seja,

(V' Py pu — M*?(x)) Wa(z,p) = 0. (5.162)
Mas:

1
Vo pu = 5 Pup Y + Pupuy )

% . (5.163)
= 5pupv {777} = Spupu29"” = p*.
Logo,
(p* — M*?) Wa(z,p) = 0, (5.164)

ou seja, a funcdo de Wigner estd na camada de massa. Definindo
E, = \/p?> + M*2, podemos escrever a componente de ordem zero em

h, szo) (z,p), como:

WO (z,p) = WOz, p)8(po—Ep)+ WO (2, p)6(po+Ep), (5.165)

onde os indices mais e menos correspondem as contribuigoes de energia
positiva e negativa, respectivamente. Com esta decomposigao, as fun-
goes fo(z,D) € Gui(z,p) podem ser decompostas de maneira similar, e
todas as integrais na coordenada pg tornam-se triviais devido as fungoes
delta, resultando nos vinculos:

M*
fg(i)(o) _ i?féi)(O)v (5.166)
p
FEHO g (5.167)
+E, fHO _ 5. DO _ e pE0) (5.168)
FHO =2 T g0, (5.169)

p
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() E, f PO 4 5 g DO — g, (5.170)
—(B) B + 5O = — Mg, (5.171)
() Epgs " = px g5, (5.172)
+25,555© 4 25 % O = aprgtH O, (5.173)

Estas equagoes podem ser reescritas de forma a mostrar que to-
dos os vinculos dependem apenas de féi)(o) e géi)(")
demais fatores:

, obtendo para os

@ _ P 5"
£ o (5.174)
EP
[0 o (5.175)
M*
;PO +— FEBHO, (5.176)
p
gagi)m) _ iEﬁféi)(O), (5.177)
p
= =(£)(0)
~(£)(0) _ P XYp
_Pxgy 1
92 M* ’ (5 78)
E25O) _ (5 AD)0)) 5
géi)(o) _ 49 (7 9o )p, (5.179)

M*E,
5.4 EQUACOES DE TRANSPORTE

As equagoes de transporte irao surgir ao levarmos em conta or-
dens além de zero em A nas equagoes cinéticas. A equacdo de Vlasov,
particularmente, corresponde a considerar as equacoes até primeira or-
dem. Vamos partir da equagao (5.144), repetida aqui:

n(Dio+ Bgi) =20 [ dpo M7 P, (5.180)
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Para eliminarmos consistentemente os termos de ordem A2 ou
maior, notamos que D,, e II,, podem ser escritos como:

D, =0,y — [ ds Fpy(x + ihsdy)0f = 0uy — Fu 0 + O(h), (5.181)

1
2

I, =p, + zh/ ds sF, (x4 ihsd, )0y = pu + O(R?). (5.182)

2

Também vamos explicitar a decomposicao da massa efetiva em
suas partes real e imagindria, utilizada na se¢ao anterior:

M*(z — @ap) = M}, +ihM; = M*(x)%h(amM*) -9,

Lothiy og ey o2 10 3a/%Y . 93
2'(2)(8‘7[‘,M)8 3|( RO3M*) - 93 + ...

(5.183)

+ p P

ou de modo mais formal, seguindo os passos encontrados em
(ELZE et al., 1987), definimos:

A = 0,0p, (5.184)
de forma que:
AM* = (WM ) apr =0, M™ - 0, (5.185)

o0

- T, Zn ()nA“M*U

= cos (2 ) M* —isen (ZA) M* = My +ihM7.
(5.186)

Temos que:

My (z) = M*(x) + O(h?), (5.187)

Mj(z) = —% (0uM*(2)) O 4+ O(h?). (5.188)
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Substituindo na equagao (5.180) as expansdes que obtivemos:

~ 0
(at - FOua;) é:l:)(O <vm + @j a ]> g(i)(O)

(5.189)

A integral em pg pode ser simplificada notando que estamos na
camada de massa e, portanto:

) 9 ) )
9 )9 pro _ 9 4 9 p»0o
/dpo <3x°M ) o’ 50 /dpo o (5.190)

— MFF@®O)p=x _ g
Po=—0C
Logo,
. (+)(0) 9 e 9 o
— [ dpo (DpuM*)OHF = [ dpg — M*——F
p a 7 ap’L
5 5 (5.191)
= M= [ dpy FPO
Ot 8p7/ Po )
que podemos escrever comao:
Q/dpo Mjf = ﬁM*ﬁp/dpo f. (5.192)

Por analogia com a teoria eletromagnética, vamos definir os se-
guintes operadores: E- = -FO'“ B1 = —F237 B2 = —F31 e Bg = —Fu,
que sao analogos aos campos elétrico e magnético. Com essas definigoes,
D,, em ordem zero ¢ dado por:

Dy = 0, — Fo 0 = 0 — Foud}, = 0, + E -V, (5.193)

D; =V, — Fy0) = (v} + B x ﬁp) . (5.194)

Portanto, podemos reescrever a equacao (5.189) como:



(00+F-9,) 1§70 + (Vo Bx ¥, ) 17

que podemos escrever em fungao de féi)(

(00+E-9,) 90+ (Vo + Bx V) ;fgiﬂ‘”

0)
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= (Fo0) 9500,
(5.195)

usando os vinculos:

(5.196)

1

x T o
=_ : o+ 2N, f  (5:197)

By

- - M*
=4V, M* -V, —— PO,
Ep
e, portanto,
s (PN (2] s 2
o (50) = % (5)] 5 v
M (@) (VoM ()
Ep
M*(x) , (= . L=
=25 (T @) fo -

onde definimos ¢ = #-. Também podemos obter:
P

% (Oik pip’“) =z pl 0
=€ kB <_ f0+€z kB 77.]00
TR E, Ep J Ep Opk
—x BV,
(5.198)
e também:
M*
Vg fo= M (FEh+ -90h). (5.199)

Substituindo as equagoes (5.197), (5.198)
(5.196):

e (5.199) na equagao
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3 3 +)(0 —M* « p(1)0) | o 3 ()0
(00 +E-9,) 1§ )()ﬁ:( gy P Vel FEO 5.9, 55 >>

e - g 1 =
+ix BV, £ MV, M+ (p L <i)<o>> ~0,

ES Ep pJO
(5.200)
ou seja,
s 25 Vo g 4 (B £ 5% B) -V, 100
(5.201)

M s LfBO — g
Ey

Esta ultima é a equagao de Vlasov usual, como queriamos ob-
ter. Para completar a descricao dinamica em ordem zero, vamos obter
também uma equagao para g(()i)(o)‘ Dispondo de equagoes para esses
dois fatores, todos os demais podem ser obtidos através das equacoes
de vinculo, e o sistema esta totalmente descrito nessa aproximacao. To-
maremos. entdo, a equagao (5.151), e usaremos também as equagoes
(5.93) e (5.183):

h (Dt§3 —Dx gz) _ofif, = f2h/dp0 MG
(5.202)
- (%M*) : 6,,/de G=n (ﬁIM*) -V 0.

Agora, tomamos a equacdo (5.152) e usamos a equagao (5.91):

h (thl +Dx go) - —Q/dpo M*P = —2M* f,. (5.203)

Substituindo na equagao anterior:

Dyiis — D x G + zﬁ% (Dt + D) = (Va1 - Ty, (5.204)

Usando as equagoes de vinculo para reescrever go e g3 em funcao
de go e as equagoes (5.193) e (5.194) para reescrever D, temos:
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+ S+
Ez% )(©0) _ (p-g(() )(0)>

ME,
- A)(0)
S By P X G
(o+BxT,)
(Yot BxV, x( & )
N i . 2A3)(0)
M+ E,

(5.205)

Efetuando as derivadas, com o cuidado de notar que M* e £,
dependem de z,,, temos:

~(£)(0) S (£)(0) 5 - ~(£)(0)
9o P Gy P = = g
to | By | FO\ 5 | T E Ve

- AHO) L ()(0)
S P 90 = P X gy
TE-V *7 oV, x (B

/N
U:Ju
<]¢

M*

_(+) . e
P gé © P g, pgs"
= E,

= (£)(0)
) (p X Gy ) LM vpg}gﬂ:)(o) (5.206)

ﬁ = ()0, P 3 a(i)(O)
VG B xV,- =0
+ 35 + B X ,

dado que:

— + — e — — + —
o (P 7\ _, (@ P a Y,
’ E, M~ ’ E M* E "M

p p




86

~ S H(£)(0) - ~ ~  —(£)(0) >
PSS P99 p oS P90 p
E-V,|—— =|FE-V,| ———
(5.208)
R T
——F. .
+ i Vpar

5.5 CALCULO DA FUNGAO DE EQUILIBRIO COM UM CAMPO
MAGNETICO FORTE

Como discutimos na se¢ao anterior, a fungao de Wigner no limite
h — 0 estd na camada de massa. Com este vinculo, dado pela equagao
(5.164), podemos escrever:

W (z,p) = Wi (@, p)0(po)s(p® — M*?)

(5.209)
+ Wi (@, p)0(—po)d (v — M),

isto é, podemos separar as contribuigoes de energia positiva e negativa.
Vamos supor que nosso sistema consiste em matéria nuclear composta
de néutrons, prétons e elétrons no modelo de Walecka com interagao
isovetorial, na presenca de um campo magnético forte na direcao z:

B = BE, (5.210)

e vamos considerar o calibre de Landau:

A" = (0,0, Bz1,0) = (0, A) = A = Bxyéo, (5.211)

que fornece B=VxA= Beés e V-A=0. Vamos, entao, calcular
a nossa funcao de distribuicao de equilibrio, féi)(o), que satifaz uma
equacao generalizada de Vlasov, como demonstramos. Por definicao,

temos:

#9007 = [ dp Tr* WDV e, (5.212)

Para escrever a funcao no equilibrio, vamos utilizar o operador
matriz densidade, p:



1 N
p= EG*B(H*MN)'
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(5.213)

Na situagao em que o sistema se encontra em equilibrio, temos:

Foalt2.7) = / dpo Trlpn" / dly =7y

1
—iy [ 2, ds VO (z4ys)
2

< U(ay)e F(z_)].

No equilibrio, temos para os ntcleons:

9o o = e
YO — g yOn 4 EpT pOn 5(1 + Tj)A(O)M7
e para os elétrons:

YO — _o 40k

Os campos sao:

A(O)M = (A(),O, Bxla 0)7
VOr = (14,0,0,0),

b(O)M = (bOa 07 07 0)7

com Ag, Vj e by constantes. Logo,

VOr = V4,0, Bx1,0),

e a fase na equacgao (5.214) pode ser calculada explicitamente:

(5.214)

(5.215)

(5.216)

(5.217)
(5.218)

(5.219)

(5.220)

1 1
2 2
dSV(O) ($+y5) = dS(V0,07$1+y137 0) = (V()a 0) Bxho) = V(O)#’

1 _1
2 2

(5.221)

pois a integral simétrica se anula. Portanto, podemos reescrever a equa-

¢ao (5.214) como:
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fealt.2.5) = / dpo Tr[jn" / dly e VIV (e )b (e)). (5.222)
Vamos considerar os operadores de campo fermiénico:

U =>" v (z)a, + ¥ (2)df, (5.223)

U =" wM ()] + 0 (2)d,, (5.224)
T
para os quais os estados de base sao:

WD (@) = () H(Ert-paza=pass), (5.225)

U (2) = vy (x)e!Frimpara=psvs), (5.226)

onde a soma em r significa soma nos estados n, nos spins, e em py €
p3, e B, = E(p3,n) = \/p3 + M*2 + 2eBn sio energias dos niveis de
Landau. Os estados de base sdo solugoes da equacao de Dirac. Supomos
0 ansatz:

U (¢, F) = up (g )e En tmpawa—pszs) (5.227)
O (1, 2) = v, () (Pu t—p2m2—psvs) (5.228)

com
EW® = \/pg + M*2 4 2¢Bn + V¥, (5.229)

sendo o mais ou menos, nesta equacao em particular, referente ao sinal
da carga elétrica, de forma a escrever a equagao para todas as espécies
de forma condensada. Os espinores u e v aqui dependem também do
sinal da carga elétrica:

Un—1(£(+))
0
e,s=1 = V. y 5.230
fesst " E;TM*U”*@H)) ( )

enifxl* Un (§(+))
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Un(g(Jr))
0
Up,s:l = N+ E IJ):M* Un(£(+)) 5 (5231)

en+1;\;} Un—1 (€(+))

0
vn(§(+))

e,s=— =N. —ipn y 5.232
et = No | cima g (600) (5282)

i vn(€D)
0

Up— 1(€(+))
s=—1 =N ipn ; 5.233
Up,s=—1 + & iM*vn(f(H) ( )

en+M* Un—1 (§(+))

'Unfl(g(_))
0
’Ue,sfl _E;TM*Un_l(g( )) I (5 3 )
Enlfz/[* U”(g(i))

'Un(f(_))

_ . 5.235
?’fm W(EN ] (5.235)
6:{)7\4*7)71 1 ( )

Up,s=1 = N_

— v (€0))

Un— 15(

zpn 5( ) (5237)

Up,s=—1 = N_
E +M*

,€n+M*Un 1 E( )

=N o f( (5.236)
Ve,s=—1 = — E;fly\,/[* Uy 1 5( ) .

com

1+ s (eB)iv/+E+r + M*
2 V2EE /T2

N& = , (5.238)
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€ = Ve (1 +

P2
eB) : (5.239)

() =VeB (x1 - f—;) : (5.240)

€n = \/pg + M*2 + 2eBn, (5.241)

Pn, = V2eBn, (5.242)

1 g2

—H,(&e 7, 5.243
o (€)e (5.243)

sendo que estes estados formam uma base ortonormal. Para calcular a
funcéo de distribuicao de equilibrio, vamos considerar os produtos de
operadores em ordem normal, de forma a desprezar efeitos do vacuo:

Un (6) =

U(z + %)%‘il(x - %) = U (2 )P (a) s (5.244)
Como temos um operador de um corpo e estamos usando a base
que diagonaliza H, podemos calcular o trago na equagao (5.222):

. N 1
- RO ()t (+) - -
Trjp: Uy¥ ]V = § :\I/q (24)¥g" () 1+ eBlea—n)

=S O ) () ——

1 + eBlegtn)’

(5.245)

onde o Indice q se refere a carga da particula. Substituindo os espinores,
obtemos:
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Trlp b 0 =335

n=0 p2 p3

T iE(+)a:0 —pP2Tot —pP3T —i(EM)g _ —p2To_ —p3T3_
{[uszl(x+)us:1(x_)e( + 24 —P3@3+) o —i( 0——P2T2— —p3T3_)

() _ _ _i(EH®) _ _
+U1—_1(J3+)Us:_1($_)62(E Lo —P2Tat p3m3+)e (B g —poxa_ P3I3—):|

1
Xt BET

T (B wop —powoy —psw i(E(f)w _ —p2To_ —p3T3_
= ol @ s )e B e mpais o) B g g

_i(E() _ _ i(E(—) _ _
+v;f:_1(z+)vs=_1(a:_)6 (B ot —p2m2+ —P3m3+) i (B o —pawa— p39037):|

1
x 1+ eB(EE) +p) } ’

=335V oana (€ oo (€

n=0 p2 ps3
p?’, (+ (+)
o e e @ o (€)
2
P
e € EE) + o€ a ()
P (+ (+)
s arp & i)
2 W(EM yo—poy2—pays)
I +) ()| €
+(€n+M*)2vn(£+ )Un(f— ) 1+65(E(+)_“)
2
- - p _ _
+ NE ,Unfl( (+ ))Unfl(f(— )) + mvnfl(fi ))Un71(f(7 ))
2
Pr
i€ )mE) + € en ()
n
Py (=) -)
+m”n—l(§+ Jon—1(627)
2 —i(E ) yo—paya—pays)
b (=) (-] €
+(_En+M*)2vn(€+ Jun(§57) [ P ET }

(5.246)

Levando em conta a normalizacao, e definindo o potencial qui-
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mico efetivo para o caso do préton:

p=n=vy",

(5.247)
temos, apés algumas manipulagoes, que:

L > VeB
Trlp: Uyl 0 = ZZZ oL
n=0 p, p} 23

€n + M*
A [0 (€ nr (€) + (€ ()]

e (B yo—phy2—piys) (5.248)

1 4 eflen=i)

—€, + M* _ _ _ _

+ = [0 (€)1 (€7) + a7 ()]

e~ (B yo—phy2—phys) }

X

1 + eB(EnJFﬁ)

Substituindo na fung¢ao de equilibrio, obtemos:
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Fealt. 2.5 = zzz% o2

n=0 p) DY

« /dyo ei[po-i-v(go)—(en-&-VéO))]yo /dyg e+i(pz+eBw1—p’2)yz
« /dygei(ps—pé)ys

/ dy1 €10, 1 (€5 Y01 (E5) + 0, (607 )0n (65)

(5.249)
]_+ eﬁ( n /’L)
O / dpo / dyo e~ 1otV +(En=Vi")lyo
2€p,
% /dy2 e+i(P2+@Brl+Pl2)92/dy3€i(P3+Pé)y3
< [ e (€0 €) oale )
*7 + eﬂ(eﬁru)} )
Das equagoes (5.239) e (5.240):
€9 = (2 2) VeB (w1 + 2+ f—;) : (5.250)
_ _ Yy 'A% D2
€0 =6 (o) = VeB (m =2 - 2. (5.251)
Como
1 - . /
E /dy2 ez(PereBa:l Po)y2 5p’2,p2+elea (5252)
1 i(p3—p3)ys
fB dy3 (& = 61)371)/3’ (5253)
e também:

/dyo e Po=en)¥0 — 27§ (py — €y,), (5.254)
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podemos reescrever novamente a funcao de equilibrio como:

feq(t,Z,0) = Z \/eB/dpo 27
n=0

" {€7L+M* d(po — €n)

2¢, 1+ eflen—p)

x / dyy €™ v, 1 (€)1 (€) 4+ 0, (v (D)

n —€n + M* 0(po+€n)
2€,, 1 4 eBlenti)

: / dyr €V v, (€5 Yo (€5)) + Un@i‘))vn(s‘:))} .

Agora,

Definindo v = —VgBy, a integral pode ser escrita como:

dv e 7obveH (Hat) = ()’

I_#L/Oo
N ﬁZ"n' veB J_s

« H, (%m) H, (%v)
= e L),

2 2
wePLtP
eB

(5.255)

(5.256)

(5.257)

(5.258)

Substituindo na equagao para a funcao de equilibrio e integrando

em pg, obtemos:
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feq(t, @,9) =) 4m
n=0

1 €, + M*
{ 14 eflen—0)  2¢,

1 —€, + M*
1+ eBlenti) 2€,

[Locs (202) (1) + L (20)(-1)7]

[Ln—1(2w?)(=1)" "' + Ln(2w2)(—1)"]} .
(5.259)

: f : .
Para normalizar, temos que fazer fe, — ﬁ Assim, temos:

2 1 e+ M*
(2m)3 1+ eBleo—i)  2¢

2 = (=D e+ M
+ (2m)3 nz::l 1+ ePlen=R)  2¢,
X [Ln(20%) = L1 (20%)] e

2 1 —eg + M*

_ _ La(2 2y —w?
(2m)3 1 + eBleoti) 2¢ o(2w)e

2 f: (1) —e, + M*

(2m)3 1+ eflentit) 26,

feq(t, D) = Lo(2w?)e™™

(5.260)

=1
2

x [Ln(20?) — Ly—1(20*)] e
No limite de temperaturas baixas, T' — 0, temos:

(="

15 e O —en), (5.261)

(="
e 0 (5.262)

e entao:
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— 2 €0 + M _w?
fCQ(t7x7ﬁ> — (27T)30(EF 60) 0 260 L0(2w2)€
p - €n + M* .

e, portanto,

-
N, = /d3xd3p fealt, T, F) = V/d3p ¢

M*
x {9(EF ) Lo(2uw?) M
€0
= €n+ M*
0(Ep — €n)(—1)"—"——— [Ln(20?) — L1 (20%)] 5 .
+RZ:1(F €n)(—1) . [Ln(2w?) 1(w)]}
(5.264)
Realizando a mudanca de varidveis:
2 .2 2
w=w?=PtPE_ PL (5.265)

eB eB’
em coordenadas cilindricas:

/d%—/ dpg/%w/ dpypL = 2 / dps/zﬂdab/ a2,

(5.266)
logo,
4
= ﬂ/ / dps / dueBe™ "
€+ M*
. {9<EF ~ o) Lo(2u) 22 (5.267)
€0
> €n + M*
+ ; 9(Ep — en)(q)nT (L (2u) — Ln_1(2u)]} .



97

A funcéo 0 de Heaviside implica em realizar um corte em ¢, =
FEr, a energia de Fermi, ou, o que é equivalente ser dito, um corte em
= E12~“ — M*?—2eBn. Usando a expressao para a funcao de Lindhard:

/ du L (2u)e=" = (—1)", (5.268)
0
temos que:
Np 47 > €+ M*
pp V (27T) € {/0\ p3 ( F 60) 260
o0
z:: 0(Er — €n)n2T (D)™ = (-1) 1]} - (5.269)
1 Ep + M* o
e o) +2 S ]

onde pp(n \/e — M*2 — 2eBn é o momento de Fermi, e 1,4, € 0
maior nimero inteiro tal que pp(Nmqz) > 0, ou seja, o maior nivel de
Landau que pode ser ocupado.

5.6 PERTURBACOES E RELACAO DE DISPERSAO

Agora vamos obter as relagoes de dispersao para a matéria npe
na presenca de um campo magnético forte. Partimos da equagao de
Vlasov generalizada que obtivemos anteriormente:

Oufize + - Vo fix + (E@) + 7 x é(i)) Vpfix =0, (5.270)
onde:
E(z’) = —31517(1-) - 6mv(i)0 5 V.M, (5.271)
p
E(,) = 6 X ﬁ(i), (5.272)

com i = n, p, e. Vamos considerar pequenas oscilagoes em relacao ao
equilibrio geradas por perturbagoes da funcao de distribuicao:

fii(t7f7m = foii(taf7m + 6fiﬂ:7 (5273)
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As perturbacbes também gerardo alteracées nos campos, por-
tanto escreveremos estes como segue:

¢ =6 + 59, (5.274)

Vo =V 46V, Vi = V. + 6V, (5.275)
bo = b + 6bo, b; = b + 6b;, (5.276)
Ay = AL 4654, 4; = A + 54, (5.277)

Vamos considerar um sistema homogéneo infinito, portanto com
invariancia rotacional no equilibrio, o que significa que temos:

v =l =0 (5.278)

A — (0, A), (5.279)

pois o sistema se encontra na presenga do campo magnético externo.
Com as definigoes acima, temos:

Vi = YOk 4 spr (5.280)

K2

VO = (v 0, A), (5.281)

onde Q; é a carga da particula: e para prétons, —e para elétrons e 0
para néutrons. Vamos obter as relagoes de dispersao a partir da analise
das correntes:

3
ji' (@) = (Qi)g /%p"(m — fie). (5.282)

A corrente assim definida satisfaz a equacao de continuidade:

8,j"(x) = 0. (5.283)

Com a perturbagao na funcao de distribuigao, também a corrente
pode ser escrita como uma parte correspondente ao equilibrio mais a
perturbacao:
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it (@) = G (@) + 83t (5.284)
onde:
Oy — 2 [ ED e )
@) = o [P o= fo). (5289)
ol = il = o5t (5.286)
com:
st = 2 d*pdf; 5.287
jlﬂ: (27'[')3 p flﬂ: ( . )
para p =0 e:
2 d3 p
A p— pt 2
6Jz:t (27‘()‘3 Ep 6fzi (5 88)
para u = 1,2, 3, de forma que:
. 2 &Pp
R / SV (3 — i), (5.289)
Ep

Para obter esta equacao, notamos que:

2
iy = e / &*p p* (foitr + 0 fir — foie — 6fim), (5.290)

(foir+0 fix—foi——0fi-),
(5.291)

T Gy

— 9s(¢0 4 60)]?

e também que:

1 _ 1 N gs M*(®
\/pz + [my — gs(¢ + 09)]2 \/pz + M*©2  [p2 + M*0)2]

09,
5.29

(5.292)

Agora:

k
p
Bp——— =0 5.293
/ Pl a3 (5.298)
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logo nos reduzimos a equagao (5.289). No caso da densidade escalar,
usando as equagoes para as componentes da fungao de Wigner, podemos
escrever:

faix = i]\g:fir (5.294)
2 3
poi = FEM (fis + fic). (5.295)

Com as perturbagoes, temos:

psi = %) + Opsi

2 d3p [mN — gs(¢ 4 5¢)]
- i g ( i— ) i—
(2m)3 \/p2+[mN—gs(¢+6¢)]2(f0++ fix + foio +6fi)
2 M+(0) .
= (271')3 /dsp EZ(P) o ;({)) 5¢] (f01+ + 6f/L+ + fOz— + 6fz )
(5.296)
ou seja,
(spsi = 5/351 + gsdpm 5¢, (5297)
com:

2 g M+ " _
5psz = W/d P —F E (5fz+ + 5fz ) = 5psz+ + 5/)57,77 (5298)

2
_ 2 5 D ' .
dpsi - (271')3 /d p EZ()O)3 (fOz+ + fOz—)- (5299)

Para obtermos as relagoes de dispersdo, vamos calcular ;! a
partir das equagoes (5.287) e (5.288) usando a equacdo de Vlasov para
o célculo de § f;+. Substituindo f;+ = fo;++6 f;+ na equagao de Vlasov,
obtemos:
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O¢(foir +0fix) £ g Vo fois +0fis)

hS]

+ [Fo 0 + 6V) = Vo (VD + Vi)
~ 0 d® B (5.300)
o = 90 L0 iy — gu(6® +59)

VP2 + Iy — g5 (60 + 69))2
iEﬂ X Vg X (1750) + Vi) | - Vo (foix + 8 fix) = 0.

p

Mantendo apenas termos de primeira ordem em ¢ f;4, ficamos

com:

—

8t5f1i + I() V 5f1:|: + ]() 0) (ﬁ/]‘ X 91(0)) . 61;5]01‘:!:
E E
P

P
S, M*(O)
j:% (Va XV(O))ifx(V x 0V;) £ gy V200
Ep Ep Ep
—345]72 - ﬁ1512740 : ﬁpfOi:I: = 0.
(5.301)
Para B = 0,
foi = 9(1’2@ - p2), T=0, (5.302)
1

14 eBEDFV)’

E para B # 0, temos as equagoes obtidas na se¢do anterior. Para
p
utilizd-las, vamos primeiro escrever V,, em coordenadas cilindricas:

o . 10 . 0

P g T ae " Sy

A partir das defini¢bes mais acima, podemos escrever:

\Y (5.304)

Ve x VO =V, x A= Q,B, (5.305)
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7 (ﬁx X ﬁi(o)) : 6pfow: = Qi(p' x E) : ﬁpfOij:

B} (5.306)
~ Qiey - Vpfoi+r =0,

pois % foix = 0. Também podemos escrever:

ﬁX (630 X 1_}1(0)) : 6pfij: = Qi(qx é) ' 6pfii
= Qi[(plél +pyés) x (Bés)] - Vyfix = —QiBpLéy -V, fix (5.307)

QZB d)fz:l:

Portanto, podemos escrever a equacao de Vlasov como:

Q:B 0

at(sfzzl: + E(O) v fl:l: 1()0) %fl:l:

7! . o MO
n i% X (Vy x V) £ 2 G Vado
Ej Ej (5.308)

0 -~ =
—&(ﬂ}i - Vm X 5Vi0

6pf@ii = 0.

Notando que a equagao continua valida para o caso do néutron,
bastando fazer ; = 0. Para obtermos dai as relagoes de dispersao,
consideraremos a transformada de Fourier:

6fi:|:(t,f7]7) 6f2i(w7§7@ . L
Sp(t, ) / Bgdw { dp(w,q) pe@t=TD  (5309)
SVE (2, 7) SVI (@, )
Notando que
P x [ﬁx x (0Vi(w, qel@t=1 I))]
(5.310)
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e substituindo a transformada de Fourier na equacao de Vlasov, obte-
mos:

0) Br

w :F 5V
Ep (5.311)
5. 8V *(0)
- 5Vi0:pr(?)}l:FMT5¢ q
Ep Ep

6pfOi:I:-

. p-q B 0
Z<w:|:p%> fz:t:FQ f
ES

Notando que temos uma dependéncia explicita no angulo ¢, o
que tornara mais dificil a resolugdo da equagao acima. Para resolver
este problema, vamos utilizar a técnica descrita em (KELLY, 1964), com
o referencial:

B = Bés, (5.312)
7=q1é;+qiés = (q1,0,q)), (5.313)
pP=pLél +p|éz = (pLcosp,pLsend,p|), (5.314)

com ¢ fixo e arbitrario, e o referencial escolhido de tal maneira que ¢
esteja no plano x-z, sem perda de generalidade. Vamos procurar, entao,
separar o angulo ¢ em ¢ f;4, isto é:

(oo}

$fix(@, @0 = Y em(w, @ pL,p))e™ (5.315)

m=—0o0

Por conveniéncia, vamos utilizar a transformada de Oberman-
Ron (KELLY, 1964) para realizar a separagao angular. Pra uma funcao
arbitraria G(w, ¢,p) = G(w,q,pL,®,p)) podemos escrever:

G(w,§,p) = e >~ 7™ ()G (w,d,pL,py),  (5.316)

m=—0o0

e a transformada inversa:
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1 27 ] ) .
G(M)(w q7pJ_7p”) m / d¢ e—lbsend)elm(zSG(w’q’m. (5317)

Vamos usar a notacao:

8 (w,G.0) = e 3" e g ()0 f (W, qpr.py). (5.318)

m=—0o0

Substituindo esta expressdo na equagao de Vlasov, e por conve-
niéncia escolhendo:

qipL
= — 31
b B (5.319)

temos:

zbsen¢ Z —ime¢

m=—0o0

gipicosp  qp|
© T 0
Ep EP
Q:B

5V, SM*(O)
w4 q oV — [ove s 2210 - L el
B Ef B

ﬁpﬁni-

F—y (m + beosd) | J,

(5.320)

=1

Agora, integramos a equacao acima em ¢, multiplicando por:
1 2m

o dg e~ ibsené—ke) (5.321)
™

Usaremos a propriedade:

1 2

27 d¢ e—i(bsen(b—kd))eibsen¢e—im¢ — 5mk (5322)
m

para obter:
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P|4q B "
<w F AL o OB k) Te (B (@, dp1.p))
EP EP

1 2
T om

. M)
woV; — [ Vo F QT&? q (5'323)
Ep

s D0V
o=
EP EP

6pfOii-

d(b e—i(bse7a¢—k¢)

Na expressao acima, podemos realizar as integrais em ¢:

(;f); . 6;DfOij: = ((SVméw + (szyéy + 6Vizéz>
. 0 . 0
: (elapJ_fOii + eziap‘ foﬁ) (5.324)

0
= COSQS(SVZI fO’Lﬂ: + 56n¢6vz fOz:I: + Vi ap foit-
Il

Definindo:
: B
DY = foip. 5.325
1+ apl fO + ( )
@ _ 0
Df} = oo —Z fois, (5.326)

temos:
0V, Vp foiz = cos¢0Vi DY, + sengdVy DYy +6Vi- DL, (5.327)

7 Vpfoix = (qLéx + qHéz) : (éLDﬁ[ + 6\|D|(\Zi)

(5.328)
= qLcos¢D —|—qHD‘(|i7



106

7 @Vi - Vypfoir — (7-0V)T- Vi foix
= (pLgicosp + p|‘q”)(cos¢5vaY)i + SenqS(SVin + §V1ZDﬁZi)
— (p1Lcos@dViy + p1 sengdV;y, + pH5V1Z)(qLcos¢D + qHD|(\1:)t)
= (pLgrcos’eD, + pjqjeosoD), — p1qicos®oDV, — quHCOSﬁﬁDﬁZ)ﬁV@

(pLgucospsengD ), + pyqsendD),

+

— plqj_cosqﬁsenqu(j)i — pJ_q“senq[)Dl(li)éViy
+ (pqucosquﬂ[ + quHcosngD‘(lzj)E - p”qlcosqSDﬂ[ — p“chosqSDﬁi)(sViz
= (pyq DY — quDﬁi)COSMVm + (pqy DY — quDﬁi)senqdeiy

+ (prauDfL = pygL DY) )cos¢oVie.

(5.329)

A integragdo angular da equacao (5.323) pode ser realizada uti-
lizando os resultados acima e as integrais a seguir:

1 27

o ), dgp e ibsend=kd) — 1 (p), (5.330)
1 [ , dJ,
— [ dpeilbsend—kO)gong = 27K = i1 (b), (5.331)
27 dx
1 27 . k
o dg e~ 0send=kS) o509 = — Ji(b). (5.332)
™ Jo b

Usaremos estes resultados para fazer a substituicao:
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Piq B B
(w + H(0‘)| T Q(O) k) Jk(b)fsfi(i)(w;q,piapu)
E E
p P
= {w <Jk(b)Dizt5Vi$ +iJi (b)) D6V, + Jk(b)D(li(;Viz>

1 k
F — | (Pray DYy —prayD{L) T Ju(0)0Vi
EZ()O) {( 191+ 1+ I Hi) b (5.333)
+ (PH(IHD(EL —quHDﬁ?t) 0T} (D)6 Vi

i )k
+ (pra.DfY - pa D) ka<b)6viz]

M k
(zsvwzp o 5¢>( DiLka<b>+q|DfiJk<b>)}.

Com a expressdo acima, reconstruimos 4 f;+(w, g, p) usando a
equagdo (5.318):

oo
Ofix(w,q.p) =™ Y e

m=—0o0

m i 1 i i
{me(b) [WD(LL F W(p\lql\l)ii - pﬂ]@fi)] Via
p

) i 1 i i
+id3, (b) [WDii F W(MWHD& - quHDﬁi) Viy
' (5.334)
i 1
+ Jm(b) [waj[ ¥ 50 )(mqlDﬁ}[ quj_D() )+ ; V-

i) M gsM*(o)
—Jm(b) {qJ—D(L)ij + Q||D|HJ <6V10 F W&b
D

Pq _ QiB -
wF o T
ORI OMS

Agora consideramos a transformada de Fourier das perturbacoes
das correntes:
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St (t.) = [ do d7sit (. et ), (5.335)
e usando as equagoes (5.287), (5.288) e (5.309), obtemos:
2 d3p
S - - y . —
5jii(w’(j) - (277')3 / Ezgo)p 6fzi(w7Q7m' (5336)
A equacédo de continuidade é:
9,5 (+. 7) = (0)p .
075 (¢, %) = 0y |65; " + 64i| =0, (5.337)
e notemos que:
00" =0 = wdj? +V,0j; =0, (5.338)

Uma vez que estamos interessados em pequenas perturbacgoes das
densidades, vamos considerar o caso p = 0, ou seja,

6pit = 0jis(w, ) = /d3p dfit(w,q,p)

2 00 00 2w
- [ 4 d dé 8 fis(w, q, D).
(2ﬂ)3/0 pLPL/O pu/o ¢ 0 fix(w,q,p)

Substituindo a expressao que obtivemos para d f; 1 (w, ¢, p) e usando

(5.339)

que:

2m
dg eilbsend=me) — on 7 (b), (5.340)
0

e definindo a fungao S;4[z] tal que:

> 2 dpy p1dp [z]
Sixlz] = ) / —, (5.341)
@m)?) wF % F %m

m=—0oo

obtemos:
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2 o) e’} 27 .
dpix(w,q) = (2%)3/0 dp1 pL/O dp /0 d¢ 0 fi+(w,q,p)
m i 1 i
= {Si:t ?an(b) [WDi)jE F W(M\QHD&L p1q D ) 1 Viz
p

(i) 1 (i) (i)
wDYy 2@ PP = Pra D)
P

+ Sit iJm(b)an(b) 5Viy

i 1
+ Sis [0, (0) [WD(& T W(pJ_QJ_Dﬁ — gL DY )3
p

m
i+ an(b) (M*D(ﬁi + ‘IHDﬁi)] Vio

b
T ()

+S; D D MEO5p %
Si+ E( ) ((IJ_ p L +q| |:t)] g @

(5.342)

A dltima expressao relaciona a densidade de particulas p;+ com
os campos (V# b* A¥ ¢). A partir das equagoes de movimento, vamos
substituir os campos pelas densidades e, entao, obter as equagoes de
dispersao. Ainda precisamos de uma equagao que relacione a densidade
escalar pg;+ com os campos. Da equagao (5.297), temos que:

N 2 5 M*0O)
; = — —_— S . 4
Psit (27’()3 /d p EZ()O) 6fzi (5 3 3)

Comparando com a equagao (5.339), obtemos por analogia, de

. - - . . «(0)
modo trivial, a expressao para ps;+, bastando incluir o termo % no

integrando da equagao (5.342), ou, de maneira equivalente, nas ftﬁngées
Si+[z]. Para completar nossa tarefa, precisamos agora das equagoes de
movimento para as perturbagoes dos campos, de modo a obter §V! e
d0¢. Temos as equagdes de movimento dos campos nao perturbados:

K A
8152(25 - v2¢ + m?qb + §¢2 + 6¢3 =0sPs = Js Z Psis (5344)

i=p,n

GFVI —VAVE 4 m2VE = gyt =g, Y gl (5.345)

i=p,n
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OF = VAW mIV = g5 =g, > Tl (5.346)
1=p,n
DFAF —VPAF =e(jll =)= > Qujl'. (5.347)
i=p,n,e

Agora vamos considerar perturbagdes em relagdo ao equilibrio.
Para o campo ¢:

(6 +36) = V(6 + 86) + m2(60 +66) + (6 + 59)”

A
+ 560 +00)° = g, (pl” + dps).
(5.348)

A expressao até primeira ordem é:

A

onde usamos que ¢(©) é solucido da equacio de Klein-Gordon com os
termos nao lineares:

K A
mi(b(o) + §¢(0)2 + g¢(0)3 = gspgo)_ (5350)

Vamos substituir a equacdo (5.297) na (5.349) e realizar uma
transformada de Fourier:

[—w2 + ¢ +m? 4+ ko + ;‘¢<°>Q] 5p(w, §)

(5.351)
= gs | D2 (Obi +0pi2) +95 Y il 06(w. )| -
i=p,n i=p,n
Definindo:
A
ﬁli = mg + /@(25(0) + §¢(0)2 +9s Z dﬁg)v (5.352)

i=p,n
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obtemos:

20O @B
[+ + 2] 66, D) =g Y /- o Ol +815-),

= (27T)
(5.353)
e analogamente,

2 d®p
[~ + @+ M2 VW, ) =90 D 53 | oy P O0Fir — 8150),
= <2”>3/ D

(5.354)

. g 2 d3p
[—w? +¢* +m2] o (w,q) = Ep Z Tj(27‘(’)3/E](JO)p#(5fj+ —=40fj-),
Jj=p;n

(5.355)

[—uﬂ +q2] SAM (w,q) = e Z Qj / (0) p*(0fi+ —ofi-).
j=p.e

(5.356)
Usando as defini¢oes das perturbagoes das correntes barionicas
e escalar, podemos reescrever as tltimas equagoes como:

6¢(w’® = W2+u)2 Z 5pjs++5p]s )
=pn (5.357)
= _w2 w2 Z 6p$]7
Jj=p.n
v . .
VMW, ) = i 4271(5];1 +0500)
=P (5.358)

:—w2+ —w2 > 9,

j=p;n
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gﬂ
b (w, p) = W Z (0774 +0j5-)
P j=pn
% (5.359)
T T2 w2 Z GLUE
4 ] =p,n
. 1
0 Af (w,q_) = TqQ Z Qj (S]J++6]] )
=pe (5.360)
= _w2 + q Z Qj ]] b
j=pmn
onde definimos w? = M2 +¢%, w2 =m2 +¢% e wﬁ = mﬁ +q%
Como §V!* é dado por:
OVI = gudV" + g 4 £ (1 4+ ), (5.361)
OVE = —edAH, (5.362)
podemos escrever:
IpTiTj .0 )
5 wo_ Gu 2 QZQ] S QJQ@ -
§ jgﬂ [—oﬂ e e g e R I
(5.363)
Q@ o Q2 . QeQp .
SVH = Z g ik = S — 5 0jt + —2 +q25]g. (5.364)
i=p.e

As equagoes acima nos dao as perturbagoes nos campos em fun-
¢ao das perturbagoes nas correntes. Agora, vamos expandir as pertur-
bagoes em séries. Definindo:

9o S . QiQ;

D’LH =
J — )
7(.(}2 +w12) *U}Z +wg 7w2 +q2

(5.365)

escrevermos:
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8¢ =Y Cidpsj, (5.366)
J

SV = ZDZ.(SJ‘;‘. (5.367)
J
A partir da equacdo (5.334) e das expansoes acima, podemos
obter:

0psj = > Cibpei+ > > DLojl, (5.368)

j=p,n noj=n,p,e
ot =Y Clopy+ Y, > DI (5.369)
Jj=p.n v j=n,p.e

O conjunto das equagoes acima pode ser resolvido em funcao das
varidveis dpy; e 071, e com isto, podemos obter as relagoes de dispersao.
Vamos tomar o caminho mais pragmético e obter solugoes para casos
particulares. Por conveniéncia, vamos escrever explicitamente pg;, a
partir da sua definigdo, da equagao (5.334) e por comparagdo com a
equagao (5.342):

2 *(0
6,091( (D dpL pL de de 0 6fzi( ﬁ)
271’ ( )

mo_ o, 1
= {Sz:t [bM (O)ng(b) |f,uDiZt F 70 )(quHD(LZI: qu|D|i)‘|‘| Vi
P

+ Sie [iM O (0)7,(0)

i 1 i
x leﬁ]F ol (g DL — pM|D|(i)] Viy

m

+ Sit )3

. i 1 (i i
M (O)an(b) |deﬁi F W(pLQLD”i) _qulDS_)i

] 5Vlz

— Six [ MO (0) (.5 DY, + i Df) | 6o

2 b .
5, 2@ Iml) ( gL =D, +q|D|(|l)>] gsM*(O)éaﬁ}.

EY b

(5.370)
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5.7 PERTURBACOES LONGITUDINAIS

Vamos considerar o caso particular em que as oscilagoes da den-
sidade de particulas se dao na diregao do campo magnético externo B ,
isto é, na diregao z do referencial que escolhemos. Também vamos con-
siderar o regime de baixas temperaturas (T = 0). Neste caso, ¢ = q) €3
=, e ¢ = 0. As perturbagdes na dire¢do paralela ao campo mag-
nético sdo geradas pelas perturbacoes na corrente, 55} = dj;é3, com
0jiz = 0jiy = 0. As equagbes para as perturbagdes dos campos nos
permitem concluir que também 6V;, = 0V = 0, e a conservagdo das
correntes, 9,,j1" = 0 nos dé que 9,0V* = 9,0b" = 9,0A" = 0. Fazendo
uma transformada de Fourier nestas 1ltimas expressoes, temos:

WV = G- 8V;. (5.371)

No caso de ondas longitudinais:

pis(w, @) = Si[ T2 (0)w Dﬁg(sv

i ; . (5.372)
~ S [72,(0)aD| 16V + i[5 (0) T2 (0)gD| ) )g, M* V66,
Como ¢V, = %6)}?,
w? 2 (1)151)0
0piz(w, @) = —q (1 - Z Six [T (0)wD L]0V
5.373)
J2,(0 . (
+ S| ())Dﬁil MO,
Ep
Como J,,,(0) = dpmo,
dp1 pidp 5moD
(Z)
Sl:l:[J D”:t _Z 27'('2 / qu Q(gm
i (5.374)

1 D(Z)
/dpJ_pJ_ /de Hp q
T wF El(lw
P



115

(i)
J2,(0) (i)] 1 dpy  Dji
S |2yl | = —/dprL — = (5.375)
la@ =] B v ZF
Vamos definir:
Dﬁi
=5 Q/dmm /dpn e (5.376)
q E(O)
Com isto, podemos escrever:
2 ~ ~
6pis(w,q) = — (1 - 22) LYoV + g M OLY5p.  (5377)

De modo anélogo, podemos obter, a partir da equacao (5.370):

2 ~ ~
Spait(w, @) = — (1 - °(;2> MO L5V + g M* 02 sg. (5.378)

Usando as equagoes de movimento, obtemos entao:

w?\ (70) _ 7(0)
0pi = 0piy — Opi— = (1 - q2> (L - L, )

Q Qe
X Z D;jop; + EE ———0p—e (5.379)
Jj=p,n
#(0) (7)) L 7 s
+ g M (LH +Li,) o 3" 5pss,

j=p,n
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w? . ~ -
6/)51’ = 5psi+ - 6/)81'— = (1 - 2) M ©) (L§E + LEP)

q
QiQe
x| > Dijdp; + el el (5.380)
Jj=p;n
()2 (72 _ f2
—|—gM()< L) w2 oﬂzapé]
J=p,n

A titulo de teste de consisténcia para as expressoes acima, vamos
utilizé-las para calcular o caso mais simples do sistema com campo
magnético nulo. Neste caso, teremos:

(2) o 2 2
o _ 9 DL = 5500k —p°)
Djs = g, Joix = : : 5.381
[E= 310” Joix { D‘(Il — 0 ( )
onde
@ _ 0 _90(u) Ou
Dyt = ap| 3y 0 Wri — %) = du opy —2p8(pF; — p°),  (5.382)
com
‘p\||a |pL| < pPFj-
Temos que:

§(ph; —p°) = 8(pii — pf — 1Y) = 5((\/p2m - pi) - p})

= 5(<\/M) +p|)5((\/m> =PI (5.383)
o((VeR ) )+ 0(VAEE) — )

2|py |

e, portanto,
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D = Dff = ~o(( ok~ ) =)+ (Vi — 22 ) )

(5.384)
Substituindo na equagao (5.376), obtemos:
k 1 PFi 1 1
g I
’ B (o + 00
~o((ViE %) =) +o((VPE — ) + 1)
x w P
L\ pip M O2
! y 1 1 1
= ﬁ Osz PLPL (6(0))7“ . /717%%71)3_ /7])” = )
F PR O 7 T ED
(5 385)

onde definimos E" Fl V/p%, + M*(0)2_ Agora faremos as integrais nos
dois termos do lado dlrelto da equagdo (5.385). Para o primeiro caso,
realizamos a mudanca de varidveis:

_ VPri =P —pidpy 1

PFi sz pJ_ Pri
No segundo,
2 _ 2 d 1
x:,@édx:% = dpip. = —phadz,
DPFi Pp; — P PFi

logo,
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2 0
- . 1
L(i) = P / x dz
i 2 O\, @ _ ZPF:
272 J; (G%Z)k i
2 40
Dy / 1 1
— T dx W Tpri 5.386
e L .
R NV / I
= 2 (00 o
27 (E%Z))k T prayr Ol

Usando a definigao da funcdo de Lindhard, L(z), dada na equa-
¢ao (5.268):

=k 1 DFi
Liy = 55—y L050); (5.387)
(Ep;)

. w — 3
com SZ_ Tm,ewoi—w.

Fi
Devido ao fato da funcao delta de Dirac na fungao de distribuicao
psi se relacionar de maneira trivial com p;, podemos escrever:

A
Psi = Wdﬂi’ (5.388)

Fi

de maneira a escrever a equagao (5.379) para este caso como:

_ w? g: (90/2)miTy | QiQ;
= (1) (ot Ui+ 2% on

Jj=pn
1 in g§+M*(O) M*0) 1
Pri/ Ep; s j=pm EF;

(5.389)

Definindo vp; = sz-E;?i) e 0pi = p3;Awi, podemos comparar
a expressao acima com aquela encontrada na referéncia (BRITO et al.,
2006). Vamos explicitar a equivaléncia:
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1 g2+ MO pp,
2 s 7
Aui e

Pyt + Z {27r2 w? —w? Ep;
j=p;n

e (1 _ w2> P

272 w? — w2 q@® ) vp;

_ 1 (gp/2>27_i7'j 1— Wj p%i

212 w? —w? q? ) vr; (5.390)

_ L QlQJ 1— &2 p%'i
21 w? — ¢? q*) vpi
X L(Si)p%‘jij
1 . 2 2
QpQ (1_wz> Pre _

_ﬁwz—QQ

com i= p,n. Definindo:

1 g2+ MO

Cz] — S . i

s 2 2 — w2 pFiijUFj

2

cii _ 9% <1 _ “2> PFy
v

272 w? — w2

q* ) vri
5.391
Cijzi(gp/2)2 1_‘”72 @ ( )
Poo2m?w? —w? q? ) vri
2
ci = _iiij7
2712 g2 vp;
e obtemos na iltima expressao:
y y o QiQi i
Agi + 42 [cg —CJ = mimiCy = = O | L(SiAu,
j=pn
+ Lo (5) A =0 (5.392)

_ Qer ej _
Ape = — E 2 C% L(S:)A,; = 0.
Jj=p,e
Estas ultimas equagoes sao idénticas as obtidas nas referéncias
citadas para o caso em questao, mostrando que as expressoes para as
)



120

relacbes de dispersdo com campo magnético forte se reduzem aquelas
ja obtidas para o caso do campo magnético nulo, no regime adequado.

Agora, vamos obter expressoes relacionando especificamente as
flutuagoes nas densidades umas com as outras, de maneira a obter uma
matriz que permita o cdlculo auto-consistente das densidades e cam-
pos. Para fixar a notagado, primeiro consideraremos especificamente o
elétron. As expressbes associadas aos protons e néutrons sao obtidas
por analogia. Para chegar as relagoes de dispersao para os modos longi-
tudinais, vemos das equagoes (5.376), (5.379) e (5.380) que precisamos
calcular:

e _ 0
D f%lfoﬁ. (5.393)

Na fungao de distribuicao de equilibrio, toda a dependéncia na
componente paralela do momento, p|, encontra-se na func¢ao de Heavi-
side, 0(ue — €5,), para temperatura zero. Portanto:

@ 0 D,
D| O(apue(“e en)—apﬂo(ue M). (5.394)
Definindo u = p, — 4 /p2 +m?2 + pﬁ’

0 a0 o
() = e = e (e [y 4+ m2 4+ 7). (5.395)
Op) Oudpy .\ [p2 +m2 +p}
Agora, considerando a propriedade da fungao delta de Dirac:
1
6(f(@) = ) w8z — i),
2 1)

onde f(z; =0, e f'(z;) # 0, e supondo:

fp)) = pe — (/P2 +mZ +pf, (5.396)
temos:
Dy

e — (5.397)
P+ m + pj

o) =~

e temos que:
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Fpy) = 0= pe — /P2 +m2 +pf =0= pe 2= p) +mg +pj
= p| = £4/p} +mZ +pi = f(p)) #0.

(5.398)
Definimos:
pr(n) = Vi~ ph —mZ = i —2eBn—mZ>0.  (5.39)
Assim:
2 O(u) = — P il §(py + pra)

o +
0 > o2 2 || Owiern) | P
= *5(17“ —Prn) + 5(]7” + prn).
(5.400)

Usando o resultado acima e aqueles obtidos para a fungao de dis-
tribuigdo somadas nos spins, podemos reescrever a equagao (5.376) para
os elétrons como a seguir, somando de maneira trivial as contribuigoes
de spin positivo e negativo:
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PR _F) ) L[ > 1 oy
Le = Les:l + Les:—l = ﬁ o dpJ— pL - dp”

(B G P
1
:2771_2 Z /dpJ_pJ_ /de

s==+1

1 e’

Y 4l

( pﬁ +p2L + mg) q /pﬁ+pi+mg

145 & A € +me 9 € —me 9
x{2 ZFUL”M/%JMM+"LMw)

n=1

x [0(py — pr(n)) = d(py + pr(n))]

1 -5 «— €+ m, € —me
- Z(_D {—260Ln1(2w2) + Ln(2w2)}
n=0 n

x [8(p) = pr(n)) = 3(py +pr(n))] }-

(5.401)

Notamos que foi omitido o fator ﬁ, que multiplica a funcao
de distribuicao de equilibrio. Isto nao modificara o cdlculo dos modos
normais ou das variagoes relativas de densidade. Agora, como:

e 1 1
|~ o7
-0 ( p“ +pl + me) q pH2+pi+"L2

x [0(p) = pr(n)) = d(p) +pr(n))]

B 1 1 1
- ) P) Nk | w _ pr(n) W pr(n)
\/(pF (n) +p1 +mg) q  ph(n)+pZ +m2 g T P (n)+p3 +m?2
2pr(n)
_ 1 pE(n)+p% +m2
2 2 2\k _ pr(n) w pr(n)
VWE(n) +p1 +m?) <% p%(n)+pi+"%> (3 T p%(n)+pi+m§)
_ 2pr(n) 1
VORGP mE (o) s
q p%.(n)+p3 +m2

(5.402)
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Substituindo a expressdo acima na equagdo (5.401), temos:

~ 1
(k) —
Le o2 Z

s==+1
145
{ > 2 [vvs
e +m O —m
- . 1(2 2 ey (2 2
X{ 26, 120+ 25 (w)]
% (~1)"2pr(n) o !
- F
VORI me T (o)
Pr(n)Tpy Tme
1 — 5 —
P o
691+m€ 2 €n Me 2
[— 20 L,—1(2w) + 50 L, (2w )]
2
—€7w 1
x (=1)"2pr(n)
VOGP F w2y
p%.(n)+p3 +m?2
(5.403)

Aqui, vamos definir a nova varidvel u = 2w?, lembrando que
2
2 _ b

2 _ 2 _ eB S
o5 © portanto, p7 = eBw” = SFu. Assim:

w 2

d d 2 B
Y ——2p—l:4p—l:>pj_dpj_:e—du,

dpi_dpj_ eB eB 4

e as novas fungoes dadas por:

w > u
It (n, pr (n), me, = / due™% Ly (u)(~1)" ' 2pp(n)
0
eB 1 1
X

4 (ph(n) +m2 + Lu)'T (%)2_ Pk '
Prn

)+m2+Fu
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I(k)(n,pp(n),me,%)z/ duef%Ln_l(u)(—l)”*QpF(n)
0

(2)
y eB 1 1 (5.404)
4 (p2(n) +m2+ Lu)F ()’ p%(n) ’
et Hmi s S0 () - et
Deste modo, vamos escrever, por conveniéncia, L(f) = 2772 L(k)
com:
_ 14 s & e +me (k w
R R
s=+1 n=1 n
€ —me w
+TI(({€)) (n,pr(n), me, q)}
(5.405)

Nmax E +me & w
Z [ 152;< n.pr(n),me, )
— Me

0
e r(k) . wy
+ 20 ()(on()maq)
Analogamente, para o préton, E;,k) = #Eék), com

= 14588 [ @+ M+ w
k) _ (k) *
Lé)_z_gl{ 2 Z{ 2¢0 I(2)<”pF<)M,g)

n=1

€ — M~ w
+n7[(k)(napF(n)7M*7 ):|

0 (1)
2n ¢ (5.406)
1—s' & [ &4 M 4 . W
+ 5 [ TI((Q))(” pr(n), M 75)

n=

M* 1) w
71 M*, =).
+ 2691 (1)(” pF( )7 7q):|}

Por fim, podemos reescrever as relacoes de dispersao, das equa-

¢oes (5.379) e (5.380), como:
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w? s (90/2)°miTj | QiQ;
o= (1_(12> Z KWQ_W% " czz—ng +w2—(]12)5pj

J=p,n
QiQe
+ —=— q25 e
W LT 95 e S 65 L7
22t w? — w? = Top2Tt 7
(5.407)
" w’ 9s (95/2)°miT; | QiQ;
0psi = (1_(12> ) [wz_w2+ W2 — o2 +w2—q2
Jj=pn v P
x aij*<0>iE§” (5.408)
2
9s #(0)2 @
abray M > 5,)5]2 SL;

Jj=p;n

As equagbes acima podem ser reescritas novamente como:

opi= ) [B” +7i7; By + @ QJ B”] L%p;

jQ”Q (5.409)

Jj=pn

b= 3 [Bf,i {7 BY 4 Q;g?ngjM*m)} LWap,

= (5.410)
— BM* 2 %" 5ps; L7,
Jj=p;n
QGQ | el T
Spe = Z “S LB LY dp;. (5.411)
Jj=p;n

Acima, definimos:
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BY = 2717%29_’23 <1 - ‘;2) ; (5.412)
B = 2;6292”/22); ( - :j) : (5.413)
BY = —26; q12, (5.414)
B, = 217r2w2g—§w§' (5.415)
Definindo também:
Fii = — (Bj}’ + 77 BY + Cgé(ijfg’) : (5.416)

podemos escrever de forma ainda mais compacta as equagoes para as
densidades barionica e escalar:

dpi+ > FILYsp; — ij B¥LOsp,
I=pn ) (5.417)
+ M OB, Y 6pg Ly =0,

Jj=pn

dpsi+ Y FIMOLMsp; + BM* 02 N 65,13 = 0. (5.418)

Jj=p,n Jj=p,n
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De forma matricial, temos:

7 (0 7(0 e7 (0 *(0 7(1) *(0 7 (1)
1+ FPPLO) FPrLO) BYLY MBI M*©B.L{
FrP L(0) 1+F"”’E(0) 0 M*(U)BSL(U M*(O)BSL(1>
BPLO 0 1-BSLY® 0 0
Fre pr*0) [(1) ppn g r+(0) f (1) 0 1+B,M*02L(2)  p pr=(02F(2)
P n s P S n
Froa© L) pro g (D 0 B,M*O2L®) 14 B, M*(©2L(2)
Pp
Pn
x| pe | =0. (5.419)
Psp
Psn

Notamos aqui que no caso do néutron, a funcao de distribui¢ao
de equilibrio é dada por fy, = ﬁ@(un —€p)), com €, = \/p? + M*2.
O fator ﬁ estd de acordo com a nossa defini¢do da fungédo de distri-
buigao, onde:

3, 13 1 e o [T " p¥
N, = | d°zd =V—r d d do = —/2.
n / p fon ) /O pp /0 ¢/0 32
(5.420)
Por esse motivo, ao calcular os termos E&“), omitiremos o fator
—L como foi feito mais acima onde se realizou o teste de consisténcia

(2m)3 >
da funcao.

5.8 PERTURBACOES TRANSVERSAIS

Vamos calcular as relagoes de dispersao para o caso B = Bz,
T = 0, considerando, desta vez, os modos de propagacao tranversais.
Para esses modos, utilizando a mesma notagao da se¢ao anterior, esco-
lheremos uma flutuagao na direcao de €,. Assim, temos que ¢ = 0,
gL = Gz = q; Vi, = 0V = 0. Da expressao obtida para as variagoes
nas densidades (5.342), com as restrigdes acima, escrevemos:
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m i m @
0piz (@,3) = Sz | T2 B)wD ), | 8Via = Sia [ 2, 0)a 5 DL ] 610
J2 (b) m

+5;
Sizt E(O) b

Dﬂ] gs M*© 56,
(5.421)

Dado que wdV;g = ¢ - 5171'7 temos que wdV;g = qdV;,, ou seja,
(5Vm == %(5]]1'0. LOgO7

i)y M

w2
opix(w, @) = —q (1 - qQ> Six [ng(b)D(Lj:z] dVio

ZAQ
0
EY

(5.422)

+ ¢S+

?Dﬁl g M*© 5.

A funcado S;i[x] estd definida na equagdo (5.341) e neste caso
aparecem:

=1 dpipidpyJZ (b )D(f)i m
St [72m)D0, 2] = —/ M (5.423)
[ 1+ ] Z 2 wF qu(%zn b

5. J2 (b) Z / 1 dmmdpqu (b)D ii m
ES 0) b J‘i 272 (0) Q?ﬁ;” b’
B (5.424)
onde os somatérios sao realizados até o tltimo nivel de Landau ocupado,
e um dos termos no denominador da equagao (5.341) é nulo devido ao
fato de que ¢; = 0 nos modos transversais. A partir da defini¢do de
EE? na equacgao (5.376), faremos uma modificagdo para comportar as
fungoes de Bessel que, neste caso, devem ser também integradas:

1 b)D(j)im
d d —_— 5.425
22 2q/ prl/p”E(k)w Qi(BO')’nb’ ( )

Desta maneira, escrevemos as flutuacoes nas densidades como:
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2 ~ ~
Spis(w, @) = — (1 - ‘;) LS Vo £ g MO L™ 5 (5.426)

e, analogamente para as flutuacoes nas densidades escalares:

2
Spsiz(w, @) = — <1 - ;) LM Vi £ g MO LE™ 5. (5.427)

Utilizando as equacoes de movimento, temos:

2 ~ ~
0pi = 0pit +0pi— = <1 - 32) (LE?B - L§‘i))

QiQe
x| Y Dijop;+ — e (5.428)
Jj=p,n
Faar ) (0 + 1) £ 3 op
Jj=p;n

2 ~ ~
dpsi = Opsit + dpsi— = (1 - u)2> MO (Lf-l‘r) + Ll(‘l—)>
q

X Z D;jop; + _chie ———0p—e (5.429)
j=p.n
(002 (7(2) _ 7(2) 9s 5 .
+ g, M2 (1Y) - L) o > oy
< J=p,n

Agora vamos realizar o cdlculo de Dg_)i para o caso dos elétrons.
Comegando com os elétrons e omitindo o fator ﬁ, como na ultima

secao, temos, para T = 0:

€ e 8
D) =Dl = g Joe (5.430)
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€ 8 —'U)2
DY = 0(Ep — OF {L0(2w2)e }

+ Z O(Er — €,)(— )“a% { [Ln(20?) — Ly—1(20?)] e*wQ} ,

(5.431)

2
onde w? = %3 contém toda a dependéncia em p,. Derivando os po-

linémios utilizando a propriedade:

Ly (x) = —Ly_y(2), (5.432)

onde L} (x) é o polinomio de Laguerre generalizado, com a = 1. Entao,
temos:

e —w 2
Di) = G(EF — 60)6 ’ |::§L (2w2)]

+O(Ep —e1)e EPEL( )]

+ Z D)"0(Ep — en)e” {_jgl [L,(2w?) = Ly—1(2w?)]

46]’5 [LL_ (2uw?) — L1 _,(2u?)] }

(5.433)

Utilizaremos agora mais uma propriedade dos polinémios de La-
guerre:

2n—x

Ly o(@) = Ly 1 (2) = Ly (2), (5.434)

Com esta propriedade recursiva, podemos eliminar os termos que
contém polinémios com indices n — 2. Assim, também nédo serd neces-
sario separar o termo para n = 1. Calculando, obtemos:
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— eB

4p | 1 9 2w? —n 1 9
— —— | L:(2 L 2

eB |: n( )+ n n—l( w )

(5.435)

Devido ao fato da fungao de distribuigao de equilibrio conter uma
funcao 6 de Heaviside limitando a energia €, a energia de Fermi, nao
serao possiveis quaisquer valores para n, de maneira que os somatdérios
dos polinémios terao um limite que depende dos parametros do sistema:
0 campo magnético externo e a energia de Fermi. Especiﬁcamen;ce, para

os elétrons, obtemos um valor maximo para n de n,q, < %, sendo
necessario tomar o maior nimero inteiro que satisfaga essa condigao.
Para as demais espécies, o resultado é similar. Nas proximas equagoes,
ja escreveremos os somatorios como estando limitados superiormente
em n = Npyaz-

Para obter o valor de Z’g, somaremos as contribuigoes de spin
positivo e negativo. Assim como na se¢do anterior, a soma é trivial ja
que a funcao nao depende explicitamente do spin. Também é preciso
notar que as integrais na componente paralela do momento, acima, sao
limitadas pela funcao 6 de Heaviside, de forma que o limite superior é
igual ao momento de Fermi, pg,. Entao, escreveremos f/g como:
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T T T 1 - Qe
Lf = Ll«f,s=1 + Llec,s=—1 = o0 Z 4 (e>
m=0

> PFn 1 J2(b) e v’ m
/ dpy m/ dp| m(®)
0 0 (

QeBm
2 2 2\k W — —e———
VPRI TPL MY ™ e

Nmax

x {—Lo@w?)“me £ 35 oyl tme (5.436)

2¢€p 2¢p,
n=1

X [— L, (2w?) + L,,_1(2w?)

—2L! (2w?) — (jﬁ - 2) Li_l(QwQ)] }

onde omitimos o fator ﬁ que multiplica a funcao de distribuicao de
equilibrio. Definimos agora as fungoes que contém as integrais:

I((g)) (m,me,w) = /0 dpy pJ_e_wZ J2 (bym

P 1 1 €0 + e
0 (

2 2 k ——eBm ¢y
VPL P me)t e - /P2 A} +m? ’

2

I((f))(m,n, Me,w) = / dpi pre ™
0
x [Ln(20?) + 2L, (2w?)] (—1)"J2 (b)m

prn 1 1 €n + Mo
X de :
0 (

[ 2 2 2\k __eBm __ 9¢ 7
PL +p\| +me) W \/PL A +mE "
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I((g))(m,n,me,w) = —/ dp | pL67“’2
0

X [Ln1(2w2) + <2 - 4’&) L}Ll(2w2)] (=1)"J2 (b)ym

eBn
y /pF" d 1 1 €n + Me
p” eBm ?
o (R emipet e 2
(5.437)

onde usamos que Lg(xz) = 1. No caso dos modos transversais temos
que resolver as integrais que dependem da componente paralela do mo-
mento, além de somar para todos os niveis de Landau ocupados, o que

tornara os calculos numéricos mais extensos. Agora, vamos escrever,
1

= (k =(k
por conveniéncia, Lg ) = 57 Lg )7 com:

LM =4 Z {I((g))(m,me7w)
m=0

" (5.438)
+ Z |:I((f)) (m7 T, Me, w) + I((;C)) (m7 ,Me, w)i| } .
n=1
Analogamente, para o préton, f/z(,k) = ﬁifgk), entendendo as

integrais agora dependendo de M* em vez de m., e da carga do préton
no lugar da do elétron. Para o néutron, a situagao é analoga, com carga
nula. Como na se¢do anterior, podemos escrever as equagoes (5.428) e
(5.429) na forma das equagoes (5.407) e (5.408):

2 2 0. _
5pi: Z |:( 9v + (99/2) TiTj + QzQ]2)§pj+ QZQE (Spe

2 2 2 2 2 2 2
w? —w? w? —wy, w? —q w? —q

Jj=p;n

w2 1 7(0)
1-— ) —L;
(- 5)
gz #(0) N A6))
T o s M Zépsjﬁl’i '

w? —w .
s Jj=pmn

X

(5.439)
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pi M+

§pa; = [ g5 +(gp/2)27'i7'j . QiQ

i1
w2 — 2 w? — w2 w? — ¢2

X
| — |
7 N\
—

|
@‘8
N[ o
~~_

o
)=

(V]
|
N»—l
[

2
95 %(0)2 ~ 1 7(2)
— 7('02 — sz Z 6p8] ﬁLZ .
: J=p,n
QeQ’ ej (1
dpe= o2 *BY (Lgo)) 0pj;
Jj=p,n

ou simplesmente:

Spit 32 FO (L) 5, ~ 2Bl (1) 5.

J=p,n

+ MY OB, N 65y (Ez(-l)) =0,

Jj=p,n

(5.440)

(5.441)

(5.442)

opnit S FUM O (L) op; 4 BM 02 3 65517 = 0. (5.443)

Jj=p.,n j=p,n

com as mesmas defini¢oes das equagoes (5.412) - (5.416), embora com

diferentes fungoes Egk) Assim, obtemos as relacoes de dispersdo na
forma matricial, essencialmente igual & equagdo (5.419). A comple-
xidade adicional dos modos transversais se encontra, em termos numé-
ricos, em resolver as integrais e somatorios que tém uma forma menos
conveniente do que para o caso longitudinal. Abaixo, as relagoes de

dispersao:
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AQ) n f(0) pe f(0) “(0) g [ “(0) g LM
14+ FPPL FPr L BYEL M*©B,L{ M*©B,L{

7 (0 7 (0 *(0 71 *(0 7(1
FPLO 14+ F LO 0 M*© B, LD M*© B, LD
BYPL® 0 1-B5 L 0 0

FPP (0 1, (1) ppnpr+(0) F (1) 0 1+B M*O®27@2) B aArx(0)2F(2)
P n S P S n
Frop* @ LD pre =0 LD 0 B.M*O2L® 14 B ML
Pp
Pn
X | pe | =0. (5.444)
Psp
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6 CALCULO COMPUTACIONAL E RESULTADOS

As equagdes obtidas na segdo anterior, (5.419) e (5.444), permi-
tem encontrar as regioes de instabilidade na matéria nuclear estudada,
para os casos longitudinal e transversal, respectivamente. Como expli-
cado na introducao deste trabalho, nosso objetivo é encontrar os pontos
onde ha solucdes para estas equagoes e analisar a curva por eles des-
crita, procurando as intersecoes com as espinodais caracteristicas desta
matéria, para estudar a transicao de fase de primeira ordem que deve
ocorrer nas crostas das estrelas de néutrons. Dado que a introducao de
um campo magnético forte necessariamente altera as distribuicoes de
particulas carregadas, é evidente que algum formalismo que introduza
fenomenos de transporte deve ser levado em conta para uma descri¢ao
precisa dos fenomenos envolvidos. Um estudo na mesma linha pode ser
encontrado em (FANG et al., 2016), onde se conclui que o aparecimento
de uma estrutura de bandas na espinodal dinamica sugere que devem
surgir fases heterogéneas na parte interior da crosta das estrelas de
néutrons, além da fase “pasta”. A nossa contribuicao para o desenvol-
vimento desta linha de pesquisa é a inclusao explicita das equagoes de
transporte através de um formalismo derivado de primeiros principios a
partir da formulacao de Wigner da Mecanica Quantica, diferentemente
do uso de fungoes geratrizes no artigo citado.

As equacgoOes matriciais supracitadas nao sao de dificil resolucao
por métodos numéricos. No entanto, o cdlculo das fungoes que estao
implicitas nas equagtes demanda a realizagdo de uma integral dupla
nos momentos paralelo e transversal, assim como duas somas: uma
nos indices da expansao em funcoes de Bessel e outra nos niveis de
Landau. Particularmente, para campos magnéticos menos altos, no
contexto dos magnetares - da ordem de 106G - os niveis de Landau se
comprimem, havendo mais niveis ocupados para uma dada densidade
de energia. Isso faz com que o tempo computacional necessario para
somar as contribuicoes de todos os niveis se alargue consideravelmente.
Neste trabalho, nosso foco esteve, sobretudo, no desenvolvimento da
teoria e da técnica necessdria para o estudo das transicoes de fase na
crosta das estrelas de néutrons com o uso das equacgoes de transporte.
Os dados que serao aqui expostos servem, neste sentido, como demons-
tragao da aplicabilidade do método. Deixamos cédlculos e andlises mais
aprofundadas e precisas sobre os diversos casos possiveis e interessantes
para investigacoes futuras.

Os métodos numéricos utilizados, em si, envolvem a execugao de
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um cédigo compilado em linguagem FORTRAN que ataca o problema
diretamente, resolvendo as integrais (5.404) e (5.437). Sé&o utilizados
os métodos de pesos de Gauss e Gauss-Hermite e somados os indices
até o maior nivel de Landau ocupado e, no caso do indice m, até um
valor de corte arbitrario para o qual os valores subsequentes pouco
alteram a soma. Os inputs sao o valor em moédulo do campo magnético
externo e do momento transferido. As densidades de prétons e néutrons
sao variadas passo a passo, longitudinalmente e diagonalmente em um
plano p, x p, de maneira a procurar uma solugao para uma ampla
variedade de combinagoes de densidades, de maneira a aproximarem-
se os resultados finais da espinodal continua. Para cada uma destas
combinagoes, as integrais sao calculadas e as equagbes matriciais sao
resolvidas. Assim que o programa atinge valores préximos de zero para
o determinante da matriz, ele realiza ajustes finos para encontrar mais
precisamente a solugao correta.

Nas tabelas (1) e (2) explicitamos os valores assumidos nas pa-
rametrizacoes:

Parametro Valor
M 939 MeV
Mg 508.194 MeV
My 782.501 MeV
m, 763 MeV
Js 10.217
o 12.868
9p 8.948
K 20.862
A -173.31
00 0.148 fm=3

Tabela 1 — Valores dos parametros para a parametrizacao NL3.

Abaixo, nas figuras (1) e (2), reproduzimos os resultados de cél-
culos para os modos longitudinais. Além da amplamente utilizada para-
metriza¢ao NL3 (BOGUTA; BODMER, 1977) do modelo de Walecka, cujos
termos nao-lineares adicionamos explicitamente a lagrangeana no capi-
tulo 2, também realizamos cédlculos utilizando a parametrizacao FSU,
proposta mais recentemente (TODD-RUTEL; PIEKAREWICZ, 2005). O
objetivo é verificar alteragoes nos resultados que sejam dependentes de
modelo. Em particular, por meio dos estudos recentes (PAAR et al.,
2014; DUCOIN et al., 2011; SULAKSONO; ALAM; AGRAWAL, 2014; PAIS
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Parametro Valor
M 939 MeV
My 491.5 MeV
My 782.5 MeV
m, 763 MeV
Js 10.592
I 14.302
9p 11.767
K 1.4203 x g3
A 0.023762 x g
¢ 0.06 x g
Gur 0.03 x g3 g
Po 0.148 fm_?’

Tabela 2 — Valores dos parametros para a parametrizagdo FSU.

et al., 2016) sabe-se que as densidades para as quais ocorre a transigio
de fase variam muito com a dependéncia na densidade da energia de
simetria, e muitos esforcos vém sendo dispendidos para melhorar os
vinculos que se tem para ela (FATTOYEV et al., 2013).

Nos graficos a seguir, cada ponto representa um par de densi-
dades para a qual uma solucao das equagoes diferenciais acopladas foi
encontrada pelo nosso programa e, portanto, o seu conjunto delimita
uma zona de instabilidade que tem relagao com a transicao de fase que
deve ocorrer na crosta interna das estrelas de néutrons, obtida atra-
vés das equagdes de transporte, isto é, uma espinodal dindmica. Em
primeiro lugar, fixamos o campo magnético externo em um valor de
4.4 x 10'5@G, e variamos o momento transferido K, aqui em unidades
de MeV. Este célculo é feito somente para efeito de comparagao, com
o intuito de determinar um valor de K para o qual encontra-se maior
instabilidade. A seguir, nas figuras (3) e (4) escolhemos em nosso algo-
ritmo o valor de K = 100M eV, para o qual nossos resultados fornecem
uma espinodal que, aproximadamente, delimita as demais, e variamos
o campo magnético (B em unidades de 4.4 x 10*®G). Aqui ressalta-
mos que, apesar dos campos mais intensos observados na superficie de
estrelas de néutrons ndo serem maiores que 2 x 102G, esperamos que
haja campos maiores no seu interior. Particularmente, para o caso de
campos toroidais, configuracoes estaveis foram encontradas nas quais
surgem campos maiores que 101G (KIUCHI; YOSHIDA, 2008; FRIEBEN;
REZZOLLA, 2012).
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Nas figuras (1) e (2) j4 podemos notar o aparecimento da es-
trutura de bandas, caracterizada por uma estrutura de bandas que se
projeta da area definida pela espinodal. Essas bandas estao associ-
adas com o preenchimento dos niveis de Landau na matéria nuclear
e, dados os resultados publicados em (FANG et al., 2016; RABHI; PRO-
VIDENCIA; PROVIDENCIA, 2009), esperariamos identificar também, em
graficos mais detalhados, regides desconectadas que aparecem em densi-
dades mais altas com a abertura de novos niveis de Landau. Quanto as
comparagoes entre as parametrizacoes NL3 e FSU, observamos nas fi-
guras (3) e (4) que h4 diferencas pequenas mas notéveis que evidenciam
uma certa dependéncia com o modelo na determinagao das densidades.
Desta maneira, esperamos que os resultados possam variar um pouco no
célculo de grandezas como o tamanho maximo dos clusters de matéria
nao-homogénea que surgem na nova fase, dependendo da parametri-
zagao escolhida. De fato, esperamos que a transicao para a matéria
nao-homogeénea seja bastante sensivel a dependéncia na densidade da
energia de simetria.

0.1 : : :
K =30 +
K =50 ¥
K =100
008 L K =150 |
006 ]
E
a° 0.04 ]
0.02 ]
s
0 .
0.15 02

Figura 1 — Comparagao de espinodais dindmicas para a parametrizagao NL3
com campo magnético externo, modos longitudinais.
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Figura 2 — Comparagao de espinodais dinamicas para a parametrizacdo FSU
com campo magnético externo, modos longitudinais.

Finalmente, na figura (5) reproduzimos o gréfico p,, X p, para
os modos transversais. Como fica aparente no capitulo 6, ao contra-
rio dos modos longitudinais, onde fatores concorrem para simplificar as
expressoes que entram na equagao matricial, no caso dos modos trans-
versais elas sao bastante mais complexas. Por isso, ainda nao dispomos
de grande quantidade de dados para estes modos, mas esperamos que,
com algum refinamento e o uso de processadores mais ageis, seja pos-
sivel obté-los sem maiores complicacoes. Para este calculo, utilizamos
a parametrizacdo NL3 do modelo de Walecka e um campo magnético
de 4.4 x 10'5G.

Notamos nos graficos que a estrutura de bandas devida ao pre-
enchimento dos niveis de Landau fica ainda mais evidente nas figuras
(3) e (4), mas também aparece nos nossos resultados preliminares para
os modos transversais, na figura (5).Apesar de ainda nao termos ob-
tido muitas solugoes para os modos transversais, ja é aparente que a
espinodal se comporta de maneira similar aquela calculada a partir dos
modos longitudinais, o que nos da confianca na técnica utilizada.
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Figura 3 — Espinodais dindmicas para a parametrizacdo NL3 com campo
magnético externo, modos longitudinais.
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7 CONCLUSAO

Com o formalismo descrito e desenvolvido neste texto, esperamos
ser capazes de aplicar o método da funcao de Wigner para o cédlculo
de propriedades de transporte e limites de instabilidade em matéria
nuclear. Os detalhes fornecidos aqui formam a base desta pesquisa, no
entanto existem outras vias que também desejamos explorar. Como
dito no texto, uma extensao importante da pesquisa é a inclusao de
termos de colisao a equacao de transporte, que permitirda o calculo de
diversas propriedades que deles advém. Outras possibilidades incluem
a utilizagao do modelo de Nambu-Jona-Lasinio, além do modelo de
Walecka, como modelo das interacgoes nucleares. Apesar de os calculos
necessarios nao terem sido ainda completos, acreditamos que, devido a
certas similaridades entre os modelos, serd préatico utilizéd-lo para este
fim. Tais projetos fazem parte também de um esforgo de pesquisa mais
geral que vem sendo realizado pelo orientador, demais alunos, e o grupo
de Fisica Nuclear da UFSC.

O fato de termos observado em nossos resultados o aparecimento
de uma estrutura de bandas essencialmente igual aquela obtida pelo mé-
todo de fungoes geratrizes na referéncia (FANG et al., 2016) nos propicia
certo otimismo quanto a adequabilidade do método desenvolvido aos
estudos que desejamos empreender no futuro sobre o aparecimento de
fases nao-homogéneas na crosta interna das estrelas de néutrons, como
a obtengao do tamanho méximo e taxa de crescimento dos clusters de
matéria ndo-homogénea. Foi demonstrado em (AVANCINI et al., 2008)
que essas propriedades podem ser bem estimadas pelo comprimento
de onda relacionado aos modos mais instaveis da matéria, que o nosso
método permitira obter.

E importante ressaltar que nossas equagoes de dispersao para
a matéria sob efeito de um campo magnético externo forte, para os
modos longitudinais e transversais, sao inéditas. Embora partes do for-
malismo j4 estivesse estabelecido, particularmente na fisica de plasmas,
pela primeira vez ele é aplicado consistentemente para a obtencao de
equagoes de dispersao para a matéria nuclear. Somente com o método
desenvolvido aqui, ja serd possivel realizar investigacGes mais profundas
sobre a estrutura e evolucao das estrelas de néutrons. A determinacao
da condutividade elétrica desse tipo de matéria nuclear, por exemplo,
é essencial para calcular a possivel diminuicao no campo magnético
proposta por Pons et al. (PONS; VIGANO; REA, 2013) que, conforme
argumentam os autores, poderia explicar a nao observagao de pulsares
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de raios-X isolados com periodos acima de 12s.

De maneira geral, vemos esta tese como um aspecto de um tra-
balho mais amplo, principalmente ao levarmos em conta a grande gama
de assuntos de interesse na area de matéria nuclear em estrelas de néu-
trons, a possibilidade natural de colaboragao com pesquisas em astro-
fisica e a dificuldade de obter boas descrigoes desses objetos através de
teorias mais fundamentais. Nos interessa, no futuro, produzir artigos
cientificos explorando algumas dessas possibilidades, particularmente
no céalculo das condutividades térmica e elétrica da crosta interna das
estrelas de néutrons.
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