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Resumo

Esta dissertacdo apresenta um estudo tedrico dos efeitos nao
adiabaticos produzidos pela dinamica quéantica de uma particula.
Para realizar este estudo utilizamos um modelo fisico arquétipo de
uma particula num sistema unidimensional de pocgos retangulares
acoplados, por ser bastante conhecido e intuitivo. Além disso porque
permite imediata generalizagdo de seus resultados para sistemas
fisicos mais realistas. O método desenvolvido para este estudo é
bastante versatil e de forma semelhante ele vem sendo utilizado
em simulagdes de dindmica molecular no estado excitado, onde um
modelo atomistico tridimensional € utilizado para descrever sistemas
nanoscopicos. A simplicidade do modelo fisico abordado nesta
dissertagao permite uma visao clara e controlada dos efeitos quanticos
nao adiabaticos, sem interferéncias de outros efeitos. Podemos
controlar o regime dinamico — quasi-estatico, ressonante e ultra-rapido
— por meio de um parametro que controla o Hamiltoniano do sistema.
E possivel, portanto, fazer calculos para testar a reversibilidade da

dindmica imposta ao sistema. Como uma aplicacdo deste estudo,
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calculamos a distribuicdo das flutuacées de trabalho para processos
ciclicos e verificamos a igualdade de Jarzynski (ou igualdade de
Bochkov-Kuzovlev quantica) para um sistema em que a forga varia ndao
linearmente.

Palavras-chave: igualdade de Bochkov-Kuzovlev. efeito néo

adiabaticos. distribuicao das flutuacoes de trabalho. dinamica quantica.
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Abstract

This dissertation presents a theoretical study of the non-adiabatic
effects produced by the quantum dynamics of a particle. To perform
this study we use an archetype physical model of a particle in
a one-dimensional system Of coupled rectangular wells, For being
quite known and intuitive. In addition, because it allows immediate
generalization of its results for Physicists. The method developed
for this study is quite versatile and similarly it has been used in
simulations of Dynamics in the excited state, where a three-dimensional
atomistic model is used to describe Nanoscopic systems. The simplicity
of the physical model addressed in this dissertation allows a clear
and controlled view of the effects Non-adiabatic quantum, without
interference from other effects. We can control the dynamic regime
- quasi-static, resonant and ultra-fast - by means of a parameter that
controls the Hamiltonian of the system. It is therefore possible to
perform calculations to test reversibility Of the dynamics imposed on the
system. As an application of this study, we calculated the distribution of

work fluctuations to cyclical processes and verified Jarzynski's equality



(or quantum Bochkov-Kuzovlev equality) for a system in which force

varies non-linearly.
Key-words:  Bochkov-Kuzovlev equality. non-adiabatic effects.

distribution of work fluctuations. quantum dynamics.
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1 Introducao

Muitos processos dinamicos importantes para sistemas
fisicos, quimicos e biolégicos ocorrem no estado excitado do regime
quantico, por exemplo: transporte de carga e de energia em materiais
organicos e poliméricos [1-3], fotocatalise em complexos organo-
metalicos, processos ultrarapidos em nanocristais e nanoparticulas,
fotossintese [4, 5] e percepgao luminosa [6—8] em sistemas bioldgicos,
efeitos fotovoltaicos em sistemas organicos e inorganicos [4, 9],
relaxacdo e isomerizagao [8] em sistemas moleculares e sensores,
etc. Ademais, a dindmica quantica nesses casos ocorre no regime
nao-adiabatico, pois a pertubagao externa induz transi¢cdes entre os
autoestados do sistema.

Em mecénica quéntica o operador hamiltoniano que descreve
o sistema depende geralmente de parametros externos, além das
variaveis dinamicas. Tais parametros externos podem representar
campos elétricos e/ou magnéticos (numa descrigao classica), a posigao
dos nucleos em sistemas moleculares na aproximagdo de Born-
Oppenheimer [10], ou simplesmente um parametro fenomenolégico
dependente do tempo (¢). Assim, as solugdes da equagdo de
Schrédinger, autovalores e autovetores que descrevem o sistema,
também serdo fungcbes desse parametro. A dependéncia funcional

imposta pelo parametro externo pode induzir cruzamento de niveis de
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energia [11], portanto, o elemento de matriz de acoplamento produz
efeito de repulsao de niveis. Este efeito aumenta com a proximidade
dos niveis nao perturbados; a interacao € maxima no ponto em que 0s
estados nao perturbados se encontram e tende a zero a medida que
os estados se separam [12]. Um sistema de dois niveis sob influencia
desse parametro externo X ilustra o efeito com clareza: consideremos

0 seguinte hamiltoniano, construido na base {|a), |b)}

E.(A) V(A
V(A Ex(D)

As autoenergias do sistema sao escritas como funcao do parametro A

da seguinte maneira:

En()\)ZE()\ -‘rEb 1\/

WP +4[VN?, ()

onde n = 1 representa o estado fundamental e n = 2 o estado exitado.

A Fig 1 mostra o efeito de repulséo entre os niveis'.

"Nota-se que o parametro X que utilizamos esta denotado por R.

30



E,(R)

R* R

Figura 1: Dois estados quanticos e o acoplamento entre eles depende
parametricamente da variavel classica R. As energias obtidas pela
diagonalizagcao do hamiltoniano (adiabaticas) para qualquer ponto R
sdo, F;(R) e E»(R)(vermelho), e as energias (nao adiabaticas) do
hamiltoniano estacionario E,(R) , E,(R) (preto).

Dizemos que os autoestados {¢,(\)} da equagdo de
Schrédinger sdo estados adiabaticos, pois dependem parametrica-
mente de \. Se o parametro \(¢) varia com o tempo — por exemplo,
no caso das coordenadas nucleares em sistemas moleculares temos
A(t) = {R(t)} — os estados adiabaticos também mudam de carater
com o tempo: |¢(A(t))) e E(A(t)). No entanto, os estados do sistema
nao interagente, {a}, ndo mudam de carater com A(¢), pois sem

0 acoplamento produzido por H,(A(t)) ndo ha mistura entre eles;
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tais estados sdao denominados diabaticos (ou nao-adiabaticos) para

diferencia-los dos primeiros.

Em sistemas de 2 niveis é possivel tratar o problema de
maneira analitica: temos como exemplo as teorias de Landau-Zener
[12, 13] e Stueckelberg [14] que permite calcular a probabilidade de
transicdo de um estado quantico em R* descrito na Fig. 1. Mas
a medida que a dimensdo do espaco de Hilbert e a densidade
de estados quanticos aumenta, a dinamica destes estados torna-se
complexa para uma descri¢ao analitica. Dependendo de como ocorre
a variacdo do parametro externo A podemos obter um cruzamento
de niveis adiabatico(lento) no qual ndo ocorre transicdo eletronica,
diabatico(rapido) onde a ocorre uma transigao de um nivel ao outro,
ou uma mistura coerente dos dois regimes. A coeréncia adquirida pela
dinamica que ocorre nesses regimes € conhecida como oscilagoes de

Stueckelberg [14].

Para descrever de forma analitica a dinamica de varios
estados utilizaremos um sistema de pogos duplos acoplados. Este
modelo nos permite estudar a fundo as implicagbées que surgem devido
a dindmica nao adiabatica, podemos também estudar as propriedades
de uma maquina térmica quantica. O modelo que descreve o sistema
é simples, entretanto, observamos diversos efeitos contraintuitivos,

por exemplo: claramente a termodindmica classica ndo preserva a
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simetria temporal, enquanto que, no regime mesoscopico essa mesma
simetria é preservada, surge um trabalho puramente quantico e efeitos
de friccdo que associaremos com a irreversibilidade termodinamica, a
producao de entropia interna e as oscilagcoes de Stueckelberg.

O estudo da termodinamica fora do equilibrio tem como
objetivo compreender efeitos que surgem devido a pertubacoes
externas. Bochkov & Kuzovlev [15, 16] mostraram que para uma forga

externa arbitraria atuando no sistema é valida a seguinte equacgao
(e PWoy =1, (2)

onde W, se trata do trabalho realizado no sistema devido a uma
pertubacao externa, isto implica que quando um sistema é pertubado
a partir de um equilibrio térmico, em média, o sistema s pode receber
energia. De fato, pois (W) > 0.

O trabalho de Jarzynski [17] resultou na igualdade (e=#") =
e~PAF que lembra os trabalhos de Bochkov & Kuzovlev, entretanto, o
trabalho definido por cada um ¢é diferente, exceto quando tratamos de
um sistema ciclico, pois AF = 0.

De maneira geral para descrever a dinamica de estado
quantico ¥(¢) devemos utilizar a equagdo de Schrédinger dependente
do tempo

e W) = HAD)POW) @
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que € uma equacao linear cuja solucdo € determinada pelo
estado inicial do sistema ¥(¢y), € a sua evolugdao ocorre através
de transformacdes unitarias. Seguindo o formalismo de Born-
Oppenheimer podemos representar ¥(¢) em termos da base completa

de estados adiabaticos
[Tt =0)) = Cs(0)|¢) - (4)
¢

Nos processos quanticos adiabaticos |C,(t)|* é constante de

movimento, isto €, ndo ha transigées durante a dindmica quantica.

Nos sistemas moleculares este efeito € descrito pela
aproximagao de Born-Oppenheimer (ABO ou adiabatica). A ABO
baseia-se no fato de que a massa do elétron (e) é muito menor
gue a massa do nucleo (n), m. < m,, desta forma os elétrons se
ajustam instantaneamente ao movimento adiabatico do nucleo, porque
a energia cinética do elétron € muito maior que a do nucleo T, > T,.
A aproximagao adiabatica sé é valida quando a energia devido ao
movimento nuclear é muito menor do que a energia entre os estados

eletronicos exitados e fundamental.

Para o modelo tratado usaremos o teorema adiabatico que
consiste em separar os regimes adiabaticos dos ndo adiabaticos com

base no tempo de evolugao total do sistema 7 [18].
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Potential Energy / eV

0-H /

Figura 2: Corte da superficie de energia potencial ao longo da
coordenada de reacdo Roy, que representa a distancia da ligacao
O—H.

O conhecimento adquirido com este estudo pode ser aplicado
em sistemas realistas, geralmente bem mais complexos. Mesmo
moléculas simples apresentam uma intrincada estrutura de niveis
eletronicos. A Fig. 2 ilustra o problema para a molécula phenol
(CeHgO), onde vemos a dispersao dos niveis de energia do estado
singleto fundamental S, e dos estados singletos excitados S,, com
funcdo da distancia Ro_g. Processos de relaxacdo apds a
fotoexcitacdo da molécula devem ser descritos por uma teoria que leva

em conta efeitos ndo-adiabaticos.

Para realizar este estudo o trabalho foi dividido em trés
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capitulos. O primeiro capitulo tem como finalidade resolver a equagao
de Schrodinger para um sistema de pogos quanticos, calcular os
autovalores de energia e suas autofungées. No segundo capitulo
sera introduzido um parametro externo a fim de realizar a dinamica da
particula confinada em um pogo quantico, e apartir disso, motraremos
os resultados obtidos. Por fim serdo apresentadas as conclusdes e

possiveis abordagens experimentais.
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2 Particula em um sistema de Pocos Quanticos

Neste capitulo mostraremos a resolucdo da equacdo de
Schaédinger independente do tempo para um sistema de pocos duplos
retangulares. Os pocos quanticos sao utilizados com o interesse
de confinar particulas em uma certa regiao do espaco. O método
encontrado neste capitulo pode ser generalizado para mais pogos se
necessario. Temos o interesse em analisar a repulsao de niveis, para
isso0, mais tarde vamos variar o comprimento do pogo para simular um

parametro A externo a fim de alterar o hamiltoniano do sistema.

2.1 Estados ligados do Poco Duplo

. I I I | IV \Y
Vo

Figura 3: Regides do sistema de pog¢os duplos descrito pelos nimeros
romanos.

Vamos resolver um poco duplo dividindo-o em cinco partes
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pelos algarismos romanos de | a V como mostra Fig.3. As fungdes de

onda para cada regiao devem satisfazer a equacao de Schrodinger:

n? d?

 2mda?

onde V(Z) é uma fungdo potencial seccionalmente continua definida

nos intervalos descritos pelos mesmos algarismos romanos | a V.

Vo sexel
0 sezxzell
V() =1V, sexzell (6)

0 sezelV

Vo sexzeV

Utilizamos para as regides I, III e V um vetor de onda k; e
para as regides II e IV, na auséncia do potencial, um vetor de onda
ko. Para estados ligados consideramos apenas valores de energias na

faixa 0 < E < Vj, portanto

2m(Vy — E)

= 2= )
by =y ) ®



Desta forma temos 5 equagodes para resolver, uma para cada

intervalo. Para a regiao I:

d*s 2m(Vo — E
v 2B 2By,
= k%¢($)1 .
Para a regiao Il
d*)(x) 2m(FE
soh B,
= *kgqﬁ(z)z .
Para a regiao Ill:
d*y(z) 2m(Vy — E)
dif 2 = 2m{Vo - £) 7;)2 ¥(z)s
= k%d’(z)s .
Para a regiao IV:
d*y(x) 2m(E
U I,
= *kgﬁj(fch .
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Para a regido V:

2 —
T _ 2By, (17)
= kiv(a)s . (18)

Portanto, a funcdo solucao da equacao diferencial de segunda

ordem pode ser escrita na forma:

Y = AeFr® sexel
Yo = Bceoskox + Csinksx sex €11
on(x) = 3 = Dek1® 4 Fe~k1® se x € Ill (19)

Py = Fcoskox + Gsinkoxr sex €IV

s = Te k1 sexeV.

Além disso, a funcdo de onda que descreve a particula deve

ser:

* univoca: nao deve haver mais de uma fungao para a particula, se

houver solugao, entao ela é Unica.

dy

e continua: —

d .

i , desta forma satisfazemos a
r—¢e dx T+e
conservagao do momento da particula confinada.

« finita: [ |¢n(2)|?dz = 1.
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Para satisfazer a segunda condicao de contorno é necessario

derivar as fung¢des de onda, v;, portanto:

¥ = by dehe (20)
Wl = —Bkg sin kax + Cky cos kax (21)
¢é = Dk‘1€k1x — Ek‘l(i_klr (22)

V) = —Fkysin kow + Gko cos ko (23)
U = —Tkye e (24)

A fungéo ¢,, deve ser continua, temos:

Yi(xi) — Yiy1(zi) =0, (25)

onder;1 =0,z =l1,a3=1l1+lg=mexy =11 +1lyp+ 1y =n e trata-se
da interseccao de cada regiao.

Pela segunda condigao de contorno, na fronteira entre cada
regido a derivada da funcdo deve ser a mesma para que ocorra a

conservagao do momento, portanto:

Vi(xi) = Pigpq (i) =0, (26)
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Devemos resolver um sistema com as oito equagdes descritas
em Eg. (25) e Eq. (26) para encontrar os coeficientes que
acompanham cada solucao parcial ;. Optamos por resolver o
problema escrevendo as equacdes em forma de uma matriz Qgys, €

obtemos a solucao da equacao X = 0:

42



T R O R R KT~

usy—o%Y  ULYSODTY  wlyuIS Ty —

usy—2— Uty uIs Uy SO0
0 WY SO0 TY—  wLTY UIS TY
0 WLy UIs — WY SO0 —
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0

Emu\lwmv\|
Em&lw

:m&|®m9\

:m&|®|

w EQH_\V\
w1y?
A
11y?

0
0

o o O

0
1125 00 Ty
1oy ws
mv\l
0

o o O

0
HNN& urs Nv\|
172y 800
0

ﬂl

o o o o o O

43



O vetor coluna X contém os coeficientes das fungdes de onda.
Para calcular as energias que sao solugdes desse sistema devemos ter
X nao nulo. Para tanto é necessario e suficiente que det Q2 = 0, para
satisfazer QX = 0. Uma maneira de calcular o determinante é fazer
combinagdes de linhas para deixar 2 em forma triangular €’. Desta
forma obtemos o determinante de ', simplesmente através do produto
dos elementos que compdem a diagonal principal.

Calculados as autoenergias, podemos calcular os coeficientes
das funcdes de onda, usando a relacdao ’X = 0, escrevendo cada

coeficiente em fungao de I, Eq. (27)

I=1 (27)
7’(}3774
G=" (28)
Wi
F —wuG (29)
w13
B Fcos(kam) + Gsin(kam) (30)
W12
p=—fun (31)
w12

k1l —ksl
o k1 (De +E€‘ ) (32)
kacos(kal) + kysin(kal)
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A=B, (34)

onde os termos w15 estdo expressados no Apendice A
Ainda falta normalizar os coeficientes para satisfazer a terceira
condigdo de contorno, portanto integramos em todo o espago as

autofungdes encontradas

0o ij Yo

e obtemos:

0

| tontainepPae = [ [ ackeyaos

— 00

Uy
+ /(B cos(kox) + Csin(kqx))?dx

0
m

+ /(Deklz + Ee *s®)2dy (36)

1
n

+ /(F cos(kox) + Gsin(kox))?dx
+/(Iek3)2dx] .

n

Para que ¢,(x) seja normalizada devemos ter que o lado

direito da Eq. (36) deve ser obrigatoriamente igual a 1, o que permite
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encontrar N.

As funcdes de onda parciais, agora normalizada, sao:

Py = %e’w (37)
B
g =  Cos kox + % sin kox (38)
D E
3 = Neklx + Nefkam (39)
F
g =  cos kox + % sin ko (40)
g = e (@1)

A Fig.4 mostra as fungbes de onda para os estados n = 1,2, 3
e 4 para uma configuracao simétrica dos pogos. Para os casos em que
n > 5 0s estados ndo sdo mais ligados

As autofungdes ¢,, servirdo de base adiabatica para calcular

a dindmica quantica.

2.2 Estados do continuo do Poco Duplo.

Quando variamos a largura de um pogo quantico podemos
criar novos estados ligados, se aumentarmos a largura do pogo, ou
podemos expulsar estados ligados para o continuo, se diminuimos a

largura do pogo. A particula pode ter probabilidade ndo nula de ser
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Figura 4: Resultado das autofungcbes com 0s pogos de mesmo
comprimento. O acoplamento entre 0s pocos quebra a degene-
rescéncia criando um dubleto de energia com estados simétricos e anti-
simétricos. Os estados simétricos estdo descritos pelas cores vermelha
e marrom, enquanto os estados anti-simétricos foram representados
pelas cores magenta e azul.

encontrada nesses estados criados/expulsos, portanto para descrever
esta variagdo de estados ligados resolvemos o problema confinando
nosso poc¢o duplo em um pogo de potencial infinito como mostra a
Fig.5. Assim discretizamos as energias do continuo, fixamos o numero
total de estados do sistema que formam a base do nosso pacote, e
conseguimos extrair informagao se a particula possui probabilidade de

ser encontrada fora do sistema ligado.
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Vo

Figura 5: Sistema a ser tratado. As linhas vermelhas e azuis
representam os autoestados ligados do pogco a esquerda e a direita
respectivamente, enquanto que as linhas cinzas sdo os autoestados
do continuo.

Para energias maiores que a barreira de potencial V;, as

regides LIIT e V, que estdo descritas na Fig.3, possui como solugao

. 2m(Vo — E) ,
exponenciais complexas porque k; = 5 agoraé complexo,
x 2mE
E >V, enquanto que para as regioes II e IV temos ky = 7}12 .

Podemos contornar o problema de que k; é complexo definindo outra

constante k5. Para as regides I, III e V temos a seguinte equagao:

2 X m —

T 2By (42)
= 2BV (49)
— k), (44)
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desta forma k3 € real, e ndo precisamos tratar com niimeros complexos.

Com a introdugao dos estados do quasi-continuo, o conjunto

de funcbes que sdo solugdo para a equacdo de Schrddinger se

modificam para:

1 = Acosksx + Bsin ksx

g = C'coskox + D sinkox

s = E cos ksx + Fsinksx

1y = Gcos ko + I sinkox
s = J coskgx + M sin ksz |

e suas derivadas sao escritas como:

) = —Aks sin ksz + Bk cos ksx

q//2 = —Ckgsin kox + Dk cos kax
Yy = —Fkysinkgx + Fkq cos ks

) = —Gkg sin kox + Tky cos kow

Wi = —Jkssinksz + Mky cos ksw .

(50)

(51)

(52)

(53)

(54)

Assumindo que a caixa que contém o sistema de pogo duplo é
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muito maior que a sua dimensao, podemos entao dizer que nao existe
probabilidade de encontrar a particula fora desse sistema, uma vez que
a energia necessaria para que isso ocorresse deveria ser infinitamente
grande. Desta forma assumimos que 1 (l.) = 0 e ¥5(l4) = 0, sendo I,
a fronteira esquerda da caixa grande e I, a sua fronteira a direita.

Na regiao do continuo temos novos coeficientes, portanto,
agora temos que diagonalizar uma matriz 10x10. O determinante
desse sistema, que pode ser visto na proxima pagina, nos fornecera

as autoenergias do quasi-continuo.
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3 Potencial Dependente do Tempo

Agora vamos variar a geometria dos pogos e calcular a
evolugao temporal do estado quantico. Vamos colocar o segundo pogo
para oscilar de acordo com a funcao descrito na Eq. (55), onde v é a

frequéncia de oscilagao do pogo

b(t) = I <1 _ COS;”“) . (55)

Vo

l fz(.f').

Figura 6: I5(t) oscila entre os valores 4 e 2L, assim variando a largura
do pogo 2.

pegando o menor gap de energia entre dois estados sendo que para
cada dois estados diferentes existe uma frequéncia de ressonancia

também diferente.
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Upeg = M. (56)

Sendo que AEy, é a diferenca de energia entre o estado |¢)

da nossa particula e o estado |¢) vizinho a |¢).

\

Expansdao Compressao
>
l2 (V res t)

Figura 7: Grafico da variacao das autoenergias para expansao e
compressao do poco. Inicialmente temos apenas 4 autoestados

Na Fig.7 temos um exemplo de como seriam os autovalores

da equacao de Schédinger quando fazemos o0 segundo pogo oscilar.
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3.1 Dinamica Eletronica

Para descrever uma particula confinada em um pogo de
potencial independente do tempo calculamos os autoestados |¢).
Nessa base o hamiltoniano é diagonal. O estado inicial |¥(¢o = 0))

como combinacao linear dos autoestados adiabaticos do sistema.
W(to)) =D Colto) [6©) (57)
¢

onde [6(?) = |¢[A(to)])-

Para encontrar os coeficientes Cy(t) multiplicamos a Eq. (57)

por (¢ e calculamos o produto interno.

Para fazer o calculo numericamente discretizamos o tempo
t1,...t, em intervalos de passos infinitesimais, ou seja t, = ndt, e
desta forma, a dinamica é realizada no regime que 6t — 0, a qual é
verificada aumentando o numero total de passos no programa até que
nao haja mais diferenca entre os resultados, desta forma garantimos
a convergéncia a cada passo de tempo. Para cada instante de tempo
t = t; temos um Hamiltoniano H) = #[A(t)], uma base de estados

{|#[A(®)])}, e um conjunto de autovalores EY = E,4[A(1)].

HO) o)) = Eéj) @) (58)
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assim, durante o intervalo de tempo §t, utilizaremos o operador de

evolugao temporal para o Hamiltoniano independente do tempo,

Uap |V (ty Zc Yeap[—iESst/R] |o™) . (59)

O operador U, p nao leva em conta efeitos ndo adiabaticos,

para isso, definimos
Una = Z Q[ TD) (6] (60)

O termo €, pode ser calculado diretamente fazendo o

produto interno dos estados adiabaticos em tempos diferentes.

Desta forma o operador de evolugcdo temporal total U/ =
Texp] ’fo t)]dt/h], onde T representa o operador de ordena-

mento temporal se torna?

U(tn,t1) =Una(tn, tn—1)Uap(tn)..Una(ta, t1)UaD(t1) (61)

O método consiste em aplicar o operador de evolugao

temporal n vezes até obter o ket de estado ¥(¢,,) no tempo desejado.

20s operadores Uy 4 € U p serdo demonstrados no préximo capitulo.
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Para um intervalo de tempo At finito, temos
[ (tn)) = U(tn, tn1)..U(t2, t1)U(t1,t0) [P (t0)) (62)

Mostraremos, mais adiante, que este método corresponde a
encontrar |¥(¢)) que é solugdo da equagao de Schédinger dependente
do tempo, ou seja:

in (1)) = HA®)] [P (1) (63)

3.2 Construcao dos operadores de evolucao temporal

Viemos trabalhando com o nosso estado na base adiabatica.
No entanto também podemos representar ¥ (¢) na base da posigao que

satisfaz a relagdo de completeza
/daz\x) (@ = > iy (il =1. (64)

A base {|z)} é considerada diabatica pois os autoestados do

hamiltoniano nesta base ndo mudam com a evolugao do sistema.

Figura 8: Discretiza¢do do eixo x.
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Na Fig.8 vemos com mais clareza o que fazemos com o
espaco das coordenadas, que também é discretizado no procedimento
numérico. Para descrever um pacote de onda é necessario projetar

nosso ket de estado |¥) no espago das coordenadas, logo

(i[w) = > Cylile) (65)
[

U(z;) = Y Coo(wi), (66)
¢

sendo ¢(z;) as autofungdes do hamiltoniano .

A dinamica do elétron sera calculada através do esquema

ilustrado na Fig.9.

6O (z) = ¢M(x) oV (x) = 0P () 6P (x) = P (y)

abd 1C¢ ~—
Diabdtica — = Base Local

||| PHy P ||| P P(2)

Adiabdtica Base Deslocalizada

1 ot o,
O Ut to) Y Ut k) .

tg t ty

Figura 9: Esquema que sera utilizado para descrever a dinamica do
elétron. Inicia-se com a particula descrita na base adiabatica, evolui
com o operador de evolucdo temporal, projeta na base diabatica,
a aproximagéo é feita assumindo que a fungao local ndo muda de
forma significativa, e retorna com a projecéo, encerrando um passo
do programa.
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E importante que fique claro a dinamica descrita na
Fig.9. Portanto destacamos que existem duas representacdes nesse
esquema. A representacdo adiabatica descreve o estado na base
dos auto-estados de energia |¢[\(¢)]) enquanto que a base diabatica
descreve o estado na base local discretizada |i). O operador de
projecao que leva um estado escrito na base adiabatica para a base

diabatica é

Py = Z i) (il #) (| (67)
Z o(x;) i) (o] (68)

Devemos garantir que o projetor seja unitario, pois qualquer
mudanga de base que mantenha o estado ortonormal tem que ser uma

transformagao unitaria, assim sendo

PJ<—</>P<—¢_ (Z(px] 17) <P|) Z¢ ;)

= Y el I (i) (0]

D055

(69)

Lembrando que a base local é ortonormalizada, (i|j) = d;;, € que ¢(x;)
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é real, obtemos

PL Py =Y olw)é(@)|¢) (0

byt

= {ol (Z /3) <z'|> 16) ) (&
[N %

= " {elo) ) (4]
b,

=1.

Devido a evolugdo do Hamiltoniano para cada instante de
tempo t; teremos um operador diferente, definimos P, 4(t,) = P(1)
para j = 1. Podemos agora iniciar a evolugao partindo de um estado

definido na base adiabatica com ¢y, = 0.

W(t1)) = Ultr,to = 0)[¥(0)) (71)
= exp H'H(O)&O} S 1) (72)
¢
= Y oVeap BE@OJ&O} 6@ . (73)
¢

Conforme descrito na Fig.9, apo6s aplicar o operador de
evolugdo temporal adiabatico Uap(ti,tp), Eg. (59), no estado
representado na base adiabatica, para obter Eq. (73), & necessario

fazer uma mudanca de representacdo para a base diabatica através do
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operador P(j)

i) = 3 Veap | BP0 (PO)160) (74
(6™ b

= 2 B E“”&a] 6O (5)
= > AV, (76)
onde definimos
AWM = ZC’(O)exp{ B st ] (i]¢©@) . (77)
@) =D AL i) - (78)

%
Para continuar com a evolugdo devemos voltar para a base
adiabatica, faremos isso novamente com o operador transposto, por

ser real, de P:

() = AP (PTW)1) (79)
- Z(ZAE” <¢><1>z‘>> o) (80)
= f:CélZ’laﬁ(”% 81)
[
onde OV = 3,41 (¢M]i). Este procedimento estd descrito
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esquematicamente na figura 9 com U, p em azul e Uy, em preto.

Podemos reescrever o coeficiente Cél) obtido na Eq. (81) como

[—i 1 . .
Cy) =Y erp | EDdt| P (i) (6V)i)

p,i

i : o
= > eap | EDots | €O (6Di) (il ) (82)
20 - -

- .
= Z exrp ?E;O)&l 011(90) (M)
- I J

Eliminamos a soma em i devido a completeza na base de posi¢ao. O
termo que descreve a dindmica ndo adiabatica € Q,s = (¢(V|p®).

Usando a Eq. (82) para simplificar, teremos

—1
C’él) = Z exp [hE&O)éh} Cg)) <g0(1)|¢(0)>
©
=> ex —LEOst, | 0O (016 5ty + 6
= P e ol Bt (P ¢ 1T Opg
]
) .
=> (1 - ﬁEf)étl + ) cl (<¢<0>|¢<0>> Sty + 5¢¢) (83)
7]

. i
= D OO 16) 81 + 89 — 5 EL6t15,9+
)

i .
- ﬁE}PO)dtl (OO 681 + ...} .
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Desprezando os termos de segunda ordem em §t, obtemos

ZC 0) < p(to) ¢(0 ) 0t1 + Oy — ﬁE )5t15<ﬂ¢>
(84)
7 .
=) = 2B 5t + 09 (6V]6) oty
©

Expandindo até primeira ordem em 4t temos C(;l) = Cg)) +

C(;O)(Stl. O termo Céo) aparece nos dois lados da igualdade, portanto
(0 L (0) (0 .
Gl = 3 EC YO (V16 B, (85)
(%2}
desta forma

C«étO) + %ESO)CSD) _ Z CSO) <¢(to)|¢(to)> =0, (86)
©

utilizando o fato de que (¢ |p(to)) = — (p(t0)|p(t0))  devido a relagao

d¢

o5 (®7)

d
L tolo) = (19} + 4o
~—

0

obtemos a equacdo de Schddinger dependente do tempo para

os coeficientes adiabaticos que leva em conta as transigoes nao
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adiabaticas (4|p)

Co+ 1 ECo+ ) Co ($l) =0
©
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4 Resultados

No capitulo anterior descrevemos que a particula pode
ser representada por uma combinagdo de autoestados do sistema.
Inicialmente a particula esta confinada no pogo da esquerda podendo
estar no estado fundamental |¥(ty)) ~ |¢ = 1) ou excitado® |¥(ty)) ~
¢ =3).

No inicio deste capitulo mostraremos como os coeficientes
C(t) evoluem conforme modificamos o tempo total de simulagéo r do
ciclo. Para tentar deixar mais claro os resultados, trazemos no inicio
deste capitulo a energia média* da particula para cinco frequéncias
escolhidas, 5vpcs, Vress Vres/D, Vres/25 € Vres /50, @0 realizar a dindmica
para o estado fundamental. E 5v/._, v) ., V.../5: Vies/25 € V... /50 para

T

o estado excitado.

30 estado excitado do pogo da esquerda representa na verdade o terceiro estado do
sistema.
4Trataremos com mais detalhes da energia média da particula em uma sessao futura.
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Figura 10: A esquerda vemos a energia média (#) = s EslCo(t)]?
da particula no estado fundamental utilizando v,..s como a frequéncia
de ressonancia para o primeiro dubleto. E a direita temos a energia
média para o estado excitado utilizando /., como a frequéncia de
ressonancia para o segundo dubleto

Na Fig.10 vemos como ocorre a variacao da energia para todos os
casos, portanto vemos que ocorre uma alteracdo da energia que

depende da forma como o segundo pogo oscila. E é importante deixar

/
res?

claro que v,es # v uma vez que para 0s pogos iguais, temos |E; —
E»| # |E5 — E4|. Na nossa configuragao inicial encontramos somente
quatro estados ligados, portanto ndo obtemos energias maiores que

Ejy.

4.1 Probabilidade eletronica dos estados.

A probabilidade de encontrar a particula em algum autoestado

do sistema é dada pelo mdédulo ao quadrado do coeficiente de
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expansdo do nosso estado, |C,(t)|?, onde ¢ representa a base
adiabatica em que o hamiltoniano é diagonal.

O modelo tratado nos permite alterar o parametro externo que
altera o hamiltoniano do sistema, a fim de oscilar o pogo de potencial
com qualquer frequéncia. Portanto, podemos utilizar v < v, para
regimes adiabaticos, neste caso, o teorema adiabatico [18] nos diz que
a probabilidade de encontrar o estado colapsado em algum autoestado
deve se manter o mesmo durante toda a dinamica, ou seja, |Cy(t)|* =
Cs(0)[%.

A seguir veremos que nos aproximamos do regime adiabatico
conforme utilizamos frequéncias cada vez menores que v,..,. Para fa-
cilitar a compreensao mostraremos junto ao grafico das probabilidades
a energia média do pacote (H) =>_, E4|Cy(t)|?.

Para o estado fundamental com uma frequéncia de oscilagao
v = 5u..s Observamos que a particula mantém-se a maior parte no
primeiro autoestado do pogo da esquerda. Na Fig.11 vemos que para
esse regime a variagao de energia interna do sistema é praticamente
nula, desta forma toda energia usada para expansao e compressao do
sistema é gasta para a particula saltar de nivel quantico®.

No regime de ressonancia Fig.12 temos a maior superposicao
de estados ao final da dindmica. Quando v = v,.,, temos a maior

variagao de energia interna.

Sficara mais claro na secgdo que estudaremos a conservagéo de energia do sistema
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Figura 11: A esquerda vemos a probabilidade de encontrar a
particula nos autoestados |¢ =1) e |¢ =2). A figura a direita nos
mostra a energia média da particula durante a dinamica. As curvas
cinzas nos mostram as autoenergias do sistema durante o ciclo
de expansao/compressdo, enquanto a curva magenta representa a
energia média da particula durante a dinamica.
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Figura 12: A esquerda vemos a probabilidade de encontrar a
particula nos autoestados |¢p =1) e |¢p =2). A figura a direita nos
mostra a energia média da particula durante a dinamica. As curvas
cinzas nos mostram as autoenergias do sistema durante o ciclo
de expansdo/compressao, enquanto a curva magenta representa a
energia média da particula durante a dinamica.
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Figura 13: A esquerda vemos a probabilidade de encontrar a
particula nos autoestados |¢ =1) e |¢ =2). A figura a direita nos
mostra a energia média da particula durante a dinamica. As curvas
cinzas nos mostram as autoenergias do sistema durante o ciclo
de expansao/compressdo, enquanto a curva magenta representa a
energia média da particula durante a dinamica.
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Figura 14: A esquerda vemos a probabilidade de encontrar a
particula nos autoestados |¢p =1) e |¢ =2). A figura a direita nos
mostra a energia média da particula durante a dinamica. As curvas
cinzas nos mostram as autoenergias do sistema durante o ciclo
de expansdo/compressao, enquanto a curva magenta representa a
energia média da particula durante a dinamica.
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Verificamos na Fig.13 que apos o cruzamento de niveis existe
uma mudanga significativa de |Cy(¢)|?, mostrando que para alcangar o
regime adiabatico sera necessario utilizar frequéncias ainda menores.

Na Fig.14 utilizamos a frequéncia vinte e cinco vezes menor

V’I"CS
25
préximo ao adiabatico, onde nao ha transicao de estado eletrdnico.

gue a de ressonancia, ou seja, v = , € obtemos um regime mais

1% . . .
Para v = ’"83, teremos um regime adiabatico:
1 — 5 15F .
0.8 2
|Cl(t)| i
0,6} 1 :é’/ 10
&8
0,4+ 1 e
0,2 E 3 \ / 1
L2 2 1 il
Calf)"
ol ,
Expanséo 7T Compress&o 0——Expansao 7T Compresséo

ZZ(Vr'cst) lQ(V'rest)

Figura 15: A esquerda vemos a probabilidade de encontrar a
particula nos autoestados |¢p =1) e |¢p =2). A figura a direita nos
mostra a energia média da particula durante a dinamica. As curvas
cinzas nos mostram as autoenergias do sistema durante o ciclo
de expansao/compressdo, enquanto a curva magenta representa a
energia média da particula durante a dinamica.

VUres

Portanto, entramos no regime adiabatico quando v < Desta

forma o coeficiente |C4(t)|> é uma constante de movimento, e se
mantém inalterado durante a dinamica.

Vamos analisar agora 0os casos em que iniciamos a dinamica
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no estado excitado do pogo a esquerda(terceiro autoestado do

sistema). Algumas observacgdes importantes:

 Nessa configuracao inicial usaremos a frequéncia de ressonancia

Vs = min{AFE3 4} /h.
« Durante toda a dinamica verificamos que >, |Cy(t)]? = 1.

* A oscilagdo do pogo foi feita de maneira diferente, aqui
a expansao/compressdo foi maior a fim de encontrar mais

cruzamentos de niveis.

Para o regime ultrarrépido v = 5v/,,, observamos que a particula

mantém-se a maior parte no primeiro autoestado do poco da esquerda.

a0 \ |\ \ [ [ /1
0.8 -~ \ O\ , /
|('1(t)| SL530, \ o\ 2N N -
0.6 P & -
| a@F -2 50l N\ : 1
0.4 0P| 5 20 \ \ |
0.2 [Cs@FP] m 101 i /]
|( s@)I?] ' .
AT L
0 0 = =
Mﬁw Expansdo T Compressdo
12(7/7"55 12(’/7'est)

Figura 16: A esquerda vemos a probabilidade de encontrar a particula
nos autoestados |¢ = 1),|¢p = 2),|¢ = 3),]¢p =4) e |¢ =5). A figura a
direita nos mostra a energia média da particula durante a dinamica.
As curvas cinzas nos mostram as autoenergias do sistema durante o
ciclo de expansao/compressao, enquanto a curva magenta representa
a energia média da particula durante a dindmica para v = 5v.s.
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Figura 17: A esquerda vemos a probabilidade de encontrar a particula
nos autoestados |¢ = 1),|¢ =2),|¢ =3),|¢ =4) e |¢ =5). A figura a
direita nos mostra a energia média da particula durante a dindmica.
As curvas cinzas nos mostram as autoenergias do sistema durante o
ciclo de expansao/compressao, enquanto a curva magenta representa
a energia média da particula durante a dinamica para v = v;.s.
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Figura 18: A esquerda vemos a probabilidade de encontrar a particula
nos autoestados |¢ =1),|¢ =2),|¢ =3),|¢ =4) e |¢ =5). A figura a
direita nos mostra a energia média da particula durante a dinamica.
As curvas cinzas nos mostram as autoenergias do sistema durante o
ciclo de expansao/compressao, enquanto a curva magenta tepresenta

. T . - v,
a energia média da particula durante a dindmica para v = %
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Figura 19: A esquerda vemos a probabilidade de encontrar a particula
nos autoestados |¢ = 1),|¢ =2),|¢ =3),|¢ =4) e |¢ =5). A figura a
direita nos mostra a energia média da particula durante a dindmica.
As curvas cinzas nos mostram as autoenergias do sistema durante o
ciclo de expansao/compressao, enquanto a curva magenta tepresenta

Vres

a energia média da particula durante a dinamica para v = 96 -
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Figura 20: A esquerda vemos a probabilidade de encontrar a particula
nos autoestados [¢ = 1),[¢ = 2),|/¢ =3),|¢p =4) e [¢p =5). A figura a
direita nos mostra a energia média da particula durante a dinamica. As
curvas cinzas nos mostram as autoenergias do sistema durante o ciclo
de expansao/compressao, enquanto a curva cyan /representa a energia

média da particula durante a dindmica para v = %

73



Na Fig.17 temos o regime de ressonancia v = v/, que apos a

res
evolucao apresenta uma superposicao de estados ao final da dinamica.
! /
1%

Na Fig.18 e Fig.20 utilizamos v = % e v = égs

respectivamente. Equivalente ao estado fundamental vimos que a

frequéncia cinco vezes menor nao corresponde ao regime adiabatico

sendo necessario utilizar frequéncias ainda menores.
!

Verificamos na Fig.19 que para frequéncia v = UTo a

dinamica é inicialmente adiabatica, pois apds o primeiro cruzamento

de nivel o coeficiente quase nao se alterou, entretanto, a frequéncia

escolhida é da ordem do segundo cruzamento do estado fundamental

VI

% ~ Ures, 0 que acarreta em transicao de autoestado.

Por fim, concluimos que para garantir uma dinamica
adiabatica é necessario que a frequéncia de oscilagdo do pogo seja
menor do que qualquer gap de energia que a particula encontrara ao

decorrer da evolugéo.
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4.2 Separacao Eletronica

Podemos analisar a separacdo eletrénica simplesmente
observando a dinamica de |¥(¢)|? ao longo do tempo. Como vimos na
secdo anterior durante a dindmica ultrarrapida a particula tende a ficar
no pogo da esquerda, vemos claramente na Fig.21 este efeito, portanto

nao ha separacao eletronica.

Figura 21: Na figura acima temos o calculo da densidade de proba-
bilidade para v = 5v,..; ao longo do processo de expansao/contracao
para a particula no dubleto fundamental, enquanto na figura abaixo
ilustramos o eixo que representa as regides dos pogos.
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Vimos que para o regime de ressonancia ocorre uma mistura
de estados apdés o término do ciclo (o estado termina em uma
superposicao dos estados), e na figura 22, podemos ver com clareza a

separacao eletrénica.

)

Figura 22: Na figura acima temos o calculo da densidade de probabili-
dade para v = v,..; ao longo do processo de expansao/contracao para a
particula no dubleto fundamental, enquanto na figura abaixo ilustramos
0 eixo que representa as regides dos pocos.
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Para frequéncias menores que a ressonante, v < Vs, a
separagao ocorre e se mantém enquanto o pogo da direita for maior

que o primeiro poco, conforme veremos nas figuras 23 e 24.

11,5

|

Figura 23: Na figura acima temos o céalculo da densidade de proba-
bilidade para v = 2** ao longo do processo de expansio/contracio

para a particula no dubleto fundamental, enquanto na figura abaixo
ilustramos o eixo que representa as regides dos pogos.
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Figura 24: Na figura acima temos o calculo da densidade de proba-
bilidade para v = res a0 longo do processo de expans&o/contragio

para a particula no dubleto fundamental, enquanto na figura abaixo
ilustramos o eixo que representa as regides dos pogos.

VTES . .
Observamos que para v = 50 nos aproximamos do regime
adiabatico do sistema, ou seja, |C(0)]? ~ |Cy(t)|?, e a particula tende

a ficar no pogo que possui a menor energia (maior comprimento).
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Agora veremos a probabilidade de encontrar o elétron quando

escolhemos o estado excitado como configuragao inicial.

Iy
3

work

Figura 25: Na figura acima temos o célculo da densidade de probabili-
dade para v = 5v/._, ao longo do processo de expansao/contragao para

res
a particula no dubleto excitado, enquanto na figura abaixo ilustramos o
eix0 que representa as regides dos pogos.

Na Fig.25 verificamos 0 mesmo comportamento do regime
ultrarrépido para o estado fundamental. A particula fica aprisionada

no pogo de origem.
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Figura 26: Na figura acima temos o calculo da densidade de probabili-
dade para v = v/, ao longo do processo de expansao/contracao para

TES

a particula no dubleto excitado, enquanto na figura abaixo ilustramos o
€ixo que representa as regides dos pogos.

Para o regime de ressonancia, Fig.26, observamos uma

separacao significativa apds o término do ciclo.

80



I
[=3
—
UL"'I

— P
— —
———— _— i
—l::-'ﬂ:‘

—
ﬂ"—‘“

—

——

|l|2

i :

- -
- -

Figura 27: Na figura acima temos o calculo da densidade de probabili-
/

12 ~ ~
dade para v = —==£ ao longo do processo de expansao/contragao para

a particula no dubleto excitado, enquanto na figura abaixo ilustramos o
eixo que representa as regides dos pocos.

A Fig.27 nos mostra a separacao de carga para uma evolugao

/
A . Vo
com frequéncia v = —’5“ .
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Figura 28: Na figura acima temos o calculo da densidade de probabili-
/

v, ~ ~
dade para v = =2 ao longo do processo de expansao/contragao para

a particula no dubleto excitado, enquanto na figura abaixo ilustramos o
€ixo que representa as regides dos pogos.

/

Observamos na Fig.28 que para v = % temos uma

dinamica adiabatica até o segundo cruzamento de nivel como foi visto

também na Fig.19. Para obtermos uma evolugdo totalmente adiabatica

/
Vies _ Vres

250 50 °

seria necessario utilizar como frequéncia v =
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4.3 Simetria Temporal

Como vimos na dindmica adiabatica os coeficientes que
acompanham a probabilidade de encontrar 0 nosso sistema em algum
nivel ndo se altera durante a dindmica, desta forma, para qualquer
instante de tempo podemos ter certeza de onde temos a maior
probabilidade de encontrar nossa particula. Vimos também que na
dindmica nao adiabatica, temos alteragdes dos coeficientes ao longo
do tempo, essa alteragao pode induzir produgao de entropia interna.
Entretanto, isso s6 & possivel se nosso sistema for temporalmente
reversivel [19, 20].

Para verificar a microrreversibilidade [21] do nosso sistema
devemos expandir o pogo e ao final da expansédo ¢t = 7/2 devemos
inverter todos os momentos com o operador de reversao temporal (R)
para depois iniciar a compressao do pogo.

Operacionalmente isso corresponde a conjugar os coeficien-

tes do estado quantico na base da posicao.

(J[W(r/2)) = Aj(1/2) = RA;(7/2) = Aj(7/2) (89)
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Figura 29: Calculo da probabilidade de ocupacéo da particula no pogo
da esquerda e da direita para testar a microrreversibilidade do sistema.
Em A) a particula parte do estado fundamental, o pogo possui uma
frequéncia de oscilagdo v = v,..s. Em B) a particula parte do segundo
autoestado do sistema com frequéncia v = v.,. As linhas continuas
representam a dinamica real, enquanto as pontilhadas mostram que
o sistema é reversivel quando aplicamos o operador de reversao
temporal. Plotamos a ocupacao da particula no poco a esquerda e
adireita PI = [T |U(z)|?dx e Pf = [° | (x)|*dz, respectivamente.

As Fig.29A) e Fig.29B) mostram que nosso sistema é microrreversivel.

4.4 Matriz Densidade.

Antes de estudarmos detalhadamente o trabalho realizado na
particula ao variarmos a geometria do pogo, precisamos construir a
matriz densidade do sistema. Nosso sistema quantico é termicamente

isolado, isto €, corresponde a um estado quantico puro |¥(¢)). O
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operador matriz densidade neste caso € definido da seguinte maneira:
p(t) = [W(t) (W(t)| (90)

Vamos escrever a matriz densidade na base adiabética, isto

€, em termos dos autoestados instantaneos do operador H.
pao(ts) = (P 10(;) (R (t)le) (91)
desta forma, os elementos da matriz densidade sao
poelty) = CPCyD | (92)
e a matriz densidade é

wa )69 (0] . (93)

4.5 Conservagao de Energia.

Para sistemas termodinamicos, a conservacao de energia é
dada pela primeira lei da termodindmica. Encontramos na literatura

duas expressdes para esta lei. A primeira segue a convencao de
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Clausius

U = —5W +6Q , (94)

quando §W representa o trabalho realizado pelo sistema. A segunda
expresséo segue a convengao de sinal de IUPAC®, neste caso W é o

trabalho realizado ao sistema.

SU =W +6Q . (95)

Nos dois casos dQ representa a quantidade de calor trocada
para o reservatorio, ou banho, e 5l representa a energia interna do
sistema. Em mecéanica quantica a energia interna é calculada através

do tragco da matriz densidade com o hamiltoniano do sistema

U(t) Tr(p(t)H(t)) (96)

D GENINE () (W ()] H(E) [DIAE)]) (97)

2
Y IC(OPE(t) - (98)
2

E sua variagao no tempo é dada por:

L~ 5 (caorBel v p, oty e
¢

8International Union of Pure and Applied Chemistry.
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O primeiro termo é calculado de maneira simples, pois
nao envolve transigcbes quanticas que modificam as populacdes dos
estados adiabaticos. Este é o termo que domina quando v < v,.s. O
segundo termo vai além da aproximacédo de Born-Oppenheimer, pois
considera transicoes de autoestados, Cy(t) # Cy(0).

Para calcular o segundo termo utilizamos a Eq. de
Schrédinger dependente do tempo na representacao adiabatica, Eq.

(88), para obter:

2 Bolt) p il — Y manesn (100)
é
dCi(t
- D RC)
PFp
= Y CitC,(1)[Es(t) — Ey(t)] (101)

onde o termo (¢(t)|¢(t)) é responsavel por determinar o comporta-
mento da dindmica no regime nao adiabatico, quando (¢(t)|¢(t)) = 0

temos o regime adiabatico.

Portanto

dFp

g Z(Zc:;@mE¢]<¢|w>+c¢|2‘fj>, (102)
® ¢
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caso a equacao de cima seja integrada, teremos

r T gt
/ T - / dtZ% — B, (dl¢) (103)

0
T ¢Fe

+ Z/dtZw |2dE“’

- / a4t 2R(pgp)[Es — Bl (o) (104)

0 P>
r dE
dt 2279
/ > 1C pra
A

onde definimos R(ps,) como a parte real da matriz densidade p. O
lado esquerdo da Eq. (103) também pode ser escrito usando a Eq.

(96), assim

[ du(t)

"W = / %Tr(p(t)”;’-l(t))dt (105)

N / [Tr(p(t)H(0) + Tr(p(e)A(1)| di . (106)

0
Aqui associaremos Q, calor trocado entre o sistema e o
reservatério, com o primeiro termo da Eg. (106). Esse termo deve

ser nulo pois nosso sistema nao esta em contato com um reservatorio

térmico. O segundo termo da Eq. (106) representa o trabalho médio
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W, nele devem estar inclusos as duas contribuicoes de variacdo de

energia interna descritas na Eq. (103).

Comegaremos demonstrando que o fluxo de calor no nosso

sistema é nulo. Para isso basta mostrar que o traco de pH € zero.

O calculo de p(t)) pode ser realizado através da equagao de

Liouville von-Neumann

o) =

portanto

Tr(pOH(E) = Tr(s (p(O)H({E) = H(E)p) H(t))

o trago é invariante por permutagoes ciclicas, ou seja,

Tr(ABC) =Tr(BCA) =Tr(CAB),

onde A,B e C sao matrizes quadradas. Temos também que

Tr(cA) =cITr(A),
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onde ¢ & um escalar. Além disso,
Tr(A+ B)=Tr(A)+Tr(B), (112)
pois o traco € um operador linear. Portanto obtemos

Tr(pH) = %TT‘(,DHH*H/)H) (113)

_ %[Tr(pHH) — Tr(HpH)] (114)

usando a permutacao ciclica T'r(HpH) = Tr(pHH). Finalmente temos

que

Tr(pH) = %TT(pHH—pHH) (115)

= 0. (116)

Logo para qualquer ensemble puro ou misto que evolui sob
acao de uma transformagao unitaria, o calor Q trocado no sistema é
nulo’. De fato, em um sistema fechado ndo ha producdo de entropia
de von-Neumann, entretanto processos nao adiabéaticos induzem
transferéncia de populagao entre os estados adiabaticos do sistema

|#[A(t)]), e pode gerar aumento de entropia interna. Desta forma,

"Para obtermos troca de calor é necesséario modificar a equacéo de Liouville von-
Neumann, acrescentando um termo de Lindblad. De maneira que Q = Tr[LH]
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obtemos para a energia interna
AU = /Tr(,o(tm(t))dt =W. (117)

O mesmo resultado, Eq. (117), vale para sistemas puros ou
sistemas estatisticos que evoluem sob agao de uma transformacgao
unitaria. Por exemplo sistemas que levam em conta recombinacao de
par elétron-buraco nao preserva o trago de p e portanto nao evolui sob
transformacdes unitarias.

Podemos separar o trabalho em dois termos Weg, € Weee-
O primeiro termo carrega os efeitos adiabaticos com as populacdes
“classicas”(termos diagonais de p). O segundo termo carrega as

coeréncias “quanticas” e o par@metro nao adiabatico (¢|o).

T

W= / S ED s (118)
0 b0
dt S (8¢) 2R (pge) (EY) — EY
+ ()0 p¢<ﬂ (%2} )
0 o>
= WPop + Wooe - (1 1 9)

Vamos analisar alguns resultados da primeira lei da termo-
dindmica para os regimes proximos a ressonancia. Importante deixar

claro que em todos os testes a igualdade da Eqg. 117 é verdadeira.

91



Comecaremos analisando o regime ultrarrapido, caso em que

a particula se mantém no mesmo nivel de energia durante toda a

dinamica.
1 —WCoe
/] Pop
— "
8
o
= ]
s OF
on
o
()
Lu B
-1 Expansdo Tt Compressdo
l2(V7"est)
5 —
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=) \ i
= |1 i
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i
D Ve
~— 1!
o i
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Expanséo U _Compresséo

12 (Vrest)

Figura 30: Para a particula confinada inicialmente no dubleto

fundamental vemos na figura a cima a conservagdo de energia,

enquanto que na figura a baixo vemos a taxa de variacao da energia

(poténcia) para o caso em que v = 5v,... A poténcia devido a coeréncia
: d|Cy(t)|? , ,

foi calculada usando }_, EMt)% na linha verde continua e

Y sop (010) 2R(pgp) (B — EY)) nalinha pontilhada.
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Figura 31: Para a particula confinada inicialmente no dubleto
fundamental vemos na figura a cima vemos a conservacao de energia,
enquanto que na figura a baixo vemos a taxa de variacao da energia
(poténcia) para 0 caso em qUe v = Vjs. ;0\ poténcia devido a coeréncia
d|Cy(t)]

foi calculada usando 3°; Ey(t) na linha verde continua e

S yop (010) 2R (ps,)(ES — EY) na linha pontilhada.
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Figura 32: Para a particula confinada inicialmente no dubleto
fundamental vemos na figura a cima vemos a conservacao de energia,
enquanto que na figura a baixo vemos a taxa de variagao da energia

A Vres A . N A
(poténcia) para o caso em que v = r A poténcia devido a coeréncia

d|Cy(t)|? , ,
foi calculada usando }_, Eﬂt)% na linha verde continua e

D> (Bl) 2R(p¢¢)(Efpj) - E(;j)) na linha pontilhada.
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Figura 33: Para a particula confinada inicialmente no dubleto excitado
vemos na figura de cima vemos a conservagao de energia, enquanto
que na figura a baixo vemos a taxa de variagao da energia (poténcia)
para o caso em que v = 5v.,. A poténcia devido a coeréncia
d|Cy (1)
) ) dt

POFRR (o1 2R (ps)(EY — Eéf)) na linha pontilhada.

foi calculada usando }°; Ey(t) na linha verde continua e
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Figura 34: Para a particula confinada inicialmente no dubleto excitado

vemos na figura a cima vemos a conservagao de energia, enquanto

gue na figura a baixo vemos a taxa de variagao da energia (poténcia)

para o caso em que v = u.... A poténcia devido a coeréncia
, d|Cy(t)|? . ,

foi calculada usando }_, EMt)% na linha verde continua e

Yo (012) 2R (po,) (EY) — EY) na linha pontilhada.
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Figura 35: Para a particula confinada inicialmente no dubleto excitado
vemos na figura a cima vemos a conservagdo de energia, enquanto
que na figura a baixo vemos a taxa de variagao da energia (poténcia)

Vl

Expanséo

para 0 caso em que v = T;S. A poténcia devido a coeréncia
d|Cy ()]

foi calculada usando }_, Es(t) na linha verde continua e

sy (Bl9) 272(,045@)(1?53) - E;j)) na linha pontilhada.
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As Fig.30,31 e 32 mostram a dinamica para uma particula no
estado fundamental enquanto as Fig.33, 34 e 35 descrevem a particula
inicialmente no estado excitado.

O trabalho W¢,. esta associado com a transicdo de estado
eletrénico porque ele € maximo no regime ultrarrapido [Weoe| = [Weop|
e é minimo no limite adiabatico [We¢,.| = 0 quando a probabilidade de
transicao eletronica é uma constante de movimento. Nota-se que o
trabalho devido a coeréncia se opde ao trabalho devido a diagonal de
p.

Quando a particula inicia no estado excitado vemos que
0 comportamento durante a expansdao € o mesmo do estado
fundamental, entretanto os diversos cruzamentos de energia que a
particula encontra durante a dinamica faz com que sua energia se
modifique. Portanto o trabalho W¢,. deve estar associado com alguma

forca de fricgao.

4.6 Forca de Friccao Nao Adiabatica

Os motores quanticos que interagem devido a com-
pressdo/expansdao de um gas ou liquido ndo sdo completamente
controlaveis pelo campo externo, pois equivalente aos motores
térmicos que ha perda de energia através de calor, no sistema quantico

temos fenémenos de friccdo que aparecem quando o hamiltoniano nao

98



comuta com o campo de controle externo. Espera-se que o atrito se
oponha a transicdo nao adiabatica dos niveis de energia, portanto
a energia dissipada deve ser independente da mudancga de sinal do
campo externo [22,23].

Este modelo nos permite calcular a forgca produzida pelo gas
de elétrons. Esta forca é causada pela transicao nao adiabatica,
resultado da mudanca rapida dos niveis de energia do sistema. Desta
forma, podemos analisar o trabalho dissipado pelo sistema devido a

esta forga de fricgao ndo adiabatica. Através da Eq. (118), temos que

Weoe = I (618) 2R (ps,) (EY — EY) (120)
P>
mas

Or(oIHlg) = (OadlHlp)+ (dlHIong)  (121)

+ (9loxH|p)
Edr (010) +00p00E, = —E, (8loxe) + By (6]0re) (122)

+ (9loxH|p)
bopONEy = (Es = Bp) (dl0r) (123)

+ (G0 Hl) |
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para o termo de acoplamento nao adiabatico obtemos

(PloxH]p)

0o = (p g (124)

reescrevemos o trabalho devido a coeréncia como

Weoe = Y (9l0xH]9) 2R (psp) A - (125)

P>

Em seguida vamos calcular o termo (¢|0\H|p). Podemos

reescrever o hamiltoniano do nosso sistema como sendo

}—ZQ d2
H(@ M) = —5 g V(@) + Va(BAD) . (126)

onde V, e Vg representam os pogos da esquerda e da direita
respectivamente. Podemos reescrever nosso Vx utilizando as fungoes

de Heaviside O, da seguinte maneira

Vr(E;A(t) = Vo[O(2 — A(t)) — ©(2)], (127)
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por fim, teremos apenas que resolver V; {(p|d\O(& — \)|e) para

encontrar Wepe.

Vo (¢|drO(& — \) /d;c/di"’ oz (128)
X (@|O\H(#;N)|2)

= Vo/dx/d;fs’¢ (129)

X (#]0,0(3 — \)|)
= —Vo/da:/dx é(')p(z)  (130)
x (2 — )
= —Vos(Ve(A) . (131)

Substituindo a Eq. (131 em Eqg. (125), obtemos para o

trabalho nao adiabatico

Weooe = = > AVod(M@(M)2R (pge) = Fooe(MA,  (132)
P>
com
Fooe(N) = =Y Vod(Ne(\)2R (ppy) - (133)
>

E importante destacar que ¢ e ¢ sdo as autofungdes reais
do hamiltoniano #(Z; A(¢)). A forga ndo adiabatica, responsavel

pela transi¢cdo de niveis de energia durante um anticruzamento, sera
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simplesmente o termo que acompanha A, pois Wepe = Frroe A
d|Cy(t)?

dt
o trabalho devido & coeréncia W.,,., mas integrando Fc,.A também

Integrando no tempo a expressao ), Ey(t) obtemos

obtemos o trabalho. Comparando as duas expressoes, temos:

0,4 5 ]
0.3t 1 Y 1
=) )
< < 3 - E
8 U 1 £
E ek ]
= We. 1 E | Weo
; 0,1 -:z-" =~ 1+ i . i
- /Fcoed/\ : | / Floped\
oL | Ob==t _ . ]
Expans&o T Compressio Expanséo Compressao
ZQ(Vrnst) l?(Vrest)
a) b)

Figura 36: trabalho devido a coeréncia We,. calculado para o estado
fundamental a) e primeiro estado excitado do pogo a esquerda b).

Vemos na Fig.36 a comparagao do trabalho nao adiabatico
Weoe Calculado de duas maneiras distintas. Podemos observar que
o resultado obtido é satisfatério, e que a pequena diferenga pode
ser atribuida a erros numéricos. Por fim, concluimos que € possivel
calcular o trabalho de maneira analitica para o caso de um sistema
de pocos retangulares que se deformam com o tempo. Esse trabalho
depende apenas da altura do potencial, das autofungdes calculadas no
parametro externo que altera o hamiltoniano, no nosso caso descrito

por \, e das coeréncias que a particula adquire durante a dinamica.
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4.7 Flutuacao do Trabalho.

Nos capitulos anteriores a dindmica foi realizada com apenas
uma particula, entretanto um conjunto de particulas nao interagentes
confinadas no pogo duplo possui a mesma solugdo. Assumindo que o
sistema quantico € composto por N particulas independentes, que foi
termalizado com um reservatério de calor a uma temperatura T, e que

satisfaz a distribuicao de probabilidade de Gibbs

e P&k

Z(0)

P = (134)

onde g = 1/k,T, & sdo os autovalores de energia do hamiltoniano H
para a k-ésima particula e Z(0) = >, e~P% é a fungéo partigdo. Entéo

inicialmente o sistema é descrito pelo operador matriz densidade
p0) =" pr k) (el - (135)
k

Considerando que o sistema é isolado do reservatério e a evolugéao é

descrita por transformagées unitarias U(t, 0), temos

Aty = D paU(L,0) k) (dxlUT(2,0) (136)

¢
= D pe|¥e) (Tl (137)
¢
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e o estado quantico |Py) = U(t,0)|gx) = >, Ck(t)|¢n). Na
representagcao dos autoestados adiabaticos do sistema, temos
P (t) = CE()[CH (£)]".

Para um sistema fora do equilibrio termodinamico o teorema
de flutuacéo de Crooks relaciona o trabalho realizado pelo sistema com

o trabalho realizado no sistema utilizando a seguinte equacao
P(W) = P(—W)ePOV-2F) (138)

onde P(WW) representa a probabilidade de observar variagdo da
energia. Para qualquer sistema microrreversivel e que esteja
inicialmente termalizado podemos reescrever o teorema de Crooks

para deduzir a igualdade de Jarzynski [24]

(e7PV) = e BAF (139)

/ PW)e™aw = e PAF (140)

que relaciona uma média do trabalho realizado no sistema fora do
equilibrio com a diferenca de energia livre calculada entre estados de
equilibrio final e inicial.

Durante a dinamica consideramos um acoplamento fraco
entre o banho e os pogos. Para o sistema fora do equilibrio podemos

utilizar o teorema de flutuagao que permite verificar a distribuicdo de
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trabalho. Com este fim, podemos utilizar [19]

POY) = D sw-(ED - EY) (141)
pd
< (AU, 0) 6O  peA0)],  (142)

para calcular a distribuicao da flutuacdo do trabalho. A Eq. (141) pode
ser simplificada pois analisaremos apenas numeros inteiros de ciclos
completos, ou seja, depois da expansao/compressao do pogo. Desta
forma H[A(7)] = H[A(0)], assim obtemos

L Zci[Wf(E@qub)]|C$(7)|26*BE¢, (143)

POV = 7001 2

onde Z é a funcao de particido do nosso sistema. Para verificar a
validade destes argumentos calcularemos o valor médio de e~*" para

comparar com a igualdade de Jarzynski
(e7PWy = e=BAF (144)

onde F é a energia de Helmholtz, no caso de um sistema ciclico que
volta a configuragao inicial H(r) = #(0), a igualdade de Jarzynski se

reduz para:

(e™PVy = 1, (145)
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a qual deve ser satisfeita independentemente da quantidade de ciclos

que o sistema faz.

1% | 18 =0.3/hVyes
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0,00k i o .
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ool | | I{4 1 | ||a|| “
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POW)

Figura 37: Flutuacdo do trabalho para algumas temperaturas
especificas.

Para todos os quatro casos foi observado a igualdade de
Jarzynski.  Através do diagrama descrito na Fig.37, vemos que
0 sistema torna-se mais susceptivel a receber energia conforme

aumentamos a temperatura.
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5 Conclusao

Os resultados dessa dissertacao apontam que a variagao de
energia interna de um sistema quantico sem a presenca de um banho
térmico e que evolui de acordo com transformagoes unitarias pode
ser descrita por dois trabalhos. O primeiro deles € responsavel pelo
trabalho necessario para que a particula se mantenha no autoestado
inicial, enquanto que o segundo é responsavel pelo trabalho necessario
para que ocorra a transigao de estado quantico. Esta transi¢cdo esta
relacionada com efeitos de dissipacao [22,25, 26].

O operador de evolugdo temporal utilizado para fazer a
evolugdo da particula descreve bem os regimes nao adiabatico, de
ressonancia e ultra-rapido. Portanto pode ser utilizado para sistemas
mais complexos, desde que, exista uma base local e uma base
deslocalizada para descrever a particula [27,28].

Para os processos ciclicos a diferenga de energia livre de
Helmholtz é nula, desta forma temos que a teoria de flutuagdo do
trabalho de Bochkov-Kuzovlev [16, 29] coincide com a igualdade de
Jarzynski [17], e portanto, a igualdade de Jarzynski pode ser escrita
em termos do trabalho dissipado [30, 31].

Os efeitos ndo adiabaticos nos mostram que é possivel
aumentar a energia interna do sistema, este aumento pode gerar

produgao de entropia interna devido ao trabalho de coeréncia. Nesse
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mesmo regime observamos que a simetria temporal € preservada
[19,20].

Através da distribuicdo de probabilidade de trabalho verifi-
camos que um sistema fracamente acoplado com um banho a uma
temperatura inicial alta tende a receber mais energia, enquanto que,
sob temperaturas baixas o sistema perde energia ao realizar trabalho
[32].

Algumas abordagens experimentais sdo possiveis para
calcular a forga devido aos efeitos ndao adiabaticos. Podemos utilizar
um sistema de pogo quantico duplo simétrico e incidir um campo de
laser na frequéncia de ressonancia do dubleto formado. Desta forma o
campo realiza trabalho no sistema e induz oscilagées de Rabi [33—-35],
este trabalho quantico devido a coeréncia é convertido em trabalho
mecanico nas paredes do sistema que podem ser detectados como
fonon.

Outros sistemas fisicos também sdo possiveis como por
exemplo, o aprisionamento de ions em um sistema 6ptico [36], uma
caixa de pares de cooper [37] ou até mesmo uma configuragao

optomecanica [38].
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