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RESUMO

Mostramos que o modelo CPY com nimero impar de campos escalares
complexos e um potencial em forma V possui solugoes compactas de
energia finita em forma de Q-balls e Q-shells. As solugdes foram obti-
das em d = 3 dimensoes espaciais e uma dimensao temporal. Q-balls
aparecem em N = 1 e N = 3 enquanto Q-shells sao presentes para
todos os valores impares superiores de N. A energia dessas solugoes
se comporta como E ~ \Qt\5/6 onde Q; é a carga de Noether. Esta
dependéncia entre carga e energia assegura a estabilidade das solucoes
compactas encontradas nesse modelo.






ABSTRACT

We show that the C P model with odd number of complex scalar fields
and V-shaped potential possesses a finite energy compact solutions in
the form of Q-balls and Q-shells. The solutions were obtained in d = 3
spatial dimensions and one time dimensions. Q-balls appear for N =1
and N = 3 whereas Q-shells are present for all higher odd values of N.
The energy of these solutions behaves as E ~ |Q;|%/® where Q; is the
Noether charge. This dependency between charge and energy ensures
the stability of the compact solutions found in this model.
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1 INTRODUCAO

Nao-linearidades em teorias fisicas formam um obstaculo sério
para formulacao exata e obtengao das solugoes analiticas. Muitas técni-
cas de integragao, como por exemplo o método das fungoes de Green,
nao se aplicam a modelos nao-lineares. Por outro lado, existe uma
grande necessidade de lidar com teorias nao-lineares pois elas descrevem
as interacoes fundamentais baseadas nos grupos nao-abelianos. Um
exemplo classico € a descricao da interacao forte baseada nos campos de
Yang-Mills. A dificuldade principal na descrigao da interagao forte vem
do fato da constante de acoplamento depender da energia. No regime
de altas energias a constante de acoplamento é pequena e pode servir
como um parametro perturbativo. Em particular, a descricao deste
setor é bem sucedida em abordagem baseada na técnica de diagramas de
Feynman. Por outro lado, no regime de energias baixas a constante de
acoplamento cresce e o calculo perturbativo nao pode mais ser aplicado.

A quantizacdo de teoria de Yang-Mills fortemente acoplada é
uma tarefa extremamente dificil. Como alternativa a esse tipo de
procedimento, estuda-se os modelos classicos tratados como modelos
efetivos da teoria quantica. Modelos desse tipo sao conhecidos como
modelos de Skyrme-Faddeev (SF) e suas modificagdes (FERREIRA; KLI-
MAS, 2010). Modelo de Skyrme-Faddeev foi imensamente estudado
em contexto de sélitons topoldgicos. Em particular, foram encontra-
das varias solugoes numéricas e também solugoes exatas tipo vortex
(FERREIRA; KLIMAS; ZAKRZEWSKI, 2011a), (FERREIRA; KLIMAS; ZA-
KRZEWSKI, 2011b), (FERREIRA; KLIMAS; ZAKRZEWSKI, 2011c).

Uma outra possibilidade é o estudo de solugoes nao-topolégicas.
O primeiro passo para esse tipo de estudo pode ser dado considerando
apenas o termo quadritico do modelo SF estendido e verificando se
tais solugoes podem ser construidas. Posteriormente pode ser investi-
gado um modelo completo através da inclusao dos termos qudrticos.
Nesse trabalho, vamos lidar apenas com modelo quadratico, isto é,
com uma versio de modelo CPY. Levando em conta que as solucoes
nao-topoldgicas tipo Q-ball foram encontradas em modelo de baby-
Skyrme (ADAM et al., 2009) vamos adotar aqui um procedimento simi-
lar. Existem duas semelhangas principais entre solugoes consideradas
nesse trabalho e solugbes encontradas em (ADAM et al., 2009). A pri-
meira semelhanca é a dependéncia temporal dos campos dada por fator
exponencial e®*. A segunda semelhanca é que o potencial escolhido
tem forma de V na regido de minimos. As solugoes encontradas sao
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nao-topoldgicas, compactas de raio e possuem energia finita.

Solugoes nao topoldgicas formam uma classe de configuracoes de
campo que satisfazem as mesmas condigoes de borda do que a solugao
de vacuo, ou seja, existe uma tnica solugao de vacuo que também é a
solugao da borda. Diferente das solucoes topolégicas, sua variedade de
véacuo é nao degenerada, contudo, para serem estaveis é necessario uma
lei de conservacao aditiva associada com a transformagao continua de
simetria da agdo (LEE; PANG, 1992). Os sdlitons ndo topoldgicos satis-
fazem as mesmas condigoes de borda no infinito do que a solugao de
vacuo, enquanto as solugdes compactas atingem as condigoes de vacuo
a valores finitos das coordenadas espaciais, ou seja, sao nao triviais ape-
nas dentro de um suporte finito e compacto, como é o caso das solugoes
do tipo Q-ball e Q-shell. Estas solugoes compactas sao chamadas sim-
plesmente de compacton e descrevem campos escalares que atingem seu
vacuo a uma distancia finita, tendo um tamanho finito. Desde que sua
densidade de energia localizada seja finita dentro do suporte e nula fora,
a energia total é finita, portanto a solucao é fisicamente aceitavel.

Q-balls e Q-shells sao solugoes de campos escalares espacialmente
localizadas e ndo singulares, cuja existéncia depende de um fator e*
no ansatz. A dependéncia temporal é crucial, pois sem ela o teorema de
Derrick’s implicaria na instabilidade das solugdes (DERRICK, 1964). As
solugoes Q-balls foram inicialmente chamadas “particlelike solutions”
(ROSEN, 1968) ou “droplets” (WERLE, 1977).

Compactons aparecem em muitos modelos de teoria de campos,
seja com o0s termos cinéticos padrao, como em nosso modelo, ou nao
padrao (derivadas a poténcias de ordem mais alta) (ROSENAU; HYMAN,
1993), (DUSUEL; MICHAUX; REMOISSENET, 1998), (ADAM et al., 2008),
(BAZEIA; LOSANO; MENEZES, 2014). A familia de modelos de teoria de
campos com solugbes com suporte compacto, na presenca de termos
cinéticos padréo, tem sido recentemente proposta em (ARODZ; KLIMAS;
TYRANOWSKI, 2005). Modelos deste tipo possuem um caracteristico
potencial em forma V em minimos, cujas derivadas laterais pela es-
querda e pela direita diferem no minimo. Isso permite que as solucoes
sejam nao triviais de um lado do minimo e triviais no minimo, fazendo
com que esse potencial possa suportar a existéncia de compactons. De
fato, isso ocorre no modelo signum-Gordon complexo, que é um exem-
plo classico de potencial em forma V, onde foram encontradas solugoes
do tipo Q-ball compacta (ARODZ; LIS, 2009). Outra abordagem interes-
sante para Q-balls compactas foi recentemente proposta em (BAZEIA
et al., 2016), onde ao contrario do modelo signum-Gordon, a segunda
derivada do potencial pode ser arbitrariamente alta na vizinhanga do
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minimo.

Todas as solugdes do tipo Q-ball presentes em (ARODZ; LIS, 2009)
correspondem a campo escalar proporcional a uma funcao perfil f que
depende apenas da coordenada radial r e desaparece no minimo, i.e.
toma seu valor de vicuo nulo fora de uma regido [0, R), para algum R
positivo finito. As solugoes Q-ball tem simetria esférica e sao diferentes
do vacuo apenas dentro de uma casca esférica, enquanto sua estabi-
lidade, como solugao nao topoldgica, depende da conservacao de uma
carga @, justificando seu nome. Solugoes Q-shell sao configuragoes de
campo similares as Q-balls, também com simetria esférica, mas que pos-
suem valores diferentes do vacuo apenas dentro de uma casca esférica,
ou seja, apenas em alguma regido (R1, R2), com 0 < R; < Ry finito.
Tais configuracoes foram obtidas para a eletrodinamica escalar des-
crita pelo modelo signum-Gordon acoplado ao campo eletromagnético
(ARODZ; LIS, 2009) e também para o modelo baby-Skyrme com po-
tencial adequado (ADAM et al., 2009). Em ambos os casos citados, as
solucbes Q-ball e Q-shell compactas contém somente um campo escalar.
Contudo, muitos modelos fisicos sdo parametrizados por mais de um
campo escalar o que leva a necessidade de generalizagao.

Neste trabalho nos mostraremos como solugoes Q-ball e Q-shell
podem ser obtidas em um grupo importante e especial destes modelos -
o modelo CPY, com nimero impar N de campos escalares complexos.
O capitulo 2 contém uma breve revisao tedrica, em particular, sobre o
modelo SF estendido, modelo baby-Skyrme e sobre solugoes compactas
do tipo Q-ball e Q-shell. No capitulo 3 definimos o modelo tratado
nesse trabalho, o modelo CPY com potencial em forma V na regido
de minimos. No capitulo 4 sao analisadas solugoes compactas encon-
tradas nesse modelo e sua estabilidade. No capitulo 5 apresentamos a
construcao solugoes exatas da equagao aproximada para N = 1,3 e 5,
que justificam o comportamento encontrado numericamente na regiao
w > 1. Por fim, no capitulo 6 se apresentam as consideracoes finais.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

O modelo CPY padrao é um modelo 3+1 dimensional no espaco
alvo CP" definido pela Lagrangiana

Lopy = M*(D,2)'D"Z onde Z = (21,...,2n41) €CVTL(2.1)

é um vetor complexo que satisfaz a condicdo ZYZ =1e DHZ = 0,2 —
(21-9,2Z). O modelo CPY também pode ser parametrizado em termos
de um conjunto de N campos escalares complexos u; introduzidos a
partir de Z = (1,uy,...,un)/V1+ul-u. A razio de parametrizar
em termos da varidvel X, chamada de wvaridvel principal, ao invés de
Z, é a futura generalizagao para o modelo Skyrme-Faddeev estendido,
definido por

modelo CPY termo de Skyrme

M? _ 1 _ _
L= T (XT10,X) + 5 Tr (X9, XX 10,X)° +

(2.2)

B[Tr (X0, X)° P +4[Tr (X109, XX 10, X))%.

3

outros termos quérticos

O primeiro termo junto ao segundo (termo de Skyrme) formam o mo-
delo SF padrao, e a segunda linha é a extensao introduzida por Ferreira
(FERREIRA; KLIMAS, 2010). As equagbes de movimento do modelo SF
estendido sao

Cuv

OO us) = Tt

[(ul - OPu)0¥u; + (ul - 87 u)0 u) =0 (2.3)
onde

4
Chw = M0y, = (B = 1)+ (v€* = D)7+ (v€* +2)70], (24)

Ty = —

4 *
(2.5)
onde i =1,2,...,N.

O modelo (2.2) possui solugdes exatas tipo vértex. Tais solugoes
foram encontradas em (FERREIRA; KLIMAS; ZAKRZEWSKI, 2011a), (FER-
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REIRA; KLIMAS; ZAKRZEWSKI, 2011b) e ainda no mesmo ano em (FER-
REIRA; KLIMAS; ZAKRZEWSKI, 2011c). Os vortices existem em setor
integravel do modelo 9,u;0"u; = 0 onde em adicdo as constantes de
acoplamento satisfazem a relacio Be? + vye? = 2. Tais solucoes tem a
forma do produto u(z)v(y+), onde 2z := x' +ix? e yy := 23 + 2% sdo as
coordenadas do cone de luz. Estas solugoes do tipo vértex aparecem no
modelo sem potencial. A presenca de potencial de interacdo permite
estender solugdes do tipo vértex ao setor nao-integrédvel (ADAM et al.,
2009).

Solugoes do tipo virtex (exatas e numéricas) possuem energia
finita por unidade de comprimento, no entanto a energia total do sis-
tema é infinita. Isto sugere que solugoes com energia total finita devem
ser procuradas de forma diferente. Umas das possibilidades é explorar
a classe de solugoes nao-topoldgicas tipo Q-ball. As solugoes deste tipo
foram encontradas em um modelo anélogo, o modelo baby-Skyrme (BS)
em 241 dimensoes com potencial em forma V (ADAM et al., 2009). Le-
vando em conta a semelhanca entre solugoes encontradas em (ADAM et
al., 2009) e os resultados obtidos no presente trabalho, vamos descrever
abaixo as principais caracteristicas do modelo e das solugoes compactas
Q-balls e Q-shells encontradas em (ADAM et al., 2009).

O modelo BS ¢ definido pela densidade de Lagrangiana

L = (8,7)% — Bl0,7i x 8,72 — V (i), (2.6)

A
V2
onde i = (n', n?, n3) é um isovetor cujo domfnio é o espaco-tempo de
Minkowski (2+1) dimensional e 8 e A sdo constantes de acoplamento

positivas. Este modelo pode ser expresso em termo da projecao esfe-
rografica do campo escalar complexo u

V="_(1-n%? (2.7)

1

m(u—i—ﬂ, —i(u—a),1 — |ul?). (2.8)

ﬁ:

A lagrangiana pode ser reescrita em termos de u e seu conjugado

. w, " B (uuﬁﬂ)2 - uiﬂ?, 3 |l (2.9)
(1 + [uf?)? (L4 [uf?)* V1+[u?’ '

onde os indices em subscrito representam derivadas parciais em relagao
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as coordenadas espaciais z#, Vu € {t,r,¢}. A dependéncia de t e ¢ da
equacao de movimento é desacoplada através do ansatz

u = e'@Hne) £ () (2.10)

onde w é um parametro real, n € Z, e f(r) é uma funcao positiva
definida. Esse ansatz reduz a equagao de movimento a uma equagao
puramente radial

1 , 86f2 :—j—wz 8ﬁf’2 2
| 1+<1<+f2>2) (1 ) () +

2 , 2
Sl ()] - T -

contribuigdo de V(7))

(2.11)

onde se usou a definicao sgnf = 1,Vf > 0e sgnf =0 & f = 0.
Integrando a densidade de energia H em R? se obtém a energia total

E:Qﬂ/ooordr’}-l:%r/ooordr ((1 +4f2)2 [f'2+f2 (:z +w2)] +

326727 (02 o\ AfsenS
R () - )

(2.12)

O véacuo corresponde a f = 0. A contribuicao do potencial em forma V
é proporcional a fungao sinal de f, ou seja, a contribuicao desaparece
quando f é nulo, o que corresponde a solucao de vacuo. Quando f
é nao nulo a contribui¢ao do potencial é nao nula, ou seja, apesar de
ele nao contribuir no vécuo, se ao entorno do vacuo a funcao for nao
trivial, ele contribui com um termo constante em primeira ordem

0< f<l=sgn(f)vV1+f2~1+0(f?. (2.13)

A solugao trivial é solugao da Eq. (2.11), onde sgn f = 0. Na regido
em que a solugdo é nao trivial sgn f = 1. A solucdo completa é obtida
conectando a solugao da regiao nao trivial, chamada suporte de f, com
a solugao trivial fora do suporte. As solugoes encontradas sao do tipo
Q-ball e Q-shell compactas.
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Solugoes sao ditas compactas quando a solugdo atinge seu valor
de vacuo a valores finitos das coordenadas espaciais, ou seja, fora de
uma regiao compacta a solucao tem seu valor de vacuo. Se a densidade
de energia (£) for nula fora do suporte (sup f) e finita dentro, a ener-
gia total £ = 27 fjoooo Erdr = 2w fsupfé'rdr deve ser finita, ji que o
integrando ¢ finito e o intervalo de integracao é compacto.

Se a solucao de vacuo for trivial (fyscuo = 0), a equagdo de
movimento depender de apenas de uma funcao radial f(r) positiva
definida (que sempre tem simetria esférica, pois sé depende de r) e o
suporte for

1. sup f(r) = [0, R) ou (0, R) onde R é finito, a solugao é dita Q-
ball compacta. Em duas dimensoes espaciais esse suporte cor-
responde com um disco sem borda, enquanto em trés dimensoes
corresponde com o interior de uma esfera.

2. sup f(r) = (R1, R2), onde 0 < Ry < R finito, a solugdo é dita
Q-shell compacta. Em duas dimensoes espaciais esse suporte cor-
responde com um anel, enquanto em trés dimensoes corresponde
com uma casca esférica.

Tais solugoes compactas jé podiam ser esperadas, pois tanto po-
tencias em forma V, como a presenca do fator e’ no ansatz sao tipicos
de solugoes do tipo Q-ball e Q-shell compactas. Com esse ansatz as
equagoes de movimento se reduziram a uma inica equacao radial, ou
seja, o ansatz desacopla a dependéncia da funcdo radial f(r) das de-
mais coordenadas t e ¢ nas equagdes de movimento. Entdo, f(r) tem
simetria radial (apesar de u nao ter), e f é do tipo Q-ball ou Q-shell
compacta.

As simetrias da Lagrangiana de um modelo de solugoes compac-
tas estdo associadas a quantidades conservadas (cargas) representadas
pela letra @, justificando o nome Q-ball e Q-shell. A relacdo entre
cargas e energia determina a estabilidade das solugoes.

Seria interessante generalizar o potencial (2.7) para N campos
em 3+1 e introduzi-lo no modelo estendido SF, a fim de encontrarmos
solucoes de energia finita. Ao lidar com vérios campos complexos vamos
precisar um ansatz adequado. Para reduzir as equacoes de movimento
a uma simples equagao radial podemos escolher campos u; na forma

seguinte!
4
un(r.0.6) =\ [ 5 T (0.9) (2.14)

Iporposta por L. A. Ferreira.
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onde [ é fixo, =l < m <l e Y™ (0, ¢) sdo os harmonicos esféricos. No
capitulo 4 apresentamos a forma completa do ansatz em 3+1 dimensoes
que permite obter as solucoes do tipo Q-ball e Q-shell.
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3 O MODELO

Estudamos o modelo 341 dimensional no espaco CPY, com a
introdugdao de potencial. CPYN é um espago simétrico (HELGASON,
1978) que pode ser escrito em termos do espaco quociente CPN =
SU(N +1)/SU(N) ® U(1) onde subgrupo SU(N) ® U(1) é invariante
sobre o automorfismo involutivo (02 = 1). Uma boa parametrizagio
do espaco CPY ¢ dada em termos da varidvel principal X definida por

X(g) ==go(9)~", g € SU(N +1), (3.1)

que satisfaz X (gk) = X(g) para o(k) = k, onde k € SU(N) @ U(1).
Neste trabalho, investigamos o modelo definido pela densidade de La-
grangiana

M2
L=——Tr (X710,X)* — *V(X) (3.2)

onde M tem dimensdo de massa e o potencial V(X) serd definido
a seguir. Sem potencial, esse modelo corresponde ao modelo C PN
padrao, um caso limite do modelo Skyrme-Faddeev estendido, onde
e — 00,8 — 0,7 — 0. Assumimos a representagao (N +1)-dimensional
no qual g € SU(N +1) é parametrizado por um conjunto de N campos
escalares complexos u; como segue

*

g 1<iﬁf w), Aijzﬁéij—uiu] 9=+vV1+uf-u (3.3)

v 1 1+9’

Segue-se que a varidvel principal (3.1) toma a forma

_2_( Ivxn O 2 [ —uul i
X(g)_g_( 0 —1)TE\ a1

A Lagrangiana (3.2) torna-se mais simples se expressa em termos
de 7,

L=—Mnr,, — 2V (3.4)
onde
auuT A2 9,u 9 9 "

A variac@o com respeito a u} fornece um conjunto de equages de mo-
vimento acopladas. O termo que contém a derivada segunda pode ser
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separado depois de se multiplicar a inversa de Af], i.e. por A;jQ =

1+11ﬂ-u (5 +uju}), que dé (ver apéndice A.1)

N
(uf - 0 u)0,u; 2 oV
M, — =
00" u; — 2 T + 4M2 (1 +uf 321 Oik + uiuy,) 5“2 0.

(3.6)

Assim como o potencial em forma V na regido de minimos (2.7)
dado para um tnico campo escalar complexo u no modelo baby-Skyrme
(2.9), podemos propor um potencial de mesma forma para N campos
complexos escalares tomando

ul -

e r—— 3.7
14+ uf-u’ (3.7)

V(X):= % [Tr(1 - X))"% =

que desaparece quando u; =0, i.e, X = 1.

O potencial (3.7) generaliza o potencial (2.7), para N campos
escalares complexos 3 4+ 1 dimensionais, sendo equivalente para N =1
(um tinico campo). Nesse caso particular (C'P'), o potencial em forma
V suporta a existéncia de solugdes compactas topoldgicas e nao to-
poldgicas no modelo baby-Skyrme 241 dimensional. Nele foram encon-
trados solugoes do tipo Q-Ball compactas cuja energia é finita. Como
buscamos solucdes com energia finita no modelo tipo C P, talvez esse
potencial, juntamente com um ansatz adequado, possa levar a solugao
desejada. Conforme o apéndice A.1, a equagdao do movimento se reduz
a

T. oM )
o P CARLIC) T —Vitulu=0. (38

1+ut-u 8M 2Vl
A densidade de Hamiltoniana é dada por

5L 5L
"= 50 Y T Sia0u)

3
= —M2 (’7’00 + Z’Taa> + /sz (39)

a=1

80’Lb>}< - L

K3

onde o indice a representa as coordenadas cartesianas x®. Definimos as
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coordenadas adimensionais (t,, 6, @)

20 =rot, ' =rgrsinfcosd, x%=rorsinfsing, 3 =ryrcosb,

(3.10)

onde g ¢ um parametro constante com dimensao de comprimento. Este
pode ser escolhido como rp = M~!. A densidade de Hamiltoniana
adimensional H é definida como H := H/M* e se 1&

1 1 _
H=— l:Ttt—FTT.T,—‘rz <7’99—|— ) T¢¢>:| —|—,u2V, (311)
r sin” 0
onde fi2 = p?/M*. Consequentemente, uma energia adimensional total
é dada por uma integral sobre R3

E= [ Hdrdddpr*siné. (3.12)
R3
A parametrizacao em termos dos campos u; fixa uma simetria
global U(N + 1) no modelo para SU(N) ® U(1). O subgrupo U(1)¥
dado pelo conjunto de transformagoes

u; — ey, Viel,2,..,N (3.13)

onde os «; formam um conjunto de N parametros continuos reais e in-
dependentes. Pelo teorema de Noether, a essas 2] + 1 simetrias devem
estar associadas 2] + 1 quantidades conservadas (veja apéndice B.2).
Conforme o apéndice A.4, as cargas estdo relacionadas a integrais so-
bre R? de correntes conservadas JZ associadas com a simetria (A.37).

Podemos definir a corrente adimensional J;, = M _3.];” onde

. N
Fi _ FA2 G 5 kA2,
=1 MTu 5 2 [ur AL s — G Adui] (3.14)
J=1
e 9y, :=ryd, = M~19, sdo derivadas em relagao as coordenadas cur-
vilineares adimensionais #* := ry'z*. As correntes devem satisfazer

a equagao da continuidade 8“Jl(f) = 0. Integrando essa equagao em
[t/ "] x R3 descobrimos que, quando os componentes espaciais das cor-

rentes de Noether desaparecem no infinito espacial, entao as cargas

QY = / REmI (3.15)
]RS
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sdo conservadas. Tais cargas sdo fundamentais na andlise da estabili-
dade de solugbes nao-topolégicas (veja secdo 4.6).
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4 Q-BALLS E Q-SHELLS COMPACTAS EM MODELOS
TIPO CP2L+1

4.1 O ANSATZ

No caso do espaco CP?*1 [ =0,1,..., os campos u; podem ser
parametrizados por harmonicos esféricos que formam a representacao fi-
nita das autofungoes da parte angular do operador de Laplace. Por con-
veniéncia rotulamos 241 campos escalares complexos como u_g, . . ., u;
ao invés de wuy, ug, ... ug 1. Consideramos o ansatz

U (t,7,0, ¢) = o F(r)Y(6, )™, (4.1)

21 +1
onde [ é fixo e =l < m < [. Nosso ansatz (4.1) acrescenta uma de-
pendéncia temporal ao ansatz (2.14), onde o termo ™! é compativel
com ansatz de modelos com solugoes do tipo Q-ball e Q-shell com-
pactas, como o ansatz (2. 10) dado em modelo Baby-Skyrme com po-

tencial (2.7). O fator 21+1
S Y5 (0,0)Yim(0,¢) = ZEL. TIsso faz com que uf - u = f2(r)

m=—I
dependa somente da coordenada radial r, sem nenhum fator multipli-
cativo que dependa de [. Similarmente, muitas outras expressoes se

anulam ou dependem apenas da coordenada radial (veja apéndice B.1)

foi escolhido por conveniéncia, ja que

ul - Oyu = iwf? u' - ou=f'f u' - 9pu =0 ul - dgu = 0.

Além disso, a parte angular do primeiro termo de (3.8) contribui com
um termo proporcional a L2Y;™ = [(I + 1)Y;™, onde o operador L? ¢
definido em eq. (A.30). Segue-se que a equacdo do movimento (3.8) se
reduz a uma equagao diferencial ordinaria na variavel r

o dre (o - ) - Pt it = VI T
(4.2)

onde se define sgn (f) :=1,Vf > 0e sgn(0):=0.
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4.2 ENERGIA E QUANTIDADES CONSERVADAS

A energia total adimensional do nosso modelo pode, em virtude
do ansatz (4.1), ser dada por

E=4n /OO drr*H(r). (4.3)
0

onde H(r) tem a forma

_ 4 2 2 l(l+1> ~2fsgn(f)
H(T)—W{f +(w +— (1—|—f))f}+,um.

(4.4)

A contribuigao dos termos Ty, Tge € Tee, calculados a partir de

(3.6), a energia total pode ser expressada em termos de cargas ng)

Q(m), onde m = —I,...,1, conforme o apéndice B.2. Elas sdo quan-

tldades conservadas associadas as simetrias (A.37) provindas da con-

servagao das duas unicas componentes ndo nulas das correntes (3.14)
em termos das coordenadas (t,r,6, ), nomeadas

; =) p?
J (r,0) = 80 P/ (cos6))? 45
t (T’ ) w(ler) (1+f2) ( l (COS )) ’ ( )
7(m) C=m)! J? oo
4.
J ( ) 8m(l+m)'1+f2(l (COS ))3 ( 6)
onde representamos o indice ¢ = 1,...,2] + 1 por um mais adequado,
m = —I[,...,l. Claramente, estas correntes sdo conservadas, i.e. a#J,Y”)

0, pois jr(m) =0= jg(m) e as componentes nao nulas jt(m) e jém) nao

dependem de t e ¢. Como ambas as componentes jt(m) e jém) sao
independentes do tempo, podemos introduzir um conjunto de cargas
conservadas correspondentes a estas componentes

(my _ 1 3~ 7(m) _ 6w /°° . f?
: .—2/deth (r,@)—w2l+1 ; drr EYEE (4.7)
N(m) o0 2
m)._ 3 [ p=te (n0) 487 / f
Qg .f2/de 2 =M ; dr1+f2 (4.8)

onde a relagao de ortogonalidade padrao das fungoes associadas de Le-

gendre foram usadas f_ll dz(P"(z))? = mzﬁ ngzg: Essas férmulas nos
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permitem reescrever uma parte da expressao da energia total (4.3) em
termos de ng) e Qém)

B P Y i _o fsgn(f) l (m) (m)
E—47r/0 drr <(1+f2)2 +i m)—i-mzl (th +mQy )7

(4.9)

onde usamos Zin:—l m? = I(1+1)(2l41). Note que a carga Q; aparece

naturalmente como integracao da equacao de continuidade no hipervo-

lume [t', "] x R3. Esta carga tem o mesmo valor para todos os valores

de m. Vamos nos referir a esta quantidade conservada chamando-a

carga de Noether enquanto as quantidades conservadads Q((bm) vamos
chamar simplesmente de cargas.

4.3 EXPANSAO NO CENTRO

A funcao f(r) pode ser representada em série de poténcia em
r=20

Fr) =" apr®. (4.10)
k=0

Substituindo a série (4.10) na equagao de movimento (4.2) nos obtemos

> bt =0, (4.11)
k=0

onde todos os b; devem ser nulos, para que o polindmio acima seja
identicamente nulo. Os trés primeiros coeficientes by tem a forma

bo = 1(1 4 1)ao,
bl = (l — 1)(l + 2)0,1,

su? 2(a? + alw?
bgz(l—Z)(l—l—?,)ag—l—%\/l—&—a%—i— [(10)_w2 agp.

1+a3

A equagao polinomial (4.11) s6 pode ser satisfeita se escolhermos
ay de maneira a anular todos os coeficientes by, tornando a série identi-
camente nula. A dependéncia de [, que determina o ntimero de campos
complexos escalares u; nas equacgoes de by, fazem com que as solucoes
tenham diferentes formas para l =0, =1 e [ > 2. Por serem qualita-
tivamente diferentes, temos que estudar cada caso separadamente.
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4.3.1 Caso 1=0

Para | = 0, a equagao (4.11) é satisfeita independente do valor
de ag, ou seja, I =0 = by = 0,Vag € R. Devido a positividade de f, o
coeficiente do termo dominante da expansao sempre deve ser positivo,
no caso, ag deve ser um parametro livre positivo. Para satisfazer (4.11)
também devemos ter a; = 0. Observamos que para algum n fixo impar
ea; = az = ... = ap—o = 0 e coeficiente b,, tem forma b, = a,(l —
n)(l4+1+n), ou seja, para anular (4.11) em ordem n precisamos escolher
também a,, = 0. Entao todos os coeficientes dos termos de ordem par
superior a O(r!) podem ser determinados em termos de ag,w, i e os de
ordem fmpar sdo nulos, ou seja, as; = az;j(ao,w, 1) € azj+1 =0,Vj € N.
A solugdo comega um valor ag e primeira derivada nula no centro.
Expandindo f(r) em torno de r = 0 temos

~2

F(r) = ag + [“

5 ao(l —ajw?)
48

1+a? ) }7’2+0(T4). (4.12)
Para cada escolha do coeficiente ag a expansao de f no centro fica intei-
ramente determinada, ja que fi? é fixo. Munidos dos coeficientes dessa
expansao podemos, através do método descrito na segao 4.5, integrar
numericamente a equagio de movimento (4.2), e obter f. Desta forma,
se torna conhecido se a f e f’ tem alguma irregularidade como, por
exemplo, singularidade ou descontinuidade. Entao, o valor de a(y deter-
mina se a funcao f é regular em R, ou seja, se é analitica e injetiva
nessa regiao. Tal propriedade é 1til, pois grandezas como a densidade
de energia (4.4) dependem de f e f'. Basta f ser descontinua em um
ponto para que f’ seja singular e, consequentemente, H seja singular
nesse ponto, levando a uma energia total infinita.

A andlise numérica mostra que se a funcao for crescente na ori-
gem, ela cresce infinitamente com o aumento de r. f/(0) = 0 indica que
r = 0 é um ponto critico, e que o termo dominante que determina o
comportamento com 7 é o termo de segunda ordem. Entao, para que a
fungao decresca e atinja a condigao de borda temos que f deve ter um
maximo local no centro o que implica em

~2 2,,2
i 5 ao(l—agw?)
=—4/1 - <0,
©CERVITOT Tga 1w
/12 2\3/2 2 2 1 /12 2\3/2
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02 04 06 08 100

Figura 1 — Regiao as < 0 em fungao de ag e w para o caso I = 0 onde
tomamos adicionalmente i = 1.

A regido as < 0 vista na Fig.1 sugere que existe um valor minimo
wpm de w abaixo do qual nao existe solucao do tipo compacton. Note
que a borda da Fig.1 nao determina o valor de w,,, mas impGe uma
limitagao para os valores de w. O valor exato de w,, para cada valor de
I pode ser obtido numericamente achando solugbes da equagao (4.2),
para w cada vez menores até que nao haja mais solugao.

A partir da expansao de f(r) podemos utilizar (4.4) para deter-
minar a expansao da hamiltoniana H(r) em torno de » = 0 e observa-
mos que ela nao se anula no centro

a2 4agw?

+
Vita: (1+aj)

H(r)=ag

S| +00?) (4.14)

4.3.2 Caso 1=1

Para | =1 a equagao (4.11) é satisfeita com ag = 0 e é indepen-
dente de a;. Entao a; é o parametro livre e a,, = a,(a1,w, 1), Vn > 1.
Os trés coeficientes dos termos de menor ordem sao

ﬂQ

576

ay

=1 (1203 — w?).  (4.15)

(2a; — w2) , a4

i

az = ’ as

A solugao comeca na origem com primeira derivada nao nula, ou seja,
tem comportamento linear dominante na origem. Assim como no caso
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Il =0, a densidade de energia também nao se anula no centro

7
H(r) = 1243 + 2i%a, r + [

a4 2 3
T 8a1} s+ O(r°). (4.16)

Note que H serd nulo no centro, de acordo com (4.4), se e somente
f(0) = f'(0) = 0. Como em fI=9(0) £ 0e fU=1(0) # 0 a densidade
de energia no centro nao atinge o valor de vidcuo no centro paral = 0, 1.
Isso nao é necessario para termos solugoes compactas do tipo Q-ball,
pois nesse caso existe uma tunica borda em r = R onde a funcao deve
atingir seu valor de vacuo para que a energia total seja finita.

4.3.3 Caso 1=2

Para [ > 2 a equagao (4.11) é satisfeita se, e somente se, ag =
a1 = 0. Isso implica que para [ = 2 o coeficiente by = %2 #0ea
equacao do movimento nao pode ser satisfeita, ou seja, nao ha solugao
nao trivial na vizinhanga do centro. Se [ > 3, para termos by = 0 de-
vemos tomar as = 78(l+)2(l_3) < 0, mas ay é o coeficiente nao nulo de
menor ordem de f, entao ele determina o comportamento dominante
de f na vizinhanga do centro onde f seria negativa, violando a positivi-
dade definida de f. Conclui-se que para [ > 2 a tnica solugao possivel
na vizinhanca da origem é a solugéo trivial, pertencente ao vicuo. Se
houver solucao nao trivial, ela deve sair do vacuo a algum valor finito
de » = R;, e voltar ao viacuo em algum outro valor finito r = Rs.
Para entender o comportamento dessa classe de solugoes é necessario
analisar o comportamento nas bordas.

4.4 EXPANSAO NA BORDA

A solugdo de vécuo f(r) = 0 assegura que fora do suporte a
funcao se conecta ao estado de energia nula. Para que a densidade de
energia (4.4) seja continua f(r) e f/(r) devem ser continuos. Como
solucdo de vécuo é identicamente nula (tem todas as derivadas nulas)
a solucao dentro do suporte deve se conectar com a(s) borda(s) com
f(R) = f'(R) =0, onde R é o raio do compacton no caso { = 0,1 e R;
ou Ry no caso [ > 2. Expandindo em torno da borda, onde a fungao e



37

sua primeira derivada sdo nulas, f pode ser representada por
fr) =" Ap(R—r)". (4.17)
k=2

Substituindo essa equagéo na equagdo do movimento (4.2) podemos
determinar os coeficientes Ay em termos do raio do compacton
fi fi fi
Ay = — Az = Ay = ——
16 T UR ‘T 192 R?

[1(1+1)+8—R%w?]. (4.18)

Podemos observar que apenas os Ay para k£ > 4 dependem de [, ou
seja, as solugoes tem comportamento dominantemente quadratico em
torno da borda, independente de [. O mesmo ocorre para a expansao
da densidade de energia na(s) borda(s)
[L4
96 R?

H(r)= E(R—r)z—l—ﬁ(}?—r)?’—k
-8 6R

(4.19)
que também depende explicitamente de [ sé nos termos de ordem
quéartica ou superior. Ag em (4.18) s6 depende de fi e todos os Ay
para k > 3 dependem também de R, ou seja, R é um parametro livre
e A = Ax(R, i), para k > 3. Em particular, paral > 2, R = R; e
R = Rs sao parametros livres, mas nao sao independentes. Para que
ambas as condicoes de borda sejam satisfeitas, pode-se variar numeri-
camente Ry ou Re em uma das bordas até que satisfaga as condigoes de
contorno da outra borda (veja secdo 4.5). Nesse trabalho, escolhermos
variar R, sendo ele o Uinico parametro livre para VI > 2. Entao, tais
solugoes devem ser nao triviais somente em uma regiao (R, Rs), sendo
do tipo Q-shell compactas.

4.5 SOLUCOES NUMERICAS

Nos adotamos o ‘shooting method’ para integrar a equacao radial
(4.2). Ele consiste em variar (chutar) os parametros livres até que se
atinja a condigao de contorno. No nosso caso, escolhemos variar os
parametros livres no centro » = 0 para l = 0,1 e em » = R; até que
se atinjam as condigoes de borda em r = R, onde R representa o raio
do compactom no caso [ = 0,1 e Ry para [ > 2. Também poderiamos,
variar o parametro R até que se satisfizessem as condicoes de centro
(I =0,1) ou da primeira borda (I > 2). Para cada valor de [, temos

[41(1 4+ 1) + 26 — R*w?] (R—7)"+. ..
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um tnico parametro livre, ag, a1, R1 (I = 0,1 e [ > 2 respectivamente),
a ser variado até que se atinja a condi¢do de borda f(R) = f'(R) = 0.
Variando o parametro livre temos 4 classes numeéricas de solugoes:

1. Solugbes que crescem indeterminadamente com r, tendo energia
infinita.

2. Solugoes que ultrapassam o eixo r sem satisfazer a condigao de
borda, isto é, se tornam negativas violando a positividade de f(r).

3. Solugoes que oscilam sobre uma reta paralela ao eixo r, tendo
energia total infinita.

4. Solugoes que satisfazem a condi¢ao de borda, isto é, para algum
valor finito de R atingem f(R) = f/(R) = 0 e conectam a solugao
nao trivial com f(r) = 0,Vr > R, tendo densidade de energia
continua e energia total finita.
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15 — ftipo 1
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Figura 2 — Para 1=0: Em (a) solugdo tipo 1. Em (b), de cima para
baixo no centro, solugao tipo 2, tipo 4 e tipo 3, respectivamente.

A tnica solucéo fisica possivel é a do tipo 4. Podemos observar

numericamente que

1. Para [ = 0, f deve ser monoticamente decrescente, tendo dois

pontos criticos, um no centro r = 0 e o outro na borda (minimo

absoluto, vacuo). Entao a condigdo de borda sé pode ser satis-

feita no segundo ponto critico (segundo menor valor de r tal que
1N . o L

f'(r) = 0), ou seja, no primeiro minimo com r # 0.

2. Para [ = 1, a solugdo nao tem ponto critico no centro, mas nu-

mericamente observamos que ela tem um unico méximo local e
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um tnico minimo local que também é minimo absoluto (vdcuo).
Entao a condicao de borda também sé pode ser satisfeita no se-
gundo ponto critico, ou seja, no primeiro minimo para r # 0.

3. Para [ > 2, a solugao tem um minimo em r = R;, um maximo
local, e outro minimo local e absoluto, tendo 3 pontos criticos ao
invés de 2. Entao a condi¢ao de borda sé pode ser satisfeita no
terceiro ponto critico, ou seja, no primeiro minimo para r # R;.

Fixo um valor de w, para cada escolha do valor do parametro
livre (ag, a1, R1) nos integramos numericamente a equagao radial e de-
terminamos numericamente o segundo menor valor de r para [ = 0,1,
ou o segundo menor valor de r > Ry para VI > 2, tal que f'(r) = 0.
Tal valor de r é representado por R e deve corresponder a um valor
de minimo local. O valor de f(R) é utilizado para modificar o chute
inicial, de forma a escolhermos o parametro livre que faca f(R) — 0.
Paramos de variar o parametro livre quando |f(R)| < 107¢, e tomamos
a solugao encontrada como solugao numérica.

H(r)

(r) 1.5
06

1.0
04

02 05

2 4 6 g "
-0.2 2 4 6 g "

(a) (b)

Figura 3 — Paral =0 e w = 1.0: Em (a), de cima para baixo, a fungio
radial f(r) e sua derivada f/(r). Em (b) e a densidade de energia H(r).
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Figura 4 — Paral =0 e w = 5.0: Em (a), de cima para baixo, a funcao
radial f(r) e sua derivada f/(r). Em (b) e a densidade de energia H(r).
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Figura 5 — Paral = 0 e w = 10.0: Em (a), de cima para baixo, a funcao
radial f(r) e sua derivada f/(r). Em (b) e a densidade de energia H(r).
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Figura 6 — Paral =1 e w = 1.0: Em (a) a fungao radial f(r) e em (b)

a densidade de energia H(r).
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Figura 7 — Paral =1 e w = 5.0: Em (a) a funcao radial f(r) e em (b)
a densidade de energia H(r).
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Figura 8 - Paral =1 e w = 10.0: Em (a) a fungao radial f(r) e em (b)
a densidade de energia H(r).
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Figura 9 — Paral =2 e w = 1.0: Em (a) a funcao radial f(r) e em (b)
a densidade de energia H(r).
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Figura 10 — Paral = 2 e w = 2.0: Em (a) a fungao radial f(r) e em (b)

a densidade de energia H(r).
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Figura 11 — Paral = 2 e w = 3.0: Em (a) a funcao radial f(r) e em (b)

a densidade de energia H(r).

f(r)

0.4
0.3
0.2

0.1

0.04
0.03
0.02
0.01
2 2 6 g '
(b)

Figura 12 — A fungao radial f(r) paral =10e¢ (a) w = 1.0, (b) w = 3.0.
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Das Fig.3 a 12 podemos perceber que o raio do compacton R no
caso | = 0,1 e a largura do compacton dR := Ry — R; no caso [ > 2,
diminui com o aumento de w. O mesmo ocorre para f e |f’| cujos
valores maximos decrescem rapidamente com o aumento de w. Como
a densidade de hamiltoniana depende de f e f’, ja era previsto que ela
decresceria, como se vé nas figuras, mas como o intevalo de integracao
é dado pelo raio do compacton, a energia total deve diminuir ainda
mais rapidamente com o aumento de w, ja que o raio diminui. Esse
comportamento independe do valor de [, e pode ser visto nas figuras
abaixo para diferentes valores de w.

(R:=Ry) ! (R=Ry) ™"
0.4 20
0.3 1.5
0.2 1.0
0.1 05
/10 12 14 16 18 20 “ 3 y) A PR
(a) (b)
Figura 13 — A inversa da largura do compactom 0R := Ry — R; em

dependéncia de w para (de cima para baixo) [ =0,l=1el=2. O
raio interno Ry =0 paral=0el = 1.

Na regidao de w > 1, R~ (w) é aproximadamente linear, con-
forme a Fig.13 (b). Da andlise numérica, nao foi possivel encontrar
solugbes abaixo de um w critico w, =~ 0.83, para nenhum valor de I.
Assim, as figuras tornam claro que existe um limite inferior para w
independente do valor de I, o que ja era esperado em | = 0 devido
a desigualdade (4.13). Como o comportamento para w > 1 é linear,
e para w =~ w. € quadratico, o ajuste mais simples que reproduz esse
comportamento em ambos os regimes é uma fungao racional

24bw+ec
SR) l(w) =Y oY 42
(R w) = (420)

Os coeficientes da curva obtidos pelo ajuste sao representados na Tabela
1.
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| L o [ & [ e [ d [ e |
—0 | 2223.78 | —1385.73 | —357.34 | 10044.60 | —6859.62
[=1 | 5386 | —3661 | 5386 | 89.62 | —244.81
— 2| 16946 | —11827 | —15.73 | 131628 | —960.93

Tabela 1 — O ajuste dos coeficientes.

A expansao assintdtica no regime de w grandes é dada por

SR = %w + % +Ow™). (4.21)

O ajuste (4.20) com os coeficientes determinados na tabela 1
permitem calcular o comportamento assintético (w — 00)

IR Ly = 0221w +0.012 + O(w™ 1), (4.22)
GR;Ly) = 0.158w +0.006 + O(w™1), (4.23)
IR L, = 0128w +0.004 + O(w™!). (4.24)

Para cada valor de w onde calculamos o raio do compacton também
calculamos a energia total.

£-15 ES
08 35
o6 3.0
' 25
04 2.0
15
0.2 1.0
05

10 12 14 16 18 20 Y 2 4 6 8 0%

(a) (b)

Figura 14 — A energia da fungdo compacta em relacdo a w para (de
cima para baixo) [ =0,l=1and [ = 2.

Reproduzindo a anélise, observamos que E~/5(w) é linear no regime
w > 1. Na regiao de w pequeno, hd um desvio no comportamento
linear. Como a curva de Fig. 14 tem exatamente o mesmo compor-
tamento da curva da Fig. 13, podemos utilizar a mesma forma do
ajuste para E~/5 que usamos para R~', ou seja, um ajuste da forma
E~Y5%w) = (aw? + bw+¢)/(dw + €), onde a,b,c,d, e sdo constantes
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determinadas pelo novo ajuste. O comportamento assintético de E~1/5
para ft =1, w > 1 é dado por
E 2 =0.369w+0.014 + O(w™), (4.25)
E 1) = 0287w +0.004 + Ow™), (4.26)
E MY =0.243w40.005 + O(w ™). (4.27)

(1=2)

As quantidades conservadas le) (carga de Noether) e QE;) também
podem ser plotadas em funcao de w.

(Qt)—1/6 (Qg)—1/5

5
4
3
2
1

(a) (b)

Figura 15 — (a) Carga de Noether le) paral=0,l=1and [ =2. (b)
Carga Q((;) para (de cima para baixo) { =2,/ =1and [ =0.

Conforme Fig. 15, as curvas exibem o mesmo comportamento de
R~Y(w) e E~Y/5(w) no regime de w > 1, onde Q') «c w=F e QS) x w3,
ja que
Q' =ayw+b + 0w, Q,'° = azw+by+ O™
(4.28)

| [ oo [ & [ a | b |
=0 || 0504 | 0.017 || 0.384 | 0.003
[=1 | 0491 | 0.008 | 0514 | 0.001
2 || 0466 | 0.009 | 0.573 | 0.007

Tabela 2 — Expansio no regime w > 1, Qt_l/G =aiw+by e Q;l/s =

aow + bg.



47

A fim de estudar a estabilidade das solugoes, que depende da
relacao entre energia e carga de Noether, também plotamos em Fig.16
o comportamento de £ com le) e Q((;)

(E)—1/5 (E)71/5
35 35
3.0 3.0
25 25
20 2.0
15 15
10 10
05 05
Ty Ty s @™ 1 2 3 Q™

Figura 16 — (a) Energia—Qil) dependéncia para (de cima para baixo)
l=0,l=1el=2.(b) Energia—Qg) dependéncia para (de cimpa para
baixo) [ =0,l=1and | = 2.

Conforme a segao 4.6, existe uma boa justificativa para que
solugbes compactas cuja energia for relacionada com a carga de No-
ether por E o Q¢, com 0 < d < 1, sejam estéveis, isto é, ndo decaiam
espontaneamente em duas ou mais solugées compactas de mesmo tipo
(Q-ball para I = 0,1 ou Q-shell para I > 2).

L oo | b [ a [ b |
[=0 || 0731 | 0.003 ] 0.960 | 0.016
=1 || 0584 | 0.001 | 0.557 | 0.008
I=2 | 0522 | 0.001 | 0.424 | 0.004

Tabela 3 — Expansdo no regime w > 1, E71/5 = ath_l/G—i—bl e B-1/5 =
a2Q,"" + b

O ajuste linear cujos coeficientes sao dados pela tabela 3 mostra que a
energia se comporta como E Qt e B x Qg para w > 1. Também
fica claro da Fig. 16(a) que F « Qt é uma excelente aproximagcao para
todos os valores de @y calculados. Nesse caso, d = 2 < 1 e as solugoes

nao devem possuir dependéncia temporal diferente do que a dada pelo
fator €™ (veja segao 4.6).
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Finalmente, plotamos o raio médio do compacton Ry := %(Rl +
R3) em fungao de I.

(a)

Figura 17 — (a) O raio médio Ry = 1(R; + R2) da Q-shell compacta
em funcao de [ = 2,...,10. De cima pra baixo: w = 1.0, w = 2.0 e
w = 3.0. (b) A raiz quadrada da energia do compacton em fungéo de
1=2,...,10.

Fig.17 mostra Ry para |l = 2,3,...,10 e trés valores de w = 1,2, 3, de
onde se vé que o raio médio do compacton cresce linearmente com /. Um
ajuste linear nos da Ry ~ 1.31 +2.06[ para w = 1.0, Ry ~ 0.4440.791
paraw = 2.0, Ry =~ 0.294-0.52[ para w = 3.0. O raio médio R, decresse
conforme w cresce. Claramente, as solugoes compactas do tipo Q-shell
(VI > 2) se tornam mais estreitas quando w aumenta e de acordo com
Fig. 3 a 12 elas tem menor amplitude quando [ cresce.

A Fig.17 (b) mostra que a rafz quadrada da energia em fungéo
de 1 é linear. O ajuste é dado por VE ~ 15.13 + 18.38 para w = 1.0,
VE =~ 1.59 + 2.231 para w = 2.0, VE ~ 0.56 + 0.80 para w = 3.0.

Fica claro em todos os ajustes em funcao de w acima, de w = 2
que o comportamento é aproximadamente linear, ou seja, a regiao w
grande corresponde com [2,00) com boa aproximagdo. Seria interes-
sante justificar esse comportamento, se possivel, em termos de resulta-
dos obtidos analiticamente. Na regiao w grande, onde hé linearidade
das quantidades R~!, E~1/5, Qt_l/ﬁ, Q;1/5, temos f e f’ muito pe-
quenos. Isso sugere que a equagdo de movimento radial (4.2) (insolivel
analiticamente) pode ser aproximada por uma equagdo linear permi-
tindo uma analise baseada em solugoes exatas (veja capitulo 5).
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4.6 ESTABILIDADE DAS SOLUCOES

Conseguimos encontrar solugoes de energia finita do tipo Q-ball
e Q-shell compacta simples (ndo multiplas) e analisar seu comporta-
mento assintético, onde foi possivel encontrar solugoes exatas. Nos
resta mostrar que tais solugbes sao estdveis, isto é, que as solugoes do
tipo Q-ball ou Q-shell compactas nao se quebram espontaneamente em
duas ou mais solugoes do mesmo tipo.

A carga de Noether é uma quantidade conservada aditiva, ou
seja, a carga total é a soma de todas as cargas individuais de um sistema
fechado. Isto implica que se uma solucao estiver no estado de uma tinica
Q-ball compacta (dita estado simples) e se partir em A solugoes do tipo
Q-ball compacta (dita estado muiltiplo), a carga de Noether total do
estado multiplo Qx (soma das N cargas individuais (Q)) é igual a
carga de Noether do estado simples inicial @Qg, ou seja

N
Qo=Qz =) (4.29)

k=1

O mesmo vale para as solugoes do tipo Q-shell. Se a energia total
é proporcional a @@ a alguma poténcia d, ou seja, satisfizer a relacao
E=aQ= Q= BE7, onde a é uma constante de proporcionalidade e
8= a~4. A aditividade e conservagao da carga, somado a relagao entre
carga e energia, determina se a energia de um estado simples é maior,
menor ou igual a energia de um estado miltiplo de mesma carga. A

1
carga do estado simples Qg = ﬁE‘i e a carga total do estados multiplo

Qs = Zk 1Qr = ﬁzk 1 B, sao correlacionadas por

N N d
1 i i
Qo=Qx & E; =B) Bl & E= (ZE,5> . (430)
k=1 k=1
Mas
N d >Z§[/=1Ek, se d>1,
> B =N B se d=1, (4.31)
k=1 < Eﬁle Ey, se d< 1l

Se o suporte de cada uma das solugdes do estado multiplo nao
se sobrepor em nenhuma regiao ao suporte das demais, as solugoes nao
vao intera}\%lr e a energia total serd a soma das energias individuais
(Ey = . Assim, os somatérios de Ejy da desigualdade (4.31)
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representam Fy. Como as solugoes sempre tendem ao estado de menor
energia, se Fy < Fy, o estado simples nao se transforma espontanea-
mente em um estado multiplo, mas o contrario deve ocorrer, fazendo
com que o equilibrio seja estavel. De maneira andloga, se Fy > Ex o
equilibrio ¢é instavel e se £y = Ex, ambos os estados sao degenerados
e a andlise da instabilidade, por estes argumentos de correlagao entre
energia e carga, é inconclusiva. Substituindo o conjunto de equagao e
inequagoes (4.31) em (4.30) concluimos que

Ey > Ex, = solucao instével, sed>1, (4.32)
Ey = Ex, = anélise inconclusiva, se d = 1, (4.33)
Ey < Ex; = solucdo estédvel, se d < 1. (4.34)

A andlise das solugGes numéricas em nosso modelo paral =0,1,2leva a
conclusao que temos F Q% = d = 5/6 e, portanto, todas as solugoes
encontradas sao estaveis. Esta é uma boa justificativa da estabilidade,
mas nao é uma prova rigorosa, na medida em que se sup6s que nenhum
suporte dos A compactons se sobrepoe em qualquer regiao espacial. No
caso de dois ou mais suportes se sobreporem, a energia total do estado
multiplo nao é mais necessariamente a soma das energias individuais
de cada solugéo (Eyx # ZQ; EL) o que faz com que a andlise acima
nao seja mais valida. A interacdo entre compactons pode ser altamente
complexa e foge do escopo deste trabalho.



51

5 O MODELO LIMITE

5.1 SOLUCAO EXATA

Na regido de 6megas grandes tanto f(r) quanto f’(r) se tornam
muito pequenos, nos permitindo fazer uma aproximagao de 1* ordem
na equagao de movimento (4.2) que se reduz a

2 I(l+1 2
f'r)y+=f"(r)+ (w2 — (—;)) flr) = %s, onde s = sgn f(r).
r r
(5.1)
Essa equagao do movimento € linear dentro do raio do compacton. Fora
desse raio a equagao é trivial (portanto também é linear), sendo linear
Vr € R;. Reescrevendo em termos dos campos u;
2

R L S—) (5.2)

8M2 \/uf -

observamos que a equacao (5.2) é andloga a equacao signum-Gordon
complexa, mas com 2] + 1 campos escalares complexos ao invés de um
unico. Isto nos leva a chama-ld de equagdo tipo signum-Gordon. No
caso em que [ = 0, temos um tnico campo e essa equacao é exatamente
a equagao tipo signum-Gordon

O%u+ N sgnu =0, onde A € R.

As solugoes da equagao (5.2) correspondem com o caso limite
u; — 0 no modelo tipo CPY definido em (3.8). A aproximacdo nos
permite buscar solugoes analiticas da equacao linearizada aproximada
(5.1) o que nao era possivel na equagdo original completa (4.2). Es-
sas solucoes analiticas, se encontradas, podem ser comparadas com as
solugoes numéricas para determinar a regiao no espago do parametro w
em que a solugao analitica é préxima da solugao numérica. E conveni-
ente fazer um reescalamento x := rw, o que torna equacao radial mais
simples e a dependéncia explicita de w é isolada do lado direito

o+ 2w+ (1- ) flo) s, 63

€T

onde f(z) := f(£) = f(r), f'(z) = % ea? = £, A densidade de
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energia tem a forma

H(r) = 4w? (fg) + (1+ l(l;l)) 2 + i fsen(f).  (5.4)

A constante de acoplamento adimencional do potencial é definida por
2

p? = 4%, Como sgn f(r) = sgn f(x), dentro do raio do compacton
sgn f =1 e fora sgn f = 0, onde a equacio ¢ trivial. Devido a lineari-
dade, a solugao completa é igual a soma da solugao homogénea com a
solugao particular. Como a equacao homogénea é a equagao de Bessel

esférica
P@s i@ (- fm -0 )

logo, para cada valor de [ a solugao homogénea é dada por

fr(z) = Aji(x) + Bny(x), (5.6)

onde j;(x) é a funcdo esférica de Bessel de ordem [, n;(z) a fungio
esférica de Neumann de ordem [. A e B sdo constantes que dependem
do valor de | que podem ser determinadas pelas condi¢oes de contorno.
Como o Wronskiano

W) = jule)ni(e) — Gi(e)mr) = 75 #0

é nao nulo, essas fungoes sao linearmente independentes.
Para cada valor de [ a solucao particular pode ser construida
pelo método da variagao dos parametros, isto é, tem a forma

fp(@) = a(x)ji(z) + b(z)m(z), (5.7)
onde a(x) e b(x) sao tais que satisfazem duas restrigoes

d(2)ji(x) + V' (@)m(z) =0 e a'(2)ji(@) + ¥ (2)nj(x) = o”.

Integrando as solugoes a'(z) = —‘fwni(lig)”) eb(z) = —a;?(lg) en-

contramos
a(z) = —a2/dx x?ny(x), b(z) = o? /dm 225 (x).  (5.8)

As solugoes particulares fp(x) sao dadas em termos das funcgoes
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esféricas de Bessel e Neumann e, dependendo do valor de [, do seno
integral Si(z) := [ dt®2L e cosseno integral Ci(z) := — [ dt<=t,
As primeiras cinco solugdes particulares (I =0, 1,2,3,4) sdo

=70 (@) = o2, (5.9)

) = a2

|
Q

2

1+ 2) : (5.10)

L+ 5+

(
fI=9(2) = o? (1 + ;) + 3a? [Ci(z)j2(z) + Si(x)ns(z)], (5.11)
(

12 12
0> , (5.12)

x4

~ a?
FU=(z) = o? (1 T 125;45) + 2 [Gie) ) + Si(x)na(a)].
(5.13)

As solugoes numéricas se dividem em trés casos qualitativamente
diferentes, [ = 0,1 e [ > 2. Entao, vamos analisar cada caso no limite
w > 1, na tentativa de justificar os resultados obtidos numericamente.

5.2 SOLUCAO DA EQUACAO APROXIMADA PARA L =0 (CP?)

Para [ = 0 as solugoes sao do tipo Q-ball compacta e, portanto,
sdo nao triviais apenas em (0,zr). Temos trés parametros a deter-
minar, as constantes A, B da solucao homogénea e o raio adimensio-
nal do compacton rg. Para determina-las utilizamos trés condigoes,
a condigdo de centro f(0) finito e as condi¢oes de borda f(xgr) =

f'(xr) = 0. A solugéo completa
F=9(2) = a? 4+ Ajo(z) + Bng(z).

Da condigao de centro, podemos determinar B. Como ng(z) diverge em
r = 0 e jo(z) ndo, para que f(O) seja finito, temos B = 0. As constantes
A e zr podem ser determinados através da equagdo da borda. De
f(29) =0, onde =% = xR temos

Fla) = a* + Ajo(a) = 0= 4 = -

Jo(x9)
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Entao a solucdo tem a forma

Fla) = a2 (1 - ‘70(:”()))) .

Jo(z?
Como jo(x) = Sl% a equacdo para determinar x¥ tem a forma
, 9. y cosx sinzx
fi(=) a”jp(z) Jo(x) T 2
N—————’
—j1(@)
ou )
B(x) = cosx — ) (5.14)

Muiltiplos valores de 2 podem satisfazer essa equacdo, contudo ela s6
é valida dentro do suporte do compacton (onde sgn f =1). Uma vez
atingida a condi¢ao de borda a solugao se torna trivial f () =0 =
sgn f =0 e a equacao (5.14) deixa de ser vélida. Entdo, o menor valor
nao nulo de #) que satisfaca a equagao acima é o raio do compacton
zg. Plotando f'(z) podemos determinar numericamente o valor de z9
determinando o menor valor de x para o qual a fungdo B(z) corta o
eixo x com x # 0, ou mais exatamente, o menor valor positivo de x tal
que B(z) =0, que é 2 = 4.49341. Este é o primeiro zero de j; (x) bem
conhecido e catalogado na literatura.

0d

0.4
0.3
0.2

0.1

0.0 X

-0.1

Figura 18 — 3 em funcio de x, onde (2 = 4.49341) = 0.
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A solugdo linearizada aproximada para [ =0 é

N 2 (1 _ Jo(=) 0
FE (@) =3¢ (1 jo(sz)) V0.2 de 29 — 449341,
0, Vo > )
(5.15)
Da defini¢ao da varidvel x := rw obtemos
R =2 % 0222540,
af

Esse resultado exato justifica o comportamento linear de R~ com w

para [ = 0 na regido de w grande encontrado numericamente. O co-

. . 1=0 .
eficiente angular encontrado numericamente era c,(wm) = 0.221 que ¢
(1=0)
exata —

muito préximo do coeficiente angular encontrado exatamente c
0.22254, com uma diferenca de ordem 1073,

5.3 SOLUCAO DA EQUACAO APROXIMADA PARA L =1 (CP3)

Para [ =1 as solugoes sao do tipo Q-ball compacta e, portanto,
s@o nao triviais apenas em (0,zgr). Temos trés pardmetros a deter-
minar, as constantes A, B da solucdo homogénea e o raio adimensio-
nal do compacton xr. Para determina-las utilizamos trés condigoes,
a condicio de centro f(0) finito e as condicées de borda f(zg) =

f'(xr) = 0. A solugao completa

fi=(2) =a? (1 + ;) + Aji(z) + By ().

Da condicao de centro, podemos determinar B. Expandindo a solugao
em torno da origem

~ 2_
fED (e =0t = 2ax723 + <a2 — ]23) +0(z) =0+ O(x),

B =242

As constantes A e rr podem ser determinados através da equagao da
borda. De f(z — 23) = 0 < 22%f(z — 23) = 0 temos

402 —2(20% + Axg) coszp + 2(A — 202xR)sinag = —22%a2. (5.16)
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De f'(z = ap) =0s 23 f(z — ap) =0,

402 —2(20% + Azg) coszp + 2(A — 20’z R) sinz g+

5.17
+2a2:z:§% cosxzp — Az?sinzp = 0. ( )
De (5.16) em (5.17)
—22%0% 4 2a°2% cosz — Ark sinx = 0,
A
(1 —coszr)+ SR = 0.
Como R#0=a2r #0
A
(17cosxR)+?sme:0. (5.18)

A Eq. (5.18) é trivial para xg = 2wn, com n natural. Supondo, por
absurdo, que haja um valor de xr < 27 que satisfaga a equagao acima,
e checando que facilmente que xr = 7 nao é solucao, temos

-1
zr € (0,2n)\{7} = sinzp #0= A = k.
sinzp

Substituindo esse valor de A na equagao (5.17) encontramos
TR+ 2cotxp —2cosxrrcotxr — 2sinxg = 0.
No entanto, h(x) = x + 2cotz — 2cosx cotx — 2s8inx

h
100,

80
60
40|
20

0 X

-20

_40

Figura 19 — h em fungdo de z, com primeiro zero para x > 0 em
z = 8.30924 > 2.
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tem seu primeiro valor nulo para z > 0 em x = 8.30924 > 27, o que
contradiz a hipétese da existéncia de zr € (0,27)\{n}. Entdo, por
absurdo, o menor valor de xg ndo nulo é x = 27, e f(z) = 0, para
Va > 27, Conhecendo zg = 2} = 2m podemos substituir esse valor em
Eq. (5.16) e encontar A

4a® — 2(20% + 21 A) = —2(27)%a® & A = 27a® (5.19)
A solucao da equacao linearizada para l =1 é

Fl(a) = {a2 [1+ 2 + 271 (z) + 2na(z)], Vz € [0,2n)

0, ve > or  (020)

Da definicao x := rw encontramos o raio do compacton
w
R'= = ~0.15915w.
27

Esse resultado exato justifica o comportamento linear de R~! com w
para [ = 1 na regiao de w grande encontrado numericamente. O co-

. . 1=1 .
eficiente angular encontrado numericamente era cgmm) = 0.158 que ¢

(=1 _

muito préximo do coeficiente angular encontrado exatamente ¢, ;n =

0.15915, com uma diferenca de ordem 1073.
5.4 SOLUCAO DA EQUACAO APROXIMADA PARA L =2 (CP®)

Para [ = 2 as solugoes sao do tipo Q-shell compacta e, portanto,
se tornam nao triviais apenas em (z1,23). Temos quatro parametros
a determinar: as constantes A, B da solucao homogénea e os raios x
e 2. Para determina-las utilizamos quatro condigoes, as condigao da
primeira borda f(z1) = f'(x1) = 0 e as condigoes da segunda de borda
f(x2) = f'(x2) = 0. A solugao completa

FE=D () = o? (1 + ;) + (32 Ciz + A)ja(z) + (302 Sizx + B)na(x).

(5.21)
Da condigoes da primeira borda, podemos determinar A e B. Basta
~ = (1=2
isolar A em fU=2)(z;) = 0 e substituir em f’( )(xl) = 0, que entao
depende apenas de B e x;. Dessa equacao se determina B em funcao
de x1
B = a2(4sinx1 —xicosxy —3S8ixq)
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e substituindo a expressao de B na expressao de A, encontramos A em
funcao de x

A= a2(4cosx1 + xysinz; — 3Cixy).

Substituindo as expressoes de A e B em (5.22)

(= 9
=D () = o2 <1 + 2) + a?[dcosxy + xy sinay + 3(Ciz — Cixy)]jo(x)+
x

+a’[4sinz; — xq coszy + 3(Siz — Sizy)|na(z).
(5.22)

Os raios do compacton z; (interno) e zo (externo) podem ser deter-
minados simultaneamente das condigoes da segunda borda. Pode-se
ajustar numericamente os valores de z1 e xo tal que se satisfaca si-
multaneamente f(z3) = f'(x2) = 0, o que fornece z; = 0.193871 e
T9 = 7.944507. A espessura do compacton é dx = xo — 1 = 7.750640.

f(x),f'(x)
3
2
~f(x)
1 f'(x)

o :

Figura 20 — De cima para baixo em = = 4, respectivamente, f e f/ em
funcao de z, satisfazendo a condigdo de borda com z; = 0.193871 e
To = 7.944507.

Entao f(=2) (x) tem solugdo dada pela equagao (5.22) para V € (1, x2)
e ¢é trivial para Vo € Ry\(z1,x2).
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Da definicao da varidvel z := rw obtemos

R =2 ~0.12002w.
ox
Esse resultado exato justifica o comportamento linear de R~! com w
para [ = 2 na regiao de w grande encontrado numericamente. O co-
eficiente angular encontrado numericamente era cﬁfm?) = 0.128 que é
muito préximo do coeficiente angular encontrado exatamente cﬁ{jﬁl =
0.12902, com uma diferenca de ordem 10_3. Para [ = 0,1,2, no re-
gime w > 1, obtemos analiticamente f oc a? o< w™2, ficando claro que,
nessa regiao, f e f’ decrescem rapidamente quando w cresce, tornando
a aproximagao cada vez melhor.

5.5 ENERGIA E CARGAS

A de energia H(r) pode ser reescrita em termos de uma funcao
g(z) definida por

f(r) = flx) = a®g(x) (5.23)

afim de fatorizar a dependéncia de a® = a?(w,ji). A densidade de
energia (5.4) toma a forma

1) = 25 [3 (o2 + (14 152) ) + s 0] = L

onde ¢'(z) = dm( ). A energia total E = 4 [ drr?H(r) lé-se
~4 o0
E= Cgl)l% onde cgl) = E/ dx 2*G(z) (5.25)
w 2 0

é uma constante numérica, para cada valor de [, que nao depende de
w. A fungdo G(z) é nao nula somente em [z1, 3], onde 1 = 0 para

~1/5
1 =0,1. Segue-se da equacio (5.25) que E~1/5 = (ﬁ4c§l)> w. Isso

5

significa que a energia do compacton é proporcional a w® se, e somente,

se f(r) oc w2, Além disso, os valores explicitos de (cgl))_l/“r’ sao dados
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por
(cgl:°>)‘”5 - (g 90.725215)_1/5 — 0.37087, (5.26)
(cgl:”)fl/s - (g 323.44843)71/5 — 0.28761, (5.27)
(cgl:2>) e (g 737.11300) T 024303 (5.28)

e elas sao estimativas muito boas dos coeficientes lineares das equagoes
(4.25), (4.26) e (4.27) obtidas para f = 1.

Alguns termos da energia podem ser escritos em termos das car-
gas

l

~4
fi W+1) o) _ (m) (m)
47T16w2 /drr <1+ Tg = g <th +mQ¢ ),

m=—I

onde as cargas sao dadas pelas expressoes

m At 0 7T X 9.,
Qt = Cy 7(,06 onde Cy = m/(; drx g, (529)
Qy =c3' — o onde ey’ 7(21_’_1)/0 xg°. (5.30)

A dependéncia entre energia e carga toma a forma

5

w2 (QF° (m)

E=c"pu3 0 , (l) Q . (5.31)
¢

As relagoes E o th e IV o< Q4 obtidas exatamente justificam o com-
portamento linear visto na Fig. 16. Como as cargas de Noether ),
sdo aditivas e conservadas, e E « Q%, com d = % < 1, as solugoes en-
contradas exatamente devem ser estdveis (veja segao 4.6). Logo, todas
as solugbes exatas encontradas no regime w > 1 mantém sua forma,
permanecendo do tipo Q-ball compacta (I = 0,1) ou Q-shell compacta
(VI > 2). Note que o mesmo argumento foi usado em (ARODZ; LIS,
2008)
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6 CONCLUSOES

A introdugao do potencial em forma V na regiao de minimos
no modelo C PV, junto ao ansatz com dependéncia temporal e, tor-
nou possivel encontrar solugoes compactas de energia finita no modelo
CPY, com N impar. Tais solucdes sdo do tipo Q-ball para N = 1,3 e
Q-shell para VN > 5.

As solugoes do tipo Q-ball para N = 1,3 e do tipo Q-shell para
N =5, foram obtidas numericamente para muitos valores de w o que
nos permitiu fazer um ajuste numérico e obter o comportamento de
SR (w), E~Y(w), Qt_5/6, entre outros. Em particular, todos lineares
no regime de w > 1. Também observamos que nao existem solucoes
abaixo de um w. ~ 0.823, deixando claro a importancia do fator tempo-
ral e™* no ansatz, j& que ele é o responsével por introduzir o pardmetro
w do qual a existéncia e a forma das solugoes dependem fortemente.
Para esses valores de N, se mostrou que F Q%, o que implica na
estabilidade das solugbes, em concordancia com (ARODZ; LIS, 2008).
Tais solugoes se tornam mais estreitas e achatadas com o aumento de
w, a medida que os valores maximos de f e |f’| diminuem, se tornando
cada vez menores conforme w aumenta. Isso sugeriu uma aproximacgao
de 12 ordem em f e f’, que reduziu a equacdo de movimento a uma
equagao linear de segunda ordem, onde se pode construir solugoes exa-
tas para todo N impar. Tais solucoes sao dadas em termos de fungoes
esféricas de Bessel e de Neumann, e justificam o comportamento linear
das grandezas obtido numericamente na regiao de w > 1, bem como a
estabilidade das solugoes. Para N = 1,3 e 5, o coeficiente angular das
grandezas acima obtido numericamente, difere do coeficiente angular
das solucdes da equacdo linearizada aproximada, na ordem de 1073,

As solucoes do tipo Q-ball e Q-shell compactas em modelo C PN
com a introdugao de potencial em forma V deverao ser encontradas
em um caso limite de sua generalizagao, o modelo SF estendido com
a introducao de potencial em forma V. Tal potencial pode fazer com
que haja solucées compactas de energia finita no modelo completo.
Também seria interessante obter solugoes compactas de energia finita
para N par, mas nosso ansatz que reduz as equagoes de movimento
a uma unica equacao radial foi definido apenas com N impar, sendo
incompativel com N par. Um ansatz para N par que tenha as mesmas
propriedades do que nosso ansatz (4.1) com N fmpar, ainda néo foi
encontrado e este problema permanece em aberto.
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APENDICE A - Equagdes de movimento
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A.1 EQUACOES DE MOVIMENTO EM COORDENADAS CARTE-
SIANAS

Considere a densidade de lagrangiana
L=Ly—V (A1)

onde 1
Lo := _§[M277;w + Cuu]T7*. (A-2)

onde 1 é a métrica do espago-tempo de Minkowski e Cp, e T, fo-
ram definidos, respectivamente, em (2.4) e (2.5). Qualquer variacao da
Lagrangiana Lg com respeito aos campos tem a forma

3Ly = —C 677H. (A.3)

A variagdo de £

9Ly 58 )+ 9Ly v

o — ol -
9(Onur) . Ouy, duy
8[:0 8L"O
——————(Oqu; ——duj — ou;
T B (Oaun) ot T G Ouk = 5O
0Ly 0Ly

+{ ) ( aLo >+ac0 GV}(S
“\0(Oaur) ) " Oup  Ounl **

+[a< ALy >+aco av]a*
—O0q — Uy .
(Daul) dur  Qur]

oL

O divergente total nao contribui para a equagao do movimento, pois se
torna uma integral na borda pelo teorema de Gauss e podemos tomar
a borda no infinito, onde os campos sao identicamente nulos. Obtemos
duas equagoes de movimento mutuamente conjugadas. Considere entao

uma delas
9 ( 9Ly ) 9Ly oV
“\9(daul) dur  dul

=o. (A.5)
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Vamos multiplicar a equagao acima por —%(1 + ufu)2. A equacio
pode ser reescrita na forma seguinte

0Ly 1 3L
Pui)) ~ 40(ui)

(1 + ufu)? O (1 + utu)?

ov (A.6)

—7(1—|—uT )2 D o4z (1+uu)2

k
Seja Afj =(1 +uTu)6ij —u;uy, pode-se chegar facilmente as relagoes

0Ly 1 orvk

1
“(14utu)i— = —Z(14+ufu)?C—————— = C2AZ.8%u,.
s S gy = T a T O gy T O Bk
(A7)
1 9L Tox out
L_0Lo 5 (14 ultu)? = 20, A2 gvy, 07wt (07uDu
4 9(0quy}) g 1+ ufu
(A.8)
1 0Ly 1 orvH
(1 Tw)2— = — (1 fu)2C,,
4( +ulu) Ouj, 4( +ulu)"Cy Ouj,
1 HutA28Yu
= ——(1+ulu)?C(-4) |-2up——
g1+ ui) G )[ ek (1—{—uTu)3]
L1+ ) Cru(—4) v
1 u'u 224 (1 +UTU)2
_ 5 HutA29%u 40t o
= UC v (1 +uTu) v u, 6u,’; ij U;
——
Updij—uidkj
A utA29vu tAv + y
= _Zukcﬂym + Cm,[(a"'u, 5] U)Uk — (8”1& u)a Uk].

(A.9)
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As equagbes de movimento se tornam

termo 1

A2,0%(C o8 u;)+Cop 8 uJ(‘)"‘Az

uTao‘u + (0%uM)u

e 2 gu,. . _ 2 guv
o (Ca,,Akja uj) 2CaA};0%u 1T ule
HutA29Yu
_ ro, Ty — (PHq,T v
+2urCpy 1+ utw) C[(0*u'd"u)ur — (0" u'u)0" uy)
termo2
1 ov
(1 Ta1)2 =0,
+4( +ulu) ouj,
(A.10)

onde

3aAij = [(0*uM)u + uT0%u)d; — (0%ug)uj — upd*uj (A.l1)
e
3°‘Aij5'”ug' = [(0%u")utut d%u) 8" up— (uf ¥ u) 8% up— (8*ut 8" u)uy.

(A.12)
Substituindo a por p e juntando os termos 1 e 2

utotu + (*uf)u _
0% u;
14+ ufu
+C,[2(0%utu) 8 up, — 2(Hu’ 8 u)uy]
+Cpu[(uf0*u) 8% up — (ul 8% u) " uy]
HufA29Yu 1 ov

(1 Tu)? =
(1 + utu) +4( +ulu) ou}

9" (C\u 8" uj) — 2C,.,
(A.13)

+2uk:C;uz

5i;

+u;uw
Sig fusuj e satisfaz

A inversa de Afj = (14ufu)d;; —usu € Ai_j2 = T1tutu

Z ARlAY = (A.14)
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, . —2
Note que u; é autovetor da matriz A,

N
Z A,;cz’u,k = u; (A.15)
k=1
Temos também
N
0" u; i(uto”
S Az, = 22 +ui(uld"u) (A.16)
= 1+ utu

Multiplicando a Eq. (A.13) por Ai_kz e somando sobre k de 1 até N,
. N
ou seja, tomando ), ; obtemos

() ()

C,.. PN —_——~
O (Cp0”uj) — H_iu]h 2 (ufou)d¥u; + 2(0*ulu)d”u;
utu
(9)) )]
Cuv
+— _[2(8*uTu)8%u; + 2(*utu) (uf 8V u)u;
1+ ufu

(2] ()
—2(1 4+ ufu) (*ut 8% u)u; + (uf 0P u)8u;
(%) )
+ (ufoHu) (u' 8V u)u; —(uf8”u)d u; — (uf8¥u) (uf 0 u)u;
2

HutA29Yu 1 N v
20;Cpup o 4= (1 + ulu)® 3 |Gk + wins] -
+2u;C,, 1+ utw) —|—4( + u'u) 2 [( k+uuk)8u;‘;
(A.17)

Os termos representados pela mesma letra grega entre parénteses na
equagcao (A.17) se cancelam, reduzindo a equagdo de movimento a

Cuv

8“(01_“,8”11/1‘,) o m

[(uT0*u)8%u; + (ulf8”u)0*u;]

gt )i[(a +u) 2V o
— u'u i u;uw =
4 = k k Bu,’:
(A.18)
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Note que em C' P! o somatério no tltimo termo da equagao (A.18) tem
um unico termo, fazendo com que a contribuigao da parte potencial se
torne simplesmente

u
(1 u22
S+

. A.19
Se o potencial depende apenas de |u;|? gxﬁ = ug 3|i‘:|2

Obtemos finalmente as equagoes de movimento

C.
M (Cpp0”u;) — 1-1—77 [(uf0*u)8%u; + (ul8”u)0*u;]
ws
il T 2 —
—|—4(1—|—uu) Blu z|2+Z|k| =0
(A.20)
No caso particular onde o potencial V. = V (Ju;|) = V(|u|?) onde

lu|? = ulu = S0 Jug|? temos

v 9V 8> oV

Blur? — Bluf? dlur?  Blul*’
——

1

8V
2 —
MLZ' e Blane = BBl Z el

As equagbes de movimento se tornam

Cuv
8“(0“,,8”1@) — ].-i—ﬁ [(uTB“u)B”ui + (uTa"u)a“u,-]

ws
e 2\2 —
HE A )
(A.21)

O potencial em forma V considerado nesse trabalho

_ 12 |ul? 2
=p? — =V A.22
1—|—uTu 14 |ul? (fel®) ( )

onde uz é uma constante, tem justamente essa forma. Logo, a equacao
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(A.21) corresponde a
C.o
O (Cppd”u;) — Trota [(uT0*u)8%u; + (ul 8% u)0*u;]

+ utu
+u? i V14 |ul2=0.

8|ul
(A.23)

No modelo tratado nesse trabalho C\,,, = M277uw o que reduz
as equagoes de movimento a

)~ (a0 + w000
2 (A.24)

I Usq
———V1+ufu =0.
+8M2 vVutu +

Resulta simplesmente

2(ufduu)0tu; A% us
B 00, — 2 OO | BT wi AT (As)

u?

Mz

onde 12 =

A.2 EQUACOES DE MOVIMENTO EM COORDENADAS CURVI-
LINEARES

Em varios casos é conveniente expressar as equagoes de movi-
mento em coordenadas curvilineares. A mudanca de coordenadas pode
ser determinada pela seguinte substitui¢ao nas equagoes de movimento
(A.21): O — gH*On, Nuv — Guw € o divergente

o
V=g

A mudancga de coordenadas transforma as equacoes de movimento em
coordenadas cartesianas (A.24) nas equagdes de movimento em coor-

" (1N 8”) — o (v/—99°"9P 9,1, 05). (A.26)
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denadas curvilineares

1

=50 ~99°"9"P 91, 8pui)
9"*9"Pgu , + ;
T ate [(u0nu)dpu; + (ulOsu)Bau;] (A.27)
2w
+5 " V14 utu=0.
8 Vutu

Note que o tensor g,, ¢ um tensor métrico no espaco de plano (de
Minkowski) onde introduzimos coordenadas curvilineares.

A.3 EQUACOES DE MOVIMENTO EM COORDENADAS ESFERICAS

Para as coordenadas esféricas em 3+1 a métrica é dada por

1 0 0 0
0 -1 0 0
[guu] = 0O o _p2 0 )
0 0 0 —r2sin?@
. o 0 0 (A.28)
y 0 -1 0 0
9™I1=10 o -2 0
0 0 0 ——1
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Como a matriz [g,.] ¢ diagonal, /=g = /— Tr[gu.] = r?siné.

Logo, a equacao (A.27) se resume a

1
0= ma” (r2 sin 0g""g"" 9., Oy u;)

g g" g

1+ atu [(uTauu)B,,ui + (u"ayu)auui]

~ o
u;
+% V1+ulu

utu

1 . (A.29)

——
— 2 &3 B o .
_rzsinOa’L(r sin Og** gt g, Opu;)
1
—_——
9" 9" g

Tt atu [(utayu)auui + (uTauu)Buui]

a2 ou
+— V1+ufu

8 Vulu

onde utilizamos a notagao em que dois ou mais indices repedidos re-
presentam uma somatdria sobre todos os valores desse indice. Esta
notacdo compacta é eficaz, j& que a métrica é diagonal e para um
fixo, temos g**g,,,, = 1. Isto simplifica a equacdo (A.29) a

=n
1 29" (utd,u) 0, u;
————8,,(r*sin 0g"* 9, u;) — Lt
72 sin 0 (1" sin 6910, u;) 1+ ufu (A.30)
a2 oug
+— V1+utu =0.

8 Vutu

O bloco I; tem a forma

1 1
I, = Bfu,- — —0,(r?0,u;) + — L*u;,
r? r? (A.31)

1 1
onde L? = — | ——0p(sin 8p) + 728; .
sin 0 sin” 6

O operador L? é o bem conhecido operador de momento angular. Isso
nos sugere um ansatz cuja dependéncia angular esteja inteiramente
contida em um termo proporcional aos harmoénicos esféricos ;™ (0, @),
uma vez que isso nos permite calcular com facilidade o termo L2u;, ja
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que L2Y,™ = 1(1 + 1)Y,™.

A.4 EQUACOES DE MOVIMENTO EM COORDENADAS CURVI-
LINEARES, CORRENTES E CARGAS CONSERVADAS

Sejam x*, Vu € {0,1,2,3} as coordenadas cartesianas, &+
coordenadas curvilineares quaisquer e £2 um hipervolume em 3+1. A
variacao da agao tem a forma

/ d*z(L' — L) =0 (A.32)
Q
onde £ = L'(u + du,u’ + du') e L = L(u,u’). Como d*z =

v/—gd*¢, podemos fazer uma mudanca de variavel para as coordenadas
curvilineares

0= / d*é\/—g[L' (u + du,u’ + dul) — L(u,ul)]

-/ d4gr[6 : (s(g‘:aauun
+ ;Sfiaui + (“;L‘;Oa(auun}
(=15)
_/ d4£8 [\/7( 5. U*) *+5(;£ui)6ui>} (A.33)

"l

(i) +
IRt

IMl

50, ) ]5“"

Pelo teorema de Gauss, o termo Iy se torna uma integral na superficie
09, onde du; = du; = 0 e portanto ele é nulo. Logo, a integral é
nula. Como du; e du] sao independentes, ambas integrais Ins1 e Ipga
sao nulas. Uma vez que o hipervolume é arbitrario, o integrando deve
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ser nulo, levando as equagoes de movimento

1, (F oL >_5‘3:0, (A.34)

V=g " gé(aﬁui) ou;

1 oL oL
—0 —qg———— | — — = 0. A.35
= “(V ga(%u:)) Suy (A.35)

Para reescrever £ em coordenadas curvilineares basta transfor-
mar suas derivadas parciais O — gFt*8,. A deducdo da equagéo de
movimento é andloga a vista no apéndice A.1, e recobra a mesma forma
da equacao (A.27).

As correntes de Noether podem ser encontradas realizando a
transformacdo de simetria global u; — e*®iu;, onde para cada i =
1,..., N, a; é um parametro continuo. A variacao leva ao resultado
(A.33) onde agora du; nao é nulo. Assumindo as equagbes de movi-
mento (A.34) e (A.35), temos que Iy = 0 independente do hipervolume
€. Isso implica que o integrando deve ser nulo, e portanto

1

Ou(v/—gJ*)=0
V=g " ’
divergente

N
oL oL
onde J" = Z {Ju‘.‘ + ——du;| . (A.36)
§(Ouur) v 8(0uu)

=1

A parametrizagdo em termos dos campos u; fixa uma simetria
global U (N +1) no modelo para SU(N)®U (1). O subgrupo U(1)N
é dado pelo conjunto de transformagcoes

u; — et iuy, Viel,2,...,N. (A.37)

*

Isso implica que du; = ioyu; e du; = —iosul.

¥. Substituindo na
expressao (A.40) temos

T s . ec
i u; — u;
§(OHuy) v 6(0ru;)
(A.38)

N
JH = ZaiJ,iu onde Jli = —
i=1
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Como «; é arbitrdrio
\/— Ou(v— J#)—O(:)az u(v Jl)_o
ﬁau(\/ —gJ,) = 0.

(A.39)

Logo, as correntes Jl’; também sao conservadas, e nao dependem de «;.
De fato, substituindo a expressao de £ em (A.38)

; 43 AR . A2
TN g [ a%0m - duujAhu] . (A40)

E importante salientar que d,, na expressao de J? sao deriva-
das em coordenadas curvilineares quaisquer em 3+1 dimensoes, por
exemplo, podemos ter p = {t,r, 0, ¢} se u; for dado em coorde-
nadas esféricas. Também podemos definir a corrente adimensional
71 — -3 7i
J = M—J o onde

- 4i
Ji =

_ * A2 3 kA2 .
b 7(1 Futu)? Z [ FAL 8 ptj — Opul A u; (A.41)
J:

e 8, = rod, = M9, sio derivadas em relagao as coordenadas
. . . .~ —1
curvilineares adimensionais £* = ry ~x¥.
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APENDICE B - Equacio puramente radial
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B.1 EQUACOES DE MOVIMENTO
A partir do ansatz 3+1 dimensional

um(tar’ 0, ¢) = \l 20 + 1f(r)Ym(0 ¢)ezwt (Bl)

podemos obter as equacoes de movimento. Para isso devemos calcular
OpUm, ul8u e L u,y,, Vi € {t, 1,0, p}.

- 4m ! twtym f,
Ot = tWlm,s  Opupm = 21 + 1f € le = ?uma
. 4 iw m 69Ym
a¢um = iMUyp, OglUm = 2l + 1f6 tB@Y'l = Y—lrfz me
(B.2)
A partir do bloco de equagoes (B.2) se pode calcular uTauu.
o ufdu = iwulu = iwf?. (B.3)
o uld,u = Y™ = ff. (B.4)
l
20+ 1 (1 —m)!
T0gu = ? o, P =
e u'dgu I ;l an L+ m)! y 0o P
l
(l —m)!1, ) (I=m)!1 2
= f? Z 0o (P™)" = Z S(B™) =
m—l )'2 m—l(l+ )'2
A1 f2 f2
= Y™y = —8 1=0. B.5
- z 9 (B5)
e uldyu = am 2 i my,*Yy;™
¢ 20 + 1 l l

m=—1
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47 f? - !

=1 mY,™Y," + myY;™*Y;"
2l + 1 mZ:—L : l mZ::l ! :
Arf? [ mg—m | X
=i——— | Y (—m)Y, Y+ Y my™Y”
2l +1 1 et

mas como Y;” " = (—1)™Y;™, entdo

4 2 l l
wlogu = i) (— > (—D)TmYY 4+ mYz’”*Yzm>

m=1 m=1

47 f? ! !
Tl b . mY™Y "+ Y mY™Y™ | =0. (B.6)

m=1 m=1

O operador do momento angular L? atua somente sobre os harmonicos
esféricos de u,y,

41
204+ 1

L2u,, = F(r)e L2Y,™(0, ). (B.7)

A atuacao do L? sobre os harménicos esféricos é dado pela bem conhe-
cida relagao L2Y;™ = I(1 + 1)Y,™. Com isso, calculamos

4w ;
L*up, = 4| Y 1f(r)e“"tl(l + 1), =11+ 1)um. (B

Como ufu = f2 o termo potencial das equacdes de movimento

2 -2

ne um 4 f o
Py = — V14+uty = ——e*ty™ —/1 2
\% ) wtu + 2l+ 1 1 f2 8 +.f ’

= AT wtymyg n(f)":\/1+f2 (B.9)
20+ 1 18 8 ) '

Substituindo o bloco de equacdes (B.2) e as equagdes (B.3) a (B.9)

na equagao de movimento (A.30) os termos 2?_:1 e*ty;™ ficam em

evidéncia em ambos os lados da equagao, tornando a equagao pura-

Py
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mente radial

I(1+ 1)

” 2 ’ 2 2 2 p2
f +rf+(w —r2>f 1+f2(f 1) = agn () VT T P,

(B.10)
onde se define sgn (f) :=1, Vf > 1 e sgn(0) := 0.

B.2 CORRENTES E CARGAS

Para calcular as componentes da corrente adimensional, precisa-
mos obter algumas grandezas

A2 = (14 uTu)dmm — umul,,, (B.11)

A2 gy = (14 ulu)um — upnulu =y, (B.12)

A2 (mum) = (1 +ulu)mum, — um (MUl um),  (B.13)
—_———

(Bz-ﬁ)o

A2 (Boum:) = (1 + utu)Botm — Um (Ul Bptims) . (B.14)
—

(B=-5)0

onde usamos a notagao compacta em que dois ou mais indices repetidos
em subscrito representam uma soma, sobre todos os valores possiveis
desse indice. Substituindo (B.11) & (B.14) em (A.40) obtemos

m ( 47) (iw)
¢ (1 + utu)?

[u A'm/rn’ Um/ + um’Amm’ um]

8w ar 2l +1(1— m)!fz(Pm)z (B.15)
T (A4 /2)22041 4n (I+m)”
1 —m)! 2
L eGE
(I +m)! (1 + £2)2
—4i
J:n m [ " mm/um' _u;kn'Afnm’ ’U,m] = 0’

(B.16)
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m [ *

2
R Dot = Dotz A, ]

mm’

(1+utu)doum (14utu)deus,

—4 . . B.17
= Gt 2ot = dutem] A0

—43 O P™
T (1 +ufu)? Pm
m (—4i)i

5= T a2 Y B Tty = Ty Ay ]

[uy U — w) U] = 0,

A+uTu)ymu, (14utu)mus,
4m u* Um
= —(u* Uy, +u* Uy) = 8M—2—
1+ uTu( m + U tm) 1+ufu (B.18)
1 4m 20+1 (1 —m)!

— 2 m 2
_8m1+f221+1 arw P E) 1+ m)!
(F™)2.

(l—m)! f?
I+m)'1+ f2

As componentes nao nulas J;™ e J(’; dependem apenas de r e ¢, fa-

zendo com que o divergente seja trivialmente nulo.

= 8m

I = &' I (r,0) + 9" I +8° It +0%T)(r,0) = 0.
~~ ~~

0 0

(B.19)

E importante notar que, como Vm € {—1,...,l}, existem 21 +1

correntes JZL” independentes e ndao nulas. Como as correntes J;T nao
dependem do tempo ¢

B =0, 8 Jy =0 (B.20)

devem estar associadas a quantidades conservadas. Seja €2 a esfera de
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raio unitario, e * = cos @

l — ! 1 oo 2
/ dPzJ™ = Sw( m)! 27\'/ da:(le(w))z/ drr? f
R3 —1 0

(1 +m)! 1+ 22
s S
32w oo 2 8w F2
‘Tﬂ”/o <1+f2)2‘2l+1v N rEwoE

2 s Awf?
- 2l—|—1/de Y1 2)2
(B.21)

Como Zl_l 1 =2l + 1, temos

4w? f? o1
dPr——" = w—/ dzJm B.22
R o R T

Assim podemos fazer uma correlacao entre o lado esquerdo que repre-
senta uma parte da energia (4.3) com a carga de Noether definida como

1 167 o f2
m=__ d3xJ™ = / drr?—— . B.23
Qi 2 /Rs Tl 21 + 1% o " (14 F2)2 ( )

Outro termo da energia F tem a foma

4 I(l+1
/ d*x [ ¢+ )fz}. (B.24)
JR3 1 + f2 7"2
Isso sugere a expressao
1 — ] 1 oo 1 2
/ d*x —Jm— ( )27r/ daz(le)z/ drr? s
R3 72 (l + )' -1 0 2 1+ f2
—————
_2 (I4m)!
2I4+1 (I—m)!
32 i 2 °° 4 2
= il m/ = m 4w drr? 7f7
214 f2

r2l—|—f2 20 + 1 g Jo
(B.25)
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1 : 4_f
Pz I S T
Z_m/R vale = 2l+1 Z:_ / it
(B.26)
Mas Z'lrnz—l m2 — %(21 + 1)(1 + 1), entao

l

2 4 l(1+1
Z m d?’ac—Jm = 7/ d3z 7( + )fz,
3 Jrs

me—y V/R3 r? 1+ f2 72
l 1
3 1 4 1(1+1)
m m — m— d3$7,]m :/ d3m77 2
m;l “ m;l 2/R3 r2" ¢ RS 1+f2 r2 !
(B.27)
onde definimos a quantidade conservada le
3 1 48 oo 2
Q5 = 7/ eI = im/ ar—T (B.28)
2 Jgrs r2 20+ 1 o 1+ f2

A energia total escrita em termos da integral em R3 da densi-
dade de energia (4.4) pode ser reescrita parcialmente em termos das
quantidades conservadas Q7" e Qg‘

_ *° 4f? _, fsgn(f) (m) (m)
E—47r/0 drr2<(1+f2)2+ 2W>+Z (th +mQ¢ )

m=-—1

(B.29)



