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"\Vocé poderia me dizer, por favor, qual caminho eu devo seguir?"
"Isso depende muito de onde vocé deseja chegar."
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RESUMO

A aprendizagem em Matematica se constitui de atividades cognitivas que
requerem a compreensdo e manipulacdo dos seus variados sistemas de
representacdo. Entre esses sistemas temos as chamadas representacdes
algébricas e as suas correspondentes representacfes graficas. Neste
contexto, estamos entdo nos referindo a formas diferentes de
representacdo de um mesmo objeto matematico. Ao visualizarmos um
grafico, muitas vezes ndo nos damos conta que este nada mais é que uma
relacdo, comparacao entre duas ou mais grandezas representadas de tal
forma que, visualmente, podemos perceber informacgdes que denotam
uma série de caracteristicas em relacdo ao objeto representado, sendo que
para esse grafico tomar forma, se faz necessario que essa relagdo tenha
uma representacdo na forma algébrica, podendo esta ser escrita também
de maneiras distintas. Este trabalho se refere a utilizacéo da interpretacéo
global de propriedades figurais proposta por Raymond Duval em sua
Teoria dos Registros de Representagcdo Semiotica, aplicada ao esbogo de
curvas planas. Primeiramente, é feito um detalhamento sobre alguns
estudos ja realizados a respeito de curvas planas, representantes de

fungdes y=f (x) e cujas equac0es (representacdes algébricas) sdo dadas
cartesianamente em sua forma explicita. Em seguida apresentamos uma
proposta para curvas planas dadas por equacBes paramétricas,
independentemente de estas representarem ou ndo fungdes y= f (x)

Levando em consideragdo as operagBes cognitivas de tratamento e
conversao, a interpretacdo global de propriedades figurais foi realizada no
ambito do entendimento das variag¢fes visuais (registros graficos) e suas
correspondentes variagdes simbdlicas (registros algébricos). As curvas
paramétricas analisadas se referem as retas e parabolas, onde propomos a
utilizacdo do software Geogebra com a finalidade de facilitar a obtengédo
de seus registros gréficos a partir de suas equagdes paramétricas, Vvisto
que a construcdo em si das referidas curvas foge ao foco deste trabalho.

Palavras-chave: Esboco de curvas. Registros de Representagdo
Semidtica. Interpretacdo global de propriedades figurais. Pardbolas.
Equacdes paramétricas. Software Geogebra.






ABSTRACT

Learning in Mathematics is composed of cognitive activities that require
understanding and manipulation of its various systems of representation.
Among these systems have the so-called algebraic representations and
their corresponding graphical representations. In this context, then we are
referring to various forms of representing the same mathematical object.
To visualize a graphic, often we do not realize that this is nothing more
than a relationship, comparing two or more quantities represented in such
a way that visually we can see information that show a number of
characteristics in relation to the object represented, and that for this chart
take shape, it is necessary that this relationship has a representation in
algebraic form, which may also be written in different ways. This work
relates to the use of global interpretation of figural properties proposed by
Raymond Duval in his Theory of Semiotics Representation Registers,
applied to the sketch plane curves. First, it is done a breakdown of some

previous studies on plane curves, representatives of functions y = f (x)

and whose equations (algebraic representations) are given cartesianly in
its explicitly. Then we present a proposal for plane curves given by
parametric equations, regardless of whether they represent functions or

noty:f(x). Taking into account the cognitive processing and

conversion operations, the overall interpretation of figural properties was
carried out under the understanding of visual variations (graphic records)
and their corresponding symbolic changes (algebraic records). Parametric
curves analyzed refer to straight and parables, which we propose the use
of the Geogebra software in order to facilitate obtaining their graphic
records from their parametric equations, as the construction itself of these
curves beyond the focus of this work.

Keywords: Sketch curves. Semiotics Representation Registers. global
interpretation of figural properties. Parables. Parametric. Geogebra
software.
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1 INTRODUCAO

“[...] a formacdo do pensamento cientifico é inseparavel do
desenvolvimento de simbolismos especificos para representar 0s objetos
e suas relagdes.” (GRANGER, 1979, p. 21-47 apud DUVAL, 2009, p.
16)*. Esta citacdo nos faz refletir a respeito das dificuldades que alunos
tém para organizar e externalizar seus pensamentos durante a resolucao
de atividades matemadticas, pois ha uma inatividade cognitiva por parte
deles, no que tange a manipulacdo dos simbolos que caracterizam os
objetos matematicos.

Isto porque é comum observarmos que eles ndo desenvolvem
recursos que facilitem a compreensdo e que conduzam a consequente
resolucdo das situacdes matematicas que lhes sdo apresentadas.

A aprendizagem em Matematica se constitui de atividades
cognitivas que requerem a compreensao e manipulacao dos seus variados
sistemas de representacdo, indispensaveis ao desenvolvimento dos atos
cognitivos subjacentes a tal aprendizagem. Um exemplo disso é a
compreensao que se tem através da construcao e interpretacdo do eshogo
de um gréfico.

Ainda no ensino fundamental nos é apresentada o que chamamos
matematicamente de equagdo?. Também no ensino fundamental
comecamos a trabalhar com o que chamamos de grafico®. Ja no ensino
médio nos deparamos com o que chamamos de curva*, nos seus variados
formatos e dominios. E publico e notdrio que, com excecdo das conicas
(circunferéncias, elipses, parabolas e hipérbole), geralmente ministradas
no 3° ano do ensino médio, as demais curvas estudadas neste ciclo séo

! GRANGER, G. Langages et épistémologue. Paris : Linksieck, 1979.

2 Equacdo deve ser entendida aqui como uma sentenca matematica que possui o
sinal de igual (=) separando o primeiro membro (antes do sinal de igualdade) do
segundo membro (depois do sinal de igualdade) e uma ou mais incognitas (termos
desconhecidos), que geralmente sdo representadas por letras. Os coeficientes sao
os valores determinados. As incognitas, dependendo do valor que assumam,
podem tornar a equagdo verdadeira ou falsa.

% Pelo menos por enquanto, tomemos um grafico como sendo uma forma de
representar uma relagdo entre duas ou mais grandezas de maneira que esta relagdo
seja mais percebida visualmente.

4 “Intuitivamente podemos dizer que uma curva é um conjunto infinito de pontos
ou o rastro deixado pelo movimento continuo de um Unico ponto sobre uma
Superficie ou até mesmo no espago.” (SILVA, 2008, p. 16).
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curvas representantes de funcdes reais de variaveis reais, cujas equagoes
destas sdo dadas explicitamente no formato y = f (x) .

Nao ¢é dificil perceber que graficos de curvas sdo cada vez mais
usados em diferentes aplicagBes. Engenheiros, fisicos, quimicos,
matematicos, cientistas sociais, dentre outros, 0s usam para analisar e
resolver problemas e situagfes. Por isso € muito importante aprendermos
a gerar e interpretar graficos e suas formas, visto que podemos encontra-
los em varias publicaces, expressando distintos dados e situagoes.

Nas universidades, por exemplo, qualquer aluno que curse a
sequéncia das disciplinas de Calculo ministradas nos diferentes cursos,
pode perceber claramente a necessidade de se construir e interpretar
graficos de curvas planas. Com isso, se faz necessario uma
transposi¢ao/conversdo da linguagem algébrica para a gréafica e vice-
versa.

Neste sentido, precisamos refletir o trabalho que comumente se faz
nas escolas e universidades, onde estas ainda adotam uma pratica
pedagogica na qual o estudo de um gréafico acaba ndo contemplando uma
analise pos-construcdo. Em geral partimos de uma representacdo
algébrica e construimos o seu respectivo grafico, mas raramente fazemos
a operacdo inversa e sequer somos habituados a interpretar um gréafico
gue nos ¢ apresentado, independentemente de conhecermos ou ndo a sua
representacdo algébrica. Em sintese, uma leitura interpretativa de um
grafico ndo faz parte da cultura desses estabelecimentos de ensino.

Muitas vezes nos deparamos com um grafico sem nos darmos
conta que este nada mais € que uma relagdo, comparacao entre duas ou
mais grandezas representadas de tal forma que, visualmente, podemos
perceber informacdes que denotam uma série de caracteristicas em
relacdo ao objeto representado. Para que esse grafico tome forma, é
necessario que essa relagdo, comparagdo, tenha uma representacdo na
forma algébrica, podendo esta ser escrita de maneiras distintas. Nestes
termos é importante salientar que estamos entdo, nos referindo a duas
formas de representagdo de um mesmo objeto, a representacao algébrica
e a sua correspondente representacéo grafica.

No contexto educacional, fazer a conversdo da representacdo
algébrica para a representacdo gréafica e vice-versa, pode caracterizar-se
como um obstaculo epistemologico e didatico para a maioria dos alunos,
independentemente do grau de ensino em que estdo inseridos. Isto
justifica as muitas pesquisas realizadas no campo da Educagéo
Mateméatica, numa busca incessante por respostas e consequentes
teorizagOes a respeito.
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Uma dessas teorias € a chamada Teoria dos Registros de
Representacdo Semidtica® (TRRS) de Raymond Duval®, onde por meio
de determinadas situacGes se busca identificar como as atividades
envolvendo o referido objeto de aprendizagem exploram os tratamentos
e as conversdes’, bem como o sentido dessas conversdes, além de
verificar quais procedimentos sdo explorados no respectivo registro
grafico.

O préprio Duval (1998) expbe sobre as correspondéncias entre as
variagfes visuais nos graficos e as alteracdes significativas na escrita
algébrica da relacdo por meio da chamada interpretacdo global de
propriedades figurais, tratando especificamente do esboco de retas e suas
relagfes com as equagbes polinomiais do primeiro grau.

Muitas outras pesquisas tém utilizado a TRRS de Duval em
estudos relacionados a interpretacdo figural global de curvas, tais como
polinomiais do segundo grau, trigonomeétricas, exponenciais, logaritmicas
e curvas que surgem em calculo no ensino superior.

Salientamos que as curvas apresentadas nas pesquisas analisadas
ao se desenvolver este trabalho, sdo todas representantes de funcdes,
expressas através de equacdes explicitas, pois as variaveis independente
e dependente estdo devidamente definidas e escritas em seu formato
cartesiano.

Isso nos faz pensar a respeito de alguns fatores ndo observados no
arsenal bibliografico consultado. Primeiramente, e se a curva plana em

estudo no for uma fungéo y = f (x)? Ja com relago as equagdes, suas

respectivas representantes algébricas, existem outras formas de
apresenta-las, pois pode ser uma equacdo implicita® ou mesmo uma
equacdo dada por funcdes paramétricas®, e ndo somente equacdes escritas
no formato cartesiano, como considerada nas pesquisas e artigos
avaliados.

Entdo, nesta pesquisa analisaremos a aplicacdo da TRRS para
fazermos uma interpretacdo global das propriedades figurais de curvas

5 Esclarecemos a respeito da TRRS no Capitulo 1 deste trabalho

® Raymond Duval: filésofo e psicélogo francés que desenvolveu estudos em
Educacdo Matematica e trabalhou no Instituto de Pesquisa em Educacédo
Matematica de Estrasburgo, Franca, de 1970 a 1995. Hoje, Professor Emérito da
Université du Littoral Cote d’Opale/France.

" Também no Capitulo 1 definiremos, segundo Duval, 0 que sdo tratamentos e
conversoes.

® No capitulo 4 detalharemos a respeito das equagdes implicitas.

® Também no Capitulo 3, explicitaremos sobre as equagdes paramétricas.
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planas que surgem no ensino médio e/ou superior, na qual conhecemos
apenas a sua representacdo algébrica, esta dada por uma equacdo
implicita ou por uma equacao paramétrica, independentemente de ser ou
n&o representante de uma fungéo y = f (x).

1.1 Problematica e questdo de investigacao

Ainda no ensino fundamental, ao cursar o 7° ano, os alunos
comecam a trabalhar com “equac6es”, um dos topicos estudados quando
entram no estudo da “‘algebra” e cujos objetivos sdo: (i) conhecer e
desenvolver uma nova linguagem matematica (a linguagem algébrica);
(ii) compreender o significado e a extensdo da representacdo de um
nimero por um simbolo que em geral é uma letra; (iii) construir
procedimentos para resolver equagdes do 1° grau utilizando as
propriedades da igualdade e da equivaléncia entre equagOes; (iv)
representar e resolver situagdes-problema usando equagdes do 1° grau.
Em geral, também no 7° ano, ao estudarem “sistemas e equacdes”, pelo
menos teoricamente, € ampliado o conhecimento matematico sobre
equacBes, pois devem identificar situagfes-problema que envolva
equacBes do 1° grau com duas varidveis, construindo a partir disto o
conceito de par ordenado.

Ja no 8° ano do ensino fundamental, ap6s ampliagdo dos conjuntos
numéricos ao estudar detalhadamente os “nimeros reais”, lhes €
apresentado uma “Introducdo ao calculo algébrico”, onde passa a
reconhecer que expressdes algébricas permitem expressar generalizacdes
sobre propriedades numéricas e propriedades das operacOes aritméticas.
Aqui, é de se esperar que o aluno reconheca no estudo das expressdes
algébricas a possibilidade do estudo de alguns elementos da estrutura
algébrica, utilizando os conhecimentos sobre operagBes e suas
propriedades para entdo construir estratégias de calculo algébrico,
conduzindo a uma ampliacdo da linguagem matematica. Ainda no 8° ano,
é apresentado ao aluno o chamado “plano cartesiano™, no entanto, fica
restrito a um método destinado a solu¢do de um sistema composto por
duas equacGes e duas variaveis, isto &, a representacdo das equacdes
constituintes deste sistema.

No que diz respeito especificamente ao assunto a ser abordado
neste trabalho, € no 9° ano do ensino fundamental que comegam a se
configurar nosso problema. Ao estudar “fun¢des” no 9° ano, onde
sugerimos que para apreender o significado de funcéo é necessario antes
que se consiga identificar a interdependéncia entre duas grandezas de tal
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forma que, com muita clareza, se possa representar em um sistema de
coordenadas cartesianas essa interdependéncia. Salientamos que €
justamente nesta fase, de extrema importancia o “saber fazer consciente”
no que diz respeito a producdo, leitura e interpretacdo de graficos, mesmo
restritos as fungGes polinomiais do 1° e 2° graus, como consta na maioria
dos programas do ensino fundamental. N&o podemos deixar de comentar
que no 9° ano, ao estudar “circunferéncia e circulo”, o estudo deste, em
geral, fica restrito as manipulacbes algébricas, sem que haja o
estabelecimento de relagdes de correspondéncia entre as representacdes
algébricas e suas correspondentes representacdes graficas (visuais) no
plano cartesiano.

No ensino médio é que o entendimento a respeito das
conversdes, linguagem algébrica < linguagem grafica, se configura
como um importante componente para a apreensao do conhecimento dos
objetos matematicos tratados. No 1° ano, apds formalizacdo matematica
do conceito de “fun¢do”, o aluno se vé diante de indmeras situacdes em
que precisa ler e interpretar dados dispostos em diferentes representacfes
matematicas, organizando estes dados em tabelas e graficos e destacando
a dependéncia entre as variaveis envolvidas. Esbocam curvas planas
representantes de funcBes (polinomiais, exponenciais, logaritmicas e
trigonométricas) sem se dar conta, na maioria das vezes, que as equacgdes
algébricas e suas correspondentes representacdes graficas se configuram
apenas em formas de representacdes distintas de um mesmo objeto.
Ressaltamos aqui que as equacGes trabalhadas até entdo séo, quase que
exclusivamente, dadas na sua forma cartesiana.

Somente ao cursar 0 3° ano do ensino médio, quando estuda o
topico “conicas”, em geometria analitica, é que se depara com equagdes
na sua forma implicita, onde precisa identificar qual objeto est&
trabalhando e cuja énfase é dada principalmente na interpretacdo feita a
partir da representacdo algébrica. Fica nitida nesta etapa a dependéncia
gue o aluno tem em relacéo ao tratamento ponto a ponto, configurado ao
esbocar graficamente estas conicas. Cabe ainda comentar aqui que curvas
dadas por equacdes paramétricas acabam se restringindo apenas a uma
das formas de representar a equacdo de uma reta, sem que haja mengéo
alguma ao esboco das demais curvas a partir de funcBes paramétricas e
vice-versa.

Dos comentarios feitos acima podemos constatar que desde o
ensino fundamental e estendendo-se durante o ensino médio, o aluno
manipula equacdes e estas sdo, na grande maioria, expressas por equacdes
cartesianas dadas explicitamente. Além disso, as representacdes graficas
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de curvas planas se restringem as func@es do tipo y = f (x) , COm exce¢ado

do estudo das conicas (ja no 3° ano do ensino médio), onde trabalham
com equacdes implicitas (mesmo sem se dar conta disso) e as curvas
trabalhadas ndo representam fungdes nas variaveis X e y (parabolas,

circunferéncias, elipses e hipérboles).

No ensino superior, especificamente nas disciplinas de Calculo A/l
os graficos também se fazem presentes, ora como objeto de estudo direto,
ora como coadjuvantes para facilitar a interpretacdo do objeto estudado.
Séo objetos de estudo quando se vé especificamente o "esboco de graficos
de funcdes" e quando estes sdo elaborados com recursos do Calculo, no
estudo das "aplicacBes das derivadas". Nos outros momentos, como no
"estudo dos limites", os gréficos aparecem, mas na condicdo de exemplos
ilustrativos de limite de uma fungdo num ponto e, no "estudo da integral”,
como elemento auxiliar ao se fazer o céalculo do comprimento de uma
curva ou o calculo da area abaixo de uma curva, entre outros.

Ao ministrar as disciplinas de Calculo A e | como professor
substituto do Departamento de Matematica da Universidade Federal de
Santa Catarina (UFSC), foi facil constatar que mesmo neste nivel de
ensino os alunos sentem muita dificuldade em situacGes nas quais €
necessario esbocar o grafico de funcBes, sendo evidente a pouca
habilidade que eles tem em lidar com gréaficos. Também é notéria a
dependéncia que ainda ha no que tange o tratamento ponto a ponto, visto
gue quase sempre recorrem a construcao de tabelas.

Nas disciplinas de Calculo, os graficos sdo, via de regra, graficos
de funcGes, cuja relacdo entre a lei da fungéo (representagdo algébrica) e
0 eshoco (representacdo grafica) propriamente dito, tem sido objeto
constante de pesquisa em Educacdo Matematica. Perceba que estamos
falando de duas formas de representagcdo de um mesmo objeto, onde a
passagem de uma representacao para outra pode se caracterizar como um
obstaculo epistemoldgico e didatico, pois requer certo grau de abstracdo
aliado a um raciocinio funcional. Em sintese, o esboco de curvas planas
merece atencdo especial por configurar-se num problema latente a
respeito dos processos de ensino e aprendizagem relativos a duas formas
de representagdo da mesma (algébrica e gréfica), oriunda do ensino
fundamental e permanecendo até o ensino universitario.

Fazendo um levantamento bibliografico sobre o assunto,
verificamos que muitas pesquisas Moretti (2003); Silva (2008); Luiz
(2010); Né (2013), dentre outras, tém sido desenvolvidas com foco no
estudo de curvas aplicando a TRRS de Duval. O que nos chama atencéo
é o fato de que as curvas estudadas/apresentadas sdo representantes de



33

graficos de fungdes, cujas representacdes algébricas (equacbes) sdo dadas
cartesianamente e na sua forma explicita, pois as variaveis dependentes e
independentes estdo bem definidas.

Moretti (2003) em seu artigo "A translagdo como recurso no
esboco de curvas por meio da interpretacdo global de propriedades
figurais" segue o raciocinio da interpretacdo global de Duval para as
parabolas e suas relages com as equagdes polinomiais do segundo grau
(funcBes quadraticas), referenciando a translacdo como um procedimento
que contribui para a andlise da relagdo entre as representacdes grafica e
algébrica.

Silva (2008), em sua dissertacdo de mestrado faz um estudo do
Esboco de Curvas, baseado no uso da interpretacdo global das
propriedades figurais proposta por Duval para as func@es trigonométricas,
exponenciais e logaritmicas, onde a partir da representacéo algébrica de
uma curva conhecida como "curva base" e seu respectivo gréfico, utiliza
simetria, translacdo, paridade, inversabilidade, dentre outros elementos,
para obter a representacdo gréafica e algébrica de outras curvas derivadas,
sendo estas da mesma familia.

Né (2013), em sua dissertacdo de mestrado estabelece uma
conexdo entre a TRRS de Duval e 0 enfoque Ontosemiético de Juan Diaz
Godino, desenvolvendo sua pesquisa numa turma de Calculo A do curso
de Meteorologia da UFSC, ap6s terem estudado a respeito da construcéo
de graficos com utilizacdo de elementos das derivadas. Ele investiga o
uso que se faz da linguagem matematica no que tange o esboco de curvas
No processo ensino e aprendizagem.

Moretti e Luiz (2010) no artigo "O procedimento informatico de
interpretacdo global no esbogo de curvas no ensino universitario” (Revista
Educacdo Matematica Pesquisa, 2010) definem as chamadas unidades
béasicas (grafica, linguistica e simbdlica) utilizadas para a interpretacdo
global de curvas que surgem no ensino superior. Os autores deixam claro
gue a conversdo da representacdo algébrica (simbdlica) para a
representacdo grafica no ensino superior, pode apresentar alto grau de
complexidade e, por esta razdo, sugerem o uso de softwares (plotadores)
para a obtencgdo direta do grafico. No entanto, para eles, ha as unidades
bésicas simbolicas e graficas, ambas intermediérias as representacdes
algébricas e graficas, sendo que podemos fazer as conversdes entre elas,
em via dupla, partindo da representagdo grafica, primeiramente obtida
computacionalmente.

Refletindo sobre cada uma das pesquisas citadas anteriormente, ha
algo que nos chama atencdo, como j& dissemos acima: todas as curvas
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estudadas/apresentadas caracterizam graficos de funcdes. Além disso, séo
funcGes apresentadas por equacdes cartesianas na sua forma explicita.
Neste contexto, surgem as seguintes perguntas: E se quisermos
aplicar a interpretagdo global de propriedades figurais, constante na
TRRS de Duval para objetos na qual conhecemos sua representacao
algébrica, mas esta expressa parametricamente ou mesmo implicitamente

[F(x, y)=0]? Ora, para muitas situacdes a equacdo na sua forma

implicita podera através de manipulacdo algébrica passar a ser explicita,
pois poderemos neste caso, expressar uma variavel em funcéo da outra,
no entanto, sera mesmo uma funcdo? E se a equacdo que caracteriza a

representacdo algébrica ndo representar uma funcao y:f(x),

poderemos ainda fazer uma interpretacdo global de propriedades figurais
para a curva que a representa? As conversdes e as unidades basicas citadas
por Moretti e Luiz (2010) ainda serdo validas para as curvas que surgem
Nno ensino universitario, mas que ndo caracterizam funcoes?

No intuito de obter respostas as perguntas anteriormente citadas,
primeiramente fizemos uma busca no banco de teses e dissertacdes da
CAPES™ e nada encontramos a respeito, a ndo ser outras pesquisas na
area cujo tratamento também ocorre para curvas representantes de
funces cujas equacdes sdo dadas explicitamente na sua forma cartesiana.

Retas dadas por equacdes paramétricas e curvas representantes de
conicas, cuja equagdo é dada implicitamente nos interessam neste estudo.
Simetrias, translacdes, parametrizaces, assintotas, curvaturas, normais
e tangéncias sdo algumas das propriedades a serem analisadas nos
gréaficos das equacdes que pretendemos investigar, no intuito de verificar
pontos notaveis na figura e a partir destes, "tentar" estabelecer padrdes
gue conduzam as conversdes preconizadas por Duval em sua TRSS.

Assim sendo, neste trabalho pretendemos considerar retas e curvas
dadas por equagdes paramétricas, independentemente de estas
representarem ou ndo funcdes, para fazermos uma interpretacao global de
propriedades figurais destas. Utilizamos um software para, a partir da
equacao, obtermos diretamente a sua respectiva representacdo grafica e
entdo, verificar quais propriedades figurais podem ou ndo ser inferidas,
bem como, quais possiveis conversdes podem ocorrer entre as diferentes
representacdes.

O uso do recurso computacional neste caso, diante da
complexidade em esbocar as curvas a serem analisadas, o que ndo se
constitui no foco deste trabalho, pode trazer significativas contribuices

10 <http://capesdw.capes.gov.br/capesdw/>. Acesso em: 10 mar. 2015.
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para o processo, ao qual por ora nos propomos. Aqui, o célculo apenas
mecénico foge do nosso objetivo e o uso de um software, além de oferecer
uma maior valorizagdo das linguagens gréficas possibilita o
desenvolvimento de sequéncias didaticas que envolvam atividades de
investigacdo.

Barufi (1999) discute o papel do professor na sala de aula, tendo
como potencial aliado o computador como instrumento facilitador, que
abre novos horizontes, possibilitando o estabelecimento de multiplas
relacGes e a negociacao de significados.

Em relacdo ao software a ser utilizado, vemos que o Geogebra é
uma excelente opcdo, por se tratar de um software de matemaética
dindmica, gratuito, multiplataforma, que combina geometria, algebra,
tabelas, graficos, estatistica e calculo numa Unica aplicacdo. Segundo
Caires (2011), o software Geogebra possibilita a constru¢do dindmica de
pontos, retas, segmentos e sec¢Bes conicas, oferecendo suporte a
equac0es e coordenadas que podem ser inseridas diretamente no software.
Dentre suas aplicagdes didaticas importantes, Caires (2011) destaca a
representacdo geometrica e algébrica de um mesmo objeto interagindo
entre si.

Para Duval (2009, p. 28), “trabalhar com representagdes é para
muitos alunos dos diferentes niveis de ensino, uma operagéo dificil e
muitas vezes impossivel”. Segundo Duval (2009) ndo é possivel separar
os distintos registros de representacdo semiotica, (no caso, algébrico e
gréfico) da funcéo cognitiva do pensamento humano.

Neste contexto, cabe o seguinte problema de pesquisa: Como
aplicar a interpretacéo global de propriedades figurais, preconizada
por Raymond Duval, as curvas representadas na forma de equacdes
paramétricas?

A pesquisa aqui apresentada objetiva aplicar a interpretacao global
de propriedades figurais e buscar elementos matematicos e informaticos
para que esta interpretacdo global, aplicada ao caso de fungdes dadas por
equacdes explicitas na forma cartesiana possa também ser aplicada a
curvas cujo registro algébrico é dado por equacdes na forma paramétrica.

No intuito de responder nosso problema de pesquisa, pretendemos
primeiramente fazer um aprofundamento de alguns estudos relativos ao
esboco de curvas dadas por equagBes cartesianas, apresentando na
sequéncia uma proposta de estudo de eshoco de curvas dadas por
equacdes paramétricas, averiguando quais elementos matematicos podem
contribuir na interpretacdo global de propriedades figurais, para que
fiquem nitidas as conversdes preconizadas por Duval em sua TRSS.
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Também vamos verificar quais ferramentas do software Geogebra
podem facilitar a referida interpretacéo global de propriedades figurais e
consequentemente o processo ensino-aprendizagem de curvas cuja
expressao algébrica se d& parametricamente, de tal forma a estabelecer
relacdes significativas, elencando as ferramentas que contribuam para a
interpretacdo figural dessas curvas.

Rediscutir as conversdes estruturadas por Duval para o estudo da
reta, bem como as conversdes apresentadas por Moretti (2003) no estudo
das funcGes polinomiais do 2°grau, além de analisarmos o trabalho de
Moretti e Luiz (2010), testando quais unidades basicas (simbdlicas e
graficas) podera ou ndo ser consideradas ao interpretar globalmente o
grafico de uma equagdo paramétrica, se constituem também como
propositos deste trabalho.

1.2 A estrutura da pesquisa

A estrutura do texto compreende quatro capitulos, além da
Introducdo e das Considera¢es Finais. Na Introdugdo apresentamos o
tema, algumas justificativas e o objetivo da pesquisa. No capitulo 1
abordamos a TRRS de Raymond Duval. No capitulo 2 tratamos do eshogo
de curvas aplicando a interpretacdo figural global de algumas curvas

representantes de fungbes y= f(x), constituintes de pesquisas ja

realizadas. O capitulo 3 apresenta o quadro tedrico que estabelecemos
relacionando as curvas paramétricas e o procedimento de interpretacdo
figural global, discutido por Duval em sua TRRS, onde descrevemos 0s
procedimentos que usamos para desenvolver a pesquisa. O capitulo 4
apresenta também o procedimento de interpretacdo figural global, mas
para as parabolas deixando a descri¢do dos dados e a analise destes a luz
do quadro tedrico, que pode ser aplicado as demais conicas. Em seguida,
apresentamos as Consideracdes Finais e as Referéncias Bibliograficas
utilizadas na pesquisa.
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2 TEORIA DOS REGISTROS DE REPRESENTACAO
SEMIOTICA

2.1 Consideracdes iniciais

Nas trés Ultimas décadas, muito se tem discutido a respeito da
apropriacdo do conhecimento matematico, cuja problematica tem sido
alvo constante de pesquisas realizadas na area da Educacdo Matematica.
Tais discusstes tém ocorrido para todos os niveis de ensino objetivando
uma analise criteriosa no intuito de explicar as dificuldades encontradas
por alunos e professores, ao aprender e ensinar matematica,
respectivamente.

O primeiro fator a ser levado em consideracdo diz respeito aos
objetos de estudo da matematica, visto que, distinguindo-se das areas que
abrangem as ciéncias da natureza, nas quais os fenbmenos que estas
estudam podem ser percebidos através dos nossos sentidos e, em alguns
casos até mesmo medidos através de instrumentos apropriados, 0s objetos
de estudo da matematica sdo abstratos e existem apenas nas nossas
mentes, sendo que o0s conhecemos somente através de suas
representacoes.

Assim, para estudarmos um determinado objeto da matemética
devemos considerar sempre a coexisténcia objeto-representacao, visto
gue sdo inseparaveis, sendo que para estudarmos a respeito de um objeto
matematico se faz necessario conhecer pelo menos uma de suas
representacdes.

Ao dizermos “pelo menos uma de suas representacfes”, estamos
admitindo que um dado objeto matematico possa ter mais de uma
representacdo, ou seja, representagdes distintas podem se referir a um
mesmo objeto. Isto faz com que seja necessario o entendimento das
relacBes e processos matematicos necessarios para que se possa converter
uma representacdo em outra, ambas representantes de um mesmo objeto.
No contexto educacional, por exemplo, fazer a conversdo da
representacdo algébrica para a representacdo grafica e vice-versa,
caracteriza-se como um obstdculo para a maioria dos alunos,
independentemente do nivel de ensino em que estdo inseridos. Isto
justifica as muitas pesquisas realizadas numa busca incessante por
respostas e consequentes teorizagdes a respeito.

Dentre essas teorias acerca do processo de ensino e aprendizagem
da matematica, encontra-se a chamada Teoria dos Registros de
Representacdo Semidtica (TRRS), desenvolvida pelo fildsofo e psicélogo
francés Raymond Duval, entre as décadas de 70 e 90, cujo foco é a
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investigacdo do papel dos registros de representacdo semidtica e suas
respectivas mudancas para a apreensdo do conhecimento matematico,
publicada em variados trabalhos, entre eles 0 Sémiosis et penseé humaine
Registres sémiotiques et apprentissages intellectuels, publicado em 1995.
Muitos trabalhos tém utilizado a TRRS como referencial teérico nos
Gltimos anos na Academia.

Neste capitulo apresentamos o0s elementos da TRRS que
constituirdo a base fundamental para apreensdo conceitual do nosso
objeto de estudo, pois serdo utilizados para respondermos nossa questao
de pesquisa a respeito do esboco de curvas partindo de equagdes
parameétricas, discutidas nos capitulos 3 e 4 deste trabalho.

2.2 O que é representacao semiética?

Antes de apresentarmos os topicos da TRRS, os quais serdo a base
para nossa questdo de pesquisa, faremos uma explanagéo reflexiva acerca
de alguns termos usados na referida teoria.

A primeira nomenclatura a ser discutida aqui é a de
“representagdo”. O dicionario Aurélio da lingua portuguesa expde, para a
palavra representagdo, dentre outros significados, “... aquilo que a mente
produz; o contetdo concreto do que é apreendido pelos sentidos; a
imaginagdo; a memoria ou o pensamento.” (FERREIRA, 2010, p. 658).

O conceito de representacdo ha muito tempo se constitui no centro
das mais variadas teorias, como a semiotica e as ciéncias cognitivas.

A matemética é totalmente construida através de representacdes.
Por exemplo, o numero 0,25 ¢ representado na lingua materna como “zero
virgula vinte e cinco” ou como “vinte e cinco centésimos”; ainda pode ser

L 1 S
expresso na forma fracionaria como ZOU em notagao cientifica como

2,5x1071. Note que hé& representacdes diferentes para 0 mesmo nimero
(objeto).

Para Duval (2009), ““as representacdes sao divididas em internas e
externas. As representagdes internas sdo aquelas que criamos em nossas
mentes, as quais descrevem a cognicdo dos individuos e por isso sdo
conhecidas ainda como representacGes mentais. As representacoes
externas ou semidticas, por sua vez, sdo aquelas constituidas por
sistemas de signos!' que possuem regras proprias de significacdo e

11 Pierce (1931 apud DUVAL, 2009, p. 34) considera que o signo é aquilo que,
sob determinado aspecto, representa alguma coisa para alguém, criando em sua
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funcionamento, inventadas pelo homem para mediar as relagdes com 0s
conhecimentos e as coisas do mundo.”

Duval (1995) preconiza a importancia das representagdes dentro
dos estudos da psicologia cognitiva, direcionando-as no contexto das
representacbes mentais para conhecimento de como funciona o
pensamento humano. No entanto, é para as representacdes semiéticas o
foco de seu estudo, pois o funcionamento cognitivo do pensamento para
a aprendizagem matematica é a centralidade do mesmo.

H& uma intrinseca relagéo entre as representacoes
mentais e semioticas. J& a nogdo de registro refere-
se “ao dominio dos sinais que servem para designar
qualquer coisa (por exemplo, 0 mapa que
representa o Brasii e ndo é o0 Brasil)”.
(ALMOLOUD, 2007, p. 80).

Para Duval (2009, p. 28), “ndo existe noésis*? sem semidsis'?, ou
seja, ndo ha conceitualizacdo sem o sujeito ter-se apropriado das vérias
formas de representacdo de um mesmo objeto”.

Em sua TRRS, o autor afirma que:

A compreensdo (integral) de um conteldo
conceitual repousa sobre a coordenagdo de ao
menos dois registros de representacdo e esta
coordenacdo  manifesta-se pela rapidez e
espontaneidade da atividade cognitiva de
conversdo. (DUVAL, 1993, p. 51).

Neste contexto, o entendimento de diferentes registros de
representacdo pode conduzir ao desenvolvimento de habilidades que
direcionam ao ato de criar, transformar e analisar 0s objetos matematicos,

mente um signo equivalente. Nessa operacao é gerado o interpretante. Aquilo que
0 signo representa ¢ denominado seu objeto. “O signo compreende duas ideias —
uma é a ideia da coisa que representa, e outra, a ideia da coisa representada — e a
natureza do signo consiste em excitar a segunda pela primeira” (NOTH, 1995b,
p. 43).

PIERCE, C. S. Collected Papers, Il, Elements of logic. Cambridge, Harvard:
University Press, 1931.

12 Inteleccdo, ato de compreenséo conceitual (DUVAL, 2009, p. 15).

13 Signo, marca distintiva, producdes ligadas as praticas significantes (DUVAL,
2009, p. 15).
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considerando que a linha de pensamento se inicia a partir da concepgéo
que fazemos de algo que vai além do que os olhos podem ver.

Diante do exposto, precisa estar claro que ao estudar determinado
objeto matematico, é imprescindivel conhecer algum registro (signo) que
represente 0 objeto em questdo, sendo que esse registro pode ser dado de
algumas formas: na lingua materna, aritmética, algébrica, geométrica,
tabelas, grafica, entre outras. Independentemente do formato de tal
registro, podemos ter axiomas, propriedades e generalizacdes
constituintes do referido registro, que constituirdo o saber cientifico de
uma determinada teoria matematica.

Um fator fundamental a respeito das dificuldades de aprendizagem
em matematica consiste na necessidade de se distinguir o objeto
matematico de sua representacao.

[...] ndo pode haver compreensdo em matematica
se ndo se distingue um objeto de sua representacao.
Desde esta perspectiva, é essencial ndo confundir
jamais os objetos matematicos, por exemplo, os
nimeros, as fungdes, as retas, etc.,, com suas
representacdes, por exemplo, as escritas decimais
ou fracionarias, os simbolos, os gréficos, o0s
tragados das figuras [...] pois um mesmo objeto
matematico pode ter diferentes representacoes.
(DUVAL, 2009, p. 14, grifo nosso).

O segundo termo merecedor de uma discussdo sobre seu
significado ¢ o de “semidtica”. Usando o mesmo diciondrio Aurélio, entre
alguns significados, temos ser “... a ciéncia geral dos sinais e simbolos,
dos sistemas de significagdo.” (FERREIRA, 2010, p. 691).

Noth (1995, p. 17), citando a corrente americana de Charles Pierce
(1839-1914) nos diz que “o termo “semidtica” tem origem grega (semeion
= signo), caracterizando-se como a ciéncia dos signos e dos processos
significativos na natureza e na cultura. Como os signos se referem a
linguagem, podemos admitir a semiética como a ciéncia de todas as
linguagens”.

Entdo, um sistema de representacdo semiética pode ser definido
como:

Um conjunto de cédigos (signos), organizados
segundo regras de formac&o e convengdes proprias,
que apresentam relacGes internas que permitem
identificar os objetos representados e estabelecer



41

relagbes com outros objetos e sistemas
matematicos (DUVAL, 1995).

Segundo Duval (2009, p. 36-37), os sistemas semiodticos devem
cumprir as trés atividades cognitivas inerentes a toda representacao:

1°. Devem constituir um traco ou um ajuntamento de tracos
perceptiveis que sejam identificaveis como uma representacao de alguma
coisa em um sistema determinado;

2°. Transformar as representagdes apenas pelas regras proprias ao
sistema, de modo a obter outras representagdes que possam constituir uma
relacdo de conhecimento em comparacgéo as representacoes iniciais;

3°. Converter as representagcdes produzidas em um sistema em
representacdes de outro sistema, de tal maneira que estas Ultimas
permitam explicar outras significacfes relativas ao que é representado.

De acordo com Duval (2003), existem diversas formas de
Representacdes Semidticas que sdo agrupadas em quatro grandes
registros: a lingua natural, as escritas algébricas e formais, as figuras
geométricas e as representacdes graficas. Para ele, cada um deles cumpre
a funcdo de representacdo, pois estabelecem uma comunicacdo de tal
forma que os registros inerentes a cada um desses sistemas nos permitem
realizar as chamadas operagdes cognitivas de tratamento e conversdo, que
abordaremos adiante.

Para Duval (2009), ao considerarmos o conhecimento matematico
devemos estar atentos a necessidade intrinseca do uso das representacoes
semioticas e cientes da variedade de registros que se pode utilizar. Isto
faz com que a TRRS seja positivamente significativa, pois procura
explicagcdes a respeito daquilo que precisamos levar em consideracéo
quando se investiga a aquisicao do referido conhecimento.

Como ja mencionamos, ha variadas formas de representacdo de um
mesmo objeto matematico e este talvez seja justamente o primeiro fator a
ser considerado quando nos propomos a ensinar matematica, seja por
professores ou livros didaticos, de tal forma que propiciem aos alunos a
apropriacdo dos diferentes registros de representacdo semiotica, o que
implicard um primeiro passo para a apreensdo real e ndo apenas aparente
dos objetos matematicos em estudo.

Duval (2003) deixa claro que somente podemos ter acesso ao
objeto matematico através de suas diferentes representacdes semioticas,
visto que é dessa maneira que um aluno pode construir um determinado
conceito. Por outro lado, para este autor, ndo é suficiente que se tenha
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dominio de diferentes representacdes semidticas, pois 0 mais importante
€ que se possa transitar entre elas.

Devemos entdo considerar que cada tipo de registro semiotico
possui suas préprias caracteristicas, cujas especificidades faz com que
seja necessario o desenvolvimento de habilidades que conduzam tanto as
transformacges dentro de um mesmo sistema de representacdo semiética,
guanto a capacidade de passar de uma representacdo para outra.

No ensino de matematica, o problema se estabelece
justamente porque s6 se levam em consideragéo as
atividades  cognitivas de  formagdo  de
representacGes e 0s tratamentos necessarios em
cada representacdo. No entanto, o que garante a
apreensdo do objeto matematico, a
conceitualizagdo, ndo é a determinacdo de
representaces ou as varias representacdes
possiveis de um mesmo objeto, mas sim a
coordenacdo entre estes Vvarios registros de
representacdo. Por exemplo, ndo adianta o sujeito
resolver uma operagdo usando material concreto,
ou através de um desenho, se ndo conseguir
enxergar/coordenar estes procedimentos no
tratamento aritmético (algoritmo da operacéo), no
problema envolvendo esta operagdo ou mesmo em
outro registro de representacdo qualquer. (DAMM
apud PAIS et al., 2008, p. 181-182).

A citacdo anterior nos deixa um alerta j& enfatizado por Duval em
seus trabalhos, a de que a coordenacdo entre os diferentes registros é
necessaria para a aprendizagem em Matematica, pois ndo é a
determinacdo das representacfes ou as varias representagdes possiveis de
um mesmo objeto que garantird a apreensdo do objeto matematico, mas
sim a coordenacao entre esses Varios registros de representacao.

Estd justamente ai o real desafio para aqueles que ensinam
matematica, o de levar em consideracdo a coordenagdo entre as diversas
formas de representacdo de um mesmo objeto matematico, tendo em vista
gue a nossa prépria formacao, ao longo de nossa vida escolar, tratou das
representacdes também de forma fragmentada, sem uma articulacéo entre
duas ou mais naturezas de representacdo. Para assim proceder é
necessario primeiramente, que facamos uma andlise criteriosa a respeito
da forma como concebemos os objetos e ferramentas matematicas.
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2.3 Operacdes cognitivas de formacéo, tratamento e conversao'

Os registros semidticos sdo importantes ndo somente por se
constituirem num sistema de comunicacdo, mas também por
possibilitarem a organizacdo de informacdes a respeito do objeto
representado.

E importante estar claro que o processo de ensino deve
compreender o trabalho com registros de representacdo, para tornar
possivel a producdo e apreensdo das representacbes dos objetos
matematicos bem como para a apreensdo conceitual destes objetos, pois
segundo Duval (1995) é o trabalho com registros que contempla trés
operacgdes cognitivas: a formacéo, o tratamento e a conversao.

A formagdo de uma representacdo significa uma operacdo
cognitiva que se realiza utilizando-se a lingua materna, desenhos, figuras
ou estruturas com signos préprios de uma ciéncia que nao acontece
independente do conteldo a representar e ndo pode deixar de respeitar
regras.

O tratamento significa uma operagdo cognitiva que compreende
uma transformagdo da representacdo, no interior do mesmo sistema
semiético, mobilizando apenas um s registro de representacdo. Por

exemplo, em %:0,5 foi efetuado um tratamento no numeral

representativo de um namero, expressando-0 através de uma fracdo e
apresentando-o na forma decimal. O sistema semidtico é o mesmo,
independentemente de estarem ou ndo sendo colocadas em jogo
especificidades de cada uma das formas do nimero.

A conversao significa também uma operagdo cognitiva, porém de
outra natureza, que compreende uma transformacdo de uma dada
representacdo em outra, sO que agora, pertencente a outro sistema
semidtico. Essa operacdo ndo € uma operacdo trivial e nem
cognitivamente neutra, conforme nos alerta Duval (1995). Exemplo: “um
nimero positivo” (lingua materna) e “x > 0 ” (linguagem algébrica).

Cada registro de representacdo apresenta um contelido proprio que
caracteriza parte do objeto estudado e o sujeito se apropria do objeto cada
vez que se da conta dos elementos que o caracteriza. Tomar consciéncia
dos contelidos existentes em cada registro de representacao e estabelecer
relacGes entre eles significa apropriar-se do objeto estudado.

14 Operacdes cognitivas constitutivas da semiose.
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Neste sentido, podemos dizer que uma representacdo &
identificavel quando € possivel reconhecer nesta representacdo o que ela
representa, no caso da Matematica, o objeto matematico que representa.

Para isso, 0 sistema de signos precisa ser estabelecido socialmente.
Assim, uma representacao identificavel permite que a pessoa que se
depara com ela, selecione as caracteristicas e os dados do contetdo que
esta sendo representado.

Temos que estar atentos ao que podemos, de fato, considerar como
sendo um registro semiotico, Por exemplo, é estabelecido socialmente
gue uma circunferéncia com um trago diagonal feito sobre a letra “E”,
indica que é proibido estacionar. Mesmo satisfazendo esta condicéo, as
placas de transito ndo sdo consideradas registros de representacdo
semidtica, pois ndo existe nem a possibilidade de tratamento e nem a de
conversao nestes tipos de representagéo.

As diversas representaces semidticas de um
objeto matematico sdo, pois, absolutamente
necessarias, ja que os objetos matematicos ndo
estdo diretamente acessiveis na percepgao e para
que se possam efetuar tratamentos sobre os
mesmos. 1sso nos leva a apontar que existem trés
patamares distintos: o objeto matematico, a
representacdo mental desse objeto e a utilizacao
de registros de representacdo semidticos desse
objeto. Por essa razdo, a importancia da distin¢éo
entre um objeto matematico e a representacdo que
se faz no funcionamento cognitivo. (MORETTI et
al., 2005).

Em se tratando da atividade cognitiva requerida pela Matematica,
deve-se considerar a importancia das representaces semidticas pelos
seguintes motivos: em relagdo as possibilidades de tratamento (ndo €
qualquer tipo de registro de representacdo que permite um determinado
tipo de tratamento), pelo fato de que os objetos matematicos ndo séo
diretamente observaveis, visto que eles ndo tém existéncia fisica e sua
apreensdo s6 é possivel por meio de registros de representacao;
igualmente pelo fato de que existe uma grande variedade de
representacdes semidticas possiveis para serem utilizadas em Matematica
(lingua natural, graficos, linguagem algébrica, figuras geométricas, entre
outras).

De acordo com Duval (1993), o processo de ensino ndo pode
privilegiar somente o tratamento, pois se assim o fizer estara atribuindo
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demasiada importancia a forma, como se ela, por ser responsavel pela
descricio de uma informacdo, permitisse a conceitualizacdo. E na
conversdo das representacBes, de um sistema semidtico a outro, que
havera uma operagao cognitiva que pode ser descrita como uma mudanca
de forma, que possibilitara a conceitualizacdo dos objetos matematicos
pelos sujeitos em processo de aprendizagem.

A seguir, apresentamos uma situacdo onde se pode observar
diferentes representacdes semidticas de um mesmo objeto matematico,
onde detalhamos a significativa diferenca entre tratamento e conversdo
sob a Gtica de Duval.

Tomando o objeto matematico “circunferéncia”, somente teremos
acesso a ele através de suas representagdes. Interessa-nos como foco
desse trabalho as representacdes algébrica e grafica do objeto, onde cada
registro semidtico pode nos fornecer informagdes distintas a respeito da
circunferéncia.  Exemplificando, vamos tomar em particular a
circunferéncia seguinte:

» Lingua natural: circunferéncia com centro na origem do sistema
de coordenadas cartesianas e raio 1 unidade de comprimento.

» Linguagem algébrica: X2 + y2 =1.

> Representacdo grafica: ver figura 1.1.

Figura 1.1: Representacao grafica/geométrica da circunferéncia com
centro na origem e raio 1.
i

Fonte: Autores desta pesquisa.

Note que representamos o objeto em trés distintos sistemas de
representacdo semidtica. Vamos agora nos ater a sua representacdo
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algébrica: X2+ y2 =1. Perceba que temos aqui uma equac¢ao com duas

varidveis, onde nenhuma delas esta expressa em termos da outra, 0 que a
caracteriza como sendo uma “equacdo implicita”, visto que ndo ha
definicdo sobre variaveis dependentes e independentes.

No entanto, através de operacdes algébricas, podemos tornar a

equacao implicita ( X2 + y2 =1) em uma equacao explicita. Observe:

x2+y2 =le y2=1—x2 =2 :J_r\,y’l—x2

Temos agora a varidvel y expressaem fungdo da varidvel x . Note

que operamos dentro de um sistema de representacdo semidtica
(algébrico), permanecendo nele, ou seja, conservando a forma de
representagdo. A este procedimento, Duval chama de “tratamento”.

Os tratamentos sdo transformacgdes de
representacdes dentro de um mesmo registro: por
exemplo, efetuar um célculo ficando estritamente
no mesmo sistema de escrita ou de representacdo
dos nimeros; resolver uma equacao ou sistema de
equagdes; completar uma figura segundo critérios
de conexidade e de simetria. (DUVAL, 2008, p.
16).

Voltando a circunferéncia dada pela equagéo X2+ y2 =1, temos

gue a mesma pode ser representada no plano cartesiano, cuja
representacdo é dada pela Figura 1.1. Observe que agora houve uma
mudanca do sistema de representacdo algébrico para o sistema de
representacdo grafico. A esta transformacdo Duval chama de
“converséo”.
As conversbes sdo  transformacgbes  de
representacdes que consistem em mudar de
registros conservando 0s mesmos objetos
denotados: por exemplo, passar da escrita algébrica
de uma equagdo a sua representacdo grafica.
(DUVAL, 2009, p. 16).

Duval (2009) nos afirma que “um tratamento ¢ uma transformagao
de representacdo interna a um registro de representagdo ou a um sistema”.
(p. 57). Ainda, para ele “a conversdo é uma transformagdo externa em
relagdo ao registro da representagéio de partida”. (p. 59).
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E importante destacar aqui que tanto na transformacdo de
tratamento (interna ao sistema algébrico) quando na transformacdo de
conversdo (externa ao sistema algébrico), houve uma mudanca de
registro, visto que cada um dos sistemas de representagcdo possui suas
proprias regras de transformacdo que sdo internas ao sistema semiético
na qual pertencem. Contudo, o objeto matematico foi conservado mesmo
apos a mudanca de registro, isto €, o objeto “circunferéncia centrada na
origem do sistema de coordenadas cartesianas e de raio 1” permanece
com suas propriedades caracteristicas, embora ao fazermos a conversao,
informac0es distintas podem ser obtidas diretamente a respeito da mesma.

No entanto, “certas regras de tratamento ndo sdo de forma alguma
especificas a um dado registro de representacio. E o caso das regras de
derivacdo: elas sdo comuns a todos os raciocinios do tipo dedutivo.
Porém, esses raciocinios podem ser efetuados no registro de uma lingua
formal tanto quanto naquele da lingua natural.” (DUVAL, 2009, p. 58).

Também nos expde que “converter é transformar a representagéo
de um objeto, de uma situacdo ou de uma informagdo dada num registro
em uma representacdo desse mesmo objeto, dessa mesma situacdo ou da
mesma informagao num outro registro.” (DUVAL, 2009, p. 58).

Assim, a conversdo semiética imp0de que se haja uma mudanca no
procedimento interpretativo, visto que o conteildo a que se chega (apds a
conversao) precisa de uma interpretacdo diferente daquele caracteristico
da representacdo de partida (antes da conversdo). Entdo, a converséo
requer clareza perceptiva entre a forma e o contelido da representagéo. Se
ndo se percebe essa diferenca a atividade de conversdo torna-se
impossivel ou incompreensivel. (DUVAL, 2009, p. 59).

Devemos, porém, tomar cuidado quanto as regras de conversao.
No nosso exemplo onde convertemos a equacdo implicita dada por

X% + y2 =1 em seu registro gréfico (ver Figura 1.1), embora tenhamos

omitido as regras usadas para tal conversao, estas ndo sdo as mesmas para
a conversao no sentido contrario, isto €, para converter do registro gréfico
para sua respectiva representacdo algébrica.

Para efetuar essa discriminacdo, é preciso, com
efeito, dar inicio a uma interpretacdo global que
requer ter percebido os diferentes valores possiveis
das variaveis visuais pertinentes no registro grafico
e té-los relacionado com os simbolos
correspondentes na escritura algébrica. Ou seja, as
regras de conversdo ndo sao as mesmas segundo o
sentido no qual a mudanca de registro € efetuada.
(DUVAL, 2009, p. 61, grifo do autor).
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Duval, em sua TRRS se dedicou incessantemente ao estudo da
atividade (operagdo cognitiva) de conversdo, onde para ele, “a conversdo
das representacGes semiéticas constitui a atividade cognitiva menos
espontanea e mais dificil de adquirir para a grande maioria dos alunos.”
(DUVAL, 20009, p. 63, grifo do autor).

Duval procurou analisar as indmeras dificuldades enfrentadas por
alunos ao realizarem conversdes, onde para ele,

A passagem de um sistema de representagdo a um
outro, ou a mobilizagdo simultdnea de vérios
sistemas de representacdo no decorrer de um
mesmo percurso, fendmenos tdo familiares e tdo
frequentes na atividade matematica, ndo tém nada
de evidente e de espontaneo para a maior parte dos
alunos e dos estudantes. (DUVAL, 2009, p. 18).

Neste contexto, é pertinente, conforme ja expressamos na
introducdo deste trabalho, refletirmos a respeito das dificuldades
enfrentadas por alunos, ao terem que realizar conversdo ao estudarem
contetidos da disciplina de Matem@tica, ministrada em variados niveis de
ensino.

Em se tratando do esbogo de curvas, a pratica pedagogica mais
comum diz respeito a conversdao do sistema algébrico para o grafico,
sendo que o sentido inverso, em geral, acaba sendo omitido.

Néo é dificil constatar que os alunos sentem muita dificuldade em
situacBes nas quais é necessario esbocar graficos de funcdes, ficando
evidente a pouca habilidade no que diz respeito & coordenacdo de
diferentes registros semioticos, em especial aqui, o linguistico, algébrico
e gréfico. Para Silva (2007), os professores em suas praticas pedagdgicas
e também os livros didaticos, geralmente desconsideram as conversdes
como se as mesmas fossem naturalmente aprendidas pelos alunos.

Duval (2009) pontua ainda que a existéncia de varios registros de
representacdo objetiva principalmente, a economia de tratamento, a
complementaridade e a conceitualizacéo.

Em relacdo a complementariedade de registros, “compreende os
elementos informativos e comunicacionais possibilitados pela
representagdo escolhida”. (COLOMBO, 2008, p. 117). Como exemplo,
podemos pensar nas informacdes que a representacdo da reta numérica
fornecem a respeito dos nimeros inteiros, como os aspectos relacionados
a simetria, valor absoluto e oposto de um niimero. Ja o registro numérico
permite a realizacdo de calculos especificos que s6 podem ser realizados
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por se tratar de uma representacdo discursiva (sistemas de escritas
numéricas, algébricas, simbdlicas).

Isto nos faz concluir que, de um ponto de vista cognitivo, uma
representacdo ndo é completa em relacdo ao objeto que representa e,
portanto, de um registro a outro ndo sdo 0s mesmos contetdos de uma
situagdo que sdo representados.

Ja no que diz respeito a economia de tratamento, imagine uma
situacdo em que se tenha que resolver a seguinte expressao numeérica:

1) 4 -
2(0,34—5)—5 ( )

Um aluno que apresente dificuldades em relagdo as operagdes com
numeros representados na forma fracionéria pode transformar as fragdes
da expressdo (*) em suas correspondentes representaces decimais,
supondo aqui que para este registro (decimal) ele possui dominio. Assim
sendo, ele fara a seguinte conversao:

1) 4
2(0,3+—j—— < 2(0,3+0,5)-0,8
2 conversédo

Percebemos no exemplo hipotético acima que, o fato de dominar
diferentes registros proporcionou a escolha de um caminho mais rapido
e, portanto, mais econémico.

No que se refere a conceitualizacio, Duval (2009) defende que
somente o dominio de varios registros de representacdo semiética de um
mesmo objeto pode conduzir a elaboragdo e apreensdo de um conceito.
No entanto, para ele devemos estar atentos quanto ao uso excessivo do
tratamento, pois pode conduzir a uma confusdo cognitiva, entre elas a
dificuldade em distinguir o registro utilizado do objeto matemético em
estudo, visto que pode ser, neste caso, a Unica representacdo conhecida do
objeto.

Entdo, podemos dizer que quanto maior for o grau de compreensao
e a consequente capacidade de realizar conversdes que um aluno possua,
maior sera o seu rol de escolhas entre os diferentes registros, de tal forma
gue os tratamentos por ele efetuados sejam mais econdmicos e seguros.
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2.4 Fendmenos de congruéncia e ndo congruéncia

Suponha que estamos diante de um objeto matematico
representado por “A” e que através de uma conversdo chegamos a sua
representagdo “B”. Entéo, “A” ¢ o registro de saida ¢ “B” o seu registro
de chegada. Se o registro “B” deixa transparecer a representacao “A”, ou
seja, “B” lembra “A”, pois se reconhece o mesmo objeto em “A” e “B”,
dizemos que houve o fenémeno de congruéncia. Caso contrério, isto é, se
em “B” ndo se reconhece o mesmo objeto identificado em “A”, dizemos
gue houve a ndo-congruéncia. Em sintese, uma conversdo pode ser
congruente ou ndo-congruente.

Segundo Duval (2003), as congruéncias e nao-congruéncias se
manifestam de forma mais nitida nas operacdes de conversdo. Para ele,
guando se observa dois registros onde houve uma conversdo, duas
situacBGes podem ocorrer:

Ou a representacdo terminal transparece na
representacdo de saida e a conversdo esta proxima
de uma situacdo de simples codificagdo — diz-se
entdo que ha congruéncia —, ou ela ndo transparece
absolutamente e se dird que ocorre a ndo-
congruéncia. (p. 19).

A dificuldade da conversdo de um registro de representacdo para
outro esta relacionada com o grau de congruéncia entre o registro de saida
e 0 registro de chegada.

Para determinarmos se as representagdes semidticas “A” e “B” sdo
congruentes ou ndo-congruentes, segmentamos as representacfes em suas
respectivas unidades significantes®®, de maneira tal que estas possam ser
colocadas em correspondéncia.

Ao final dessa segmentagdo comparativa, pode-se
entdo ver se as unidades significantes sdo, em cada
um dos dois registros, unidades significantes
simples ou combinages de unidades simples. Essa
comparagdo pode ser feita diretamente ou por meio
de uma representagdo auxiliar que “codifique” de
alguma forma as representacbes a comparar
(DUVAL, 2009, p. 66).

15 Considera-se como unidade significante elementar toda unidade que se destaca
do “léxico” de um registro (DUVAL, 2009). Uma palavra, uma expressao ou uma
figura sdo exemplos de unidades significantes.
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Suponhamos que certo aluno, chamado Jodo, conhega a equagéo
reduzida  de uma  circunferéncia  genérica, ou seja,

2 2 N .

(x=%)" +(y—Yo) =r? onde X, e y, séo as coordenadas cartesianas

do centro da circunferéncia e r é o raio. Os exemplos seguintes nos

mostram quando ha congruéncia e ndo congruéncia, respectivamente:
Exemplo de congruéncia

Seja o0 objeto matematico dado pela equacdo implicita

2 2
(x-1)"+(y-2)" =4.
Como Jodo conhece a equacdo reduzida de uma
circunferéncia genérica, ndo terd problema algum para na equacdo

(x —1)2 +(y- 2)2 =4, reconhecer:

e que o objeto matematico € uma circunferéncia;
* que esta circunferéncia tem centro no ponto (1,2);
e que 0 raio da circunferéncia é 2.

Ao fazer a conversdo da representacdo algébrica para a
representacdo grafica, Jodo obtera:

Figura 1.2: Representacdo grafica do objeto dado pela equacéo
(x-1)° +(y-2)° =4

vl

<x—1)2+<y—z>2=4

Fonte: Autores desta pesquisa.

B3
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Jodo tem entdo duas representacdes distintas para 0 mesmo objeto
matematico, onde a segmentacdo nas chamadas unidades significantes
pode ser observada no quadro 1.1:

Quadro 1.1: Segmentacdo em unidades significantes do objeto dado em
lingua natural como “circunferéncia de centro no ponto (1, 2) e raio 2.

circunferéncia.

Representacéo Unidades Significantes
Centro Comparagéo:
2 2 2
(x=%) +(y-¥o) =r
T2 o2
(%:%)=(L2)|  xaf  (y-2)
(Representagdo “A”) - Inicial . U
Algébrica .
2 2 5 =
(x_]_) +(y_2) =4 Raio Comparagao:
2 2 2
(=30)" (=30 )" =
r=2 2 2 2
(17 (y=2)
U
r=2
(Representacéo “B”) - Final Centro Visualmente (Direto)
1)
(Gréfica)
O ponto “O” de
i
' coordenadas (l, 2)
¢ o centro da

Raio

r =med (ﬁ):

Fonte: Autores desta pesquisa.

Duval (2009) nos diz que duas representac@es semidticas distintas
representam, pelo menos, em parte, 0 mesmo contelddo, quando
obedecem ao que ele chama de critérios de congruéncia, a saber:
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1°, Possibilidade de uma correspondéncia semantica entre
unidades significantes que as constituem;

2°. Mesma ordem possivel de apreensdo destas unidades nas duas
representacoes;

3°. Conversdo de uma unidade significante da representacdo de
partida a uma sé unidade significante na representacéo de chegada.

Analisando o quadro 1.1, vemos que todos os critérios de
congruéncia preconizados por Duval sdo satisfeitos. Logo, concluimos
que as representagdes “A” e “B” sdo congruentes, ou seja, em ambas as
representacdes se reconhece 0 mesmo objeto.

VVamos agora analisar outro exemplo:

Exemplo de ndo congruéncia

Seja o0 objeto matematico dado pela equacdo implicita
x2 4 y2 —-2Xx—-4y+1=0.

Embora Jodo conhega a equacao reduzida de uma circunferéncia
genérica, desta vez, ndo é direto perceber que o objeto matematico
também corresponde a uma circunferéncia e muito menos, identificar de
forma imediata o seu centro e raio. No entanto, fazendo um tratamento na
equacao (completando os quadrados), vem:

x2+y2—2x—4y+1:0
(x—1)2+(y—2)2—1—4+1=0
(x-1)° +(y-2)"~4=0
(x-1)°+(y-2)° =4

Agora fica claro para Jodo que o objeto representado por

X2+ y2 —2x—4y+1=0 é uma circunferéncia com centro no ponto

(1, 2) e raio 2, ou seja, 0 mesmo objeto do exemplo de congruéncia.
Mas, pensando em termos de conversdo, temos:
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Figura 1.3: Representacdo grafica do objeto dado pela equacao
X2 + y2 —-2x—-4y+1=0

3 -2x-ay <10 cowersio >

vl

Fonte: Autores desta pesquisa.

Note que em relagdo & representagdo algébrica (equacdo:

X2 + y2 —2x—4y+1=0) e sua respectiva representacdo grafica (Figura

1.3):

1°. N&o ha possibilidade de uma correspondéncia semantica entre
unidades significantes que as constituem;

2°. Nao tem a mesma ordem de apreensdo destas unidades nas duas
representacoes;

3% Ndo ha como converter uma unidade significante da
representacdo de partida a uma s6 unidade significante na
representacdo de chegada.

Logo, concluimos que as representa¢des ndo sdo congruentes, ou
seja, ndo reconhecemos 0 mesmo objeto nas diferentes representacdes
(partida — chegada), pois como mostramos acima, esse reconhecimento
somente € possivel depois de um tratamento (completar os quadrados).

A “capacidade” de interpretar uma representagdo matematica
depende além do rol de conhecimentos do sujeito, do grau de congruéncia
do modelo matematico. No nosso primeiro exemplo, caso Jodo nédo

. 2 2 2 o -
conhecesse a equagdo (x—xy) +(y-y,) =r® ndo conseguiria
identificar centro e raio da circunferéncia a partir da equacgdo

2 2 . <
(x—l) +(y—2) =4 . Ainda, uma representagdo congruente, como a

E
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mostrada na figura 1.3, que “lembra” a situacdo original, possibilita uma
interpretacdo mais eficaz; por outro lado, uma representacdo nao
congruente, que ndo “lembre” a situagdo original, como no exemplo 2,
possibilitara uma leitura menos eficaz.

Ainda, uma questdo a ser levada em consideracdo no que tange a
congruéncia e a ndo congruéncia de uma conversdo diz respeito ao sentido
em que a conversdo é realizada. Por exemplo, realizar a conversdo do
registro algébrico para o registro grafico ndo apresenta, na maioria das
vezes, a mesma dificuldade e 0 mesmo custo cognitivo que realizar uma
conversao do registro grafico para o registro algébrico. Ou seja, construir
um grafico dado sua expressdo algébrica, ndo apresenta a mesma
dificuldade que construir uma expressdo algébrica dada sua representacéo
no registro grafico. Isto ndo quer dizer que realizar a conversdo no sentido
algébrico — grafico seja algo natural.

Nestes termos, acaba que a ideia mais difundida nas salas de aulas
é reduzir o processo de conversdo a uma das formas mais simples, o que
é um equivoco, pois 0 processo acaba sendo tratado como se bastasse
apenas aplicar uma sequéncia de regras estabelecidas para obter a
conversao, por exemplo, de uma equacdo a sua representacdo grafica.
Precisamos ter consciéncia gque esse processo é bem mais complexo.

H& por trds da aplicagdo de uma regra de
codificacdo para passar de uma equagdo a um
gréfico cartesiano, a necesséria articulagdo entre as
variaveis cognitivas que sdo especificas do
funcionamento de cada um dos dois registros. Pois
essas sdo variaveis que permitem determinar quais
as unidades de significado pertinentes, que devem
ser levadas em consideracdo em cada um dos dois
registros. A conversdo das representagdes,
quaisquer que sejam 0s registros considerados, €
irredutivel a um tratamento. (DUVAL, 2003, p.
17).

Na disciplina de calculo, por exemplo, a énfase é dada no sentido
algébrico — gréfico, de tal forma como se a conversdo no sentido
contrario passasse a ser algo automatico. Isto demonstra porque em
determinadas conversdes os alunos apresentam alto grau de dificuldade.
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2.5 A interpretacéo global das propriedades figurais

Ao fazermos uma conversdo do registro “A” para o registro “B”,
ndo implica que o sentido inverso apresente as mesmas caracteristicas.
No contexto deste trabalho, fazer uma conversdo da representacdo
algébrica para uma representacdo grafica, o que de acordo com nossa
experiéncia, € 0 mais comum acontecer, ndo proporciona garantia alguma
gue o sentido inverso ocorra. Esta é uma das raz6es porque alunos de
matematica em qualquer que seja 0 grau de ensino, apresentem muitas
dificuldades de leitura e de interpretacdo de graficos.

Duval considera um equivoco quando se presume que os sentidos
de conversao entre dois registros sdo equivalentes, visto que desta forma,
por exemplo, estariamos considerando que uma conversdo partindo da
representacdo algébrica para a representacdo gréfica, englobaria as
mesmas estruturas e conceitos ao converté-la da representacdo grafica
para a representacao algébrica.

Porque passar de um registro de representacdo a
outro nédo é somente mudar de modo de tratamento,
é também explicar as propriedades ou 0s aspectos
diferentes de um mesmo objeto. Vemos, entdo, que
duas representacbes de um mesmo objeto,
produzidas em dois registros diferentes, ndo tém de
forma alguma o0 mesmo contetdo. (DUVAL, 2003,
p. 22).

Entre os trés tipos de abordagens possiveis para a representacao
grafica, citadas por Duval (2011, p.98-99), vamos aqui expor apenas duas,
por entendermos que a primeira € a mais comum de encontrarmos tanto
nos livros didaticos quanto na pratica pedagdgica dos professores, e a
segunda por ser justamente a que utilizaremos no estudo das curvas objeto
deste trabalho, a saber:

12 Abordagem ponto a ponto;
22 Procedimento de interpretacdo global das propriedades
figurais.

A abordagem ponto a ponto corresponde a representacdo de pontos
com base em um par ordenado e a identificacdo do par ordenado em um
sistema de eixos graduados a partir do ponto, sendo a curva tracada
através da juncdo desses pontos obtidos.
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Nesse modo de proceder ndo ha ligagdo entre o
gréfico e a expressdo algébrica da funcéo
correspondente. Diversos problemas podem surgir
devido ao fato de que se ha congruéncia semantica
entre um par ordenado e a sua representacdo
cartesiana, 0 mesmo ndo se pode dizer de um
conjunto de pontos no plano cartesiano e uma regra
matemética a ele equivalente. (SILVA, 2008, p.
31).

O procedimento de interpretacdo global das propriedades figurais
corresponde a associacdo das varidveis visuais ® pertinentes a
representacdo grafica com as variaveis simbdlicas da representacdo
algébrica, permitindo a percepcdo de que uma modificacdo na escrita
algébrica implica uma mudanca correspondente na representacéo gréafica
e vice-versa. “Neste tipo de tratamento ndo estamos em presenga da
associa¢do um ponto <> um par de nimeros, mas na associacao variavel
visual da representacdo <> unidade significativa da escrita algébrica."
(DUVAL, 1988, p. 237).

Através do procedimento de interpretacdo global das propriedades
figurais podemos evitar a representacdo de um gréafico pelo método ponto
a ponto previamente definido pela construcdo de uma tabela com a
escolha de valores as varidveis, mas sim através da interpretacdo do
registro algébrico em associagdo com suas caracteristicas gréaficas.

Uma expresséo algébrica é composta por varidveis
visuais (ou unidades significativas) que sdo: os
simbolos de relagdes (>,<,=), os simbolos de
operagdes ou sinais (-, +), os simbolos de variaveis
e os simbolos de expoentes de coeficientes e
constantes. (DUVAL, 1998, apud TRALDI, 2002,
p. 27).

Em sua teoria Duval (1998) expGe sobre as correspondéncias entre
as variacOes visuais nos graficos e as alteracfes significativas na escrita
algébrica através da interpretacdo global de propriedades figurais,
tratando especificamente do esbogo de retas e suas relagbes com as
equacdes polinomiais do primeiro grau, conforme veremos no préximo
capitulo.

16 De acordo com Duval, so variaveis visuais aquelas cuja variagdo resulta em
uma mudanga nos valores dos pardmetros na equacao da curva correspondente.
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3 0 PROCEDIMENTO DE INTERPRETACAO GLOBAL DE
PROPRIEDADES FIGURAIS NO ESBOCO DE CURVAS DADAS POR
EQUACOES CARTESIANAS EXPLICITAS REPRESENTANTES DE
FUNCOES

3.1 O estudo da reta

O procedimento de interpretacdo global das propriedades figurais
foi estudado por Duval (1988) para o caso das retas em seu trabalho:
“Graficos e equagdes: a articulagdo entre dois registros”. Neste trabalho
ele fez uma analise a respeito das modificacBes nas varidveis visuais
(gréficas) e suas correspondentes modificagdes nas unidades simbdlicas
(algébricas) para equages representantes de retas no plano, ou seja, para
estruturas algébricas representadas por equacBes explicitas do tipo
y=ax+bh;a,b el . Ressaltamos aqui que temos algebricamente o objeto

matematico “funcdo polinomial do 1° grau”.

Para Duval (1988), a conversdo da equacdo (representagdo
algébrica) para sua representacdo grafica e vice-versa se constitui num
obstaculo para a maioria dos alunos, visto que as dificuldades em ler e
interpretar as representacfes gréaficas parece estar associada a falta de
conhecimento das regras de correspondéncia semidtica entre os registros
algébrico e gréfico, onde o procedimento mais comum adotado nessa
articulagdo é o tratamento ponto a ponto.

Neste contexto, o autor sugere uma descricdo sistematica das
variaveis visuais (gréficas) que leve em consideragdo o procedimento de
interpretacdo global das propriedades figurais, possibilitando desta forma
a identificacdo das modificacdes realizadas na equacdo e no grafico que a
representa. Segundo o autor,

E por meio desta abordagem que sdo introduzidas
e definidas as representagdes graficas. Em
referéncia aos dois eixos graduados, um par de
nimeros permite identificar um ponto (e,
inversamente, um ponto se traduz por um par de
nimeros). Este modo associativo limita-se a alguns
valores particulares e aos pontos marcados no
plano referencial. Esta abordagem favorece quando
se quer TRACAR o grafico correspondente de uma
equacdo do primeiro grau ou o grafico de uma
equacdo do segundo grau. Favorece ainda quando
se quer LER as coordenadas de algum ponto
interessante (porque é ponto de intersecgdo com os
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eixos ou com alguma reta, porque é maximo, etc.).
(DUVAL, 2011, p. 98).
O quadro 2.1 expde a proposta de Duval (1988) no que tange a
identificacdo das variaveis visuais na representacao grafica de uma reta e

suas correspondentes unidades simbdlicas nas equagdes algébricas:

Quadro 2.1: Valores e variaveis visuais para y = ax+b no plano

cartesiano
Varidveis visuais Valores Unidades simbdlicas correspondentes

Sentido da | Ascendente Coeficiente > 0: auséncia do simbolo —
inclinacéo Descendente Coeficiente < 0: presenca do simbolo —

Particéo simétrica Coeficiente variavel = 1 (ndo tem coeficiente
Angulos com os | Angulo menor (45°) | escrito)
eixos Angulo maior (45°) Coeficiente variavel < 1

Coeficiente variavel > 1

Corta acima Acrescenta-se uma constante (sinal +)
Posicéo sobre o eixo | Corta abaixo Subtrai-se uma constante (sinal —)

Corta na origem N4o tem correcéo aditiva (auséncia de sinal)

Fonte: Duval (1988, p. 240).

No quadro 2.1 podemos observar que as modificagdes nos
coeficientes da expressdo algébrica (equacdo) geram modificagdes no
esboco grafico da reta e vice-versa. Assim, considerando a funcéo
y= ax+b;a,bell , temos que o coeficiente “b”, chamado de
coeficiente linear'” indica a posigdo da reta no eixo dos “Y > (ordenadas)
e o coeficiente “ @ ”, chamado de coeficiente angular'® indica o angulo (a
inclinacéo) que a reta forma com os eixos®.

Entdo, em se tratando da equacdo explicita y=ax+b;a,bel,
representante algébrica do objeto matematico “fungdo polinomial do 1°
grau”, qualquer modificagdo nos coeficientes “a” efou “b” ¢
responsavel por modificacdes na reta que a representa no plano cartesiano
e vice-versa. Os exemplos seguintes ddo uma ideia do que foi preconizado

17 Duval chama apenas de “coeficiente”.

18 Também chamado por Duval apenas como “coeficiente”.

1 No trabalho de Duval pode-se perceber que ele ndo busca pela medida do
angulo no sentido anti-horario em relagdo ao eixo X, como normalmente se
encontra em algumas bibliografias. Ele toma como referéncia a inclinagdo da reta
y = X, caso 0 sentido da inclinacdo seja positivo, ou y = —x , caso seja negativo,
e verifica se a inclinacdo da reta analisada a deixa mais préxima do eixo X, do
eixo Yy ou sobre a bissetriz do quadrante. (NE, 2013, p. 46).
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por Duval ao propor a interpretacdo global das propriedades figurais no
estudo das retas.

Exemplos: Obter o gréfico das seguintes equacdes:

a) Yy, =X
b) y,=-X
C) Y3=-2X
1
e) Y5=2x+1
1
=——X-2
f) Ve 5
Resolucgdes:
a) y; =X

Sabemos que a equagdo y; = X representa uma funcgéo linear
(polinomial do 1° grau), por se tratar de uma funcdo f :0 —[ , definida
genericamente por y, = ax e cuja representacdo grafica € uma reta no

plano cartesiano.
No entanto, nosso foco aqui ndo € o estudo da fungéo, mas sim a

representacéo grafica do objeto matemético dado por y; = x %, no que

tange a conversdo da linguagem algébrica para a linguagem gréafica e
vice-versa, 0 que de acordo com o quadro 2.1 formulado por Duval (1988,
p. 240), mostrado anteriormente, nos permite fazer um estudo das
relacdes existentes entre as varidveis visuais e os valores de suas
respectivas variaveis simbélicas, como pode ser observado no quadro 2.2:

2 Equagéo explicita cartesiana.
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Quadro 2.2: Valores e variaveis visuais para y, = x no plano cartesiano

Coeficientes Variaveis Valores Unidades
visuais simbélicas
Sentido da
s =1>0
inclinacio Ascendente a=1>
a=1 ~ ica
Angulo com os F_’ary(;go
eix0s simétrica la]=1
(459
b=0 Posicdo sobre o Corta na Né&o tem
eixo origem correcdo aditiva

Fonte: Autores da pesquisa

Observe na figura 2.1 a representagdo grafica do objeto
matematico dado pela representagdo algébrica y; = x . E importante que

se reconhega em ambos 0s sistemas semi6ticos que o objeto em questdo
¢ uma reta. Aqui, a conversdo da representacdo algébrica em sua
respectiva representagdo gréfica foi obtida diretamente com apoio do
software Geogebra.

Figura 2.1: Grafico de y, = x no plano cartesiano

U

o=

Fonte: Autores da pesquisa

Note que o fato de termos o valor a =1> 0 nos indica que a reta
tem sentido de inclinagdo ascendente (quando se caminha da esquerda pra
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direita) e corresponde a bissetriz?* dos quadrantes impares.
b) y,=-x
Uma analogia entre a equacdo deste item e a do anterior é muito
importante para que se perceba uma das caracteristicas relativas ao valor
do coeficiente a. Aqui deve ficar claro que o sinal (+ ou —) desta unidade
simbdlica estd diretamente atrelado ao sentido da inclinagdo, conforme
pode ser observado no quadro 2.3:

Quadro 2.3: Valores e variaveis visuais para y, = —x no plano

cartesiano
Coeficientes Variaveis Valores Unidades
visuais simbdlicas
_Sent.ldo Ej a Descendente a=-1<0
inclinacdo
a=-1 A Particéo
Angulo comos | imerrica o] =1
(459
b=0 Posi¢do sobre o Corta na Né&o tem
eixo origem correcdo aditiva

Fonte: Autores da pesquisa

Observe na figura 2.2 a representacdo grafica do objeto
matematico dado pela representacdo algébrica y, =—x . Aqui, a

conversdo da representacdo algébrica em sua respectiva representacdo
grafica também foi obtida diretamente com apoio do software Geogebra.

21 O conceito de bissetriz ¢ emprestado da geometria e pode ser aproveitado desde
ja devido sua grande importancia no estudo de fungdes inversas, como a relagéo
existente entre as funcBes exponenciais e as logaritmicas, apresentadas no
decorrer deste capitulo.
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Figura 2.2: Grafico de y, = —x no plano cartesiano

Yo =

b

Fonte: Autores da pesquisa

Note que o valor a=—-1<0 caracteriza uma reta que tem sentido
de inclinacdo descendente e corresponde a bissetriz dos quadrantes pares.
Ao compararmos os graficos apresentados nas figuras 2.1 e 2.2, podemos
observar ainda que em ambos, a reta passa pela origem do sistema de

coordenadas cartesianas, ou seja, 0 ponto (0,0) pertence a ambas as retas.

C) Yg3=-2X

Chamamos atencdo para o fato do valor da unidade simbdlica \ a \

estar associado ao angulo que a reta forma com os eixos coordenados,
conforme pode ser observado no quadro 2.1, criado por Duval (1988) e

no exemplo exposto no quadro 2.4 a seguir.

Quadro 2.4: Valores e variaveis visuais para y, = -2x no plano
cartesiano
Coeficientes | Variaveis Valores Unidades
visuais simbolicas
Sentido da
o Descendente a=-2<0
inclinacdo
a=-2 = = -
Angulo com | Angulo maior
. 5 la|=2>1
0S eixos que 45
b=0 Posicdo sobre Corta na Né&o tem
0 eixo origem correcdo aditiva

Fonte: Autores da pesquisa
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Na figura 2.3 temos a representacao grafica do objeto matematico
dado pela representagdo algebrica y; =-2x , cuja conversdo da

representacao algébrica para sua respectiva representacao grafica também
foi obtida diretamente com apoio do software Geogebra.

Figura 2.3: Grafico de y, = -2x no plano cartesiano

u

Uy = —21

Fonte: Autores da pesquisa

Perceba no grafico da figura 2.3 que o angulo que a reta forma com
0 eixo das abscissas € maior que 45° (varidvel visual), o que esta de acordo
com o fato de o mddulo do coeficiente angular ser maior que 1, ou seja,

| a| =2 >1(unidade simbdlica).
Compare os graficos das figuras 2.2 e 2.3. Podemos dizer que a
reta representante de y, =—x sofreu uma rotagéo, no sentido horario,

em torno do ponto (0,0).

1

1
Poderiamos ter escrito a equagéo Y, = EX como y, =0,5x. No

entanto, seja a primeira ou a segunda representacao, temos que \ a\ <1,

0 que de acordo com o que consta no quadro 2.1, define o &ngulo entre a
reta e o eixo dos X como sendo menor que 45°. Observe o quadro 2.5 e
0 compare com o gréfico da figura 2.4:
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S 1
Quadro 2.5: Valores e variaveis visuais para y, = 5 X no plano

cartesiano
Coeficientes Variaveis Valores Unidades
visuais simbélicas
Sentido da 1
. inclinacio Ascendente a=2> 0
a=—= - A
2 Angulo com os Angulo 1
BixOS menor que la|= 5 <1
45°
b=0 Posicdo sobre Corta na Né&o tem
0 eixo origem correcdo aditiva

Fonte: Autores da pesquisa
Na figura 2.4 se pode visualizar a representacéo grafica do objeto
. . . 1 . «
matematico dado pela representacéo algébrica y, = E X , Cuja conversao

da representacédo algébrica para sua respectiva representacdo grafica foi
mais uma vez obtida diretamente com apoio do software Geogebra.

. - 1 .
Figura 2.4: Graficode y, = 5 X no plano cartesiano

£l

Yy =

B =

Fonte: Autores da pesquisa

Uma comparacgdo entre os graficos das figuras 2.1 e 2.4 nos
indica que a reta representante de y; = X também sofreu uma rotagéo, no

sentido horério, em torno do ponto (0,0).
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[IPS )

Os itens de “a” até “d” (acima) nos fazem concluir que para a
equacéo explicita y =ax+b, quando temos a=0e b=0, a reta que a

representa no plano cartesiano passa pelo ponto (O, 0) , 0 que implica que

para toda reta expressa por y=ax,aell , j& temos um ponto
pertencente a esta reta, 0 ponto de coordenadas (O, 0) .

e) Y5 =2x+1
Primeiramente, é importante perceber que o coeficiente linear é
ndo nulo, ou seja, considerando a equagdo explicita y =ax+b, temos
a=0e b=0, 0 que de acordo com o quadro 2.1 nos permite concluir
que a reta representante grafica da equacdo y; =2x+1 nédo passa pela

origem do sistema de coordenadas cartesianas. O desmembramento das
relagdes existentes entre as varidveis visuais e os valores de suas
respectivas variaveis simbélicas pode ser observado no quadro 2.6:

Quadro 2.6: Valores e variaveis visuais para y, = 2x+1 no plano

cartesiano
Coeficientes | Variaveis visuais Valores Unidades
simbdlicas
_Sent_ldo 9a Ascendente a=2>0
inclinagéo
a=2 = = -
Angulo com os Angulo maior
. . la|=2>1
eixos que 45
b=1 Posicdo sobre o | Corta acima da 1
eixo origem

Fonte: Autores da pesquisa

Note que temos b =1, acompanhado do sinal +, 0 que de acordo
com o quadro 2.1, implica que a reta intercepta o eixo das ordenadas 1
unidade acima do eixo das abscissas, ou seja, no ponto de coordenadas

(0,1).
No grafico da figura 2.5 é apresentada a representacdo grafica do
objeto matematico dado pela representacéo algébrica ys; =2x+1, cuja

conversao da representacdo algébrica para sua respectiva representacao
gréfica foi obtida diretamente com apoio do software Geogebra.
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Figura 2.5: Grafico de y, = 2x+1 no plano cartesiano

b

s = 2r+1

Fonte: Autores da pesquisa

Embora Duval ndo tenha descrito em seu trabalho a respeito do
artificio da translacdo, mencionado em varias pesquisas sobre eshoco de
curvas, chamamos a aten¢do para a importancia em se perceber que a reta

representante de ys = 2x+1 corresponde a uma translagéo vertical para
cimaem 1 unidade da reta y = 2x, visto que ambas possuem coeficientes

angulares iguais, 0 que caracteriza que as duas terdo a mesma variavel
visual corresponde ao angulo entre elas e o eixo dos X(eixo das

abscissas), ou seja, as retas dadas por y; =2x+1le y=2x so retas

paralelas.
Ainda, no ponto onde a reta intercepta o eixo das abscissas temos
que a ordenada é nula, ou seja, y=0. A abscissa deste ponto de

intersecgdo da reta com o eixo dos X pode ser obtida pelo “tratamento”:

b
y=ax+b = 0=ax+b = -b=ax => ——=x
a

Na figura 2.6 pode ser verificado visualmente o que acabamos de
expor a respeito deste paralelismo.
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Figura 2.6: Paralelismo entre as retas y = 2x e y, = 2x+1 no plano

cartesiano

y

ullys

a =3 =45°

Fonte: Autores da pesquisa

Note também que o deslocamento vertical da reta representante de
Y5 =2x+1lem relagdo a reta dada por y=2x, implica num

. 1 .
deslocamento horizontal, neste caso, de E unidades para a esquerda, pois

afinal, esta garantido o paralelismo como ja comentado acima, o que pode
ser visualizado graficamente na figura 2.7.
Figura 2.7: Intersec¢do com o eixo y = 2x dasretas y =2x e
Y. = 2x+1.

y

Fonte: Autores da pesquisa
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) Yy = L X—2
° 2
No quadro 2.7 se pode observar o detalhamento das relacbes

existentes entre as varidveis visuais e 0s valores de suas respectivas

variaveis simbolicas para a equagdo Yg = _E X—2.

o 1
Quadro 2.7: Valores e variaveis visuais para y, = -~ x—2 no plano

2
cartesiano

Coeficientes Variaveis Valores Unidades
visuais simbdlicas

i 1
Sentido da Descendente a=-5<0

oz 1 inclinacédo 2

2 Angulo com os | Angulo menor 1
; . la] =3 <1

eixos que 45 2

b=-2 Posicdo sobre | Corta abaixo da _9

0 eixo origem

Fonte: Autores da pesquisa

Agoratemos b =2, acompanhado do sinal —, 0 que de acordo com
0 quadro 2.1, implica que a reta intercepta o eixo das ordenadas 2 unidade

abaixo do eixo das abscissas, ou seja, no ponto de coordenadas (0, —2) .
O gréfico da figura 2.8 mostra a representacdo grafica do objeto

1
matematico dado pela representacédo algébrica Yg =—Ex—2, cuja

conversao foi obtida diretamente com apoio do software Geogebra.
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. e 1 .
Figura 2.8: Grafico de y, = —5 X 2 no plano cartesiano

y

r—2 vllve

L

Fonte: Autores da pesquisa

A presenca das duas retas na figura 2.8 € para que se perceba a
translagdo vertical para baixo em 2 unidades da reta representante de

: 1
y= _EX , 0 que nos faz concluir que as retas dadas por Yy = _EX e

1
Ye = _E X — 2 sdo paralelas.

Os itens “e” e “f” discutidos anteriormente deixam de forma bem
clara que o valor da unidade simbdlica b, da equacdo y=ax+b(a=0)

indica a posicao da reta sobre os eixos, conforme estabelecido no quadro
2.1, criado por Duval (1988, p. 240).

Silva (2008, p. 133) detalha em sua dissertacdo um total de dezoito
possibilidades de reta, com base na classificagdo de Duval (1988, p. 240),
as expondo através de uma arvore de possibilidades, onde eshoca o
grafico de cada uma dessas possibilidades.

O procedimento de interpretacdo global das propriedades figurais
desenvolvido por Duval para o estudo das retas facilita a conversdo da
representacdo algébrica para a correspondente representacdo gréfica e
vice-versa, pois associamos as variaveis graficas as suas correspondentes
unidades simbdlicas, o que pode conduzir a um real e significativo
entendimento das caracteristicas do objeto matematico em questéo,
provenientes de cada um dos registros envolvidos.
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Daqui para frente, com o objetivo de simplificar a leitura, nos
referiremos ao procedimento de interpretacdo global das propriedades
figurais apenas como “interpretacao global”.

3.2 Alguns estudos sobre curvas

Seguindo o modelo de interpretagéo global de Duval para funcées
polinomiais do 1° grau, outros pesquisadores realizaram estudos que
possibilitaram estender este procedimento para outros tipos de funges.
Assim, teses, dissertacdes, artigos, entre outros, tém sido realizados no
ambito do referido procedimento, nos mais diferentes contextos. Alguns
desses estudos tiveram como foco o esboco de curvas, direcionados a
diferentes graus de ensino. O quadro 2.8 apresenta algumas dessas
pesquisas, que também serviram de base tedrica para este trabalho, no que
tange ao estudo de conversdes entre os registros algébricos e graficos.

Quadro 2.8: Pesquisas sobre eshog¢o de curvas que utilizaram a TRRS
de Duval

Autor/Ano Publicacdo Titulo Categoria

A Translagdo como recurso no
MORETT]I, Méricles esbogo de curvas por meio da Artigo

Thadeu (2003) interpretacéo global de

propriedades figurais.
SILVA, Madeline | Eshogo de curvas: uma andlise | Dissertagdo
Odete (2008) sob a perspectiva dos registros

de representacao semidtica.

Esboco de curvas no ensino
LUIZ, Learcino dos | superior: uma proposta baseada | Dissertacdo

Santos (2010) na interpretacdo global de
propriedades figurais e uso de
tecnologias.

Fonte: Autores da pesquisa

A seguir, vamos expor 0s objetos de estudo e as principais
caracteristicas das pesquisas citadas no quadro 2.8:

12 A Translagdo como recurso no esboco de curvas por meio da
interpretacéo global de propriedades figurais.

No artigo, Moretti (2003) propde a utilizacdo de translagdes
(horizontais e verticais) como recurso nas conversdes da representacdo
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algébrica para a representacdo gréfica das curvas representantes das
parabolas. Para ele, utilizando este procedimento ndo € mais preciso obter
a parabola através do artificio de tabela de pontos.

Para o autor, “as pardbolas com equagdes gerais do tipo

y= ax® + bx+c(a el ”,b,cel ) , podem ser esbogadas a partir de
deslocamentos (translagdes) de parabolas com vértice localizado na
origem (y = axz)” (p- 153). Desta forma podemos perceber alteragdes

na representacdo grafica a partir de suas correspondentes alteraces na
representacao algébrica (equagéo).

Os exemplos seguintes, desenvolvidos esquematicamente, nos
mostram como obter o grafico de algumas parabolas, sejam estas fungdes
polinomiais do 2° grau ou ndo, usando os deslocamentos preconizados por
Moretti:

Exemplos: Obter a representacio grafica das seguintes equacdes:

a) y, = 2x?

b) y,=0,5x
C) Y3= —2x°
d vy, = 2x% +1

e) yg=2x"-1

f) y6=x2+4x+4
9) y7=x2—4x+4
h) y8:x2—2x

) Yo =-3x%-3x+6

Resolucdes®?:
a) Yy, = 2x°
Para Moretti (2003), a curva y = ax’ pode ser obtida a partir de
uma tabela de pontos, a qual ele denomina de curva base.

22 Os graficos constantes nas figuras desta secdo foram obtidos com apoio do
software Geogebra.
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Figura 2.9: Conversao algébrica < grafica (Fungao: y, = 2x%)

F=x - y=2
sem translacio

altera apenas a abertura (diminui)
(conversdo) ¢ ¢ {comversio)

o i i

\

Fonte: Autores da pesquisa
2
b) y; =0,5x

Figura 2.10: Conversdo algébrica <> grafica (Fungdo: y, =0, 5x%)

sem translacio -
altera apenas a abertura {(aumenta) *

¥y =057

{conversio) ¢ {conversdo)

Fonte: Autores da pesquisa

O objetivo das curvas y,; e y, obtidas nos itens “a” e “b” € mostrar

0 que ocorre com a curva quando |a|>1e |a|<1, respectivamente,

conforme descrito por Moretti (2003) em seu artigo, no que tange a
“abertura” da parabola.
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2

Figura 2.11: Conversdo algébrica <> grafica (Fungdo: y, = -2x%)
_ L:'-' semt[;ﬂslaqﬁo ) \ '\'_ . ;.:
A= SIMelria em Telagao ao Bmo X > | BT
(conversio) ¢ $ (conversdo)
|IIIIII Illll
\ |/
~ - N
71\
[

Fonte: Autores da pesquisa

O objetivo da curva y, obtida no item “C” é mostrar o que ocorre

comacurvaquando a >0 e a <0, conforme descrito por Moretti (2003)
em seu artigo, no que tange a “concavidade” da parabola.

d y,=2x"+1

Aqui, primeiramente vamos nos ater ao seguinte tratamento:

Y4 = 2% +1 Tratamento y, - 1= 2x°

A nomenclatura que constantemente usaremos de agora em diante,
em relacdo ao uso dos sinais + ou — no canto superior esquerdo do valor
do coeficiente c, visa enfatizar a translacéo vertical da curva a ser tragada

a partir da curva base. Se tivermos * ¢, implica uma translagdo vertical
para cima; caso tenhamos a configuragdo ¢, caracteriza uma translacdo

vertical para baixo.
Assim, vem:
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Figura 2.12: Conversao algébrica <> grafica (Fungdo: y, = 2x% +1)

42 translacdo vertical - 42
=X - : . 3 | ¥ 1=2x
1 (1 unidade para cima)
(conversdo) ¢ ¢ {conversdo)
[T |
1
|II Il‘li
\

1V |

Fonte: Autores da pesquisa

e) ys=2x°-1

Yp = 2x% -1

Tratamento yg+ 1=2x°

Figura 2.13: Conversao algébrica <> grafica (Fungao:
}.: = :I_‘

translacdo vertical
1 (1 vaidade para baixo)
(conversdo) ¢

> | x-1=24
\ 1

® (conversio)

-

Fonte: Autores da pesquisa

f)

Yo =X +4x+4

Aqui, primeiramente perceba que a expressdo pode ser escrita
como um trinémio quadrado perfeito:
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Yo =X* +4x+4 | Tratamento Yo = (x+2) =(x—(-2)) =(x— 2)2

Em y, =(x— 2)2, a nomenclatura ~2 (2 acompanhado do sinal

— no canto superior esquerdo) agora tem o objetivo de enfatizar a
translagdo horizontal da curva a ser tragada a partir da curva base. Para
este caso, denota uma translacéo horizontal de 2 unidades para a esquerda.
Caso tivéssemos *2, corresponderia a uma translagdo horizontal de 2
unidades para a direita.

Assim, vem:

Figura 2.14: Conversdo algébrica <« grafica (Fungdo: y, =x*+4x+4)

v=x 2 i -

translacio horizontal Y =\ xX— 2-:-
=1 (L umdade para esquerda)

W

(conversio) ®

n \

¢ (conversdo)

if

Fonte: Autores da pesquisa.

9) Y, =X —4x+4

Note que a expressdo também pode ser escrita como um trinémio
quadrado perfeito:

Y, =x" —4x+4 Tratamento Y7 :(X_Z)z = (X_(+2))2 - (X_+ 2)2

Entdo, temos que y,=x’—4x+4e y, =(x— 2)2 sdo0
representacOes algébricas da mesma parabola.
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Figura 2.15: Conversao algébrica <> grafica (Fungdo: y, =x*—4x+4)

s translacio horizontal - ] 2
y=x 2 unidade para direrta = | w=lx-2)

(comversdo) ¢ ¢ (cotversda)

- -

Fonte: Autores da pesquisa.

A proposta de Moretti para a equagio completa y =ax” +bx+c e
gue ndo se enquadra nos casos apresentados anteriormente esta
sintetizada no esquema a seguir:

y=ax’+bx+c (acll*eb,cell)

Tratamento

SR GV GRS
y=ax"+bx+c=a| X*+—x [+Cc=a|| X+ = |[+c=al x+ +c
a 2a 4a 2a 4a

Y
[ bjz (~b° +4ac) (~b° +4ac) ( bjz (b” - 4ac) [
y=a|x+—| + =>y- = Xt _—| =y+— ——=2a
2a 4a 4a 2a 4a
Y
2
2_
- (b 4ac):a b



79

Note que no tratamento mostrado no esquema acima obtemos
. - , [ (b - 4ac)
diretamente o vértice da parabola, ou seja, V 2 oa
a a

h) y,=x*-2x

Yo = X2 —2x=(x-1)" -1
Yo — 1=(x-1)’ V(L-1)

Yo — 1=[x—+ 1]2

Yy = X2 — 2% Tratamento

deslocamento
horizontal (para direita)

deslocamento vertical (para baixo)

Figura 2.16: Converséo algébrica <> grafica (Fungdo: y, =x*—2x)

translacio horizontal (para direita em 1 unidade) |y~ 1=[x—"1]
transzlacdo vertical (para baixo em 1 unidade)
¢ (conversio)

N

{convers3o)

Fonte: Autores da pesquisa.

) y,=-3x"-3x+6 . .
Ve=—3x" —-3x+6
. Tratamento . .
Yo =—3x -3x+6 Yy =-3|x" +x-2)
, : \IL_ 1
4
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Note que ao fazermos o tratamento algébrico de
y, =—3x" —3x+ 6, obtivemos o vértice da parabola que a representa, ou

seja, V(—%%j onde podemos ver que haverd um deslocamento

. . 27 . .
vertical para cima de i unidades e um deslocamento horizontal para a

esquerda de % unidades.

Perceba também que a=-3<0, o0 que implica que a parabola
tera concavidade voltada para baixo. Assim, construindo uma tabela de

pontos para Y, =-3x" e sua respectiva representago grafica, vem:

Figura 2.17: Conversao algébrica « grafica (Fungéo:
Y, = —3X* —3X+6)

x L =—3x = «
%= gomesdl . (comemio
-1 3 o~ = ¥, =7 [iidice na ofigem -
1 3 l concavidade para baixo
1,0

¥, =3 =3x+6
deslocamento vertical
g Blpara cima de 2T unidades)

(5]

deslocamento horizontal

(para a esquerda de ;— unidades.)

Fonte: Autores da pesquisa.
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A proposta de Moretti (2003) para 0 esboco das pardbolas
abrangem tanto as parabolas representantes das fun¢des polinomiais do
2° grau, quanto parabolas que ndo se constituem em fungbes no plano
cartesiano, ou seja, pardbolas cujas concavidades sdo voltadas para a
direita ou para a esquerda e cujo eixo de simetria é paralelo ao eixo vy .

Isto nos faz concluir que também podemos usar translacdes para
obter as curvas dadas por equacBes explicitas da forma

x=ay’ +by+c(acl eb,cell).
Além disso, é importante salientar aqui que mesmo para as
parabolas que n&o representam uma funcéo y = f (x) podemos aplicar o

processo de interpretacdo global, evitando a associagdo “ponto «»> par
ordenado”, e sim uma associacao “variavel visual «» unidade significativa
(algébrica)”. O exemplo seguinte mostra 0 que acabamos de comentar.

Exemplo: Obter o gréfico da curva representada pela equagio
y? -4y +8x—-20=0.

Resolucao:

y> -4y +8x—-20=0

olUsWERI |

1 1 5
2 4y+8x-20=0X=--Y +Zy+-
y y 8y 2y >

=S x:—%(y2 —4y—20)<:> x:—%[(y—Z)2 —4—20J<:>
o (x— 3)=—%(y—+ 2) = V,(32)

. 1 5
Ao fazermos o tratamento anterior, vemos em X = 3 Y2+ > y+ 5

que a= —% <0, o que implica que a parabola tera concavidade voltada
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para a esquerda. Também podemos verificar que terd seu vértice em
V;(3,2). Assim, vem:

Figura 2.18: Conversao algébrica <> gréfica (Curva:
y2 —4y+8x—20=0)

(conversdo

=]

(conversdo)

H
[
|

12 &
r=-g eftice na origem
concavidade para esquerda

et

v

ta
|

W

[}
|
[T ST P

1,1 5
X=—=V +-V+—
T2 2

M deslocamento vertical

(para cima de 2 unidades)

deslocamento horizontal
(para a direita de 3 unidades.)
A4

Fonte: Autores da pesquisa

Os exemplos desenvolvidos neste capitulo em relacdo ao eshoco
do objeto parabola foram desenvolvidos de maneira diferente ao que
costumamos observar no estudo deste objeto no ensino médio, inclusive
difere também da forma como é apresentado na maioria dos livros
didaticos. Da maneira proposta por Moretti (2003), percebem-se
claramente as correspondéncias entre os elementos da equagdo e suas
propriedades graficas.

O quadro 2.9 (ndo sintetizado no estudo de Moretti (2003)) mostra
as caracteristicas figurais em relacdo aos coeficientes da escrita algébrica



das parébolas

cujas

equacoes

algébricas  séo
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por

y=ax’+bx+c(acll*eb,cell) e x=ay*+by+c (acll“eb,cell).

Quadro 2.9: Caracteristicas (visuais e simbdlicas) das parabolas dadas

por equagdes cartesianas

Unidades Unidades significativas
Objeto significativas (simbglica) Unidades significativas (gréafica)
(linguistica)
Concavidade
voltada para a>0
cima (c.v.c.)
Concavidade
voltada para a<0
baixo (c.v.b.)
Vértice na v
origem do
sistema b=c=0
cartesiano
[a>0] -
[considerando T
Parabolas de c.v.c.]
equagao Parabola com ’
) abertura la|<1 \
y=ax +bx+c maior ..\\
\
(acl *eb,c <(|)[considerando [a>0] > 3
cv.c] I
Uy
Parabola com
abertura | a| >1 Ay
menor A\
*,
[considerando [a>0] ™)

cv.c]

Intercepta o
eixo
dos “ X~

[considerando
cv.c]

-b+ xlbz —4ac

2a

0
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—b—b? —4ac 0
2a ’
a>0
v
Né&o
intercepta o b2 _4ac<0
eixo dos “ X”
[considerando [a>0] -
cv.c]
1y
Intercepta o
eixodos (0, C)
y
[considerando [a>0] \_/ !
cv.c]
y
Simetria em y= ax?2 \
relacdo ao b=c=0
eixo dos “ X ” y= —ax2 T

Deslocamento
vertical (para
cima)

[considerando
cv.c]

2
Y=Yy =a(X=xy)

Yy >0

[a>0]

Deslocamento
vertical (para
baixo)

[considerando
cv.c]

2
y—Yyy=a(x-xy)

yv <0

[a>0]
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Né&o ha
deslocamento
vertical

[considerando
c.v.c.]

7y

Deslocamento
horizontal
(para direita)

[considerando
cv.c]

2
y—Yy=a(x—xy)

Xv>0

[a>0]

Deslocamento

2
y—yV=a(X_XV)

Parébolas de
equagéo

x=ay2+by

horizontal
(para
esquerda)
XV >0 €T
[considerando [a>0]
cv.c]
Néo ha
deslocamento | y—Vy, = a(x - XV)
horizontal
XV _ O S _
[considerando ’
cv.c] [a>0]
Concavidade
voltada para a>0

H-direita (c.v.d.)




86

(ael *eb,q

el)
Concavidade
voltada para
esquerda
(cve)

a<0

Vértice na
origem do
sistema
cartesiano

[considerando
c.v.dl]

Parabola com
abertura
maior

[considerando
c.v.dl]

la|<1

[a>0]

Parabola com
abertura
menor

[considerando
c.v.dl]

la|>1

[a>0]

v

Intercepta o
eixo
dos “ X~

[considerando
c.v.d]
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o, o107 4z

Intercepta o 2a
eixodos ¢ < a
y ] -
[considerando —b-— b2 —4ac ‘
C'V'd'] 0, T 94 \
2a
a>0
N yh
Néo
intercepta o 2
eixo dos “ Y b —-4ac<0
) [a>0] '
[considerando
c.v.dl]
u
Simetria em 2 -
relacéo ao b=c=0 X=ay
eixo dos “ Y =C= 2 1
" X=-ay

Deslocamento
vertical (para
cima)

[considerando
c.v.d]

2
x—xy=a(y—yy)

Yy >0

[a>0]

Deslocamento
vertical (para
baixo)

[considerando
c.v.d]

2
X=Xy =a(y—Yy)

Yy <0

[a>0]

yi
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y

Nao ha X=Xy =a(y—Yy) -
deslocamento V.

vertical W= 0 .
[considerando g

cv.d] [a>0]

2
Deslocamento X=Xy = a( y— yV)
horizontal
(para direita) .

[considerando
c.v.dl] [a>0]

Deslocamento

horizontal X=Xy = a(y - yV) —__
(para \ !
esquerda) %, <0 R
[considerando [ O] \
C.V.d.] a> H
]
B 2
Néio ha X=xy=a(y-y) .
deslocamento pyd
horizontal - -
orizonta X, =0 .
[considerando AN
cv.d] [a>0]

Fonte: Autores da pesquisa.

No artigo de Moretti (2003) podemos constatar que o artificio da
translacdo no eshogo das curvas correspondentes a familia das parabolas
foge ao que Duval (2009) chama de procedimento por pontos.

Dessa forma, podemos dizer que o procedimento utilizado
caracteriza-se com o que Duval (2009) nomeia como ‘“interpretacdo
global das propriedades figurais”, conforme expusemos no capitulo
anterior, pois se baseia no uso de operacdes em um dos registros
verificando as modificagdes em outro, no caso, algébrico e grafico, o que
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pode ser observado na sinopse apresentada no quadro 2.9, onde é possivel
estabelecer relacBes entre as varidveis visuais da representacdo gréafica e
as unidades simbdlicas na expressdo algébrica.

Outro fator importante é que as parabolas transladadas néo
modificam seu formato, pois apenas se movimentam no plano, o que nos
remete a pensar na movimentacao por translagéo de outras curvas planas,
tais como as curvas trigonomeétricas, exponenciais, logaritmicas e as
conicas.

Em relacdo as curvas sendides, cossenoides, exponenciais e
logaritmicas, Silva (2008) utiliza entre seus referenciais o trabalho de
Duval (1998) feito para o estudo da reta e também o estudo feito por
Moretti (2003) para as pardbolas, onde aborda o esbogco de curvas
estabelecendo as relagdes entre as propriedades figurais e a representacao
algébrica para as fungdes seno, cosseno, exponencial e logaritmica,
objetos matematicos trabalhados também no ensino médio, que
apresentamos na secao a seguir.

22 Esbogo de curvas: uma anélise sob a perspectiva dos
registros de representacdo semiética.

Em sua dissertacdo Silva (2008) utiliza entre seus referenciais o
trabalho de Duval (1998) feito para o estudo da reta e também o estudo
feito por Moretti (2003) para as parabolas. A autora aborda o eshoco de
curvas estabelecendo as relagcBes entre as propriedades figurais e a
representacdo algébrica para as funcfes seno, cosseno, exponencial e
logaritmica, objetos matematicos trabalhados também no ensino médio.

A autora toma para cada uma das func¢Ges analisadas uma curva
chamada de curva base e, a partir delas é que serdo aplicados os
tratamentos caracteristicos de cada uma. De certa forma, ela utiliza o

mesmo modelo de Moretti, que utilizava a curva y =ax’(a=0), como

base ao aplicar simetria e translacdo para obter outras curvas da familia
das parébolas.

O quadro 2.10 mostra o formato das equagdes analisadas e as
caracteristicas consideradas pela autora ao investigar quais modificacdes
nos coeficientes das referidas equacdes implicam alteracfes em seus
correspondentes registros graficos.
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Quadro 2.10: Equacdes e caracteristicas das curvas trigonométricas

analisadas por Silva (2008)

~ = Elementos
Funcdo Formato Equacéo Caracteristicos
v' Dominio;
Equagéo y =senx v' Imagem;
curva base v' Periodicidade;
Funcio v Am_plitude;
Seno v Parlda~de
Equacéo (Funcdo
| y =ta+bsen(kx+c) impar);
gera v' Simetria;
v' Translagdo
v' Dominio;
Equacéo y =COS X v" Imagem;
curva base v' Periodicidade;
Funcéo V' Amplitude;
Cosseno v' Paridade
Equacéo Fungdo Par);
gergl y =+a+bcos(kxc) L, (Sime‘iria; )
v' Translagdo
Equacdo X v' Dominio;
Funcéo curva base y=a (ae[l ‘ail) v Imagem;
Exponencial Equagdo x+d v' Simetria;
geral y=a""" +b(ad] azl) v Translagio
Equacio * v' Dominio;
cu?va gase y= IOga x(aeu + a;tl) V' Imagem;
Fungdo v" Fungdo
Logaritmica 5 X Inversa
g Eg‘;?gfo y=b+log, (x+d)(ab,dell,0<a#l) | ' simetria:
v' Translagdo

Fonte: Autores da pesquisa.

Por sua vez, o quadro 2.11 apresenta os resultados obtidos no
estudo da referida autora para as curvas sendides, onde podemos verificar
suas conclusdes no que tange aos valores das variaveis agregados a sua
representacdo simbdlica e suas respectivas caracteristicas em relacéo as
variaveis visuais.
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Quadro 2.11: Caracteristicas das senoides.

Coefici Expressdo (unidades da Curva (varidveis visuais)
-ente escrita algébrica)
Curvabase: Y =S€n X
o Amplitude 2, intervalo de imagem [—L 1] ;
—k=1 o Periodo (comprimento do intervalo de repeticao da
e Os coeficientes ndo aparecem curva) iguala 27 ;
o Nao ha translagdes;
« Oponto (0,0) pertence & curva;
e A curva é simétrica em relagdo & origem do
sistema cartesiano.
Curvageral: y=xa+bsen(kxxc);a,b,c,k el]
Positivo:
Ausenciadosinal +; Amplitude 2b | intervalo imagem [—b, b] .
Presenga do valor numérico
b desde que seja diferente de 1.
Negativo: - . . N
Presenca do sinal - Amplitude ‘Zb , intervalo imagem I: b, b] ,
Presenca do valor numérico curva simétrica em relagéo ao eixo X aquela que
desde que seja diferente de 1. apresenta coeficiente b positivo.
Positivo: Periodo (comprimento do intervalo de repeticéo
Auséncia do sinal +; 21
Presenca do valor numérico dacurva) iguala —.
desde que seja diferente de 1. k
k Negativo: Periodo (comprimento do intervalo de repeticdo
Presenga do sinal -; dacurva) iguala 27 ;
Presenca do valor numérico Tk
desde que seja diferente de 1. Curva simétrica em relagéo ao eixo X aquela
que apresenta coeficiente K positivo.
Positivo: Translagéo no eixo Y de a unidades para cima
+a (presenca do coeficiente em relagéo a sendides onde & = 0. Modificacio
com o sinal +). do intervalo imagem para [—b+a, b+a] se
a b >0 oupara [b+a,—b+a] seb<0.
Negativo: Translagéo no eixo Y de a unidades para baixo
"a (presenca do coeficiente em relacéo a sendides onde & = 0. Modificacéo
com o sinal -). do intervalo imagem para [—b—a, b—a] se
b >0 oupara [b—a,—b—a] seb<0.
Positivo: N . .
Translag&o no eixo X de | €| unidades paraa
+
C (presenca do coeficiente o )
¢ com o sinal +). direita em relagdo a sentides onde € = 0.

Negativo:

“c (presenca do coeficiente
com o sinal -).

Translagéo no eixo X de |C

k
esquerda em relag&o a sendides onde ¢ = 0.

unidades para a

Fonte: Silva (2008, p. 109).
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A nomenclatura usada pela autora em relagdo ao uso dos sinais +

e — no canto superior esquerdo dos valores dos coeficientes a e c,

segundo ela, visam enfatizar as translagfes horizontais e verticais da
curva a ser tracada a partir da curva base.

Similarmente ao que foi feito para as curvas sendides, foi

desenvolvido na dissertacdo analisada 0 mesmo procedimento para o
estudo das curvas cossendides, cujos resultados relativos as alteracdes
visuais no grafico decorrentes das alteracBes nos coeficientes das
equacdes podem ser visualizados no quadro 2.12:

Quadro 2.12: Caracteristicas das cossendides.

Coefici- Expresséo (unidades da o
ente escrita algébrica) Curva (variaveis visuais)
Curva base: 'y =COSX
o Amplitude 2, intervalo de imagem [—1, 1];
b=k=1 e Periodo (comprimento do intervalo de repeticdo da
0 Os coeficientes ndo aparecem curva) iguala 27 ;
a=Cc=
o Néo ha translacoes;
e Oponto (0,1) pertence a curva;
e A curva é simétrica em relagdo a origem do sistema
cartesiano.
Curvageral: y ==a+bcos(kxtc);a,b,c,k el
Positivo:
Ausénciado sinal +; Amplitude 2b , intervalo imagem [—b, b] .
Presenga do valor numérico
b desde que seja diferente de 1.
Negativo: Amplitude |2b| , intervalo imagem [ b, —b] , curva
Presenca do sinal -; o . . .
Presenca do valor numérico simétrica em relagdo ao eixo X aquela que apresenta
desde que seja diferente de 1. | coeficiente b positivo.
Positivo: Periodo (comprimento do intervalo de repeticéo
Auséncia do sinal +;
Presenga do valor numérico da curva) igual a W
desde que seja diferente de 1.
K Negativo: Periodo (comprimento do intervalo de repeticéo
Presenca do sinal -; o
Presenca do valor numérico dacurva) iguala —;
o \k
desde que seja diferente de 1.
Curva simétrica em relacéo ao eixo X aquela
que apresenta coeficiente k positivo.
Positivo: Translagdo no eixo y de a unidades para cima
a

+
a (presencga do
coeficiente com o sinal +).
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em relacgéo a cossendide onde a = 0 . Modificagdo

do intervalo imagem para [—b+a,b+a] seb>0

ou para [b+a,—b+a] se b<0.

Negativo:

Ta (presenga do
coeficiente com o sinal -).

Translagdo no eixo y de a unidades para baixo
em relagéo a sendides onde a = 0 . Modificagéo
do intervalo imagem para [—b—a,b—a] seb>0

ou para [b—a,—b—a] seb<0.

Positivo:

com o sinal +).

+ -
C (presenca do coeficiente

Translagdo no eixo X de |—|unidades para a

direita em relagéo a sendides onde ¢ = 0.

Negativo:

com o sinal -).

"¢ (presenca do coeficiente

Translago no eixo X de

unidades para a

esquerda em relagéo a senéides onde ¢ =0.

Fonte

- Silva (2008, p. 110-111).

Silva (2008) expde que “essa forma de proceder, considerando as
propriedades figurais da curva, possibilita a sua visualizagdo como um
todo, reforcando a relagdo entre 0 esboco e sua expressao algébrica e ndo
entre a curva e alguns pontos.” (p.111)

Os exemplos segui
mostram como obter o graf
usando os elementos preco

O eshogo de curvas das fungBes dos tipos sendide
e cossendide apresentado buscou considerar
propriedades figurais das curvas associando
variaveis visuais das mesmas (amplitude, periodo,
simetria...) aos coeficientes das expressdes
algébricas, procurando mostrar que tipo de
alteragBes na curva eram provocadas por variagdes
nos coeficientes de suas expressdes. (SILVA,
2008, p. 108).

ntes, desenvolvidos esquematicamente, nos
ico de algumas curvas sendides e cossenoides,
nizados por Silva:

Exemplos: Obter o grafico das curvas representadas pelas seguintes
equacdes explicitas:

X
a =1+2sen| ———
) Y (2 6)
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b) y=—2—cos(2x+%j

Resolucoes:

As curvas solicitadas correspondem a uma sendide e cossendide,
respectivamente. Obteremos o seu esbogo gréafico considerando para

ambas o intervalo [—27:, 27;] .

a) y:1+25en(§—%)
y =1+ 2sen Xz
2 6

Tratamento

y=1+ 25en[5—£)
2 6

X 7
-1=2sen| ———
g [2 6)

y—"1=2sen F(x - ZH
2 3

No formato obtido a partir do tratamento algébrico realizado, fica
mais nitido o reconhecimento dos coeficientes da equacgdo geral

y =+a+bsen(kxtc);a,b,c,k e[l , no que tange as agdes de cada um
deles ao compararmos com os valores dos coeficientes da curva base
y =senx.
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Figura 2.19: Conversao algébrica « grafica da Curva:

+ 1 + T

y— 1=2sen—| x— —
x yv=senx:0 =x=2x
0 0 .
i 1 (converzio) S \\ —=
T 0
3z L
2 _ Tratamento
x 0 (simetria em relagfo & origem)

(converzio)
y=senx-2r £x= 27

: \\ A —
Tratamento
(alteragio do coeficiente b=1
para b=2). Tratamento: Alteragio na amplitude de 2 para 4;
A Imagem muda de [—1_1] para, [—2_2:,
¥ (conversdo) N SN
v=1senx | <€ > / \ /
£ Y o £ F
\'\ / A\
S Yy
Tratamento
(alteragio do coeficiente k=1
1 Tratamento: Alteragio do periodo
]
l para 2 ) y dacurvade 20 para 47
- g .‘.“\\
xy (conversio) / . -
y=2senl5 ) | € > )
o e
Tratamento
(alteragdo do coeficiente ¢ =0 Tratamento: Translacdo horizontal
+ T P E_.
- direita de — unidades.
para ¢ = T)' J,para eita de  unidades
o N : - a .
y=2senifr+7) (conversio) \ 1 /
iy 3J
Tratamento
(alteragio do coeficiente a =0
n Tratamento: Translagdo vertical para cima
parag="1) \l, de 1 unidade. Nova imagem: [—1:3].
- n (conversiio) “ ~ ~
+ i i
y-"1=2sen| 1| | €———> \ /
- 2/ ~ - ¥

Fonte: Autores da pesquisa.
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Tratamento

T
b) y=-2-cos 2X+E Alagébrico

Figura 2.20: Conversdo algébrica <> grafica da Curva:

y— 2:—c052(x—_ zj
4

y=cosx;xe[-2721] (conversio)

\/\1/ _

Tratamento
(alteragio do coeficiente b=1
b=-1).
para ) ¢ Tratamento
(zimetria em relagfio ao eixo ¥ )
\ .
(conversio)
y=—cosx | € >
" ™
— // .‘I\ - ..'/’/ ’ ‘\
Tratamento
(alteragio do coeficiente k=1
para k=2). Tratamento: Alteragio do periodo
" dacurvade 27 para 7
A =
(conversio)
|:_)'=—c05{2r1 < > . . .
e Py - ~,
P AN £N FARY
AN
Tratamento -
(alteragio do coeficiente ¢ =0
ara ¢ - ’T)
P Y i Tratamento: Translagdo herizontal
T
L para esquerda de = unidades.
4
P (conversin)
)'=—c052'r—£' < >
N 4) e N e £
INSNA NSNS
A M A
Tratamento - -
(alteragio do coeficiente a=10
para a=_ 2).

Tratamento: Translagiio vertical para
baixo de 2 unidades. Imagem muda de
[-1.1]para [-3.1].

(conversdo)

AVAVAVAY
ey SN vy NS

Fonte: Autores da pesquisa.



97

E importante que se perceba que o eshogo das curvas
representantes das funcdes seno e cosseno, tal como foi desenvolvido
acima, consiste em considerar propriedades figurais das curvas,
associando suas variaveis visuais aos coeficientes das equacdes explicitas
que as representam algebricamente, sempre no intuito de verificar que
tipos de modificacbes graficas eram provenientes das alteracGes
executadas nos coeficientes das equagdes.

Essa forma de proceder, considerando as
propriedades figurais da curva, possibilita a sua
visualizacdo como um todo, reforgando a relagdo
entre 0 esboco e sua expressdo algébrica e ndo entre
a curva e alguns pontos. Duval (2009) preconiza
esta forma de trabalhar o esbogo de curvas por ser
ela a que favorece a conversdo no sentido inverso,
ou seja, a compreensdo de maneira qualitativa do
que ocorre com seus coeficientes e uma leitura
correta do grafico. Além disso, é possivel ainda, a
partir do grafico se chegar a expressdo algébrica
(desde que sejam conhecidos alguns valores
numericos). (SILVA, 2008, p. 111).
Ressaltamos na citacdo acima o trecho onde diz: “... € possivel
ainda, a partir do grafico se chegar a expressao algébrica (desde que sejam
conhecidos alguns valores numéricos).” Entdo, a partir de um
determinado grafico, considerando propriedades figurais da curva
podemos obter sua representacdo algébrica, desde que alguns valores
estejam disponiveis. O exemplo seguinte mostra essa situacao.

Exemplo: Obter a equacdo que representa a curva da figura 2.21.
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Figura 2.21: Conversao grafica < algébrica para determinacdo da
equacdo da curva

Fonte: Autores da pesquisa.
Resolucao:

Primeiramente, perceba que a curva apresentada na figura 2.21 tem
a forma de uma sendide ou cossendide.

Aqui, vamos considera-la como sendo uma sendide. No entanto,
salientamos que poderiamos considera-la uma cossendide o que
conduziria a uma outra equacdo para a mesma curva.

Note que o periodo é 4 e a amplitude é 2, visto que a imagem é

[0, 2] , 0 que denota que houve um deslocamento vertical para cima de 1

unidade em relacéo a curva base considerada, Y =Sen X.

Esbocando no mesmo gréfico a sendide representante da curva
base y=senx, conforme pode ser visualizado na figura 2.22,

poderemos entdo estabelecer algumas comparacdes.



99

Figura 2.22: Conversdo grafica <« algébrica para determinagao da

equacdo da curva sendide

el

2

Y = senx

-2

Fonte: Autores da pesquisa.

Uma anéalise comparativa entre os coeficientes da curva na qual

desconhecemos a equagdo e os coeficientes da curva base Yy =sen x
pode ser observada no quadro 2.21.:

Quadro 2.13: Comparacao entre os coeficientes das sendides

Coeficiente

Curva base
y =senx

Observacéo proveniente da
comparagéo entre as duas
curvas

Curva desconhecida
y=ta+ bsenx(kxic)

A curva desconhecida esta
deslocada verticalmente em 1
unidade para cima em relagdo a
curva base.

*1

O periodo da curva passou de 27
para 47, ou seja, o periodo

dobrou o que significa que Kk fica
reduzido a sua metade.

| =

Néo houve deslocamento
horizontal ou houve deslocamento
horizontal para direita de 27 .
No caso de um deslocamento

. + .
horizontal ~ de 27, seria
necessario uma simetria em
relacéo ao eixo dos X .

Oou +27r

Ndo havendo  deslocamento
horizontal ndo temos alteracéo
para este coeficiente; caso haja
deslocamento horizontal de 27 ,
fica alterado em sinal.

lou-1

Fonte: Autores da pesquisa.
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Levando em consideracdo os dados obtidos no quadro acima,
podemos escrever a “equagdo geral” da referida curva na qual
desconhecemos sua equagéo assim:

+ X + 1 +

— l=sen| — ou —l=-sen||—|[x-" 27
’ @ ! (zj( )
%/—/

y=1+sen£lj y=1—sen[l—7r]

2 2

Logo, concluimos que a curva da figura 2.21 é uma sendide de
equagdo y =1+sen [%] ou y=1-sen [%—ﬂ'].

Dando continuidade ao estudo realizado por Silva, vamos agora
expor a respeito do que foi concluido pela autora para as curvas
exponenciais e logaritmicas.

Para as funcbes exponenciais, a autora considerada as curvas
exponenciais cujas equagdes sdo as mais comuns de se encontrar nos
livros didéaticos de matematica do ensino médio. Sdo elas,

y=a%y=a"% y=b+a*, com bkdele aeDi—{l}.
Considera neste caso como curva base para obter as demais curvas desse
grupo de exponenciais a curva de equagdo explicita
y=a",aell ea>l.

O quadro 2.14 apresenta os resultados obtidos no estudo feito pela
referida autora para as curvas exponenciais tratadas por ela, onde também
podemos verificar suas conclusfes no que tange aos valores das variaveis

agregados a sua representacao simbolica e suas respectivas caracteristicas
em relacdo as varidveis visuais.
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Quadro 2.14: Equacdes e caracteristicas das curvas exponenciais
analisadas por Silva (2008)

Equacdo Explicita

Coeficientes

Curva (varidveis visuais)

_ X ael.a>1 Curva base: obtidas por tabela
y=2a ' de pontos

Obtidas por simetria em relagdo

y:ax aell,0<ax<l ao eixo Y , a partir da curva da

exponencial com base inversa.

aeDj_—{l}

Obtidas por simetria em relagdo
ao eixo X, a partir da curva

y=a.

adeDfail

Obtidas por translagdo
horizontal de d unidades para
a esquerda da curva base

y=a".

adeDfail

Obtidas por translagdo
horizontal de d unidades para

adireitadacurvabase y = aX

y-"b=a

a,be[]*,a;tl

Obtidas por translagdo vertical
de b unidades para cima da

X
curvabase y=a .

y— b=a

abeDiail

Obtidas por translagdo vertical
de b unidades para baixo da

X
curvabase y=a’ .

abden™ axl

Obtidas por translagdo vertical

e horizontal da curva y = aX ,
onde o sentido do deslocamento
¢ dado pelo sinal que
acompanha os valores de b e
d. Sinal positivo indica
deslocamento para cima no
caso de b e para a direita no
caso de d . Ja o sinal negativo
indica deslocamento para baixo
no caso de b e paraa esquerda
nocasode d .

Fonte: Silva (2008, p. 122).
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Para as funcfes logaritmicas, a autora considerada as curvas
logaritmicas cujas equacBes sdo dadas pela equacdo geral
y=b+log, (x+d), com a,b,del],a>0,a=1. Voltando & funcio

exponencial definida como f:0 —[ tal que y=a* (a el —{1}) ,
sugere uma restri¢cdo no contradominio desta de tal forma que tenhamos
f:0 »0" tal que y=a" (a el —{1}), garantindo assim a bijecio

da funcdo, o que lhe garante a afirmativa de que a funcdo exponencial de
base a é a funcéo inversa da fungéo logaritmica de mesma base e vice-
versa. (p.123).

Assim, para obter a curva de uma fungdo logaritmica considera a
sua simetria em relagdo a reta y = x da sua inversa exponencial, quando
ja conhecida.

O quadro 2.15 apresenta os resultados obtidos no estudo feito por
Silva para as curvas logaritmicas tratadas, onde mais uma vez podemos
verificar suas conclusdes no que tange aos valores das variaveis
agregados a sua representacdo simbolica e suas respectivas caracteristicas
em relacdo as varidveis visuais.

Quadro 2.15: Equagdes e caracteristicas das curvas logaritmicas
analisadas por Silva (2008)

Equacdo Explicita Coeficientes Curva (varidveis visuais)
Curva base: obtidas por simetria
| * 1 em relacdo a reta y =X da
=log, X .
y =109, ael ., a> curva da curva exponencial de

mesma base a .

Obtidas por simetria em relagéo
aoeixo X dacurvacujabase a
é¢ inversa, ou seja, a>1
(quando ja conhecida).

Obtidas por translagdo vertical

da curva y=1logy X de b
*

+ ael a# 1 unidades nos sentidos para cima

y—"b=logg x ou para baixo, conforme o

bel coeficiente b seja

acompanhado do sinal “+” ou “-
”, respectivamente.

y = logg X aeD’i,0<a<1

*
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y =log, (x—id)

*
aeD+,a¢1

del

Obtidas por translacéo
horizontal da curva

y=logg X de d unidades

nos sentidos para a direita ou
para a esquerda, conforme o
coeficiente d seja acompanhado
do sinal  “+” ou “-7,
respectivamente.

y—" b =logy (x-*d)

*
ae[+,a¢1

bdel ™

Obtidas por uma translacdo em
duas etapas, uma na direcdo
horizontal e outra na direcdo
vertical, onde os sentidos dos
deslocamentos sdo dados pelos
sinais dos coeficientes b e d

conforme visto nas linhas
anteriores.

Fonte: Silva (2008, p. 129).

Os exemplos seguintes, desenvolvidos esquematicamente, nos
mostram como obter o grafico de curvas exponenciais e logaritmicas,

usando os elementos apresentados por Silva:

Exemplos: Obter o grafico das curvas representadas pelas seguintes
equacdes explicitas:

a) y=1+3*"

b) y=-2+log,(x-2)

Resolugdes:

Tratamento

W
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o

Figura 2.23: Conversio algébrica <> grafica da Curva: y— 1=3

{converaio) |
=3 € > /
il Curva baze: par tabela da pontos
4 as /
-
Tratamento i
(alteragio do coeficiente J =0
para o = 1%
Tratamento
(dezlocamento horizontal para
W direita de 1 umidade)
W - -
=1 {conversio) /
¥=3" * > /
i
Tratamento .__,//
(alteracio do coeficiants 5= 0 i N
vara @ - 2
Tratamento
(deslocamento vertical para
W W cima de 1 unidade)
1 {convarsdc) ' I
13T | g > /

Fonte: Autores da pesquisa.
a) y=-2+log,(x-2)
y=-2+log, (x—2)

Tratamento
Algébrico

y— 2= Iog2
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Figura 2.24: Conversao algébrica <« grafica da Curva:

3

y— 2= log,

(conversdo)
y=2" | € >
(Curva base: exponencial obtida
por tabela de pontos)
Tratamento

(inversa em relagio dreta y=x).

Tratamento
(inversa em relagdo areta y = x ).
v v
v=log, x (conversdo) N !
2 < Cd
Tratamento
(alteragio do coeficiente &= 0 L
+ ~
parad=" 1)
Tratamento
(deslocamento horizontal para
AR direita de 2 unidades)
(=712} (conversdo) il
v=log, <€ >
Tratamento

(alteragio do coeficiente b =10

para b= 2).
Tratamento
(deslocamento vertical para
v ¥ baixo de 2 unidades)
_ | x=72]
y-"2=log)" — >
/f"f-'

Fonte: Autores da pesquisa.
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Nesta se¢do vimos que Silva (2008) tratou em seu trabalho de
conversbes entre representacdes algébricas e graficas de curvas
representantes de fungdes estudadas no ensino médio através do
procedimento de interpretacdo global das propriedades figurais, ja
relatado por Duval (1988) e Moretti (2003).

O estudo realizado por Silva (2008) utilizou conceitos como o de
funcdo inversa, funcdes pares e fungdes impares que, na maioria das
vezes, sao abordados apenas em seus aspectos algébricos. Ainda, utilizou
0s conceitos de simetria e translagdo como importantes aliados no esbo¢o
das curvas abordadas por ela, estabelecendo favorecimento a interligacéo
entre a expressao algébrica e seu correspondente esbogo gréfico no plano.

A proposta de Silva (2008), se bem compreendida e devidamente
aplicada por um professor pode trazer ganhos significativamente
positivos a compreensdo conceitual de seus alunos do ensino médio.

Embora Silva (2008) tenha focado seu estudo analitico em algumas
curvas estudadas no ensino médio, ndo ha como deixarmos de refletir a
respeito de outras curvas que podem ser estudadas com o0 mesmo enfoque,
sendo estas representantes de gréaficos de fungBes ou ndo, como por
exemplo, as conicas.

Podemos ainda considerar um estudo de curvas que costumam
surgir no ensino superior, como por exemplo, as curvas representantes de
fungdes racionais, onde o grau de complexidade pode exigir uma andlise
detalhada a respeito de propriedades figurais e cujo esboco grafico pode
ser impraticavel sem o auxilio de uma ferramenta computacional.

A proxima secdo traz justamente a exposicdo de uma pesquisa
realizada com alunos do ensino superior, no que tange a utilizacdo de
elementos do célculo diferencial e integral diante da interpretacdo global
de propriedades figurais para algumas curvas que surgem neste grau de
ensino, onde é utilizado um software matematico como ferramenta
indispensavel a obtencdo do esboco gréafico da curva.

32 Esbogo de curvas no ensino superior: uma proposta baseada na
interpretacdo global de propriedades figurais e uso de
tecnologias.

Diferentemente das curvas estudadas por Moretti (2003) e Silva
(2008), que foram curvas objetos de aprendizagem do ensino médio, Luiz
faz um estudo sob a 6tica da intepretagdo global para curvas que surgem
No ensino superior.

Em sua dissertagdo Luiz desenvolve a partir do artigo “Estudo da
conversdao de fungbes entre registros simbdlico e gréafico no ensino
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universitario” (MORETTI et al., 2010) uma sequéncia didatica
envolvendo curvas representantes de problemas de otimizacéo, aplicada
a alunos de uma turma de célculo A de um curso de engenharia da UFSC.

Na proposta deste autor, as curvas selecionadas no seu estudo séo

representantes de fungdes y = f (x) e foram esbocadas utilizando-se o

software DERIVE (plotador gréfico) a partir de suas equacgdes explicitas.
A partir do registro gréafico é entdo analisado um conjunto de elementos
chamados de unidades basicas, subdivididos em unidade basica grafica,
linguistica e simbolica cujo objetivo é orientar as conversdes entre 0s
registros simbdlicos e graficos relativos a elementos das derivadas
estudadas em calculo.

Para Luiz, as unidades basicas podem ser usadas para definirem
grande parte dos componentes significativos 2 do eshocgo de curva de
uma funcdo, tais como: pontos de maximo e de minimo, pontos de
inflexdo, retas tangentes, assintotas verticais e horizontais e limites
laterais em um determinado ponto.

Moretti et al. (2010, p. 7) explica o uso e a importancia destas
unidades basicas:

Cada elemento em um dos grupos relaciona-se com
um elemento do outro grupo. Pretendemos que as
unidades basicas gréaficas e simbdlicas funcionem
como unidades significativas ou pertinentes das
representacdes da fungdo. As conversdes entre as
representacdes de uma fungdo, tanto em um sentido
como em outro, poderdo ser tratadas da mesma
forma tendo como intermediagdo essas unidades
bésicas.

Na figura 2.25 temos um esquema desenvolvido por Moretti
(2008) que configurou-se no caminho utilizado por Luiz no estudo das
curvas analisadas por ele. Note que na figura € possivel verificar o tipo de
conversao utilizada em sua anélise.

23 Refere-se aqui as partes da curva associada a uma fungdo que nos permite uma
interpretacdo fisica e/ou matematica através de seu tracado. Aqui estamos
tratando principalmente dos componentes mais usuais no estudo de Calculo A (1),
tais como pontos de maximo e de minimo, pontos de inflexdo, retas tangentes e
assintotas (verticais e horizontais).
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Figura 2.25: Esquema do procedimento informatico de interpretagéo
global proposto por Moretti (2008) e
utilizado por Luiz (2010)

Funcio

(representagio y Tratamento do célculo

Unidades basicas
graficas

Unidades basicas
simbélicas

Modo Informatico

Fungéo
(representagdo grafica)

v

Fonte: Moretti (2008, p. 100).

O autor defende que a conversdo mais adequada, devido a
complexidade das fungdes tratadas no ensino superior € o sentido 1 — 4
no modo informéatico. Assim, usando o software e conhecendo a lei da
funcdo (aqui, equacdo explicita) teremos duas representacfes distintas
(algébrica e grafica) do mesmo objeto, no caso, da curva. Para ele, partir
da conversdo direta 1 — 4 poderemos entdo, aplicar o procedimento de
interpretagdo global de Duval na sequéncia: 4 — 3 <> 2 « 1, onde:

e 4 — 3: ocorre os tratamentos na curva (visuais inicialmente) em
sua representacdo grafica (4) para que haja reconhecimento e
caracterizacdo das unidades gréaficas (3);

e 2« 1:ocorre os tratamentos de calculo na funcdo em sua forma
simbdlica (1) para que se possa determinar as unidades basicas
simbdlicas (2) relacionadas as suas correspondentes unidades
bésicas graficas (3);

e 3 < 2: conversdo (em via dupla) que objetiva confirmar as
correspondéncias entre as unidades bésicas graficas (3) e as
unidades bésicas simbdlicas (2).

Observamos que o0 caminho percorrido no sentido 1—2 por meio
de um software grafico nos d4 uma curva acabada, porém ela ndo destaca
com precisdo certos elementos, tais como pontos criticos e retas
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assintotas. Para o autor, a conversdo no sentido 1 — 2 esta associada
simultaneamente a conversdo no sentido 2 — 1 ¢ pode ocorrer apenas
para alguns grupos restritos de fungdes. Ja a conversao no sentido 2 — 1
pode ser realizada com auxilio de um software grafico ou entdo passando
pelas unidades bésicas simbolicas (obtidas por meio de tratamentos do
calculo) e graficas.

As tabelas (1 até 24 - ver anexo) apresentam as referidas unidades
basicas (gréfica, linguistica e simbolica) relativas aos elementos do
célculo ?“utilizados no esbogo de curvas, destacados pelo autor em seu
trabalho, e que também utilizaremos posteriormente no estudo das nossas
curvas dadas por equagdes implicitas.

Os exemplos seguintes, desenvolvidos esquematicamente, nos
mostram como aplicar o procedimento de interpretagéo global utilizando
as tabelas de unidades basicas, defendidas por Luiz para curvas
geralmente apresentadas no topico “aplicacdes das derivadas” da
disciplina de calculo A (I).

Exemplos:
1

D =5

e Conversio no sentido 1 — 4 utilizando o software Geogebra?:

24 Elementos do calculo: variacio e concavidade, retas assintéticas, determinagio
de pontos importantes (extremos relativos, pontos de inflexdo e continuidade).

% Mais adiante, comentaremos a respeito deste software que é justamente o
software a ser utilizado neste trabalho para obtengdo grafica das curvas a serem
estudadas aqui a partir de suas representagdes algébricas implicitas.



110

1
Figura 2.26: Grafico da fungdo f (x)=— . obtido com o software
X —zX

Geogebra

Y
E

-4

Fonte: Autores da pesquisa

Note que no grafico da figura 2.26 o software ndo nos forneceu
informacOes a respeito de pontos significativos (pontos criticos, retas
assintotas, extremos relativos, etc.).

No entanto, observando o tracado da curva temos uma ideia das
varidveis visuais as quais devemos focar nossa analise, visto serem
unidades graficas notaveis que nos conduzirdo as suas correspondentes
unidades simbolicas, a saber:

1
i.  Analisando a curva f(x)=— il grafico da figura 2.26,
X© -2

notamos que a fungdo “parece” ser crescente no intervalo
(-0,0)U(0,1] e decrescente em [1,2)U(2,+o). Ainda,
possui concavidade negativa em (O,Z)e concavidade positiva
em (—oo,O)u(2,+oo);
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ii. Vemos que y— 4o (quando percorremos a curva nos
aproximando de x =0 ¢ D( f ) pelaesquerdae y — —oo quando

a percorremos nos aproximamos de x =0 ¢ D( f ) pela direita, o
que indica a presenca de uma possivel assintota vertical;

iii.  Analogamente, vemos que y — —oo quando percorremos a curva
nos aproximando de x=2¢ D(f) pela esquerda e y — +oo

quando a percorremos nos aproximamos de x =2 ¢ D( f) pela

direita, o0 que indica a presenca de mais uma possivel assintota
vertical;

iv. ~ Também conseguimos visualizar que y—0 quando

percorremos a curva fazendo x — —o € X — 400, 0 que indica
a presenca de uma possivel assintota horizontal;

v.  Ainda podemos notar que ha um possivel ponto importante no
intervalo [0, 2], possivelmente na vizinhanga de x=1, o qual
merece analise detalhada, pois pode ser extremo relativo.

Levando em consideracdo as caracteristicas destacadas acima a
partir do gréfico apresentado na figura 2.26, podemos recorrer as tabelas
(1,2,3,4,5,6,7,8,11, 12 e 14) apresentadas no anexo deste trabalho.

No quadro 2.16 eshocamos as unidades basicas destacadas da

1 .
x2—2x'

fungo f(x)=
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Quadro 2.16: Conversdes entre as unidades basicas do grafico da

funcéo f(x)=212.
X —ZX

UNIDADES BASICAS

Sentido: 3 <2 «— 1

Gréfica Linguistica Simboélica
t
1 : reta tangente ty=ax+b,a>0
Fungdo crescente x <01 f'(x)>0 (%)
= = e o - : Concavidade positiva f"(x)>0
1
t
ol . ¢ t:y=ax+b,a>0
 reta tangente ,
4 Fungéo crescente 0<x<Isf (X)>O (*)
Concavidade negativa f "(x)<0
-2
!
_0|
] 1 2
¢ t:y=ax+b,a<0
"  reta tangente ,
Funcdo decrescente l<x<2:f (X)<o (*)
Concavidade negativa f "(x)<0
2]
3]
¢
¢ t:y=ax+b,a<0
 reta tangente /
Funcao decrescente X>21f (X)<O (*)
Concavidade negativa f"(x)>0
1 2 \ 3
Assintota vertical em i f ( ) i
— im f(x)= lim =+
, x=0. x—0" x—0" XZ —2x
a
-2

-3 -1
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]
[a} 1
]
lim f(x)= lim =—
-2 Xx—0" ( ) x—0" X2 —2X *
3]
i
i
E . ) 1
! lim f(x): lim 5 =—©
\ | X2~ X2~ X5 —2x
X : Assintota vertical em
i X=2.
i . . 1
! lim f(x)= lim 5 = -
! x—2" x=2" y& _9x
3 3
lim f(x)= lim —~——=0
X—>—00 X—>—0 X 2X
* ' Assintota horizontal
emy=0.
lim f(x)= lim =0
! X—>+00 ( ) X—>+00 X2 2X
é 3 4
f(1)=-120
Maximo relativo em
x=1.
f'(1)=0
(Derivada primeira de Q)
f muda de sinal TEECN
2) 9
positivo para negativo
na vizinhanga de f’(Ej: §<0
x=1) 2
fr(1)=-2<0

Fonte: Autores da pesquisa
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() Verificados no proprio software Geogebra:
>0, Vxe(—o0,0)u(0,1)
—2X+2
f(x)= Lz =0 para x=1
2
(X - ZX) <0, xe(1,2)( 2, +0)
>0, Vxe(—o0, 0)u(2, +0)

—6X° —12x+8
fr(x) = —— X8 xeD(f)/17(x)=0
6 5 4 3
X~ —6X" +12x" —8x
<0,vx€(0,2)
2
X" —2x-3
b) g(x)= Z_4

e Conversdo no sentido 1 — 4 utilizando o software Geogebra:

2
X" —2x-3 .
——obtidocomo

Figura 2.27: Grafico da fungdo g(x)="—,
X" -4

software Geogebra

Y
4 glz) =

3

-3

-4

Fonte: Autores da pesquisa

Observando o tracado da curva temos uma ideia das varidveis
visuais as quais devemos focar nossa analise, visto serem unidades
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graficas notaveis que nos conduzirdo as suas correspondentes unidades
simbdlicas, onde levando em consideracdo as caracteristicas visuais no
grafico apresentado na figura 2.27, podemos recorrer as tabelas (1, 2, 3,
4,5,6,7,8,11, 12 e 14) apresentadas no anexo deste trabalho.

No quadro 2.17 esbogamos as unidades basicas destacadas da

funcdo g(x)=

x2—2x—3.
x>—4

Quadro 2.17: Converses entre as unidades basicas do grafico da
2
X" —=2x-3

fungdo g(x)=-—,

X~ -4

UNIDADES BASICAS

Sentido: 3 & 2 «— 1

Gréfica Linguistica Simbdlica
t
1 : reta tangente t:y=ax+b,a>0
adocwene | x<2g(xpo (4
positiva g ”( x)>0
/5/ 5 4

1 : reta tangente

t:y=ax+b,a>0

2 0 Fungéo crescente —2<x<0,1779'(x)>0 (%)
Concavidade " 0
- negativa 9'(x)<
-2
3
: { : reta tangente t:y=ax+b,a>0
Funcéo decrescente '
1 Concavidade 017<x<2y9 (X)>O (*)
A negativa g"(x)>0
[
1] 1
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__________

X=2.

{ : reta tangente ty=ax+b,a>0
A Fungao decrescente X >249'(x)>0 (*)
Concavidade ” 0
negativa 9"(x)<
. _ x2 -2x-3
lim _g(x)=_lim =0
X—>=2" X=27  y_y
3 K Assintota vertical em
' X=-2.
. . x2—2x—3
lim  g(x)=_lim =
x—>-2* X2 x4y
5 . ) x2 -2x-3
! ) _ lim_g(x)=_lim = 40
! Assintota vertical em | x—2~ X2~ XZ 1
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: . x2 -2x-3
lim g(x)=_lim ~— =0
X2 X2 yé_y
. . x2 -2x-3
lim g(x)= lim . =
_______________________________ X—>—w0 X—>—w0 X~ = 4
T % 5 I Assintota horizontal
emy=1.
. , x2 -2x-3
lim g(x)= lim 5 =
X—+0 X—>+0 N 4
Ponto de inflexdo em
Xx~0,17 .
(Derivada primeira ,
--de g ndo muda de g (X)>0,VX€D(f)
sinal na vizinhanca 1
de X~ 0,17 . g”(O):_,
7 B ———Derivada segunda de 8
g muda de sinal L1 64
=0.17 negativo para g 2]~ 225
positivo na
vizinhanca de
X~0,17)

Fonte: Autores da pesquisa

(*) Verificados no proprio software Geogebra:
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_ 2x° -2x+8
x* —8x% +16

g'(x)

>0,‘v’XeD(f)

<0, ¥xe(—2;0,17) (2, +o0)
=0para x=0,17
>0, Vxe(—o0,—2)/(0,17; 2)

() = —4x3 + 6x% 48X +8
x® —12x* +48x% —64

De acordo com a forma que discutimos as fungdes apresentadas
nos exemplos anteriores, concluimos que a utilizagdo das tabelas de
unidades basicas propostas por Luiz, faz com que tenhamos uma visdo
global da curva e a partir dela identificarmos caracteristicas visuais
significativas e entdo fazer as respectivas correspondéncias com suas
propriedades algébricas. Destacamos aqui que esta forma de abordagem
ndo é usada no ensino superior, grau de ensino que nos interessa neste
trabalho.

A funcdo das unidades béasicas é de definir
previamente esses elementos basicos com o uso de
tratamentos do calculo em nivel superior. Sem isso,
para a maioria das funcdes que trabalhamos no
ensino superior, ndo é possivel o estudo da
conversdo das funcbes com tratamento global.
(LUIZ, 2010, p. 67).

Neste capitulo foi possivel observar que os trabalhos referentes a
interpretacdo global a respeito das retas (Duval, 1988), das parabolas
(Moretti, 2003), das senoides, cossendides, exponenciais e logaritmicas
(Silva, 2008) e de algumas curvas que surgem no ensino superior (Luiz,
2010), se referem a funges, cujas equacdes sdo dadas cartesianamente
em sua forma explicita. No proximo capitulo iremos apresentar outro
formato de apresentagdo das equacdes, as equagdes de curvas dadas por
funcdes paramétricas, independentemente de estas serem ou nao
representantes de funcdes, onde analisamos as conversdes sob a ética da
interpretacdo global e também apresentaremos fatores que justificam a
utilizacdo de software grafico, bem como sobre a escolha pelo Geogebra.
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4 O PROCEDIMENTO DE INTERPRETAGCAO GLOBAL DE
PROPRIEDADES FIGURAIS NO ESBOCO DE RETAS DADAS
POR EQUACOES PARAMETRICAS

4.1 As equacdes paramétricas

No capitulo anterior nos referimos a algumas pesquisas que
utilizaram a interpretacdo global proposta por Duval em sua TRRS, onde

vimos que o grafico de uma equacado envolvendo duas variaveis (X, y) é

uma curva no plano. E possivel, entretanto, adotar um ponto de vista
dindmico, e pensar em qualquer curva do plano (ou do espago) como a
trajetoria de um ponto mével, sendo que neste trabalho nos restringimos
as curvas planas.

Neste contexto, pensar numa curva como a trajetoria descrita por
uma particula no plano nos remete a reflexdo de outra area do saber,
componente do rol da chamada ciéncias da natureza: a Fisica.

Nossa experiéncia com o0 ensino médio nos mostrou que
professores de matematica e fisica utilizam neste grau de ensino uma
metodologia de tal forma como se a aprendizagem de uma éarea do
conhecimento ndo estivesse interligada aos conhecimentos da outra.

E comum nos depararmos com situages em que muitos alunos tém
dificuldades nos contetdos de Fisica, em que muitas vezes, mesmo
percebendo do que se trata, no momento em que precisam modelar os
fendmenos e trabalhar com as equagfes utilizando seus conhecimentos
matematicos, 0s mesmos demostram uma inatividade que compromete o
desenvolvimento do conhecimento cientifico, tanto do ponto de vista
matematico, quanto fisico.

A partir dessas percep¢Bes surgem algumas
perguntas que talvez possam minimizar as
inquietacBes dos profissionais da educacgdo e as
duvidas e insatisfacdes por parte de nossos alunos:
Por que ndo se praticar um ensino mais
interdisciplinar?"; Por que ensinar Matematica e
Fisica como se fossem disciplinas tdo diferentes?"
e, "Como poderiamos minimizar a falta dos
contelidos matematicos adequados para a resolucao
de problemas na disciplina de Fisica?” (WILLI
NETO, 2011, p. 13).
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Por este viés, a interdisciplinaridade permite que as disciplinas de
matematica e fisica sejam estudadas relacionando-as e assim mostrando
aos alunos que os conteldos que lhes sdo apresentados possuem uma
relacdo entre si. E importante estar ciente de que a lingua materna permite
termos acesso aos outros contetdos, sendo necessario também o
conhecimento de uma linguagem simbdlica criada pela Matematica na
qual irdo se sustentar os fundamentos das ideias e objetos fisicos.

A verdade é que seja no ensino médio, seja no ensino superior, ndo
é dificil a inexisténcia de uma relacdo de interdisciplinaridade entre o
ensino da matematica e da fisica, sem considerar que a fisica se utiliza da
linguagem simbolica matematica e dos conhecimentos a respeito das
equacdes geradas pelos modelos que descrevem os fendmenos na qual
estuda, pois as utiliza para comprovacdes cientificas.

Existem no ensino médio e superior muitos conteddos que podem
ser ministrados interdisciplinarmente entre os professores de matematica
e fisica. Dentre os muitos exemplos possiveis, destacamos primeiramente
0 estudo da cinematica®®, que possui uma descricdo grafica capaz de
permitir que sejam explorados os diferentes tipos de movimentos
descritos por pontos materiais?” comparando-os com as equacdes
matematicas associadas. E importante salientar aqui que ja no primeiro
ano do ensino médio o estudo do MRU (Movimento Retilineo Uniforme)
e do MRUV (Movimento Retilineo Uniformemente Variado) estudados
na disciplina de fisica acaba desvinculado do estudo das funcdes
polinomiais do 1° e 2° graus, abordados para o0 mesmo publico na
disciplina de matematica.

Mesmo no ensino superior, os livros didaticos ndo conduzem os
alunos a perceberem de forma imediata a equivaléncia entre as equagoes
matematicas e as equacdes fisicas que representam a posic¢do de um mével
no M.U (Movimento Uniforme) ou a velocidade de um mével no MUV
(Movimento Uniformemente Variado), todas dadas em funcgéo do tempo.
Também néo se configura de forma evidente o fato de a funcéo polinomial
do segundo grau ser equivalente a funcdo fisica que representa a posicédo
em funcdo do tempo de um mével que descreve um movimento MUV.

Um segundo fator merecedor de destaque aqui diz respeito aos
gréaficos estudados em ambas as disciplinas. Na matematica o esbogo e
interpretacdo de graficos acabam se restringindo as fungdes reais de
variaveis reais. No entanto, se pensarmos hum gréafico como representante

%6 Estudo dos movimentos sem a preocupacdo com as suas causas.
27 Objeto onde as dimensdes (tamanho) sdo despreziveis quando comparadas
com o movimento estudado.
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do movimento de uma particula no plano (tdo importante para a fisica), a
curva descrita pode nédo caracterizar uma funcgéo do tipo y = f (x) e isto

ndo implica que ndo possamos analisd-lo e dele extrairmos uma série de
informagBes, tanto matematicas quanto fisicas. Ainda ha de ser
considerado o formato das equagfes que representam algebricamente tais
curvas, pois dependendo do contexto algébrico na qual determinada
equacao é apresentada, dela podemos obter diferentes informagdes que
podem apresentar vantagens e desvantagens, dependendo do foco
desejado no estudo.

O exemplo 3.1 nos mostra que diferentes informagbes podem ser
obtidas ao considerarmos uma curva representada por uma equacéo
cartesiana e a mesma curva representada por uma equagdo num outro
formato, chamado parameétrico.

Exemplo 3.1%: Aristételes trabalha no Aeroporto Internacional
Hercilio Luz, em Floriandpolis, Santa Catarina. Sua funcgéo é controlar o
trafego aéreo na regido préxima ao aeroporto onde, devido ao grande
numero de decolagens e aterrissagens, o risco de colisdo € muito maior.
Durante um Unico turno de trabalho, Aristételes deve analisar centenas de
trajetdrias percorridas pelas aeronaves que aparecem na tela do radar, a
sua frente. Se as trajetdrias de dois avides se aproximam perigosamente,
Avristoteles deve avisar a um deles para alterar a sua rota. Para
desempenhar sua tarefa com sucesso, Aristételes necessita conhecer com
precisdo, a rota percorrida por cada aeronave e o instante em que estas
passam por cada ponto deste percurso.

As Figuras 3.1a e 3.1b mostram a tela do radar com que Aristdteles

trabalha e monitora uma area de 3600 km? ao redor do aeroporto e
mostra uma espécie de mapa cartesiano da regido: a imagem que aparece
na tela é uma janela de [-30,30] por [-30,30], com a torre de controle
na origem, conforme mostra o esquema apresentado na figura 3.1a.

28 Adaptado de:
<http://www.im.ufrj.br/dmm/projeto/projetoc/precalculo/sala/conteudo/capitulo
s/cap91.html>. Acesso em: 10 ago. 2016.
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Figura 3.1a: Tela com radar a ser monitorado

3%

| Torre de Controle

Fonte: Autores da pesquisa.

Figura 3.1b: Mapa cartesiano da regido monitorada pelo radar

10 Torre de Controle

Fonte: Autores da pesquisa.

Para simplificar o problema, vamos considerar que cada avido
viaja em linha reta com velocidade constante. (Na realidade, Aristételes
deve lidar com mudancas quer na dire¢do seguida pelos avibes, quer na
velocidade desenvolvida). O Quadro 3.1 mostra as coordenadas (posi¢éo)
de trés avifes no momento em gque comeca 0 monitoramento, isto é, no

momento em que a imagem aparece na tela (t =0) € um minuto mais

tarde (t=1).



123

Quadro 3.1: Coordenadas cartesianas dos avifes A, B e C nos instantes

t=0et=1.
Coordenadasem t =0 Coordenadasem t =1
Avido A (-12,-30) (-7.-22)
Avido B (-9,30) (-6, 21)
Avidio C (30,-8) (15, 24)

Fonte: Autores da pesquisa.

Na sequéncia, apresentamos os topicos de (i) até ( x) que tém
como objetivo ajuda-lo a analisar e explorar os dados fornecidos no
Quadro 3.1:

i. Deduza a equacdo cartesiana que descreve a rota seguida pelo
avido A.
Os avides descrevem um movimento retilineo. Devemos entao,
determinar a equagdo cartesiana da reta descrita pelo avido A. No

intervalo de tempo de 1 minuto o avido A passa do ponto (—12,—30)

para o ponto (—7,—22). Entdo, sendo a equagdo da reta do tipo:
y =ax+b, temos o sistema:

8
—30=-12a+b | ° 75
-
—22=-Ta+h 54
5

Portanto, a equacdo cartesiana que descreve a rota seguida pelo
avido A é:

y=25-2
5 5

ii.  Emalgum instante do percurso, o avido A passa diretamente sobre
a torre de controle? Justifique a sua resposta por meio de um
calculo.
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A Torre de Controle fica localizada no ponto (0, 0). Se fizermos
x =0 na equagcdo cartesiana (I), obtemos:

5 5
8 54
-—(0)-=
d 5() 5
,o
5

Como podemos verificar no célculo acima, o avido A passa pelo

. 54 . . <
eixo das ordenadas no ponto [0, - ?j . Assim podemos concluir que ndo

passa por (0, O) onde se encontra a torre de controle.

iii.  Quais sdo as coordenadas do avido A quando a sua imagem
desaparece da tela do radar? Veja na Figura 3.2 o grafico da reta
gue descreve a rota seguida pelo avido A.

Figura 3.2: Reta representante da rota seguida pelo avido A

3l

Fonte: Autores da pesquisa.

A imagem do avido aparece na tela do radar no ponto de
coordenadas (—12,—30) e desaparece no ponto de coordenadas
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51 . .
(E,Soj. Esta observacdo pode ser confirmada algebricamente,

8 54
calculando-se na equacdo y = E X— ? o valor de x, quando y=30.

iv.  Para Aristoteles, é muito importante saber a posicdo do avido, em
cada instante. Usando a equagdo cartesiana deduzida no item (i), é
possivel saber a posicdo (coordenadas) do avido A, 3 minutos ap6s
o inicio do monitoramento? E possivel saber quanto tempo leva

para a imagem do avido A desaparecer da tela do radar?

N&o. A equacdo deduzida no item (i) ndo permite relacionar a

posi¢do do avido com o tempo transcorrido.

v. O Quadro 3.2 mostra as coordenadas x e Yy do avido A, em cada
instante de tempo indicado. Sabendo que o0 avido se desloca com

velocidade constante, complete este quadro.

Quadro 3.2: Coordenadas cartesianas iniciais do avido A de t = 0 até

t=5.
t X y
0 -12 -30
1 -7 -22
2 ? ?
3 ? ?
4 ? ?
5 ? ?

Fonte: Autores da pesquisa

Pelos dados do Quadro 3.1 e levando em consideragdo que o0 avido

8 54 .
se desloca sobre areta y = E X— ? com velocidade constante, podemos

deduzir que a cada minuto transcorrido, 0 movimento do avido resulta
num deslocamento de 5 km na direcdo x, para Leste e 8 km na dire¢do
Yy, para Norte. A partir destes dados podemos completar o quadro dado

como é mostrado no Quadro 3.3. Repare que todos 0s pontos (x, y) deste

guadro pertencem a reta que descreve a rota seguida pelo aviao.
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Quadro 3.3: Coordenadas cartesianas do avido Ade t =0 até t =5.

Vi.

Vii.

viii.

t X y

0 -12 -30
1 -7 -22
2 -2 -14
3 3 -6
4 8 2

5 13 10

Fonte: Autores da pesquisa.

Use o quadro 3.3 (obtido no item anterior) para expressar a
coordenada x do avido como uma fung&o afim do tempo.

Pelos dados apresentados é possivel deduzir que x(t) =-12+5t.

Use o Quadro 3.3 (obtida no item v) para expressar a coordenada Y
do avido como uma fungéo afim do tempo.
Pelos dados apresentados é possivel deduzir que y(t) =-30+8t.

Use as equacgdes obtidas nos dois itens anteriores para achar a
posi¢do (coordenadas) do avido, decorridos 3 minutos apds o inicio
do monitoramento.

Substituindo-se t=3 nas equacdes deduzidas nos dois itens
anteriores ou, simplesmente, olhando a tabela completa no item (v),
é possivel afirmar que 3 minutos apds o inicio do monitoramento, o

avido estara sobrevoando o ponto de coordenadas (3,—6). Estas

coordenadas significam que, neste instante, o0 avido estard
sobrevoando um ponto localizado 3 km a leste e 6 km ao sul da torre
de controle.

Quanto tempo leva para que a imagem deste avido desapareca da
tela do radar?
Pelo item (iii), sabemos que a imagem do avido desaparecera da tela

o 51
do radar quando ele atingir o ponto de coordenadas (E,Soj.

Usando ou a equagéo obtida no item (vi), ou a equacdo obtida no
item (vii) é possivel calcular em que instante o avido estara
sobrevoando este ponto. Para isso, basta resolver qualquer uma das
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51
equacdes: ? =-12+5t ou 30 =-30+8t. Em qualquer dos casos

15 . )
0 resultado encontrado é t:?:7,5 minutos, que é o tempo

necessario para gque a imagem do avido atravesse a tela do radar.

X.  Repita a analise feita acima para os outros dois avides e decida se é
necessario que algum deles altere a sua rota.
Pela andlise feita acima, podemos concluir que a rota de um dos
avides devera ser alterada se as retas que descrevem o movimento
de cada um deles se cruzarem num mesmo instante, durante o
trajeto. As equacdes cartesianas das retas que descrevem a trajetoria

16
dos avides B e C sdo, respectivamente, y =—-3x+3e y = E x—40

. Veja na figura 3.3 os gréficos destas equacOes tracados no plano
cartesiano.

Figura 3.3: Retas representantes das rotas seguidas pelos avides A, B e

=30 =25 =20

Fonte: Autores da pesquisa.

Apesar da reta que representa o curso seguido pelo avido B cruzar
as outras duas, ndo é possivel deduzir, a partir das equacdes cartesianas
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deste movimento, se os aviGes colidirdo ou ndo. Para obter esta
informacdo é necessario também conhecer em que instante cada avido
passa pelo ponto de interse¢do das duas rotas. A intersecdo das rotas

seguidas pelos avies A e B se da no ponto de coordenadas (3, - 6). Para
chegar a esta conclusédo basta resolver o sistema:

8 54
y=—X—— X=3
5 5= y=—6
y=-3x+3
Para decidir se 0 avido B precisa alterar o seu curso, € necessario
saber em gue instante os dois avides estardo sobrevoando este ponto. Para
0 avido A, isto se dard 3 minutos apds o inicio do monitoramento; para o
avido B, 4 minutos apos 0 inicio do monitoramento, quando o avido A ja

estara sobrevoando o ponto (8, 2). Portanto, neste caso, ndo ha risco de
colisdo.
As equages x(t)=-12+5t e y(t)=-30+8t, obtidas

anteriormente, sdo exemplos de equacles paramétricas. Falando
informalmente, um conjunto de equac8es paramétricas no plano € um par

de funcdes da forma x = f (t) e y=f,(t) e seu grafico é uma curva

no plano, isto é, o seu grafico consiste de todos os pontos do plano cujas
coordenadas sdo dadas por (x,y)= ( fy (1), f, (t)) . A variavel t é

chamada de parametro. Na maior parte dos problemas praticos, em
especial na fisica, t representa o tempo. Neste caso, as equagdes
paramétricas descrevem a trajetoria de um objeto que se move em um
plano, fornecendo, em cada instante de tempo t, as coordenadas (x, y)
deste objeto.

O dominio de um conjunto de fungbes paramétricas é constituido
pelos valores do pardmetro t, que pertencem ao intervalo durante o qual

0 movimento se processa e a sua imagem (os valores correspondentes de
X € Yy ) é um subconjunto do plano cartesiano.

No exemplo estudado anteriormente, o dominio das equacOes
paramétricas x(t)=—12+5t e y(t)=-30+8t, deduzidas nos itens (vi)
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. . . 5 .
e (vii), pode ser entendido como o intervalo {0, ?} , isto &, os valores de

t compreendidos entre 0 e 7,5 minutos, visto que este dominio representa
o intervalo de tempo desde que se comega a monitorar o movimento dos
avides até o instante em que a imagem sai da tela. A imagem ¢é definida

51
pelos valores de X e Yy tais que —12§xs? e -30<y<30, e

. 51
corresponde a um retangulo no plano definido por {—12, ?} x [—30, 30]

. O grafico destas equacdes, isto é, a trajetéria seguida pelo avido
enquanto monitorado, é um segmento de reta.

Quando descrevemos um movimento por meio de equagdes
paramétricas, expressamos X e Yy como fungdes de t. Assim, t é a
variavel independente de ambas as func¢Bes. Consequentemente, a frase
"dominio das fungdes paramétricas" se refere a valores de t e "imagem
das funcOGes paramétricas" se refere a valores de X e Y. Ao

considerarmos a equacao cartesiana (em X e Y ) correspondente a este

movimento, a variavel independente passa a ser x e a imagem os valores
correspondentes de Y . Esta situacdo é resumida no Quadro 3.4:

Quadro 3.4: RepresentacOes algébricas (Cartesiana e Paramétrica)
da rota do avido A

Modelo Funcéo (Funcbes) Dominio Imagem
) x(t):—12+5t —12£x£E
Paramétrico o<t 2
y(t) =308t ST 30<y<30
Cartesiano y = 8 X > 12 < x< °1
5 5 =TT, -30<y<30

Fonte: Autores da pesquisa.

As equacles cartesianas e as equacdes paramétricas deduzidas
funcionam ambas como modelos analiticos (algébricos) para a trajetoria
dos avibes e apresentam vantagens e desvantagens, dependendo da
informacao que queremos obter. E (til e importante saber deduzir os dois
tipos de equacdes a partir de uma situacdo problema e obter uma a partir
da outra. As equagdes paramétricas envolvem uma variavel extra, em
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geral 0 tempo, e a primeira vista, por envolver mais do que uma equagao,
parecem ser mais complicadas do que a (Unica) equacdo cartesiana para
descrever o movimento em questdo. No entanto, como ja comentamos,
equacBes paramétricas permitem relacionar a posicdo do objeto com
tempo transcorrido, 0 que a equacao cartesiana ndo permite. Além disso,
eliminando o parametro a partir das equagdes paramétricas, podemos
reconstruir o modelo cartesiano, e assim obter todas as informacdes
fornecidas somente pela equacdo cartesiana, como por exemplo, a
declividade da trajetéria seguida. O exemplo 3.2 mostra como isto pode
ser feito.

Exemplo 3.22°: As equacdes paramétricas que descrevem a trajetoria
seguida por um avido (avido A do exemplo 3.1) sdo dadas por

x(t)=-12+5te y(t)=-30+8t. Obtenha a equago cartesiana desse

movimento.

Para obtermos a equagdo cartesiana, a partir das equacdes
paramétricas, basta fazermos um “tratamento” isolando t numa das
equacBes paramétricas dadas e, a seguir, substituir o resultado obtido na
outra equacdo paramétrica.

Assim, da primeira equacgao paramétrica vem:

X=-12+5t
X+12 =5t
X+12
t:
5
X+12

Substituindo t =

em y(t)=-30+8t, temos:
y =-30+8t

12
y:—30+8(X; )

8 96
y=—30+—x+?

y=—X-—
50 5

2 Adaptado de Martins (2010, p. 55).



131

8 54
Note que y = E X— ? ¢ a equacao cartesiana obtida no item (i)

do exemplo 3.1. Esse fato comprova que os dois modelos (cartesiano e
paramétrico) descrevem a mesma trajetoria.

Os exemplos 3.1 e 3.2 nos fazem refletir sobre os modelos de
equacdes utilizadas, tanto no ensino médio quanto no ensino superior. No
ensino médio, equacbes paramétricas costumam ser trabalhadas apenas
no 3° ano deste ciclo, em Geometria Analitica, quando se estudam as
formas de representacBes das retas, o que também é habitual ocorrer no
ensino universitério, pois também se trabalha com parametriza¢fes na
disciplina de calculo quando se estudam as chamadas Funcgdes
Vetoriais®C.

Outro fator importante em relacdo a utilizacdo de equagdes
paramétricas pode ser observado no exemplo 3.3.

Exemplo 3.3: Seja uma curva C definida pelas equages paramétricas
x(t) = t? +te y(t) =t—1. Identifique e esboce C .

Para cada valor de t(admitindo t € ), temos um ponto (x, y)

correspondente no plano, pertencente a curva C .

Para tracarmos um esboco grafico de C podemos primeiramente
pensar no tratamento ponto a ponto, tdo criticado por inlmeras pesquisas
gue tomam como base a TRRS de Duval.

No entanto, aqui obteremos primeiramente a equacgao cartesiana
representante de C, como segue:

X :t2 +t
y =N x=(y+1) +y+1
t=y+1 Substituindo em 2
x=t?+t X=Yy +3y+2

equacéo cartesiana de C

A partir de x = y2 +3y + 2(representante algébrica cartesiana de

C), usaremos a técnica apresentada no capitulo 2, desenvolvida por
Moretti (2003) no que se refere ao uso das translagcbes como recurso nas

% Fungdes cujos valores sdo vetores.
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conversdes da representacdo algébrica para a representacdo grafica das
parabolas.

Embora o exemplo 3.3 trate de uma parabola, assunto a ser
discutido no capitulo 4 deste trabalho, seu objetivo aqui é o de mostrar
gue o0 objeto matematico pode ser reconhecido fazendo-se um tratamento
nas equacdes dadas. A figura 3.4 mostra a referida conversao:

2
3 9
x:y2+3y+2<:>x=(y+—) -——+2
Tratamento 2 4

2
X=Y"+3y+2| Algebrico

Ao fazermos o tratamento anterior, vemos em X = y2 +3y+2 que

a=1> 0, 0que implicaa parabola tera concavidade voltada para a direita
(eixo de simetria paralelo ao eixo x). Também podemos verificar que tera

. 1 3 .
seu vértice em V (—Z , —Ej Assim, vem:
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Figura 3.4: Conversdo algébrica < grafica (Curva: X = y2 +3y+2)

i )

) 3

Y ox=y " "

SN  [conversdo) yoy? o (comversdo)
= - © ™ vértice na origem

l eoncavidade para direita MLt

[ _.-'_1\.1_[}__.-’ 3T

i el 1751
L4 L2/
deslocamento vertical

1
(para baixo de - unidades)
4

deslocamento horizontal

{conversdo)

(para a esquerda de z unidades.)
2

Wo,0)

Fonte: Autores da pesquisa.

Até agora nos referimos a curva C considerando te . No
entanto, suponha que a curva plana C represente a trajetéria de uma
particula no plano. Entéo, teoricamente o dominio possivel para a variavel

t é o intervalo [0,+oo). Assim, fazendo t=0 obtemos o ponto

(0, —1) eC.
Note que o grafico apresentado na figura 3.4 ndo representa o
grafico de uma funcdo da forma y=f (x) pois podemos facilmente

observar que retas verticais (paralelas ao eixo Y ) interceptam o gréfico

(a curva) em mais de um ponto, 0 que nos mostra que para um mesmo
valor do dominio h&a mais de uma imagem correspondente.
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O eshoco grafico da curva C que representa o real movimento da
particula pode ser observado na figura 3.5:

x(t)=t% +t

120
y(t)=t-1

Figura 3.5: Representacdo grafica da curva dada por:

yh

Fonte: Autores da pesquisa.

Perceba que as setas apresentadas na figura 3.5 indicam o sentido
do respectivo movimento de uma particula que se movimenta
descrevendo a curva.

A partir de agora faremos uma interpretacdo global das
propriedades figurais de algumas curvas, a partir de suas equagdes
paramétricas. Primeiramente, obteremos a conversdo da representacdo
algébrica para a grafica usando o software Geogebra e a partir deste
registro gréfico faremos as respectivas associa¢fes entre suas unidades
bésicas visuais, linguisticas e simbdlicas.

A seguir, faremos um estudo das retas dadas por equacdes
paramétricas.

4.2 Interpretacdo global da retaz; dada por equacfes paramétricas

Consideremos inicialmente uma reta r passando pela origem (Figura
3.6), da qual P seja um ponto qualquer de coordenadas (xo, yo) er.

81 Estamos aqui considerando uma reta como sendo uma curva com grau de
concavidade nulo (zero).
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Figura 3.6: Reta r passando pela origem

ud

Yop----+

Fonte: Autores da pesquisa.

A declividade destareta é m = ﬁ, donde y= Yo X, da
Xo X0

) X . L. .
qual se tira y_xX_ t, e as equacgOes paramétricas da reta sdo:
Yo %o
X = Xt
™
Y=Yt

Para o caso de uma reta qualquer (Figura 3.7), definiremos esta reta
S tracando uma reta I paralela passando pela origem. Consideraremos

sobre r um ponto P de coordenadas (XO, yo) e sobre S um ponto Q
conhecido de coordenadas (Xl, yl) . Transportemos a origem para este

ponto Q.
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Figura 3.7: Reta s qualquer

y

Fonte: Autores da pesquisa.

Escrevendo como (*), vem:
X=Xt eY =y,

onde teremos:

X=X + X =X + Xt
Y=y +Y =y + Yt

que sdo as equacdes paramétricas de S .

. X=X + Xt . o
Entdo, sendo ,as equagdes paramétricas para uma
y =Y+ Yot
reta qualquer, através de um tratamento, vem:

X=X1+X0t—)t=x_x1 )(_)(1 yo yo
oo 2Y=YNt+tYo| —|= = X+ V==X

XO XO XO
Y=Y+ Yot

coeficiente coeficiente
angular linear
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Desta forma, podemos reestruturar o Quadro 2.1 (capitulo 2),
obtido da obra de Duval, referente aos valores e varidveis visuais para a
reta dada pela equacéo cartesiana y =ax+b. O Quadro 3.5 mostra entdo
a adaptacdo feita para o quadro 2.1 considerando a reta agora dada por
equacdes paramétricas.

Quadro 3.5: Valores e variaveis visuais para a reta no plano dada por
equacdes paramétricas

o Unidades simbdlicas valores
Variaveis correspondentes
visuais Caracteristica
Xo yo Xl yl
=0 =0 Reta coincide com o eixo Y
=0 =0 Reta coincide com o eixo X
Casos =0 #0 Reta paralela ao eixo X
Particulares =0 20 Reta paralela ao eixo Y
=0 Reta passa pela origem
Sentido da Sinais iguais Reta Ascendente
inclinacdo | sjnajs diferentes Reta Descendente
|x0| = |y0| Particdo simétrica
Angulo com A : o
05 eix0S |Xo| < |y0| Angulo maior (45°)
|X0| > |y0| Angulo menor (45°)
Y, — ﬁ X =0 Corta na origem
1 X, 1 (n&o tem corregéo aditiva)
Corta acima
Posici Y, — Yoy 50 Yo*y
0sicao 1 X 1 (acrescenta-se y; ———)
sobre o eixo 0 Xo
Corta abaixo
Yo
_’0 . YoX
Y1 X % <0 (subtrai-se y, — 2oL )
0 XO

Fonte: Autores da pesquisa

Os exemplos a seguir confirmam os dados constituintes do quadro
3.3.
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Exemplos: Obter o gréafico e fazer o estudo das retas representadas pelas
equacdes:

a) x=tey=2ttell.

x=t X=0+1t |y;=2

-
y=2t y=0+2t|x =0
y; =0

T x=t
Quadro 3.6: Valores e variaveis visuais para { ,t e no plano

cartesiano
Variaveis Visuais Valores Unidades simbolicas
i X
ISenIt_ldo da Ascendente o -e y?
nclinagao (sinais iguais: +)
Angulo com os Angulo maior que B _
eixos 450 ol =1<yg| =2
Posigéo sobre o C . % =%=0 )
eix0 orta na origem (ndo tem corregdo
aditiva)
Fonte: Autores da pesquisa
. - x=t .
Figura 3.8: Grafico de { ,t e no plano cartesiano
y=2t

Y

Fonte: Autores da pesquisa
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b) x=tey=2t+1Ltel.

Xx=t X=0+1t |y, =2

j—
y=2t+1 y=1+2t|x =0
yp =1

o x=t
Quadro 3.7: Valores e varidveis visuais para { ,t e no plano

y=2t+1
cartesiano
Variaveis Visuais Valores Unidades simbodlicas
ISenIt.IdO da Ascendente _ )_(0 _e y(?
nclinacao (sinais iguais: +)
Angulo com os R .
sixas Angulo maior que 45° x| =1<|yo| =2
_— . Yo
Posig&o sobre 0 Corta acima da Y- —%=1>0
eixo origem %o
(corre¢do aditiva:+1)
Fonte: Autores da pesquisa
. - x=t .
Figura 3.9: Gréfico de ,t e no plano cartesiano
y=2t+1

Y

Fonte: Autores da pesquisa
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c) x=-2tey=3t+1ltell.
X =-2t X=0-2t |y, =3
-
y=3t+1 y=1+3t |x, =0
y =1

o X = -2t
Quadro 3.8: Valores e varidveis visuais para { .t e no plano

y=3t+1
cartesiano
Variaveis Visuais Valores Unidades simbodlicas
ISenIt.ldo da Descendente o _XO € Yo
nclinacao (sinais diferentes: — e +)
Angulo com os R .
sixas Angulo maior que 45° x| =2 <|yo| =3
_— . Yo
Posic&o sobre 0 Corta acima da Y- —%=1>0
eixo origem Xo
(corre¢do aditiva:+1)
Fonte: Autores da pesquisa
. e X =-2t .
Figura 3.10: Gréfico de { ,t el no plano cartesiano
y=3t+1

y

Fonte: Autores da pesquisa

t
d x=t+2e y=—5—4,teD .
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Xg =1
X=t+2 X=2+1t 1
y:—£—4:> y:—4—£t ° _E
2 2 [M=2
Y, =—4
X=t+2
Quadro 3.9: Valores e varidveis visuais para y —Et L tel

no plano cartesiano

Variaveis Visuais

Valores

Unidades simbolicas

Sentido da Inclinagéo

Descendente

X0 € Yo
(sinais diferentes: + e —)

Angulo com os eixos

Angulo menor que
45°

1
|X0| :1>|y0|25

Posicdo sobre o eixo

Corta abaixo da
origem

yl—&x1:—3<0
%o

(corregdo aditiva: — 3)

Fonte: Autores da pesquisa

X=t+2

Figura 3.11: Grafico de 1
y=——t-4

2

,t e no plano cartesiano

Fonte: Autores da pesquisa
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e) x=-7-10te y=1+10t,tell] .

x=-7-10t Yo =10
=
y =1+10t X =7

y =1
o x =-7-10t
Quadro 3.10: Valores e variaveis visuais para ,tel no
y =1+10t
plano cartesiano
Varidveis Visuais Valores Unidades simbodlicas
X0 € Yo

Sentido da Inclinago Descendente o
(sinais diferentes: + e —)

Angulo com os eixos Part|9?2455|2)1etr|ca x| =|yo| =10

. Y
Corta abaixo da y—2x =-6<0
origem Xo
(corregdo aditiva: — 6)

Posicdo sobre o0 eixo

Fonte: Autores da pesquisa

. - =—7-10t .
Figura 3.12: Gréfico de X ,t 0 no plano cartesiano
y =1+10t

ub

Fonte: Autores da pesquisa
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f) x=3-3tey=2-2t tell.

X=3-3t |y,=-2
=
y=2-2t  |% =3

y =2

S X=3-3t
Quadro 3.11: Valores e variaveis visuais para { tel no
y=2-2t

plano cartesiano

Variaveis Visuais Valores Unidades simbolicas

Xo € Yo

Sentido da Inclinago Ascendente o9
(sinais iguais: —e —)

Angulo menor que

Angulo com os eixos 450 x| =3>yo| =2
- . . Yo
Posi¢éo sobre o eixo Corta na origem Yp——% =0
X
0

Fonte: Autores da pesquisa

x=3-3t
y=2-2t

y

Figura 3.13: Grafico de { ,t e no plano cartesiano

Fonte: Autores da pesquisa
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Complementando o trabalho de Duval em relagdo ao estudo da reta
sob a Otica da interpretacdo global no que tange a translacéo de retas no
plano, temos:

x=t
1°. Areta 1 dada pelas equagOes paramétricas { t,t ell earetar,
y =
X=-—t ]
dada por . ,tel representam, no plano cartesiano, as
y =

bissetrizes dos quadrantes impares e pares, respectivamente, como
pode ser observado na figura 3.14.

Figura 3.14: Graficode 4~ ' ter e 4*~ ' tern noplano
y=t y=t
cartesiano

y

Fonte: Autores da pesquisa

. . L. {X = Xl + Xot
2°. Sejaareta r,dada pelas equagBes parameétricas el
Y=Y+ Yt
{x = Xg + Xt _ ,
eareta r, dada por ,tel] . Dizemos que 1, € paralela
y=Y3+Y,t

a r, somente quando a igualdade Y X, = X,Y, € verificada. Por
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exemplo, as retas dadas pelas equagdes paramétricas

X=3-t X=3-2t . .
tel e ,t e sdo retas paralelas, pois:

YoX2=XoY2

Na figura 3.15 vocé pode visualizar graficamente o que acabamos
de expor, onde pode ser percebido que r, corresponde a uma translagéo
vertical de I, em 6 unidades para cima, o que caracteriza que as duas terdo

a mesma variavel visual corresponde ao angulo entre elas e o eixo dos x
(eixo das abscissas).

. . X=3-t
Figura 3.15: Paralelismo entre as retas{ ) tel e
y=-2-t
X=3-2t tel
y=4-2t

y rilra

1
/§ o
R

Fonte: Autores da pesquisa
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3° No ponto onde a reta intercepta 0 eixo das abscissas temos que a
ordenada é nula, ou seja, y=0. A abscissa deste ponto de

intersecgdo da reta com o eixo dos X pode ser obtida pelo

“tratamento’:
X=X + Xt
_ N v %
y=yl+yot—>0=y1+yot_>t=_§l:>X_X1+XO( oJ:X & yOyl

0

No caso do exemplo das retas dadas pelas equacGes paramétricas

Xx=3-t Xx=3-2t
,tel e ,t el , temos:
t

y=-2- y=4-2t

Xg =-1
X=3-t =-1 -1

= Yo = Xx= 3—Q(—2) =5 [Verifique na figura

y=-2-t X =3 (_1)

yp=-2

3.15]
e

x=3-2t %= 2 oy 3_(__2)(4) = _1[Verifique na figura 3.15]
y=4-2t |x =3 (-2)

yy =4
Observe que, neste caso, ocorreu um deslocamento horizontal da

reta {X 32t t,t e[ em 6 unidades para a esquerda, pois afinal, esta
y - _9_
garantido o paralelismo como ja comentado acima.
O estudo que acabamos de fazer em relacdo ao objeto matematico
“reta no plano cartesiano” corresponde a uma adaptacdo, ou seja, uma
complementacédo do estudo realizado por Raymond Duval sobre o estudo
do mesmo objeto, conforme apresentado no capitulo 2 deste trabalho. A
diferenca esta no fato de que Duval considerou retas dadas por equagdes
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cartesianas e aqui estendemos para as retas dadas por equagdes
parameétricas.

No préximo capitulo faremos um estudo da parabola aplicando a
interpretacdo global, a partir de equagdes paramétricas, no intuito de
estender o trabalho proposto por Moretti (2003) ja discutido no capitulo
2 deste trabalho. Apresentaremos um estudo da parabola partindo de suas
equacdes dadas na forma paramétrica, deixando assim uma abertura para
posterior estudo das demais cOnicas parametrizadas.
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50 PROCEDIMENTO DE INTERPRETACAO GLOBAL DE
PROPRIEDADES FIGURAIS NO ESBOCO DE PARABOLAS
DADAS POR EQUACOES PARAMETRICAS

5.1 Introducéo

No capitulo 3 foi feita uma interpretagéo figural global de retas
dadas por equacBes paramétricas, onde fizemos uma ampliacéo do estudo
feito por Duval (1988) na sua interpretacdo global para as retas no plano,
dadas por equacgOes cartesianas y =ax+b. Vimos que as equagdes
paramétricas sdo formas de representar as retas através de um parametro,
ou seja, uma variavel que faz a ligacdo de duas equacBes que pertencem
a mesma reta.

Assim, em vez de descrever uma reta expressando a ordenada de

um ponto P(x,y)da reta em fungdo de x, expressamos ambas as

coordenadas em funcdo de uma terceira varidvel t, onde no estudo do
movimento de uma particula, t geralmente denota tempo.

Diante do estudo feito, podemos dizer que o estudo da trajetdria
retilinea de uma particula em movimento descrita por um par de equacgdes

x=f(t) e y=f(t) sdo melhores que uma equagéo cartesiana, porque
descrevem a posicdo da particula (X, y) =(f (), g(t)) em qualquer

instante t, o que certamente facilita o estudo dos movimentos feito na
disciplina de Fisica.

Na interpretacdo global feita para retas expressas pelas equagdes
paramétricas X = x + Xt e y =Y, +Yot, pudemos verificar as relacdes
existentes entre os valores de seus coeficientes e as variaveis visuais no
gréafico da reta que as representa.

Entretanto, considerando um ponto de vista dindmico, podemos
pensar em uma trajetéria ndo retilinea que seja representante do
movimento de certa particula no plano, ou seja, uma trajetoria cujo

gréafico de uma equacao envolvendo duas variaveis (x, y) se constitui em
qualquer curva do plano que ndo seja uma reta.
Imaginemos que uma particula se move ao longo de uma curva que

denominaremos por C. C pode ser uma curva desconhecida ou uma
curva na qual jd conhecemos sua denominagdo, tais como a sendide,



150

cossendide, exponencial, logaritmica, ou ainda uma conica®?.

Neste capitulo vamos centralizar nosso estudo na interpretacdo
global de uma das conicas conhecidas, a parabola, expressa por equagoes
paramétricas, no intuito de ampliarmos o estudo feito por Moretti (2003)
apresentado no capitulo 2, de forma analoga ao que foi feito para
ampliacdo do estudo da reta realizado por Duval (1988) e discutido no
capitulo anterior.

5.2 Parabola: definicao, elementos e equacgdes (VENTURI, 1994, p.
38-41)

5.2.1 Definigdo

Considere-se, em um plano z , um ponto F e uma reta d que néo
contém F . Denominamos pardbola de foco F e diretriz d ao lugar

geométrico dos pontos do plano 7 que equidistamde de F .
A Figura 4.1 mostra alguns pontos pertencentes a parabola
(equidistantes do ponto F e dareta d ).

Figura 4.1: Alguns pontos equidistantes do ponto F e da reta d

Fonte: Venturi (1994, p. 41).

32 Dado num plano 7 um sistema ortogonal de coordenadas, e dada a equagéo
G(X,y)zAX2+Bxy+Cy2+Dx+Ey+F=O, com A’ +B%+C% =0,

chama-se conica ao conjunto dos pontos P(x,y)de = tais que G(x,y)se

verifica. Sdo exemplos de cobnicas: o0 conjunto vazio, um ponto, uma reta, a
reunido de duas retas paralelas, a reunido de duas retas concorrentes, a elipse, a
hipérbole, a parabola e a circunferéncia. (OLIVEIRA, 1986, p. 271-272)
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4.2.2 Elementos da Parabola

Na Figura 4.2 apresentamos visualmente os elementos da parabola,
a saber:

Figura 4.2: Elementos visuais da parabola

eixo de
simetria

Fonte: Venturi (1994, p. 41).

Denominamos: F : foco; d: diretriz; V : vértice; p:
parametro que representa a distancia do foco a diretriz ( p # O) ; VF : reta

gue representa o eixo de simetria da parabola; AA' corda
(segmento) que passa pelo foco e é perpendicular ao eixo de simetria®,
também chamada de corda focal minima ou Latus Rectum.

4.2.3 Equagdes Candnicas da parabola com vértice na origem (V = O)

a) O eixo de simetria coincide com 0 eixo x

Na Figura 4.3 temos uma parabola com concavidade voltada para
a direita representada no sistema de coordenadas cartesianas.

33 0 eixo de simetria é também chamado de eixo focal.
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Figura 4.3: Parabola com concavidade voltada para direita e vértice
Vv (0,0)

Xy

Fonte: Venturi (1994, p. 42).
Note que a diretriz d tem equagdo X = —E . Ademais: P(x,y) é

um ponto genérico da parabola; F (g , O) é o foco; P’(—g, yj éopéda
perpendicular baixada do ponto sobre a diretriz.

Por definicdo, vem:

R e

distanciadePatéF  distanciade Paté P’
*)

Elevando ambos os membros de (*) ao quadrado e desenvolvendo

0s produtos notaveis, temos:
2 2

x2—px+%+y2 :x2+px+p7:y2 =2pX,

gue representa a equacdo candnica (ou reduzida ou padrdo) da parabola
com vértice na origem e cujo eixo de simetria € 0 eixo X.
Na Figura 4.4 podemos observar a variagao visual da concavidade

da pardbola em relacdo ao pardmetro p da equagéo y2 =2pX.
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Figura 4.4: Concavidade da parabola com eixo de simetria coincidente
com o eixo x e vértice V (0,0)

YA d

Fonte: Venturi (1994, p. 42).

Perceba na Figura 4.4, que se p >0, a parabola tem concavidade
voltada para a direita (voltada para a parte positiva do eixo x). Se p <0,
a parabola tem concavidade voltada para a esquerda.

b) O eixo de simetria coincide com o eixo y

Na Figura 4.5 temos uma parabola com concavidade voltada para
cima representada no sistema de coordenadas cartesianas.

Figura 4.5: Pardbola com concavidade voltada para cima e vértice
v (0,0)

y 4

n|T
| ————

Mo

Fonte: Venturi (1994, p. 42).
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Note que a diretriz d tem equacio y = —g. Ademais: P(x,y) é

um ponto genérico da parabola; F (0, gj é o foco; P'(x, —gj éopéda
perpendicular baixada do ponto sobre a diretriz.

Por definigdo, vem:

o0r) - ater) = fooo(s-2] o [102]

distdnciadePatéF  distanciadePaté P’
*)

Elevando ambos os membros de (*) ao quadrado e desenvolvendo

0s produtos notaveis, temos:
2 2

X% +y? - py+p7: y2+ py+|07:>x2 =2py, que representa a

equacdo candnica da parabola com vértice na origem e cujo eixo de
simetria € 0 eixo y.
Na Figura 4.6 podemos observar a variacdo visual da concavidade

da pardbola em relacdo ao parametro p da equagéo x2 =2 py .

Figura 4.6: Concavidades das parabolas com eixo de simetria
coincidente com o eixo y e vértice V (0,0)
YA YA

bR

l

Fonte: Venturi (1994, p. 42).
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Note agora na Figura 4.6, que se p>0, a pardbola tem

concavidade voltada para a cima (voltada para a parte positiva do eixo y).
Se p <0, aparabola tem concavidade voltada para baixo.

5.2.3.1 Equac®es da pardbola com vértice ndo coincidente com a
origem (V =0"=(%y. Yo ))

a) O eixo de simetria é paralelo ao eixo x

Através de uma translacdo de eixos, obtemos um novo sistema
x'Q'y", cuja origem coincide com o vértice V = (XO, yo) , conforme pode
ser verificado na Figura 4.7.

Figura 4.7: Parabola com concavidade voltada para direita e vértice

v (XO’ yO)
YA di y'A

[EVSF N ——

o' F
Yo i ‘—“
P P X
2 2
[e) * Xo X

Fonte: Venturi (1994, p. 50).

Face ao exposto, a equacdo da parabola referida ao nosso sistema
x'0Yy'é:
ylz — 2 pX! ®

X' = X=Xy
Contudo, devido a translagdo: | @
Y=Y-Yp

Substituindo @ em @, vem: (1y - yo)2 =2p(x=%) [I]
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gue representa a equacao da parabola de vértice V (Xo' yo) e eixo de

simetria paralelo ao eixo x. O parametro p sera positivo ou negativo se,

respectivamente a concavidade da parabola estiver voltada para a direita
ou para a esquerda.

b) O eixo de simetria é paralelo ao eixo y
Analogamente, através de uma translacdo de eixos, obtemos a
equacao da parabola de concavidade voltada para cima, conforme esbogo

da figura 4.8.

Figura 4.8: Parabola com concavidade voltada para cima e vértice

v (XO' yO)
vA y' A
oF
Yo _ >
V=0 X'
o Xo x

Fonte: Venturi (1994, p. 51).

A equacdo da parabola referida ao nosso sistema x'O’y’ é:
x%=2 py’ O
Contudo, devido a translacao, substituindo @ em ®, vem:
(x=x)" =2p(y=y;) [N]

que representa a equacdo da parabola de vértice V (Xo' yo) e eixo de
simetria paralelo ao eixo y. O pardmetro p serd positivo ou negativo se,
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respectivamente a concavidade da parabola estiver voltada para cima ou
para baixo.

5.3 As equac0es paramétricas da parabola

Apresentamos detalhadamente a definicdo de parabola, seus
elementos e suas equagdes, de acordo com Venturi (1986, p. 38-51). Aqui,
iniciemos considerando a equacao candnica da pardbola que tem vértice

na origem (0,0)do sistema de coordenadas cartesianas, foco (Ogj

eixo de simetria® coincidente com o eixo y e diretriz paralela ao eixo

dos x, isto 6, X =2 py , cuja conversdo da representacgao algébrica para
a gréafica esta genericamente sintetizada na Figura 4.9.

Figura 4.9: Conversdo algébrica < grafica (Curva: x* =2 py)

Fonte: Autores da pesquisa

Por translacdo, a parabola com vértice em (O, —gj , foco (0, O) :

eixo de simetria coincidente com o eixo y e diretriz paralela ao eixo dos

X, tem equacgéo X :2p(y+§j.

34 Também chamado de Eixo Focal.
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Fazendo x= pt, temos yzgtz. Ainda, fazendo k =§, as

equacdes paramétricas da parabola x> =2 py séo:
x = 2kt
’ Jtell.
y =kt
Por translacdo, as equacbes paramétricas da parabola

X :2p(y+§] séo:

X = 2kt

,tel.
y=Kk (t2 —1)
Analogamente, consideremos agora a parabola que tem vértice na

origem (0, O) do sistema de coordenadas cartesianas, foco (g , Oj , €ixo

de simetria coincidente com o eixo x e diretriz paralela ao eixo dos vy,

isto €, y2 =2px, cuja conversdo da representagdo algébrica para a
grafica pode ser observada na Figura 4.10.

Figura 4.10: Conversao algébrica <> grafica (Curva: y% = 2px )

y

Fonte: Autores da pesquisa
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Por translagdo, a parabola com vértice em (—g , Oj , foco (0,0),

eixo de simetria coincidente com o eixo x e diretriz paralela ao eixo dos

y, tem equacdo y2 = 2p(x+§j.

Fazendo y= pt, temos x=§t2. Ainda, fazendo k =£, as

equacBes paramétricas da parabola y2 =2px sdo:
x = kt?
Jtell.
y = 2kt
Por translacdo, as equacdes paramétricas da parabola y2 =2 p[x+§j

sdo:
X = k(t2 —1)

y = 2kt

Jtell.

Outra forma de obtermos as equagdes paramétricas da parabola é
perceber que equacdes candnicas desta, figuram variaveis no 1° grau. Isso
nos permite escrever essa variavel como dependente da variavel do
segundo grau.

Assim, por exemplo, na pardbola C de equacdo

(y—y0)2 =2p(x—xy ), cujo Vértice & (xy, Y, )e 0 eixo de simetria é
paralelo ao eixo x, temos:
(y-vo)°

(y—yo)2 :2p(x—x0)<:>x:2—p+x0

Escolhendo a variavel independente tcomo sendo y-y,, a
t2
variavel dependente x se expressa como x=2—+x0. Assim, as
p
equacdes paramétricas da parabola sdo:
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2

t
X=—+XO

2p tell. @
y=t+Yp

Para a equagdo candnica y2 = 2pXx, que representa uma parabola

com Vvértice na origem e eixo de simetria paralelo ao eixo x, basta

fazermos o seguinte tratamento:

y2

y2 =2pXS X ="—
2p

Chamando t =y, temos as seguintes equacfes paramétricas:

2
X=—

2p,teld. @

y=t
Analogamente, para as equagdes da parabola com eixo de simetria

paralelo ao eixo y, com vértice na origem dada por x% = 2py, e com

. . 2
vértice fora da origem dada por (x-x,) =2p(y-y,). temos
respectivamente os seguintes pares de equacfes paramétricas:

X =t x=t+x,
t2 tel Qe t2 tel @.
= — = — 4+
y 20 y 20 Yo

Chamando k=§:> p=2kteremos @, ®, @ e @ expressas

respectivamente como:.

2 t2 X =t x=1+X,
X=— X=—1+%
4k ,tel; a4k tel: 2 ,tel; t2 tel.

y=t y=t+yp 4k 4k
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5.4 Comparac0es entre a equacdo cartesiana e as equagtes
paramétricas da parabola

A equacdo [I] obtida representa genericamente uma parabola com
eixo focal paralelo ao eixo x e vértice V = (xo, yo) . Desenvolvendo [1] e
isolando x, temos:

(V‘VO)Z=ZP(X‘XO) [1]
y2—2yoy+y02:2px—2px0
1 2_% +y02+2px0

X=—
2p 2p 2p
2
1 + 2 pX
x=—y2—& +—yo P [
2p p 2p
a b C
ou X = ay2 +by +c, que é a equacdo cartesiana da pardbola em questéo,

1 —
onde: p=—-=e b:ﬁ:yosz:yoz—b , que nos permite
2a p 2a

calcular a ordenada do vértice da parabola (y, ).

1
Ainda, como tinhamos adotado k = §:> p=2k esendo p = 2—
a

1 1 1 .
, vem: p=—=2k=—=k=— ¢, portanto, as equagdes
2a 2a 4a
t t?
X=— X=—+Xg . i .
4k .tel e 4k ,t el ficam escritas, respectivamente

y=t y=t+Yyy

como:
x = at? X:at2+x0
tell e Jgtel.

y=t y=t+Yp

2
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Procedendo de forma analoga, o desenvolvimento da equacdo [I1]
obtida, representa genericamente uma parabola com eixo focal paralelo

a0 eixo y e tem vértice V = (o, Y, ), nos faz concluir que as equagdes

x=t x=1+x,
t2 tel e t2 ,t e ficam escritas, respectivamente
y=— =—+
4k UAVPRRL
como:

x=t
,tell e
y =at’

x=1+x,
9 Jgtel .
y=at" +y,

2
X = at
A partir de agora, as equagdes paramétricas { tele
y=t

x=t
, 1 €ll serdo chamadas de “curvas paramétricas base”. A
y = at
primeira relativa a uma parabola com eixo focal paralelo ao eixo x e a
segunda, com eixo focal paralelo ao eixo y, ambas com vértice na origem

(0,0) do sistema de coordenadas cartesianas. Uma curva paramétrica
base se constituird no ponto de partida para obtermos outras curvas da

mesma familia, possibilitando a interpretacdo global a que nos propomos,
conforme pode ser observado na secdo a seguir.

5.5 Interpretacao global de parabolas dadas por equagdes
paramétricas

Através da discussdo dos exemplos a seguir, obteremos o0s
elementos necessarios para ampliacdo do estudo feito por Moretti (2003)
apresentado no capitulo 2, que se constitui como proposito deste capitulo.

Exemplos: Esbocar graficamente as curvas dadas pelas seguintes
equacdes paramétricas:
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x =t
a) C;: tel
y=t
Resolucao:
Primeiramente, € importante reconhecer que a equacao

paramétrica da curva C, é a representante algébrica de uma conica e que
esta é uma parabola.

Existem nove possibilidades para uma equagdo
representar uma conica®®. S&o elas: o conjunto
vazio, um ponto, uma reta, a reunido de duas retas
paralelas, a reunido de duas retas concorrentes, a
circunferéncia, a elipse, a hipérbole e a parabola.
(OLIVEIRA, 1986, p. 271-272).

No caso da parabola, o reconhecimento parte da percep¢éo de que
as coordenadas x e y sdo expressas por fungdes polinomiais, uma delas
polinomial do 1° grau e a outra, polinomial do 2° grau. Neste exemplo,
note que temos Xx =t? (termo quadratico) e y =t (termo linear), o que

nos faz concluir que a paradbola tem eixo focal paralelo ao eixo das
abscissas.

x = at? X =12
Comparando ,tell comC;: ,t el ,vemosque
a=1>0, o que indica que a parabola terd concavidade voltada para a
. . . . 1 1
direita, visto que a tem o mesmo sinal de p, pois p :2— =a :2—,
a p

conforme consta no comentario feito apos a figura 4.4.
Também é importante perceber que na equacdo paramétrica que

representa C; temos a auséncia de termo independente (com grau zero)

na equacdo da coordenada y e, auséncia de termos com grau zero e grau
um na equacdo da coordenada x. Isso nos faz concluir que a parabola tem

vértice na origem, ou seja, no ponto (0,0), sendo seu eixo focal
coincidente com o eixo dos X.

% Embora o autor em sua obra tenha apenas trabalhado com as equacdes
cartesianas das conicas, podemos estender suas conclusdes para as conicas
expressas por fungdes paramétricas.
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2
Assim, para a conversao da equacao C ;{X =t tel] emsua
y=t

respectiva representante grafica, podemos eshocar o seguinte quadro de
pontos:

X = t?

Quadro 4.1: Alguns pontos da parabola C,:q" = ,tel

y=t

tel (x,y)

1 (11)
2 (4,2)

Fonte: Autores da pesquisa

Neste caso, como ja sabemos que o eixo focal coincide com o eixo
das abscissas, bem como sabemos 0 vértice da parabola e que sua
concavidade é voltada para a direita, bastava tomarmos dois valores para
t, tais que seus respectivos pontos ficassem um deles acima do eixo x e
0 outro abaixo deste.

Observe a representagdo grafica de C, na Figura 4.11.
2
x=t

y=t

Figura 4.11: Conversao algébrica <« grafica C; : { tel

Y

Fonte: Autores da pesquisa
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x = 2t
b) C,: tel
y=t
Resolucao:
O termo quadratico de C, figura na equagéo paramétrica da

coordenada x. Entéo, o eixo de simetria (ou eixo focal) é paralelo ao eixo
X. Temos a =2 > 0, o que indica que a parabola tera concavidade voltada
para a direita.

Em C, tambem ha auséncia de termo independente (com grau zero)

na equacao da coordenada y e auséncia de termo com grau zero ou grau um
na equacdo da coordenada que possui 0 termo quadrético, isto é, em x.

Assim, concluimos que C, também tem seu vértice no ponto (0, 0) .
O Quadro 4.2 nos mostra alguns pontos da “curva paramétrica
base” a qual estamos chamando de C, .

2
Quadro 4.2: Alguns pontos da parabola C, : {X =2 tel

y=t

tell (x, y)
-2 (8.-2)
1| (2
L (@

2 (8,2)

Fonte: Autores da pesquisa

Observe a representacéo grafica de C, na Figura 4.12.
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2
X =2t t
y:

Figura 4.12: Conversao algébrica < grafica C, : { el

Fonte: Autores da pesquisa

1,
x==t
C) C3: 2 ,tel
y=t
Resolucao:

O termo quadratico de C, figura na equagéo paramétrica da
coordenada x. Entdo, o eixo de simetria é paralelo ao eixo x. Temos

1 - . . .
a= E >0, 0 que indica que a parabola terd concavidade voltada para a

direita.
Em C; também ha auséncia de com grau zero na equagédo das

coordenadas x e y, bem como auséncia de termo com grau um na equacao
da coordenada que possui 0 termo quadrdtico, isto €, em Xx. Assim,

concluimos que C, também tem seu vértice no ponto (0,0).
O Quadro 4.3 nos mostra alguns pontos da “curva paramétrica
base” C,.
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Quadro 4.3: Alguns pontos da parabola C,: X= 2 tel

tel (x,y)

N
2 (2.2)

Fonte: Autores da pesquisa

Observe a representacéo grafica de C, na Figura 4.13.

X=-2t
d) C4: y tel

Resolucao:
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Comparando as equacOes parametricas de C, e C,, vemos que
elas diferem apenas em relagdo ao valor do coeficiente a, pois em C,,
a=2eem C,, a=-2.Entdo, a representacéo paramétrica de C, pode
ser obtida por simetria de C, em relagéo ao eixo dos y.

Na Figura 4.14 temos a representagdo grafica de C, a partir de C, .

Figura 4.14: Conversdo algébrica <> grafica C, : {X - tel

Y

Resolucao:
Analogo ao raciocinio do item anterior, aqui vemos que as

equagdes paramétricas de C, e C. diferem apenas em relagdo ao valor
- . 1 1 N
do coeficiente a, pois em C,, a:E e em Cg, a:—z. Entdo, a

representagdo paramétrica de C, pode ser obtida por simetria de C;em
relacdo ao eixo dos y. Na Figura 4.15 temos a representagéo grafica de
C; apartirde C;.
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Figura 4.15: Conversdo algébrica < grafica C.: X 2 tel

Fonte: Autores da pesquisa

Fazendo uma comparagéo entre valores do coeficiente a em C,,
C,, C;, C,e Cg, vemos que a parabola tem abertura maior quando
| a| <1 e, uma menor abertura se | a | >1. Assim, a abertura da parabola
(variavel visual) esta diretamente relacionada a desigualdade | a | <1 ou

| a | >1 (unidades simbdlicas). Na Figura 4.16 se pode visualizar com
nitidez essa a abertura da parabola como variavel visual.

Figura 4.16: Abertura da parabola em relacéo ao coeficiente a

Y 1
Cyra=—
2

Chia=1

hia =2

Fonte: Autores da pesquisa
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O fato da abertura da pardbola estar associada a desigualdade
|a|>1 ou |a|<1, quando a curva é dada por equagdes paramétricas, é
similar ao que foi descrito por Moretti (2003) em seu artigo, no que tange
a “abertura” da parabola representada por uma equagdo cartesiana. E
importante ter clareza que tanto na representacdo cartesiana quanto na
representacao paramétrica, € o médulo do coeficiente do termo quadréatico
que determina quédo maior ou menor é a abertura da referida parabola.

° y:—2t2

Resolucéo:

O termo quadratico de C, figura na equacgdo paramétrica da
coordenada y. Entéo, o eixo de focal é paralelo ao eixo y.
X=t X=t

2,teD com Ce: 2,teD,vemos
que a=-2<0, o que indica que a parabola tera concavidade voltada

. . . . 1 1
para baixo, visto que a tem 0 mesmo sinal de p, pois p=—=a=—

2a 2p
, conforme consta no comentario feito ap6s a Figura 4.6.

Verifica-se que em C; ha auséncia de termo de grau zero na
equacdo da coordenada x e auséncia de termo com grau zero e grau um
na equacdo da coordenada que possui o termo quadrético, isto €, em y.
Entéo, concluimos que C,tambem tem seu vértice no ponto (0, 0) .

Comparando {

X=t
Para a conversdo da equagdo Cg: ,tell em sua
y =-2t
respectiva representante grafica, podemos eshocar o seguinte quadro
contendo alguns de seus pontos:
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X
Quadro 4.4: Alguns pontos da parabola C,: { tel

tel (x,y)
-2 (-2.-8)
-1 (-1-2)
1 (1,-2)
2 (2,-8)

Fonte: Autores da pesquisa

Na Figura 4.17 apresentamos um esbogo do grafico de Cg.

X=t
Figura 4.17: Conversdo algébrica <> grafica C,: { tel
y =-2t

y.

1 Cs

Fonte: Autores da pesquisa

x=t
g C,: tel
! y= 4t2
Resolucao:
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O termo quadratico de C, figura na equacgdo paramétrica da
coordenada y. Entéo, o eixo focal é paralelo ao eixoy. Temos a=4>0
, 0 que indica que a parabola tera concavidade voltada para cima. O
vértice da parabola é no ponto (O, O), devido auséncia de termos de grau

zero e grau um na equacdo da coordenada y e auséncia de termo de grau
zero na equacdo da coordenada X, 0 que nos faz concluir também que o
eixo focal coincide com o eixo y.

No Quadro 4.5 temos a representagdo simbélica de alguns pontos

de C, e na figura 4.10, sua representacdo grafica.

X
Quadro 4.5: Alguns pontos da parabola C,: tel

tel (x, y)
-1 (-1,4)
1 (14)

Fonte: Autores da pesquisa

Na Figura 4.18 apresentamos um esbogo do grafico de C, .
) . x=t
Figura 4.18: Conversdo algébrica < grafica C,: tel
y =4t

[
[ I
[ I
[ I
[ I
[ I
[ I
[ I
[ I
[ I
[ I
[ I
[ I
i i
1 1

oV

Fonte: Autores da pesquisa
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Até o momento as curvas (parabolas) obtidas possuem a
coordenada que ndo contém o termo quadratico com coeficiente igual a
1, conforme pode ser verificado no Quadro 4.6.

Quadro 4.6: Coeficientes dos termos lineares das parabolas

Parabola EquacGes Coeficiente (termo de 1°
Paramétricas grau)
2
= =t
G x=t Jtel .y.
y=t Coeficiente = 1
c =2 v =t
2 y=t Coeficiente = 1
1.
X=—t y=t
C teld .
3 2 < Coeficiente = 1
y=t
Cc X= _th tel y=t
4 y=t Coeficiente = 1
2
X=-—t y=t
C tel .
° 2 < Coeficiente = 1
y=t
x=1 X=t
Cs { ot Coeficiente = 1
y =-2t
x=t X =t
< 2 tel Coeficiente = 1
y =4t

Fonte: Autores da pesquisa

Diante do exposto, cabe a pergunta: O que ocorre com a parabola
caso se mantenha o coeficiente do termo de 2° grau, mas se faca variar o
coeficiente do termo de 1° grau da outra coordenada?
Para responder o questionamento anterior, observemos a Figura

419 que

mostra num mesmo grafico as

parabolas

dadas
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X =t Xx=23t
parametricamente por:  C.: 2,teD, C 2,teD e
y =4t y =4t
X=-t
Cgi 3 tel
y:4t2

y=3t
coeficiente = 3 Cly

y=1

coeficiente =1

l.’
Y= —
Y 3

1
coeficiente = 3

Fonte: Autores da pesquisa

Observando as representagdes graficas de C,, C, e Cyna Figura

4.19, vemos que quanto maior for o médulo do coeficiente do termo de
1° grau da coordenada que o contém, maior sera a abertura da parabola.
Ao contrario do valor do coeficiente a (que acompanha o termo
quadrético), aqui a variacdo da abertura se da numa proporcdo direta.
t2

X = at’
,tell como Jtel,
y=t y =bt

temos que: a pardbola tem abertura maior quando 0<|a|<1 e uma

Assim, reescrevendo a equagéo {

menor abertura se |a| >1. Por outro lado, se |b|>1, maior sera a

abertura da parabola e, se 0 < | b | <1, menor sera a abertura.
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Em todos os exemplos discutidos até agora neste capitulo, as
parabolas possuem vértice na origem, ou seja, nho ponto(0,0). No

entanto, se este vértice ndo for a origem do sistema de coordenadas
cartesianas, como se dara a interpretacdo global destas? E o que vamos
discutir na sequéncia de exemplos a seguir.

_ X=t>+2
h) Cp: y:2t_1,teD

Resolucao:

Primeiro esbogcaremos a representacado grafica da curva (parabola)
2

paramétrica base, dada por Clor :{ ~ ,tel, onde temos: eixo de
y=2t

simetria paralelo ao eixo das abscissas, vértice na origem (0,0), 0 que

nos indica que o eixo de simetria coincide com 0 eixo x e, concavidade
voltada para direita, pois a=1> 0.
No Quadro 4.7 temos a representacdo simbélica de alguns pontos

de C,, e na Figura 4.20, sua representagéo grafica.

42
Quadro 4.7: Alguns pontos da parabola C,': {X =t tel

y =2t

tel (x, y)
a0 | @)

L | @)

Fonte: Autores da pesquisa

O quadro com apenas estes dois pontos pertencentes a pardbola séo
necessarios e suficientes para nos fornecer uma ideia a respeito da
abertura da mesma.
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_ .2
Figura 4.20: Conversdo algebrica < grafica C ' {X =t tel

y=2t

Fonte: Autores da pesquisa

Xx=t2+2 y
Note em Clo : ,t el que naequacdo da coordenada X,
y=2t-1
onde estd o termo quadratico também ha a presenca de um termo
independente (grau zero), 0 mesmo ocorrendo na equacao da coordenada
y. Isto indica que o vértice da pardbola ndo é na origem, ou seja, ndo é

. ! .
mais 0 ponto (0,0) como em C,, , mas sim o ponto de coordenadas
(2,—1), conforme nos certificaremos ao fazermos um tratamento nas

equacOes paramétricas constantes na representacéo algébrica de C,,
conforme segue:

c x:t2+2t i c x—*2:t2t .
: te = : te
10 y=2t-1 Tratamento 10 y+ 1=2t
—t?
Comparando C, : ,t el cujo gréafico estd esbocado na Figura
y=2t

x—"2=t? ) o
4.20 com C10 : ,t el , vemos que ha caracterizacdo
y+ 1=2t

simultanea de dois deslocamentos, a saber:
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i. Xx—"2 =t indicaum deslocamento horizontal da parabola de

deslocamento
horizontal

2 unidades para a direita (*2) ;

ii. y+ 1 =2t indicaum deslocamento vertical da parabola de 1

deslocamento
vertical

unidade para baixo (’1) .

Em outras palavras, o grafico de C,, € transladado em relagéo ao

grafico de Clo', em 2 unidades para a direita e em 1 unidade para baixo.

Isto justifica o vértice (2,—1)de C,,, conforme pode ser visualizado na
Figura 4.21.

2
x=t +2,t
y=2t-1

Figura 4.21: Conversdo algébrica <> grafica Ch: { el

Fonte: Autores da pesquisa
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Reescrevendo

x=1+X,

X =bt+x,

y:at2+yO

’ Jtel
y=at" +y,

. x=at2+x0
equagdes
2
X=at” + X,
como tell
y=bt+y,

Jtelle

,t el , respectivamente, sintetizamos no Quadro 4.8 as

possibilidades vistas até 0 momento no que diz respeito a algumas
relacBes existentes entre os valores, as variaveis visuais e respectivas
unidades simbdlicas.

Quadro 4.8: Relagdes entre alguns valores, varidveis visuais e unidades

x0¢00uy0¢0

simbdlicas
Termo do Eixo de Unidades simbolicas | Concavidade | Vértice
2°grau simetria
a>0
v (0,0)
Xo =Yy = 0 Voltada para
a>0 direita ( )
X0: Yo
tz na paralelo Xg #0o0uy, #0
equacio de x | @0 €ixoX a<0
quag .y 0 (0,0)
0 0 Voltada para
a<0 esquerda
Xp # 00Uy, #0 (%:Yo)
a>0
v (0,0)
Xo =Yy = 0 Voltada para
a>0 cima ( )
2 X0:Yo
t “na paralelo Xg #0o0uy, #0
equacdodey | aoeixoy a<0
v (0,0)
X0 =Yy = 0 Voltada para
a<0 baixo ( )
X0:Yo

Fonte: Autores da pesquisa
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As resolucdes dos préximos exemplos serdo feitas através de
esquemas, similar as resolucdes dos exemplos feitos no capitulo 2,
guando apresentamos esquematicamente o que foi preconizado por
Moretti (2003) em seu trabalho para as parabolas expressas por equagdes
cartesianas.

X=3t—-2
i) C 1., ,.tel
11 y——tZ
4
Resolucéo:

Quadro 4.9: Valores, variaveis visuais e unidades simbolicas para

X=3t-2
C. . : 1 tel .
11 y = 7t2
4
x =3t
’
Curva paramétrica base: C11 : 1, tel
y=-t
4

Termo do 2° Eixo de Unidades simbodlicas Concavidade | Vértic

grau simetria e

— 1 0
t2 na paralelo ao a= 4 > Voltada para (0 0)
x eixoy cima !
equacdo de y Xo =Y, = 0
x=3t-2 x+ 2=3t — deslocamento horizontal (‘2)
Cy: —1t2 = Cy: 1, i
y= N Tratamento y= Zt — semdeslocamento pvertical
1
a=-—>0

t2 na paralelo ao 4 Voltada para | (-2,0)

equagiodey | &XOY Xo=—2#0ey =0 cima

Fonte: Autores da pesquisa
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X=3t-2
Figura 4.22: Conversao algébrica « grafica de C,: 1, tel
y=-—t
4

tel [:x._ J'J
) (-6.1)

(&)

(=]

(conversio)
«—>

Eixo de simetria coincide com eixo y
Concavidade voltada para cima
Vértice em (0,0)

(conversfo)

:l"')
——y
- =
oo
- W
Ml

-—
<

( Translagio para esquerda
x+ 2=31 de 2 unidades
C. - <>

1 %l y= } £ (conversio)

Fonte: Autores da pesquisa

Note que ¢ bastante significativa a “grande” abertura da parabola

. 1 .
C,,, visto que 0<|a| =7<1e|b|=3>1. Observe também que para
fazermos a converséo da representacéo algébrica de C,, em sua respectiva

representacdo grafica partindo da chamada curva paramétrica base C,,’,

houve apenas um deslocamento horizontal do vértice V' de C,,’.

E importante destacar que ndo ha necessidade de fazermos um
guadro como o quadro 4.9 cada vez que quisermos obter o registro grafico
de uma equagdo, pois basta que se proceda executando os tratamentos e
conversdes devidas em cada etapa.

Nos dois préximos exemplos desenvolveremos as resolucdes de
maneira mais objetiva, detalhando os valores, variaveis visuais e
respectivas unidades simbolicas na prdpria configuracdo esquematica
resolutiva.
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X =—t°

Clz: B

y

Resolucao:

Figura 4.23: Conversdo algébrica <> graficade C, :

2
T ten

2t-1'

C :¢'1=_f +21r
[y=-2¢-1

R

|

(tratamento)

y:

c _Jx—_2=—r: e
l:'L\-+'l=—2r- o

Unidades linguisticas e simbdlicas (algébricas):
Crrvabase: Cur Jdx= _# —_— Eixo d.e.si.metria coincide com eixox(r: em x);
v=-2t Concavidade voltada para esquerda (@ =—1<0);
Veértice em [0:0] ,pois X =y, =0
]
E (conversio)
g
£
ren | (xy)
-1 (-12)
1| (12)
Unidades linguisticas e simbdlicas (algébricas)
xt21=-1 > Eixo de simetria paralelo ao eixo x;
Cl: I." 1224 £ Concavidade voltada para esquerda;
- Vértice em (2,-1).
_ T 2: translag3o horizontal de 2 unidades (para direita);
8 1: translagio vertical de 1 unidades (para baixo)
g
g
£

Fonte: Autores da pesquisa

X=—t2 42

(ojmatmeien)
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X=-3t+2
K) C,: , tel
y= ét +2
Resolucao:
X=-3t+2
Figura 4.24: Conversao algébrica «> graficade C_, :
13 _ 2
y=—t"+2
jx==3r+2 ’x—'2=—;z
C oy . tel (tratamento) o G5 -
[\=:r‘+2 - [\—'2=:r
2 2
‘L Unidades linguisticas e simbaolicas (algébricas):
x=-3t .
Curva base: CL:' : lJ ,-tel > Eixo de simetria coincide com a-J.mJ; (lr m:\l"‘.)’
=—f I \
¥ 3r Concavidade voltada para cima | @ =—>0|;
i 3 /J
2 \-'érﬁceml[o._o_],pcis Xy=v,=0.
b
g conversio g
=
tel (x._ _}'J
-1 ER
| -
Y .
) o
) Jx_ 2= Unidades linguisti imbélicas (algébricas)
- es cas e simbdlicas (algébricas):
SEE _eq_LpstE — e £
!_J_ _EI Eixo de simetria paralelo ao eixo x;

Concavidade voltada para esquerda;
Vértice em (2,2) .

{ronversint

7 2: translagdo horizontal de 2 umidades (para direta);
72 : translagio vertical de 2 unidades (para cima).

Fonte: Autores da pesquisa

(oimatueen)
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Considerando a pardbola dada genericamente pelas equagdes

X = at? + X=Dbt+
Xo,te[ ou C:{ % tell ,

paramétricas C: ) ,
y=bt+y, y=at"+y,

definimos aqui: a como sendo o coeficiente que acompanha t*, b o
coeficiente que acompanha te (xo, yo) as coordenadas do vértice V .

Em todos os exemplos desenvolvidos até agora, para a coordenada
onde figura o termo quadratico ndo temos a presenca simultanea de um
) X=—t?+2
termo linear. Por exemplo, na curva dada por C,, :{ ot 1,teD ,

y=—cl-
vemos na coordenada x definida x=—t*>+2 apenas a presenca de um
termo do 2° grau acompanhado de outro independente (grau zero). Neste
contexto, cabe a seguinte pergunta: O que ocorre com a parabola se a
coordenada que define o eixo de simetria for um polinémio completo de
grau 2?

Sejam as seguintes estruturas genéricas:
X =at® +ct + X X =bt + X
: tel e C: , tel , onde
y=bt+y, y=at“+ct+y,

independentemente do eixo de simetria, a € o coeficiente que acompanha
t*, b o coeficiente que acompanha t e ¢ é o termo independente. Sera
que x,e Y, continuam sendo as coordenadas do Vvértice V ?

Na busca por uma resposta aos dois ultimos questionamentos,
sugerimos atencdo ao desenvolvimento dos trés proximos exemplos.

_ X=t-2
) Cu,: y=—t2+3t+2’t€D

Resolugéo:
Primeiramente, da mesma forma que fizemos nos itens anteriores,

vamos converter a curva paramétrica base, de sua representacao algébrica
para a grafica, conforme Figura 4.25 a seguir:
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Figura 4.25: Conversio algébrica <> grafica de C, 4/ :{ ,tell

ted | (xvy) t , 0
X= conversao
L)

] (—1, —1) ¢ (conversdo) 3 014' :{ 2 tel
y=-
1 (1, —1)

y

V'(0,0)
N

Eixo de simetria coincide com eixo y
Concavidade voltada para baixo

Vértice em (0, 0)

Fonte: Autores da pesquisa

Agora vamos realizar dois tratamentos algébricos. O primeiro
deles nos fornecera informacGes a respeito do deslocamento em relacéo
ao eixo y (coincidente com o eixo de simetria) e 0 segundo a respeito do
deslocamento em relacdo ao eixo x.

y =t +3t+2=—(t2 —3t—2)

2 2
y=—t?+3t+2 ye|[t=2) 2| |[123) Y
Tratamento ® 2 4 2 4
3V 17 +17 +3)2
) T T 2

No artigo de Moretti (2003) sobre a interpretacdo global das
parabolas dadas por equacGes cartesianas, o tratamento @ também foi
realizado (ver capitulo 2 deste trabalho) e fornecia diretamente o
deslocamento do vértice da curva em relagdo ao vértice da curva base, ou

seja, em relacdo ao ponto (0,0) . Isto ocorre em coordenadas cartesianas

porgue temos uma coordenada expressa em fungéo da outra.

Em se tratando das parabolas cujas representacGes algébricas sdo
dadas por equagbes paramétricas, o tratamento ® nos fornece apenas o
deslocamento em relagdo a coordenada onde figura o termo do 2° grau.
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2
podemos concluir que a pardbola se deslocara verticalmente para cima em

_ ) +17 + 3
Para 0 exemplo acima, ao obtermos a expressio y — i t— = |,

% unidades |y — +% e % corresponde a ordenada do vértice da

Y
mesma.

2
+
No entanto, (t— g) ndo corresponde ao deslocamento

horizontal da parabola e, portanto, 3 ndo € a abscissa do vértice da

parébola. H& ainda outro tratamento a ser realizado com o objetivo de
verificarmos o deslocamento horizontal a ser considerado, conforme pode
ser constatado a seguir:

X=t-2=>x+2=t

X=t-2
Tratamento @ 3 2 3 2 1 2
t—— | = X+2—=| =| x—=
2 2

O tratamento @ nos indica que a parabola base se deslocara

. 1(+3 -1 .
horizontalmente para a esquerda em 5 { 3 + 2= ﬂ unidades. Logo,

- . 17 1
0 Vvértice da curva sera V I,_E , 0 que mostra que para esses casos,

X, € Y, conforme denominamos, néo séo as coordenadas do vértice da
curva, conforme pode ser visualizado na Figura 4.26, onde temos toda a
. x N X=t-2
configuracdo da conversio de C,,: ) ,tell em sua
y=—t"+3t+2

respectiva representacao gréfica.
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. . oy , =t-2
Figura 4.26: Conversdo algébrica < graficade C , : 5 ,t
y=—t"+3t+2
c [x=¢-2 _ [x="2=-3
24 5 JdEl
R [ P —Mmmo) Cuty .. 1 4.t=d
} y—"2==¢
¢ iy 3
R Unidades linguisticas e sumbalicas (algébricas):
Curvabase: G, : . P = )
[ | y=- Eixo de simetria coincide com eixo y (¢ em });
Y Concavidade voltada para baixo (a=-1<0];
2 . /
‘E Veértice em (0,0) ,pois x =f — 2.
E (conversio) > o
V(i 0
tel [x__ _}':l -
-1 [_—I__ —l_] .
r| (L)
rx =¢-2
—> C14:<. " =
|y=-t"+3+2
v
5 Unidades linguisticas e simbdlicas (alzébricas):
=
2 [ . 17 T4
] +17 [, +37°| deslocamento verfical (paraama):T mudades[ T}
& - —=t- | | 4 4
Al Ly 1 _1ille
X=t-2=x-"2=t -[deslocame-nto horizontal: (para esquerda): 3 m]idades[ 3 Er
Il
£Ln B
Wertice em : ;+_ 2, g
2

M

Fonte: Autores da pesquisa
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Acompanhe raciocinio similar no proximo exemplo:

_ 2 _
m) C: X =2t 4t+1,teD
y=-3t+2
Resolucdo:
Xx=2t" —4t+1

Tratamento @

X = 2t —4t+1:2(t2—2t+%j

1

X = 2[(t—l)2 —1+ﬂ - 2[(t—1)2 _ﬂ
x=2(t-1)" ~1= x+ 1=2(t—1)’

O tratamento @ nos indica que a parabola base se deslocara
horizontalmente para a esquerda em 1 unidade.

y=-3t+2

Tratamento @

y=—3t+2:%y=t

U
2(t-1)° = 2(2;33’— )z

é(erl)2 :é(y—’l)2

O tratamento @ nos mostra que a parabola base se deslocara
verticalmente para baixo em 1 unidade.
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Figura 4.27: Conversdo algébrica <> grafica de Cpe :{X =2t —at+1

Ambos os deslocamentos sdo em relagdo a parabola paramétrica
base. Assim, o vértice da curva serd V(-1,-1), conforme pode ser
visualizado na Figura 4.27.

,tel

y=-3t+2

Cmabﬂse:cﬁr : {x=2r del |—

v=-3

Unidades linguisticas e simbolicas (algébricas):

Eixo de simetria coincide com a'xox{r: em x);

N Concavidade voltada para direita (a=2>0);
4 \
‘g Veértice em [_0._0_],pois x=1r—-2.
E (conversio) S -
teld [x-.,\')
a (2.3)
1 (2_._3) Vi
L5 3 :<Ifx=2r —Jfr+1_h:
T ly=-31+2
ag W
E Unidades linguisticas e simbdlicas (algébricas):
g
=2

x+ 1:deslocamento horizontal: (paraesquerda)em 1

Veérttice em (~1,-1)

v—1:deslocamento vertical (parabaixo) eml unidade

(oImaElen)

unidade

V0,0)

o

Fonte: Autores da pesquisa



Xx=t+1

n Cg:

Resolucéo:

Figura 4.28: Conversao algébrica <> grafica de Cp ;{

t
y=t"-2t+1

el

x=t+1

y=t?—2t+1
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tel

N
guateads s
x=t+l=t=x-1

-
(£=1 =(x=1-1 =(x-2) = (x—2)
daslocamento horzontal
para dirzita em 2 vdades

Veértice 'VIZZ,_D_-I

{eonvarsing

Com a discussio feita nos itens de “a

-t Unidades linguisticas e simbdlicas (algébricas):
Curva base: Cl‘ : ,.t€0 >
y=1 Eixod.esimetriacci.ncid.ec,nrx:rlai;rc:o_jv(rJ em y);
h Concavidade voltada para cima (a=1>0);
4 \
g Vértice em (0,0) . pois x =f — 2
El (conversio) S
teld (x. )')
-1 | (1)
1 (L) :
-1 ] -
[x=1+1 V'(0,0)
> Cs™y - Lteld
ly=t"-2t+1
Tratamento/Unidades significativas:
y=£-2t+1= (t-1 _‘Il —niiohi deslocamento vertical

(oimatrelen)

/f
T
M

Cig

A 4

V0,0 W

Fonte: Autores da pesquisa

[3P% 1)

até

[73% 1)

n

concluimos que em

relacdo ao objeto pardbola dada por equagbes paramétricas ndo €
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necessario que se faca a transformacao do seu formato paramétrico para
0 cartesiano, mesmo porque desta maneira nao teriamos a configuracéo
de uma congruéncia semantica, visto que as informagdes conceituais
obtidas pelas duas equagdes ndo sdo as mesmas.

A interpretacdo da curva parabola dada por equacgdes paramétricas,
cujas unidades significativas foram observadas e comentadas nas
resolucbes dos exemplos dados neste capitulo estdo sintetizadas no
Quadro 4.10 onde mostramos as caracteristicas figurais em relacdo aos
coeficientes da escrita algébrica das parabolas cujas equa¢des sdo dadas

X =at? +ct+ X, X =bt+X,
por gtell e 5 tell .
y=bt+y, y=at +ct+y,

Quadro 4.10: Caracteristicas (visuais e simbélicas) das parabolas dadas
por equagdes paramétricas

Unidades . Sl .
PR, Unidades significativas Unidades
S('ﬁﬂé,f:ﬁ;tilgs)s Tratamentos (simbdlica) significativas (gréafica)

Parabolas com equagdes paramétricas:
{x =bt +x,

yoat? +otty Jtel (aeD*e b,c, X, Y, €0)
- 0

Xy <0
Termo do 2°
grau na equacédo
da coordenada y Nao ha
g (diretamente das -
Eixo de simetria equagdes) o i
paralelo ao eixo sls
y 213

Xy >0
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=

X =0 v
. Néo ha
Concavidade (diretamente das
voltada para ~ a>0
cima (c.v.c.) equagdes)
. Nao ha
Concavidade (diretamente das
voltada para equacses) a<0
baixo (c.v.b.) quag
=Y =
c=0
a>0
Vértice na [ ]
origem do Néo ha
sistema de (diretamente das
coordenadas equacdes —
quagdes) X =Yy=0
c=0
[a<0]
0<|a|<0
Nao ha
Abertura maior (diretamente das |b|>1
equacoes)

[a>0]
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|a|>1
Néo ha
<|b<1
Abertura menor (diretamente das 0 | bl
equacdes)
[a<0]
y=at’ +ct+y,
Intercepta o 0=t +ct+y, —cb-+bya? - day,
gixo dos \/2= A
“X” —C+4C" - 4a
P e )
2a e
x=bt+x,

—ch-b 5512—4ay0
Xs—m ———+

~c+ ¢’ - 4ay, 2a
[considerando X= b( +%

cv.c] 2

- [2_ a>0
‘e ch+byfc 4ay0+X [ ]

2a 0

y=at’ +ct+y,

~cb+by/c? - day,
0= tZ t X=———WF+ X0
Intercepta o =al +Cl+y, 2a
eixo dos 2
-Ct ,fc - 4a)
wyon t= 7)/0 e
2a

_~th-b 0274ay(J
x=bt+x, Xs %

2a 1
2
[considerando xb[_“ \© -~ 4a ]+ X

c.v.b] 2a

—ch+byc® - 4a
g TEDYC —day,

% [a < O]
2a
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2
y=at"+ct+y,

Né&o intercepta 2
o eixo dos “ X~ O:at2+ct+y0 ¢ —4day, <0
—C* 4}02 —4ay,
[considerando = [a>0]
cv.el 2a
¢’ - 4ay, <0
a2
Néo intercepta y=at +ct+y, 5
o eixo dos “ X~ O:at2+ct+y0 ¢ —4day, <0
—-c=* 4}02 —4ay,
[considerando = [a< O]
cv.b] 2a
¢’ - 4ay, <0

Intercepta (o]
eixodos Y

”»

[considerando
c.v.c.]

X =Dt +x,
0=bt+x,
%o

t=-2

b

y=at’ +ct+y,
2
3] 3

2
B %
- 0

b2 b

[a>0]
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Intercepta o
eixodos “Y

”»

y=at’ +ct+y,

2
=) o

ax CX,
0 0
= 1Y
2 b
[considerando
cv.b] [a<0]
Simetria em \‘-\
relagéo ao eixo s A
(fos “y Néo ha X =bht
(diretamente das C=X=Y,=0 ) .
equagdes) y=-at

[considerando
vértice na
origem]

Deslocamento
vertical

[considerando
cv.c]

+ Yy (para cima)

[a>0]

I




195

y=at2+ct+y0

y:a(t2 +§t)+y0

vl oo

(5] |-l
T

<

Yy (para baixo)

[a>0]

Yy =0
(n&o hé& deslocamento
vertical)

[a>0]

Deslocamento
horizontal

[considerando
cv.c]

y=at’ +ct+y,

el )

ool o

ol o)
e

v

X=Dbt+x,

+ Xy (para direita)

[a>0]

" Xy (para esquerda)

[a>0]

Xy =0 (ndo ha
deslocamento horizontal)

[a>0]

Parabolas com equagbes paramétricas:

X=at®+ct+x
y=bt+y,

“tel (ael™eb,c,x,Yy,cl)
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y, <0 Evode
0 simetria Vv
Termo do 2°
grau na equagao Exode
da coordenada x Néo ha simetria v
4 (diretamente das Yo > 0
. . . ~ 0 -
Eixo de simetria equagdes) T
paralelo ao eixo
X
Eixo de -
simetria Vv T
Yo =0
. Nao ha
Concavidade .
voltada para (dlrgtizeg ;g)das a>0
direita (c.v.d.) quag
Concavidade Néo ha
voltada para (diretamente das a<0
esquerda equacoes)
(cv.e)
il
C= 0 y, i
‘fr
- o [a>0]
Vértice na Né&o ha
origem do (diretamente das
sistema de equagdes) 4
coordenadas
X0 =Yoo=
c=0

H\&\\\ |
,///// |
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0<|a|<0
N&o ha
Abertura maior (diretamente das | bl >1
equacdes)
[a>0]
|a|>1
Néo ha
Abertura menor (diretamente das 0<|bj<1
equacgoes)
[a<0]
Intercepta o y=bt+y,
eixo dos 0=bt+y, avl ¢
«y Yoo y0+x,0
_ﬁ =t 2 b 0
b b
x=at? +ct+ Xy
. 2
considerando _af Y Y
[ el vl
cv.d] [a>0]
2
_& W
=Ty,
b
y=bt+y,
Intercepta o 2
eixo dos | 10=bt+¥ Yo —%+X 0
113 X 2 y 2 b 0!
-2t b
b
2
X=at" +ct+X,
Yo 2 Yo I‘"
[considerando x= a(_Fj * C(_Fj %
cv.el] )
N [a<0]

2
b b
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2 -be + bﬂfc2 - 4ax,
X=at" +ct+X, y=—— 1y,
2 2a
0=at" +ct+Xx,
Intercepta o |
eixo dos Y —t cz _4aX0 e ’ /
» t= AN T
2a
he- bm
y=——-——"-+Y,
y=bt+y, 2a
_ 2_ / \
[considerando y=b| ZSENC 0 | Y,
c.v.d] 2a
-be + b,‘c2 - 4ax0
y=——+Y
Za [a>0]
ety
=+
x=at’ +ct+x, y 2a Yo
2
Intercepta o 0=at” +ct+Xx, \
eixodos “Y > )
—C t4fC” —4dax, e
» o SENC T
2a
—bc - b,fc2 - dax,
y= +Y,
y=bt+y, 2a 0
. y | om0 | \
[considerando 2a )
cvel
—be + bﬂécz —4ax,
y=——————+Y,
2a
[a<0]
2 A
X=at" +ct+x, y
N&o intercepta & — dax. <0
oeixodos “Yy” 0=at2+ct+x0 0
—C* «'cz —4ax,
[considerando ft= ——+ -
cvel 2a [a<0]

¢? —4ax, <0
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LY |

Simetria em ™~
relagéo ao eixo . ™
dos“y” _ Ndo ha X = at? N
(diretamente das C=X=Y= bt
equacses y=
[considerando uagles) e
vértice na ---/
origem]
* Xy (para direita)
x=at" +ct+Xx, [a>0] V’of Vi

Deslocamento
horizontal

[considerando
c.v.dl]

x:a(t2 +3t)+x0
a

cffedf

"~ Xy (para esquerda)

[a>0]

(n&o hé& deslocamento
horizontal)

[a>0]

Deslocamento
vertical

[considerando
c.v.d]

+ Yy (para cima)

[a>0]
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x=at’ +ct+x

x=a(t2 +£t)+x0
a

x:a[(uif} % 7( c )2 B Yy (para baixo)

2a 2a

SRRl () IS
X

y=bt+y,
Y=Y _y

b Yy =0 (ndo h4

deslocamento vertical)

t +£

2a
Y=Yy C

b 2 [a>0]

yv

Fonte: Autores da pesquisa.

O Quadro 4.10 se constitui numa sinopse a respeito das parabolas
expressas por equagdes parameétricas, onde é possivel perceber as
caracteristicas figurais destas em relacdo aos coeficientes da escrita
algébrica. Ele amplia o estudo feito por Moretti (2003), sintetizado no
Quadro 2.9 (capitulo 2) no que tange o estudo do mesmo objeto
matematico, no entanto, expresso por equagdes cartesianas.

Esta sinopse foi obtida a partir dos exemplos desenvolvidos neste
capitulo em relacdo ao eshogo do objeto parabola, de maneira diferente
ao que costumamos observar no estudo deste no ensino médio, tanto por
professores quanto pelos livros didaticos, visto que o estudo das
representacdes paramétricas acaba sendo omitido por estes.

Na analise aqui realizada fica evidente que para a obtencdo de uma
familia de parabolas dadas parametricamente, também néo precisamos
utilizar o que Duval (2009) chama de procedimentos por pontos, pois nos
baseamos no uso de operagBes em um dos registros verificando as
modificacdes em outro, no caso, algébrico e grafico, o que pode ser
observado em detalhes no quadro 4.3, onde estdo estabelecidas as relagbes
entre as variaveis visuais da representagdo grafica e as unidades
simbdlicas na expressdo algébrica. Em sintese, podemos dizer que
utilizamos o que Duval (2009) chama de “interpretacdo global das
propriedades figurais”, conforme expusemos nos capitulos 2 e 3.
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Destacamos ainda que este estudo envolvendo parametrizacdes a
respeito da parabola e que pode ser estendido para outras curvas, é
bastante importante para explorar trajetdrias, principalmente quando néo
dispomos de aplicativos computacionais, pois evita a construcdo grafica
feita a m&o onde plotam-se inimeros pontos no plano.

No contexto do uso de recursos computacionais, na sessdo
seguinte fazemos uma apresentacdo do estudo de curvas dadas por
equacOes paramétricas através de um software ja bastante popular dentro
da comunidade matemética, o software Geogebra.

5.6 O software Geogebrass: uma ferramenta no estudo de curvas
dadas por equacdes paramétricas

O Geogebra é um software de Matematica dindmica, criado por
Markus Hohenwarter, multiplataforma, gratuito e desenvolvido para o
ensino e aprendizagem da Matematica nos varios niveis de ensino. Ele
reline recursos de geometria, algebra, tabelas, graficos, probabilidade,
estatistica e calculo em um Gnico ambiente. O mais interessante é que ele
permite apresentar ao mesmo tempo, representacfes distintas de um
mesmo objeto de tal forma que estas interajam entre si.

Disponivel em portugués, ele pode ser um importante aliado no
gue tange ao estudo dos objetos matematicos discutidos neste trabalho,
visto que permite a manipulacdo da representacdo algébrica de tal forma
gue podemos observar os efeitos desta na sua representacdo grafica.

Embora as manipulagdes gréficas sejam limitadas as translagdes e
ndo termos como obter um mesmo objeto através de duas equagdes com
formatos distintos, o fato de podermos criar uma equacao dependendo de
coeficientes manipuldveis faz com que possamos desenvolver inimeras
sequéncias didaticas que visem o estudo de curvas, utilizando o software
Geogebra como uma importante ferramenta.

% Qs sites www.pucsp.br/geogebrasp/, do Instituto Geogebra de S&o Paulo, e
www.geogebra.im-uff.mat.br/bib.ttml, do Instituto Geogebra no Rio de Janeiro,
fornecem os links para downloads tanto do software como dos tutoriais de uso,
além de exemplos de aplicagdes para sala de aula. (Acessos em 8/1/2016).
Manuais e outros exemplos de uso podem ser encontrados em www.geogebra.org
, alimentado pela equipe que continua aperfeicoando o software.
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Ao abrir o software vocé vera uma janela conforme mostramos na

Figura 4.29, em que destacamos 0 nome das partes que compde a tela

inicial do software.

Figura 4.29: Tela inicial do software Geogebra

P P T e —— e

l SO l

barra de

ferram entas barra dem erm

ZONA
ALGEBRICA

ZONA
GRAFICA

entrada de comando

Ja discutimos sobre as parabolas parametrizadas no plano, em que
uma parabola é escrita como uma dupla de fun¢des que dependem de uma
mesma variavel (que aqui denominamos de t, como geralmente é
chamado o parémetro).

Com o software Geogebra podemos plotar parabolas, além de
outras curvas, no plano. Fazemos isso com o comando Curva, bastando
digitd-lo na linha que indica a “entrada de comando”. A sintaxe do
comando é dada por:

Curva [<Expressdol>, <Expressdo2>, <Variavel>, <Valor
Inicial>, <Valor Final>],

onde:
e <Expressdol> corresponde a funcdo x dos valores das abcissas,

e <Expressdo2> corresponde a funcdoydos wvalores das
ordenadas,
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<Variavel> é o0 nome dado a variavel das funcdes x e y,
<Valor Inicial> e <Valor Final> correspondem aos intervalos
inicial e final de variacdo da variavel.

Por exemplo, vamos obter o grafico da pardbola parametrizada

,tel /-1<t<2. Entdo, escrevemos na

dada por C:
P {y:t2—2t+1

“entrada de comando’:

Curva[t+1, tA2-2%t+1,t, -1, 2]

E importante lembrar que * indica a operacéo de multiplicagfo e »
a operacao potenciacdo. Assim, a sintaxe equivale a:

Curva[t+1, t*—2t+1,t, -1, 2]

Ap6s teclar em “Enter” vocé terd uma tela como a que pode ser

visualizada na Figura 4.30.

Figura 4.30: Parabola dada por C :{ B )
y=t"-2t+1

Geogebra
- ™

gdtel/-1<t<2no

- R ——— T o ]




204

Perceba na Figura 4.30 que na zona algébrica aparece a equagéo da
curva dada por suas equacdes paramétricas e na zona grafica aparece um
esboco da curva, plotado apenas no intervalo definido, ou seja, para
te [—1, 2] .

Note também que ndo é possivel manipular a estrutura grafica. Para
altera-la é necessario mudar os valores dos coeficientes, 0 que pode, neste
caso, ser feito dando dois cliques com o mouse em cima da equacgdo da
zona algébrica, onde abrird uma janela e dai se pode mudar a estrutura
como um todo. Esta questdo, no entanto, pode ser solucionada conforme
indicada na sequéncia de passos seguintes.

1°. Abra um novo arquivo (em branco) do Geogebra.

2°. Na 10? janela da barra de ferramentas selecione a opcéao
“Controle Deslizante”, conforme Figura 4.31, clicando em
seguida em qualquer ponto da zona gréafica.

Figura 4.31: Ferramenta “Controle Deslizante” do Geogebra

Arquivo  Editar Exibir OpgBes Femamentas Janela Ajuda

EEE e T,

DR EE M LN

> Janela de Agebra R[> Janelade Visy

[=] <)

232 Controle Deslizante

A
.

ABC Texto s
Inserir Imagem

Botdo
/1® Gaixa para Exibir/ Esconder Objetos

a={1| campo de Entrada

3% Abrird uma janela como a da Figura 4.32 onde vocé deverd
selecionar a opg¢do “Numero” dar um “Nome” a esta sua
variavel e ainda indicar o valor minimo e maximo de variacéo.
Sugerimos que vocé chame este primeiro controle deslizante de
“a” e defina o intervalo com os valores —10 (min) e 10
(max). Clicando em “OK”, aparecera na tela um segmento de
reta conforme Figura 4.33. Esse segmento pode ser movido na
tela com o lado direito do mouse e posicionado numa regido
mais propicia de tal forma que ndo venha a atrapalhar a
visualizagdo dos itens que virdo posteriormente.
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Figura 4.32: Configurando a Ferramenta “Controle Deslizante” do

Geogebra
Controle Deslizante ﬁ
. Mome
@ Mumero
- a o
(1 Angulo |
) Inteiro [ Aleatdrio (F9)

Intervalo | Controle Deslizante | Animacao

min: -5 max. |5 Incremento:

| ok || cancelar

Figura 4.33: Ferramenta “Controle Deslizante” na tela do Geogebra
€2 GesGebra — - 2 - W— » - T o e

Al >C,
o e Ul b Dol (o )G

» Janeta de Algebra

» Janela de Visuakzagao
Numero
® a-1

4°. Repita o 3° passo e crie os seguintes “Controles Deslizantes”,
todos no intervalo — 10 (min) e 10 (max): “b”, “c”, “x,” e «
Yo

5°. Na “entrada de comando”, digite a seguinte sintaxe:
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Curva[b*t+x,, a*t"2—-c*t+y,, t, -1, 2]

Dando “Enter”, aparecera uma tela como a da Figura 4.34.

x=1t+1
Figura 4.34: Parébola dada por C: tel /-1<t<2 no

y=1t> -1t +1
Geogebra

LS TR 23X &

6°. Movimente o0s pontos correspondentes aos controles
deslizantes e observe simultaneamente as variagdes dos
coeficientes da zona algébrica e as correspondentes alteracdes
graficas da curva representada na zona grafica.

7°. Varie os controles deslizantes até que estes obtenham os
seguintes valores: “a=17, “b=17, “c=-27, “x,=1" ¢ “

Y, =1”. Agora compare as equacdes ¢ o grafico com o que foi
obtido  anteriormente para a curva dada por

x=t+1 o
C: , ,tel /-1<t <2 (veja Figura 4.30).
y=t"-2t+1

8°. Clique duas vezes sobre a representacdo algébrica do objeto e
altere o intervalo de variacéo de [-1,2] para [-10,10].




207

9°. Faca novamente deslizar os pontos dos controles deslizantes e
fique atento as alteracOes algébricas e graficas que aparecerdo
na tela.

Com a execucdo do 9° passo é possivel perceber as alteracdes
visuais no grafico e relaciona-las com as respectivas alteragdes na escrita
algébrica, de tal forma que percebemos as caracteristicas das parabolas,
conforme discutido neste capitulo, tais como concavidade, abertura,
intersecdo com os eixos, vértice, simetria e deslocamentos horizontais e
verticais.

A sugestdo que estamos fazendo em relacdo a utilizacdo do
software Geogebra para a interpretacdo global das parébolas
parametrizadas reforca a pesquisa realizada por Luiz (2010), em sua
dissertacdo de Mestrado, ao propor a utilizagdo de plotadores gréaficos no
estudo de curvas que surgem no calculo diferencial e integral, sendo estas
curvas representadas por equacdes cartesianas.

Seguindo o raciocinio de Luiz (2010), podemos com o Geogebra
obter diretamente o esbogo da curva parametrizada para, a partir dai,
fazermos uma analise do conjunto de elementos chamados pelo autor de
unidades bésicas (gréafica, linguistica e simbdlica), no intuito de conduzir
as conversbes entre os registros algébricos e graficos relativos a
elementos das derivadas estudadas em célculo, tais como: concavidade,
intervalos de crescimento e decrescimento, pontos de minimo e de
méaximo relativos, pontos de inflexdo, retas assintéticas e continuidade
(ver anexo deste trabalho).

Finalizando este Gltimo capitulo, podemos concluir que o
procedimento de interpretacéo global sugerido por Duval (2009) também
se aplica as curvas expressas por equagfes paramétricas. Embora
tenhamos apenas feito um estudo sobre o objeto parabola, acreditamos
que este possa ser estendido para as demais conicas, bem como para
qualquer curva plana que possa ser parametrizada em termos de um
determinado pardmetro, ndo necessariamente o “tempo”, tdo utilizado nos
contextos que envolvem o estudo do movimento.
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6 CONSIDERAGOES FINAIS

Neste trabalho fizemos um levantamento bibliografico sobre o
esbogo de curvas planas que averiguaram as correspondéncias entre as
variagOes visuais nos graficos e as alteracBes significativas na escrita
algébrica da relacdo por meio da chamada interpretacdo global de
propriedades figurais, preconizada por Raymond Duval (2009).

Constatamos em todas as curvas apresentadas nos trabalhos
avaliados, que estas caracterizavam graficos de funcdes apresentadas por
equacdes cartesianas na sua forma explicita.

Considerando que a equacdo de uma curva pode também ser
apresentada atraves de equagBes paramétricas e que esta curva pode ndo

ser representante de uma fungio y=f(x), fizemos uma anélise

criteriosa sobre as variagdes visuais e correspondentes variacOes
algébricas de dois objetos matematicos expressos parametricamente; a
reta e a parabola.

A analise realizada respondeu ao nosso problema de pesquisa ao
constarmos que a interpretagdo global de propriedades figurais,
constante na Teoria dos Registros de Representacdo Semiética é valida
também para retas e parabolas parametrizadas.

Ao rediscutirmos as conversdes estruturadas por Duval (2009) para
0 estudo da reta e as translagfes preconizadas por Morretti (2003) no
estudo das parabolas, verificamos que as unidades basicas (simbdlicas e
graficas) podem também ser consideradas ao interpretarmos globalmente
o grafico de uma curva dada por uma equagao paramétrica.

Assim, acabamos fazendo uma complementacdo do estudo
realizado por Raymond Duval sobre o estudo da reta e uma ampliacéo do
estudo feito por Moretti (2003), no que tange o estudo da parabola, visto
gue ao tratarmos as retas e as parabolas parametrizadas, os coeficientes
algébricos constantes nas equacdes ndo S&0 0S Mesmos presentes nas
equac0es cartesianas.

Um fator importante a ser considerado € a constatagdo de que para
esbocarmos o grafico de retas e parabolas dadas por equagdes
paramétricas ndo precisamos utilizar o procedimento por pontos, mas sim
mantermos foco no uso de operagdes em um dos registros verificando as
modifica¢des no outro, no caso, algébrico e grafico, ou seja, estar atento
as relacBes entre as varidveis visuais da representacdo grafica e as
unidades simbolicas na expresséo algébrica.

Podemos também constatar a importancia que um software
matematico, como o Geogebra, pode ter quando utilizado como
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ferramenta ao tratarmos das conversdes entre 0s registros algébrico e
gréfico, pois facilita a visualizacdo e percepcdo das relacdes entre as
estruturas algébricas e figurais, dando oportunidade a interpretacéo, pois
foge ao arduo trabalho em se obter o eshoco grafico por si s6, como
comumente ¢ feito no ensino médio e superior.

Por fim, deixamos para reflexdo: Como efetuar um estudo a
respeito de outras curvas parametrizadas, como por exemplo, outras
conicas além da parabola (circunferéncia, hipérbole e elipse), lembrando
sempre que tal estudo pode ser de extrema importancia, principalmente
guando a curva representa a trajetoria do movimento de uma particula no
plano?



211

REFERENCIAS

ALMOLOUD, Saddo Ag. Fundamentos da Didatica da Matematica.
Curitiba: ED. UFPR, 2007.

BARUFI, M. C. B. A construgdo/negociagao de significados no curso
universitario inicial de calculo diferencial e integral. 1999. Tese
(Doutorado em Educacéo) — Faculdade de Educacdo, Universidade de
Séo Paulo, Séo Paulo.

CAIRES, V. et. al. Uso do GeoGebra no Ensino de Matematica:
Avaliagdo de Usabilidade e de Aprendizado. II ENINED: Encontro
Nacional de Informatica e Educacdo, UNIOESTE, Anais... Cascavel-
PR. p. 408-417, out. 2011.

CAPES. Banco de Teses e Dissertacfes. Disponivel em:
<http://capesdw.capes.gov.br/capesdw/>. Acesso em: 10 mar. 2015.

COLOMBO, Janecler Aparecida Amorin; MORETTI, Méricles Thadeu.
Registros de representacdo semidtica e parametros curriculares
nacionais: interfaces presentes e possiveis, 2007.

COLOMBO, Janecler Aparecida Amorin. Representacgdes semidticas
no ensino: contribuicdes para reflexdes acerca dos curriculos de
matema@tica escolar. 2008. 253 p. Tese (Doutorado em Educagéo
Cientifica e Tecnoldgica)- Universidade Federal de Santa Catarina,
Floriandpolis, 2008.

DUVAL, R. Graphiques et équations: L'articulation de deux registres.
Annalles de Didactiques et de Sciences Cognitives, v. 1, p. 235-253,
1988.

. Registre de représentation sémiotique et fonctionnement
cognitif de la pensée. Annales de Didactique et de Sciences
Cognitives. Strasbourg: IREM — ULP, 1993.

. Sémiosis et pensée humaine: Registres sémiotiques et
apprentissages intellectuels. Berna: Peter Lang, 1995.



212

. Registros de Representagéo. In: MACHADO, S. D. A. (Org.).
Educacdo Matematica: uma introducéo. Sdo Paulo: EDUC, 1999. p.
135-153.

. Registros de representacfes semidticas e funcionamento
cognitivo da compreensdo em matematica. In: MACHADO, S. D. A.
(Org.). Aprendizagem em Matematica: registros de representagéo
semidtica. Campinas: Papirus, 2003.

. Registros de representacdo semiética e funcionamento
cognitivo da compreensdo em matematica. In. MACHADO, S. D. A.
(Org.). Aprendizagem em matematica: registros de representago
semiética. 4. ed. Campinas: Papirus, 2008, p. 11-33.

. Semidsis e Pensamento Humano: Registros semioticos e
aprendizagens intelectuais. Fasciculo |. Sdo Paulo: Editora Livraria da
Fisica, 2009.

. Graficos e equacg0es: a articulacdo de dois registros. Traducao
de Méricles Thadeu Moretti. REVEMAT, v. 6, n. 2, p. 96-112, 2011.

. Ver e ensinar a Matematica de outra forma: entrar no modo
matematico de pensar 0s registros de representacfes semidticas. Séo
Paulo: PROEM, 2011.

FERREIRA, Aurélio B. H. Mini Aurélio: o dicionério da lingua
portuguesa. 8. ed. Curitiba: Positivo, 2010.

LUIZ, L. S. Esbogo de curvas no ensino superior: uma proposta
baseada na interpretacdo global de propriedades figurais e uso de
tecnologias. 2010. Dissertagdo (Mestrado em Educacéo Cientifica e
Tecnoldgica) — Universidade Federal de Santa Catarina, Florianépolis,
2010.

MARTINS, Marcos H. S.; PEREIRA, Rosimary. Calculo 11 e IV.
Floriandpolis: UFSC/EAD/CED/CFM, 2010.

MORETT]I, Méricles T. A translagdo como recurso no eshogo de curvas
por meio da interpretacdo global de propriedades figurais. In:
MACHADQO, S. D. A. (Org.). Aprendizagem em Matematica:
registros de representacdo semiotica. Campinas: Papirus, 2003.



213

MORETT]I, Méricles T.; BRANDT, Célia F. O papel dos registros de
representacdo na compreensao do sistema de numeragdo decimal.
Revista de Educagdo Matematica Pesquisa, v. 7, n. 2, p. 201-227,
2005.

MORETTI, M. T.; LUIZ, L. S. O procedimento informatico de
interpretacdo global no eshogo de curvas no ensino universitario.
Educacédo Matematica Pesquisa, Sdo Paulo, v. 12, n. 3, p. 529-547,
2010.

MORETTI, M. T.; FERRAZ, G. A.; FERREIRA, V. G. G. Estudo da
conversao de funcGes entre registros simbdlico e grafico no ensino
universitario. Revista Quadrante, v. 17, n. 2, p. 97-122, 2008.

NE, A. L. S. A analise da linguagem Matemética como elemento
para pensar o ensino e a aprendizagem da pratica de esboco de
curvas no Ensino Superior. 2013. Dissertagdo (Mestrado em Educacdo
Cientifica e Tecnoldgica) — Universidade Federal de Santa Catarina,
Floriandpolis, 2013.

WILLI NETO, Lima. O ensino interdisciplinar entre Fisica e
Matematica: Uma nova estratégia para minimizar o problema da falta
dos conhecimentos matematicos no desenvolvimento do estudo da
Fisica. 2011, 113p. Dissertacdo (Mestrado Profissional Ensino das
Ciéncias na Educacdo Basica)- Universidade do Grande Rio,
UNIGRANRIO, Duque de Caxias (RJ), 2011.

NOTH, W. A semi6tica no século XX. Sdo Paulo: Annablume, 1995.

NOTH, W. Panorama da Semioética: de Platdo a Peirce. Sdo Paulo:
Annablume, 1996.

OLIVEIRA, Ivan C.; BOULOQOS, Paulo. Geometria Analitica; um
tratamento vetorial. Sdo Paulo: MacGraw-Hill, 1986.

PAIS, L. C. Questdes metodologicas e a engenharia didatica. In: PAIS,
L. C. Didatica da Matematica: uma analise da influéncia francesa.
Belo Horizonte: Auténtica, 2001. p. 99-108.

. Didatica da matematica: uma anélise da influéncia francesa.
Belo Horizonte: Auténtica, 2001.



214

. etal. Educagdo Matematica: uma (nova) introdugdo. Sdo
Paulo: EDUC- PUC-SP, 2008.

PEIRCE, C. S. The Collected Papers. Cambridge M.A.: Harvard
University Press, 1931.

SILVA, M. O. Esboco de curvas: uma analise sob a perspectiva dos
registros de representacdo semidtica. 2008. Dissertacdo (Mestrado em
Educacdo Cientifica e Tecnoldgica) — Universidade Federal de Santa
Catarina, Floriandpolis, 2008.

SILVA, U. Andlise da abordagem da func¢éo adotada em livros
didaticos de matematica da educacéo basica. Dissertacdo (Mestrado
em Educacédo)- PUC, SP, 2007.

SOARES, M. A. S. Os nimeros racionais e 0s registros de
representacdo semidtica: analise de planejamentos das séries finais do
ensino fundamental. Dissertagdo (Mestrado em Educacéo)- UNIJUI/RS,
2007.

TRALDI, Armando Junior. Sistema de inequagdes do 1° grau: uma
abordagem do processo ensino-aprendizagem focando os registros de
representacdes. Dissertacdo (Mestrado em Educacgdo)- PUC/SP, 2002.

VENTURI, Jacir J. Conicas e Quadricas. 5. ed. Curitiba: UFPR, PR,
1986.



215

ANEXO A — Tabelas de Unidades Basicas

& Variagdo e concavidade:

Tabela 1

Unidade basica grafica

Unidade basica lingiiistica

Unidade basica simbaolica

P

t € uma tangente.
Func¢do crescente.

Concavidade negativa.

tty=ax+ba=0
y'(x)=0
yi(x)<0

Tabela 2

Unidade basica grafica

Unidade basica lingiiistica

Unidade basica simbaolica

/t

t € uma tangente.
Fungdo crescente.

Concavidade positiva.

tty=ax+b,a=0
y'(x)>0
Y= 0

Tabela 3

Unidade basica grafica

Unidade basica lingiistica

Unidade basica simbdlica

N

L € uma tangente.
Funcdo decrescente.

Concavidade negativa.

tty=ax+b,a<0
yvi(x)<0
yi(x)<0

Tabela 4
Unidade basica grafica

Unidade basica lingiiistica

Unidade basica simbolica

t € uma tangente.
Fungdo decrescente.

Concavidade positiva.

ty=ax+b,a<0
y'(x)<0
yix)=0

& Retas assintoticas:
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Tabela 5

Unidade basica grafica

Unidade basica lingiiistica

Unidade basica simbolica

Assintota vertical

Tabela 6

Unidade basica grafica

Unidade basica lingilistica

Unidade basica simbolica

X=a

Assintota vertical.

lim

Tkt J.-'(_\'} ==

X=a

Tabela 7

Unidade basica grafica

Unidade basica lingiiistica

Unidade basica simbolica

X=a

Assintota vertical.

lim _
manx)=+w

X=a

Tabela 8

Unidade basica grafica

Unidade basica lingiiistica

Unidade basica simbolica

Assintota vertical.

Im
o Mx)=+w




Tabela 9
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Unidade basica grafica

Unidade basica lingiiistica

Unidade basica simbolica

y=b

Assintota horizontal.

i y(x)=b

]

y=b

Tabela 10

Unidade basica grafica

Unidade basica lingliistica

Unidade basica simbalica

y=b

_—

Assintota horizontal.

" x)=b

X—pd T

y=b

Tabela 11

Unidade basica grafica

Unidade basica lingiistica

UUnidade basica simbolica

—-——-’/ "

Assintota horizontal.

o _x)=b

y=b

Tabela 12

Unidade basica grafica

Unidade basica lingiiistica

Unidade basica simbalica

y=b

—

Assintota horizontal

m  ywWx)=b

T

y=b

@ Determinagdo de pontos importantes (extremos relativos):
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Tabela 13
Unidade basica grafica Unidade basica lingiistica Unidade basica simbolica
Minimo relativo x,,. Y(x)=0
Derivada primeira de y | !y'(x)<0,xeV " (x,)
muda de sinal negativo ; <
" para positivo na | V®)>0.xel(x)
) 3 vizinhanga de x, ;_ ou y(xg)>0;
efetuar o teste da derivada
2% ou de ordem superior. v (x)=0ey"™(xy) >0,
n>2, par.
Tabela 14
Unidade basica grafica Unidade basica lingiistica Unidade basica simbolica
Maximo relativo x,,. Vi(x,)=0
Derivada primeira de y | {y'(x)>0,xeV (x,)
muda de sinal positivo y 5o
> para negativo na| Y (x)<0,xeV7(x,)
X, vizinhanga de x, ;‘ ou | oy y(%,) <0.
efetuar o teste da derivada
2% ou de ordem superior. Yy I(x,)=0ey"(x,) <0,
n>2, par.
Tabela 15
Unidade basica grafica Unidade basica linguistica Unidade basica simbdlica
Minimo relativo x, .
Derivada primeira de. Y1 [v(x,) B
muda de sinal negativo ) _
- para positivo na vizinhanga | ¥ (%) <0, xeV7(x,)
X, de x, endo existe em x,. Vi(x)>0, xe V*(x,)
Tabela 16

Unidade basica grafica

Unidade basica linghistica

Unidade basica simbélica

Maximo relativo x,, .

X, e ndo existe em x,,.

Derivada primeira de v
muda de sinal positivo para
negativo na vizinhanga de

¥i(xg) B
Vix)=0, xeV7(x,)
yvix)<0, xeVi(x,)




& Determinacdo de pontos importantes (pontos de inflex&o):

Tabela 17
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Unidade basica grafica

Unidade basica lingtistica

Unidade basica simbiélica

Ponto de inflexdo x;,.
Derivada primeira de y ndo
muda de sinal na
vizinhanga de x; . Derivada
segunda de y muda de sinal
negativo para positivo na
vizinhanga de x, .

yixg)=0
Yi(x)<0,xeV(x,)
yix)=0.xeVi(x,)
Yy x)<0,xe Vi(x,)

Tabela 18

Unidade basica grafica

Unidade basica lingtistica

Unidade basica simbiélica

Ponto de inflexdo x,,.
Derivada primeira de y nio
muda de sinal na
vizinhanga de Xy -
Derivada segunda de v
muda de sinal positivo para
negativo na vizinhanga de
Xg .

yixg)=0
yi(x)=0,xeVix,)
yix)<lxeV7(x,)
Yy x)=0xeVi(x,)

Tabela 19

Unidade basica grafica

Unidade basica lingiiistica

Unidade basica simbolica

\

Ponto de inflexdo x,.

Derivada primeira de y ndo
muda de sinal na
vizinhanga de x,. Derivada

Vi(x,)=0
yix)<0.xeVix,)

————
2] segunda de y muda de sinal | |¥'(X)>0,xeV7(x,)
positivo para negativo na V(x)<0,xe V¥ (x,)
vizinhanga de x, .
Tabela 20

Unidade basica grafica

Unidade basica linglistica

Unidade basica simbolica

Ponto de inflexdo em x,,.
Derivada primeira de y ndo
muda de sinal na
vizinhanga de x, . Derivada
segunda de y muda de sinal
negativo para positivo na
vizinhanga de x; .

Yix,)=0
yix)=0,xeVix,)
yiix)<lxeVi(x,)
yx)=0,xeVi(x,)
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Tabela 21

Unidade basica grafica

Unidade bésica lingiistica

Unidade basica simbalica

Ponto de inflexdo em x,.
Derivada ndo existe em x,,,
pois a tangente emux,é
vertical. y € continua em
x, . Derivada segunda de y
ndo existe emx,, mas
muda de sinal positivo para
negativo na vizinhanga
deste ponto.

Vix,) 2

lim .
x—mu} - }'[XU)

y'(xg) 2
yi(x)=0, xeV (x,)

yi(x)<0, xe V+[xu]

< Determinagdo de pontos importantes (continuidade):

Tabela 22

Unidade basica grafica

Unidade basica lingiliistica

Unidade basica simbolica

Limites laterais em x, sdo

1guais.

Descontinua em x,.

Yix,) 2
lim lim
o V= gV E M)

Tabela 23

Unidade basica grafica

Unidade basica linghistica

Unidade basica simbolica

Limites laterais em x, sdo

diferentes.

Descontinua em x, .

Vix) 2

lim lim

LV
NNV & JRNS

x) 3

Tabela 24

Unidade basica grafica

Unidade basica linghistica

Unidade basica simbolica

Limites laterais em x, sdo

iguais.
X,  ndo

dominio de y.

pertence ao

wonp ¥ Taneny
yx) 2

Fonte: Moretti (2008).




