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Assintótico Ótimo para Equações Dissipativas tipo

Placas/Boussinesq Generalizadas em Rn

Jaqueline Luiza Horbach

Orientador: Prof. Dr. Ruy Coimbra Charão

Coorientador: Prof. Dr. Cleverson Roberto da Luz

Florianópolis
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Prof. Dr. Jáuber Cavalcante de Oliveira
Universidade Federal de Santa Catarina - UFSC

Prof. Dr. Matheus Cheque Bortolan
Universidade Federal de Santa Catarina - UFSC
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Resumo

Neste trabalho estudamos existência e unicidade de soluções e taxas de

decaimento para a energia e para a norma L2 da solução de uma equação

semilinear do tipo placas/Boussinesq com termo de amortecimento (dis-

sipação) fracionário e sob efeitos, para o caso de placas, de um termo de

inércia rotacional generalizado. Mostramos que as taxas de decaimento de-

pendem das potências fracionárias dos operadores e usando uma expansão

assintótica da solução do problema linear provamos a otimalidade das taxas

obtidas, sobre certas condições sobre as potências fracionárias do modelo.

Palavras-Chave: Equação tipo Placas/Boussinesq. Laplaciano fra-

cionário. Inércia rotacional generalizada. Dissipação fracionária. Existência

e unicidade de solução. Perfil assintótico. Taxa de decaimento ótima.
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Abstract

In this work we study existence, uniqueness of a global solution and

decay rates for the total energy and the L2-norm of a solution for a semi-

linear plate/Boussinesq type equation with fractional damping and under

effects of a generalized rotational inertia term in the case of plate equation.

We show that decay rates depend on the fractional powers of the operators

and using an asymptotic expansion of the solution to the linear problem,

we prove in some cases the optimality of the decay rates under suitable

conditions on the fractional powers in the model.

Keywords: Plate/Boussinesq type equation. Fractional Laplacian.

Generalized rotational inertia. Fractional dissipation. Existence and uni-

queness. Asymptotic profile. Optimal decay rates.
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2.2.6 Espaços Hs(Rn), com s ∈ R . . . . . . . . . . . . . . 17

2.3 Problema Linear Abstrato: Existência de Solução . . . . . . 23

2.3.1 Teorema de Lax-Milgram . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.3.2 Semigrupos de Operadores Lineares . . . . . . . . . 24

2.3.3 Teorema Lumer-Phillips . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2.3.4 Problema de Cauchy Abstrato . . . . . . . . . . . . 27

2.4 Problema Semilinear Abstrato: Existência de solução . . 28

2.5 Lemas Técnicos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

3 Existência e Unicidade de Solução: Problema Linear 35

3.1 Operadores A2 e Aθ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

3.1.1 Operador A2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

3.1.2 Operador Aθ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

3.2 Caso 0 ≤ θ < δ e 0 ≤ δ ≤ 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

ix
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Caṕıtulo 1

Introdução

Consideramos neste trabalho o seguinte problema de Cauchy para uma

equação do tipo placas/Boussinesq com um amortecimento (damping) fra-

cionário e um termo de inércia rotacional generalizado (tipo fracionário)

em Rn, a saber
utt + (−∆)δutt + α∆2u−∆u+ (−∆)θut = β(−∆)γ

(
up
)
,

u(0, x) = u0(x),

ut(0, x) = u1(x)

(1.1)

com u = u(t, x), (t, x) ∈ (0,∞) × Rn, α > 0, β ∈ R, p > 1 inteiro. As

potências do Laplaciano δ, θ e γ são tais que 0 ≤ δ ≤ 2, 0 ≤ θ ≤ 2 + δ

2
e

0 ≤ γ ≤ 2 + δ

2
.

A função u = u(t, x), por exemplo, no caso δ = 1 e β = 0, descreve

o deslocamento transversal da placa sem efeitos não lineares, mas sujeita

a efeitos de inércia rotacional e uma dissipação fracionária representada

pelo termo (−∆)θut. No caso δ = 0 e β = 0 a equação linear em (1.1)

modela o deslocamento da placa sem efeitos de inércia rotacional. No caso

δ = 2, β 6= 0 e γ = 1 a equação em (1.1) é uma equação tipo Boussinesq,

por exemplo, para modelos hidrodinâmicos de sexta ordem sobre efeitos

dissipativos (ver [46], [13]). Se δ = α = 0, γ = 1, β 6= 0 e sem o termo

dissipativo a equação em (1.1) é uma equação de Boussinesq generalizada.
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Se a não linearidade é da forma ∆(u2), a equação é chamada de equação

de Boussinesq (Bq). Com esse tipo de não linearidade, δ = 1, α = 0 e

sem o termo dissipativo, a equação em (1.1) é chamada de equação de

Boussinesq melhorada (IBq). Essa mesma equação com linearidade mais

geral como aparece acima em (1.1) é chamada de equação MIBq (Modified

IBq) (ver [44]). Todas essas variantes de Boussinesq têm muitas aplicações

f́ısicas, como a propagação de ondas longitudinais de deformação em uma

haste elástica no caso da dimensão n = 1, propagação de ondas de superf́ıcie

em águas rasas (shallow-water waves). A equação de Boussinesq de sexta

ordem foi derivada no estudo de camadas superficiais de plasmas e cadeias

atômicas não-lineares ( [4], [11]). Em [30], Maugin propôs tal tipo de

modelo de Boussinesq para modelar a dinâmica de redes não-lineares em

cristais elásticos.

Algumas Equações Diferenciais Parciais de quarta ordem surgem em

problemas de mecânica dos sólidos. Em particular, Equações Diferenciais

Parciais de Evolução de quarta ordem aparecem na teoria das placas finas

e vigas. Modelos para estudar as vibrações de chapas finas (n = 2), dadas

pelo Sistema Pleno de von Kármán foram estudados por vários autores, em

particular por Puel-Tucsnak [37], Ciarlet [8], Lasiecka-Benabdallah [26] e

Koch-Lasiecka [25]. Perla Menzala e Zuazua estudaram em [33] o Sistema

Pleno de von Kármán e mostraram que o modelo do Timoshenko

utt − γ∆utt + ∆2u+ u = 0, em R2 × (0,∞) (1.2)

pode ser obtido sob a forma de um limite total do Sistema de von Kármán,

quando os parâmetros adequados vão para zero. O termo −γ∆utt na

equação placa (1.2) é absorvido no modelo com os efeitos de inércia de

rotação no ponto x da placa em um momento positivo t. É bem conhecido

que a equação de placa (1.2) com esse termo é uma equação hiperbólica

com velocidade finita da propagação, enquanto que o modelo de placa (1.1)

para o caso δ = 0 e θ = 1 ou 2 tem a propriedade de velocidade infinita de

propagação. Além disso, tanto quanto sabemos, a classificação do modelo

(1.1) para δ ∈ (0, 1) ainda está em aberto, mesmo para θ = 0 ou θ = 1.

Conjecturamos que para δ próximo de δ = 1 a equação continua a ser

hiperbólica.
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Um modelo mais geral para estudar as vibrações de uma placa fina é

dado por

utt − γ∆utt + ∆2u+ g0(ut)− div g1(∇ut) = 0. (1.3)

Tal modelo tem sido estudado por diversos autores como ( [14], [12], [5],

[38]) e, em particular, por Sugitani-Kawashima [40] que considerou em Rn

o caso g1 = 0 e g0 = Id− f .

Além disso, existem alguns trabalhos em que um damping forte do tipo

(−∆)2ut é considerado no modelo (1.3), no lugar do damping dado por

g0(ut) − div g1(∇ut) (ver, por exemplo [42], [28], [47] e outras referências

citadas).

Problemas do tipo (1.1) lineares (β = 0) com δ = 0 ou δ = 1 têm

sido extensivamente estudados para os casos θ = 0, θ = 1 e θ = 2. Re-

centemente, vários autores estudaram equações de evolução com operador

Laplaciano fracionário (−∆)θ. Para a equação placa podemos citar os

trabalhos de Ikehata-Soga [21], Charão-da Luz-Ikehata [7] e Astaburuaga-

Fernandez-Menzala [2] que estudaram a dinâmica das equações de von

Kármán na presença de dissipação fracionária.

Portanto, é muito importante do ponto de vista matemático estudar

a equação de placas com o termo de inércia rotacional fracionário sob os

efeitos de um damping intermediário como em nosso modelo (1.1), com

δ ≥ 0 e θ ≥ 0. Em particular, os casos θ ∈
{

0,
1

2
, 1, 2

}
combinados

com o caso δ ∈ {0, 1} também têm importante motivação f́ısica. Além

disso, na mecânica dos sólidos as derivadas espaciais do vetor deslocamento

definem os componentes do tensor de tensão e a derivada no tempo é uma

taxa de deformação, isto é, esta funciona como uma dissipação no modelo.

Por exemplo, na dimensão n = 2 o termo de rotacional −∆utt modela

pequenas rotações das seções na placa. Observamos também que o modelo

tipo hiperbólico (1.1), com δ = 1 é mais complicado de ser investigado do

que o não-hiperbólico (o caso δ = 0). Devido a isso, é necessário impor

regularidade adicional sobre os dados iniciais para controlar as vibrações

do modelo no caso θ ∈ [0, 1). Devido ao forte damping dado no caso θ = 1

nenhuma regularidade adicional nos dados iniciais é necessária neste caso.

O mesmo ocorre para o caso equação de placa (n = 2). Assim, por exemplo,
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a partir do ponto de vista da engenharia, as derivadas espaciais do vetor de

velocidade são muito importantes para controlar a dissipação de modelos de

vibrações, mesmo no caso de derivadas fracionárias espaciais. Derivadas

espaciais fracionárias também podem ser introduzidas para controlar os

efeitos de inércia de rotação fraca na placa como no nosso modelo (1.1)

no caso 0 < δ < 1 e β = 0. Finalmente, observamos que em trabalhos

anteriores autores estudaram damping fracionário apenas no caso θ ∈ [0, 1],

e neste trabalho consideramos também casos com θ > 1.

Citamos vários trabalhos relacionados ao problema (1.1). No caso em

que δ = α = β = 0 e θ ∈ [0, 1] (isto é, o caso da equação de onda

amortecida), o problema de Cauchy correspondente é estudado por Ikehata

e Natsume em [20], e eles não obtiveram estimativas de decaimento precisos

para a energia total do sistema e para a norma L2 da solução baseados

no método de energia no espaço de Fourier ( ver [27]). Uma melhoria

dos resultados de [20] foi dado em Charão-da Luz-Ikehata [6] através da

introdução de um novo método de energia no espaço de Fourier.

No caso de δ = α = β = 0 e θ geral, para começar, é preciso citar

três artigos importantes: um de Matsumura [29] (θ = 0), um de Ponce [36]

(θ = 1) e um de Shibata [39] (θ = 1), em que derivam as estimativas

Lp-Lq de decaimento para as soluções. Recentemente, Ikehata-Todorova-

Yordanov [22] estudaram a sua versão abstrata correspondente ao caso

θ = 1, e encontraram um perfil assintótico para as soluções em um am-

biente bastante geral. Depois de [22], Ikehata [18] re-investigou um perfil

assintótico da solução com base no método introduzido em [19] em um am-

biente de análise de Fourier concreto e derivou taxas de decaimento ótimas

para a norma L2 das soluções, e este procedimento pode ser feito para o

caso θ = 1. Assim, é altamente desejável encontrar perfis assintóticos nos

casos que α 6= 0 e β = 0, isto é, o caso da equação de placas. Neste caso,

muito recentemente Ikehata-Soga [21] encontraram para δ = 0 (equação

de placa sem efeitos de inércia rotacional) os perfis assintóticos e taxas

de decaimento ótimo (para θ = 1) da norma L2 das soluções baseadas no

método de energia no espaço de Fourier, combinado com aquele que foi em-

pregado em [18]. A motivação da pesquisa de [21] vem do artigo anterior

de Takeda-Yoshikawa [41], em que estudaram a equação de placas (β = 0)

com os parâmetros δ = 0 e θ = 0 (ou seja, caso damping fraco).
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Como já comentamos quando δ = 1 o termo (−∆)δutt é conhecido

como o termo de inércia rotacional. Neste caso, pode-se citar o trabalho

bastante recente de Charão-da Luz-Ikehata [7], onde foram encontradas

as taxas de decaimento para a energia total e a norma L2 das soluções

quase ótimas, sendo que essas taxas foram encontradas usando o método

desenvolvido em [6]. O método de [6] foi ainda aplicado para obter taxas

de decaimento precisas de energia para as equações de evolução abstratas

de segunda ordem no tempo em da Luz-Ikehata-Charão [10]. Estes estudos

foram feitos em todo o espaço, enquanto da Luz-Charão [9] lidaram com o

caso de domı́nio exterior para equações de placas amortecidas.

Nosso propósito neste trabalho é mostrar as seguintes propriedades da

equação de placas (1.1): existência e unicidade de solução, taxas de decai-

mento, perfil assintótico e taxas ótimas. Essa propriedades são primeira-

mente mostradas para o problema linear, ou seja, quando β = 0 e usando

as informações do caso linear provamos resultados semelhantes para o pro-

blema semilinear, com β > 0. Esperávamos provar essas propriedades para

todas as potências fracionárias, mas alguns casos continuam em aberto. De

qualquer maneira, os casos considerados são os que atualmente possuem a

maior quantidade de aplicações f́ısicas.

Este trabalho está dividido em 7 caṕıtulos. No Caṕıtulo 2 são apre-

sentados os resultados teóricos necessários para o desenvolvimento do tra-

balho. Também neste caṕıtulo mostramos vários lemas técnicos usados ao

longo do texto.

No Caṕıtulo 3, usando teoria de semigrupos, mostramos que o problema

linear (β = 0) tem uma única solução, mas para isso foi preciso dividir o

problema nos seguintes casos:

1) Caso 0 ≤ θ < δ e 0 ≤ δ ≤ 2;

2) Caso 0 ≤ δ ≤ θ e 0 ≤ θ ≤ 2 + δ

2
.

No Caṕıtulo 4 estudamos o comportamento assintótico do problema

linear (β = 0) e encontramos taxas de decaimento para 0 ≤ δ ≤ 2 e

0 ≤ θ ≤ 2 + δ

2
, usando o método da energia no espaço de Fourier. Com esse

mesmo método é posśıvel encontrar taxas de decaimento para as demais

potências fracionárias maiores.

Usando ideias discutidas nos Caṕıtulos 2 e 3, mostramos no Caṕıtulo
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5 que existe uma única solução para o problema semilinear (β > 0) se con-

siderarmos os dados iniciais suficientemente pequenos. Como no Caṕıtulo

3, aqui também precisamos dividir o estudo em alguns casos, e ainda mais,

para cada caso é preciso primeiro estudar a existência local e depois a

existência global. Para mostrar a existência e unicidade de solução do caso

semilinear usamos técnicas padrões e estimativas tipo Sobolev, trabalhando

no espaço de Fourier. Taxas de decaimento para o problema semilinear são

também estudadas no Caṕıtulo 6. A dificuldade para encontrar taxas para

o problema semilinear é como estimar adequadamente o termo não linear

up no espaço de Fourier.

Com o objetivo de mostrar que as taxas encontradas no Caṕıtulo 4

são taxas ótimas, no Caṕıtulo 7, encontramos perfis assintóticos para a

equação linear usando o método da solução expĺıcita no espaço de Fourier.

No final desse caṕıtulo, usando o perfil assintótico, mostramos que as taxas

de decaimento encontradas no Caṕıtulo 4 são ótimas em certos casos.

Os Caṕıtulos 4 e 7 desta tese foram publicados em 2016 na revista

Journal of Mathematical Analysis and Applications com a colaboração dos

Professores Ryo Ikehata da Universidade de Hiroshima, Japão, e o Pro-

fessor Ruy Coimbra Charão da Universidade Federal de Santa Catarina

(ver [17]). Também citamos aqui um artigo que publicamos em 2014 na

revista Electronic Journal of Differential Equations com a colaboração de

Naoki Nakabayashi da Universidade de Hiroshima, Japão, onde encon-

tramos taxas de decaimento para a energia total do problema de Cau-

chy associado ao equação de ondas elásticas com coeficiente de dissipação

tempo-dependente (ver [16]).
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Caṕıtulo 2

Resultados Básicos

Neste caṕıtulo apresentamos os principais resultados e lemas técnicos

que serão utilizados no decorrer do trabalho. Algumas demonstrações são

omitidas por se tratarem de resultados bastante conhecidos. Sempre que

necessário, citaremos as referências.

2.1 Notação

Neste trabalho vamos seguir a notação padrão da teoria de Equações

Diferenciais Parciais.

1. K indica o corpo R ou C.

2. i :=
√
−1 é a unidade imaginária dos números complexos.

3. x · ξ significa o produto interno usual em Rn e |x| é a norma usual

de x ∈ Rn.

4. ‖ · ‖ representa a norma usual em L2(Rn).

5. |α| = α1 + α2 + · · ·+ αn para α = (α1, · · · , αn) ∈ Nn, n ∈ N.

6. Dαu =
∂|α|u

∂xα1
1 ... ∂xαnn

, α = (α1, · · · , αn) ∈ Nn.

7. Se F (x) = (f1(x), . . . , fn(x)) é um campo vetorial de classe C1,
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definimos o divergente de F (x), denotado por div(F ), como

div(F ) = ∇ · F =

n∑
i=1

∂fi
∂xi

,

onde ∇ é o operador definido como ∇ =

(
∂

∂x1
,
∂

∂x2
, . . . ,

∂

∂xn

)
.

8. O laplaciano de uma função f é definido como

div(∇f) = ∇ · ∇f =

n∑
i=1

∂2f

∂x2i

e é denotado por ∆f .

É bem conhecido que −∆ pode ser realizado como um operador

definido positivo e auto-adjunto em L2(Rn) com domı́nio H2(Rn).

Nas estimativas deste trabalho o śımbolo C pode representar, mesmo

de uma linha para outra, diferentes constantes positivas.

2.2 Espaços Importantes

Nesta seção vamos definir todos os espaços de funções que serão usados

ao longo do trabalho. Além disso, apresentaremos os principais resultados

desses espaços. Os resultados apresentados abaixo podem ser encontrados

nas seguintes referência Adams [1], Kesavan [24] e Brezis [3].

2.2.1 Espaço das Distribuições D′(Rn)

Sejam u uma função real definida em Rn mensurável e (Ki)i∈I a famı́lia

de todos os subconjuntos abertos Ki de Rn tais que u = 0 quase sempre

em Ki. Considera-se o subconjunto aberto K =
⋃
i∈I

Ki. Então

u = 0 quase sempre em K.

Como consequência, define-se o suporte de u, que será denotado por

supp (u), como sendo o subconjunto fechado de Rn

supp (u) = Rn \K.

8



Definição 2.2.1 Representamos por C∞0 (Rn) o conjunto das funções

u : Rn → K,

cujas derivadas parciais de todas as ordens são cont́ınuas e cujo suporte é

um subconjunto compacto de Rn. Os elementos de C∞0 (Rn) são chamados

de funções testes.

Naturalmente, C∞0 (Rn) é um espaço vetorial sobre K com as operações

usuais de soma de funções e de multiplicação por escalar.

A noção de convergência em C∞0 (Rn) é dada pela definição abaixo.

Definição 2.2.2 Sejam {ϕk}k∈N uma sequência em C∞0 (Rn) e ϕ ∈ C∞0 (Rn).

Dizemos que ϕk → ϕ se:

i) ∃ K ⊂ Rn, K compacto, tal que supp (ϕk) ⊂ K, para todo k ∈ N
e supp (ϕ) ⊂ K;

ii) Para cada α ∈ Nn, Dαϕk(x) → Dαϕ(x) uniformemente para x ∈
Rn.

Definição 2.2.3 O espaço vetorial C∞0 (Rn) com a noção de convergência

definida acima é denotado por D(Rn) e é chamado de espaço das funções

testes.

Usando o espaço D(Rn) definido acima vamos definir o Espaço das

Distribuições.

Definição 2.2.4 Uma distribuição sobre Rn é um funcional linear definido

em D(Rn) e cont́ınuo em relação a noção de convergência definida em

D(Rn). O conjunto de todas as distribuições sobre Rn é denotado por

D′(Rn).

Desse modo,

D′(Rn) = {T : D(Rn)→ K; T é linear e cont́ınuo}.

Observamos que D′(Rn) é um espaço vetorial sobre K.

Se T ∈ D′(Rn) e ϕ ∈ D(Rn) denotaremos por 〈T, ϕ〉 o valor de T

aplicado no elemento ϕ.
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Definição 2.2.5 Dizemos que Tk → T em D′(Rn) se 〈Tk, ϕ〉 → 〈T, ϕ〉,
para toda ϕ ∈ D(Rn).

2.2.2 Espaço de Schwartz S ′(Rn)

Uma função u ∈ C∞(Rn) é dita ser rapidamente decrescente no infinito

se para cada P : Rn → K polinômio e cada α ∈ Nn, vale o seguinte

lim
‖x‖→∞

P (x)(Dαu)(x) = 0.

Define-se:

S(Rn) =
{
u : Rn → K ; u ∈ C∞ e u é rapidamente decrescente no infinito

}
.

Observamos que D(Rn) ( S(Rn).

Lema 2.2.1 Seja u ∈ C∞(Rn). Então as seguintes afirmações são equi-

valentes:

i) u ∈ S(Rn)

ii) para todo k ∈ N, existe uma constante C = Ck tal que

(1 + |x|2)k|Dαu(x)| ≤ Ck

para todo x ∈ Rn e α ∈ Nn com |α| ≤ k.

Usando o lema acima conclúımos que S(Rn) é um espaço de Fréchet

sobre K cuja seminorma é dada por

ρm(u) = sup
|α|≤m

sup
x∈Rn

(1 + |x|2)m|Dαu(x)|

para todo m ∈ N e u ∈ S(Rn).

Definição 2.2.6 Seja uϑ uma sequência em S(Rn) e u ∈ S(Rn). Diz-se

que a sequência uϑ converge para u em S(Rn) se

ρm(uϑ − u)→ 0

para cada m ∈ N.
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Definição 2.2.7 Uma distribuição temperada sobre Rn é um funcional

linear definido em S(Rn) e cont́ınuo em relação a noção de convergência

definida em S(Rn). O conjunto de todas as distribuições temperadas sobre

Rn é denotado por S ′(Rn).

Se T ∈ S ′(Rn) e ϕ ∈ S(Rn) denotamos por 〈T, ϕ〉 o valor de T

aplicado no elemento ϕ.

Definição 2.2.8 Dizemos que Tk → T em S ′(Rn) se 〈Tk, ϕ〉 → 〈T, ϕ〉,
para toda ϕ ∈ S(Rn).

2.2.3 Os Espaços Lp(Rn) e L1,κ(Rn)

Neste trabalho as integrais realizadas sobre Rn são no sentido de Le-

besgue, assim como a mensurabilidade das funções envolvidas.

Definição 2.2.9 Seja 1 ≤ p ≤ ∞. Indicamos por Lp(Rn) o conjunto das

funções mensuráveis f : Rn → K tais que ‖f‖Lp(Rn) <∞ onde, as funções

abaixo são as normas desses espaços,

‖f‖Lp =

(∫
Rn
|f(x)|pdx

)1/p

, se 1 ≤ p <∞

e

‖f‖L∞ = sup
x∈Rn

ess |f(x)|

= inf
{
C ∈ R+ ; med

(
x ∈ Rn, |f(x)| > C

)
= 0
}

= inf
{
C > 0 ; |f(x)| ≤ C quase sempre em Rn

}
onde med(A) significa a medida de Lebesgue de conjunto mensurável A.

Na verdade Lp(Rn) deve ser entendido como um conjunto de classes de

funções onde duas funções estão na mesma classe se elas são iguais quase

sempre em Rn.

Os espaços Lp(Rn), 1 ≤ p ≤ ∞, são espaços de Banach, sendo L2(Rn)

um espaço de Hilbert com o produto interno usual da integral, denotado

por (·, ·). Além disso, para 1 < p <∞, Lp(Rn) é reflexivo.
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Teorema 2.2.1 (Interpolação dos espaços Lp(Rn)) Considere p e q tais

que 1 ≤ p < q ≤ ∞. Se f ∈ Lp(Rn) ∩ Lq(Rn) então f ∈ Lr(Rn) para todo

r ∈ [p, q]. Além disso,

‖f‖Lr ≤ ‖f‖αLp ‖f‖1−αLq

com α ∈ [0, 1] tal que
1

r
= α

1

p
+ (1− α)

1

q
.

Teorema 2.2.2 (Desigualdade de Hölder) Considere f ∈ Lp(Rn) e

g ∈ Lq(Rn) com 1 < p < ∞ e
1

p
+

1

q
= 1 ou q = 1 e p = ∞ ou q = ∞ e

p = 1. Então fg ∈ L1(Rn) e

‖fg‖L1 =

∫
Rn
|f(x)g(x)| dx ≤ ‖f‖Lp‖g‖Lq .

Vamos também considerar o espaço de funções com peso para 0 < κ ≤ 1

definido da seguinte forma

L1,κ(Rn) =

{
f ∈ L1(Rn) ;

∫
Rn

(1 + |x|κ)|f(x)|dx <∞
}
,

com a norma

‖f‖L1,κ =

∫
Rn

(1 + |x|κ)|f(x)|dx.

2.2.4 Transformada de Fourier

Como recurso para mostrar propriedades do Problema de Cauchy (1.1)

vamos aplicar a Transformada de Fourier e encontrar um problema de Cau-

chy equivalente no espaço de Fourier associado ao problema (1.1). Assim,

precisamos definir a Transformada de Fourier de uma função.

Definição 2.2.10 Se u ∈ S(Rn) ou u ∈ L1(Rn), então denotamos por Fu
a Transformada de Fourier de u dada por

û(ξ) = Fu(ξ) =
1

(2π)
n
2

∫
Rn

e−ix·ξu(x)dx.

Além disso, denotamos por F−1û a Transformada de Fourier inversa de û
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dada por

F−1û(ξ) =
1

(2π)
n
2

∫
Rn

eix·ξû(ξ)dξ

que está bem definida.

Usando o fato de que S(Rn) é denso em L2(Rn) podemos generalizar

a Transformada de Fourier para toda função u ∈ L2(Rn).

Neste trabalho, para simplificar a notação, muitas vezes escrevemos û

e ût em vez de û(t, ξ) e ût(t, ξ), respectivamente.

Teorema 2.2.3 (Identidade de Plancherel) Para toda função u ∈ L2(Rn)

tem-se que

‖u‖ = ‖Fu‖ = ‖û‖.

O Teorema de Plancherel faz uma relação entre a função û com a função

u em termos da norma L2(Rn).

Os três próximos lemas nos fornecem uma caracterização e uma li-

mitação para a Transformada de Fourier de uma função.

Lema 2.2.2 Considere uma função f ∈ L1(Rn), temos

f̂(ξ) = Af (ξ)− iBf (ξ) + Pf ,

para todo ξ ∈ Rn onde

• Af (ξ) =
1

(2π)n/2

∫
Rn

(cos(x · ξ)− 1)f(x)dx,

• Bf (ξ) =
1

(2π)n/2

∫
Rn

sin(x · ξ)f(x)dx,

• Pf =
1

(2π)n/2

∫
Rn
f(x)dx.

Demonstração: Usando a Fórmula de Euler podemos reescrever a Trans-

formada de Fourier de uma função f na seguinte forma:

f̂(ξ) =
1

(2π)n/2

∫
Rn
e−ix·ξf(x)dx

=
1

(2π)n/2

∫
Rn

cos(x · ξ)f(x)− i sin(x · ξ)f(x)dx

=
1

(2π)n/2

∫
Rn

(cos(x · ξ)− 1)f(x)− i sin(x · ξ)f(x) + f(x)dx.
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Então, se definirmos Af (ξ), Bf (ξ) e Pf como acima, temos que

f̂(ξ) = Af (ξ)− iBf (ξ) + Pf , ∀ξ ∈ Rn.

Lema 2.2.3 Considere uma função f ∈ L1(Rn).

i) Se f ∈ L1(Rn), então para todo ξ ∈ Rn vale que

|Af (ξ)| ≤ L‖f‖L1 e |Bf (ξ)| ≤ N‖f‖L1 .

ii) Se f ∈ L1(Rn) ∩ L1,κ(Rn) com 0 < κ < 1, então para todo ξ ∈ Rn

vale que

|Af (ξ)| ≤ K|ξ|κ‖f‖L1,κ e |Bf (ξ)| ≤M |ξ|κ‖f‖L1,κ .

Com L, N , K e M constantes positivas dependo de n. As funções Af e

Bf estão definidas no Lema 2.2.2 e o espaço L1,κ(Rn) está definido na

Subseção 2.2.3.

Demonstração:

i) A prova deste item segue dos cálculos abaixo

|Af (ξ)| ≤ 1

(2π)n/2

∫
Rn
| cos(x · ξ)− 1||f(x)|dx

≤ 2

(2π)n/2

∫
Rn
|f(x)|dx = L‖f‖L1 ,

e

|Bf (ξ)| ≤ 1

(2π)n/2

∫
Rn
| sin (x · ξ)||f(x)|dx

≤ 1

(2π)n/2

∫
Rn
|f(x)|dx = N‖f‖L1 .

ii) Para provar este item é suficiente checar as desigualdades para ξ 6= 0.
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Temos

|Af (ξ)| ≤ 1

(2π)n/2

∫
Rn
| cos(x · ξ)− 1| |f(x)|dx

≤ 1

(2π)n/2
lim
ε→0

∫
|x|≥ε

| cos(x · ξ)− 1| |f(x)| |ξ|
κ|x|κ

|ξ|κ|x|κ dx

≤ 1

(2π)n/2
lim
ε→0
|ξ|κ

∫
|x|≥ε

(1 + |x|κ) |f(x)| | cos(x · ξ)− 1|
|ξ|κ|x|κ dx

≤ K lim
ε→0
|ξ|κ

∫
|x|≥ε

(1 + |x|κ)|f(x)|dx

≤ K|ξ|κ‖f‖L1,κ ,

com K =
1

(2π)n/2
sup

x 6=0,ξ 6=0

| cos(x · ξ)− 1|
|ξ|κ|x|κ <∞, e similarmente segue

que

|Bf (ξ)| ≤ 1

(2π)n/2

∫
Rn
| sin(x · ξ)| |f(x)|dx

≤ 1

(2π)n/2
lim
ε→0

∫
|x|≥ε

| sin(x · ξ)| |f(x)| |ξ|
κ|x|κ

|ξ|κ|x|κ dx

≤ 1

(2π)n/2
lim
ε→0
|ξ|κ

∫
|x|≥ε

(1 + |x|κ)|f(x)| | sin(x · ξ)|
|ξ|κ|x|κ dx

≤M lim
ε→0
|ξ|κ

∫
|x|≥ε

(1 + |x|κ)|f(x)|dx

≤M |ξ|κ‖f‖L1,κ ,

com M =
1

(2π)n/2
sup

x 6=0,ξ 6=0

| sin(x · ξ)|
|ξ|κ|x|κ <∞.

Lema 2.2.4 Sejam κ ∈ (0, 1] e f ∈ L1,κ(Rn). Então existem constantes

Cκ e Cn tal que

|f̂(ξ)| ≤ Cκ|ξ|κ‖f‖L1,κ + Cn

∣∣∣∣∫
Rn
f(x) dξ

∣∣∣∣ .
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Demonstração: Pela definição de Transformada de Fourier (ver Subseção

2.2.4) temos que

f̂(ξ) = Af (ξ)− iBf (ξ) + Pf

=
1

(2π)n/2

∫
Rn

(cos(x · ξ)− 1)f(x) dξ

− i 1

(2π)n/2

∫
Rn

sin(x · ξ)f(x) dξ +
1

(2π)n/2

∫
Rn
f(x) dξ.

Usando o item (ii) do Lema 2.2.3 temos que

|f̂(ξ)| ≤ 1

(2π)n/2

∫
Rn
| cos(x · ξ)− 1||f(x)| dξ

+
1

(2π)n/2

∫
Rn
| sin(x · ξ)||f(x)| dξ +

1

(2π)n/2

∣∣∣∣∫
Rn
f(x) dξ

∣∣∣∣
≤ (K +M)|ξ|κ‖f‖L1,κ + Cn

∣∣∣∣∫
Rn
f(x) dξ

∣∣∣∣ .
O lema segue com as constantes Cκ = K +M e Cn dependo de n.

2.2.5 Os Espaços Wm,p(Rn), Hm(Rn) e Ẇm,p(Rn)

Estes espaços são conhecidos como espaços de Sobolev e os principais

resultados desta seção podem ser encontrados em Adams [1], Brezis [3],

Kesavan [24] e Medeiros-Rivera [32], [31].

Definição 2.2.11 Sejam m ∈ N e 1 ≤ p ≤ ∞. Indicaremos por Wm,p(Rn)

o conjunto de todas as funções u de Lp(Rn) tais que para |α| ≤ m, Dαu

pertence a Lp(Rn), sendo Dαu a derivada distribucional de u. Wm,p(Rn)

é chamado de Espaço de Sobolev de ordem m relativo ao espaço Lp(Rn).

Resumidamente,

Wm,p(Rn) =
{
u ∈ Lp(Rn) tal que Dαu ∈ Lp(Rn) para todo |α| ≤ m

}
.

Para cada u ∈Wm,p(Rn) tem-se que

‖u‖Wm,p =

 ∑
|α|≤m

‖Dαu‖pLp

1/p

, 1 ≤ p <∞
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e

‖u‖Wm,∞ =
∑
|α|≤m

‖Dαu‖L∞ , p =∞,

define uma norma em Wm,p(Rn).

Observamos as seguintes propriedades dos espaços Wm,p(Rn):

1. (Wm,p(Rn), ‖ · ‖Wm,p) é um espaço de Banach reflexivo e separável

se p <∞.

2. O espaço de Sobolev Wm,2(Rn) torna-se um espaço de Hilbert com

produto interno dado por

(u, v)Wm,2 =
∑
|α|≤m

(Dαu,Dαv), u, v ∈Wm,2(Rn),

e é denotado por Hm(Rn).

3. D(Rn) e S(Rn) são densos em Wm,p(Rn) para todo 0 ≤ m ≤ ∞ e

1 ≤ p ≤ ∞.

Vamos também considerar o espaço de funções onde apenas levamos em

conta a derivada de maior ordem, ou seja, os espaços Ẇm,p(Rn) definidos

da seguinte forma

Ẇm,p(Rn) =
{
u ∈ S ′(Rn) ; ∃f ∈ Lp(Rn) com u = (−∆)−m/2f

}
,

para todo m ∈ Z e p ≥ 1. Podemos representar esse espaço como

Ẇm,p(Rn) = (−∆)−m/2Lp(Rn).

A norma nesse espaço é definida por

‖u‖Ẇm,p =

(∫
Rn
|(−∆)m/2u(x)|pdx

) 1
p

.

2.2.6 Espaços Hs(Rn), com s ∈ R

Neste trabalho vamos usar frequentemente a definição de espaçoHs(Rn)

para s ∈ R. Então definimos os espaços Hs(Rn) da seguinte forma:
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Definição 2.2.12 Para s ∈ R define-se o espaço

Hs(Rn) =
{
u ∈ S ′(Rn) ; (1 + |ξ|2)s/2û ∈ L2(Rn)

}
,

para todo ξ ∈ Rn. Define-se também sobre Hs(Rn), a norma

‖u‖Hs = ‖(1 + |ξ|2)s/2û‖.

Para conseguir nossos resultados precisamos ajustar o produto interno

e a norma em Hs(Rn), de tal forma que o novo produto interno e a nova

norma sejam equivalentes ao produto interno e a norma usual de Hs(Rn) e

seja mais adequado para o nosso problema. Os próximos lemas vão garantir

essa equivalência.

Lema 2.2.5 Para todo ξ ∈ Rn e s ≥ 0 temos que

i)
1

2
(1 + |ξ|2s) ≤ (1 + |ξ|2)s ≤ 2s(1 + |ξ|2s);

ii) 2−s(1 + |ξ|2s)−1 ≤ (1 + |ξ|2)−s ≤ 2(1 + |ξ|2s)−1.

Demonstração: i) Primeiro vamos considerar o caso |ξ| ≤ 1 assim

1

2
(1 + |ξ|2s) ≤ 1 ≤ (1 + |ξ|2)s ≤ 2s ≤ 2s(1 + |ξ|2s).

No caso |ξ| ≥ 1 segue que

1

2
(1 + |ξ|2s) ≤ |ξ|2s ≤ (1 + |ξ|2)s ≤ 2s|ξ|2s ≤ 2s(1 + |ξ|2s).

ii) Similar ao item a) temos para |ξ| ≤ 1 que

2−s(1 + |ξ|2s)−1 ≤ 2−s ≤ (1 + |ξ|2)−s ≤ 1 ≤ 2(1 + |ξ|2s)−1,

pois (1 + |ξ|2)s ≤ 2s e 1 + |ξ|2s ≤ 2.

E para o caso |ξ| ≥ 1 segue que

2−s(1 + |ξ|2s)−1 ≤ (1 + |ξ|2)−s ≤ 2(1 + |ξ|2s)−1,

pois temos as seguintes desigualdades (1 + |ξ|2)s ≤ 2s|ξ|2s ≤ 2s(1 + |ξ|2s)
e (1 + |ξ|2s) ≤ 2|ξ|2s ≤ 2(1 + |ξ|2)s.
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Conclúımos então que a norma usual em Hs(Rn) é equivalente a

‖u‖2Hs =

∫
Rn

(1 + |ξ|2s) |û|2 dξ.

Assim neste trabalho vamos usar como norma de Hs(Rn) quando s > 0 a

norma dada por

‖u‖2Hs =

∫
Rn

(1 + |ξ|2s) |û|2 dξ

e o seguinte produto interno

(u, v)Hs =

∫
Rn

(1 + |ξ|2s) û ¯̂v dξ.

No caso H−s(Rn) com s > 0 vamos usar a seguinte norma

‖u‖2H−s =

∫
Rn

(1 + |ξ|2s)−1 |û|2 dξ

e o seguinte produto interno

(u, v)H−s =

∫
Rn

(1 + |ξ|2s)−1 û¯̂v dξ.

Lema 2.2.6 No caso s = 2 o produto interno em H2(Rn) definido acima

é equivalente ao seguinte produto interno

(u, v)H2 =

∫
Rn

(1 + |ξ|2 + α|ξ|4) û ¯̂v dξ,

onde α é o mesmo da equação (1.1).

Demonstração: Precisamos mostrar que existem constantes positivas C1

e C2 tais que

C1(1 + |ξ|4) ≤ 1 + |ξ|2 + α|ξ|4 ≤ C2(1 + |ξ|4).

Note que, a desigualdade por baixo segue ao considerarmos C1 =

min{1, α}, pois

1 + |ξ|2 + α|ξ|4 ≥ 1 + α|ξ|4 ≥ min{1, α}(1 + |ξ|4).

19



Falta ainda mostrar a desigualdade por cima, vamos considerar pri-

meiro |ξ| ≤ 1 assim |ξ|4 ≤ |ξ|2 ≤ 1 e portanto

1 + |ξ|2 + α|ξ|4 ≤ 2 + α|ξ|4 ≤ max{α, 2}(1 + |ξ|4).

Já se |ξ| ≥ 1 temos 1 ≤ |ξ|2 ≤ |ξ|4, logo

1 + |ξ|2 + α|ξ|4 ≤ 1 + (α+ 1)|ξ|4 ≤ max{α+ 1, 1}(1 + |ξ|4).

Se considerarmos C2 = max{2, α+ 1} temos para todo ξ

1 + |ξ|2 + α|ξ|4 ≤ max{α+ 1, 2}(1 + |ξ|4).

Conclúımos então que

min{1, α}(1 + |ξ|4) ≤ (1 + |ξ|2 + α|ξ|4) ≤ max{2, α+ 1}(1 + |ξ|4),

e portanto o lema está provado.

Usando o produto interno e a norma definidos acima mostraremos al-

gumas propriedades envolvendo os espaços Hs(Rn). Essas propriedades

são de fundamental importância para mostrar existência e unicidade de

solução tanto para o caso linear quanto o semilinear.

Lema 2.2.7 Seja u ∈ Hs(Rn). Se s >
n

2
então

|u(x)| ≤ C‖u‖Hs ,

para todo x ∈ Rn e alguma constante C > 0.

Demonstração: Sabendo que u(x) =
1

(2π)
n
2

∫
Rn
eix·ξû(ξ)dξ vamos esti-

mar o valor absoluto de u

|u(x)| ≤ C
∣∣∣∣∫

Rn
eix·ξû(ξ)dξ

∣∣∣∣ ≤ C ∫
Rn
|û(ξ)|dξ

= C

∫
Rn

(1 + |ξ|2)
s
2 (1 + |ξ|2)−

s
2 |û(ξ)|dξ.
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Usando desigualdade de Hölder (ver Teorema 2.2.2) temos que

|u(x)| ≤ C
(∫

Rn
(1 + |ξ|2)s|û(ξ)|2dξ

) 1
2

·
(∫

Rn
(1 + |ξ|2)−sdξ

) 1
2

≤ C
(∫

Rn
(1 + |ξ|2s)|û(ξ)|2dξ

) 1
2

·
(∫

Rn
(1 + |ξ|2)−sdξ

) 1
2

Temos que

∫
Rn

(1 + |ξ|2)−sdξ é finita se s >
n

2
. Logo, resulta que

|u(x)| ≤ C‖u‖Hs ,

para todo x ∈ Rn.

Quando s >
n

2
conclúımos do Lema 2.2.7 que Hs(Rn) está imerso

continuamente em L∞(Rn), pois a constante C não depende de u.

Um outro resultado muito importante para mostrarmos a existência e

unicidade de solução e encontrarmos taxas de decaimento para o problema

semilinear é o fato de Hs(Rn) ser uma álgebra para s >
n

2
, esse resultado

pode ser visto em Kato-Ponce [23] e Wang-Chen [43].

Lema 2.2.8 Seja s >
n

2
. Então existe uma constante C > 0 tal que

‖uw‖Hs ≤ C ‖u‖Hs‖w‖Hs ,

para quaisquer u,w ∈ Hs(Rn), ou seja, nesse sentido Hs(Rn) é uma

álgebra.

Usando o fato de Hs(Rn) ser uma álgebra, vamos mostrar os dois

próximos lemas.

Lema 2.2.9 Sejam s >
n

2
e p ≥ 1 inteiro. Então existe uma constante

C > 0 tal que

‖up‖Hs ≤ C‖u‖pHs ,

para todo u ∈ Hs(Rn).

Demonstração: Se p = 1 o lema é trivial.
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Notamos que, para p > 1 inteiro temos que

up = u · u · . . . · u︸ ︷︷ ︸
p vezes

.

O Lema 2.2.8 diz que se u ∈ Hs então up ∈ Hs e aplicando-o p vezes

temos que

‖up‖Hs = ‖up−1u‖Hs

≤ C‖up−1‖Hs‖u‖Hs

≤ . . .

≤ C‖u‖pHs .

Lema 2.2.10 Sejam s >
n

2
e p > 1 inteiro. Se u ∈ Hs(Rn) então existe

uma constante C > 0 tal que

‖up‖L1 ≤ C‖u‖pHs .

Demonstração: Pela definição de norma L1 temos que

‖up‖L1 =

∫
Rn
|up|dx =

∫
Rn
|up−1u|dx =

∫
Rn
|up−1| |u|dx.

Usando a desigualdade de Hölder (Teorema 2.2.2) com p = q = 2 temos

‖up‖L1 ≤ ‖up−1‖‖u‖ ≤ C‖up−1‖Hs‖u‖Hs .

Como p é inteiro maior que 1 e Hs(Rn) é uma álgebra se s >
n

2
, temos

‖up‖L1 ≤ C‖u‖p−1
Hs ‖u‖Hs = C‖u‖pHs .

Lema 2.2.11 Sejam s >
n

2
e p > 1 inteiro. Se u,w ∈ Hs(Rn) então

‖up − wp‖Hs ≤ C
(
‖u‖p−1

Hs + ‖w‖p−1
Hs

)
‖u− w‖Hs ,
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para alguma constante C > 0 fixa.

Demonstração: Definimos h(λ) = λp. Então h′(λ) = p λp−1.

Pelo Teorema do Valor Médio temos

up − wp = p λp−1(u− w)

com λ = (1− ε)u+ εw, para algum 0 < ε < 1.

Logo, usando o Lema 2.2.7 e o fato que p é inteiro, temos

‖up − wp‖Hs = p‖λp−1(u− w)‖Hs

≤ C‖λp−1‖Hs ‖u− w‖Hs

≤ C‖λ‖p−1
Hs ‖u− w‖Hs

≤ C‖(1− ε)u+ εw‖p−1
Hs ‖u− w‖Hs

≤ C
(
‖u‖p−1

Hs + ‖w‖p−1
Hs

)
‖u− w‖Hs .

com C uma constante positiva.

2.3 Problema Linear Abstrato: Existência

de Solução

Nesta seção vamos fazer um pequeno resumo com os principais resul-

tados necessários para mostrar a existência e unicidade do Problema de

Cauchy (1.1) linear, ou seja, quando β = 0.

2.3.1 Teorema de Lax-Milgram

Definição 2.3.1 Seja H um espaço de Hilbert real, com a norma ‖ · ‖H .

Uma aplicação

B : H ×H → R

é chamada de forma bilinear se B(·, y) é linear para cada y ∈ H e B(x, ·)
é linear para cada x ∈ H.

B é chamada de limitada (cont́ınua) se existe uma constante C tal que

|B(x, y)| ≤ C ‖x‖H ‖y‖H , para todo x, y ∈ H.
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B é chamada coerciva se existe uma constante δ > 0 tal que

B(x, x) ≥ δ‖x‖2H , para todo x ∈ H.

Teorema 2.3.1 (Teorema de Lax-Milgram) Seja B uma forma bili-

near, limitada e coerciva sobre um espaço de Hilbert H. Então para cada

funcional linear cont́ınuo F em H, existe um único u ∈ H tal que

B(x, u) = F (x), para todo x ∈ H.

As definições e a demonstração do Teorema de Lax-Milgram podem ser

encontradas em Brezis [3].

2.3.2 Semigrupos de Operadores Lineares

Para a teoria de semigrupos de operadores lineares citamos como re-

ferências Gomes [15], Brezis [3] e Pazy [34].

Definição 2.3.2 Sejam X um espaço de Banach, com a norma ‖ · ‖X , e

L(X) a álgebra dos operadores lineares limitados de X. Diz-se que uma

aplicação

S : R+ → L(X)

é um semigrupo de operadores lineares limitados em X se:

i) S(0) = I, onde I é o operador identidade de L(X);

ii) S(t+ s) = S(t)S(s), para todo t, s ∈ R+.

Diz-se que o semigrupo S é de classe C0 se

iii) lim
t→0+

‖(S(t)− I)x‖X = 0, para todo x ∈ X.

Teorema 2.3.2 Todo semigrupo de classe C0 é fortemente cont́ınuo em

R+, isto é, se t ∈ R+ então

lim
s→t

S(s)x = S(t)x, para todo x ∈ X.

Definição 2.3.3 Se ‖S(t)‖L(X) ≤ 1, para todo t > 0, S é dito semigrupo

de contrações de classe C0.
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Definição 2.3.4 O operador B : D(B)→ X definido por

D(B) =

{
x ∈ X ; lim

h→0+

S(h)− I
h

x existe

}
e

Bx = lim
h→0+

S(h)− I
h

x, para todo x ∈ D(B)

é dito gerador infinitesimal do semigrupo S.

Teorema 2.3.3 O gerador infinitesimal de um semigrupo de classe C0 é

um operador linear e fechado e seu domı́nio é um subespaço vetorial denso

de X.

Teorema 2.3.4 Sejam S um semigrupo de classe C0 e B o gerador infi-

nitesimal de S. Se x ∈ D(B), então S(t)x ∈ D(B), para todo t > 0, a

aplicação t 7−→ S(t)x é diferenciável e

d

dt
S(t)x = BS(t)x = S(t)Bx, para todo t > 0.

Definição 2.3.5 Sejam S um semigrupo de classe C0 e B seu gerador

infinitesimal. Ponhamos B0 = I, B1 = B e, supondo que Bk−1 esteja

definido, vamos definir Bk cujo domı́nio é

D(Bk) =
{
x ∈ X ; x ∈ D(Bk−1) e Bk−1x ∈ D(B)

}
e definido por

Bkx = B(Bk−1x),

para todo x ∈ D(Bk).

Teorema 2.3.5 Sejam S um semigrupo de classe C0 e B seu gerador

infinitesimal. Então:

i) D(Bk) é um subespaço de X e Bk é um operador linear de X;

ii) Se x ∈ D(Bk) então S(t)x ∈ D(Bk), t > 0, a aplicação t 7−→ S(t)x

é k-vezes diferenciável e

dk

dtk
S(t)x = BkS(t)x = S(t)Bkx, para todo t > 0;
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iii)
⋂
k≥1

D(Bk) é denso em X.

Lema 2.3.1 Seja B um operador linear fechado de X. Para cada x ∈
D(Bk), definimos

|x|k =

k∑
j=0

‖Bjx‖X . (2.1)

O funcional | · |k é uma norma em D(Bk) munido da qual D(Bk) é um

espaço de Banach.

Definição 2.3.6 A norma (2.1) é dita norma do gráfico. O espaço de

Banach que se obtém munindo D(Bk) da norma (2.1) será representado

por [D(Bk)].

2.3.3 Teorema Lumer-Phillips

Definição 2.3.7 Seja B um operador linear de X. O conjunto dos λ ∈ C
para os quais o operador linear λI−B é inverśıvel e seu inverso é limitado

e tem domı́nio denso em X é dito conjunto resolvente de B e é representado

por ρ(B).

O operador linear (λI − B)−1, representado por R(λ,B), é dito resol-

vente de B.

Seja X um espaço de Banach, X∗ o dual de X e 〈 · , · 〉 a dualidade

entre X e X∗. Para cada x ∈ X, definimos

J(x) =
{
x∗ ∈ X∗ ; 〈x, x∗〉 = ‖x‖2X = ‖x∗‖2X∗

}
.

Pelo Teorema de Hahn-Banach, J(x) 6= ∅ para todo x ∈ X. Uma

aplicação dualidade é uma aplicação j : X −→ X∗ tal que j(x) ∈ J(x),

para todo x ∈ X.

Imediatamente se vê que ‖j(x)‖X∗ = ‖x‖X .

Definição 2.3.8 Seja X um espaço de Banach. Diz-se que o operador li-

near B : D(B) ⊂ X → X é dissipativo se, para alguma aplicação dualidade,

j,

Re〈Bx, j(x)〉 ≤ 0, para todo x ∈ D(A).
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Em espaços de Hilbert, a definição de operador dissipativo é:

Definição 2.3.9 Seja H um espaço de Hilbert. Diz-se que o operador

linear B : D(B) ⊂ H → H é dissipativo se,

Re〈Bx, x〉 ≤ 0, para todo x ∈ D(B).

Teorema 2.3.6 (Lumer-Phillips) Se B é o gerador infinitesimal de um

semigrupo de contrações de classe C0 em um espaço de Banach X então:

i) B é dissipativo;

ii) Im(λI−B) = X, λ > 0 (Im(λI−B) = imagem de λI−B).

Reciprocamente, se

i) D(B) é denso em X;

ii) B é dissipativo;

iii) Im(λ0I −B) = X para algum λ0 > 0,

então B é o gerador infinitesimal de um semigrupo de contrações de

classe C0.

Teorema 2.3.7 (Teorema de Perturbação de Geradores) Se B é o

gerador infinitesimal de um semigrupo de classe C0 em um espaço de Ba-

nach X e J é o operador linear e limitado então B + J é gerador infinite-

simal de um semigrupo de classe C0 em X.

2.3.4 Problema de Cauchy Abstrato

Sejam X um espaço de Banach e B um operador linear de X. Considere

o problema de Cauchy abstrato
dU

dt
= BU(t)

U(0) = U0

(2.2)

onde U0 ∈ X e t > 0.

Definição 2.3.10 Uma função u : R+ → X, cont́ınua para t > 0, con-

tinuamente diferenciável para todo t > 0, tal que u(t) ∈ D(B) para todo

t > 0 e que satisfaz (2.2) é dita solução forte do problema (2.2).
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Teorema 2.3.8 Se B é o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe

C0 então, para cada U0 ∈ D(B) o problema (2.2) tem uma única solução

forte

U(t) = S(t)U0 ∈ C(R+, D(B)),

onde S é o semigrupo gerado por B.

Se U0 ∈ X então dizemos que U(t) = S(t)U0 ∈ C(R+, X) é uma

solução fraca para o problema (2.2).

2.4 Problema Semilinear Abstrato:

Existência de solução

Sejam X um espaço de Banach e B um operador linear de X. Considere

o problema de Cauchy abstrato
dU

dt
= BU(t) + F (U(t))

U(0) = U0

(2.3)

onde U0 ∈ X, t > 0 e F é uma função não linear.

Definição 2.4.1 Uma função F : D(B)→ D(B) é Lipschitz cont́ınua em

conjuntos limitados de D(B) ⊂ X se dado uma constante M > 0 existe

uma constante LM > 0 tal que

‖F (U)− F (W )‖X + ‖B
(
F (U)− F (W )

)
‖X

≤ CLM
(
‖U −W‖X + ‖B(U −W )‖X

)
para todo U e W em D(B) tal que tem-se ‖U‖X +‖BU‖X ≤M e ‖W‖X +

‖BW‖X ≤M .

No Caṕıtulo 5 vamos mostrar que o problema semilinear tem uma única

solução, para isso vamos usar o seguinte teorema, que pode ser encontrado

em Pazy [34].

Teorema 2.4.1 Seja F : D(B) → D(B) uma função Lipschitz cont́ınua

em conjuntos limitados de D(B) ⊂ X. Para todo U0 ∈ D(B), existe
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uma única solução forte U do problema de Cauchy (2.3) definido em um

intervalo maximal [0, Tm) tal que vale uma das seguintes condições

i) Tm =∞,

ii) Tm <∞ e lim
t→Tm

‖U‖X + ‖BU‖X =∞.

A solução U do Problema de Cauchy (2.3) pertence a seguinte classe

U ∈ C1([0, Tm), X
)
∩ C

(
[0, Tm), D(B)

)
.

2.5 Lemas Técnicos

Nesta seção vamos demonstrar lemas que usaremos nas provas de existência

e unicidade de solução bem como os lemas usados para encontrar taxas de

decaimento e provar que as taxas são ótimas.

O lema abaixo é usado na alta frequência (|ξ| ≥ 1) no caso 0 ≤ θ < δ.

Usando este lema conseguimos a regularidade necessária nos dados iniciais.

Lema 2.5.1 Sejam c, r números reais positivos e a ∈ R. Então existe

uma constante C > 0 tal que

tre−c|ξ|
at ≤ C|ξ|−ar

para todo t > 0 e ξ ∈ Rn, ξ 6= 0.

Demonstração: De fato, considere s = c|ξ|at isso implica que

tr = c−rsr|ξ|−ar.

Portanto existe C > 0 tal que

tre−c|ξ|
at = c−rsr|ξ|−are−s ≤ C|ξ|−ar,

pois a função sre−s é limitada no intervalo 0 ≤ s <∞ para um r > 0 fixo.

A constante C depende de r e c, isto é C = C(r, c).

O lema abaixo é usado para encontrar taxas de decaimento tanto na

baixa frequência quanto na alta frequência.
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Lema 2.5.2 Sejam k > −n, ϑ > 0 e C > 0. Então existe uma constante

K > 0 dependendo de n tal que∫
Rn
e−C|ξ|

ϑt|ξ|kdξ ≤ Kt−
n+k
ϑ ,

para todo t > 0.

Demonstração: Observamos que

I(t) :=

∫
Rn
e−C|ξ|

ϑt|ξ|kdξ =

∫ ∞
0

∫
|ξ|=r

e−Cr
ϑtrkdSξdr

=

∫ ∞
0

e−Cr
ϑtrk

(
wnr

n−1) dr = wn

∫ ∞
0

e−Cr
ϑtrk+n−1dr,

com a constante wn definida por wn = mes
(
x ∈ Rn : |x| = 1

)
Rn−1 .

Usando a seguinte mudança de variável s = rt
1
ϑ , temos

I(t) = wn

∫ ∞
0

e−Cs
ϑ

sk+n−1t−
n+k−1
ϑ t−

1
ϑ ds

= wnt
− k+n

ϑ

∫ ∞
0

e−Cs
ϑ

sk+n−1ds.

Notamos que para todo k + n > 0 temos que∫ ∞
0

e−Cs
ϑ

sk+n−1ds <∞.

Portanto temos que

I(t) ≤ Kt−
k+n
ϑ ,

com K > 0 uma constante dependendo de n, k e ϑ.

O lema acima é muito importante para encontrar taxas de decaimento

na baixa frequência do problema linear (β = 0), mas quando estamos no

caso 0 ≤ θ ≤ 1

2
esse lema não gera a taxa ótima. Trabalhos anteriores,

como o de Charão-da Luz-Ikehata [10], encontram taxas de decaimento

melhores na baixa frequência. Para encontrar essa taxa melhor vamos usar

o Lema de Haraux-Komornik.

Lema 2.5.3 (Haraux-Komornik) Seja E : [0,∞)→ [0,∞) uma função
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não-crescente e assuma que existem duas constantes r > 0 e T0 > 0 tal que∫ ∞
S

[E(t)]1+rdt ≤ T0[E(0)]rE(S),

para todo S ≥ 0. Então, para todo t ≥ T0, vale que

E(t) ≤ E(0)T
1
r
0

(
1 +

1

r

) 1
r

t−
1
r .

Para encontrarmos taxas de decaimento do problema semilinear (β > 0)

na baixa frequência (|ξ| ≤ 1) vamos precisar do seguinte lema:

Lema 2.5.4 Sejam k > −n, ϑ > 0 e C > 0. Então existe uma constante

K > 0 dependendo de n tal que∫
|ξ|≤1

e−C|ξ|
ϑt|ξ|kdξ ≤ K(1 + t)−

n+k
ϑ ,

para todo t > 0.

Demonstração: Definimos

I(t) =

∫
Rn
e−C|ξ|

ϑt|ξ|kdξ.

Vamos primeiro mostrar que a desigualdade do lema vale para t ∈ (0, 1].

Como I é uma função cont́ınua para t ∈ [0, 1], existe uma constante positiva

C1 > 0 tal que

I(t) ≤ C1 para todo t ∈ (0, 1].

Seja C2 uma constante positiva tal que C1(1+ t)
n+k
ϑ ≤ C12

k+n
ϑ ≤ C2, logo

I(t) ≤ C1 ≤ C2(1 + t)−
n+k
ϑ

para todo t ∈ (0, 1].

Vamos agora mostrar que o lema vale para t ∈ [1,∞). Pelo lema

anterior temos, para t ≥ 1

I(t) ≤ Ct−
k+n
ϑ .
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Basta mostrar que Ct−
k+n
ϑ ≤ K(1 + t)−

k+n
ϑ . Observamos que

I(t) ≤ Ct−
k+n
ϑ ≤ C 2

n+k
ϑ (2t)−

k+n
ϑ ≤ C 2

n+k
ϑ (1 + t)−

k+n
ϑ ,

pois 1 + t ≤ 2t para todo t ∈ [1,∞), portanto o lema está demonstrado.

Nosso próximo lema é uma estimativa por baixo (cota inferior) para

um termo dado por uma integral que aparece na expansão assintótica.

Esta estimativa é de fundamental importância para mostrar que a taxa

encontrada é ótima, como veremos no Caṕıtulo 7.

Lema 2.5.5 Sejam n ≥ 3 e θ >
1

2
. Então existe t0 > 0 tal que para todo

t ≥ t0 vale que ∫
Rn
e
−|ξ|2θt
1+|ξ|2δ

| sin(|ξ|t)|2

|ξ|2 dξ ≥ Ct−
n−2
2θ ,

com C uma constante positiva dependendo somente de n e θ.

Demonstração: Observamos que

I(t) : =

∫
Rn
e
− |ξ|2θ

1+|ξ|2δ
t
∣∣∣∣ sin(|ξ|t)
|ξ|

∣∣∣∣2 dξ
=

∫ ∞
0

∫
|ξ|=r

e
− r2θt

1+r2δ

∣∣∣∣ sin(tr)

r

∣∣∣∣2 dSξdr
=

∫ ∞
0

e
− r2θt

1+r2

∣∣∣∣ sin(tr)

r

∣∣∣∣2
(∫
|ξ|=r

dSξ

)
dr,

com wn =

∫
|w|=1

dw.

I(t) =

∫ ∞
0

e
− r2θt

1+r2δ

∣∣∣∣ sin(tr)

r

∣∣∣∣2 (wnrn−1) dr
= wn

∫ ∞
0

e
− r2θt

1+r2δ rn−3| sin(tr)|2dr.

Como 1 ≤ 1 + r2δ para todo r ∈ R temos −r2θt ≤ − r2θt

1 + r2δ
. Então

segue que

I(t) ≥ wn
∫ ∞
0

e−r
2θtrn−3| sin(tr)|2dr.
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Considerando a seguinte mudança de variável s = rt
1
2θ obtemos

I(t) ≥ wn
∫ ∞
0

e−s
2θ(

st−
1
2θ
)n−3

sin2 (t1− 1
2θ s
)
t−

1
2θ ds

= wnt
−n−2

2θ

∫ ∞
0

e−s
2θ

sn−3 sin2 (t1− 1
2θ s
)
ds,

para θ >
1

2
.

Usando a identidade cos(2tr) = 1− 2 sin2(tr) segue que

I(t) ≥ 1

2
wnt

−n−2
2θ

∫ ∞
0

e−s
2θ

sn−3
(

1− cos
(
2t1−

1
2θ s
))
ds

=
1

2
wnt

−n−2
2θ (A0 − Fn(t)),

com A0 =

∫ ∞
0

e−s
2θ

sn−3ds e Fn(t) =

∫ ∞
0

e−s
2θ

sn−3 cos
(
2t1−

1
2θ s
)
ds.

Como f(s) = e−s
2θ

sn−3 ∈ L1(R) para n ≥ 3, aplicando o Lema de

Riemann-Lebesgue temos

Fn(t)→ 0

quando t → ∞, portanto existe t0 > 0 tal que Fn(t) ≤ A0

2
para todo

t ≥ t0. Assim o lema está provado para C =
wnA0

4
.

No Caṕıtulo 6 encontramos taxas de decaimento para a norma da ener-

gia e norma L2 da solução. Para isso precisamos do lema de cálculo de-

monstrado abaixo.

Lema 2.5.6 Sejam a > 1 e p > 1 inteiro. Então

(1 + t)a
∫ t

0

(1 + τ)−pa(1 + t− τ)−adτ ≤ C = C(a, p)

para todo t > 0 onde C(a, p) é uma constante positiva.

Demonstração: Para calcular essa integral vamos separá-la em duas,

sendo uma sobre o intervalo
[
0, t

2

]
e a outra sobre

[
t
2
, t
]
.

Primeiro observamos que se 0 ≤ τ ≤ t

2
temos

1 + t = 1 + 2t− t ≤ 2 + 2t− 2τ ≤ 2(1 + t− τ)
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e isso implica que

(1 + t− τ)−a ≤ 2a(1 + t)−a

pois a > 1.

Então temos

(1 + t)a
∫ t

2

0

(1 + τ)−pa(1 + t− τ)−adτ ≤ 2a
∫ t

2

0

(1 + τ)−padτ

= 2a
(1 + τ)1−pa

1− ap

∣∣∣∣∣
t
2

0

= −2a
(
1 + t

2

)1−ap
ap− 1

+ 2a
1

ap− 1
≤ 2a

ap− 1

pois ap > 1.

Agora vamos estimar a integral para
t

2
≤ τ ≤ t. Nesse intervalo temos

1 + t ≤ 2(1 + τ)

Logo

(1 + τ)−ap ≤ 2ap(1 + t)−ap,

e obtemos

(1 + t)a
∫ t

t
2

(1 + τ)−pa(1 + t− τ)−adτ ≤ 2ap(1 + t)a−ap
∫ t

t
2

(1 + t− τ)−adτ

= −2ap(1 + t)a−ap
(1 + t− τ)1−a

1− a

∣∣∣∣∣
t

t
2

= −2ap(1 + t)a−ap
1

1− a + 2ap(1 + t)a−ap
(
1 + t

2

)1−a
1− a

≤ 2ap(1 + t)a−ap
1

a− 1
≤ 2ap

a− 1
,

já que ap > a, onde
2ap

a− 1
é uma constante positiva, pois a > 1.

Finalmente, definindo C(a, p) = max

{
2ap

a− 1
,

2a

ap− 1

}
, conclúımos que

(1 + t)a
∫ t

0

(1 + τ)−pa(1 + t− τ)−adτ ≤ C(a, p)

para todo t ≥ 0 e portanto o lema está provado.
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Caṕıtulo 3

Existência e Unicidade

de Solução: Problema

Linear

Neste caṕıtulo mostramos, através de Teoria de Semigrupos, a existência

e unicidade de soluções para o seguinte problema de Cauchy associado a

uma equação de placas com inércia rotacional estrutural e dissipação fra-

cionária em Rn com n ≥ 1:
utt + (−∆)δutt + α∆2u−∆u+ (−∆)θut = 0

u(0, x) = u0(x)

ut(0, x) = u1(x)

(3.1)

com u = u(t, x), (t, x) ∈ (0,∞)× Rn, α > 0 uma constante. As potências

δ e θ do Laplaciano são tais que 0 ≤ δ ≤ 2 e 0 ≤ θ ≤ 2 + δ

2
.

Fazendo formalmente o produto interno usual em L2(Rn) da equação

diferencial em (3.1) com ut temos

1

2

d

dt

(
‖ut‖2 + ‖(−∆)δ/2ut‖2 + α‖∆u‖2 + ‖ 5 u‖2

)
+ ‖(−∆)θ/2ut‖2 = 0,
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para todo t > 0.

Definindo a energia total do sistema (3.1) por

E(t) =
1

2

(
‖ut‖2 + ‖(−∆)δ/2ut‖2 + α‖∆u‖2 + ‖ 5 u‖2

)
, (3.2)

temos

1

2

d

dt
E(t) + ‖(−∆)θ/2ut‖2 = 0, (3.3)

para todo t > 0.

Podemos ver que E(t) é uma função decrescente no tempo e o termo

(−∆)θ/2ut representa a dissipação do sistema (3.1).

Somos então levados a definir o seguinte espaço como sendo o espaço

da energia

X = H2(Rn)×Hδ(Rn). (3.4)

Precisamos tomar cuidado, pois notamos que para δ ≤ 2 o espaço X

definido acima está adequado. No caso δ > 2 teŕıamos que ut ∈ Hδ(Rn) ⊂
H2(Rn), ou seja, ut seria mais regular que u. Nos casos em que δ > 2 pre-

cisaŕıamos considerar um espaço para os dados iniciais mais regulares, mas

isso não será feito neste trabalho. Para mostrar a existência e unicidade

de solução, vamos dividir o problema em dois casos:

1) Caso 0 ≤ θ < δ e 0 ≤ δ ≤ 2;

2) Caso 0 ≤ δ ≤ θ e 0 ≤ θ ≤ 2 + δ

2
.

Observamos, novamente, que podemos mostrar existência e unicidade

de solução para outras condições sobre δ e θ, mas para isso é necessário

considerar um espaço para os dados iniciais mais regulares. Os casos ci-

tados acima são os mais importantes, e é onde são encontrados a maioria

das aplicação f́ısicas. Com essas condições a maior potência posśıvel para

o operador Laplaciano é 2, ou seja, teremos no máximo (−∆)2.

Considerando o espaço da energia X = H2(Rn)×Hδ(Rn) vamos reduzir

a ordem do problema (3.1) e escrevê-lo na forma matricial
d

dt
U = BU + J(U)

U(0) = U0
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com U = (u, ut), U(0) = (u0, u1) e operadores B e J adequados para cada

caso. Usando o Teorema de Lumer-Phillips (ver Teorema 2.3.6), vamos

mostrar que B é gerador infinitesimal de um semigrupo de contrações de

classe C0 em X e que J é um operador limitado em X, ou seja, existirá

uma única solução para o problema de Cauchy (3.1). Tal resultado pode

ser resumido no seguinte teorema.

Teorema 3.0.1 Sejam n ≥ 1, 0 ≤ δ ≤ 2 e 0 ≤ θ ≤ 2 + δ

2
. Se

u0 ∈ H4−δ(Rn) e u1 ∈ H2(Rn)

então o problema de Cauchy (3.1) tem uma única solução u na seguinte

classe

u ∈ C2([0,∞);Hδ(Rn)
)
∩ C1([0,∞);H2(Rn)

)
∩ C

(
[0,∞);H4−δ(Rn)

)
.

Antes de mostrarmos a existência e unicidade de solução precisamos

da definição de dois operadores importantes: os operadores A2 e Aθ. Para

o caso 1) vamos usar o operador A2 para definir B, já no caso 2) vamos

usar os dois operadores, A2 e Aθ, para definir o operador B.

3.1 Operadores A2 e Aθ

Os operadores A2 e Aθ vão ser fundamentais para encontrarmos o ope-

rador B que será o gerador infinitesimal de um semigrupo de contrações

de classe C0, porém como não são operadores usuais vamos defińı-los de

maneira formal. Os operadores A2 e Aθ têm essencialmente a mesma

definição, mas como vamos considerar um produto interno diferente em

H2(Rn) a definição de A2 também precisa ser diferente.
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3.1.1 Operador A2

Para definir o operador A2 primeiro definimos seu domı́nio como sendo

um subespaço de H2(Rn) dado por

D(A2) =
{
u ∈ H2(Rn) ; ∃ y = yu ∈ Hδ(Rn) com

α(∆u,∆ψ) + (5u,5ψ) + (u, ψ) = (y, ψ) +
(
(−∆)δ/2y, (−∆)δ/2ψ

)
,

para todo ψ ∈ H2(Rn)
}
.

Da definição de D(A2) é natural definir o operador A2, como:

A2 : D(A2) −→ Hδ(Rn)

A2u = yu, u ∈ D(A2). (3.5)

Formalmente, o operador A2 é dado por

A2 =
(
I + (−∆)δ

)−1
(α∆2 −∆ + I).

Mostraremos no Lema 3.1.1 que A2 está bem definido.

Lema 3.1.1 Para qualquer u ∈ H2(Rn) existe no máximo um y ∈ Hδ(Rn)

tal que

α(∆u,∆ψ) + (5u,5ψ) + (u, ψ) = (y, ψ) +
(
(−∆)δ/2y, (−∆)δ/2ψ

)
, (3.6)

para todo ψ ∈ H2(Rn).

Demonstração: Se y1 e y2 pertencem a Hδ(Rn) e satisfazem a relação

(3.6), temos

(y1, ψ) +
(
(−∆)δ/2y1, (−∆)δ/2ψ

)
= (y2, ψ) +

(
(−∆)δ/2y2, (−∆)δ/2ψ

)
,

ou ainda,

(y1 − y2, ψ) +
(
(−∆)δ/2(y1 − y2), (−∆)δ/2ψ

)
= 0,

para todo ψ ∈ H2(Rn).
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Como C∞0 (Rn) está densamente imerso em H2(Rn) temos

(y1 − y2, ψ) +
(
(−∆)δ/2(y1 − y2), (−∆)δ/2ψ

)
= 0, (3.7)

para qualquer ψ ∈ C∞0 (Rn).

Considere y = y1− y2. Pela densidade de C∞0 (Rn) em Hδ(Rn), existe

{ψν}ν∈N ⊂ C∞0 (Rn) tal que lim
ν−→∞

ψν = y em Hδ(Rn). Assim,

‖ψν − y‖Hδ −→ 0, quando ν −→∞,

ou ainda,

‖ψν − y‖2Hδ = ‖y‖2Hδ − 2(y, ψν)Hδ + ‖ψν‖2Hδ −→ 0, quando ν −→∞.
(3.8)

Como
∣∣‖ψν‖ − ‖y‖∣∣ ≤ ‖ψν − y‖ temos também

‖ψν‖Hδ −→ ‖y‖Hδ quando ν −→∞. (3.9)

Logo, usando (3.8) e (3.9), conclúımos

lim
ν−→∞

(y, ψν)Hδ = ‖y‖2Hδ . (3.10)

Da equação (3.7) e da definição do produto interno em Hδ(Rn), temos

0 = (y, ψν) + ((−∆)δ/2y, (−∆)δ/2ψν) = (y, ψν)Hδ . (3.11)

Assim, de (3.8) e (3.9) conclúımos

0 = lim
ν→∞

(y, ψν)Hδ = ‖y‖2Hδ ,

ou seja, ‖y‖2Hδ = 0. Portanto, temos y = 0, o que implica em

y1 = y2.

Observação 3.1.1 Como u ≡ 0 ∈ D(A2), então D(A2) é não vazio e

segue do Lema 3.1.1 que A2 está bem definido.
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Nosso próximo passo é encontrar uma caracterização para o domı́nio

de A2. Nos Lemas 3.1.2 e 3.1.3 mostraremos que

D(A2) = H4−δ(Rn)

para o caso 0 ≤ δ ≤ 2.

Lema 3.1.2 Se 0 ≤ δ ≤ 2 então D(A2) ⊂ H4−δ(Rn) e existe uma cons-

tante C > 0 tal que

‖u‖H4−δ ≤ C‖A2u‖Hδ ,

para todo u ∈ D(A2).

Demonstração: Dado u ∈ D(A2), pela definição de D(A2) existe um

y = yu ∈ Hδ(Rn) tal que

α(∆u,∆ψ) + (5u,5ψ) + (u, ψ) = (y, ψ) +
(
(−∆)δ/2y, (−∆)δ/2ψ

)
,

(3.12)

para todo ψ ∈ H2(Rn).

Definimos agora o funcional F1 : Hδ(Rn) −→ R por

〈F1, ψ〉 = (y, ψ) +
(
(−∆)δ/2y, (−∆)δ/2ψ

)
,

para todo ψ ∈ Hδ(Rn).

É claro que F1 está bem definido e é linear. Também temos F1 cont́ınuo,

pois

|〈F1, ψ〉| ≤ |(y, ψ)|+
∣∣((−∆)δ/2y, (−∆)δ/2ψ

)∣∣
≤ ‖y‖ ‖ψ‖+

∥∥(−∆)δ/2y
∥∥∥∥(−∆)δ/2ψ

∥∥.
Usando a Identidade de Plancherel (Teorema 2.2.3) e a definição da

norma em Hδ(Rn) temos

|〈F1, ψ〉| ≤ ‖ŷ‖ ‖ψ̂‖+ ‖|ξ|δ ŷ‖ ‖|ξ|δψ̂‖

≤ 2
∥∥(1 + |ξ|2δ)1/2ŷ

∥∥ ∥∥(1 + |ξ|2δ)1/2ψ̂
∥∥

≤ 2‖y‖Hδ ‖ψ‖Hδ ,
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para todo ψ ∈ Hδ(Rn), isto é, mostramos que

‖F1‖ ≤ 2‖y‖Hδ .

Então o problema variacional (3.1) toma a seguinte forma

α(∆u,∆ψ) + (5u,5ψ) + (u, ψ) = 〈F1, ψ〉, (3.13)

para todo ψ ∈ H2(Rn).

Como vale em H2(Rn) então vale em S(Rn) e assim conclúımos que a

identidade

α∆2u−∆u+ u = F1,

vale em S ′(Rn).

Aplicando a Transformada de Fourier, temos da definição de F1(
α|ξ|4 + |ξ|2 + 1

)
û =

(
1 + |ξ|2δ

)
ŷ,

ou ainda,

(
1 + |ξ|2δ

)−1/2(
α|ξ|4 + |ξ|2 + 1

)
û =

(
1 + |ξ|2δ

)1/2
ŷ. (3.14)

Sendo y = A2u temos

ŷ = Â2u =
1 + |ξ|2 + α|ξ|4

1 + |ξ|2δ û (3.15)

Calculando a norma L2 para cada termo da igualdade (3.14) temos que∫
Rn

(1 + |ξ|2δ)−1(α|ξ|4 + |ξ|2 + 1)2|û|2 dξ =

∫
Rn

(1 + |ξ|2δ)|ŷ|2 dξ.

Como (1 + |ξ|2δ)−1(α|ξ|4 + |ξ|2 + 1)2 é equivalente a 1 + |ξ|2(4−δ) (ver

Lema 2.2.5), conclúımos∫
Rn

(
1 + |ξ|2(4−δ)

)
|û|2 dξ ≤ C

∫
Rn

(1 + |ξ|2δ)|ŷ|2 dξ, (3.16)

com C uma constante que depende de δ.
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Logo de (3.16) e pela definição de A2 em (3.15) temos

‖u‖H4−δ ≤ C‖y‖Hδ = C‖A2u‖Hδ ,

para todo u ∈ D(A2), isto é, D(A2) ⊂ H4−δ(Rn).

Notamos que a condição de 0 ≤ δ ≤ 2 é necessária, pois H4−δ(Rn)

precisa estar contido em H2(Rn).

Lema 3.1.3 Se 0 ≤ δ ≤ 2 então H4−δ(Rn) ⊆ D(A2), ou seja, dado

u ∈ H4−δ(Rn) existe um y ∈ Hδ(Rn) tal que

− α((−∆)1−δ/2(∆u), (−∆)δ/2ψ)− (∆u, ψ) + (u, ψ)

= (y, ψ) + ((−∆)δ/2y, (−∆)δ/2ψ), (3.17)

para todo ψ ∈ H2(Rn).

Demonstração: Sejam u ∈ H4−δ(Rn) e G1 : Hδ(Rn) −→ R dado por

〈G1, ψ〉 = −α((−∆)1−δ/2(∆u), (−∆)δ/2ψ)− (∆u, ψ) + (u, ψ).

Então G1 está bem definido e é linear, pois u ∈ H4−δ(Rn). Além disso

G1 é cont́ınuo pois

|〈G1, ψ〉| ≤α|((−∆)1−δ/2(∆u), (−∆)δ/2ψ)|+ |(∆u, ψ)|+ |(u, ψ)|

≤α‖ |ξ|4−δû‖ ‖ |ξ|δψ̂‖+ ‖ |ξ|2û‖ ‖ψ̂‖+ ‖û‖ ‖ψ̂‖

≤
(
α‖ |ξ|4−δû‖+ ‖ |ξ|2û‖+ ‖û‖

)
‖ψ‖Hδ

≤(α+ 2)‖u‖H4−δ ‖ψ‖Hδ ,

para todo ψ ∈ Hδ(Rn).

Assim, por dualidade, temos G1 ∈ H−δ(Rn).

Seja a2 : Hδ(Rn)×Hδ(Rn) −→ R a forma definida por

a2(ϕ,ψ) = (ϕ,ψ) + ((−∆)δ/2ϕ, (−∆)δ/2ψ),

para todo ψ,ϕ ∈ Hδ(Rn).
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Então a2(·, ·) está bem definida e é bilinear, além disso é cont́ınua, pois

|a2(ϕ,ψ)| ≤ ‖ϕ̂‖ ‖ψ̂‖+ ‖|ξ|δϕ̂‖ ‖|ξ|δψ̂‖

≤ 2‖ϕ‖Hδ ‖ψ‖Hδ .

Também notamos que a2(·, ·) é coerciva, pois

a2(ϕ,ϕ) = ‖ϕ̂‖2 + ‖ |ξ|2δϕ̂‖2 =

∫
Rn

(1 + |ξ|2δ)|ϕ̂|2 dξ = ‖ϕ‖2Hδ ,

para todo ϕ ∈ Hδ(Rn).

Logo, o problema variacional

a2(y, ψ) = 〈G1, ψ〉, ψ ∈ Hδ(Rn) (3.18)

tem, pelo Teorema de Lax-Milgram (ver Teorema 2.3.1), uma única solução

y ∈ Hδ(Rn).

Em particular (3.18) vale para cada ψ ∈ D(Rn), isto é, existe único

y ∈ Hδ(Rn) tal que

(y, ψ) + ((−∆)δ/2y, (−∆)δ/2ψ)

= −α((−∆)1−δ/2(∆u), (−∆)δ/2ψ)− (∆u, ψ) + (u, ψ), (3.19)

para todo ψ ∈ D(Rn).

Mas se ψ ∈ D(Rn) temos

−(∆u, ψ) = (∇u,∇ψ)

e

−((−∆)1−δ/2(∆u), (−∆)δ/2ψ) = (∆u,∆ψ).

Substituindo as identidades acima em (3.19) e usando a densidade de

D(Rn) em H2(Rn) segue que a identidade na definição de D(A2) é válida.

Logo temos u ∈ D(A2), isto é, H4−δ(Rn) ⊂ D(A2).
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3.1.2 Operador Aθ

Da mesma forma que definimos o operador A2 na Subseção 3.1.1 vamos

definir o operador Aθ, se 0 ≤ δ ≤ θ. Definimos o domı́nio de Aθ como sendo

o subespaço de Hθ(Rn) dado por:

D(Aθ) =
{
v ∈ Hθ(Rn) ; ∃ z = zv ∈ Hδ(Rn) tal que(

(−∆)θ/2v, (−∆)θ/2ψ
)

+ (v, ψ) = (z, ψ) +
(
(−∆)δ/2z, (−∆)δ/2ψ

)
,

para todo ψ ∈ Hθ(Rn)
}
.

Da definição de D(Aθ), o operador Aθ será definido como

Aθ : D(Aθ) −→ Hδ(Rn)

Aθv = zv, v ∈ D(Aθ). (3.20)

Formalmente o operador Aθ é dado por

Aθ =
(
I + (−∆)δ

)−1
(I + (−∆)θ).

Mostraremos no Lema 3.1.4 que Aθ está bem definido.

Lema 3.1.4 Dado v ∈ Hθ(Rn) existe no máximo um z = zv ∈ Hδ(Rn)

tal que

(
(−∆)θ/2v, (−∆)θ/2ψ

)
+ (v, ψ) = (z, ψ) +

(
(−∆)δ/2z, (−∆)δ/2ψ

)
, (3.21)

para todo ψ ∈ Hθ(Rn).

Demonstração: Sejam v ∈ Hθ(Rn) e z1, z2 ∈ Hδ(Rn) satisfazendo a

relação (3.21). Então devemos ter

(z1, ψ) +
(
(−∆)δ/2z1, (−∆)δ/2ψ

)
= (z2, ψ) +

(
(−∆)δ/2z2, (−∆)δ/2ψ

)
,

para todo ψ ∈ Hθ(Rn).

Como C∞0 (Rn) está densamente imerso em Hθ(Rn) temos

(z1 − z2, ψ) +
(
(−∆)δ/2(z1 − z2), (−∆)δ/2ψ

)
= 0,
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para todo ψ ∈ C∞0 (Rn).

De forma análoga a demonstração do Lema 3.1.1 mostramos que z1 =

z2.

Observação 3.1.2 Como v ≡ 0 ∈ D(Aθ), segue do Lema 3.1.4 que Aθ

está bem definido.

Lema 3.1.5 Se 0 ≤ δ ≤ θ então D(Aθ) ⊆ H2θ−δ(Rn) e existe uma cons-

tante C > 0 tal que

‖v‖H2θ−δ ≤ C‖Aθv‖Hδ ,

para todo v ∈ D(Aθ).

Demonstração: Dado v ∈ D(Aθ), pela definição de D(Aθ) existe um

z ∈ Hδ(Rn) tal que

(
(−∆)θ/2v, (−∆)θ/2ψ

)
+ (v, ψ) = (z, ψ) +

(
(−∆)δ/2z, (−∆)δ/2ψ

)
, (3.22)

para todo ψ ∈ Hθ(Rn).

Como no Lema 3.1.2, definimos F1 : Hδ(Rn) −→ R por

〈F1, ψ〉 = (z, ψ) +
(
(−∆)δ/2z, (−∆)δ/2ψ

)
,

para todo ψ ∈ Hδ(Rn). Formalmente temos

F1 = z + (−∆)θz.

Mostramos, como no Lema 3.1.2, que F1 está bem definido, é linear e

é cont́ınuo, pois

|〈F1, ψ〉| ≤ 2‖z‖Hδ ‖ψ‖Hδ ,

para todo ψ ∈ Hδ(Rn) ⊂ Hθ(Rn), pois 0 ≤ δ ≤ θ.
Então o problema variacional (3.22) toma a seguinte forma

(
(−∆)θ/2v, (−∆)θ/2ψ

)
+ (v, ψ) = 〈F1, ψ〉, (3.23)

para todo ψ ∈ Hθ(Rn). Como vale em Hθ(Rn) então vale em S(Rn) e
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conclúımos

(−∆)θv + v = F1 em S ′(Rn).

Aplicando a Transformada de Fourier temos

(
1 + |ξ|2θ

)
v̂ =

(
1 + |ξ|2δ

)
ẑ,

ou ainda,

(
1 + |ξ|2δ

)−1/2(
1 + |ξ|2θ

)
v̂ =

(
1 + |ξ|2δ

)1/2
ẑ. (3.24)

Sendo z = Aθv temos

ẑ = Âθv =
1 + |ξ|2θ

1 + |ξ|2δ v̂ (3.25)

Calculando a norma L2 para cada termo da igualdade (3.19) temos∫
Rn

(1 + |ξ|2δ)−1(1 + |ξ|2θ)2|v̂|2 dξ =

∫
Rn

(1 + |ξ|2δ)|ẑ|2 dξ.

Como (1 + |ξ|2δ)−1(1 + |ξ|2θ)2 é equivalente a 1 + |ξ|2(2θ−δ) (ver Lema

2.2.5), conclúımos∫
Rn

(
1 + |ξ|2(2θ−δ)

)
|v̂|2 dξ ≤ C

∫
Rn

(1 + |ξ|2δ)|ẑ|2 dξ. (3.26)

Logo de (3.26) temos

‖v‖H2θ−δ ≤ C‖z‖Hδ = C‖Aθv‖Hδ ,

para todo v ∈ D(Aθ).

Note que a condição de δ ≤ θ é necessária, pois H2θ−δ(Rn) precisa

estar contido em Hθ(Rn).

Lema 3.1.6 Se 0 ≤ δ ≤ θ então H2θ−δ(Rn) ⊆ D(Aθ), ou seja, dado

v ∈ H2θ−δ(Rn) existe um z ∈ Hδ(Rn) tal que

(
(−∆)θ/2v, (−∆)θ/2ψ

)
+ (v, ψ) = (z, ψ) + ((−∆)δ/2z, (−∆)δ/2ψ), (3.27)
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para todo ψ ∈ Hθ(Rn).

Demonstração: Sejam v ∈ H2θ−δ(Rn) e G2 : Hδ(Rn) −→ R dado por

〈G2, ψ〉 = ((−∆)θ−δ/2v, (−∆)δ/2ψ) + (v, ψ)

para todo ψ ∈ Hδ(Rn).

Então G2 está bem definido e é linear, pois v ∈ H2θ−δ(Rn). Além disso

G2 é cont́ınuo, pois

|〈G2, ψ〉| ≤|((−∆)θ−δ/2v, (−∆)δ/2ψ)|+ |(v, ψ)|

≤‖ |ξ|2θ−δ v̂‖ ‖ |ξ|δψ̂‖+ ‖v̂‖ ‖ψ̂‖

≤2‖v‖H2θ−δ ‖ψ‖Hδ ,

para todo ψ ∈ Hδ(Rn).

Seja a2 : Hδ(Rn)×Hδ(Rn) −→ R dada por

a2(ϕ,ψ) = (ϕ,ψ) + ((−∆)δ/2ϕ, (−∆)δ/2ψ),

para todos ψ,ϕ ∈ Hδ(Rn), como no Lema 3.1.3.

Sabemos que a2(·, ·) está bem definida, é bilinear e também é cont́ınua

e coerciva, pois

|a2(ϕ,ψ)| ≤ 2‖ϕ‖Hδ ‖ψ‖Hδ e a2(ϕ,ϕ) = ‖ϕ‖2Hδ .

Logo, o problema variacional

a2(z, ψ) = 〈G2, ψ〉, para todo ψ ∈ Hδ(Rn) (3.28)

tem, pelo Teorema de Lax-Milgram (ver Teorema 2.3.1), uma única solução

z ∈ Hδ(Rn).

Em particular (3.28) vale para cada ψ ∈ D(Rn), isto é, existe único

z ∈ Hδ(Rn) tal que

(z, ψ) + ((−∆)δ/2z, (−∆)δ/2ψ) = ((−∆)θ−δ/2v, (−∆)δ/2ψ) + (v, ψ),

para todo ψ ∈ D(Rn).
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Ou ainda,

(z, ψ) + ((−∆)δ/2z, (−∆)δ/2ψ) = ((−∆)θ/2v, (−∆)θ/2ψ) + (v, ψ),

para todo ψ ∈ D(Rn).

Usando a densidade de D(Rn) em Hθ(Rn) segue que v ∈ D(Aθ), isto

é, H2θ−δ(Rn) ⊂ D(Aθ).

Observação 3.1.3 Pelos Lemas 3.1.5 e 3.1.6 temos D(Aθ) = H2θ−δ.

Notamos que como 0 ≤ δ ≤ θ, temos δ ≤ θ ≤ 2θ − δ e assim

H2θ−δ(Rn) ⊂ Hθ(Rn) ⊂ Hδ(Rn).

3.2 Caso 0 ≤ θ < δ e 0 ≤ δ ≤ 2

Nesta seção, como consideramos 0 ≤ δ ≤ 2, temos H2(Rn) ⊂ Hδ(Rn).

Podemos então definir o espaço da energia como

X = H2(Rn)×Hδ(Rn)

com os seguintes produtos internos

(u, v)H2 =

∫
Rn

(1 + |ξ|2 + α|ξ|4) û ¯̂v dξ, (3.29)

(u, v)Hδ =

∫
Rn

(1 + |ξ|2δ) û ¯̂v dξ, 0 ≤ δ < 2 (3.30)

que são equivalentes aos produtos internos usuais, como mostramos na

Subseção 2.2.6.

Como já comentamos, nosso objetivo nesta seção é definir operadores

B1 e J1 tais que B1 seja gerador infinitesimal de um semigrupo de classe C0

em H2(Rn)×Hδ(Rn) e J1 seja um operador linear e limitado em H2(Rn)×
Hδ(Rn).

Vamos encontrar os operadores B1 e J1 associados com o problema de
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Cauchy linear (3.1). Para v = ut, de modo formal temos

vt = utt = −
(
I + (−∆)δ

)−1(
α∆2 −∆

)
u−

(
I + (−∆)δ

)−1
(−∆)θv

com u sendo a solução do problema (3.1).

Na Seção 3.1 definimos o operador A2 da seguinte forma

A2 =
(
I + (−∆)δ

)−1(
α∆2 −∆ + I

)
.

Se somarmos e diminuirmos o termo
(
I + (−∆)δ

)−1
u temos a identidade

abaixo

vt = utt = −A2u−
(
I + (−∆)δ

)−1
(

(−∆)θv − u
)
.

Escrevendo o sistema na forma matricial temos
d

dt
U = B1U + J1(U)

U(0) = U0

(3.31)

onde U =

(
u

v

)
∈ X, U0 =

(
u0

u1

)
∈ X, B1 : D(A2)×H2(Rn)→ X é

dado por

B1 =

(
0 I

−A2 0

)
com D(A2) = H4−δ(Rn) e o operador J1 : X → X é dado por

J1(U) =

(
0(
I + (−∆)δ

)−1(
u− (−∆)θv

) ) .
Na Subseção 3.2.1 mostraremos que B1 é gerador infinitesimal de um

semigrupo de contrações de classe C0 em X e na Subseção 3.2.2 mostrare-

mos que J1 é um operador limitado em X. Pelo Teorema 2.3.7 conclúımos

que B1 + J1 é gerador de um semigrupo de classe C0. Seja

S1 : [0,∞)→ L(X)

o semigrupo de classe C0 em X gerado por B1 +J1. Então U(t) = S1(t)U0

é a solução para o Problema de Cauchy (3.31).
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Assim podemos concluir, se os dados iniciais são tais que

U0 = (u0, u1) ∈ H2(Rn)×Hδ(Rn),

a solução U(t) pertence a seguinte classe

U(t) = S1(t)U0 ∈ C
(

[0,∞), H2(Rn)×Hδ(Rn)
)

ou ainda, u(t), a primeira componente de U(t) = S1(t)U0, é a única solução

fraca do sistema linear de placas (3.1) e satisfaz

u ∈ C
(
[0,∞), H2(Rn)

)
∩ C1([0,∞), Hδ(Rn)

)
.

Além disso, se os dados iniciais são tais que

U0 = (u0, u1) ∈ D(B1) = H4−δ(Rn)×H2(Rn)

então

u ∈ C
(
[0,∞), H4−δ(Rn)

)
∩ C1([0,∞), H2(Rn)

)
∩ C2([0,∞), Hδ(Rn)

)
é única solução forte de (3.1).

3.2.1 B1 é Gerador Infinitesimal de um Semigrupo

de Contração de Classe C0

Nosso objetivo agora é mostrar que B1 é um operador bem definido e

é o gerador infinitesimal de um semigrupo de contrações de classe C0 no

espaço H2(Rn)×Hδ(Rn).

Usando a definição do domı́nio do operador A2 podemos realizar o ope-

rador B1 sobre o domı́nio D(B1) = H4−δ(Rn) ×H2(Rn) e contradomı́nio

o espaço H2(Rn)×Hδ(Rn) dado por

B1 : H4−δ(Rn)×H2(Rn)→ H2(Rn)×Hδ(Rn)

(u, v) 7−→ B1(u, v) =

(
0 I

−A2 0

)(
u

v

)
= (v,−A2u), (3.32)
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pois pelos Lemas 3.1.2 e 3.1.3 temos D(A2) = H4−δ(Rn).

Lema 3.2.1 O operador B1 definido em (3.32) é o gerador infinitesimal

de um semigrupo de contrações de classe C0 em H2(Rn)×Hδ(Rn).

Demonstração: A ideia da prova é mostrar que B1 atende as hipóteses

do Teorema de Lumer-Phillips (Teorema 2.3.6). Então aqui consideramos

(u, v) ∈ D(B1), ou seja, u ∈ H4−δ(Rn) e v ∈ H2(Rn).

Para mostrar que B1 é dissipativo usando as definições (3.29) e (3.30)

de produto interno de H2(Rn) e Hδ(Rn), temos

(
B1(u, v), (u, v)

)
H2×Hδ =

(
(v,−A2u), (u, v)

)
H2×Hδ

= (v, u)H2 + (−A2u, v)Hδ

=

∫
Rn

(1 + |ξ|2 + α|ξ|4)v̂ ¯̂u dξ −
∫
Rn

(1 + |ξ|2δ)Â2u ¯̂v dξ

=

∫
Rn

(1 + |ξ|2 + α|ξ|4)v̂ ¯̂u dξ −
∫
Rn

(1 + |ξ|2δ)1 + |ξ|2 + α|ξ|4

1 + |ξ|2δ û ¯̂v dξ

=

∫
Rn

(1 + |ξ|2 + α|ξ|4)
(
v̂ ¯̂u− û ¯̂v

)
dξ

=

∫
Rn

(1 + |ξ|2 + α|ξ|4)2iImg
(
v̂ ¯̂u
)
dξ,

pois Â2u =
1 + |ξ|2 + α|ξ|4

1 + |ξ|2δ û conforme calculado em (3.15), onde Img
(
v̂ ¯̂u
)

representa a parte imaginária de v̂ ¯̂u.

Portanto B1 é dissipativo já que Re
(
B1(u, v), (u, v)

)
H2×Hδ = 0 para

todo (u, v) ∈ D(B1).

Vamos mostrar agora que Im(I −B1) = H2(Rn)×Hδ(Rn).

Primeiro vamos mostrar que Im(I − B1) ⊂ H2(Rn) ×Hδ(Rn). Dado

(f, g) ∈ Im(I −B1) existe (u, v) ∈ H4−δ(Rn)×H2(Rn) tal que

(I −B1)(u, v) = (f, g).

Podemos ver que B1(u, v) ∈ H2(Rn) × Hδ(Rn) e também (u, v) ∈
H4−δ(Rn)×H2(Rn) ⊂ H2(Rn)×Hδ(Rn) quando 0 ≤ δ ≤ 2 assim temos

(f, g) ∈ H2(Rn)×Hδ(Rn).
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Vamos agora mostrar que H2(Rn) × Hδ(Rn) ⊂ Im(I − B1). Dado

(f, g) ∈ H2(Rn) × Hδ(Rn), queremos encontrar (u, v) ∈ D(B1) tal que

(I −B1)(u, v) = (f, g), ou equivalentemente, pela definição de B1, mostrar

que existe (u, v) ∈ D(B1) satisfazendo

(u− v, v +A2u) = (f, g).

Assim, deve-se mostrar que existe (u, v) ∈ D(B1) que satisfaz{
u− v = f

v +A2u = g.

Da primeira igualdade temos v = u − f e substituindo na segunda

igualdade temos

A2u+ u = g + f. (3.33)

Precisamos mostrar que existe u ∈ H4−δ(Rn) satisfazendo a identidade

acima. Multiplicando por
(
I + (−∆)δ

)
em ambos os lados da identidade

(3.33) temos da definição de A2

(α∆2 −∆ + I)u+ (I + (−∆)δ)u = (I + (−∆)δ)(g + f).

Definimos a forma a(·, ·) : H2(Rn)×H2(Rn) −→ R dada por

a(η, ψ) = (η, ψ)H2 + (η, ψ)Hδ ,

que está bem definida e é bilinear, pois 0 ≤ δ ≤ 2.

Vamos mostrar agora que a(·, ·) é cont́ınua. De fato, para todo η, ψ ∈
H2(Rn), como H2(Rn) ⊂ Hδ(Rn), temos

|a(η, ψ)| ≤ |(η, ψ)H2 |+ |(η, ψ)Hδ |

≤ ‖η‖H2‖ψ‖H2 + ‖η‖Hδ‖ψ‖Hδ

≤ 2‖η‖H2‖ψ‖H2 .
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Também a(·, ·) é coerciva, pois para todo η ∈ H2(Rn) temos

a(η, η) = (η, η)H2 + (η, η)Hδ

= ‖η‖2H2 + ‖η‖2Hδ ≥ ‖η‖
2
H2 .

Agora seja F : Hδ(Rn) −→ R definido por

〈F,ψ〉 = (g, ψ)Hδ + (f, ψ)Hδ .

Temos F linear e cont́ınuo. De fato, a linearidade é imediata e a con-

tinuidade segue pois f ∈ H2(Rn), g ∈ Hδ(Rn) e

|〈F,ψ〉| ≤ |(g, ψ)Hδ |+ |(f, ψ)Hδ |

≤ ‖g‖Hδ‖ψ‖Hδ + ‖f‖Hδ‖ψ‖Hδ

≤
(
‖g‖Hδ + ‖f‖Hδ

)
‖ψ‖Hδ ,

para todo ψ ∈ Hδ(Rn).

Assim, por dualidade temos F ∈ H−δ(Rn) ⊂ H−2(Rn).

Pelo Lema de Lax-Milgram (ver Teorema 2.3.1), existe uma única u ∈
H2(Rn) tal que

a(u, ψ) = 〈F,ψ〉,

para todo ψ ∈ H2(Rn).

Isto é, existe uma única u ∈ H2(Rn) para todo ψ ∈ H2(Rn) satisfa-

zendo a igualdade

α(∆u,∆ψ) + ((−∆)1/2u, (−∆)1/2ψ) + ((−∆)δ/2u, (−∆)δ/2ψ)

+ 2(u, ψ) = (g, ψ)Hδ + (f, ψ)Hδ .

Em particular temos

α(∆u,∆ψ) + ((−∆)1/2u, (−∆)1/2ψ) + ((−∆)δ/2u, (−∆)δ/2ψ)

+ 2(u, ψ) = (g, ψ)Hδ + (f, ψ)Hδ

para todo ψ ∈ D(Rn), isso implica que

A2u+ u = g + f
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no sentido das distribuições, ou seja, em D′(Rn).

Observe que u ∈ H2(Rn), g ∈ Hδ(Rn) e f ∈ H2(Rn). Aplicando a

Transformada de Fourier em A2u+ u = g + f temos

Â2u+ û =
(
f̂ + ĝ

)
.

Podemos reescrever a identidade acima da seguinte forma

(
1 + |ξ|2δ

)1/2
Â2u =

(
1 + |ξ|2δ

)1/2(
f̂ + ĝ − û

)
.

Calculando a norma L2 em cada lado da identidade acima temos∫
Rn

(
1 + |ξ|2δ

)
|Â2u|2 dξ =

∫
Rn

(
1 + |ξ|2δ

)∣∣f̂ + ĝ − û
∣∣2 dξ.

Obtemos assim que

‖A2u‖2Hδ ≤ C
(
‖f‖2Hδ + ‖g‖2Hδ + ‖u‖2Hδ

)
<∞.

Portanto A2u ∈ Hδ(Rn). Assim, usando a definição de A2 e o Lema

3.1.2 temos

‖u‖H4−δ ≤ C‖A2u‖Hδ

e podemos concluir que u ∈ H4−δ(Rn).

Também temos v = u− f ∈ H2(Rn) e vale a igualdade v +A2u = g.

Portanto, para todo (f, g) ∈ H2(Rn) ×Hδ(Rn) existe um par (u, v) ∈
H4−δ(Rn)×H2(Rn) tal que (I −B1)(u, v) = (f, g), ou seja,

(f, g) ∈ Im(I −B1).

Também sabemos que o espaço H4−δ(Rn)×H2(Rn) é denso no espaço

H2(Rn)×Hδ(Rn), e pelo Teorema de Lumer-Phillips (Teorema 2.3.6), B1

é gerador infinitesimal de um semigrupo de contrações de classe C0 em X.
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3.2.2 J1 é um Operador Limitado

Queremos agora mostrar que, para todo U =

(
u

v

)
∈ H2(Rn) ×

Hδ(Rn), o operador

J1(U) =

(
0(
I + (−∆)δ

)−1(
u− (−∆)θv

) )

é linear e limitado, para então concluir que B1 + J1 é gerador infinitesimal

de um semigrupo de classe C0 em H2(Rn)×Hδ(Rn).

Lema 3.2.2 O operador J1 : H2(Rn) × Hδ(Rn) → H2(Rn) × Hδ(Rn)

definido da seguinte forma

J1(U) =

(
0(
I + (−∆)δ

)−1(
u− (−∆)θv

) )

é linear e limitado.

Demonstração: É imediato ver que J1 é um operador linear. Vamos

agora mostrar que J1 é limitado. De fato, temos

‖J1(U)‖2H2×Hδ =
∥∥∥(I + (−∆)δ

)−1(
u− (−∆)θv

)∥∥∥2
Hδ

=

∫
Rn

(1 + |ξ|2δ)
∣∣∣∣ û− |ξ|2θ v̂1 + |ξ|2δ

∣∣∣∣2 dξ
≤ 2

∫
Rn
|û|2 dξ + 2

∫
Rn

|ξ|4θ

1 + |ξ|2δ |v̂|
2 dξ

≤ 2‖u‖2H2 + 2‖v‖2Hδ

≤ 2‖U‖2H2×Hδ ,

pois
|ξ|4θ

1 + |ξ|2δ ≤ 1 + |ξ|2δ no caso 0 ≤ θ < δ.
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3.3 Caso 0 ≤ δ ≤ θ e 0 ≤ θ ≤ 2 + δ

2

Observamos primeiramente que as condições sobre as potências fra-

cionárias, 0 ≤ δ ≤ θ e 0 ≤ θ ≤ 2 + δ

2
, implicam em 0 ≤ δ ≤ 2. Então,

como na Seção 3.1, temos H2(Rn) ⊂ Hδ(Rn) e podemos assim considerar

o mesmo espaço da energia

X = H2(Rn)×Hδ(Rn)

com os mesmos produtos internos.

O objetivo desta seção é definir operadores B2 e J2, associados à

equação (3.1), tal que B2 seja gerador infinitesimal de um semigrupo de

contrações de classe C0 em X e J2 seja um operador linear e limitado no

espaço X.

De modo formal, vamos encontrar os operadores B2 e J2. Considerando

v = ut temos

vt = utt = −
(
I + (−∆)δ

)−1(
α∆2 −∆

)
u−

(
I + (−∆)δ

)−1
(−∆)θv.

Na Seção 3.1 definimos os operadores

A2 =
(
I + (−∆)δ

)−1(
α∆2 −∆ + I

)
e

Aθ =
(
I + (−∆)δ

)−1(
I + (−∆)θ

)
.

Sabemos que D(A2) = H4−δ(Rn) e D(Aθ) = H2θ−δ(Rn). Note que se

0 ≤ θ ≤ 2 + δ

2
e 0 ≤ δ ≤ θ temos

H4−δ(Rn) ⊂ H2(Rn) ⊂ H2θ−δ(Rn) ⊂ Hδ(Rn). (3.34)

Escrevendo o problema de Cauchy (3.1) na forma matricial temos
d

dt
U = B2U + J2(U)

U(0) = U0

(3.35)
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onde U =

(
u

v

)
∈ X, U0 =

(
u0

u1

)
∈ X, B2 : D(A2)×H2(Rn)→ X é

o operador dado por

B2 =

(
0 I

−A2 −Aθ

)
com D(A2) = H4−δ(Rn) e o operador J2 : X → X é dado por

J2(U) =

(
0(
I + (−∆)δ

)−1(
u+ v

) ) .

Na Subseção 3.3.1 mostraremos que B2 é gerador infinitesimal de um

semigrupo de contrações de classe C0 em X e na Subseção 3.3.2 mostrare-

mos que J2 é um operador limitado em X. Pelo Teorema 2.3.7 conclúımos

que B2 + J2 é gerador de um semigrupo de classe C0. Seja

S2 : [0,∞)→ L(X)

o semigrupo gerado por B2 + J2. Então U(t) = S2(t)U0 é a solução do

problema de Cauchy (3.35) para todo t > 0, no sentido em que se U0 =

(u0, u1) ∈ X, temos

U(t) = S2(t)U0 ∈ C
(

[0,∞), H2(Rn)×Hδ(Rn)
)
.

Logo a primeira componente u(t) de U(t) = S2(t)U0 satisfaz

u ∈ C
(
[0,∞), H2(Rn)

)
∩ C1([0,∞), Hδ(Rn)

)
e é a única solução fraca do sistema linear de placas (3.1). Além disso, se

os dados iniciais U0 = (u0, u1) ∈ D(B2) = H4−δ(Rn) × H2(Rn), então a

solução de (3.1) satisfaz

u ∈ C
(
[0,∞), H4−δ(Rn)

)
∩ C1([0,∞), H2(Rn)

)
∩ C2([0,∞), Hδ(Rn)

)
e é única solução forte do problema de Cauchy (3.1).
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3.3.1 B2 é Gerador Infinitesimal de um Semigrupo

de Contração de Classe C0

Para completar a prova da existência e unicidade de solução do pro-

blema de Cauchy (3.1) precisamos mostrar que B2 é um operador bem de-

finido e é o gerador infinitesimal de um semigrupo de contrações de classe

C0 em X = H2(Rn) ×Hδ(Rn). Consideramos o operador B2 definido no

espaço X, com domı́nio dado por

D(B2) = H4−δ(Rn)×H2(Rn)

e definido por

B2(u, v) = (v,−A2u−Aθv), (u, v) ∈ D(B2), (3.36)

lembrando que H2(Rn) ⊂ H4−δ(Rn) = D(Aθ) como em (3.34).

Lema 3.3.1 O operador B2 : D(B2) −→ X definido em (3.36) é o gerador

infinitesimal de um semigrupo de contrações de classe C0 em X.

Demonstração: Como no Lema 3.2.1, a ideia da prova é mostrar que

B2 atende as hipóteses do Teorema de Lumer-Phillips. Para fazer isso

consideramos (u, v) ∈ D(B2), ou seja, u ∈ H4−δ(Rn) e v ∈ H2(Rn).

Para mostrar que B2 é dissipativo calculamos o seguinte produto in-

terno em H2(Rn)×Hδ(Rn)

(
B2(u, v), (u, v)

)
H2×Hδ =

(
(v,−A2u−Aθv), (u, v)

)
H2×Hδ

= α(∆v,∆u) + (5v,5u) + (v, u)

−
∫
Rn

(1 + |ξ|2δ)Â2u ¯̂v dξ −
∫
Rn

(1 + |ξ|2δ)Âθv ¯̂v dξ

=

∫
Rn

(1 + |ξ|2 + α|ξ|4)v̂ ¯̂u dξ −
∫
Rn

(1 + |ξ|2δ)1 + |ξ|2 + α|ξ|4

1 + |ξ|2δ û ¯̂v dξ

−
∫
Rn

(1 + |ξ|2δ)1 + |ξ|2θ

1 + |ξ|2δ v̂
¯̂v dξ

=

∫
Rn

(1 + |ξ|2 + α|ξ|4)
(
v̂ ¯̂u− û ¯̂v

)
dξ −

∫
Rn

(1 + |ξ|2θ)|v̂|2 dξ

= 2i

∫
Rn

(1 + |ξ|2 + α|ξ|4)Img
(
v̂ ¯̂u
)
dξ − ‖v‖2Hθ ,
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pois Â2u =
1 + |ξ|2 + α|ξ|4

1 + |ξ|2δ û e Âθv =
1 + |ξ|2θ

1 + |ξ|2δ v̂ (ver Seção 3.1), onde

Img
(
v̂ ¯̂u
)

é a parte imaginária de v̂ ¯̂u.

Portanto B2 é dissipativo, pois

Re
(
B2(u, v), (u, v)

)
H2×Hδ = −‖v‖2Hθ ≤ 0,

para todo (u, v) ∈ D(B2).

Vamos provar agora que Im(I −B2) = X.

Primeiro vamos mostrar que Im(I−B2) ⊂ X. Seja (f, g) ∈ Im(I−B2).

Então existe (u, v) ∈ D(B2) tal que

(I −B2)(u, v) = (f, g).

Como B2(u, v) ∈ X e (u, v) ∈ D(B2) ⊂ X temos (f, g) ∈ X.

Agora o objetivo é provar que X ⊂ Im(I − B2). Dado (f, g) ∈ X,

vamos mostrar que existe (u, v) ∈ D(B2) tal que (I − B2)(u, v) = (f, g).

Equivalentemente, da definição de B2 provaremos

(u− v, v +A2u+Aθv) = (f, g)

para algum (u, v) ∈ D(B2).

Assim, deve-se mostrar que existem u ∈ H4−δ(Rn) e v ∈ H2(Rn) tais

que {
u− v = f

v +A2u+Aθv = g,

com f ∈ H2(Rn) e g ∈ Hδ(Rn).

Substituindo v = u − f na segunda equação acima, devemos apenas

mostrar que existe u ∈ H4−δ(Rn) tal que

u− f +A2u+Aθu−Aθf = g

ou que

A2u+Aθu+ u = g + f +Aθf. (3.37)
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Formalmente, multiplicando, os dois lados da identidade (3.37) por

(I + (−∆)δ) temos

(
α∆2 −∆ + I

)
u+

(
I + (−∆)θ

)
u+

(
I + (−∆)δ

)
u

=
(
I + (−∆)δ

)
g +

(
I + (−∆)δ

)
f +

(
I + (−∆)θ

)
f (3.38)

Para demonstrar que a equação (3.37) admite uma solução u ∈ H4−δ(Rn),

definimos a forma a(·, ·) : H2(Rn)×H2(Rn) −→ R tal que

a(u, ψ) = (u, ψ)H2 + (u, ψ)Hθ + (u, ψ)Hδ .

É fácil ver que a forma a(·, ·) está bem definida e é bilinear.

Vamos provar que a(·, ·) é cont́ınua. De fato, para todo u, ψ ∈ H2(Rn)

temos

|a(u, ψ)| ≤ ‖u‖H2‖ψ‖H2 + ‖u‖Hθ‖ψ‖Hθ + ‖u‖Hδ‖ψ‖Hδ

≤ C‖u‖H2‖ψ‖H2 ,

pois 0 ≤ δ ≤ θ e 0 ≤ θ ≤ 2 + δ

2
e isso implica que 0 ≤ θ ≤ 2 e 0 ≤ δ ≤ 2.

Também a(·, ·) é coerciva, pois para todo u ∈ H2(Rn) temos

a(u, u) = (u, u)H2 + (u, u)Hθ + (u, u)Hδ

= ‖u‖2H2 + ‖u‖2Hθ + ‖u‖2Hδ ≥ ‖u‖
2
H2 .

Agora definimos o funcional F : H2(Rn) −→ R, baseados na equação

(3.38), por

〈F,ψ〉 = (g, ψ)Hδ + (f, ψ)Hδ + (f, ψ)Hθ ,

notamos que F está bem definido pois g ∈ Hδ(Rn) e f ∈ H2(Rn).

Tem-se que F é linear e cont́ınuo e a continuidade segue do fato que

|〈F,ψ〉| ≤ ‖g‖Hδ‖ψ‖Hδ + ‖f‖Hθ‖ψ‖Hθ + ‖f‖Hδ‖ψ‖Hδ

≤ C
(
‖g‖Hδ + ‖f‖Hδ + ‖f‖Hθ

)
‖ψ‖H2

para todo ψ ∈ H2(Rn), pois 0 ≤ δ ≤ θ ≤ 2.
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Então pelo Lema de Lax-Milgram (ver Teorema 2.3.1), existe única

u ∈ H2(Rn) tal que

a(u, ψ) = 〈F,ψ〉, para todo ψ ∈ H2(Rn).

Isto é, existe uma única u ∈ H2(Rn) tal que para todo ψ ∈ H2(Rn)

vale a identidade

(u, ψ)H2 + (u, ψ)Hθ + (u, ψ)Hδ = (g, ψ)Hδ + (f, ψ)Hδ + (f, ψ)Hθ .

Em particular ela vale para toda ψ ∈ S(Rn). Isso implica, lembrando

as definições dos operadores A2 e Aθ, que

A2u+Aθu+ u = g + f +Aθf

no sentido das distribuições, ou seja, em S ′(Rn).

Aplicando a Transformada de Fourier na identidade acima temos

Â2u+ Âθu+ û = ĝ + f̂ + Âθf,

ou,

Â2u = ĝ + f̂ + Âθf − Âθu− û.

Calculando a norma Hδ em cada lado da identidade acima temos∫
Rn

(
1 + |ξ|2δ

)
|Â2u|2 dξ =

∫
Rn

(
1 + |ξ|2δ

)∣∣f̂ + ĝ + Âθf − û− Âθu
∣∣2 dξ

e isso implica da definição de Aθ que

‖A2u‖2Hδ ≤ C
(
‖f‖2Hδ + ‖g‖2Hδ + ‖u‖2Hδ + ‖f‖2H2θ−δ + ‖u‖2H2θ−δ

)
.

Observamos que u ∈ H2(Rn) ⊂ H2θ−δ(Rn), g ∈ Hδ(Rn) e f ∈
H2(Rn) ⊂ H2θ−δ(Rn) e conclúımos que A2u ∈ Hδ(Rn). Do Lema 3.1.2

conclúımos que u ∈ H4−δ(Rn).

Finalizando, definimos v = u− f para ter u ∈ H4−δ(Rn) e v ∈ H2(Rn)

satisfazendo v +A2u+Aθv = g.
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Portanto dado (f, g) ∈ H2(Rn)×Hδ(Rn) existe

(u, v) ∈ H4−δ(Rn)×H2(Rn)

tal que (I −B2)(u,w) = (f, g), ou seja, (f, g) ∈ Im(I −B2).

Também H4−δ(Rn)×H2(Rn) é denso em H2(Rn)×Hδ(Rn).

Então, pelo Teorema de Lumer-Phillips, temos que B2 é o gerador

infinitesimal de um semigrupo de contrações de classe C0 em H2(Rn) ×
Hδ(Rn).

3.3.2 J2 é um Operador Limitado

Na seção anterior mostramos que B2 é gerador infinitesimal de um

semigrupo de contrações de classe C0 em X, queremos agora mostrar que

J2 : X → X dado por

J2(U) =

(
0(
I + (−∆)δ

)−1(
u+ v

) )

é um operador linear e limitado, para assim concluir que B2 +J2 é gerador

infinitesimal de um semigrupo de classe C0 em X, com 0 ≤ δ ≤ θ e

0 ≤ θ ≤ 2 + δ

2
.

Lema 3.3.2 O operador J2 : X → X definido acima é linear e limitado.

Demonstração: É fácil ver que J2 é um operador linear. Vamos agora

mostrar que J2 é limitado. De fato para U ∈ X temos

‖J2(U)‖2X =
∥∥∥(I + (−∆)δ

)−1(
u+ v

)∥∥∥2
Hδ

=

∫
Rn

(1 + |ξ|2δ)
∣∣∣∣ û+ v̂

1 + |ξ|2δ

∣∣∣∣2 dξ
≤ C

∫
Rn
|û|2 dξ + C

∫
Rn
|v̂|2 dξ

≤ C‖u‖2H2 + C‖v‖2Hδ ≤ C‖U‖
2
X .
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Caṕıtulo 4

Taxas de Decaimento:

Problema Linear

Nesta seção vamos encontrar taxas de decaimento do problema linear

(3.1) para a norma da energia e para a norma L2 da solução. Para encontrar

as taxas de decaimento vamos trabalhar no espaço de Fourier, e para isso

aplicamos a Transformada de Fourier em relação a variável x no problema

de Cauchy (3.1). Encontramos assim o seguinte problema de Cauchy
(1 + |ξ|2δ)ûtt +

(
α|ξ|4 + |ξ|2

)
û+ |ξ|2θût = 0,

û(0, ξ) = û0(ξ),

ût(0, ξ) = û1(ξ)

(4.1)

com û = û(t, ξ), (t, ξ) ∈ (0,∞)× Rn, α > 0, 0 ≤ δ ≤ 2 e 0 ≤ θ ≤ 2 + δ

2
.

Usando um método especial e multiplicadores no espaço Fourier, como

em [20], para o problema (4.1) vamos obter estimativas de decaimento para

a norma da energia e para a norma L2 da solução û do problema Cauchy

(4.1) e consequentemente, via Teorema de Plancherel, para a solução u do

problema (3.1).

Neste caṕıtulo a constante C que aparece nas estimativas e nos lemas

e teoremas é positiva e independe dos dados iniciais, podendo ter distintos
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valores mesmo de uma linha para outra.

Os resultados apresentados neste caṕıtulo foram publicados em 2016

na revista Journal of Mathematical Analysis and Applications (ver [17]).

4.1 Estimativas Gerais

Antes de encontrar as estimativas de decaimento, vamos mostrar uma

estimativa a priori, que nos ajudará a encontrar as taxas de decaimento

para a norma da energia e para a norma L2 da solução.

Para começar nossas estimativas multiplicamos a equação (4.1) por ¯̂ut

e obtemos

1

2

d

dt

(
(1 + |ξ|2δ)|ût|2 + |ξ|2(1 + α|ξ|2)|û|2

)
+ |ξ|2θ|ût|2 = 0,

para todo ξ ∈ Rn e t > 0 ou ainda

1

2

d

dt
E1 + |ξ|2θ|ût|2 = 0, (4.2)

com E1 = E1(t, ξ) a densidade de energia definida da seguinte forma

E1(t, ξ) = (1 + |ξ|2δ)|ût|2 + |ξ|2(1 + α|ξ|2)|û|2,

para todo ξ ∈ Rn e t > 0.

Agora, multiplicando a equação em (4.1) por ¯̂u e considerando a parte

real, temos

1

2

d

dt

(
|ξ|2θ|û|2 + 2(1 + |ξ|2δ)Re(ût ¯̂u)

)
+ |ξ|2(1 + α|ξ|2)|û|2 = (1 + |ξ|2δ)|ût|2,

para todo ξ ∈ Rn e t > 0. Isto é

1

2

d

dt
E2 + |ξ|2(1 + α|ξ|2)|û|2 = (1 + |ξ|2δ)|ût|2, (4.3)

com E2 = E2(t, ξ) definido da seguinte forma

E2(t, ξ) = |ξ|2θ|û|2 + 2(1 + |ξ|2δ)Re(ût û),

para todo ξ ∈ Rn e t > 0.
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Vamos considerar agora o funcional

E = E1 +
1

3
ρθ(ξ)E2,

com ρθ a função dada por

ρθ(ξ) =


ε|ξ|2−2θ(1 + α|ξ|2), |ξ| ≤ 1 e 0 ≤ θ ≤ 1

2

ε
|ξ|2θ

1 + |ξ|2δ , |ξ| ≤ 1 e
1

2
< θ ≤ 2 + δ

2

ε
|ξ|2θ

1 + |ξ|2δ , |ξ| ≥ 1 e 0 ≤ θ ≤ 2 + δ

2

(4.4)

com ε um número positivo a ser escolhido adequadamente mais adiante.

A escolha dessa função é muito importante para conseguir taxas de decai-

mento ótimas. No paper [10], da Luz-Ikehata-Charão mostram um método

para encontrar essa função ρθ.

Então, usando as igualdades (4.2) e (4.3) temos a seguinte identidade

1

2

d

dt
E + |ξ|2θ|ût|2 +

1

3
ρθ(ξ)|ξ|2(1 + α|ξ|2)|û|2 =

1

3
ρθ(ξ)(1 + |ξ|2δ)|ût|2,

ou

1

2

d

dt
E + F = R, (4.5)

com F = F (t, ξ) e R = R(t, ξ) funcionais definidos por

F (t, ξ) = |ξ|2θ|ût|2 +
1

3
ρθ(ξ)|ξ|2(1 + α|ξ|2)|û|2,

R(t, ξ) =
1

3
ρθ(ξ)(1 + |ξ|2δ)|ût|2.

Lema 4.1.1 Sejam 0 ≤ δ ≤ 2 e 0 ≤ θ ≤ 2 + δ

2
. Então para todo ξ ∈ Rn e

0 < ε ≤ 1

2(1 + α)
vale

ρθ(ξ) ≤
|ξ|2θ

1 + |ξ|2δ ,

com ρθ dada em (4.4).

Demonstração: Primeiro consideramos o caso |ξ| ≤ 1 e
1

2
< θ ≤ 2 + δ

2
e
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o caso |ξ| ≥ 1 e 0 ≤ θ ≤ 2 + δ

2
. Para esses casos temos

ρθ(ξ) = ε
|ξ|2θ

1 + |ξ|2δ ≤
|ξ|2θ

1 + |ξ|2δ ,

se 0 < ε ≤ 1

2(1 + α)
< 1.

Note que o lema é trivial para ξ = 0. Para o caso |ξ| ≤ 1 e 0 ≤ θ ≤ 1

2
,

com ξ 6= 0, temos

(1 + |ξ|2δ)(1 + α|ξ|2) ≤ 2(1 + α) ≤ 2(1 + α)|ξ|4θ−2 ≤ 1

ε
|ξ|4θ−2,

pois −2 ≤ 4θ − 2 ≤ 0 e 0 < ε ≤ 1

2(1 + α)
.

Isso implica que

ρθ(ξ) = ε|ξ|2−2θ(1 + α|ξ|2) ≤ |ξ|2θ

1 + |ξ|2δ

também para o caso |ξ| ≤ 1 e 0 ≤ θ ≤ 1

2
.

Lema 4.1.2 Sejam 0 ≤ δ ≤ 2, 0 ≤ θ ≤ 2 + δ

2
e 0 < ε ≤ 1

2(1 + α)
. Então

R ≤ 1

2
F,

para todo ξ ∈ Rn e t > 0, com F e R os funcionais em (4.5).

Demonstração: Pela definição de R, F e o Lema 4.1.1 segue que

R =
1

3
ρθ(ξ)(1 + |ξ|2δ)|ût|2

≤ 1

3

|ξ|2θ

1 + |ξ|2δ (1 + |ξ|2δ)|ût|2

≤ 1

3
|ξ|2θ|ût|2

≤ 1

3

(
|ξ|2θ|ût|2 +

1

3
ρθ(ξ)|ξ|2(1 + α|ξ|2)|û|2

)
≤ 1

2
F,

para todo ξ ∈ Rn e t > 0.
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Lema 4.1.3 Sejam 0 ≤ δ ≤ 2, 0 ≤ θ ≤ 2 + δ

2
e 0 < ε ≤ 1

2(1 + α)
. Então

vale a estimativa
1

3
ρθ(ξ)E1 ≤ F,

para todo ξ ∈ Rn e t > 0.

Demonstração: Pela definição de F e pelo Lema 4.1.1 segue que

F = |ξ|2θ|ût|2 +
1

3
ρθ(ξ)|ξ|2(1 + α|ξ|2)|û|2

=
1

3
ρθ(ξ)

(
3

ρθ(ξ)
|ξ|2θ|ût|2 + |ξ|2(1 + α|ξ|2)|û|2

)
≥ βρθ(ξ)

(
1 + |ξ|2δ

|ξ|2θ |ξ|2θ|ût|2 + |ξ|2(1 + α|ξ|2)|û|2
)

≥ 1

3
ρθ(ξ)

(
(1 + |ξ|2δ)|ût|2 + |ξ|2(1 + α|ξ|2)|û|2

)
=

1

3
ρθ(ξ)E1,

para todo ξ ∈ Rn e t > 0.

Agora, usando os Lemas 4.1.2 e 4.1.3 e a identidade (4.5), obtemos a

seguinte desigualdade

d

dt
E +

1

3
ρθ(ξ)E1 ≤ 0, (4.6)

para todo ξ ∈ Rn e t > 0.

Lema 4.1.4 Sejam 0 ≤ δ ≤ 2, 0 ≤ θ ≤ 2 + δ

2
e 0 < ε ≤ min{1, α}. Então

ρθ(ξ) ≤ |ξ|2−2θ(1 + α|ξ|2),

para todo ξ ∈ Rn.

Demonstração: Primeiro vamos considerar o caso 0 ≤ θ ≤ 1

2
e |ξ| ≤ 1.

Para esse caso e 0 < ε ≤ 1 temos

ρθ = ε|ξ|2−2θ(1 + α|ξ|2) ≤ |ξ|2−2θ(1 + α|ξ|2).
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Para o caso
1

2
< θ ≤ 2 + δ

2
, |ξ| ≤ 1 e 0 < ε ≤ 1 temos

(1 + |ξ|2δ)(1 + α|ξ|2) ≥ 1 ≥ ε ≥ ε|ξ|4θ−2,

pois 4θ − 2 > 0. Isso implica que

ρθ(ξ) = ε
|ξ|2θ

1 + |ξ|2δ ≤ |ξ|
2−2θ(1 + α|ξ|2).

Finalmente, vamos considerar o caso 0 ≤ θ ≤ 2 + δ

2
e |ξ| ≥ 1. Esco-

lhendo 0 < ε ≤ α e do fato que |ξ|4θ−2 ≤ |ξ|2+2δ ≤ 1

ε
α|ξ|2+2δ temos

ρθ(ξ) = ε
|ξ|2θ

1 + |ξ|2δ ≤ |ξ|
2−2θ(1 + α|ξ|2).

Lema 4.1.5 Sejam 0 ≤ δ ≤ 2, 0 ≤ θ ≤ 2 + δ

2
e 0 < ε ≤ min

{
1

2(1 + α)
, α

}
.

Então ∣∣∣∣13ρθ(ξ)E2

∣∣∣∣ ≤ 2

3
E1,

para todo ξ ∈ Rn e t > 0.

Demonstração: Usando as estimativas dos Lemas 4.1.1 e 4.1.4 temos∣∣∣∣13ρθ(ξ)E2

∣∣∣∣ ≤ 1

3
ρθ(ξ)

(
|ξ|2θ|û|2 + 2(1 + |ξ|2δ)|û‖ût|

)
≤ 1

3
ρθ(ξ)

(
|ξ|2θ|û|2 + |ξ|2θ|û|2 + (1 + |ξ|2δ)2|ξ|−2θ|ût|2

)
≤ 2

3

(
ρθ(ξ)|ξ|2θ|û|2 + ρθ(ξ)(1 + |ξ|2δ)2|ξ|−2θ|ût|2

)
≤ 2

3

(
|ξ|2−2θ(1 + α|ξ|2)|ξ|2θ|û|2 +

|ξ|2θ

1 + |ξ|2δ (1 + |ξ|2δ)2|ξ|−2θ|ût|2
)

≤ 2

3

(
|ξ|2(1 + α|ξ|2)|û|2 + (1 + |ξ|2δ)|ût|2

)
≤ 2

3
E1,

para todo ξ ∈ Rn e t > 0.
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Lema 4.1.6 Sejam 0 ≤ δ ≤ 2, 0 ≤ θ ≤ 2 + δ

2
e 0 < ε ≤ min

{
α,

1

2(1 + α)

}
.

Então

(1 + |ξ|2δ)|ût|2 + |ξ|2(1 + α|ξ|2)|û|2

≤ 5e−
1
5
ρθ(ξ)t

(
(1 + |ξ|2δ)|û1|2 + |ξ|2(1 + α|ξ|2)|û0|2

)
(4.7)

para todo ξ ∈ Rn e t > 0.

Demonstração: Como consequência do Lema 4.1.5 temos

−2

3
E1 ≤

1

3
ρθ(ξ)E2 ≤

2

3
E1.

Assim obtemos

1

3
E1 ≤ E1 +

1

3
ρθ(ξ)E2 ≤

5

3
E1

e usando a definição de E(t, ξ) temos

1

3
E1 ≤ E ≤

5

3
E1, (4.8)

para todo ξ ∈ Rn e t > 0.

Pelas desigualdades (4.6) e (4.8) conclúımos que

d

dt
E +

1

5
ρθ(ξ)E ≤ 0.

A desigualdade diferencial acima implica que

E ≤ e−
1
5
ρθ(ξ)tE(0),

para todo ξ ∈ Rn, t > 0 com E(0) = E(0, ξ).

Assim, de (4.8) segue que a densidade de energia para o problema (4.1)

no espaço de Fourier decai exponencialmente, isto é

E1 ≤ 5e−
1
5
ρθ(ξ)tE1(0)

para todo ξ ∈ Rn, t > 0 e E1(0) = E1(0, ξ).
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A definição de E1 diz que

(1 + |ξ|2δ)|ût|2 + |ξ|2(1 + α|ξ|2)|û|2

≤ 5e−
1
5
ρθ(ξ)t

(
(1 + |ξ|2δ)|û1|2 + |ξ|2(1 + α|ξ|2)|û0|2

)
,

para todo ξ ∈ Rn e t > 0.

Queremos encontrar taxas de decaimento para a norma L2 e taxas de

decaimento para a norma da energia da solução. Para a norma da energia,

basta integrar a desigualdade do Lema 4.1.6. Para a norma L2 da solução

vamos usar a seguinte estimativa obtida do Lema 4.1.6

|û|2 ≤ 5e−
1
5
ρθ(ξ)t

(
1 + |ξ|2δ

|ξ|2(1 + α|ξ|2)
|û1|2 + |û0|2

)
(4.9)

que vale para todo ξ ∈ Rn (ξ 6= 0) e t > 0.

Usando as estimativas obtidas acima, vamos encontrar taxas de decai-

mento para o problema linear (4.1). Para isso vamos usar os Lemas 2.5.1 e

2.5.2 do Caṕıtulo 2. O Lema 2.5.2 é usado na baixa frequência, e o Lema

2.5.1 é usado na alta frequência. A desigualdade dada no Lema 2.5.1 é

muito importante porque vai proporcionar a regularidade necessária nos

dados iniciais. Na verdade, a estrutura da equação placa (3.1) é do tipo

de perda de regularidade no caso 0 ≤ θ < δ. Isso que dizer que para obter

mesmas taxas de decaimento na alta frequência como as obtidas na região

de baixa frequência é necessário assumir mais regularidade nos dados ini-

ciais. Veremos esse fato analisando as ráızes caracteŕısticas da equação

associada (4.1) no espaço de Fourier dada por (7.2) no Caṕıtulo 7 de ex-

pansão assintótica. Nesses casos a parte real das ráızes caracteŕısticas se

aproxima de zero quando |ξ| vai para o infinito. Assim, por causa deste

efeito, é imposśıvel obter as taxas de decaimento ótimas na alta frequência,

sem impor regularidade adicional sobre os dados iniciais.

4.2 Taxas de Decaimento para |ξ| ≤ 1

Nesta seção vamos estimar as desigualdades (4.7) e (4.9) na região

de baixa frequência, ou seja, para |ξ| ≤ 1. As estimativas para a baixa
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frequência em geral seguem diretamente do Lema 2.5.2.

4.2.1 Caso 0 ≤ θ ≤ 1

2

Para esse caso temos ρθ(ξ) = ε|ξ|2−2θ(1 + α|ξ|2). Podemos estimar ρθ

por baixo da seguinte forma

ρθ(ξ) ≥ ε|ξ|2−2θ

e além disso temos
1 + |ξ|2δ

|ξ|2(1 + α|ξ|2)
≤ 2|ξ|−2.

Com as desigualdades acima podemos provar o seguinte lema.

Lema 4.2.1 Sejam 0 ≤ δ ≤ 2, 0 ≤ θ ≤ 1

2
e u0 ∈ L1(Rn).

i) Se n ≥ 1 e u1 ∈ Ẇ−1,1(Rn) então tem-se∫
|ξ|≥1

|û|2dξ ≤ Ct−
n

2−2θ
(
‖u1‖2Ẇ−1,1 + ‖u0‖2L1

)
,

para todo t > 0. O espaço Ẇ−1,1(Rn) está definido no Seção 2.2.5

do Caṕıtulo 2.

ii) Se n ≥ 3 e u1 ∈ L1(Rn) então tem-se∫
|ξ|≥1

|û|2dξ ≤ Ct−
n−2
2−2θ ‖u1‖2L1 + Ct−

n
2−2θ ‖u0‖2L1 ,

para todo t > 0.

iii) Se n ≥ 1 e u1 ∈ L1(Rn) então tem-se∫
|ξ|≤1

(1+|ξ|2δ)|ût|2+|ξ|2(1+α|ξ|2)|û|2dξ ≤ Ct−
n

2−2θ
(
‖u1‖2L1+‖u0‖2L1

)
,

para todo t > 0.

Demonstração:
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i) Usando as estimativas anteriores ao lema e a estimativa (4.9) temos∫
|ξ|≤1

|û|2dξ ≤ C
∫
|ξ|≤1

e−
ε
5
|ξ|2−2θt (|ξ|−2|û1|2 + |û0|2

)
dξ

≤ C
(
‖|ξ|−1û1‖2L∞ + ‖û0‖2L∞

) ∫
|ξ|≤1

e−
ε
5
|ξ|2−2θtdξ,

para u1 ∈ Ẇ−1,1(Rn) e u0 ∈ L1(Rn). Agora usando o Lema 2.5.2

temos ∫
|ξ|≤1

|û|2dξ ≤ Ct−
n

2−2θ
(
‖|ξ|−1û1‖2L∞ + ‖û0‖2L∞

)
≤ Ct−

n
2−2θ

(
‖u1‖2Ẇ−1,1 + ‖u0‖2L1

)
,

para todo t > 0, pela definição de Ẇ−1,1(Rn).

ii) Usando o Lema 2.5.2 e considerando u1 ∈ L1(Rn) também encontra-

mos taxas de decaimento para û, mas isso só é posśıvel para n ≥ 3.

Temos de (4.9)∫
|ξ|≤1

|û|2dξ ≤ C
∫
|ξ|≤1

e−
ε
5
|ξ|2−2θt (|ξ|−2|û1|2 + |û0|2

)
dξ

≤ C‖û1‖2L∞
∫
|ξ|≤1

e−
ε
5
|ξ|2−2θt|ξ|−2dξ + ‖û0‖2L∞

∫
|ξ|≤1

e−
ε
5
|ξ|2−2θtdξ

≤ Ct−
n−2
2−2θ ‖u1‖2L1 + Ct−

n
2−2θ ‖u0‖2L1 ,

para todo t > 0.

iii) Agora usando a desigualdade (4.7) e o Lema 2.5.2 temos∫
|ξ|≤1

(1 + |ξ|2δ)|ût|2 + |ξ|2(1 + α|ξ|2)|û|2dξ

≤ C
∫
|ξ|≤1

e−
ε
5
|ξ|2−2θt

(
(1 + |ξ|2δ)|û1|2 + |ξ|2(1 + α|ξ|2)|û0|2

)
dξ

≤ Ct−
n

2−2θ
(
‖u1‖2L1 + ‖u0‖2L1

)
,

para todo t > 0 e n ≥ 1.

Quando n ≥ 3 a melhor taxa encontrada para a norma L2 da solução

com o método acima é t−
n−2
2−2θ . Trabalhos anteriores como o de Charão-da
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Luz-Ikehata [10] encontram a taxa t−
n−4θ
2−2θ

+τ para a norma L2 da solução,

com τ > 0 fixado arbitrariamente. Essa taxa é melhor que a taxa obtida

no Lema 4.2.1 para o caso 0 ≤ θ ≤ 1

2
com dados iniciais u1 ∈ L1(Rn) e

u0 ∈ L1(Rn). Para encontrar essa taxa iremos utilizar um método diferente

do que foi usado acima.

Primeiramente vamos encontrar algumas identidades importantes para

todo |ξ| ≤ 1 e ξ 6= 0. Dividindo a expressão em (4.2) por |ξ|2(1 + α|ξ|2)

encontramos a seguinte identidade

1

2

d

dt

(
1 + |ξ|2δ

|ξ|2(1 + α|ξ|2)
|ût|2 + |û|2

)
+

|ξ|2θ

|ξ|2(1 + α|ξ|2)
|ût|2 = 0.

Agora definimos

E1(t) =

(
1 + |ξ|2δ

|ξ|2(1 + α|ξ|2)
|ût|2 + |û|2

)
.

Então integrando a identidade acima em [S, T ] temos

1

2
E1(T ) +

∫ T

S

|ξ|2θ

|ξ|2(1 + α|ξ|2)
|ût|2dt =

1

2
E1(S). (4.10)

Multiplicando a igualdade em (4.3) por |ξ|−2θ e integrando em [S, T ]

temos

1

2
|û(T )|2 + |ξ|−2θ(1 + |ξ|2δ)Re(ût(T )û(T )) +

∫ T

S

|ξ|2−2θ(1 + α|ξ|2)|û|dt

=

∫ T

S

|ξ|−2θ(1 + |ξ|2δ)|ût|2dt+
1

2
|û(S)|2 + |ξ|−2θ(1 + |ξ|2δ)Re(ût(S)û(S)).

Observamos que para 0 ≤ θ ≤ 1

2
e para |ξ| ≤ 1 valem as seguintes

estimativas

i) |ξ|−2θ(1 + |ξ|2δ)Re(ût(T )û(T )) ≤ (1 + α)E1(S);

ii)

∫ T

S

|ξ|−2θ(1 + |ξ|2δ)|ût|2dt ≤ 2(1 + α)E1(S).

Para mostrar os itens (i) e (ii) usamos a igualdade em (4.10). É fácil

verificar que

|ξ|−4θ ≤ (1 + α)(1 + |ξ|2δ)
|ξ|2(1 + α|ξ|2)

73



para todo |ξ| ≤ 1.

Com isso podemos verificar facilmente as seguintes estimativas

|ξ|−2θ(1 + |ξ|2δ)Re(ût(T )û(T )) ≤ 2|ξ|−2θ|ût(T )| |û(T )|

≤ |ξ|−4θ|ût(T )|2 + |û(T )|2

≤ (1 + α)(1 + |ξ|2δ)
|ξ|2(1 + α|ξ|2)

|ût(T )|2 + |û(T )|2

≤ (1 + α)E1(T ) ≤ (1 + α)E1(S).

que provam o item (i).

Para mostrar o item (ii) observamos que

|ξ|−2θ(1 + |ξ|2δ) ≤ 2|ξ|−2θ ≤ 2|ξ|2θ−2 ≤ 2(1 + α)
|ξ|2θ

|ξ|2(1 + α|ξ|2)

o que implica∫ T

S

|ξ|−2θ(1 + |ξ|2δ)|ût|2dt ≤ 2(1 + α)

∫ T

S

|ξ|2θ

|ξ|2(1 + α|ξ|2)
|ût|2dt

≤ 2(1 + α)E1(S).

Logo a estimativa do item (ii) também está provada.

Então, usando as duas estimativas acima conclúımos que

1

2
|û(T )|2 +

∫ T

S

|ξ|2−2θ(1 + α|ξ|2)|û|2dt

≤
∫ T

S

|ξ|−2θ(1 + |ξ|2δ)|ût|2dt− |ξ|−2θ(1 + |ξ|2δ)Re(ût(T )û(T ))

+
1

2
|û(S)|2 + |ξ|−2θ(1 + |ξ|2δ)Re(ût(S)û(S))

≤ 2(1 + α)E1(S) + E1(S) + 2(1 + α)E1(S)

= 5(1 + α)E1(S). (4.11)

Definimos agora o funcional F(t) por

F(t) =
|ξ|2θ

|ξ|2(1 + α|ξ|2)
|ût|2 + |ξ|2−2θ(1 + α|ξ|2)|û|2.
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Usando as desigualdade (4.10) e (4.11) conclúımos que∫ T

S

∫
|ξ|≤1

F(t)dξdt ≤ 6(1 + α)

∫
|ξ|≤1

E1(S)dξ. (4.12)

Nosso próximo objetivo é encontrar uma relação entre o funcional E1

e o funcional F. Da definição de E1, temos[∫
|ξ|≤1

E1(t)dξ

]1+r
≤

[∫
|ξ|≤1

2|û|2dξ

]1+r
+

[∫
|ξ|≤1

2(1 + |ξ|2δ)
|ξ|2(1 + α|ξ|2)

|ût|2dξ

]1+r

≤ C

[∫
|ξ|≤1

(
|ξ|2−2θ(1 + α|ξ|2)

)− 1
1+r |û|

2r
1+r

(
|ξ|2−2θ(1 + α|ξ|2)|û|2

) 1
1+r

dξ

]1+r

+ C

[∫
|ξ|≤1

(1 + |ξ|2δ)|ξ|−
2θ

1+r

|ξ|
2r

1+r (1 + α|ξ|2)
r

1+r

|ût|
2r

1+r
|ξ|

2θ
1+r

|ξ|
2

1+r (1 + α|ξ|2)
1

1+r

|ût|
2

1+r dξ

]1+r
,

com m > 0 e r > 0 especificados mais a frente.

Usando a Desigualdade de Hölder com L
1+r
r e L1+r temos[∫

|ξ|≤1

E1(t)dξ

]1+r
(4.13)

≤ C

[∫
|ξ|≤1

|ξ|
2θ−2
r (1 + α|ξ|2)−

1
r |û|2dξ

]r ∫
|ξ|≤1

|ξ|2−2θ(1 + α|ξ|2)|û|2dξ

+ C

[∫
|ξ|≤1

(1 + |ξ|2δ)
1+r
r

|ξ|2(1 + α|ξ|2)
|ξ|−

2θ
r |ût|2dξ

]r ∫
|ξ|≤1

|ξ|2θ

|ξ|2(1 + α|ξ|2)
|ût|2dξ.

Pela definição do funcional F temos

i)

∫
|ξ|≤1

|ξ|2−2θ(1 + α|ξ|2)|û|2dξ ≤
∫
|ξ|≤1

F(t)dξ;

ii)

∫
|ξ|≤1

|ξ|2θ

|ξ|2(1 + α|ξ|2)
|ût|2dξ ≤

∫
|ξ|≤1

F(t)dξ.

Usando a desigualdade (4.13) e os itens (i) e (ii) acima temos[∫
|ξ|≤1

E1(t)dξ

]1+r
≤ C

(
Ir1 + Ir2

) ∫
|ξ|≤1

F(t)dξ, (4.14)
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com

Ir1 =

[∫
|ξ|≤1

|ξ|
2θ−2
r (1 + α|ξ|2)−

1
r |û|2dξ

]r
e

Ir2 =

[∫
|ξ|≤1

(1 + |ξ|2δ)
1+r
r

|ξ|2(1 + α|ξ|2)
|ξ|−

2θ
r |ût|2dξ

]r
.

Precisamos agora estimar Ir1 e Ir2 em termos dos dados iniciais. Para

isso vamos usar o seguinte lema.

Lema 4.2.2 Sejam 0 ≤ δ ≤ 2, 0 ≤ θ ≤ 1

2
e û a solução do problema de

Cauchy (4.1). Então existe uma constante C > 0 tal que

i) |ût|2 ≤ C|û1|2 + C|ξ|2|û0|2,

ii) |û|2 ≤ C|û0|2 + C|ξ|−4θ|û1|2,

para todo ξ ∈ Rn.

Demonstração:

i) Primeiro observando que se integrarmos a identidade (4.2) em [0, t]

teremos

1

2
E1(t) +

∫ t

0

|ξ|2θ|ût(s)|2ds =
1

2
E1(0), (4.15)

para todo ξ ∈ Rn.

Da definição de E1(t, ξ) temos que

|ût|2 ≤ |û1|2 +
|ξ|2(1 + α|ξ|2)

1 + |ξ|2δ |û0|2 ≤ |û1|2 + (1 + α)|ξ|2|û0|2

para ξ ∈ Rn

ii) Agora, multiplicando a identidade (4.3) por |ξ|2θ e integrando em

[0, t] temos

1

2
|ξ|2θE2(t) +

∫ t

0

|ξ|2+2θ(1 + α|ξ|2)|û(s)|2ds

=

∫ t

0

(1 + |ξ|2δ)|ξ|2θ|ût(s)|2ds+
1

2
|ξ|2θE2(0), (4.16)
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para todo ξ ∈ Rn.

Da definição de E2(t, ξ), usando a identidade acima, temos

1

2
|ξ|4θ|û(t)|2 +

∫ t

0

|ξ|2+2θ(1 + α|ξ|2)|û(s)|2ds

=
1

2
|ξ|4θ|û0|2 + 2(1 + |ξ|2δ)|ξ|2θRe(û1û0)

− 2(1 + |ξ|2δ)|ξ|2θRe(ût(t)û(t)) +

∫ t

0

(1 + |ξ|2δ)|ξ|2θ|ût(s)|2ds

≤ 1

2
|ξ|4θ|û0|2 + 16|û1|2 +

1

4
|ξ|4θ|û0|2 + 16|ût|2

+
1

4
|ξ|4θ|û|2 + 2

∫ t

0

|ξ|2θ|ût(s)|2ds.

Assim conclúımos que

1

4
|ξ|4θ|û(t)|2 ≤ 3

4
|ξ|4θ|û0|2 + 16|û1|2 + 16|ût(t)|2 + 2

∫ t

0

|ξ|2θ|ût(s)|2ds.

(4.17)

Da igualdade (4.16) e da definição de E1(t, ξ) temos

16|ût|2 + 2

∫ t

0

|ξ|2θ|ût(s)|2ds ≤ 8E1(0) ≤ 16|û1|2 + 8(1 + α)|ξ|4θ|û0|2.

(4.18)

Substituindo (4.18) em (4.17) conclúımos que

1

4
|ξ|4θ|û(t)|2 ≤

(
3

4
+ 8(1 + α)

)
|ξ|4θ|û0|2 + 32|û1|2 (4.19)

para ξ ∈ Rn.

Lema 4.2.3 Sejam n ≥ 3, 0 ≤ δ ≤ 2, 0 ≤ θ ≤ 1

2
e r >

2− 2θ

n− 4θ
. Então

existe uma constante C > 0 dependendo de r tal que[∫
|ξ|≤1

E1(t)dξ

]1+r
≤ C

(
‖u0‖2L1 + ‖u1‖2L1

) ∫
|ξ|≤1

F(t)dξ.

Demonstração: Para provar esse lema, usando a desigualdade (4.14),
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mostramos que Ir1 e Ir2 são limitados em termos dos dados iniciais. Primei-

ramente vamos estimar Ir1 usando o item (ii) do Lema 4.2.2. Observamos

que

Ir1 =

[∫
|ξ|≤1

|ξ|
2θ−2
r (1 + α|ξ|2)−

1
r |û|2dξ

]r

≤ C

[∫
|ξ|≤1

|ξ|
2θ−2
r (1 + α|ξ|2)−

1
r
(
|û0|2 + |ξ|−4θ|û1|2

)
dξ

]r

≤ C
(
‖u0‖2rL1 + ‖u1‖2rL1

)[∫
|ξ|≤1

|ξ|
2θ−2
r
−4θdξ

]r
≤ C

(
‖u0‖2rL1 + ‖u1‖2rL1

)
,

para r >
2− 2θ

n− 4θ
, pois

∫
|ξ|≤1

|ξ|
2θ−2
r
−4θdξ ≤ C = C(r, n, θ) <∞,

se
2− 2θ

r
+ 4θ < n.

Agora, usando o item (i) do Lema 4.2.2, vamos estimar Ir2 . Observamos

que

Ir2 =

[∫
|ξ|≤1

(1 + |ξ|2δ)
1+r
r

|ξ|2(1 + α|ξ|2)
|ξ|−

2θ
r |ût|2dξ

]r

≤ C

[∫
|ξ|≤1

(1 + |ξ|2δ)
1+r
r

|ξ|2(1 + α|ξ|2)
|ξ|−

2θ
r
(
|û1|2 + |ξ|2|û0|2

)
dξ

]r

≤ C
(
‖u0‖2rL1 + ‖u1‖2rL1

)[∫
|ξ|≤1

|ξ|
2θ
r
−2dξ

]r
≤ C

(
‖u0‖2rL1 + ‖u1‖2rL1

)
,

para r >
2θ

n− 2
, pois

∫
|ξ|≤1

|ξ|
−2θ
r
−2dξ ≤ C = C(r, n, θ) <∞

se
2θ

r
+ 2 < n.

Para que as duas estimativas sejam válidas ao mesmo tempo, precisa-
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mos então que r > max

{
2− 2θ

n− 4θ
,

2θ

n− 2

}
.

Observamos que para n ≥ 3 e 0 ≤ θ ≤ 1

2
temos

2− 2θ

n− 4θ
≥ 2θ

n− 2

ou que

2n− 4− 2θn+ 4θ ≥ 2θn− 8θ2

ou, ainda que

8θ2 − 4θ(n− 1) + 2(n− 2) ≥ 0.

As ráızes desse polinômio são θ1 =
1

2
e θ2 =

n

2
−1. Assim, se

n

2
−1 ≥ 1

2
,

ou seja, se n ≥ 3 conclúımos que precisamos assumir r >
2− 2θ

n− 4θ
.

Com essa observação conclúımos a prova do lema.

Lema 4.2.4 Sejam 0 ≤ δ ≤ 2, 0 ≤ θ ≤ 1

2
, n ≥ 3, u0 ∈ L1(Rn) e

u1 ∈ L1(Rn). Então existe T0 > 0 tal que∫
|ξ|≤1

|û|2dξ ≤ C
(
‖u1‖2rL1 + ‖u0‖2rL1

)
t−

n−4θ
2−2θ

+τ

para todo t > T0 com τ > 0 fixado arbitrariamente.

Demonstração: Da estimativa (4.12) e do Lema 4.2.3 conclúımos que

∫ T

S

[∫
|ξ|≤1

E1(t)dξ

]1+r
dt ≤ C

(
‖u0‖2rL1 + ‖u1‖2rL1

) ∫ T

S

∫
|ξ|≤1

F(t)dξdt

≤ C
(
‖u0‖2rL1 + ‖u1‖2rL1

) ∫
|ξ|≤1

E(S)dξ,

para todo 0 ≤ S < T <∞ e r >
2− 2θ

n− 4θ
.

Fazendo T →∞ temos∫ ∞
S

[∫
|ξ|≤1

E1(t)dξ

]1+r
dt ≤ C

(
‖u0‖2rL1 + ‖u1‖2rL1

) ∫
|ξ|≤1

E(S)dξ. (4.20)
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Seja T0 > 0 dado por

T0

[∫
|ξ|≤1

E1(0)dξ

]r
= C

(
‖u0‖2rL1 + ‖u1‖2rL1

)
.

Então a desigualdade (4.20) pode ser reescrita da seguinte forma

∫ ∞
S

[∫
|ξ|≤1

E1(t)dξ

]1+r
dt ≤ T0

[∫
|ξ|≤1

E1(0)dξ

]r ∫
|ξ|≤1

E(S)dξ

para r >
2− 2θ

n− 4θ
e 0 ≤ θ ≤ 1/2.

Portanto, pelo Lema de Haraux-Komornik (Lema 2.5.3) temos∫
|ξ|≤1

E1(t)dξ ≤ Ct−
1
r , (4.21)

para todo t ≥ T0 e r >
2− 2θ

n− 4θ
com 0 ≤ θ ≤ 1

2
.

Pela definição de E1 encontramos uma limitação para a norma L2 da

solução û na baixa frequência, ou seja,∫
|ξ|≤1

|û|2dξ ≤ Ct−
1
r ,

para todo t ≥ T0 e r >
2− 2θ

n− 4θ
com 0 ≤ θ ≤ 1

2
.

Por fim observando que precisamos ter r >
2− 2θ

n− 4θ
ou, equivalente-

mente,
1

r
<
n− 4θ

2− 2θ
,

podemos tomar r tal que

1

r
=
n− 4θ

2− 2θ
− τ

com τ > 0 fixado de modo arbitrário.

Substituindo isso em (4.21) segue a prova do lema.
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4.2.2 Caso
1

2
< θ ≤ 2 + δ

2

Para este caso temos ρθ(ξ) = ε
|ξ|2θ

1 + |ξ|2δ como podemos ver na definição

de ρθ em (4.4). Neste caso estimamos ρθ por baixo da seguinte forma

ρθ(ξ) ≥ ε
|ξ|2θ

2
,

pois |ξ| ≤ 1. Vale também a seguinte desigualdade elementar

1 + |ξ|2δ

|ξ|2(1 + α|ξ|2)
≤ 2|ξ|−2.

Usando as duas desigualdades acima podemos concluir o seguinte lema.

Lema 4.2.5 Sejam
1

2
< θ ≤ 2 + δ

2
e u0 ∈ L1(Rn).

i) Se n ≥ 1 e u1 ∈ Ẇ−1,1(Rn) então tem-se∫
|ξ|≤1

|û|2dξ ≤ Ct−
n
2θ
(
‖u1‖2Ẇ−1,1 + ‖u0‖2L1

)
,

para todo t > 0.

ii) Se n ≥ 3 e u1 ∈ L1(Rn) então tem-se∫
|ξ|≤1

|û|2dξ ≤ Ct−
n−2
2θ ‖u1‖2L1 + Ct−

n
2θ ‖u0‖2L1 ,

para todo t > 0.

iii) Se n ≥ 1 e u1 ∈ L1(Rn) então tem-se∫
|ξ|≤1

(1+|ξ|2δ)|ût|2+|ξ|2(1+α|ξ|2)|û|2dξ ≤ Ct−
n
2θ
(
‖u1‖2L1+‖u0‖2L1

)
,

para todo t > 0.

Demonstração:

i) Usando a limitação anterior para ρθ e a desigualdade (4.9) temos∫
|ξ|≤1

|û|2dξ ≤ C
∫
|ξ|≤1

e−
ε
10
|ξ|2θt (|ξ|−2|û1|2 + |û0|2

)
dξ.
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Considerando que u1 ∈ Ẇ−1,1(Rn) e novamente usando o Lema 2.5.2

temos ∫
|ξ|≤1

|û|2dξ ≤ Ct−
n
2θ
(
‖|ξ|−1û1‖2L∞ + ‖û0‖2L∞

)
≤ Ct−

n
2θ
(
‖u1‖2Ẇ−1,1 + ‖u0‖2L1

)
,

para todo t > 0.

Isso mostra a estimativa do item (i) para todo n ≥ 1.

ii) Usando o Lema 2.5.2 e considerando u1 ∈ L1(Rn) também encon-

tramos taxas de decaimento, mas devemos ter n ≥ 3. Assim temos

pelo Lema 2.5.2∫
|ξ|≤1

|û|2dξ ≤ C‖û1‖2L∞
∫
|ξ|≤1

e−
ε
10
|ξ|2θt|ξ|−2dξ

+ ‖û0‖2L∞
∫
|ξ|≤1

e−
ε
10
|ξ|2θtdξ

≤ Ct−
n−2
2θ ‖u1‖2L1 + Ct−

n
2θ ‖u0‖2L1 .

iii) Para este caso, usando a desigualdade (4.7) segue que∫
|ξ|≤1

(1 + |ξ|2δ)|ût|2 + |ξ|2(1 + α|ξ|2)|û|2dξ

≤ C
∫
|ξ|≤1

e−
ε
10
|ξ|2θt

(
(1 + |ξ|2δ)|û1|2 + |ξ|2(1 + α|ξ|2)|û0|2

)
dξ

≤ Ct−
n
2θ
(
‖u1‖2L1 + ‖u0‖2L1

)
,

para todo t > 0 e n ≥ 1.

4.3 Taxas de Decaimento para |ξ| ≥ 1

Nesta região de alta frequência temos ρθ(ξ) = ε
|ξ|2θ

1 + |ξ|2δ para todo

0 ≤ θ ≤ 2 + δ

2
. Observamos que, dependendo da relação entre θ e δ, a
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exponencial que aparece no termo a ser limitado se comporta de maneira

diferente. Para contornar essa situação vamos trabalhar com três casos

• 0 ≤ δ ≤ θ ≤ 2 + δ

2
;

• 0 ≤ θ < δ e 0 ≤ θ ≤ 1

2
;

• 0 ≤ θ < δ e
1

2
< θ ≤ 2 + δ

2
.

4.3.1 Caso 0 ≤ δ ≤ θ ≤ 2 + δ

2

Neste caso temos 1 + |ξ|2δ ≤ 2|ξ|2δ ≤ 2|ξ|2θ, pois |ξ| ≥ 1. Isto resulta

em

ρθ(ξ) = ε
|ξ|2θ

1 + |ξ|2δ ≥
ε

2

e também
1 + |ξ|2δ

|ξ|2(1 + α|ξ|2)
≤ 2

α
|ξ|2δ−4.

Para este caso, a condição de ρθ ser maior que uma constante é funda-

mental para que não precisemos pedir mais regularidade no dados iniciais.

Isso pode ser visto na demonstração do seguinte lema.

Lema 4.3.1 Sejam 0 ≤ δ ≤ θ ≤ 2 + δ

2
, u0 ∈ H2(Rn) e u1 ∈ Hδ(Rn).

Então para todo n ≥ 1 vale

i)

∫
|ξ|≥1

|û|2dξ ≤ Ce−
ε
10
t
(
‖u1‖2Hδ + ‖u0‖2H2

)
,

ii)

∫
|ξ|≥1

(1 + |ξ|2δ)|ût|2 + |ξ|2(1 + α|ξ|2)|û|2dξ

≤ Ce−
ε
10
t
(
‖u1‖2Hδ + ‖u0‖2H2

)
,

para todo t > 0 e n ≥ 1.

Demonstração:
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i) Usando as estimativas anteriores para ρθ e a desigualdade (4.9) temos∫
|ξ|≥1

|û|2dξ ≤ C
∫
|ξ|≥1

e−
ε
10
t
(
|ξ|2δ−4|û1|2 + |û0|2

)
dξ

≤ Ce−
ε
10
t
(
‖u1‖2Hδ−2 + ‖u0‖2

)
≤ Ce−

ε
10
t
(
‖u1‖2Hδ + ‖u0‖2H2

)
para todo t > 0, pois δ − 2 ≤ 0 ≤ δ.

ii) Agora usando a desigualdade (4.7) temos∫
|ξ|≥1

(1 + |ξ|2δ)|ût|2 + |ξ|2(1 + α|ξ|2)|û|2dξ

≤ C
∫
|ξ|≥1

e−
ε
10
t
(

(1 + |ξ|2δ)|û1|2 + |ξ|2(1 + α|ξ|2)|û0|2
)
dξ

≤ Ce−
ε
10
t
(
‖u1‖2Hδ + ‖u0‖2H2

)
para todo t > 0 e n ≥ 1.

4.3.2 Caso 0 ≤ θ < δ e 0 ≤ θ ≤ 1

2

Sendo |ξ| ≥ 1 temos que 1 + |ξ|2δ ≤ 2|ξ|2δ. Isto resulta em

ρθ = ε
|ξ|2θ

1 + |ξ|2δ ≥
ε

2
|ξ|2(θ−δ)

e também

1 + |ξ|2δ

|ξ|2(1 + α|ξ|2)
≤ 2

α
|ξ|2δ−4. (4.22)

Na Subseção 4.2.1 encontramos taxas de decaimento quando 0 ≤ θ ≤ 1

2
e |ξ| ≤ 1. Nesta seção vamos encontrar essas mesmas taxas, mas para isso

precisamos de dados iniciais mais regulares. Isso porque, diferente do caso

da Subseção 4.2.1, aqui temos 0 ≤ θ < δ, e essa condição requer mais

regularidade nos dados iniciais, como veremos no lema abaixo.

Lema 4.3.2 Sejam 0 ≤ θ < δ e 0 ≤ θ ≤ 1

2
.
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i) Se n ≥ 1, u0 ∈ H
(δ−θ)n
2−2θ (Rn) e u1 ∈ H

(δ−θ)n
2−2θ

+δ−2(Rn) então vale∫
|ξ|≥1

|û|2dξ ≤ Ct−
n

2−2θ

(
‖u1‖2

H
(δ−θ)n
2−2θ

+δ−2
+ ‖u0‖2

H
(δ−θ)n
2−2θ

)
,

para todo t > 0.

ii) Se n ≥ 3, u0 ∈ H
(δ−θ)n
2−2θ (Rn) e u1 ∈ H

(δ−θ)(n−4θ)
2−2θ

+δ−2(Rn) tem-se∫
|ξ|≥1

|û|2dξ ≤ Ct−
n−4θ
2−2θ ‖u1‖2

H
(δ−θ)(n−4θ)

2−2θ
+δ−2

+Ct−
n

2−2θ ‖u0‖2
H

(δ−θ)n
2−2θ

,

para todo t > 0.

iii) Se n ≥ 1, u0 ∈ H
(δ−θ)n
2−2θ

+2(Rn) e u1 ∈ H
(δ−θ)n
2−2θ

+δ(Rn) então vale∫
|ξ|≥1

(1 + |ξ|2δ)|ût|2 + |ξ|2(1 + α|ξ|2)|û|2dξ

≤ Ct−
n

2−2θ

(
‖u1‖2

H
(δ−θ)n
2−2θ

+δ
+ ‖u0‖2

H
(δ−θ)n
2−2θ

+2

)
,

para todo t > 0.

Demonstração:

i) Usando a estimativa por baixo para ρθ no ińıcio desta subseção e as

desigualdades (4.9) e (4.10), temos∫
|ξ|≥1

|û|2dξ ≤ C
∫
|ξ|≥1

e−
ε|ξ|2(θ−δ)

10
t
(
|ξ|2δ−4|û1|2 + |û0|2

)
dξ.

Usando a estimativa do Lema 2.5.1 com r =
n

2− 2θ
e a = 2(θ − δ)

temos para todo n ≥ 1 e t > 0∫
|ξ|≥1

|û|2dξ ≤ Ct−
n

2−2θ

∫
|ξ|≥1

|ξ|
2(δ−θ)n

2−2θ

(
|ξ|2δ−4|û1|2 + |û0|2

)
dξ

≤ Ct−
n

2−2θ

(
‖u1‖2

H
(δ−θ)n
2−2θ

+δ−2
+ ‖u0‖2

H
(δ−θ)n
2−2θ

)
.

ii) Considere n ≥ 3. Agora usando a desigualdade do Lema 2.5.1 com

r =
n− 4θ

2− 2θ
para o dado inicial u1 e r =

n

2− 2θ
para o dado inicial
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u0 e a = 2(θ − δ) para os dois temos∫
|ξ|≥1

|û|2dξ ≤ Ct−
n−4θ
2−2θ

∫
|ξ|≥1

|ξ|
2(δ−θ)(n−4θ)

2−2θ |ξ|2δ−4|û1|2dξ

+ Ct−
n

2−2θ

∫
|ξ|≥1

|ξ|
2(δ−θ)n

2−2θ |û0|2dξ

≤ Ct−
n−4θ
2−2θ ‖u1‖2

H
(δ−θ)(n−4θ)

2−2θ
+δ−2

+ Ct−
n

2−2θ ‖u0‖2
H

(δ−θ)n
2−2θ

,

para todo t > 0 e n ≥ 3.

iii) Para estimar a norma da energia vamos usar a desigualdade (4.7)

e o Lema 2.5.1 com r =
n

2− 2θ
e a = 2(θ − δ). Sabemos que

ρθ(ξ) ≥
ε

2
|ξ|2(θ−δ), então temos

∫
|ξ|≥1

(1 + |ξ|2δ)|ût|2 + |ξ|2(1 + α|ξ|2)|û|2dξ

≤ C
∫
|ξ|≥1

e−
ε|ξ|2(θ−δ)

10
t
(
|ξ|2δ|û1|2 + |ξ|4|û0|2

)
dξ

≤ Ct−
n

2−2θ

∫
|ξ|≥1

|ξ|
2(δ−θ)n

2−2θ

(
|ξ|2δ|û1|2 + |ξ|4|û0|2

)
dξ

≤ Ct−
n

2−2θ

(
‖u1‖2

H
(δ−θ)n
2−2θ

+δ
+ ‖u0‖2

H
(δ−θ)n
2−2θ

+2

)
,

para todo t > 0 e n ≥ 1.

4.3.3 Caso 0 ≤ θ < δ e
1

2
< θ ≤ 2 + δ

2

Para |ξ| ≥ 1 temos que 1 + |ξ|2δ ≤ 2|ξ|2δ. Isto resulta em

ρθ = ε
|ξ|2θ

1 + |ξ|2δ ≥
ε

2
|ξ|2(θ−δ)

e também
1 + |ξ|2δ

|ξ|2(1 + α|ξ|2)
≤ 2

α
|ξ|2δ−4.

Na Subseção 4.2.2 encontramos taxas de decaimento para a norma da

energia e norma L2 da solução quando
1

2
< θ ≤ 2 + δ

2
na região de baixa
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frequência, |ξ| ≤ 1. Nesta seção vamos encontrar as mesmas taxas. Para

isso vamos precisar de dados iniciais mais regulares, como já observação na

seção anterior.

Lema 4.3.3 Sejam 0 ≤ θ < δ e
1

2
< θ ≤ 2 + δ

2
.

i) Se n ≥ 1, u0 ∈ H
(δ−θ)n

2θ (Rn) e u1 ∈ H
(δ−θ)n

2θ
+δ−2(Rn) então tem-se∫

|ξ|≥1

|û|2dξ ≤ Ct−
n
2θ

(
‖u1‖2

H
(δ−θ)n

2θ
+δ−2

+ ‖u0‖2
H

(δ−θ)n
2θ

)
,

para todo t > 0.

ii) Se n ≥ 3, u0 ∈ H
(δ−θ)n

2θ (Rn) e u1 ∈ H
(δ−θ)(n−2)

2θ
+δ−2(Rn) então

tem-se∫
|ξ|≥1

|û|2dξ ≤ Ct−
n−2
2θ ‖u1‖2

H
(δ−θ)n

2θ
+δ−2

+ Ct−
n
2θ ‖u0‖2

H
(δ−θ)n

2θ

,

para todo t > 0.

iii) Se n ≥ 1 e u0 ∈ H
(δ−θ)n

2θ
+2(Rn) e u1 ∈ H

(δ−θ)n
2θ

+δ(Rn) então tem-se∫
|ξ|≥1

(1 + |ξ|2δ)|ût|2 + |ξ|2(1 + α|ξ|2)|û|2dξ

≤ Ct−
n
2θ

(
‖u1‖2

H
(δ−θ)n

2θ
+δ

+ ‖u0‖2
H

(δ−θ)n
2θ

+2

)
,

para todo t > 0.

Demonstração:

i) Usando a estimativa para ρθ e a desigualdade (4.9) temos∫
|ξ|≥1

|û|2dξ ≤ C
∫
|ξ|≥1

e−
ε|ξ|2(θ−δ)

10
t
(
|ξ|2δ−4|û1|2 + |û0|2

)
dξ,

usando a desigualdade do Lema 2.5.1 com r =
n

2θ
e a = 2(θ − δ)

temos para todo n ≥ 1 e t > 0∫
|ξ|≥1

|û|2dξ ≤ Ct−
n
2θ

∫
|ξ|≥1

|ξ|
2(δ−θ)n

2θ

(
|ξ|2δ−4|û1|2 + |û0|2

)
dξ

≤ Ct−
n
2θ

(
‖u1‖2

H
(δ−θ)n

2θ
+δ−2

+ ‖u0‖2
H

(δ−θ)n
2θ

)
.
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ii) Se n ≥ 3 usando a desigualdade do Lema 2.5.1 com r =
n− 2

2θ
para

o dado inicial u1 e r =
n

2θ
para o dado inicial u0 e a = 2(θ−δ) temos

∫
|ξ|≥1

|û|2dξ ≤ Ct−
n−2
2θ

∫
|ξ|≥1

|ξ|
2(δ−θ)(n−2)

2θ |ξ|2δ−4|û1|2dξ

+ Ct−
n
2θ

∫
|ξ|≥1

|ξ|
2(δ−θ)n

2θ |û0|2dξ

≤ Ct−
n−2
2θ ‖u1‖2

H
(δ−θ)(n−2)

2θ
+δ−2

+ Ct−
n
2θ ‖u0‖2

H
(δ−θ)n

2θ

,

para todo t > 0.

iii) Para estimar a norma da energia vamos usar a desigualdade (4.7) e

o Lema 2.5.1 com r =
n

2θ
e a = 2(θ − δ). Temos

∫
|ξ|≥1

(1 + |ξ|2δ)|ût|2 + |ξ|2(1 + α|ξ|2)|û|2dξ

≤ C
∫
|ξ|≥1

e−
ε|ξ|2(θ−δ)

10
t
(
|ξ|2δ|û1|2 + |ξ|4|û0|2

)
dξ

≤ Ct−
n
2θ

∫
|ξ|≥1

|ξ|
2(δ−θ)n

2θ

(
|ξ|2δ|û1|2 + |ξ|4|û0|2

)
dξ

≤ Ct−
n
2θ

(
‖u1‖2

H
(δ−θ)n

2θ
+δ

+ ‖u0‖2
H

(δ−θ)n
2θ

+2

)
,

para todo t > 0 e n ≥ 1.

4.4 Resultados Principais para Decaimento

Resumindo: com os cálculos acima e usando o Teorema de Plancherel

chegamos à estimativas de decaimento, que conjecturamos serem precisas

no sentido de optimalidade, para a norma da energia e para a norma L2

da solução do problema (3.1). Abaixo enunciamos quatro teoremas que

seguem diretamente dos lemas anteriores. Os dois primeiros são referentes

ao caso 0 ≤ θ < δ. Esse é caso onde aparece a influência da estrutura de

perda de regularidade da equação em (3.1). Os dois últimos teoremas são

referentes ao caso 0 ≤ δ ≤ θ, que não tem propriedade de perda de regula-
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ridade. Esse fato pode ser visto no Caṕıtulo 7 sobre expansão assintótica

pela análise das ráızes caracteŕısticas do polinômio caracteŕıstico associado

à equação em (3.1).

Teorema 4.4.1 Seja 0 ≤ θ < δ. Então valem as seguintes taxas de decai-

mento para a norma da energia da solução u(t, x) do problema (3.1).

i) Sejam n ≥ 1 e 0 ≤ θ ≤ 1

2
. Então para

u0 ∈ H
(δ−θ)n
2−2θ

+2(Rn) ∩ L1(Rn) e u1 ∈ H
(δ−θ)n
2−2θ

+δ(Rn) ∩ L1(Rn)

tem-se∫
Rn

(
|ut|2 + |(−∆)δut|2 + α|∆u|2 + |(−∆)1/2u|2

)
dx

≤ Ct−
n

2−2θ

(
‖u0‖2L1 + ‖u0‖2

H
(δ−θ)n
2−2θ

+2
+ ‖u1‖2L1 + ‖u1‖2

H
(δ−θ)n
2−2θ

+δ

)
.

ii) Sejam n ≥ 1 e
1

2
< θ ≤ 2 + δ

2
. Então para

u0 ∈ H
(δ−θ)n

2θ
+2(Rn) ∩ L1(Rn) e u1 ∈ H

(δ−θ)n
2θ

+δ(Rn) ∩ L1(Rn)

tem-se∫
Rn

(
|ut|2 + |(−∆)δut|2 + α|∆u|2 + |(−∆)1/2u|2

)
dx

≤ Ct−
n
2θ

(
‖u0‖2L1 + ‖u0‖2

H
(δ−θ)n

2θ
+2

+ ‖u1‖2L1 + ‖u1‖2
H

(δ−θ)n
2θ

+δ

)
.

Teorema 4.4.2 Seja 0 ≤ θ < δ. Então valem as seguintes estimativas de

decaimento para a norma L2 da solução u(t, x) do problema (3.1).

i) Seja 0 ≤ θ ≤ 1

2
. Se n ≥ 1,

u0 ∈ L1(Rn) ∩H
(δ−θ)n
2−2θ (Rn) e u1 ∈ Ẇ−1,1(Rn) ∩H

(δ−θ)n
2−2θ

+δ−2(Rn)

então tem-se∫
Rn
|u|2dx ≤ Ct−

n
2−2θ

(
‖u1‖2Ẇ−1,1+‖u1‖2

H
(δ−θ)n
2−2θ

+δ−2
+‖u0‖2L1+‖u0‖2

H
(δ−θ)n
2−2θ

)
.
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Além disso, se n ≥ 3,

u0 ∈ L1(Rn) ∩H
(δ−θ)n
2−2θ (Rn) e u1 ∈ L1(Rn) ∩H

(δ−θ)(n−4θ)
2−2θ

+δ−2(Rn)

tem-se∫
Rn
|u|2dx ≤ Ct−

n−4θ
2−2θ

+τ(‖u1‖2L1 + ‖u0‖2L1

)
+ Ct−

n−4θ
2−2θ ‖u1‖2

H
(δ−θ)(n−4θ)

2−2θ
+δ−2

+ Ct−
n

2−2θ ‖u0‖2
H

(δ−θ)n
2−2θ

,

para todo t > 0 com τ > 0 fixado arbitrariamente.

ii) Seja
1

2
< θ ≤ 2 + δ

2
. Se n ≥ 1,

u0 ∈ L1(Rn) ∩H
(δ−θ)n

2θ (Rn) e u1 ∈ Ẇ−1,1(Rn) ∩H
(δ−θ)n

2θ
+δ−2(Rn)

então tem-se∫
Rn
|u|2dx ≤ Ct−

n
2θ

(
‖u1‖2Ẇ−1,1+‖u1‖2

H
(δ−θ)n

2θ
+δ−2

+‖u0‖2L1+‖u0‖2
H

(δ−θ)n
2θ

)
.

Além disso, se n ≥ 3,

u0 ∈ L1(Rn) ∩H
(δ−θ)n

2θ (Rn) e u1 ∈ L1(Rn) ∩H
(δ−θ)(n−2)

2θ
+δ−2(Rn)

tem-se ∫
Rn
|u|2dx ≤Ct−

n−2
2θ

(
‖u1‖2L1 + ‖u1‖2

H
(δ−θ)(n−2)

2θ
+δ−2

)
+ Ct−

n
2θ

(
‖u0‖2L1 + ‖u0‖2

H
(δ−θ)n

2θ

)
,

para todo t > 0.

Os Teoremas 4.4.1 e 4.4.2 são referentes ao caso 0 ≤ θ < δ, que exige

mais regularidade no dados iniciais. Usando esses dois teoremas e o Teo-

rema de Plancherel podemos concluir que a norma da energia e a norma

L2 da solução têm um decaimento com as seguintes taxas

i) Caso 0 ≤ θ ≤ 1

2
e 0 ≤ θ < δ. Se n = 1 ou n = 2 temos

∫
Rn
|u|2dx ≤ C(u0, u1)t−

n
2−2θ .
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Se n ≥ 3 temos ∫
Rn
|u|2dx ≤ C(u0, u1)t−

n−4θ
2−2θ .

Se n ≥ 1 temos∫
Rn

(
|ut|2+|(−∆)δut|2+α|∆u|2+|(−∆)1/2u|2

)
dx ≤ C(u0, u1)t−

n
2−2θ .

ii) Caso
1

2
< θ ≤ 2 + δ

2
e 0 ≤ θ < δ. Se n = 1 ou n = 2 temos

∫
Rn
|u|2dx ≤ C(u0, u1)t−

n
2θ .

Se n ≥ 3 temos ∫
Rn
|u|2dx ≤ C(u0, u1)t−

n−2
2θ .

Se n ≥ 1 temos∫
Rn

(
|ut|2 + |(−∆)δut|2 +α|∆u|2 + |(−∆)1/2u|2

)
dx ≤ C(u0, u1)t−

n
2θ

com C(u0, u1) uma constante positiva que depende dos dados inici-

ais. Neste caso precisamos de dados iniciais bem regulares.

Agora vamos enunciar os dois últimos teoremas desse caṕıtulo, referen-

tes ao caso 0 ≤ δ ≤ θ.

Teorema 4.4.3 Seja 0 ≤ δ ≤ θ e considere

u0 ∈ H2(Rn) ∩ L1(Rn) e u1 ∈ Hδ(Rn) ∩ L1(Rn).

Então valem as seguintes taxas de decaimento para a norma da energia da

solução u(t, x) do problema (3.1).

i) Sejam n ≥ 1 e 0 ≤ θ ≤ 1

2
. Então

∫
Rn

(
|ut|2 + |(−∆)δut|2 + α|∆u|2 + |(−∆)1/2u|2

)
dx

≤ Ct−
n

2−2θ

(
‖u0‖2L1 + ‖u1‖2L1

)
+ e−

ε
10
t
(
‖u0‖2H2 + ‖u1‖2Hδ

)
.
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ii) Sejam n ≥ 1 e
1

2
< θ ≤ 2 + δ

2
. Então

∫
Rn

(
|ut|2 + |(−∆)δut|2 + α|∆u|2 + |(−∆)1/2u|2

)
dx

≤ Ct−
n
2θ

(
‖u0‖2L1 + ‖u1‖2L1

)
+ e−

ε
10
t
(
‖u0‖2H2 + ‖u1‖2Hδ

)
.

Teorema 4.4.4 Sejam 0 ≤ δ ≤ θ. Então valem as seguintes estimativas

de decaimento para a norma L2 da solução u(t, x) do problema (3.1).

i) Seja 0 ≤ θ ≤ 1

2
. Se n ≥ 1,

u0 ∈ H2(Rn) ∩ L1(Rn) e u1 ∈ Hδ(Rn) ∩ Ẇ−1,1(Rn)

então tem-se∫
Rn
|u|2dx ≤ Ct−

n
2−2θ

(
‖u1‖2Ẇ−1,1 +‖u0‖2L1

)
+e−

ε
10
t
(
‖u0‖2H2 +‖u1‖2Hδ

)
.

para todo t > 0. Além disso, se n ≥ 3,

u0 ∈ H2(Rn) ∩ L1(Rn) e u1 ∈ Hδ(Rn) ∩ L1(Rn)

tem-se∫
Rn
|u|2dx ≤Ct−

n−4θ
2−2θ

+τ(‖u1‖2L1 + ‖u0‖2L1

)
+ e−

ε
10
t
(
‖u0‖2H2 + ‖u1‖2Hδ

)
,

para todo t > 0 e qualquer τ > 0 fixado.

ii) Seja
1

2
< θ ≤ 2 + δ

2
. Se n ≥ 1,

u0 ∈ H2(Rn) ∩ L1(Rn) e u1 ∈ Hδ(Rn) ∩ Ẇ−1,1(Rn)

então tem-se∫
Rn
|u|2dx ≤ Ct−

n
2θ

(
‖u1‖2Ẇ−1,1 + ‖u0‖2L1

)
+ e−

ε
10
t
(
‖u0‖2H2 + ‖u1‖2Hδ

)
,

para todo t > 0. Além disso, se n ≥ 3,

u0 ∈ H2(Rn) ∩ L1(Rn) e u1 ∈ Hδ(Rn) ∩ L1(Rn)
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tem-se∫
Rn
|u|2dx ≤ Ct−

n−2
2θ ‖u1‖2L1 +Ct−

n
2θ ‖u0‖2L1 +e−

ε
10
t
(
‖u0‖2H2 +‖u1‖2Hδ

)
,

para todo t > 0.

Os Teoremas 4.4.3 e 4.4.3 são referentes ao caso 0 ≤ δ ≤ θ. Usando

esses dois teoremas podemos concluir que a norma da energia e a norma

L2 da solução têm um decaimento com as seguintes taxas:

i) Caso 0 ≤ θ ≤ 1

2
e 0 ≤ δ ≤ θ. Se n = 1 ou n = 2 temos

∫
Rn
|u|2dx ≤ C(u0, u1)t−

n
2−2θ .

Se n ≥ 3 e τ > 0 qualquer temos∫
Rn
|u|2dx ≤ C(u0, u1)t−

n−4θ
2−2θ

+τ .

Se n ≥ 1 temos∫
Rn

(
|ut|2+|(−∆)δut|2+α|∆u|2+|(−∆)1/2u|2

)
dx ≤ C(u0, u1)t−

n
2−2θ .

ii) Caso
1

2
< θ ≤ 2 + δ

2
e 0 ≤ δ ≤ θ. Se n = 1 ou n = 2 temos

∫
Rn
|u|2dx ≤ C(u0, u1)t−

n
2θ .

Se n ≥ 3 temos ∫
Rn
|u|2dx ≤ C(u0, u1)t−

n−2
2θ .

Se n ≥ 1 temos∫
Rn

(
|ut|2 + |(−∆)δut|2 +α|∆u|2 + |(−∆)1/2u|2

)
dx ≤ C(u0, u1)t−

n
2θ

com C(u0, u1) uma constante positiva que depende dos dados inici-

ais. Aqui não é necessário impor mais regularidade nos dados iniciais.
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Caṕıtulo 5

Existência e Unicidade

de Solução: Problema

Semilinear

Consideramos o seguinte problema de Cauchy para uma equação semi-

linear em Rn do tipo placas/Boussineq com um amortecimento fracionário

e, para o caso de placas, com um termo do tipo inércia rotacional genera-

lizado
utt + (−∆)δutt + α∆2u−∆u+ (−∆)θut = β(−∆)γ

(
up
)
,

u(0, x) = u0(x),

ut(0, x) = u1(x)

(5.1)

onde u = u(t, x), (t, x) ∈ (0,∞) × Rn, α > 0, β 6= 0 e p > 1 inteiro. As

potências fracionárias do operador Laplaciano são consideradas da seguinte

forma

0 ≤ δ ≤ 2, 0 ≤ θ ≤ 2 + δ

2
e

1

2
≤ γ ≤ 2 + δ

2
.

No caso δ = 2 temos uma equação de Boussinesq de sexta ordem,

quando θ = 1 temos a equação de Boussinesq sob efeitos de uma dissipação

hidrodinâmica. Podemos citar vários artigos sobre equação de Boussinesq e
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suas caracteŕısticas como, por exemplo, Wang - Xue [46], Esfahani - Farah

- Wang [13], Wang - Xu [45] e Polat - Ertas [35]. Se θ = 0, δ = 1, γ = 0

e n = 2 temos uma equação (linear se β = 0) para vibrações de uma placa

sob efeitos de uma dissipação friccional (ver [7], [9] e [40]).

Como no problema linear, para estudar a existência de soluções preci-

samos dividir o problema em dois casos

1) Caso 0 ≤ θ < δ e 0 ≤ δ ≤ 2;

2) Caso 0 ≤ δ ≤ θ e 0 ≤ θ ≤ 2 + δ

2
.

Para ambos os casos consideramos o espaço da energia dado por

X = H2(Rn)×Hδ(Rn).

Reduzimos a ordem do problema de Cauchy (5.1) e o reescrevemos na

seguinte forma matricial 
dU

dt
= BU + F (U)

U(0) = U0

com U = (u, ut), U0 = (u0, u1) e o operador B está definido no Caṕıtulo

3 em acordo com cada um dois dois casos acima mencionados, e conforme

demonstrado naquele caṕıtulo, é o gerador infinitesimal de um semigrupo

de contrações de classe C0 em X. O operador F é definido adequadamente

e contém o termo semilinear.

5.1 Existência Local

Para cada caso B é o gerador infinitesimal de um semigrupo de con-

trações de classe C0 no espaço X. Nosso objetivo é mostrar que o opera-

dor F está definido como um operador F : D(B) → D(B) e é Lipschitz

cont́ınuo em conjuntos limitados. Assim, dado U0 ∈ D(B), podemos usar

o Teorema 2.4.1 para concluir que existe uma única solução U em intervalo

maximal [0, Tm) tal que vale uma e somente uma das condições abaixo

a) Tm =∞,

b) Tm <∞ e lim
t→Tm

(
‖U‖X + ‖BU‖X

)
=∞.
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Além disso, teremos que a solução U pertence à seguinte classe

U ∈ C1([0, Tm), X
)
∩ C

(
[0, Tm), D(B)

)
.

5.1.1 Caso 0 ≤ θ < δ e 0 ≤ δ ≤ 2

Para mostrar a existência local de solução precisamos considerar que

a potência fracionária γ esteja no seguinte intervalo 0 ≤ γ ≤ 2 + δ

2
, e

vamos reescrever, assim como no Caṕıtulo 3, o sistema na seguinte forma

matricial 
d

dt
U = B1U + F1(U)

U(0) = U0

onde U =

(
u

v

)
∈ X, U0 =

(
u0

u1

)
∈ X. O operador B1 é o gerador

infinitesimal de um semigrupo de contrações de classe C0, com

B1 : D(A2)×H2(Rn)→ X dado por B1 =

(
0 I

−A2 0

)

sendo D(A2) = H4−δ(Rn).

Neste caso, o operador F1 é dado por

F1(U) =

(
0(
I + (−∆)δ

)−1
(
u− (−∆)θv + β(−∆)γup

) ) .
Na Seção 3.1, onde inicialmente definimos B1, mostramos que B1 é o

gerador infinitesimal de um semigrupo de contrações de classe C0 em X.

Vamos agora mostrar que o operador F1 está bem definido como um

operador em D(B1) e que F1 é Lipschitz cont́ınuo em conjuntos limitados

de D(B1), com D(B1) = H4−δ(Rn)×H2(Rn).

Para isso, primeiramente vamos mostrar que F1 está bem definido, ou

seja, considerando U = (u, v) ∈ D(B1) = H4−δ(Rn) × H2(Rn) vamos

mostrar que F1(u, v) ∈ H4−δ(Rn)×H2(Rn).
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Da definição de F1, temos

‖F1(u, v)‖2H4−δ×H2

=
∥∥(I + (−∆)δ)−1(u− (−∆)θv + β(−∆)γup

)∥∥2
H2

=

∫
Rn

(1 + |ξ|2 + α|ξ|4)

(1 + |ξ|2δ)2
∣∣û− |ξ|2θ v̂ + β|ξ|2γ ûp

∣∣2 dξ
≤ C

∫
Rn

(1 + |ξ|2 + α|ξ|4)

(1 + |ξ|2δ)2
(
|û|2 + |ξ|4θ|v̂|2 + |ξ|4γ |ûp|2

)
dξ

≤ C
∫
Rn

(
1 + |ξ|2(2−2δ))|û|2 +

(
1 + |ξ|2(2+2θ−2δ))|v̂|2 dξ

+ C

∫
Rn

(
1 + |ξ|2(2+2γ−2δ))|ûp|2 dξ

≤ C‖u‖2H2−2δ + C‖v‖2H2+2θ−2δ + C‖up‖2H2+2γ−2δ .

Observamos que no caso que estamos considerando, temos

• 2− 2δ ≤ 4− δ, pois 0 ≤ δ ≤ 2;

• 2 + 2θ − 2δ < 2, pois 0 ≤ θ < δ;

• 2 + 2γ − 2δ ≤ 4− δ, pois 0 ≤ γ ≤ 2 + δ

2
.

Com isso, usando a definição de norma em Hs e a imersão natural de Hs

em Hr para s ≥ r, temos a seguinte estimativa para F1

‖F1(u, v)‖2H4−δ×H2 ≤ C‖u‖2H4−δ + C‖v‖2H2 + C‖up‖2H4−δ .

Agora usamos o Lema 2.2.9 com s = 4− δ, para n < 8− 2δ, temos

‖F1(u, v)‖2H4−δ×H2 ≤ C‖u‖2H4−δ + C‖v‖2H2 + C‖u‖2p
H4−δ <∞.

Portanto conclúımos que

F1 : H4−δ(Rn)×H2(Rn)→ H4−δ(Rn)×H2(Rn)

está bem definido, desde que se assuma 0 ≤ γ ≤ 2 + δ

2
e n < 8− 2δ.

A seguir, vamos agora mostrar que F1 é Lipschitz cont́ınuo em conjun-

tos limitados de D(B1).

98



Lema 5.1.1 Sejam 1 ≤ n < 8− 2δ, 0 ≤ θ < δ, 0 ≤ δ ≤ 2, 0 ≤ γ ≤ 2 + δ

2
e p > 1 inteiro. Considere U = (u, v) e W = (w, z) tais que

U,W ∈ D(B1) = H4−δ(Rn)×H2(Rn).

Então vale

‖F1(U)−F1(W )‖X ≤ C
(

1 + ‖B1(U)‖p−1
X + ‖B1(W )‖p−1

X

)
‖B1(U −W )‖X .

Demonstração: Inicialmente vamos calcular a norma de F1 no espaço da

energia X e não em D(B1).

Dado U = (u, v) e W = (w, z) em H4−δ(Rn)×H2(Rn) temos que∥∥F1(U)− F1(W )
∥∥2
X
≤
∥∥(I + (−∆)δ)−1((u− w)− (−∆)θ(v − z)

)∥∥2
Hδ

+
∥∥β(I + (−∆)δ)−1(−∆)γ(up − wp)

∥∥2
Hδ

=

∫
Rn

1

(1 + |ξ|2δ)
∣∣(û− ŵ)− |ξ|2θ(v̂ − ẑ)

∣∣2 dξ
+

∫
Rn

1

(1 + |ξ|2δ)
∣∣β|ξ|2γ(ûp − ŵp)

∣∣2 dξ
≤ C

∫
Rn
|û− ŵ|2 +

(
1 + |ξ|2(2θ−δ)

)
|v̂ − ẑ|2 dξ

+ C

∫
Rn

(
1 + |ξ|2(2γ−δ)

)∣∣ûp − ŵp∣∣2 dξ
≤ C‖u− w‖2H4−δ + C‖v − z‖2H2 + C‖up − wp‖2H4−δ ,

pois valem as duas desigualdades abaixo

• 2θ − δ < 2, pois 0 ≤ θ < δ e 0 ≤ δ ≤ 2;

• 2γ − δ ≤ 4− δ, pois 0 ≤ γ ≤ 2 + δ

2
e 0 ≤ δ ≤ 2.

Usando o Lema 2.2.11 com s = 4− δ, para n < 8− 2δ, temos

‖F1(U)− F1(W )‖2X ≤ C‖u− w‖2H4−δ + C‖v − z‖2H2

+ C
(
‖u‖p−1

H4−δ + ‖w‖p−1

H4−δ

)2
‖u− w‖2H4−δ .

No Lema 3.1.2 mostramos, para todo u ∈ D(A2) e 0 ≤ δ ≤ 2, que vale

‖u‖H4−δ ≤ C‖A2u‖Hδ .
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Usando esse fato e a definição do operador B1 (ver (3.32) e Lema 3.2.1)

conclúımos que∥∥F1(U)− F1(W )
∥∥2
X
≤ C‖A2(u− w)‖2Hδ + C‖v − z‖2H2

+ C
(
‖A2u‖p−1

Hδ
+ ‖A2w‖p−1

Hδ

)2
‖A2(u− w)‖2Hδ

≤ C‖B1(U −W )‖2X + C
(
‖B1U‖p−1

X + ‖B1W‖p−1
X

)2
‖B1(U −W )‖2X

≤ C
(

1 + ‖B1U‖p−1
X + ‖B1W‖p−1

X

)2
‖B1(U −W )‖2X .

Lema 5.1.2 Sejam 1 ≤ n < 8− 2δ, 0 ≤ θ < δ, 0 ≤ δ ≤ 2, 0 ≤ γ ≤ 2 + δ

2
e p > 1 inteiro. Considere U = (u, v) e W = (w, z) tais que

U,W ∈ D(B1) = H4−δ(Rn)×H2(Rn).

Então vale

‖B1

(
F1(U)−F1(W )

)
‖X ≤ C

(
1+‖B1(U)‖p−1

X +‖B1(W )‖p−1
X

)
‖B1(U−W )‖X ,

com C > 0 uma constante.

Demonstração: Dados U = (u, v) e W = (w, z) em H4−δ(Rn)×H2(Rn)

temos∥∥B1

(
F1(U)− F1(W )

)∥∥2
X
≤
∥∥(I + (−∆)δ)−1((u− w)− (−∆)θ(v − z)

)∥∥2
H2

+
∥∥β(I + (−∆)δ)−1(−∆)γ

(
up − wp

)∥∥2
H2

≤
∫
Rn

(1 + |ξ|2 + α|ξ|4)
∣∣∣F((I + (−∆)δ)−1((u− w)− (−∆)θ(v − z)

))∣∣∣2 dξ
+

∫
Rn

(1 + |ξ|2 + α|ξ|4)
∣∣∣F(β(I + (−∆)δ)−1(−∆)γ

(
up − wp

))∣∣∣2 dξ.
Sabemos que que a Transformada de Fourier das funções acima é dada

por

• F
(

(I+(−∆)δ)−1
(
(u−w)−(−∆)θ(v−z)

))
=

(û− ŵ)− |ξ|2θ(v̂ − ẑ)
(1 + |ξ|2δ) ;

• F
(
β(I + (−∆)δ)−1(−∆)γ

(
up − wp

))
=
β|ξ|2γ(ûp − ŵp)

(1 + |ξ|2δ) ,
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logo

∥∥B1

(
F1(U)− F1(W )

)∥∥2
X
≤
∫
Rn

(1 + |ξ|2 + α|ξ|4)

(1 + |ξ|2δ)2
∣∣(û− ŵ)− |ξ|2θ(v̂ − ẑ)

∣∣2 dξ
+

∫
Rn

(1 + |ξ|2 + α|ξ|4)

(1 + |ξ|2δ)2
∣∣β|ξ|2γ(ûp − ŵp)

∣∣2 dξ
≤ C

∫
Rn

(
1 + |ξ|2(2−2δ))|û− ŵ|2 +

(
1 + |ξ|2(2+2θ−2δ))|v̂ − ẑ|2 dξ

+ C

∫
Rn

(
1 + |ξ|2(2+2γ−2δ))∣∣ûp − ŵp∣∣2 dξ

= C‖u− w‖2H2−2δ + C‖v − z‖2H2+2θ−2δ + C‖up − wp‖2H2+2γ−2δ .

Agora observamos que

• 2− 2δ ≤ 4− δ, pois 0 ≤ δ ≤ 2;

• 2 + 2θ − 2δ < 2, pois 0 ≤ θ < δ;

• 2 + 2γ − 2δ ≤ 4− δ, pois 0 ≤ γ ≤ 2 + δ

2
.

Da estimativa acima e considerando os Lemas 2.2.11 e 3.1.2, temos∥∥B1

(
F1(U)− F1(W )

)∥∥2
X

≤ C‖u− w‖2H4−δ + C‖v − z‖2H2 + C‖up − wp‖2H4−δ

≤ C‖u− w‖2H4−δ + C‖v − z‖2H2 + C
(
‖u‖p−1

H4−δ + ‖w‖p−1

H4−δ

)2
‖u− w‖2H4−δ

≤ C‖A2(u− w)‖2Hδ + C‖v − z‖2H2

+ C
(
‖A2u‖p−1

Hδ
+ ‖A2w‖p−1

Hδ

)2
‖A2(u− w)‖2Hδ

≤ C‖B1(U −W )‖2X + C
(
‖B1U‖p−1

X + ‖B1W‖p−1
X

)2
‖B1(U −W )‖2X

≤ C
(

1 + ‖B1U‖p−1
X + ‖B1W‖p−1

X

)2
‖B1(U −W )‖2X

que é válida para n < 8− 2δ. Assim, o lema está demonstrado.

Combinando os Lemas 5.1.1 e 5.1.2 podemos concluir que∥∥F1(U)− F1(W )
∥∥
X

+
∥∥B1

(
F1(U)− F1(W )

)∥∥
X

≤ C
(

1 + ‖B1(U)‖p−1
X + ‖B1(W )‖p−1

X

)
‖B1(U −W )‖X .
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Portanto, dado uma constante M > 0 e considerando

U,W ∈ H4−δ(Rn)×H2(Rn)

tais que

‖U‖p−1
X + ‖B1(U)‖p−1

X ≤M e ‖W‖p−1
X + ‖B1(W )‖p−1

X ≤M,

vale a seguinte estimativa

‖F1(U)− F1(W )‖X + ‖B1

(
F1(U)− F1(W )

)
‖X ≤ CLM‖B1(U −W )‖X

com LM constante definida por LM = 1 + 2Mp−1.

Assim, conclúımos que F1 é Lipschitz cont́ınua sobre conjuntos limita-

dos de D(B1).

Como B1 é o gerador infinitesimal de um semigrupo de contrações de

classe C0 em X e F1 é Lipschitz cont́ınuo em conjuntos limitados de D(B1)

conclúımos, usando o Teorema 2.4.1, o seguinte teorema de existência e

unicidade de solução:

Teorema 5.1.1 Sejam 0 ≤ θ < δ, 0 ≤ δ ≤ 2, 0 ≤ γ ≤ 2 + δ

2
, p > 1

inteiro e a dimensão n satisfazendo 1 ≤ n < 8 − 4δ. Então, para dados

iniciais satisfazendo

(u0, u1) ∈ H4−δ(Rn)×H2(Rn)

existe uma única solução para o problema de Cauchy semilinear (5.1) de-

finido em um intervalo maximal [0, Tm) na classe

u ∈ C2([0, Tm), Hδ(Rn)
)
∩ C1([0, Tm), H2(Rn)

)
∩ C

(
[0, Tm), H4−δ(Rn)

)
com uma e somente uma das duas seguintes condições verdadeira

i) Tm =∞,

ii) Tm <∞ e lim
t→Tm

(
‖U‖X + ‖B1U‖X

)
=∞.
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5.1.2 Caso 0 ≤ δ ≤ θ e 0 ≤ θ ≤ 2 + δ

2

Como observado na seção anterior para mostrar a existência local de

solução precisamos considerar que a potência fracionária γ esteja no se-

guinte intervalo 0 ≤ γ ≤ 2 + δ

2
.

Nesta seção também vamos considerar o espaço usual da energia

X = H2(Rn)×Hδ(Rn)

e reescrevendo o sistema na forma matricial temos
d

dt
U = B2U + F2(U)

U(0) = U0

com U = U(t) =

(
u

v

)
∈ X, U0 =

(
u0

u1

)
∈ X.

O operador matricial B2 é definido como

B2 : D(A2)×H2(Rn)→ X é dado por B2 =

(
0 I

−A2 −Aθ

)

com D(A2) = H4−δ(Rn) e D(Aθ) = H2θ−δ(Rn) ⊂ H2(Rn), pois estamos

considerando 0 ≤ θ ≤ 2 + δ

2
.

O operador F2 : X → X é definido por

F2(U) =

(
0(
I + (−∆)δ

)−1
(
u+ v + β(−∆)γup

) ) .
Pelas condições impostas sobre θ e δ temos que

D(Aθ) = H2θ−2(Rn) ⊂ H2(Rn) ⊂ H4−δ(Rn) = D(A2)

devido ao fato que 0 ≤ δ ≤ θ e 0 ≤ θ ≤ 2 + δ

2
isso implica que 0 ≤ θ ≤ 2.

Na Seção 3.2 definimos o operador B2 e mostramos que ele é o gerador

infinitesimal de um semigrupo de contrações de classe C0 em X. Vamos

agora mostrar que o operador F2 está bem definido e que F2 é Lipschitz

cont́ınua em conjuntos limitados de D(B2).
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Dado U = (u, v) ∈ D(B2) = H4−δ(Rn)×H2(Rn) vamos mostrar que F2

está bem definido sobre D(B2), ou seja, mostrar que F2(u, v) ∈ D(B2) =

H4−δ(Rn)×H2(Rn).

Da definição de F2 temos

‖F2(u, v)‖2H4−δ×H2 =
∥∥(I + (−∆)δ

)−1(
u+ v + β(−∆)γup

)∥∥2
H2

=

∫
Rn

(1 + |ξ|2 + α|ξ|4)

(1 + |ξ|2δ)2
∣∣û+ v̂ + β|ξ|2γ ûp

∣∣2 dξ
≤ C

∫
Rn

(1 + |ξ|2 + α|ξ|4)

(1 + |ξ|2δ)2
(
|û|2 + |v̂|2 + |ξ|4γ

∣∣ûp∣∣2) dξ
≤ C

∫
Rn

(
1 + |ξ|2(2−2δ))|û|2 +

(
1 + |ξ|2(2−2δ))|v̂|2 dξ

+ C

∫
Rn

(
1 + |ξ|2(2+2γ−2δ))|ûp|2 dξ.

Notamos que usando as condições consideradas sobre θ e δ temos

• 2− 2δ ≤ 4− δ, pois 0 ≤ δ ≤ 2;

• 2 + 2γ − 2δ ≤ 4− δ, pois 0 ≤ γ ≤ 2 + δ

2
.

Usando isso e aplicando o Lema 2.2.9 para 1 ≤ n < 8− 2δ, obtemos

‖F2(u, v)‖2H4−δ×H2 ≤ C‖u‖2H2−2δ + C‖v‖2H2−2δ + C‖up‖2H2+2γ−2δ

≤ C‖u‖2H4−δ + C‖v‖2H2 + C‖u‖2p
H4−δ <∞.

Portanto conclúımos que

F2 : D(B2) = H4−δ(Rn)×H2(Rn)→ D(B2) = H4−δ(Rn)×H2(Rn)

está bem definido.

Vamos agora mostrar que F2 é Lipschitz cont́ınua em conjuntos limi-

tados de D(B2).

Lema 5.1.3 Sejam 0 ≤ δ ≤ θ, 0 ≤ θ ≤ 2 + δ

2
, 0 ≤ γ ≤ 2 + δ

2
, p > 1

inteiro e 1 ≤ n < 8 − 2δ. Então, para todo U = (u, v) e W = (w, z) tais

que

U,W ∈ H4−δ(Rn)×H2(Rn),
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vale a estimativa

‖F2(U)−F2(W )‖X ≤ C
(

1 + ‖B2(U)‖p−1
X + ‖B2(W )‖p−1

X

)
‖B2(U −W )‖X .

com C uma constante positiva.

Demonstração: A demonstração deste lema é análoga a demonstração

do Lema 5.1.2. Dados U = (u, v) e W = (w, z) em H4−δ(Rn) ×H2(Rn),

temos

‖F2(U)− F2(W )‖2X ≤
∥∥(I + (−∆)δ

)−1(
(u− w) + (v − z)

)∥∥2
Hδ

+
∥∥β(I + (−∆)δ

)−1
(−∆)γ

(
up − wp

)∥∥2
Hδ

=

∫
Rn

1

(1 + |ξ|2δ)2
∣∣(û− ŵ) + (v̂ − ẑ)

∣∣2 dξ
+

∫
Rn

1

(1 + |ξ|2δ)2
∣∣β|ξ|2γ(ûp − ŵp)

∣∣2 dξ
≤ C

∫
Rn
|û− ŵ|2 + |v̂ − ẑ|2 dξ + C

∫
Rn

(
1 + |ξ|2(2γ−2δ))|ûp − ŵp|2 dξ

= C‖u− w‖2 + C‖v − z‖2 + C‖up − wp‖2H2γ−2δ .

Notamos que 2γ − 2δ ≤ 4 − δ para 0 ≤ γ ≤ 2 + δ

2
. Então usando o

Lema 2.2.9 com n < 8− 2δ temos

‖F2(U)− F2(W )‖2X ≤ C‖u− w‖2H2 + C‖v − z‖2Hδ + C‖up − wp‖2H4−δ

≤ C‖u− w‖2H4−δ + C‖v − z‖2H2 + C
(
‖u‖p−1

H4−δ + ‖w‖p−1

H4−δ

)2
‖u− w‖2H4−δ .

No Lema 3.1.2 mostramos que ‖u‖H4−δ ≤ C‖A2u‖Hδ . Usando esse

fato e a definição do operador B2 obtemos

‖F2(U)− F2(W )‖2X ≤ C‖A2(u− w)‖2Hδ + C‖v − z‖2H2

+ C
(
‖A2u‖p−1

Hδ
+ ‖A2w‖p−1

Hδ

)2
‖A2(u− w)‖2Hδ

≤ C‖B2(U −W )‖2X + C
(
‖B2U‖p−1

X + ‖B2W‖p−1
X

)2
‖B2(U −W )‖2X

≤ C
(

1 + ‖B2U‖p−1
X + ‖B2W‖p−1

X

)2
‖B2(U −W )‖2X ,
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que conclui a prova do lema.

Lema 5.1.4 Sejam 0 ≤ δ ≤ θ, 0 ≤ θ ≤ 2 + δ

2
, 0 ≤ γ ≤ 2 + δ

2
, p > 1

inteiro e 1 ≤ n < 8 − 2δ. Então, para todo U = (u, v) e W = (w, z) tais

que

U, W ∈ D(B2) = H4−δ(Rn)×H2(Rn)

vale a estimativa∥∥B2

(
F2(U)−F2(W )

)∥∥
X
≤ C

(
1+‖B2(U)‖p−1

X +‖B2(W )‖p−1
X

)
‖B2(U−W )‖X ,

com C > 0 uma constante.

Demonstração: Dados U = (u, v) e W = (w, z) em D(B2) temos∥∥B2

(
F2(U)− F2(W )

)∥∥2
X
≤
∥∥(I + (−∆)δ

)−1(
(u− w) + (v − z)

)∥∥2
H2

+
∥∥β(I + (−∆)δ

)−1
(−∆)γ

(
up − wp

)∥∥2
H2

≤
∫
Rn

(1 + |ξ|2 + α|ξ|4)

(1 + |ξ|2δ)2
∣∣(û− ŵ) + (v̂ − ẑ)

∣∣2 dξ
+

∫
Rn

(1 + |ξ|2 + α|ξ|4)

(1 + |ξ|2δ)2 | β|ξ|2γ(ûp − ŵp)|2 dξ

≤ C
∫
Rn

(
1 + |ξ|2(2−2δ))|û− ŵ|2 +

(
1 + |ξ|2(2−2δ))|v̂ − ẑ|2 dξ

+ C

∫
Rn

(
1 + |ξ|2(2+2γ−2δ))|ûp − ŵp|2 dξ

= C‖u− w‖2H2−2δ + C‖v − z‖2H2−2δ + C‖up − wp‖2H2+2γ−2δ .

Sabemos que

• 2− 2δ ≤ 2 ≤ 4− δ se 0 ≤ δ ≤ 2;

• 2 + 2γ − 2δ ≤ 4− δ se 0 ≤ γ ≤ 2 + δ

2
.

Usando o Lema 2.2.9 com 1 ≤ n < 8− 2δ conclúımos que∥∥B2

(
F2(U)− F2(W )

)∥∥2
X
≤ C‖u− w‖2H4−δ + C‖v − z‖2H2 + C‖up − wp‖2H4−δ

≤ C‖u− w‖2H4−δ + C‖v − z‖2H2 + C
(
‖u‖p−1

H4−δ + ‖w‖p−1

H4−δ

)2
‖u− w‖2H4−δ .

Usando novamente o Lema 3.1.2 e a definição do operador B2 con-
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clúımos que∥∥B2

(
F2(U)− F2(W )

)∥∥2
X
≤ C‖A2(u− w)‖2Hδ + C‖v − z‖2H2

+ C
(
‖A2u‖p−1

Hδ
+ ‖A2w‖p−1

Hδ

)2
‖A2(u− w)‖2H4−δ

≤ C‖B2(U −W )‖2X + C
(
‖B2U‖p−1

X + ‖B2W‖p−1
X

)2
‖B2(U −W )‖2X

≤ C
(

1 + ‖B2U‖p−1
X + ‖B2W‖p−1

X

)2
‖B2(U −W )‖2X .

Combinando os Lemas 5.1.3 e 5.1.4 obtemos

‖F2(U)− F2(W )‖X +
∥∥B2

(
F2(U)− F2(W )

)∥∥
X

≤ C
(

1 + ‖B2(U)‖p−1
X + ‖B2(W )‖p−1

X

)
‖B2(U −W )‖X .

Agora, dado M uma constante positiva e considerando U,W ∈ D(B2)

tais que

‖U‖p−1
X +

∥∥B2(U)
∥∥p−1

X
≤M e ‖W‖p−1

X +
∥∥B2(W )

∥∥p−1

X
≤M

temos

‖F2(U)− F1(W )‖X + ‖B2

(
F2(U)− F2(W )

)
‖X ≤ CLM‖B2(U −W )‖X

com LM > 0 a constante definida por LM = 1 + 2Mp−1.

Conclúımos também neste caso que F2 é Lipschitz cont́ınuo sobre con-

juntos limitados de D(B2).

Como B2 é gerador infinitesimal de um semigrupo de contrações de

classe C0 em X e F2 é Lipschitz cont́ınua em conjuntos limitados de D(B2),

usando o Teorema 2.4.1 conclúımos o seguinte teorema de existência e

unicidade de solução:

Teorema 5.1.2 Sejam 0 ≤ δ ≤ θ, 0 ≤ θ ≤ 2 + δ

2
, 0 ≤ γ ≤ 2 + δ

2
, p > 1

inteiro e 1 ≤ n < 8− 2δ. Então para todo dado inicial

(u0, u1) ∈ H4−δ(Rn)×H2(Rn)

existe uma única solução para o problema de Cauchy semilinear (5.1) de-
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finido em um intervalo maximal [0, Tm) na classe

u ∈ C2([0, Tm), Hδ(Rn)
)
∩ C1([0, Tm), H2(Rn)

)
∩ C

(
[0, Tm), H4−δ(Rn)

)
com uma e somente uma das duas condições verdadeira

i) Tm =∞,

ii) Tm <∞ e lim
t→Tm

(
‖U‖X + ‖B2U‖X

)
=∞.

5.2 Existência Global

Nesta seção vamos mostrar que o intervalo maximal de existência nos

casos anteriores é [0,∞), ou seja, mostraremos que Tm = ∞. Para isso,

vamos supor que Tm < ∞ e mostrar que ‖U‖X + ‖BU‖X < ∞ assim

conclúımos que Tm =∞.

Aplicando a Transformada de Fourier na variável x no problema de

Cauchy (5.1) encontramos o seguinte problema de Cauchy equivalente no

espaço de Fourier
(1 + |ξ|2δ)ûtt +

(
α|ξ|4 + |ξ|2

)
û+ |ξ|2θût = β|ξ|2γ ûp,

û(0, ξ) = û0(ξ),

ût(0, ξ) = û1(ξ).

(5.2)

Usando o prinćıpio de Duhamel, sabemos que a solução do problema

de Cauchy (5.2) é dada por

û(t, ξ) = ûh(t, ξ) +

∫ t

0

ŵ(t− τ, τ, ξ)dτ

com ûh(t, ξ) solução do problema homogêneo
(1 + |ξ|2δ)ûtt(t, ξ) +

(
α|ξ|4 + |ξ|2

)
û(t, ξ) + |ξ|2θût(t, ξ) = 0,

û(0, ξ) = û0(ξ),

ût(0, ξ) = û1(ξ).

(5.3)
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e ŵ(t, τ, ξ) solução do problema
(1 + |ξ|2δ)ŵtt(t, τ, ξ) +

(
α|ξ|4 + |ξ|2

)
ŵ(t, τ, ξ) + |ξ|2θŵt(t, τ, ξ) = 0,

ŵ(0, τ, ξ) = 0,

ŵt(0, τ, ξ) = β
|ξ|2γ

1 + |ξ|2δ û
p(τ, ξ).

(5.4)

Observamos que o problema homogêneo (5.3) é uma EDO de segunda

ordem e assim as soluções são da forma eλt com λ raiz do polinômio

(1 + |ξ|2δ)λ2 + |ξ|2θλ+ |ξ|2(1 + α|ξ|2) = 0,

que são dadas por

λ± =
−|ξ|2θ ±

√
|ξ|4θ − 4|ξ|2(1 + |ξ|2δ)(1 + α|ξ|2)

2(1 + |ξ|2δ) . (5.5)

Então a solução do problema homogêneo (5.3) é da forma

ûh(t, ξ) = aeλ+t + beλ−t,

onde a = a(ξ), b = b(ξ) dependem dos dados iniciais. Aplicando as

condições iniciais temos

ûh(0, ξ) = a+ b = û0(ξ), (ûh)t(0, ξ) = aλ+ + bλ− = û1(ξ),

e assim

a =
û1 − λ−û0

λ+ − λ−
e b =

λ+û0 − û1

λ+ − λ−
,

e portanto temos

ûh(t, ξ) =
λ+e

λ−t − λ−eλ+t

λ+ − λ−
û0 +

eλ+t − eλ−t

λ+ − λ−
û1

solução do problema (5.3).

Definimos as seguintes funções

Ĝ(t, ξ) =
eλ+t − eλ−t

λ+ − λ−
e G(t, x) = F−1(Ĝ(t, ·))(x),
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Ĥ(t, ξ) =
λ+e

λ−t − λ−eλ+t

λ+ − λ−
e H(t, x) = F−1(Ĥ(t, ·))(x).

Então a solução do problema (5.2) pode ser escrita da seguinte forma:

û(t, ξ) = Ĥ(t, ξ)û0 + Ĝ(t, ξ)û1

+ β

∫ t

0

Ĝ(t− τ, ξ) |ξ|2γ

1 + |ξ|2δ û
p(τ, ξ)dτ (5.6)

e ainda temos

ût(t, ξ) = Ĥt(t, ξ)û0 + Ĝt(t, ξ)û1

+ β

∫ t

0

Ĝt(t− τ, ξ)
|ξ|2γ

1 + |ξ|2δ û
p(τ, ξ)dτ, (5.7)

devido ao fato de G(0, ξ) = 0.

Consideramos agora a seguinte estimativa do problema linear obtida

no Caṕıtulo 4, Lema 4.1.6,

(1 + |ξ|2δ)|ût|2 + |ξ|2(1 + α|ξ|2)|û|2

≤ 5e−
1
5
ρθ(ξ)t

(
(1 + |ξ|2δ)|û1|2 + |ξ|2(1 + α|ξ|2)|û0|2

)
(5.8)

com ρθ definido em (4.4).

Usando essa estimativa podemos mostrar o lema abaixo.

Lema 5.2.1 Sejam Ĝ(t, ξ) e Ĥ(t, ξ) soluções fundamentais de problema

(5.3) definidas acima. Então temos as seguintes estimativas:

i) |Ĝt|2 ≤ 5e−
1
5
ρθ(ξ)t;

ii) |Ĝ|2 ≤ 5e−
1
5
ρθ(ξ)t

(1 + |ξ|2δ)
|ξ|2(1 + α|ξ|2)

;

iii) |Ĥt|2 ≤ 5e−
1
5
ρθ(ξ)t

|ξ|2(1 + α|ξ|2)

(1 + |ξ|2δ) ;

iv) |Ĥ|2 ≤ 5e−
1
5
ρθ(ξ)t.

Demonstração: Para mostrar os itens (i) e (ii) se considera a solução do

problema homogêneo (5.3) com û0 = 0. Assim, nesse caso tem-se que

û(t, ξ) = Ĝ(t, ξ)û1 e ût(t, ξ) = Ĝt(t, ξ)û1.
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Substituindo essas expressões no Lema 4.1.6 temos

(1 + |ξ|2δ)|Ĝt||û1|2 + |ξ|2(1 + α|ξ|2)|Ĝ||û0|2 ≤ 5e−
1
5
ρθ(ξ)t(1 + |ξ|2δ)|û1|2.

Da estimativa acima segue o resultado para (i) e (ii).

As demonstrações dos itens (iii) e (iv) são análogas.

Para mostrar que ‖U(t)‖X + ‖BU(t)‖X < ∞ para todo t ∈ (0, Tm)

precisamos considerar dois casos sobre δ e θ como no caso da prova de

existência local.

5.2.1 Caso 0 ≤ θ < δ e 0 ≤ δ ≤ 2

Neste caso vamos considerar o operador B1 definido na Subseção 3.2.1.

Queremos encontrar uma limitação em X = H2(Rn) × Hδ(Rn) para

‖U(t)‖X +‖B1U(t)‖X para todo t ∈ [0, Tm), com U = (u, ut) e u a solução

de (5.1) dada pelo Teorema 5.1.2.

Da definição de X e de B1(u, ut) = (ut,−A2u) com

A2 =
(
I + (−∆)δ

)−1
(α∆2 −∆ + I)

dado na Subseção 3.1.1, temos

‖U‖2X + ‖B1U‖2X = ‖u‖2H2 + ‖ut‖2Hδ + ‖ut‖2H2 + ‖A2u‖2Hδ

=

∫
Rn

(1 + |ξ|2 + α|ξ|4)|û|2 dξ +

∫
Rn

(1 + |ξ|2δ)|Â2u|2 dξ

+

∫
Rn

(1 + |ξ|2 + α|ξ|4)|ût|2 dξ +

∫
Rn

(1 + |ξ|2δ)|ût|2 dξ

=

∫
Rn

(1 + |ξ|2 + α|ξ|4)

(1 + |ξ|2δ) (2 + |ξ|2δ + |ξ|2 + α|ξ|4)|û|2 dξ

+

∫
Rn

(2 + |ξ|2δ + |ξ|2 + α|ξ|4)|ût|2 dξ,

pois, Â2u =
(1 + |ξ|2 + α|ξ|4)

(1 + |ξ|2δ) û.

Agora observamos que

i)
(1 + |ξ|2 + α|ξ|4)

(1 + |ξ|2δ) (2 + |ξ|2δ + |ξ|2 + α|ξ|4) ≤ C
(
1 + |ξ|2(4−δ)

)
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ii) (2 + |ξ|2δ + |ξ|2 + α|ξ|4) ≤ C
(
1 + |ξ|4

)
.

para todo ξ ∈ Rn.

Usando a estimativas (i) e (ii) acima obtemos

‖U‖2X + ‖B1U‖2X ≤ C
∫
Rn

(
1 + |ξ|2(4−δ)

)
|û|2 dξ + C

∫
Rn

(
1 + |ξ|4

)
|ût|2 dξ.

Substituindo û e ût, dadas, respectivamente, por (5.6) e (5.7), na desi-

gualdade acima, temos

‖U‖2X + ‖B1U‖2X ≤ C
∫
Rn

(
1 + |ξ|4

)(
|Ĥt|2|û0|2 + |Ĝt|2|û1|2

)
dξ

+ C

∫ t

0

∫
Rn

(
1 + |ξ|4

) |ξ|4γ

(1 + |ξ|2δ)2 |Ĝt|
2|ûp|2 dξdτ

+ C

∫
Rn

(
1 + |ξ|2(4−δ)

)(
|Ĥ|2|û0|2 + |Ĝ|2|û1|2

)
dξ

+ C

∫ t

0

∫
Rn

(
1 + |ξ|2(4−δ)

) |ξ|4γ

(1 + |ξ|2δ)2 |Ĝ|
2|ûp|2 dξdτ.

Reorganizando os termos acima encontramos a seguinte desigualdade

‖U‖2X + ‖B1U‖2X ≤ C
∫
Rn

((
1 + |ξ|2(4−δ)

)
|Ĥ|2 + (1 + |ξ|4)|Ĥt|2

)
|û0|2 dξ

+ C

∫
Rn

((
1 + |ξ|2(4−δ)

)
|Ĝ|2 + (1 + |ξ|4)|Ĝt|2

)
|û1|2 dξ

+ C

∫ t

0

∫
Rn

(
1 + |ξ|2(4−3δ))|ξ|4γ |Ĝ|2|ûp|2 dξdτ

+ C

∫ t

0

∫
Rn

(
1 + |ξ|2(2−2δ))|ξ|4γ |Ĝt|2|ûp|2 dξdτ.

Usando as estimativas para Ĥ, Ĥt, Ĝ e Ĝt dadas pelo Lema 5.2.1, como
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e−
1
5
ρθ(ξ)t ≤ 1, temos

‖U‖2X + ‖B1U‖2X ≤ C
∫
Rn

((
1 + |ξ|2(4−δ)

)
+ (1 + |ξ|4)

|ξ|2(1 + α|ξ|2)

(1 + |ξ|2δ)

)
|û0|2 dξ

+ C

∫
Rn

((
1 + |ξ|2(4−δ)

) (1 + |ξ|2δ)
|ξ|2(1 + α|ξ|2)

+ (1 + |ξ|4)

)
|û1|2 dξ

+ C

∫ t

0

∫
Rn

(
1 + |ξ|2(4−3δ))|ξ|4γ (1 + |ξ|2δ)

|ξ|2(1 + α|ξ|2)
|ûp|2 dξdτ (5.9)

+ C

∫ t

0

∫
Rn

(
1 + |ξ|2(2−2δ))|ξ|4γ |ûp|2 dξdτ.

Observamos que no termo que acompanha o dado inicial û1 aparece um

|ξ|2 no denominador, este termo é complicado de lidarmos quando estamos

na baixa frequência, pois
1

|ξ|2 →∞ quando |ξ| → 0.

Agora, notamos que:

i) Se |ξ| ≥ 1 temos

(
1 + |ξ|2(4−δ)

) (1 + |ξ|2δ)
|ξ|2(1 + α|ξ|2)

≤ C
(
1 + |ξ|4

)
,

pois |ξ|2(1 + α|ξ|2) ≥ min{1, α}(1 + |ξ|4).

ii) Se 0 < |ξ| ≤ 1 temos

(
1 + |ξ|2(4−δ)

) (1 + |ξ|2δ)
|ξ|2(1 + α|ξ|2)

≤ 4|ξ|−2.

Então, usando essas estimativas, vamos limitar a integral onde apa-

rece o dado inicial û1 em (5.9) trabalhando na baixa frequência e na alta

frequência. A parte de alta frequência vai ser limitada por ‖u1‖2H2 e a

parte da baixa frequência vamos estimar pela norma de u1 em Ẇ−1,1(Rn).

Os demais temos que aparecem na desigualdade acima podem ser li-

mitados usando equivalência de norma, para 0 ≤ θ < δ, 0 ≤ δ ≤ 2 e
1

2
≤ γ ≤ 2 + δ

2
, da seguinte forma,

i)
(
1 + |ξ|2(4−δ)

)
+ (1 + |ξ|4)

|ξ|2(1 + α|ξ|2)

(1 + |ξ|2δ) ≤ C
(
1 + |ξ|2(4−δ)

)
;

ii)
(
1 + |ξ|2(4−3δ)

)
|ξ|4γ (1 + |ξ|2δ)

|ξ|2(1 + α|ξ|2)
≤ C

(
1 + |ξ|2(2+2γ−2δ)

)
,

para γ ≥ 1

2
;
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iii)
(
1 + |ξ|2(2−2δ)

)
|ξ|4γ ≤ C

(
1 + |ξ|2(2+2γ−2δ)

)
.

Portanto, conclúımos da definição do espaço Ẇ−1,1(Rn) (ver Subseção

2.2.5) que

‖U‖2X + ‖B1U‖2X ≤ C‖u0‖2H4−δ + C‖u1‖2H2 + C

∫
|ξ|≤1

|ξ|−2|û1|2dξ

+ C

∫ t

0

∫
Rn

(
1 + |ξ|2(2−2δ+2γ))|ûp|2 dξdτ

≤ C‖u0‖2H4−δ + C‖u1‖2H2 + C‖u1‖2Ẇ−1,1 + C

∫ t

0

‖up‖2H2−2δ+2γdτ

≤ C‖u0‖2H4−δ + C‖u1‖2H2 + C‖u1‖2Ẇ−1,1 + C

∫ t

0

‖up‖2H4−δdτ,

pois 2 + 2γ − 2δ ≤ 4− δ quando
1

2
≤ γ ≤ 2 + δ

2
.

Usando o Lema 2.2.9 com s = 4−δ, 1 ≤ n < 8−2δ e para p > 1 inteiro

temos

‖U(t)‖2X + ‖B1U(t)‖2X

≤ C‖u0‖2H4−δ + C‖u1‖2H2 + C‖u1‖2Ẇ−1,1 + C

∫ t

0

‖u‖2p
H4−δdτ

≤ C‖u0‖2H4−δ + C‖u1‖2H2 + ‖u1‖2Ẇ−1,1 + Tm sup
0≤τ≤t

‖u(τ)‖2p
H4−δ (5.10)

para t ∈ [0, Tm) com o tempo máximo de existência de solução Tm assumido

ser finito.

Usando o Lema 3.1.2 e a desigualdade (5.10) temos

‖U(t)‖2X + ‖B1U(t)‖2X
≤ C‖A2u0‖2Hδ + C‖u1‖2H2 + ‖u1‖2Ẇ−1,1 + Tm sup

0≤τ≤t
‖A2u‖2pHδ

≤ C‖B1U0‖2X + C‖u1‖2Ẇ−1,1 + CTm sup
0≤τ≤t

‖B1U(τ)‖2pX .

Definimos a função

M1(t) = sup
0≤τ≤t

(
‖U(τ)‖2X + ‖B1U(τ)‖2X

)
(5.11)

para 0 ≤ t ≤ Tm.
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Da desigualdade anterior temos

M1(t) ≤ C
(
‖B1U0‖2X + ‖u1‖2Ẇ−1,1

)
+ CTmM1(t)p (5.12)

para todo t ∈ [0, Tm) com Tm <∞.

Para mostrar que a solução obtida do problema de Cauchy (5.1) é

global, isto é, que Tm = ∞, vamos precisar do lema de cálculo elementar

descrito a seguir.

Lema 5.2.2 Sejam p > 1 e F uma função cont́ınua e positiva definida

da seguinte forma F (M) = aI0 + bTMp −M , com a, b, I0, T constantes

positivas e M ≥ 0.

Então, existe um único M0 > 0 ponto de mı́nimo absoluto de F (M) em

[0,∞). Além disso, existe ε > 0 tal que se 0 < I0 ≤ ε então F (M0) < 0.

Demonstração: É fácil verificar que o único ponto cŕıtico de F é

M0 =

(
1

bTp

) 1
p−1

e que ele é ponto de mı́nimo global. Além disso, F (0) = aI0 > 0. Portanto,

se I0 for suficientemente pequeno, digamos I0 ≤ ε, para algum ε > 0, então

F (M0) < 0.

Agora, notamos que a função M1(t) definida em (5.11) é não negativa

e satisfaz F (M1(t)) ≥ 0 para todo t ∈ [0, Tm) devido a desigualdade (5.12)

com F (M) a função dada no Lema 5.2.2 com a = b = C, T = Tm e com

I0 = ‖B1U0‖2X + ‖u1‖2Ẇ−1,1 .

Portanto, se 0 < I0 ≤ ε, ε > 0 dado pelo Lema 5.2.2, devido a conti-

nuidade da função M1(t), existem somente duas possibilidades:

(i) M1(t) < M0, para todo t ∈ [0, Tm)

ou

(ii) M1(t) > M0, para todo t ∈ [0, Tm).

115



Entretanto, notamos que

M1(0) = ‖U0‖2X + ‖B1U0‖2X .

Então, assumindo uma outra condição sobre os dados iniciais, de que

M1(0) < M0 (M0 o ponto de mı́nimo global do Lema 5.2.2), segue que

M1(t) ≤ M0 para todo t ∈ [0, Tm), ou seja, a condição que é válida é a

condição (i) acima.

Portanto, se Tm finito segue que ‖U‖2X + ‖B1U‖2X também é limitado

para todo t ∈ [0, Tm). Isso contradiz a condição do Teorema 5.1.1, ou seja,

devemos ter que Tm = ∞. Com isso provamos o seguinte resultado de

existência global de solução.

Teorema 5.2.1 Sejam 0 ≤ θ < δ, 0 ≤ δ ≤ 2,
1

2
≤ γ ≤ 2 + δ

2
, p > 1

inteiro e 1 ≤ n < 8− 2δ. Considere os dados iniciais

u0 ∈ H4−δ(Rn) e u1 ∈ H2(Rn) ∩ Ẇ−1,1(Rn)

satisfazendo

0 < I0 ≤ ε e M1(0) < M0

com ε, I0, M0, M1(0) dados acima e no Lema 5.2.2.

Então existe uma única solução global u = u(t, x) para o problema de

Cauchy semilinear (5.1), que satisfaz

u ∈ C2([0,∞), Hδ(Rn)
)
∩ C1([0,∞), H2(Rn)

)
∩ C

(
[0,∞), H4−δ(Rn)

)
.

5.2.2 Caso 0 ≤ δ ≤ θ e 0 ≤ θ ≤ 2 + δ

2

Queremos encontrar uma limitação em X = H2(Rn) × Hδ(Rn) para

‖U‖X + ‖B2U‖X .
O operador B2 (ver ińıcio da Subseção 3.1.2) foi definido como

B2 : D(A2)×H2(Rn)→ X com B2 =

(
0 I

−A2 −Aθ

)

onde D(A2) = H4−δ(Rn) e D(Aθ) = H2θ−δ(Rn).
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Com isso, usando a definição de X, temos

‖U‖2X + ‖B2U‖2X = ‖u‖2H2 + ‖ut‖2Hδ + ‖ut‖2H2 + ‖A2u‖2Hδ + ‖Aθut‖2Hδ

=

∫
Rn

(1 + |ξ|2 + α|ξ|4)|û|2 dξ +

∫
Rn

(1 + |ξ|2δ)|Â2u|2 dξ

+

∫
Rn

(1 + |ξ|2 + α|ξ|4)|ût|2 dξ +

∫
Rn

(1 + |ξ|2δ)|ût|2 dξ

+

∫
Rn

(1 + |ξ|2δ)|Âθut|2 dξ

=

∫
Rn

(1 + |ξ|2 + α|ξ|4)

(1 + |ξ|2δ) (2 + |ξ|2δ + |ξ|2 + α|ξ|4)|û|2 dξ

+

∫
Rn

(
2 + |ξ|2δ + |ξ|2 + α|ξ|4 +

(1 + |ξ|2θ)2

1 + |ξ|2δ

)
|ût|2 dξ,

pois Â2u =
(1 + |ξ|2 + α|ξ|4)

(1 + |ξ|2δ) û e Âθut =
(1 + |ξ|2θ)
(1 + |ξ|2δ) ût.

Precisamos das duas desigualdades a seguir, válidas para todo ξ ∈ Rn,

i)
(1 + |ξ|2 + α|ξ|4)

(1 + |ξ|2δ) (2 + |ξ|2δ + |ξ|2 + α|ξ|4) ≤ C
(
1 + |ξ|2(4−δ)

)
ii) (2 + |ξ|2δ + |ξ|2 + α|ξ|4) +

(1 + |ξ|2θ)2

1 + |ξ|2δ ≤ C
(
1 + |ξ|4

)
.

A segunda desigualdade vale pois 4θ − 2δ ≤ 4 se 0 ≤ θ ≤ 2 + δ

2
.

Usando as estimativas acima temos

‖U‖2X + ‖B2U‖2X ≤ C
∫
Rn

(
1 + |ξ|2(4−δ)

)
|û|2 dξ + C

∫
Rn

(1 + |ξ|4)|ût|2 dξ.

Substituindo as expressões (5.6) e (5.7) para û e ût na identidade acima

temos

‖U‖2X + ‖B2U‖2X ≤ C
∫
Rn

(1 + |ξ|4)
(
|Ĥt|2|û0|2 + |Ĝt|2|û1|2

)
dξ

+ C

∫ t

0

∫
Rn

(1 + |ξ|4)
|ξ|4γ

(1 + |ξ|2δ)2 |Ĝt|
2|ûp|2 dξdτ

+ C

∫
Rn

(
1 + |ξ|2(4−δ)

)(
|Ĥ|2|û0|2 + |Ĝ|2|û1|2

)
dξ

+ C

∫ t

0

∫
Rn

(
1 + |ξ|2(4−δ)

) |ξ|4γ

(1 + |ξ|2δ)2 |Ĝ|
2|ûp|2 dξdτ.
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Reorganizando os termos acima encontramos

‖U‖2X + ‖B2U‖2X ≤ C
∫
Rn

((
1 + |ξ|2(4−δ)

)
|Ĥ|2 + (1 + |ξ|4)|Ĥt|2

)
|û0|2 dξ

+ C

∫
Rn

((
1 + |ξ|2(4−δ)

)
|Ĝ|2 + (1 + |ξ|4)|Ĝt|2

)
|û1|2 dξ

+ C

∫ t

0

∫
Rn

(
1 + |ξ|2(4−3δ))|ξ|4γ |Ĝ|2|ûp|2 dξdτ

+ C

∫ t

0

∫
Rn

(
1 + |ξ|2(2−2δ))|ξ|4γ |Ĝt|2|ûp|2 dξdτ.

Usando as estimativas para Ĥ, Ĥt, Ĝ e Ĝt encontradas no Lema 5.2.1,

como e−
1
5
ρθ(ξ)t ≤ 1, temos

‖U‖2X + ‖B2U‖2X

≤ C
∫
Rn

((
1 + |ξ|2(4−δ)

)
+ (1 + |ξ|4)

|ξ|2(1 + α|ξ|2)

(1 + |ξ|2δ)

)
|û0|2 dξ

+ C

∫
Rn

((
1 + |ξ|2(4−δ)

) (1 + |ξ|2δ)
|ξ|2(1 + α|ξ|2)

+ (1 + |ξ|4)

)
|û1|2 dξ

+ C

∫ t

0

∫
Rn

(
1 + |ξ|2(4−3δ))|ξ|4γ (1 + |ξ|2δ)

|ξ|2(1 + α|ξ|2)
|ûp|2 dξdτ

+ C

∫ t

0

∫
Rn

(
1 + |ξ|2(2−2δ))|ξ|4γ |ûp|2 dξdτ.

Da mesma forma que na subseção anterior, no termo que acompanha o

dado inicial û1 aparece um |ξ|2 no denominador. Para estimar essa parte

notamos que:

i) Se |ξ| ≥ 1 temos

(
1 + |ξ|2(4−δ)

) (1 + |ξ|2δ)
|ξ|2(1 + α|ξ|2)

≤ C
(
1 + |ξ|4

)
,

pois |ξ|2(1 + α|ξ|2) ≥ min{1, α}(1 + |ξ|4);

ii) Se |ξ| ≤ 1 temos

(
1 + |ξ|2(4−δ)

) (1 + |ξ|2δ)
|ξ|2(1 + α|ξ|2)

≤ 4|ξ|−2.

Então, usando essas estimativas, vamos limitar a integral onde aparece
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o dado inicial û1 na baixa frequência e na alta frequência. A parte de alta

frequência notamos que pode ser limitada por ‖u1‖2H2 . A parte da baixa

frequência estimamos pela norma em Ẇ−1,1(Rn).

Os demais termos que aparecem na desigualdade acima podem ser li-

mitados usando equivalência de norma, para 0 ≤ δ ≤ θ, 0 ≤ θ ≤ 2 + δ

2
e

1

2
≤ γ ≤ 2 + δ

2
, da seguinte forma

i)
(
1 + |ξ|2(4−δ)

)
+ (1 + |ξ|4)

|ξ|2(1 + α|ξ|2)

(1 + |ξ|2δ) ≤ C(1 + |ξ|2(4−δ));

ii)
(
1+|ξ|2(4−3δ)

)
|ξ|4γ (1 + |ξ|2δ)

|ξ|2(1 + α|ξ|2)
≤ C

(
1+|ξ|2(2+2γ−2δ)

)
,

(
γ ≥ 1

2

)
;

iii)
(
1 + |ξ|2(2−2δ)

)
|ξ|4γ ≤ C

(
1 + |ξ|2(2+2γ−2δ)

)
.

Portanto, conclúımos que

‖U‖2X + ‖B2U‖2X ≤ C‖u0‖2H4−δ + C‖u1‖2H2 + C

∫
|ξ|≤1

|ξ|−2|û1|2dξ

+ C

∫ t

0

∫
Rn

(
1 + |ξ|2(2−2δ+2γ))|ûp|2 dξdτ

≤ C‖u0‖2H4−δ + C‖u1‖2H2 + C‖|ξ|−1û1‖2L∞ + C

∫ t

0

‖up‖2H2−2δ+2γdτ

≤ C‖u0‖2H4−δ + C‖u1‖2H2 + C‖u1‖2Ẇ−1,1 + C

∫ t

0

‖up‖2H4−δdτ,

pois 2 + 2γ − 2δ ≤ 4− δ quando
1

2
≤ γ ≤ 2 + δ

2
.

Usando o Lema 2.2.9, do mesmo modo que no caso anterior se s = 4−δ,
1 ≤ n < 8− 2δ e para todo t ∈ [0, Tm) temos

‖U‖2X + ‖B2U‖2X

≤ C‖u0‖2H4−δ + C‖u1‖2H2 + C‖u1‖2Ẇ−1,1 + C

∫ t

0

‖u‖2p
H4−δdτ

≤ C‖u0‖2H4−δ + C‖u1‖2H2 + ‖u1‖2Ẇ−1,1 + Tm sup
0≤τ≤t

‖u‖2p
H4−δ (5.13)

com p > 1 inteiro e Tm <∞ o tempo máximo de existência de solução.

Aqui novamente, usamos a estimativa ‖u‖H4−δ ≤ ‖A2u‖Hδ do Lema
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3.1.2. Com isso e a desigualdade (5.13) temos

‖U‖2X + ‖B2U‖2X
≤ C‖A2u0‖2Hδ + C‖u1‖2H2 + ‖u1‖2Ẇ−1,1 + Tm sup

0≤τ≤t
‖A2u‖2pHδ

≤ C‖B2U0‖2X + C‖u1‖2Ẇ−1,1 + CTm sup
0≤τ≤t

‖B2U‖2pX .

Agora para o caso em consideração definimos a função

M2(t) = sup
0≤τ≤t

(
‖U(τ)‖2X + ‖B2U(τ)‖2X

)
(5.14)

para 0 ≤ t < Tm.

Da desigualdade anterior temos

M2(t) ≤ C
(
‖B2U0‖2X + ‖u1‖2Ẇ−1,1

)
+ CTmM2(t)p (5.15)

para todo t ∈ [0, Tm) com Tm <∞.

Para mostrar que a solução obtida do problema de Cauchy (5.1) é

global, isto é, que Tm =∞ vamos precisar do Lema 5.2.2.

Notamos que a função M2(t) definida em (5.14) é não negativa e satisfaz

F (M2(t)) ≥ 0 para todo t ∈ [0, Tm) devido à desigualdade (5.15) com F (M)

a função dada no Lema 5.2.2 com a = b = C, T = Tm e com

I0 = ‖B2U0‖2X + ‖u1‖2Ẇ−1,1 .

Portanto, se 0 < I0 ≤ ε, ε > 0 dado pelo Lema 5.2.2, devido a conti-

nuidade da função M2(t), existem somente duas possibilidades:

(i) M2(t) < M0, para todo t ∈ [0, Tm)

ou

(ii) M2(t) > M0, para todo t ∈ [0, Tm).

Entretanto, notamos que

M2(0) = ‖U0‖2X + ‖B2U0‖2X .

Então, assumindo uma outra condição sobre os dados iniciais, de que
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M2(0) < M0 (M0 o ponto de mı́nimo global de F(M) do Lema 5.2.2), segue

que M2(t) ≤ M0 para todo t ∈ [0, Tm), ou seja, a condição que é válida é

a condição (i) acima.

Portanto, se Tm finito segue que ‖U‖2X + ‖B2U‖2X também é limitado

para todo t ∈ [0, Tm). Isso contradiz a condição do Teorema 5.1.2, ou

seja, devemos ter Tm = ∞. Com isso provamos o seguinte resultado de

existência global de solução.

Teorema 5.2.2 Sejam 0 ≤ δ ≤ θ, 0 ≤ θ ≤ 2 + δ

2
,

1

2
≤ γ ≤ 2 + δ

2
, p > 1

inteiro e 1 ≤ n < 8− 2δ. Considere os dados iniciais

u0 ∈ H4−δ(Rn) e u1 ∈ H2(Rn) ∩ Ẇ−1,1(Rn)

satisfazendo

0 < I0 ≤ ε e M2(0) < M0

com ε, I0, M0, M2(0) dados acima e no Lema 5.2.2.

Então existe uma única solução global u = u(t, x) para o problema de

Cauchy semilinear (5.1) e tal solução está na classe

u ∈ C2([0,∞), Hδ(Rn)
)
∩ C1([0,∞), H2(Rn)

)
∩ C

(
[0,∞), H4−δ(Rn)

)
.
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Caṕıtulo 6

Taxas de Decaimento:

Problema Semilinear

Sabemos dos Teoremas 5.2.1 e 5.2.2 que o problema semilinear (5.1)

tem uma única solução global

u ∈ C2([0,∞), Hδ(Rn)
)
∩ C1([0,∞), H2(Rn)

)
∩ C

(
[0,∞), H4−δ(Rn)

)
para todo 0 ≤ δ ≤ 2, 0 ≤ θ ≤ 2 + δ

2
,

1

2
≤ γ ≤ 2 + δ

2
, p > 1 inteiro e

1 ≤ n < 8− 2δ, se o dados iniciais

u0 ∈ H4−δ(Rn) e u1 ∈ H2(Rn) ∩ Ẇ−1,1(Rn)

são suficientemente pequenos.

Neste caṕıtulo encontramos taxas de decaimento para a norma da ener-

gia e para a norma L2 da solução do problema semilinear (5.1) usando

estimativas parecidas com as estimativas feitas na Seção 5.2.

Observe que se encontrarmos estimativas para ‖(u, ut)‖H4−δ×H2 en-

contraremos também taxas de decaimento para a norma da energia e para

a norma L2 da solução de (5.1), pois
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∫
Rn

[
(1 + |ξ|2δ)|ût|2 + |ξ|2(1 + α|ξ|2)|û|2 + |û|2

]
dξ

≤
∫
|ξ|≤1

[
2(1 + |ξ|2 + α|ξ|4)|ût|2 + (1 + α)(1 + |ξ|2(4−δ))|û|2

]
dξ

+

∫
|ξ|≥1

[
max

{
1,

1

α

}
(1 + |ξ|2 + α|ξ|4)|ût|2 + (1 + α)(1 + |ξ|2(4−δ))|û|2

]
dξ

≤ C‖(u, ut)‖2H4−δ×H2 , (6.1)

pois para 0 ≤ δ ≤ 2 temos

i) 1 + |ξ|2δ ≤ 2 ≤ 2(1 + |ξ|2 + α|ξ|4) se |ξ| ≤ 1;

ii) 1 + |ξ|2δ ≤ 1 + |ξ|4 ≤ max

{
1,

1

α

}
(1 + |ξ|2 + α|ξ|4) se |ξ| ≥ 1;

iii) |ξ|2(1 + α|ξ|2) ≤ 1 + α ≤ (1 + α)(1 + |ξ|4−δ) se |ξ| ≤ 1;

iv) |ξ|2(1 + α|ξ|2) ≤ (1 + α)|ξ|2(4−δ) ≤ (1 + α)(1 + |ξ|4−δ) se |ξ| ≥ 1.

Vamos agora encontrar uma estimativa para ‖(u, ut)‖H4−δ×H2 . Na

Seção 5.2 encontramos expressões para a solução û do problema semilinear

(5.1) e para a sua derivada ût (ver (5.6) e (5.7)). Substituindo-as temos

‖(u, ut)‖2H4−δ×H2 =

∫
Rn

(1 + |ξ|2 + α|ξ|4)|ût|2 +
(
1 + |ξ|2(4−δ)

)
|û|2 dξ

≤ C
∫
Rn

(
1 + |ξ|2 + α|ξ|4

)(
|Ĥt|2|û0|2 + |Ĝt|2|û1|2

)
dξ

+ C

∫ t

0

∫
Rn

(
1 + |ξ|2 + α|ξ|4

) |ξ|4γ

(1 + |ξ|2δ)2 |Ĝt(t− τ)|2|ûp|2 dξdτ

+ C

∫
Rn

(
1 + |ξ|2(4−δ)

)(
|Ĥ|2|û0|2 + |Ĝ|2|û1|2

)
dξ

+ C

∫ t

0

∫
Rn

(
1 + |ξ|2(4−δ)

) |ξ|4γ

(1 + |ξ|2δ)2 |Ĝ(t− τ)|2|ûp|2 dξdτ.
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Reorganizando os termos acima encontramos a seguinte estimativa:

‖(u, ut)‖2H4−δ×H2 ≤ C
∫
Rn

((
1 + |ξ|2(4−δ)

)
|Ĥ|2 + (1 + |ξ|2 + α|ξ|4)|Ĥt|2

)
|û0|2 dξ

+ C

∫
Rn

((
1 + |ξ|2(4−δ)

)
|Ĝ|2 + (1 + |ξ|2 + α|ξ|4)|Ĝt|2

)
|û1|2 dξ

+ C

∫ t

0

∫
Rn

(
1 + |ξ|2(4−δ)

) |ξ|4γ

(1 + |ξ|2δ)2 |Ĝ(t− τ)|2|ûp|2 dξdτ

+ C

∫ t

0

∫
Rn

(
1 + |ξ|2 + α|ξ|4

) |ξ|4γ

(1 + |ξ|2δ)2 |Ĝt(t− τ)|2|ûp|2 dξdτ.

Usando as estimativas para Ĥ, Ĥt, Ĝ e Ĝt encontradas no Lema 5.2.1

temos

‖(u, ut)‖2H4−δ×H2

≤ C
∫
Rn
e−

1
5
ρθ(ξ)t

((
1 + |ξ|2(4−δ)

)
+ (1 + |ξ|2 + α|ξ|4)

|ξ|2(1 + α|ξ|2)

(1 + |ξ|2δ)

)
|û0|2 dξ

+ C

∫
Rn
e−

1
5
ρθ(ξ)t

((
1 + |ξ|2(4−δ)

) (1 + |ξ|2δ)
|ξ|2(1 + α|ξ|2)

+ (1 + |ξ|2 + α|ξ|4)

)
|û1|2 dξ

+ C

∫ t

0

∫
Rn
e−

1
5
ρθ(ξ)(t−τ)

(
1 + |ξ|2(4−δ)

) |ξ|4γ

|ξ|2(1 + α|ξ|2)(1 + |ξ|2δ) |û
p|2 dξdτ

+ C

∫ t

0

∫
Rn
e−

1
5
ρθ(ξ)(t−τ)

(
1 + |ξ|2 + α|ξ|4

) |ξ|4γ

(1 + |ξ|2δ)2 |û
p|2 dξdτ.

Observamos aqui que os termos que aparecem na desigualdade acima

podem ser estimados, para 0 ≤ δ ≤ 2, 0 ≤ θ ≤ 2 + δ

2
e

1

2
≤ γ ≤ 2 + δ

2
, da

seguinte forma:

i) (1 + |ξ|2(4−δ)) + (1 + |ξ|2 + α|ξ|4)
|ξ|2(1 + α|ξ|2)

(1 + |ξ|2δ) ≤ C(1 + |ξ|2(4−δ));

ii)
(
1 + |ξ|2(4−δ)

) |ξ|4γ

|ξ|2(1 + α|ξ|2)(1 + |ξ|2δ) ≤ C(1 + |ξ|2(2+2γ−2δ));

iii)
(
1 + |ξ|2 + α|ξ|4

) |ξ|4γ

(1 + |ξ|2δ)2 ≤ C(1 + |ξ|2(2+2γ−2δ)),

para todo ξ ∈ Rn.

Por último observamos que no termo que acompanha o dado inicial û1

aparece um |ξ|2 no denominador. Este termo é complicado de lidarmos

quando estamos na baixa frequência, pois
1

|ξ|2 →∞ quando |ξ| → 0. Esse
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termo também aparece na terceira integral na última estimativa acima. En-

tretanto, ele foi compensado com o termo |ξ|4γ que aparece no numerador,

conforme se vê na estimativa (ii) logo acima.

Agora, para estimar o coeficiente de |û1|2, percebemos que para |ξ| ≥ 1

temos (
1 + |ξ|2(4−δ)

) (1 + |ξ|2δ)
|ξ|2(1 + α|ξ|2)

≤ C
(
1 + |ξ|2 + α|ξ|4

)
,

pois |ξ|2(1 + α|ξ|2) ≥ (1 + α|ξ|4).

Se 0 < |ξ| ≤ 1 temos

(
1 + |ξ|2(4−δ)

) (1 + |ξ|2δ)
|ξ|2(1 + α|ξ|2)

≤ 4|ξ|−2.

Usando as estimativas acima, conclúımos que ‖(u, ut)‖2H4−δ×H2 é limi-

tada por quatro integrais, como mostrado abaixo:

‖(u, ut)‖2H4−δ×H2 ≤ C
∫
Rn
e−

1
5
ρθ(ξ)t(1 + |ξ|2(4−δ))|û0|2 dξ

+ C

∫
Rn
e−

1
5
ρθ(ξ)t(1 + |ξ|2 + α|ξ|4)|û1|2 dξ + C

∫
|ξ|≤1

e−
1
5
ρθ(ξ)t|ξ|−2|û1|2dξ

+ C

∫ t

0

∫
Rn
e−

1
5
ρθ(ξ)(t−τ)

(
1 + |ξ|2+2γ−2δ)|ûp|2 dξdτ.

Neste ponto definimos as seguintes integrais, dependentes de t, que

aparecem na estimativa acima

• L1(t) = C

∫
Rn
e−

1
5
ρθ(ξ)t

(
1 + |ξ|2(4−δ)

)
|û0|2 dξ;

• L2(t) = C

∫
Rn
e−

1
5
ρθ(ξ)t(1 + |ξ|2 + α|ξ|4)|û1|2 dξ;

• L3(t) = C

∫
|ξ|≤1

e−
1
5
ρθ(ξ)t|ξ|−2|û1|2dξ;

• N1(t) = C

∫ t

0

∫
Rn
e−

1
5
ρθ(ξ)(t−τ)

(
1 + |ξ|2(2+2γ−2δ))|ûp|2 dξdτ .

Com isso conclúımos que

‖(u, ut)‖2H4−δ×H2 ≤ L1(t) + L2(t) + L3(t) +N1(t). (6.2)

Portanto para encontrarmos uma estimativa para ‖(u, ut)‖2H4−δ×H2
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basta estimarmos as funções L1, L2, L3 e N1. Como a função ρθ defi-

nida no Caṕıtulo 4 depende de θ, dividimos o problema em quatro casos:

i) Caso 0 ≤ δ ≤ θ e 0 ≤ θ ≤ 1

2
;

ii) Caso 0 ≤ δ ≤ θ e
1

2
< θ ≤ 2 + δ

2
;

iii) Caso 0 ≤ θ < δ ≤ 2 e 0 ≤ θ ≤ 1

2
;

iv) Caso 0 ≤ θ < δ ≤ 2 e
1

2
< θ ≤ 2 + δ

2
.

Observamos aqui que as estimativas de decaimento para a norma da

energia e para a norma L2 da solução dos casos (i) e (ii) são apresentados

nas seções abaixo. Estes casos são referentes à 0 ≤ δ ≤ θ, em que não

precisamos impor mais regularidade nos dados iniciais, além do que já foi

pedido no caso linear para obter taxas de decaimento. Os casos (iii) e (iv)

referentes à 0 ≤ θ < δ, precisamos mais regularidade nos dados iniciais, o

que dificulta a tarefa de encontrar taxas de decaimento e por esse motivo

não apresentaremos neste trabalho estimativas de decaimento para estes

dois casos.

6.1 Caso 0 ≤ δ ≤ θ e 0 ≤ θ ≤ 1

2

Nesta seção encontramos taxas de decaimento para a norma L2 e para

a norma da energia para o problema semilinear. Para fazer isso, vamos

estimar as funções L1, L2, L3 e N1 que aparecem na estimativa (6.2).

Pela definição de ρθ = ρθ(ξ) em (4.4) para o caso 0 ≤ θ ≤ 1

2
em

consideração, temos

ρθ(ξ) =


ε|ξ|2−2θ(1 + α|ξ|2), |ξ| ≤ 1 e 0 ≤ θ ≤ 1

2

ε
|ξ|2θ

1 + |ξ|2δ , |ξ| ≥ 1 e 0 ≤ θ ≤ 1

2
.

Como ρθ = ρθ(ξ) também depende de ξ, vamos estimar e−
1
5
ρθt na baixa

frequência e na alta frequência da seguinte forma:

i) Se |ξ| ≤ 1 temos ρθ(ξ) ≥ ε|ξ|2−2θ. Com isso segue que

e−
1
5
ρθt ≤ e−

ε
5
|ξ|2−2θt. (6.3)
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ii) Se |ξ| ≥ 1 temos ρθ(ξ) ≥
ε

2
pois estamos considerando θ ≥ δ.

Assim, temos também

e−
1
5
ρθt ≤ e−

ε
10
t. (6.4)

Lema 6.1.1 Sejam p > 1 inteiro e 1 ≤ n < 8 − 2δ. Sejam θ, δ e γ tais

que

0 ≤ δ ≤ θ, 0 ≤ θ ≤ 1

2
,

1

2
≤ γ ≤ 2 + δ

2

Então, para dados iniciais

u0 ∈ H4−δ(Rn) ∩ L1(Rn) e u1 ∈ H2(Rn) ∩ L1(Rn) ∩ Ẇ−1,1(Rn)

tem-se

‖(u, ut)‖2H4−δ×H2

≤ C
(
‖(u0, u1)‖2L1×L1 + ‖u1‖2Ẇ−1,1 + ‖(u0, u1)‖2H4−δ×H2

)
(1 + t)−

n
2−2θ

+ C

∫ t

0

‖(u, ut)‖2pH4−δ×H2(1 + t− τ)−
n

2−2θ dτ,

para todo t > 0.

Demonstração: Vamos começar estimando L1. Primeiro dividimos a

integral em duas integrais: uma na baixa frequência (|ξ| ≤ 1) e outra na

alta frequência (|ξ| ≥ 1), então usando as estimativas para ρθ em (6.3) e

(6.4) temos

L1 = C

∫
Rn
e−

1
5
ρθ(ξ)t

(
1 + |ξ|2(4−δ)

)
|û0|2 dξ

≤ C
∫
|ξ|≤1

e−
ε
5
|ξ|2−2θt(1 + |ξ|2(4−δ)

)
|û0|2dξ

+ C

∫
|ξ|≥1

e−
ε
10
t(1 + |ξ|2(4−δ)

)
|û0|2dξ.

Usamos o Lema 2.5.4 para estimar a integral na baixa frequência e

usando a definição de norma Hs para estimar a integral na alta frequência
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encontramos

L1 ≤ C‖u0‖2L1

∫
|ξ|≤1

e−
ε
5
|ξ|2−2θtdξ + Ce−

ε
10
t

∫
|ξ|≥1

(
1 + |ξ|2(4−δ)

)
|û0|2dξ

≤ C‖u0‖2L1(1 + t)−
n

2−2θ + Ce−
ε
10
t‖u0‖2H4−δ

≤ C
(
‖u0‖2L1 + ‖u0‖2H4−δ

)
(1 + t)−

n
2−2θ ,

para todo t > 0.

Da mesma forma vamos estimar L2. Usando as estimativas para ρθ em

(6.3), (6.4) e o Lema 2.5.4 temos

L2 = C

∫
Rn
e−

1
5
ρθ(ξ)t

(
1 + |ξ|2 + α|ξ|4

)
|û1|2 dξ

≤ C
∫
|ξ|≤1

e−
ε
5
|ξ|2−2θt(1 + |ξ|2 + α|ξ|4

)
|û1|2dξ

+ C

∫
|ξ|≥1

e−
ε
10
t(1 + |ξ|2 + α|ξ|4

)
|û1|2dξ

≤ C‖u1‖2L1

∫
|ξ|≤1

e−
ε
5
|ξ|2−2θtdξ + Ce−

ε
10
t

∫
|ξ|≥1

(
1 + |ξ|2 + α|ξ|4

)
|û1|2dξ

≤ C‖u1‖2L1(1 + t)−
n

2−2θ + Ce−
ε
10
t‖u1‖2H2

≤ C
(
‖u1‖2L1 + ‖u1‖2H2

)
(1 + t)−

n
2−2θ ,

para todo t > 0.

A estimativa para L3 segue da definição do espaço Ẇ−1,1(Rn) e do

Lema 2.5.4, como apresentamos abaixo

L3 = C

∫
|ξ|≤1

e−
1
5
ρθ(ξ)t|ξ|−2|û1|2dξ

= C‖u1‖2Ẇ−1,1

∫
|ξ|≤1

e−
ε
5
|ξ|2−2θtdξ

≤ C‖u1‖2Ẇ−1,1(1 + t)−
n

2−2θ ,

para todo t > 0.

Vamos agora estimar N1. Novamente dividimos a estimativa na baixa
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frequência e na alta frequência. Assim obtemos

N1 = C

∫ t

0

∫
Rn
e−

1
5
ρθ(t−τ)

(
1 + |ξ|2(2+2γ−2δ))|ûp|2 dξdτ

≤ C
∫ t

0

∫
|ξ|≤1

e−
ε
5
|ξ|2−2θ(t−τ)(1 + |ξ|2(2+2γ−2δ))|ûp|2dξdτ

+ C

∫ t

0

∫
|ξ|≥1

e−
ε
10

(t−τ)(1 + |ξ|2(2+2γ−2δ))|ûp|2dξdτ.

Na baixa frequência usando os Lemas 2.5.4 e 2.2.7 e na alta frequência

usando o Lema 2.2.9 com n < 8− 2δ obtemos

N1 ≤ C
∫ t

0

‖up(τ)‖2L1

∫
|ξ|≤1

e−
ε
5
|ξ|2−2θ(1+t−τ)dξdτ

+ C

∫ t

0

e−
ε
10

(t−τ)
∫
|ξ|≥1

(
1 + |ξ|2(2+2γ−2δ))|ûp(τ)|2dξdτ

≤ C
∫ t

0

‖up(τ)‖2L1(1 + t− τ)−
n

2−2θ dτ + C

∫ t

0

e−
ε
10

(1+t−τ)‖up(τ)‖2H4−δdτ

pois 2 + 2γ − 2δ ≤ 4 − δ pela condição γ ≤ 2 + δ

2
de limitação superior

sobre γ.

Agora usando o Lema 2.2.9 e 2.2.10 com 1 ≤ n < 8−2δ e p > 1 inteiro,

temos estimativas para a norma L1(Rn) e norma H4−δ(Rn) de up. Assim

a estimativa para N1 fica

N1 ≤ C
∫ t

0

‖u‖2p
H4−δ (1 + t− τ)−

n
2−2θ dτ + C

∫ t

0

e−
ε
10

(1+t−τ)‖u‖2p
H4−δdτ

≤ C
∫ t

0

‖u‖2p
H4−δ (1 + t− τ)−

n
2−2θ dτ,

para todo t > 0.

Substituindo as estimativas para L1, L2, L3 e N1 na desigualdade (6.2)
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temos, para p > 1 inteiro e n < 8− 2δ,

‖(u, ut)‖2H4−δ×H2 ≤ C
(
‖u0‖2L1 + ‖u0‖2H4−δ

)
(1 + t)−

n
2−2θ

+ C
(
‖u1‖2L1 + ‖u1‖2H2 + ‖u1‖2Ẇ−1,1

)
(1 + t)−

n
2−2θ

+ C

∫ t

0

‖u‖2p
H4−δ (1 + t− τ)−

n
2−2θ dτ

≤ C
(
‖(u0, u1)‖2L1×L1 + ‖u1‖2Ẇ−1,1 + ‖(u0, u1)‖2H4−δ×H2

)
(1 + t)−

n
2−2θ

+ C

∫ t

0

‖(u, ut)‖2pH4−δ×H2(1 + t− τ)−
n

2−2θ dτ,

para todo t > 0.

Multiplicando a desigualdade do lema anterior por (1 + t)
n

2−2θ encon-

tramos a seguinte desigualdade válida para todo t > 0:

(1 + t)
n

2−2θ ‖(u, ut)‖2H4−δ×H2

≤ C
(
‖(u0, u1)‖2L1×L1 + ‖u1‖2Ẇ−1,1 + ‖(u0, u1)‖2H4−δ×H2

)
+ C

∫ t

0

‖(u, ut)‖2pH4−δ×H2(1 + t)
n

2−2θ (1 + t− τ)−
n

2−2θ dτ.

Para todo t ≥ 0 definimos a função

M1(t) = sup
0≤τ≤t

(1 + τ)
n

2−2θ ‖(u(τ), ut(τ))‖2H4−δ×H2 . (6.5)

Da desigualdade acima temos

M1(t) ≤ C
(
‖(u0, u1)‖2L1×L1 + ‖u1‖2Ẇ−1,1 + ‖(u0, u1)‖2H4−δ×H2

)
+ CM1(t)p

∫ t

0

(1 + τ)−
np

2−2θ (1 + t)
n

2−2θ (1 + t− τ)−
n

2−2θ dτ,

para todo t > 0. Pelo Lema 2.5.6 temos∫ t

0

(1 + τ)−
np

2−2θ (1 + t)
n

2−2θ (1 + t− τ)−
n

2−2θ dτ ≤ C(n, p, θ)

quando
n

2− 2θ
> 1, ou seja, 2 − 2θ < n, com C(n, p, θ) uma constante

positiva.
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Portanto encontramos a seguinte desigualdade

M1(t) ≤ C
(
‖(u0, u1)‖2L1×L1 + ‖u1‖2Ẇ−1,1 + ‖(u0, u1)‖2H4−δ×H2

)
+ CM1(t)p,

(6.6)

para todo t > 0.

Para finalmente encontrarmos taxas de decaimento para a norma da

energia e para a norma L2 do problema de Cauchy (5.1) vamos precisar de

um lema, análogo ao Lema 5.2.2, que está demonstrado abaixo.

Lema 6.1.2 Sejam p > 1 e F (M) uma função cont́ınua e positiva definida

da seguinte forma

F (M) = aI0 + bMp −M,

para M ≥ 0, sendo a, b, I0 constantes positivas.

Então, existe um único M0 > 0 ponto de mı́nimo absoluto de F (M) em

[0,∞). Além disso, existe ε > 0 tal que se 0 < I0 ≤ ε então F (M0) < 0.

Demonstração: É fácil verificar que o único ponto cŕıtico de F é

M0 =

(
1

bp

) 1
p−1

e que ele é ponto de mı́nimo global. Além disso, F (0) = aI0 > 0. Portanto,

se I0 for suficientemente pequeno, ou seja, existe ε > 0 tal que I0 ≤ ε então

F (M0) < 0.

Agora, notamos que a função M = M1(t) definida em (6.5) é não-

negativa e satisfaz F (M1(t)) ≥ 0 para todo t > 0, devido a desigualdade

(6.6) com F (M) a função dada no Lema 6.1.2 com a = b = C e com

I0 = ‖(u0, u1)‖2L1×L1 + ‖u1‖2Ẇ−1,1 + ‖(u0, u1)‖2H4−δ×H2 .

Portanto se 0 < I0 ≤ ε, ε > 0 dado pelo Lema 6.1.2, devido à continui-

dade da função M1(t), existem somente duas possibilidades:

(i) M1(t) < M0, para todo t > 0
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ou

(ii) M1(t) > M0, para todo t > 0.

Entretanto, notamos que

M1(0) = ‖(u0, u1)‖2H4−δ×H2 .

Então, assumindo que M1(0) < M0 (M0 o ponto de mı́nimo global do

Lema 6.1.2), segue que M1(t) ≤ M0 para todo t > 0, ou seja, a condição

que é válida é a condição (i) acima.

Escolhendo uma constante K > 0 suficientemente grande tal que

M0 ≤ K
(
‖(u0, u1)‖2L1×L1 + ‖u1‖2Ẇ−1,1 + ‖(u0, u1)‖2H4−δ×H2

)
,

conclúımos da validade do item (i) que

‖(u, ut)‖2H4−δ×H2 ≤ KI0(1 + t)−
n

2−2θ

para todo t > 0.

Substituindo a estimativa da desigualdade acima em (6.1) e usando o

Teorema de Plancherel conclúımos que a norma da energia mais a norma

L2 da solução do problema (1.1) decai polinomialmente, ou seja,∫
Rn

(
|ut|2 + |(−∆)δ/2ut|2 + α|∆u|2 + |(−∆)1/2u|2 + |u|2

)
dx

≤ CI0(1 + t)−
n

2−2θ ,

para todo t > 0.

Pelas estimativas acima temos o teorema abaixo provado.

Teorema 6.1.1 Sejam 0 ≤ δ ≤ θ, 0 ≤ θ ≤ 1

2
,

1

2
≤ γ ≤ 2 + δ

2
, p > 1

inteiro e 2− 2θ < n < 8− 2δ. Considere os dados iniciais

u0 ∈ H4−δ(Rn) ∩ L1(Rn) e u1 ∈ H2(Rn) ∩ L1(Rn) ∩ Ẇ−1,1(Rn)

satisfazendo

0 < I0 ≤ ε e M1(0) < M0

com ε, I0, M0, M1(0) dados acima e no Lema 6.1.2. Então a seguinte esti-
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mativa para a norma da energia mais a norma L2 da solução é verdadeira∫
Rn

(
|ut|2 + |(−∆)δ/2ut|2 + α|∆u|2 + |(−∆)1/2u|2 + |u|2

)
dx

≤ CI0(1 + t)−
n

2−2θ ,

para todo t > 0.

Observamos aqui que a taxa encontrada acima é a mesma taxa encon-

trada para a norma da energia do problema linear (3.1), como vemos no

Teorema 4.4.3 item (i).

6.2 Caso 0 ≤ δ ≤ θ e
1

2
< θ ≤ 2 + δ

2
Da mesma forma que na seção anterior, aqui encontramos taxas de

decaimento para a norma L2 e para a norma da energia. Para fazer isso

vamos novamente usar a desigualdade (6.2).

Pela definição de ρθ = ρθ(ξ) em (4.4) temos

ρθ(ξ) = ε
|ξ|2θ

1 + |ξ|2δ

para todo ξ ∈ Rn no caso 0 ≤ δ ≤ θ e
1

2
< θ ≤ 2 + δ

2
.

Assim, estimamos e−
1
5
ρθt na baixa frequência e na alta frequência da

seguinte forma

i) Se |ξ| ≤ 1 temos ρθ(ξ) ≥
ε

2
|ξ|2θ e desse modo temos

e−
1
5
ρθt ≤ e−

ε
10
|ξ|2θt. (6.7)

ii) Se |ξ| ≥ 1 temos ρθ(ξ) ≥
ε

2
para 0 ≤ δ ≤ θ.

Então,

e−
1
5
ρθt ≤ e−

ε
10
t, para |ξ| ≥ 1. (6.8)

Observamos aqui que a diferença nas estimativas para e−
1
5
ρθt neste

com o caso da seção anterior ocorre na zona baixa frequência mas, mesmo
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assim, as estimativa são bem similares. Na alta frequência temos a mesma

estimativa, pois nos dois casos a definição de ρθ = ρθ(θ) é a mesma na

zona de alta frequência. Então de forma análoga ao Lema 6.1.1 obtemos o

lema a seguir .

Lema 6.2.1 Sejam p > 1 inteiro e 1 ≤ n < 8 − 2δ. Então para as

potências fracionárias satisfazendo

0 ≤ δ ≤ θ, 1

2
< θ ≤ 2 + δ

2
,

1

2
≤ γ ≤ 2 + δ

2

e dados iniciais satisfazendo

u0 ∈ H4−δ(Rn) ∩ L1(Rn) e u1 ∈ H2(Rn) ∩ L1(Rn) ∩ Ẇ−1,1(Rn)

tem-se

‖(u, ut)‖2H4−δ×H2

≤ C
(
‖(u0, u1)‖2L1×L1 + ‖u1‖2Ẇ−1,1 + ‖(u0, u1)‖2H4−δ×H2

)
(1 + t)−

n
2θ

+ C

∫ t

0

‖(u, ut)‖2pH4−δ×H2(1 + t− τ)−
n
2θ dτ,

para todo t > 0.

Agora, multiplicando a estimativa do Lema 6.2.1 por (1 + t)
n
2θ temos

(1 + t)
n
2θ ‖(u, ut)‖2H4−δ×H2

≤ C
(
‖(u0, u1)‖2L1×L1 + ‖u1‖2Ẇ−1,1 + ‖(u0, u1)‖2H4−δ×H2

)
+ C

∫ t

0

‖(u, ut)‖2pH4−δ×H2(1 + t)
n
2θ (1 + t− τ)−

n
2θ dτ.

Para t ≥ 0 definimos a função

M2(t) = sup
0≤τ≤t

(1 + τ)
n
2θ ‖
(
u(τ), ut(τ)

)
‖2H4−δ×H2 . (6.9)

A função M2 definida acima é muito parecida com a função M1 definida

na seção anterior, a diferença entre elas é a taxa de decaimento.
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Da estimativa anterior e a definição de M2(t) temos

M2(t) ≤ C
(
‖(u0, u1)‖2L1×L1 + ‖u1‖2Ẇ−1,1 + ‖(u0, u1)‖2H4−δ×H2

)
+ CM2(t)p

∫ t

0

(1 + τ)−
np
2θ (1 + t)

n
2θ (1 + t− τ)−

n
2θ dτ

≤ C
(
‖(u0, u1)‖2L1×L1 + ‖u1‖2Ẇ−1,1 + ‖(u0, u1)‖2H4−δ×H2

)
+ CM2(t)p,

para todo t > 0 onde C é uma constante positiva, pois do Lema 2.5.6 temos∫ t

0

(1 + τ)−
np
2θ (1 + t)

n
2θ (1 + t− τ)−

n
2θ dτ ≤ C = C(n, p, θ)

quando
n

2θ
> 1, ou seja, 2θ < n com C(n, p, θ) uma constante positiva.

Portanto encontramos a seguinte desigualdade

M2(t) ≤ C
(
‖(u0, u1)‖2L1×L1 + ‖u1‖2Ẇ−1,1 + ‖(u0, u1)‖2H4−δ×H2

)
+ CM1(t)p,

(6.10)

para todo t > 0.

Para encontrarmos taxas de decaimento para a norma da energia e

para a norma L2 do problema de Cauchy (5.1) vamos usar o Lema 6.1.2

demonstrado na seção anterior.

Agora notamos que a função M2(t) definida em (6.9) é não-negativa e

satisfaz F (M2(t)) ≥ 0 para todo t > 0 devido a desigualdade (6.10) com

F (M) a função dada no Lema 6.1.2 com a = b = C e com

I0 = ‖(u0, u1)‖2L1×L1 + ‖u1‖2Ẇ−1,1 + ‖(u0, u1)‖2H4−δ×H2 .

Análogo ao final da seção anterior existe ε > 0 dado pelo Lema 6.1.2,

tal que para 0 < I0 ≤ ε e

M2(0) = ‖
(
u0, u1

)
‖2H4−δ×H2 < M0. (6.11)

onde M0 é o ponto de mı́nimo global da função F (M) do Lema 6.1.2, segue

que M2(t) ≤M0 para todo t > 0.

Escolhendo uma constante K > 0 suficientemente grande tal que

M0 ≤ KI0,
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conclúımos que

‖(u, ut)‖2H4−δ×H2 ≤ KI0(1 + t)−
n
2θ

para todo t > 0.

Substituindo essa estimativa em (6.1) e usando o Teorema de Planche-

rel conclúımos que a norma da energia mais a norma L2 decai polinomial-

mente. Esses resultado são registrados no teorema a seguir.

Teorema 6.2.1 Sejam 0 ≤ δ ≤ θ,
1

2
< θ ≤ 2 + δ

2
,

1

2
≤ γ ≤ 2 + δ

2
, p > 1

inteiro e 2θ < n < 8− 2δ. Considere os dados iniciais

u0 ∈ H4−δ(Rn) ∩ L1(Rn) e u1 ∈ H2(Rn) ∩ L1(Rn) ∩ Ẇ−1,1(Rn)

satisfazendo

0 < I0 ≤ ε e M2(0) < M0

com ε, I0, M0, M2(0) estão definidos acima. Então a seguinte estimativa

para a norma da energia mais a norma L2 da solução é verdadeira∫
Rn

(
|ut|2 + |(−∆)δ/2ut|2 + α|∆u|2 + |∇u|2 + |u|2

)
dx

≤ CI0(1 + t)−
n
2θ ,

para todo t > 0.

Novamente observamos que a taxa encontrada acima, para as condições

sobre δ, θ consideradas nesta seção, é a mesma taxa encontrada para a

norma da energia do problema linear (3.1), como podemos ver no Teorema

4.4.3 item (ii).
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Caṕıtulo 7

Expansão Assintótica e

Taxa Ótima: Problema

Linear

Neste caṕıtulo encontramos uma expansão assintótica para o problema

de Cauchy linear (3.1) e usando essa expansão mostramos que as taxas de

decaimento da norma L2 da solução do problema linear encontradas no

Caṕıtulo 4 são ótimas.

Os resultados apresentados neste caṕıtulo foram publicados em 2016

na revista Journal of Mathematical Analysis and Applications (ver [17]).

Lembramos que no Caṕıtulo 5, Seção 5.2 encontramos a solução do

problema linear (4.1) no espaço de Fourier e a solução é dada da seguinte

forma

û(t, ξ) = Ĥ(t, ξ)û0 + Ĝ(t, ξ)û1 (7.1)

com

Ĝ(t, ξ) =
eλ+t − eλ−t

λ+ − λ−
,

Ĥ(t, ξ) =
λ+e

λ−t − λ−eλ+t

λ+ − λ−
.
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Aqui λ+ e λ− são as ráızes caracteŕısticas que satisfazem a identidade

(1 + |ξ|2δ)λ2 + |ξ|2θλ+ |ξ|2(1 + α|ξ|2) = 0,

para todo ξ ∈ Rn e são dadas por

λ± =
−|ξ|2θ ±

√
|ξ|4θ − 4|ξ|2(1 + |ξ|2δ)(1 + α|ξ|2)

2(1 + |ξ|2δ) . (7.2)

Notamos que para |ξ| ≤ 1 e θ >
1

2
temos |ξ|4θ ≤ |ξ|2. Então

|ξ|4θ − 4|ξ|2(1 + |ξ|2δ)(1 + α|ξ|2)

= |ξ|4θ − 4|ξ|2 − 4|ξ|2δ+2 − 4α|ξ|4 − 4α|ξ|4+2δ

≤ −3|ξ|2 − 4|ξ|2δ+2 − 4α|ξ|4 − 4α|ξ|4+2δ < 0

para ξ 6= 0.

Com isso conclúımos que λ± são complexas, ou seja,

λ± =
−|ξ|2θ ± i|ξ|

√
4(1 + |ξ|2δ)(1 + α|ξ|2)− |ξ|4θ−2

2(1 + |ξ|2δ) . (7.3)

Quando 0 ≤ θ ≤ 1

2
não conseguimos afirmar se λ± são complexas ou

reais. Portanto, nesta seção vamos considerar as seguintes condições sobre

as potências fracionárias

0 < δ ≤ θ e
1

2
< θ ≤ 2 + δ

2
.

7.1 Expansão Assintótica

Na Subseção 7.1.1 vamos construir uma expansão assintótica para a

solução û(t, ξ) na baixa frequência e mostraremos que a norma L2 da dife-

rença entre a solução û(t, ·) e a expansão assintótica decai no tempo com

certa taxa. Na Subseção 7.1.2 também mostraremos que a norma L2 da

diferença da solução e a expansão assintótica encontrada na Subseção 7.1.1

decai, na região de alta frequência, com certa taxa no tempo.
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7.1.1 Zona de Baixa Frequência (|ξ| ≤ 1)

Sabemos que as ráızes caracteŕısticas, associadas a equação (4.1) no

espaço de Fourier são complexas e dadas por (7.3).

Para simplificar as expressões, vamos definir

a(ξ) =
|ξ|2θ

2(1 + |ξ|2δ) e b(ξ) =
|ξ|
√

4(1 + |ξ|2δ)(1 + α|ξ|2)− |ξ|4θ−2

2(1 + |ξ|2δ)

e assim podemos reescrever λ± da seguinte forma

λ± = −a(ξ)± ib(ξ).

Vamos encontrar a solução expĺıcita û(t, ξ) como aparece no ińıcio deste

caṕıtulo, usando a expressão acima para λ±. Notamos que

λ+ − λ− =
(
− a(ξ) + ib(ξ)

)
−
(
− a(ξ)− ib(ξ)

)
= 2ib(ξ),

e que

eλ+t − eλ−t = e(−a(ξ)+ib(ξ))t − e(−a(ξ)−ib(ξ))t

= e−a(ξ)t
(
eib(ξ)t − e−ib(ξ)t

)
= e−a(ξ)t2i sin (b(ξ)t) .

Também temos

λ+e
λ−t − λ−eλ+t =

(
− a(ξ) + ib(ξ)

)
e(−a(ξ)−ib(ξ))t

−
(
− a(ξ)− ib(ξ)

)
e(−a(ξ)+ib(ξ))t

= e−a(ξ)ta(ξ)
(
eib(ξ)t − e−ib(ξ)t

)
+ e−a(ξ)tib(ξ)

(
eib(ξ)t + e−ib(ξ)t

)
= e−a(ξ)t2ia(ξ) sin

(
b(ξ)t

)
+ e−a(ξ)t2ib(ξ) cos (b(ξ)t) .

Assim, conclúımos que

eλ+t − eλ−t

λ+ − λ−
= e−a(ξ)t

1

b(ξ)
sin (b(ξ)t)
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e também que

λ+e
λ−t − λ−eλ+t

λ+ − λ−
= e−a(ξ)t

a(ξ)

b(ξ)
sin(b(ξ)t) + e−a(ξ)t cos (b(ξ)t) .

Portanto a solução û(t, ξ) do problema de Cauchy (4.1) no espaço de

Fourier, conforme (7.1), é dada da seguinte forma

û(t, ξ) = e−a(ξ)t cos (b(ξ)t) û0 + e−a(ξ)t
a(ξ)

b(ξ)
sin
(
b(ξ)t

)
û0

+ e−a(ξ)t
1

b(ξ)
sin (b(ξ)t) û1. (7.4)

Observação 7.1.1 Usando o Teorema do Valor Médio encontramos as

seguintes identidades

(i) cos (b(ξ)t)− cos(|ξ|t) = −t (b(ξ)− |ξ|) sin(η(t, ξ)),

com

η(t, ξ) = b(ξ)tβ′ + |ξ|t(1− β′)

para algum β′ ∈ [0, 1],

(ii) sin (b(ξ)t)− sin(|ξ|t) = t (b(ξ)− |ξ|) cos(ε(t, ξ)),

com

ε(t, ξ) = b(ξ)tβ′′ + |ξ|t(1− β′′)

para algum β′′ ∈ [0, 1].

Usando as identidades da Observação 7.1.1 podemos reescrever a solução

dada em (7.4) da seguinte forma

û(t, ξ) = e−a(ξ)t cos(|ξ|t)û0 + e−a(ξ)t
a(ξ)

b(ξ)
sin
(
b(ξ)t

)
û0

− e−a(ξ)tt (b(ξ)− |ξ|) sin(η(t, ξ))û0 + e−a(ξ)t
1

b(ξ)
sin(|ξ|t)û1

+ e−a(ξ)tt
(b(ξ)− |ξ|)

b(ξ)
cos(ε(t, ξ))û1.

O termo da expansão assintótica é determinado por uma combinação
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linear dos termos

e−a(ξ)t cos(|ξ|t) e e−a(ξ)t
sin(|ξ|t)
|ξ| .

Agora, podemos reescrever a solução û(t, ξ) na seguinte forma

û(t, ξ) = e−a(ξ)t cos(|ξ|t)û0 + e−a(ξ)t
sin(|ξ|t)
|ξ| û1

+ e−a(ξ)t
a(ξ)

b(ξ)
sin
(
b(ξ)t

)
û0 − e−a(ξ)tt

(
b(ξ)− |ξ|

)
sin(η(t, ξ))û0

+ e−a(ξ)t
(

1

b(ξ)
− 1

|ξ|

)
sin(|ξ|t)û1 + e−a(ξ)tt

b(ξ)− |ξ|
b(ξ)

cos(ε(t, ξ))û1.

Observação 7.1.2 Usando a Transformada de Fourier podemos decompor

os dados iniciais û0 e û1 na seguinte forma

ûj(ξ) = Aj(ξ)− iBj(ξ) + Pj , ξ ∈ Rn,

para j = 0, 1 (de modo similar como aparece no Lema 2.2.2 para uma

função f ∈ L1(Rn)), sendo Pj , Aj , Bj definidos por

Pj := Puj =

∫
Rn
uj(x)dx, Aj := Auj , Bj := Buj .

Usando a observação acima vamos considerar a seguinte desejada ex-

pansão assintótica

P0e
−a(ξ)t cos(|ξ|t) + P1e

−a(ξ)t sin(|ξ|t)
|ξ| .

Portanto, conclúımos que a diferença da solução û(t, ξ) do problema de

Cauchy (4.1) e a expansão assintótica é dada por

û(t, ξ)− P0e
−a(ξ)t cos(|ξ|t)− P1e

−a(ξ)t sin(|ξ|t)
|ξ|

=
(
A0(ξ)− iB0(ξ)

)
e−a(ξ)t cos(|ξ|t) +

(
A1(ξ)− iB1(ξ)

)
e−a(ξ)t

sin(|ξ|t)
|ξ|

+ e−a(ξ)t
a(ξ)

b(ξ)
sin
(
b(ξ)t

)
û0 − e−a(ξ)tt

(
b(ξ)− |ξ|

)
sin(η(t, ξ))û0

+ e−a(ξ)t
(

1

b(ξ)
− 1

|ξ|

)
sin(|ξ|t)û1 + e−a(ξ)tt

b(ξ)− |ξ|
b(ξ)

cos(ε(t, ξ))û1.
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Nomeamos agora as seis expressões que aparecem no lado direito da

igualdade acima por

• K1(t, ξ) =
(
A1(ξ)− iB1(ξ)

)
e−a(ξ)t

sin(|ξ|t)
|ξ| ;

• K2(t, ξ) =
(
A0(ξ)− iB0(ξ)

)
e−a(ξ)t cos(|ξ|t);

• K3(t, ξ) = e−a(ξ)t
a(ξ)

b(ξ)
sin
(
b(ξ)t

)
û0;

• K4(t, ξ) = e−a(ξ)tt
(
b(ξ)− |ξ|

)
sin(η(t, ξ))û0;

• K5(t, ξ) = −e−a(ξ)t
(
b(ξ)− |ξ|
b(ξ)

)
sin(|ξ|t)
|ξ| û1;

• K6(t, ξ) = e−a(ξ)tt

(
b(ξ)− |ξ|
b(ξ)

)
cos(ε(t, ξ))û1.

A seguir vamos mostrar que é posśıvel estimar a norma L2, na baixa

frequência, dessas seis funções por uma taxa que seja melhor que a taxa

t−
n−2
2θ encontrada no Caṕıtulo 4 para a norma L2 da solução.

Teorema 7.1.1 Sejam α > 0 com
1

2
< θ < min

{
3

2
, δ +

1

2

}
e 0 < δ ≤ 2.

Considere os dados iniciais

u0 ∈ L1(Rn) e u1 ∈ L1(Rn) ∩ L1,κ(Rn)

com κ ∈ (0,min{1, δ}]. Então existe ε0 positivo tal que a solução û(t, ξ)

para o problema (4.1) satisfaz∫
|ξ|≤1

∣∣∣∣û(t, ξ)− P0e
−a(ξ)t cos (|ξ|t)− P1e

−a(ξ)t sin (|ξ|t)
|ξ|

∣∣∣∣2 dξ
≤ C

(
‖u0‖2L1 + ‖u1‖2L1 + ‖u1‖2L1,κ

)
t−

n−2+ε0
2θ ,

para todo t ≥ 1.

Demonstração: Mostraremos que a taxa de decaimento para a norma L2

na baixa frequência, da diferença entre a solução no espaço de Fourier e a

expansão assintótica, é da ordem t−
n−2+ε0

2θ para t suficientemente grande

(t >> 1). Precisamos estimar a norma L2 das funções K1, K2 K3, K4, K5

e K6.
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Para estimar K1(t, ξ), usando os Lemas 2.5.2 e 2.2.3 temos∫
|ξ|≤1

|K1(t, ξ)|2dξ ≤
∫
|ξ|≤1

|A1(ξ)− iB1(ξ)|2e−
|ξ|2θt

1+|ξ|2δ |ξ|−2dξ

≤ 2(K2 +M2)‖u1‖2L1,κ

∫
|ξ|≤1

|ξ|2κ−2e−
|ξ|2θt

2 dξ

≤ 2(K2 +M2)‖u1‖2L1,κt
−n+2κ−2

2θ ,

para todo t > 0.

Agora vamos estimar K2(t, ξ). Usando os Lemas 2.5.2 e 2.2.3 para todo

t ≥ 1 temos∫
|ξ|≤1

|K2(t, ξ)|2dξ ≤
∫
|ξ|≤1

|A0(ξ)− iB0(ξ)|2e−
|ξ|2θt

1+|ξ|2δ dξ

≤ 2(L2 +N2)‖u0‖2L1

∫
|ξ|≤1

e−
|ξ|2θt

2 dξ

≤ 2(L2 +N2)‖u0‖2L1t
− n

2θ

≤ 2(L2 +N2)‖u0‖2L1t
−n+2κ−2

2θ ,

pois
n+ 2κ− 2

2θ
≤ n

2θ
, já que 0 < κ < 1.

Para estimar K3(t, ξ), primeiro notemos que

4(1 + |ξ|2δ)(1 + α|ξ|2)− |ξ|4θ−2

≥ 4 + 4|ξ|2δ + 4α|ξ|2 + 4α|ξ|2δ+2 − 1 ≥ 3, (7.5)

pois temos |ξ|4θ−2 ≤ 1, para todo |ξ| ≤ 1 e
1

2
< θ ≤ 2 + δ

2
.

Então para
1

2
< θ ≤ 2 + δ

2
temos

∫
|ξ|≤1

|K3(t, ξ)|2dξ ≤
∫
|ξ|≤1

e
−|ξ|2θt
1+|ξ|2δ

|ξ|4θ−2

4(1 + |ξ|2δ)(1 + α|ξ|2)− |ξ|4θ−2
|û0|2dξ

≤ 1

3
‖û0‖2L∞

∫
|ξ|≤1

e−
|ξ|2θt

2 |ξ|4θ−2dξ

≤ 1

3
‖u0‖2L1 t

−n+4θ−2
2θ ≤ 1

3
‖u0‖2L1 t

−n+2κ−2
2θ ,

para todo t ≥ 1, pois
n+ 2κ− 2

2θ
≤ n+ 4θ − 2

2θ
já que 2κ− 2 < 0 ≤ 4θ− 2
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e 0 < κ < 1.

Para estimar K4(t, ξ), notamos que para |ξ| ≤ 1 e
1

2
< θ ≤ 2 + δ

2
temos

pela desigualdade (7.5)(
2(1 + |ξ|2δ)−

√
4(1 + |ξ|2δ)(1 + α|ξ|2)− |ξ|4θ−2

2(1 + |ξ|2δ)

)2

=
4(1 + |ξ|2δ)2 − 4(1 + |ξ|2δ)

√
4(1 + |ξ|2δ)(1 + α|ξ|2)− |ξ|4θ−2

4(1 + |ξ|2δ)2

+
4(1 + |ξ|2δ)(1 + α|ξ|2)− |ξ|4θ−2

4(1 + |ξ|2δ)2

≤
(2 + |ξ|2δ + α|ξ|2)−

√
4(1 + |ξ|2δ)(1 + α|ξ|2)− |ξ|4θ−2

1 + |ξ|2δ

≤ (2 + |ξ|2δ + α|ξ|2)2 − 4(1 + |ξ|2δ)(1 + α|ξ|2) + |ξ|4θ−2

(2 + |ξ|2δ + α|ξ|2) +
√

4(1 + |ξ|2δ)(1 + α|ξ|2)− |ξ|4θ−2

≤ |ξ|
4δ + α2|ξ|4 + |ξ|4θ−2 − 2α|ξ|2+2δ

2 +
√

3

≤ C
(
|ξ|4δ + |ξ|4 + |ξ|4θ−2

)
.

Então conclúımos da definição de b(ξ) dada no ińıcio desta subseção

que∫
|ξ|≤1

|K4(t, ξ)|2dξ

≤
∫
|ξ|≤1

e
− |ξ|

2θt

1+|ξ|2δ |ξ|2t2
(

1−
√

4(1 + |ξ|2δ)(1 + α|ξ|2)− |ξ|4θ−2

2(1 + |ξ|2δ)

)2

|û0|2dξ

≤ C‖û0‖2L∞t2
∫
|ξ|≤1

|ξ|2
(
|ξ|4δ + |ξ|4 + |ξ|4θ−2

)
e−
|ξ|2θt

2 dξ

≤ C‖û0‖2L∞t2
∫
|ξ|≤1

(
|ξ|4δ+2 + |ξ|6 + |ξ|4θ

)
e−
|ξ|2θt

2 dξ

≤ C‖u0‖2L1t
2
(
t−

n+4δ+2
2θ + t−

n+6
2θ + t−

n+4θ
2θ

)
= C‖u0‖2L1

(
t−

n+4δ+2−4θ
2θ + t−

n+6−4θ
2θ + t−

n
2θ

)
.

Notamos aqui que para todo t ≥ 1 temos na estimativa para K4 que

t−
n
2θ ≤ t−

n+2κ−2
2θ e t−

n+4δ+2−4θ
2θ ≤ t−

n+2κ−2
2θ ,
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pois

4δ + 2− 4θ ≥ 4δ − 2− 2δ = 2δ − 2 ≥ 2κ− 2

para
1

2
< θ ≤ 2 + δ

2
e 0 < κ < δ.

Para a taxa de decaimento t−
n+6−4θ

2θ notamos que −2 < 6 − 4θ pois
1

2
< θ <

2 + δ

2
, com 0 ≤ δ ≤ 2, o que implica θ < 2. Aqui foi preciso

restringir a condição sobre θ para encontrarmos uma estimativa boa para

K4. Então podemos considerar ε > 0 tal que −2 + ε ≤ 6 − 4θ e portanto

temos

t−
n+6−4θ

2θ ≤ t−
n−2+ε

2θ .

Assim, para
1

2
< θ <

2 + δ

2
, temos

∫
|ξ|≤1

|K4(t, ξ)|2dξ ≤ C‖u0‖2L1t
−n−2+ε1

2θ ,

com ε1 = min{2κ, ε}.

Agora vamos estimar K5(t, ξ). Temos

∣∣∣∣ b(ξ)− |ξ|b(ξ)

∣∣∣∣2 =

∣∣∣∣∣ 2(1 + |ξ|2δ)√
4(1 + |ξ|2δ)(1 + α|ξ|2)− |ξ|4θ−2

− 1

∣∣∣∣∣
2

≤

∣∣∣∣∣2 + 2|ξ|2δ −
√

4(1 + |ξ|2δ)(1 + α|ξ|2)− |ξ|4θ−2√
4(1 + |ξ|2δ)(1 + α|ξ|2)− |ξ|4θ−2

∣∣∣∣∣
2

≤

∣∣∣∣∣2 + 2|ξ|2δ −
√

4(1 + |ξ|2δ)(1 + α|ξ|2)− |ξ|4θ−2

√
3

∣∣∣∣∣
2

pois para todo ξ ≤ 1√
4(1 + |ξ|2δ)(1 + α|ξ|2)− |ξ|4θ−2 ≥

√
3.

Agora, multiplicando a última estimativa pelo conjugado de seu nume-
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rador obtemos∣∣∣∣ b(ξ)− |ξ|b(ξ)

∣∣∣∣2 ≤
∣∣∣∣∣4 + 8|ξ|2δ + 4|ξ|4δ − (4(1 + |ξ|2δ)(1 + α|ξ|2)− |ξ|4θ−2)√

3(2 + 2|ξ|2δ +
√

4(1 + |ξ|2δ)(1 + α|ξ|2)− |ξ|4θ−2)

∣∣∣∣∣
2

≤
∣∣∣∣8|ξ|2δ + 4|ξ|4δ − 4|ξ|2δ − 4α|ξ|2 − 4α|ξ|2+2δ + |ξ|4θ−2

2
√

3

∣∣∣∣2
≤
(

8|ξ|2δ + 4|ξ|4δ + 4|ξ|2δ + 4α|ξ|2 + 4α|ξ|2+2δ + |ξ|4θ−2

2
√

3

)2

≤ C
(
|ξ|4δ + |ξ|4 + |ξ|8θ−4

)
,

para todo |ξ| ≤ 1.

Então, encontramos a seguinte estimativa para K5(t, ξ)∫
|ξ|≤1

|K5(t, ξ)|2dξ ≤
∫
|ξ|≤1

e
−|ξ|2θt
1+|ξ|2δ |ξ|−2

∣∣∣∣ b(ξ)− |ξ|b(ξ)

∣∣∣∣2 |û1|2dξ

≤ C‖u1‖2L1

∫
|ξ|≤1

e−
|ξ|2θt

2 |ξ|−2
(
|ξ|4δ + |ξ|4 + |ξ|8θ−4

)
dξ

≤ C‖u1‖2L1

∫
|ξ|≤1

e−
|ξ|2θt

2

(
|ξ|4δ−2 + |ξ|2 + |ξ|8θ−6

)
dξ

≤ C‖u1‖2L1

(
t−

n+4δ−2
2θ + t−

n+2
2θ + t−

n+8θ−6
2θ

)
.

A condição 0 < κ < 1 implica que
n− 2 + 2κ

2θ
≤ n+ 2

2θ
, ou seja, temos

t−
n+2
2θ ≤ t−

n−2+2κ
2θ para todo t ≥ 1.

Também temos t−
n−2+4δ

2θ < t−
n−2+2κ

2θ para todo t ≥ 1, pois −2 + 2κ <

−2 + 2δ ≤ −2 + 4δ, se considerarmos 0 < κ < δ.

Como
1

2
< θ ≤ 2 + δ

2
temos 8θ − 6 > −2 ou 8θ − 6 ≥ −2 + ε para um

ε > 0 suficientemente pequeno. Então

n+ 8θ − 6

2θ
≥ n− 2 + ε

2θ

ou seja, t−
n+8θ−6

2θ ≤ t−
n−2+ε

2θ , para todo t ≥ 1.

Portanto, definindo ε2 = min{2κ, ε} temos∫
|ξ|≤1

|K5(t, ξ)|2dξ ≤ C‖u1‖2L1t
−n−2+ε2

2θ .
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Finalmente, sobre K6(t, ξ) precisamos de uma estimativa um pouco

mais delicada. Vamos usar o Teorema do Valor Médio conforme segue(
1− 2(1 + |ξ|2δ)√

4(1 + |ξ|2δ)(1 + α|ξ|2)− |ξ|4θ−2

)2

=
(
|f ′(β0|ξ|)| |ξ|

)2
≤ C

(
|ξ|4δ + |ξ|4 + |ξ|8θ−4

)
,

com

f(r) =
2(1 + r2δ)√

4(1 + r2δ)(1 + αr2)− r4θ−2

pois f(0) = 1, onde β0 ∈ [0, 1].

Notamos que derivando f em relação a r temos f ′(r) dada pela seguinte

expressão

f ′(r) =
4δr2δ−1

(
4(1 + r2δ)(1 + αr2)− r4θ−2

)
(

4(1 + r2δ)(1 + αr2)− r4θ−2
) 3

2

−
4(1 + r2δ)

(
8δr2δ−1 + 8αr + 8α(2 + δ)r2δ+1 − (4θ − 2)r4θ−3

)
(

4(1 + r2δ)(1 + αr2)− r4θ−2
) 3

2

.

Então é fácil verificar que

|f ′(r)| ≤ C
(
r2δ−1 + r + r4θ−3

)
para 0 ≤ r ≤ 1.

Conclúımos então que∫
|ξ|≤1

|K6(t, ξ)|2dξ

≤ t2
∫
|ξ|≤1

e
−|ξ|2θt
1+|ξ|2δ

(
1− 2(1 + |ξ|2δ)√

4(1 + |ξ|2δ)(1 + α|ξ|2)− |ξ|4θ−2

)2

|û1|2dξ

≤ Ct2‖u1‖2L1

∫
|ξ|≤1

e−
|ξ|2θt

2

(
|ξ|4δ + |ξ|4 + |ξ|8θ−4

)
dξ

≤ C‖u1‖2L1 t
2
(
t−

n+4δ
2θ + t−

n+4
2θ + t−

n+8θ−4
2θ

)
≤ C‖u1‖2L1

(
t−

n+4δ−4θ
2θ + t−

n+4−4θ
2θ + t−

n+4θ−4
2θ

)
.
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Como estamos considerando
1

2
< θ ≤ 2 + δ

2
temos, para todo t ≥ 1,

t−
n+4θ−4

2θ ≤ t−
n−2+ε

2θ com ε > 0 escolhido de modo que 4θ ≥ 2 + ε.

Também, para
1

2
< θ < δ+

1

2
segue que 4δ+ 2 > 4θ e disso resulta que

4δ − 4θ > −2. Então podemos fixar ε̄ tal que 4δ − 4θ ≥ −2 + ε̄. Portanto

temos

t−
n+4δ−4θ

2θ ≤ t−
n−2+ε̄

2θ

para todo t ≥ 1.

Agora, considerando a condição
1

2
< θ <

3

2
segue que 4− 4θ > −2 ou

4− 4θ ≥ −2 + ε̃ para algum ε̃ > 0. Com isso obtemos

t−
n+4−4θ

2θ ≤ t−
n−2+ε̃

2θ

para todo t ≥ 1.

Finalmente, tomando ε3 = min{ε, ε̃, ε̄} e restringindo θ de modo que
1

2
< θ < min

{
3

2
, δ +

1

2

}
, obtemos a seguinte estimativa para K6(t, ξ)

∫
|ξ|≤1

|K6(t, ξ)|2dξ ≤ C‖u1‖2L1t
−n−2+ε3

2θ .

Combinando as estimativas acima conclúımos a demonstração desse

teorema.

Para conseguirmos boas estimativas para K4 e K6 tivemos que restrin-

gir a condição sobre θ. Gostaŕıamos de retirar essa condição e mostrar que

o Teorema 7.1.1 vale para
1

2
< θ ≤ 2 + δ

2
, mas usando esse método, isso

não foi posśıvel.

7.1.2 Zona de Alta Frequência (|ξ| ≥ 1)

Para mostrar que a norma L2 da diferença entre a solução û(t, ξ) com o

perfil assintótico encontrado na subseção anterior decai com uma taxa boa

na alta frequência, vamos usar a seguinte estimativa encontrada no Lema

4.3.1 do Caṕıtulo 4:∫
|ξ|≥1

|û(t, ξ)|2dξ ≤ Ce−
η
5
t(‖u1‖2Hδ + ‖u0‖2H2

)
, (7.6)
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que vale para 0 ≤ θ ≤ 2 + δ

2
e 0 ≤ δ ≤ θ.

Agora considerando
1

2
< θ ≤ 2 + δ

2
, 0 ≤ δ ≤ θ e as definições de P0 e

P1 temos∫
|ξ|≥1

∣∣∣∣P0e
−a(ξ)t cos (|ξ|t) + P1e

−a(ξ)t sin (|ξ|t)
|ξ|

∣∣∣∣2 dξ
≤
∫
|ξ|≥1

|P1|2e
− |ξ|

2θt

1+|ξ|2δ
sin2 (|ξ|t)
|ξ|2 + |P0|2e

− |ξ|
2θt

1+|ξ|2δ cos2 (|ξ|t)dξ

≤
(
|P1|2 + |P0|2

) ∫
|ξ|≥1

e
− |ξ|

2θt

1+|ξ|2δ dξ

≤
(
|P1|2 + |P0|2

) ∫
|ξ|≥1

e−
|ξ|2θ−2δt

2 dξ

≤
(
|P1|2 + |P0|2

)
e−

t
4

∫
|ξ|≥1

e−
|ξ|2θ−2δt

4 dξ.

usando o Lema 2.5.2 temos a seguinte estimativa para o perfil assintótico∫
|ξ|≥1

∣∣∣∣P0e
−a(ξ)t cos (|ξ|t) + P1e

−a(ξ)t sin (|ξ|t)
|ξ|

∣∣∣∣2 dξ
≤C
(
‖u1‖2L1 + ‖u0‖2L1

)
e−

t
4 t−

n
2θ−2δ , (7.7)

para todo t > 0, com C uma constante positiva dependendo de θ, δ e n.

A estimativa acima permite provar o próximo teorema.

Teorema 7.1.2 Sejam
1

2
< θ ≤ 2 + δ

2
, 0 ≤ δ ≤ θ e

u0 ∈ H2(Rn) ∩ L1(Rn) e u1 ∈ Hδ(Rn) ∩ L1(Rn).

Então a solução û(t, ξ) do problema (4.1) satisfaz∫
|ξ|≥1

∣∣∣∣û(t, ξ)− P1e
−a(ξ)t sin (|ξ|t)

|ξ| − P0e
−a(ξ)t cos (|ξ|t)

∣∣∣∣2 dξ
≤ C

(
‖u1‖2Hδ + ‖u0‖2H2 + ‖u1‖2L1 + ‖u0‖2L1

)
e−kt,

para todo t ≥ 1, com C e k constantes positivas.

Demonstração: A prova é obtida usando as estimativas (7.6) e (7.7) para
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concluir que∫
|ξ|≥1

∣∣∣∣û(t, ξ)− P1e
−a(ξ)t sin (|ξ|t)

|ξ| − P0e
−a(ξ)t cos (|ξ|t)

∣∣∣∣2 dξ
≤
∫
|ξ|≥1

|û(t, ξ)|2dξ +

∫
|ξ|≥1

∣∣∣∣P1e
−a(ξ)t sin (|ξ|t)

|ξ| + P0e
−a(ξ)t cos (|ξ|t)

∣∣∣∣2 dξ
≤Ce−

η
5
t
(
‖u1‖2Hδ + ‖u0‖2H2

)
+ C

(
‖u1‖21 + ‖u0‖21

)
e−

t
4 t−

n
2θ−2δ

≤C
(
‖u1‖2Hδ + ‖u0‖2H2 + ‖u1‖21 + ‖u0‖21

)
e−kt,

para todo t ≥ 1, com k = min

{
η

5
,

1

4

}
.

7.2 Taxas Ótimas

Para mostrar que as taxas encontradas no Caṕıtulo 4 para a norma L2

da solução são ótimas, vamos usar as estimativas para a diferença entre a

solução û e o perfil assintótico, feitas na Seção 7.1.

Nosso objetivo é mostrar o seguinte resultado:

Teorema 7.2.1 Sejam n ≥ 3, P1 6= 0 com
1

2
< θ < min

{
3

2
, δ +

1

2

}
,

0 < δ ≤ θ, κ ∈ (0,min{1, δ}) e

u0 ∈ H2(Rn) ∩ L1(Rn) e u1 ∈ Hδ(Rn) ∩ L1(Rn) ∩ L1,κ(Rn).

Então, existem constantes C1 > 0, C2 > 0 e t0 > 0 suficientemente

grande tal que para todo t ≥ t0 vale

C1|P1|t−
n−2
4θ ≤ ‖u(t, ·)‖ ≤ C2t

−n−2
4θ ,

sendo u(t, x) a única solução do problema de Cauchy (3.1).

Demonstração: Pelo Teorema 4.4.4 temos

‖u(t, ·)‖ ≤ C2t
−n−2

4θ ,

com C2 > 0 uma constante que depende dos dados iniciais.
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Usando os Teoremas 7.1.1 e 7.1.2 obtemos

−
∥∥∥∥û(t, ·)− P1e

−a(ξ)t sin (|ξ|t)
|ξ| − P0e

−a(ξ)t cos (|ξ|t)
∥∥∥∥

≥ −C
(
‖u1‖2Hδ + ‖u0‖2H2 + ‖u1‖2L1 + ‖u0‖2L1

)
e−

kt
2

− C
(
‖u1‖2L1 + ‖u0‖2L1 + ‖u1‖2L1,κ

)
t−

n−2+ε0
4θ , (7.8)

com k e ε0 constantes positivas.

Também, pelo Lema 2.5.2, temos

|P0|2
∥∥∥e−a(ξ)t cos (|ξ|t)

∥∥∥2
= |P0|2

∫
|ξ|≤1

e
−|ξ|2θt
1+|ξ|2δ cos2 (|ξ|t)dξ + |P0|2

∫
|ξ|≥1

e
−|ξ|2θt
1+|ξ|2δ cos2 (|ξ|t)dξ

≤ |P0|2
∫
|ξ|≤1

e
−|ξ|2θt
1+|ξ|2δ dξ + |P0|2

∫
|ξ|≥1

e
−|ξ|2θt
1+|ξ|2δ dξ

≤ C|P0|2
(
t−

n
2θ + t−

n
2θ−2δ

)
≤ C|P0|2t−

n
2θ , (7.9)

pois estamos considerando 0 < δ ≤ θ.

Além disso, pelo Lema 2.5.5, temos a seguinte estimativa

|P1|
∥∥∥∥e−a(ξ)t sin (|ξ|t)

|ξ|

∥∥∥∥ ≥ C|P1|t−
n−2
4θ , (7.10)

para todo t ≥ t0 com t0 > 0 suficientemente grande.

Para conseguir a estimativa por baixo, usando Teorema de Plancherel,

notamos que valem as seguintes estimativas na norma L2:

‖u(t, ·)‖ = ‖û(t, ·)‖ ≥
∥∥∥∥P1e

−a(ξ)t sin (|ξ|t)
|ξ| + P0e

−a(ξ)t cos (|ξ|t)
∥∥∥∥

−
∥∥∥∥û(t, ·)− P1e

−a(ξ)t sin (|ξ|t)
|ξ| − P0e

−a(ξ)t cos (|ξ|t)
∥∥∥∥

≥ |P1|
∥∥∥∥e−a(ξ)t sin (|ξ|t)

|ξ|

∥∥∥∥− |P0|
∥∥∥e−a(ξ)t cos (|ξ|t)

∥∥∥
−
∥∥∥∥û(t, ·)− P1e

−a(ξ)t sin (|ξ|t)
|ξ| − P0e

−a(ξ)t cos (|ξ|t)
∥∥∥∥ .
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Combinando as estimativas (7.8), (7.9) e (7.10), finalmente chegamos

a seguinte desigualdade:

‖u(t, ·)‖ ≥ C|P1|t−
n−2
4θ − C|P0|t−

n
4θ

− C
(
‖u1‖2L1 + ‖u1‖2L1,κ + ‖u0‖21

)
t−

n−2+ε0
4θ

− C
(
‖u1‖2Hδ + ‖u0‖2H2 + ‖u1‖2L1 + ‖u0‖2L1

)
e−

kt
2 (7.11)

para todo t ≥ t0 com t0 > 0 suficientemente grande e com 0 < δ ≤ θ e
1

2
< θ < min

{
3

2
, δ +

1

2

}
. Assim, da estimativa (7.11) e da hipótese que

P1 6= 0, conclúımos que existe uma constante positiva C1, tal que

‖u(t, ·)‖ ≥ C1|P1|t−
n−2
4θ

para t suficientemente grande.

Conclusão: O Teorema 7.2.1 nos diz que a taxa de decaimento poli-

nomial
n− 2

4θ
para a norma L2 da solução u(t, x) do problema de Cauchy

(3.1) é ótima no caso em que n ≥ 3, 0 < δ ≤ θ e
1

2
< θ < min

{
3

2
, δ +

1

2

}
.

Para outros casos envolvendo n, δ e θ a otimalidade das taxas de decai-

mento da norma L2 da solução do problema linear encontradas no Caṕıtulo

4, permanece um problema em aberto.
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