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RESUMO

Este trabalho de pesquisa trata da modelagem estocastica de dois
algoritmos adaptativos bem conhecidos na literatura, a saber: o algoritmo
FXLMS (filtered-x least-mean-squgre o algoritmo NLMSrformalized
least-mean-squaje Particularmente, para o algoritmo FxLMS séo
desenvolvidos dois modelos estocasticos, ambos considerando aplicagbes
de controle e/ou equalizacdo ativa de ruido periédico, porém em
diferentes estruturas (monocanal e multicanal). Baseado nas expressfes
de modelo obtidas, diversos aspectos do comportamento do algoritmo
FXLMS sé&o discutidos, evidenciando o impacto dos parametros do
algoritmo sobre seu desempenho. Para o algoritmo NLMS, s&o propostos
dois modelos estocasticos, ambos considerando a aplicacdo de
identificagdo de sistemas tanto com sinal de entrada branco gaussiano
quanto correlacionado gaussiano. Especificamente, o primeiro modelo do
algoritmo NLMS é derivado assumindo que o filtro adaptativo e a planta

a ser estimada podem possuir ordens diferentes (tal suposicdo, que é
condizente com cenarios praticos, nao € usualmente tratada na literatura
devido as dificuldades matematicas surgidas no desenvolvimento da
modelagem estocastica). O segundo modelo do algoritmo NLMS
considera uma formulacdo matematica mais geral (quando comparada a
outros trabalhos da literatura) para representar a planta a ser identificada,
possibilitando a representacao de diversos tipos de sistemas variantes no
tempo; originando, assim, um modelo estocastico capaz de predizer o
comportamento do algoritmo NLMS em uma ampla gama de cenarios de
operacdo. Resultados de simulacdo sdo apresentados, ratificando a
precisdo dos modelos estocasticos propostos, tanto na fase transitéria
guanto em regime permanente.

Palavras-chave: Algoritmo FxLMS. Algoritmo NLMS. Filtragem
adaptativa. Modelagem estocastica.






ABSTRACT

This research work focuses on the stochastic modeling of two well-known
adaptive algorithms from the literature, namely: the filtered-x least mean
square (FXLMS) algorithm and the normalized least-mean-square
(NLMS) algorithm. In particular, for the FXLMS algorithm two stochastic
models are developed, both considering applications of active noise
control and equalization of periodic noise, but in different structures
(single-channel and multichannel). Based on the obtained expressions,
several aspects of the FxLMS algorithm behavior are discussed,
highligting the impact of some parameters on the algorithm performance.
For the NLMS algorithm, two stochastic models are proposed, both
considering the application of system identification with white Gaussian
and correlated Gaussian input signals. Specifically, the first model of the
NLMS algorithm is developed assuming that the adaptive filter and the
system to be identified can have different orders (such a supposition,
which is consistent with practical scenarios, is not usually considered in
the literature due to the mathematical difficulties ariasing in the
development of the stochastic model). The second model of the NLMS
algorithm considers a more general mathematical formulation (compared
with other works from the open literature) to represent the system to be
identified, allowing to represent several types of time-varying systems;
resulting in a stochastic model able to predict the NLMS algorithm
behavior in several scenarios. Simulation results are presented,
confirming the accuracy of the proposed stochastic models for both
transient and steady-state phases.

Keywords: FXLMS algorithm. NLMS algorithm. Adaptive filtering.
Stochastic modeling.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Nas ultimas décadas, algoritmos de filtragem adaptativa vém
sendo amplamente utilizados em diversas aplicacdes praticas, pois além
de serem capazes de operar em ambientes variantes no tempo (rastreando
as variacBes das estatisticas dos sinais envolvidos e/ou do ambiente
considerado), eles ndo necessitam que sejam fornegigari as
estatisticas do sinal de entrada para que um filtro 6étjemm algum
sentido estatistico) seja obtido. Em compensacdo, os algoritmos de
filtragem adaptativa necessitam apenas que algum sinal de referéncia
(utilizado para gerar uma meétrica de desempenho para direcionar a
atualizacdo do filtro adaptativo) esteja disponivel, o que € comum em
diversas aplicag8es praticas{H].

1.1 APLICACOES ECAMPO DEPESQUISA

No contexto das aplicacbes que utilizam filtragem adaptativa
pode-se destacar: o cancelamento de eco acustico ou de rede (envolvendo
voz ou dados), a equalizacdo de canal, o cancelamento adaptativo de
ruido, a conformagéao de feixe em arranjo de antenas, a identificacdo de
sistemas, 0 controle ativo de ruido, dentre outras[16]. Devido,
principalmente, ao seu grande campo de aplicacao, a filtragem adaptativa
tem se consolidado como uma &rea de pesquisa importante, a qual
apresenta ainda inUmeros desafios tedéricos e préaticos a serem superados.
Especificamente, os campos de pesquisa em filtragem adaptativa
compreendem o desenvolvimento de novos algoritmos, a determinagéo
de parametros 6timos e a analise estocastica de algoritmos adaptativos.

Particularmente, a analise estocastica visa derivar expressdes de
modelo descrevendo o comportamento do algoritmo adaptativo em
diferentes condi¢bes de operacdo, fornecendo um entendimento mais
profundo de seu comportamento, sem gque seja Necessario o uso extensivo
de simulac¢des de Monte Carlo (MC). Através de expressdes de modelo,
pode-se estabelecer relacdes entre métricas de desempenho e parametros
do algoritmo adaptativo, auxiliando o projetista no ajuste desses
parametros. Além disso, um modelo estocastico preciso pode também

1 Em diversas aplicacbes em ambiente estacionario, o filtro adaptativo converge
(no sentido médio) para a solugao 6tima de Wiener [3].
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revelar comportamentos andémalos (indesejados) do algoritmo sob
analise, dando suporte ao desenvolvimento de novas solugdes visando
superar esses problemas [11].

1.2 OBJETOS DEESTUDO DATESE

Neste trabalho de pesquisa, sdo derivados modelos estocasticos
para dois algoritmos adaptativos bem conhecidos na literatura, a saber: o
algoritmo FxLMS filtered-x least-mean-squaree algoritmo NLMS
(normalized least-mean-squir®ara o algoritmo FXLMS [12], [13] s&o
derivados dois modelos, ambos considerando aplica¢des de controle e/ou
equalizagdo ativa de ruido periédico, porém em diferentes estruturas
(especificamente, monocanal ou multicanal). Para o algoritmo NLMS
[14], [15], também sao derivados dois modelos estocasticos, ambos
considerando a aplicacdo de identificacdo de sistemas, porém com
distintas configuracBes. Especificamente, para o primeiro modelo,
assume-se que o sistema a ser identificado pode possuir ordem diferente
do filtro adaptativo e, para o segundo modelo, adota-se uma representacao
matematica mais geral para o sistema a ser identificado.

1.3 ORGANIZACAO DA TESE

Esta tese esté organizada como segue. No Capitulo 2, expressdes
de modelo descrevendo os momentos de primeira e segunda ordens do
algoritmo FXLMS operando em um sistema monocanal de equalizacéo
ativa de ruido periédico sdo derivadas. No Capitulo 3, um modelo
estocdstico para o algoritmo FXLMS operando em um sistema multicanal
de controle ativo de ruido periodico é obtido. No Capitulo 4, o algoritmo
NLMS, no contexto de um problema de identificacdo de sistemas, é
analisado considerando que o filtro adaptativo e o sistema a ser
identificado possuem ordens diferentes. No Capitulo 5, expressbes de
modelo descrevendo o comportamento do algoritmo NLMS operando em
um problema de identificagdo de sistema sdo obtidas, considerando uma
formulagdo mais geral para o sistema a ser identificado do que as
formulagcBes consideradas em trabalhos apresentados na literatura até
entdo. Finalmente, no Capitulo 6, as conclusdes e consideracdes finais
desta tese séo apresentadas.



CAPITULO 2

M ODELAGEM ESTOCASTICA DO ALGORITMO FXLMS
OPERANDO EM SISTEMAS DE EQUALIZACAO ATIVA DE
Ruibo PERIODICO

2.1INTRODUCAO

O desafio de manter a intensidade de ruidos acusticos sob niveis
aceitaveis € um problema de grande relevancia em diversos ambientes e
tem motivado um significativo numero de trabalhos de pesquisa [16]
[20]. Visando atender tal desafio, usualmente s&o utilizadas técnicas
passivas baseadas em barreiras e silenciadores projetados para atenuar
ruidos indesejados. No entanto, uma vez que tais técnicas necessitam de
dispositivos com dimens@es proporcionais aos comprimentos das ondas
acusticas envolvidas, elas sdo, em geral, ineficientes e de alto custo
quando o ruido a ser atenuado € de baixa frequéncia (nesse caso, devido
ao comprimento da onda acustica ser elevado, materiais de grandes
dimensbes sdo requeridos) [16], [20]. Nesse contexto, sistemas de
controle ativo de ruido (também referenciados como sistemas de-ANC
active noise contrptém emergido como solucdes praticas atrativas. Tais
sistemas sdo baseados no principio da interferéncia destrutiva, o qual
estabelece que uma onda acustica pode ser cancelada por outra com igual
amplitude e fase oposta. Mais especificamente, os sistemas de ANC
utilizam dispositivos eletroacusticos (tais como, alto-falantes) para
introduzir no dominio acustico uma onda sonora visando cancelar o ruido
indesejado [16][20].

Dentre os diversos tipos de sistemas de ANC, aqueles que visam o
cancelamento de ruido acustico perié8lisdo os que apresentam os
maiores niveis de atenuac¢éo do ruido acustico. O diagrama béasico de um
sistema de ANC para ruido periodico (também denominado sistema de
NANC?) é apresentado na Figura 2.1. Nota-se, através dessa figura, que
no sistema considerado um sensor de referéncia (por exemplo, tacémetro)
acoplado a fonte de ruido € utilizado para medir as frequéncias que
compdem o ruido acustico. Essa informacgédo € utilizada para sintetizar

2 Ruido acustico periédico € também denominado na literatira de ANC como
ruido de banda estreita [69]3].

3 A sigla NANC refere-se ao controle ativo de ruido de banda estreita
(narrowband active noise control).
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diversos sinais senoidais, 0s quais g#tocessados pelos filtros
adaptativos. Tais filtros sdo responsaveis por produzir o g{mplque é
inserido no dominio acustico por meio de uma fonte secundaria (por
exemplo, um alto falante), visando cancelar acusticamente o ruido
indesejado; o resultado de tal superposi¢cdo é medido por um microfone
de erro, sendo o sinal resultam@) utilizado na atualizag&o dos filtros

adaptativos.

Fonte de

ruido
periédico 3
sensor de microfong
referéncia de errg
fonte
secundaria
Gerador Filtros
de funcbes| | |adaptativos|
¢ i y(n)
Algoritmo | e(n
adaptativo

Figura 2.1- Diagrama basico de um sistema de NANC (adaptado de [17]).

Em um sistema de NANC, o trajeto entre a fonte de ruido e o ponto
de aquisicao do sinal de erro é usualmente denominado caminho primario
e o trajeto entre a saida dos filtros adaptativos e 0 ponto de aquisicdo do
sinal de erro é denominado caminho secundario.

Em geral, os sistemas de NANC atingem um satisfatorio nivel de
atenuacéo do ruido acustico periddico. No entanto, em certas aplicacoes,
manter algum nivel perceptivel de ruido pode ser desejavel para
propositos de informacgéo, seguranca e/ou conforto (como, por exemplo,
na induastria, onde sons nao usuais podem indicar problemas em um
equipamento, ou em um veiculo, onde o som emitido pelo motor € um
indicador util de velocidade [21]). Para essas aplicacbes, sistemas de
equalizacdo ativa de ruido periédico (também referenciados como
sistemas de NANE narrowbandactive noise equalizatigncapazes de
moldar o espectro do ruido em uma forma desejada vém sendo
desenvolvidos com sucesso [ZZW]. Além disso, sistemas de NANE
podem ser vistos como uma generalizagcdo de sistemas de NANC, uma
vez que com alguns ajustes de parametros o primeiro pode também
cancelar ruido (similar ao sistema de NANC).
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No contexto das técnicas de controle e equalizacéo ativa de ruido
baseadas em processamento digital de sinais, o uso de filtragem
adaptativa vem demonstrando grande eficacia. Em muitas aplicacdes, as
condi¢bes de operacdo modificam-se continuamente. Por exemplo, em
um ambiente em que se esta realizando o controle de ruido, mudancas na
temperatura e no fluxo de ar resultam em modificagdes na velocidade do
som. Assim, nesses casos, é desejavel que o sistema de controle e/ou
equalizacao ativa de ruido possua a capacidade de adaptacdo. Dentre os
algoritmos de filtragem adaptativa, o mais difundido em aplicacbes de
NANC e NANE é o algoritmo FxLMSfi{tered-x least-mean-squakeo
qual foi desenvolvido independentemente em [12], [13] e [25].

Levando em consideracéo o grande niamero de aplicacfes praticas
nas quais se desejam equalizar ou cancelar ruidos periédicos, a analise
estocastica do algoritmo FXLMS operando em sistemas de NANE e
NANC torna-se um importante tépico de pesquisa, que ainda esté aberto,
apesar de alguns estudos preliminares terem sido apresentados na
literatura.

Em particular, a andlise estocéastica do algoritmo FXLMS operando
em sistemas de NANE foi objeto de estudo em [26], onde apenas a
determinacao de limites de estabilidade no sentido médio foi considerada.
Em outras palavras, um modelo estocastico descrevendo o
comportamento do algoritmo FXLMS em sistemas de NANE, tanto na
fase transiente quanto em regime permanente (em ambos os sentidos
médio e médio quadratico), ndo foi apresentado até o momento.

Para o caso particular em que o algoritmo FXLMS opera em
sistemas de NANC, alguns modelos estocasticos foram apresentados na
literatura [27H30]. Por exemplo, expressdes de modelo descrevendo o
comportamento médio dos coeficientes adaptativos, o erro quadratico
médio (EQM) e o erro quadratico médio em regime permanente séo
apresentados em [27]. Em [2B0], o comportamento do algoritmo
FXLMS ¢é analisado em outras estruturas particulares de sistemas de
NANC (especificamente, com estimagcdo em tempo real do caminho
secundario [28], [29], e com computacdo eficiente dos sinais de referéncia
filtrados [30]). Entretanto, a suposicéo de variacdoieodasiderada em
[27]-[30], pode degradar a precisdo dos modelos derivados,
especialmente quando o passo de adaptagdo se aproxima do limite de
estabilidade. Embora o uso de tal suposicéo seja aceitavel para realizar

4 Tal suposicéo considera que os filtros adaptativos s&o invariantes dumante u
intervalo igual ao comprimento do filtro que modela o caminho secundario.
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um estudo introdutdrio sobre o algoritmo FXLMS operando em sistemas
de NANE e NANC (restrito a valores de passo de adaptagéo pequenos),
0s modelos obtidos sob tal condicdo s&o incapazes de predizer algumas
situacBes de operacdo importantes, tais como convergéncia irregular e
instabilidade (associadas a valores de passo de adaptacdo préximos do
limite de estabilidade). Assim, visando superar tal deficiéncia, a andlise
estocastica realizada em [27] é aprimorada neste capitulo;
especificamente, aqui € analisado o algoritmo FxLMS operando em
sistemas de NANE (mais gerais do que NANC) sem invocar a suposi¢ao
de variagdo lenta, resultando em um novo conjunto de expressdes de
modelo descrevendo o comportamento dindmico do algoritmo FXLMS.

Visando satisfazer tais objetivos, este capitulo é organizado como
segue. Na Secdo 2.2, o algoritmo FXLMS operando em sistemas de
NANE é revisitado. Na Sec¢éo 2.3, expressfes analiticas descrevendo o
comportamento meédio dos coeficientes adaptativos, 0 EQM e o
pseudo-erro quadratico médio (PEQM) sdo derivadas. Adicionalmente,
expressoes para predicdo dos valores em regime permanente dos filtros
adaptativos, do EQM e do PEQM s&o obtidas. Comparacbes entre
resultados de simulacdo de MC e predi¢des tedricas obtidas a partir do
modelo proposto sao apresentadas na Secao 2.4.

2.2 ALGORITMO FXLMS OPERANDO EMSISTEMAS DENANE

Em aplicagdes nas quais é desejado controlar a intensidade de
ruidos acusticos de banda estreita visando satisfazer requerimentos de
seguranga acustica, sistemas de NANE operando com o algoritmo
FXLMS podem ser utilizados. Em tais sistemas, a amplitude de cada
senoide do ruido acustico € individualmente ponderada por um parametro

de ganhd},,, que pode ser ajustado tanto para red{@#p, <1) quanto
para amplificar(B, =1) a senoide envolvida. O diagrama de blocos de

um sistema de NANE [24] é ilustrado na Figura 2.2, omwife)
caracteriza um ruido acustico dado por

Q
d(n)=Z N+ BQcose, e, (2.1)
g=1

com Q representando o nimero de senoidgs, o, € 6, denotando,

respectivamente, a amplitude, a frequéncia e a fage&siana senoide, e
z(n), um ruido de medicgéo.
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Filtros adaptativos

[ Pdiro | ;M
" 1| adaptativo i
o188 || |

oS8 | [ Zfitro ] Y2("
2. | 82777 adaptativo |
& ®w i : ]
N % i 5 ]
O, ! 1

Q L[ Q%ilre | | Yo(n)
™ adaptativo [

Ramo de balanceamento  ¢/(p)

Figura 2.2 - Diagrama de blocos de um sistema de NANE [24].

X0,q4()

8(n) | |8(n

Algoritmo
adaptativg

Xl,q(n) E Y + i
1 = i

Figura 2.3 - Diagrama de blocos gi@simo filtro adaptativo.

Note nas Figuras 2.1 e 2.2 que o sistema de NANE considerado@tiliza

filtros adaptativos em paralelo, cada um com dois coeficientes adaptativos
com sinais de referéncia (ou de entrada) em quadratura, 0s quais Sao

dados por
X0.q(N) cos,N+6,)
X (M) = a _ q q
%,4(N) senfp,n+0,)
onde 6, representa a fase dos sinais de referéncia do xg(oJ e o,

2.2)

caracteriza a frequéncia medida através de um sensor (por exemplo,
tacémetro) conectado a fonte de ruido [10], [17]. O sinal de saida de cada
filtro adaptativo é dado por

Ya(n) =wg(Mxq(n) (2.3)
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onde w = (W, q(n) w q(n)]T é o vetor de coeficientes do g-ésimo filtro

adaptativo.

O sinal sintetizado Vg (n) € entdo utilizado como entrada para os
ramos de cancelamento e balanceamento [23]. Particularmente, no ramo
de cancelamento, os sinais sintetizados sdo primeiramente multiplicados
por (I—Bq) e, entdo, somados entre si, resultando no sinal ¢(n2), que é
inserido no dominio acustico por meio de um transdutor (por exemplo,
alto-falante). Esta dltima operagdo, representada na Figura 2.3 através da
convolugdo de c(n) com a resposta ao impulso s(z) do caminho
secunddrio’, é descrita por

c(n) = c(n)*s(n)
2 (2.4)
=| 2 A=B,)y, (1) |*5(n)
g=1

com * denotando a operagdo de convolugéo linear. Desse modo, o sinal

de erro (medido através de um microfone) € dado por
e(n)=d(n)+c(n). 2.5)
Em contraste com o ramo de cancelamento, no ramo de

balanceamento todas as operagdes ocorrem no dominio elétrico (por
exemplo, dentro de um processador digital de sinais). Nesse ramo, as

saidas dos filtros adaptativos sdo inicialmente multiplicadas por f3, e,
entdo, somadas entre si, produzindo b(n); na sequéncia, tal sinal é
processado por um filtro com resposta ao impulso $(7), que representa o

caminho secundério estimado (obtido através de um processo de
identificagdo offline, veja [17] para detalhes). Finalmente, o sinal de saida
do ramo de balanceamento é expresso como

b(n) = b(n) * s(n)
0 A (2.6)
=3B, 5, () |*3(n)
g=1

e o sinal de pseudo-erro ¢'(n) como

3> O caminho secundario modela o caminho actistico € os componentes utilizados
na interface dos dominios elétrico e actstico.
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e'(n) =e(n)+b(n)

= d(n) + Em) + b(n).
Em particular, em um sistema de NANE, os filtros adaptativos sdo
atualizados com o objetivo de minimizar o valor instantdneo do sinal de
pesudo-erro quadrdtico [17], dado por
% (n) =[d(n) +&(n) +b(n)|°. (2.8)
Tal problema de minimizagdo origina a regra de adaptacdo baseada no
algoritmo FXLMS, que € expressa como
w,(n+1)=w (n)—p X, (n) (2.9)

com [, denotando o passo de adaptacdo e

. _{xo,,,m)*f(n)}

X, (n)= Xy ()% 300)

o vetor contendo os g-ésimos sinais de referéncia filtrados pelo caminho
secunddrio estimado.

Em um cenério ideal [ruido de medic¢&o nulo e caminho secundério
perfeitamente estimado, isto é, z(n) =0 e §(n) = s(n), respectivamente],

2.7)

(2.10)

a minimizacdo de (2.8) produz e?(n)=0 em regime permanente. Nesse
cendrio, o sinal de erro € dado por

9
e(n)= B, D, cos(@n+¢,). (2.11)
g=1

Note que, nessa condicéo ideal de operacdo, o sinal de erro em regime
permanente contém as senoides de d(n) ponderadas por p,. Assim,
verifica-se que o sistema de NANE [24] exibe (para cada frequéncia)
quatro diferentes modos de operagdo, denominados: cancelamento
(5] q= 0), atenuacdo (0< ﬁq <1), neutro (f 0= I) e amplificagdo

(B, >1). Em particular, os sistemas de NANE e NANC sdo equivalentes
para B; =P, =---=P,=0. Observe também que, no cendrio ideal
considerado acima, o pardmetro 3, delineia o comportamento do sistema

de NANE em regime permanente. Entretanto, para se obter um
entendimento mais profundo de tal sistema, operando em cendrios mais
realistas (isto €, ruido de medi¢do nfo nulo e caminho secunddrio
estimado imprecisamente), um modelo estocdstico preciso torna-se
necessdrio.
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2.3MODELO ESTOCASTICOPROPOSTO

Nesta secao, sdo derivadas as expressfes do modelo descrevendo
o comportamento do algoritmo FXLMS operando no sistema de NANE
previamente apresentado. Para tal, as suposicbes e aproximacdes
utilizadas na derivacdo do modelo sdo, primeiramente, apresentadas
como segue:
S1) O caminho secundaris(n e o caminho secundario estimado

8(n) sdo modelados por filtros FIRinjte impulse responecom
ordensL e L, respectivamente [27]30].

S2) O ruido de medicda(n é assumido gaussiano branco com

variénciac§ e descorrelacionado de qualquer outro sinal no sistema

[27]-[33].

S3) Os valores esperados do tiffx, (n)xg(n— Dwg(n—j)] sao
aproximado% por E[x, (n)xg(n— DIE[wg(n— )] para qualquer
valor de j [27]H30], [32], [33].

S4) Considera-se que as fases inicigjse 0, de d(n), X,4(n) e

% 4(n) podem assumir valores diferentes entre realizagdes dos

sistemas de NANE [2, pp. 122], [2]30] (para detalhes, veja
Apéndice A).
Agora, visando simplificar a derivacdo do modelo, algumas expressdes
introduzidas na Secdo 2.2 sdo reescritas utilizando as suposicdes
previamente apresentadas. Por exemplo, o rd{p pode ser reescrito

como
d(n) = z(r)+§: D, oS N+ 04+ A0 ) (2.12)
onde Apg = 9q —04 OU aim;;l,
d(n) = A r)+q§ld;xq( 9 (2.13)

com

6 Em particular, a validade de tal aproximac&o é analisada em [37].
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~ { D, cos(A(pq)}

(2.14)

7| =D, sen(Ag,)

Tendo em vista que a diferenca de fase Ag q afeta diretamente o valor em

regime permanente do g-ésimo filtro adaptativo (como serd discutido na
Secdo 2.3.2), para fins de andlise, deve-se assumir que A q ¢é invariante,
a qual precisa ser escolhida a priori para ser utilizada no modelo
estocdstico. Assim, o modelo proposto visa descrever o comportamento
do sistema para cada valor particular de Ag,.

Agora, em (2.4), utilizando a Suposi¢do S1, a convolugdo
Vg (n)* s(n) pode ser reescrita como

L-1
Y *s(n)y =" s(Owy (- 0)x,,(n - () (2.15)
(=0

onde s({) denota o (-ésimo coeficiente do filtro que caracteriza o
caminho secunddrio e
x, (n—0)=Qf X, (n) (2.16)

com

(2.17)

[,q

cos(fw,) —sen(lo,)
sen(lo,) cos({w,) ’

Nota-se de (2.16) e (2.17), que as amostras dos sinais de referéncia no
instante n—{¢ podem ser obtidas a partir das amostras do sinais de

referéncia no instante 7, utilizando apenas a matriz Q, .

Assim, (2.4) pode ser reescrita como

%
&)= (1-B,)p, (W)x, (1) (2.18)
g=1
com
L-1
p,(n)= D s(HQ, Wy (n=10). (2.19)
(=0

De forma similar, para (2.6), tem-se
R 0
b(m) =2 Byby (mx, (n) (2.20)
g=1

com
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-1
P, (n) =D 8O W, (n—0) (2.21)
(=0

onde §(0) é o (-ésimo coeficiente do filtro que representa o caminho

secunddrio estimado. Entfo, substituindo (2.13) e (2.18) em (2.5), o sinal
de erro € agora dado por

Q
e(n)=z2(n)+ Y [d, +(1-B,)p, ()] x, (). (2.22)
g=1
De forma similar, para o sinal de pseudo-erro (2.7), tem-se

0
()= z(n)+ Y [d, +(1=B, I, (m) +B,p, (W] X, (). (2.23)
g=1
Finalmente, utilizando a Suposicdo S1, o vetor do sinal de referéncia
filtrado iq (n) pode ser reescrito como

%, (m)=T]x (n) (2.24)
com
=
r,=>380Q,. (2.25)
(=0

Portanto, tendo em méos expressdes mais trativeis descrevendo o
algoritmo FXLMS operando no sistema de NANE [24], a derivacdo do
modelo estocdstico pode entdo ser realizada.

2.3.1 Comportamento médio dos coeficientes do filtro adaptativo

Com o objetivo de derivar uma expressio descrevendo o
comportamento médio dos coeficientes dos filtros adaptativos, (2.23) e
(2.24) sdo, primeiramente, utilizados em (2.9). Na sequéncia, o valor
esperado € computado em ambos os lados da expressdo resultante e,
entdo, considerando as Suposi¢des S2-S4, obtém-se

1 ~
E[w,(n+1)]=E[w, (n)]- Euqrgdq
N (2.26)
—Euqrg [ZO [s(0) +B,As(D]Q, E[W, (n— )]
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com M =max(L, L), As({)=5(0)—s(0), s({)=0 para (>L, 5(()=0
para (2> Le E[Wq(n)] =[0 O]T para n<0. Além disso, analisando a

expressdo acima, os seguintes pontos podem ser observados:
a) Quando $§(n)=s(n), o comportamento médio dos coeficientes

adaptativos torna-se independente de 3, isto €, (2.26) exibe o mesmo

comportamento para qualquer modo de operacdo considerado.
b) Particularmente, para f; =B, =---=B, =0, (2.26) fornece uma

descricdo mais precisa do comportamento médio dos coeficientes
adaptativos do que a expressdo dada em [27]. Tal resultado € esperado,
visto que (2.26) é obtida sem invocar a suposi¢do de variacdo lenta
utilizada em [27], a qual considera que os filtros adaptativos sdo
invariantes durante um intervalo igual ao comprimento do filtro FIR
que representa 0 caminho secunddrio.

2.3.2 Filtro adaptativo em regime permanente

Agora, tomando (2.26) e assumindo
lim E[Wq (m]= w, (o0) 2.27)

n—>0
0 g-ésimo filtro adaptativo em regime permanente pode ser expresso
como

w, () =—T, —B, @I, -T)I"'d, (2.28)
com T ; dadopor (2.25) e
L-1
r, = [Z(:)S(K)Q,’q. (2.29)

Entdo, levando em consideragdo (2.27)-(2.29), destaca-se que:
a) Em todas as situagdes, o valor em regime permanente do g-ésimo

filtro adaptativo € afetado pela diferenca de fase Ag g entre a g-ésima
sendide de d(n) e o correspondente sinal de referéncia [veja (2.14) e
(2.28)]. Assim, para cada valor particular de Ag g um w, (o0)

diferente € obtido.
b) Nos sistemas de NANE, o filtro adaptitivo considerado 6timo €
aquele que minimiza o valor esperado do pseudo-erro quadritico

médio, isto €, E[e'2 (n)]. Com o objetivo de derivar uma expressio
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para tal filtro, primeiramente o quadrado €én) é computado, em
seguida, toma-se o valor esperado utilizando as Suposi¢cdes S2-S4 e,
entdo, minimiza-se a expressao resultante com respewﬁp‘a
Assim,

e LIRS AT

=Wg ().

Portanto, nos sistemas de NANE, quando a convergéncia ocorre, cada
filtro adaptativo converge para seu valor 6timo, isteg() = wgpt,
mesmo quandos(n) # £ n. Particularmente, tal afirmagcdo ndo é

vélida para os sistemas de ANC que visam o tratamento de ruidos de
banda larga [32].

c) Considere para as matrizefsl e I'y [definidas em (2.25) e

(2.30)

(2.29), respectivamente], as seguintes notagdes:

g Y
r,= a ' (2.31)
Yq Oq |
e
. [aq —Tq]
r,=| .0 1 (2.32)
LYa  %q
onde
S(E) =04 + Jvq (2.33)
e
S(Ee)=64+ fiq (2.34)

sdo, respectivamente, as respostas em frequéncia do caminho

secundario e do caminho secundario estimado na frequéncia
Assim, tendo em vista (2.31)-(2.34) e (2.28), nota-se que gui#mio
[isto &,

modela precisamente s(n) na frequéncia o,

$(”1)= xd“), implicando I,=r,] o fitro adaptativo em
regime permanente, dado por (2.28), torna-se independefife den

outras palavrasy,(n) atinge o mesmo valor em regime permanente
em qualquer modo de operacéo considerado.
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2.3.3 Erro quadrético médio

Visando obter uma expressdo analitica para predizer o EQM (isto
é, a poténcia média do sinal de erro) do algoritmo FXLMS operando no
sistema de NANE [24], primeiramente o vetor de erro do g-ésimo filtro
adaptativo € definido por

v, (n) = W, (20) —w, (). (2.35)
Assim, o sinal de erro (2.22) pode ser reescrito como
Q
e(n)=z(n)+ Z[dq +(1=B LW, (0)—(1-B,m, 1" x,(n) (2.36)

g=1
com

-1
N, (m) = (O v, (n—0). (2.37)
(=0

Entdo, elevando e(n) ao quadrado, tomando o valor esperado de ambos

os lados da expressdo resultante e utilizando as Suposi¢des S2-S4, 0 EQM
pode ser expresso como

J(n) 2 E[e*(n)]

1 0 Q L-1
=c+ EZ‘Iuguq - Z‘;(l ~B,u, [Z(:)s(é)ﬂ[’qE[Vq (n—0)] (2.38)
q= q= /=

1 Q 1 L-1 -
+ EZ(l —Btr| 30D s(Os(m),, Vi (mQ],
g=1 (=0m=0

onde V,;" 4 (n) = E[Vq (n— m)vg (n—0)] é a matriz de correlagio do vetor
de erro do g-ésimo filtro adaptativo e u, =d, + (1 -, )I',w, (). Note
de (2.38) que o EQM serd completamente determinado apenas se todas as

matrizes de correlagdo qu 4 (n) (para ¢ =1, 2,..., Q) forem conhecidas.

2.3.4 Matriz de correlagdo do vetor de erro do filtro adaptativo

Nesta segfio, sdo derivadas duas expressdes recursivas para
determinar as matrizes de correlacdo dos vetores de erro dos filtros
adaptativos, sendo que a primeira expressdo € utilizada para computar

qu’('(n) com m=/{ e a segunda, para qu’('(n) com m={ [33]. Para
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tal, inicialmente a regra de atualizacio (2.9) é reescrita em termos de
v, (n) como

v,(n+D)y=v, (n)+ uquxq(n)z(n)

L (2.39)
n,ox (n)Zx (mIA~-B,m, (m) +B, A, ()]
onde n,(n) é dado por (2.37) e
1
i, (n) =D 80, v, (n—0). (2.40)
(=0

A fim de derivar uma expressfo recursiva para computar V;’ L (n)

para m = {, primeiramente identifica-se que
V" () = V)0 (n—m). (2.41)
Assim, a determinacdo da matriz qu’m (n) exige apenas a computagdo de

V;’O(n). Entéo, determinando o produto vetorial v, (n+1)vg(n+1),
tomando o valor esperado de ambos os lados da expressdo resultante e
utilizando as Suposi¢des S2-S4, obtém-se

0,0 0.0 I sara 1| 2 -
V, (n+ D)=V, () + = uqrqrqczwr Z;Hq,r(n) I,
<

(2.42)
——HQZ[(I By )s(O)+B, S(OIAT tgM+ A, (n)]

onde M = max(L, L) s(0)=0 para (>L, §({)=0 para (> e
A(’q(n) FTQ( qVq/ 0(n). A matriz Hq’r (n) é dada por

H,, (n) =E[x, (n)x; (WG, (m)x,(m)x) (n)] (2.43)
com

G, (m) =[A-B, )M, (m)+B, A, WI[A =B, )M, () +B, A, (W] (2.44)
Utilizando os resultados apresentados no Apéndice B, a matriz H_ , (n),

para g =r, pode ser expressa como
H,,(n)= %{tr[K, M +K, (n) +K ()} (2.45)

e, para g #r, como
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H_ (n)= itr[Kr ()L (2.46)
com
M-1M-1
K,(m=>Y > a0, V'(mQy, (2.47)
(=0 m=0
para
ay™ = (1-B,)*s(O)s(m) +B,(1-B,)[s(O3(m) + 5(0)s(m)] + B75(O)5(m).
(2.48)

De (2.42) e (2.47), nota-se que a determinacio de V;’O(n+1) ainda

depende do conhecimento da matriz qu L (n) para m = (. Portanto,

visando derivar uma expressdo para determinar tal matriz, primeiramente,
identifica-se que

L qu_[’o(n -0), m>/(
virtm=y t (2.49)
\/ Mn-m), m</(

Vo n—m) =[V, " (- m)]". (2.50)
Entdo, para obter qu’(' (n) com m = {, é necessdrio apenas computar tal

matriz na forma ng 0 (n). Assim, pré-multiplicando ambos os lados do

transposto de (2.39) por v, (n+1-g), tomando o valor esperado da

expressdo resultante e utilizando as Suposi¢des S2-S4, tem-se

M-1

VEL (1) = VEO () - EMQZ[(I B, )s(0)+B, SOV (mQf T,

2.51)
Portanto, a matriz de correlacio qu’(' (n) pode ser completamente
determinada através de (2.42) e (2.51), juntamente com (2.41), (2.49) e
(2.50). Adicionalmente, considera-se V,;" ’('(n) =W, (OO)Wg (©) para

n<men<\/.
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2.3.5 Pseudo-erro quadritico médio

Para obter o PEQM, primeiramente o sinal de pseudo-erro deve ser
eXpresso como

Q
em)=z(n) = Y [A-B g () +B Ay WIx, (1. (252)
g=1
Entdo, elevando ¢'(n) ao quadrado, tomando o valor esperado de ambos

os lados da expressiio resultante e utilizando as Suposi¢cdes S2-54, o
PEQM é escrito como

J'(n) 2 E[e'(n)’]
0 2.53
:G§+%Ztr[Kq(n)] (253)
g=1

onde Kq (n) é dado por (2.47).

2.3.6 Erro quadrdtico médio em regime permanente

Agora, visando obter uma expresséo analitica descrevendo o EQM
em regime permanente, toma-se o limite de (2.38) para n — co. Assim,

lim J(n) = J ()

n—>w0

1 0 Q L-l . )
=c, + EZuguq - Z(l— Bq)uEZS(If)QL,q gIolOE[Vq (n—0)]

L-1L-1
+= Z(l B,)’ ZZs(f)s(m)tr{qu hm VR,
m=0 (=0
(2.54)
Adicionalmente, assumindo convergéncia, pode-se considerar
lim E[v (n-0)]=0 (2.55)
n—>0
e
lim V"' (1) = V" (w0). (2.56)
n—>0

Note que (2.56) € equivalente a suposicio de variacio lenta utilizada em
[27]; entretanto, no caso da andlise em regime permanente, o uso de tal
suposicdo € justificado pelo fato de que em regime permanente os filtros
adaptativos tendem a ser aproximadamente constantes, contanto que a
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convergéncia tenha sido atingida. Além disso, utilizando os resultados do
Apéndice C, (2.56) pode ser expressa como
22 A2
00, 1 (0547, 1
ViO(o0) =~ —L—-—

2
o’1 (2.57)
277 q, 1-% ¢

com
Q A
:lz RS 2.58)
2 g=1 Ty
1, =1=B )@, +7,7,)+B, (60 +97) (2.59)
€

Ay =(1=B)*(0g +75) + 2B, (1 =By )Eg0, +7,7,) +B5 (65 +77).
(2.60)
Em (2.57)-(2.60), o, 6,, v, € ¥, sdo os elementos de (2.31) e (2.32).
Finalmente, substituindo (2.55) e (2.56) em (2.54) e, além disso,
utilizando (2.31) e (2.32) para reescrever o produto interno u};u 9 © EQM

em regime permanente é dado por

J()=J ;. +J_ () (2.61)
com
2 & a-B,) (a +¥ )(a )
J = 4 4 2.62
T &)z ‘ T, (262
c
0 ZDZ
Tin =02+ DV, Py (2.63)
g=1
sendo
&3 +?§ (2.64)

Y Ly By Gy~ )F +Lv, +By (G, )

Note que o EQM em regime permanente apresenta as seguintes
caracteristicas:

a) A partir de (2.61), verifica-se que 0 EQM em regime permanente

consiste de duas parcelas. A primeira, representada por J ;..

caracteriza o EQM minimo obtido em regime permanente

considerando os pardmetros {f;,f,,....py}. A segunda parcela,
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denotada porJ,,(«), representa o EQM em excesso em regime
permanente.
b) O EQM minimo obtido em regime permanegdig,, € funcéo da

variancia do ruido de medigéxﬁ e da poténcia de cada senoide em
d(n), dada porB3DZ /2, multiplicada pelo termo de desajusfg.

A partir de (2.63) e (2.64), verifica-se que a poténcia da senoide com

frequénciao, € ajustada para o valor desejado apenag,sel, o

que € obtido quanda, = o € ¥, =Y OU, equivalentemente, quando

S )= g ) [veja (2.33) e (2.34)]. Em outras palavras, para se
obter a equalizacdo desejada, as respostas em frequéncia do caminho
secundario e do caminho secundario estimado devem ser iguais nas
frequéncias de operacdo do sistema de NANE. Uma andlise inicial
sobre a equalizacdo imperfeita foi apresentada em [34], utilizando,
porém, uma abordagem diferente. Aqui, o problema da equalizacéo
imperfeita é apresentado como um dos resultados da modelagem
estocastica do sistema de NANE.

c) Para o cenério ideal (isto é§ =0 ey, =1 paratodog) o EQM
em regime permanente é dado por

J, =Z% (2.65)
g=1

caracterizando o EQM em regime permanente ideal.
d) A equalizacao imperfeita também pode ser medida pela diferenca

absoluta entreJ, e as poténcias das senoides do ruido acustico.
Assim,

2 BaDq
AP=3"|1-vy, |T' (2.66)

=1
Tal medida pode ser utilizada pelo projetista para selecionar um
caminho secundario estimado de menor ordem e que modele
precisamente o caminho secundéario nas frequéncias de operacéo,
visando, ao mesmo tempo, reduzir a complexidade computacional e
prevenir uma distor¢do indesejada na equalizacdo. Por exemplo, a
partir de uma estimativa precisa e de alta ordem do caminho
secundario, diversos caminhos secundarios com menor ordem séo
estimados através de um procedimento de identificacdo de sistemas
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[3]. Entéo, a estimativa que produzir um pequeno valoa®e(isto

€, uma distor¢éo negligenciavel na equalizagdo) € a escolhida para ser
utilizada no sistema de NANE.

e) A distor¢do na equalizacdo (causada por uma estimativa imprecisa
do caminho secundario) pode também ser avaliada através de (2.64) e
(2.66). Para tal, considere (2.64) reescrita como

e = (04 +A0cq)2 +(yq+Ay q)2

a- 2 2
(0g +BghAag)” +(Vg+BAY 9

—aq € Ayq =74—74 denotando, respectivamente, a

(2.67)

com Aaq =0q

diferenca entre as partes reais e imaginarias das respostas em
frequéncia do caminho secundario e do caminho secundario estimado

na frequénciao, [veja (2.33) e (2.34)]. Assim, com respeito a
equalizacdo de cada senoide do ruido acustico, 0os seguintes pontos
podem ser destacados:
1) Para By=1 (modo neutro), tem-sey,=1 e, como
consequéncigl-yg [=0. Em outras palavras, no modo neutro
nao ha distorcdo na equalizacdo, independentemente dos valores
de Aag € Ayg.
2) ParaBy,=0 (modo de cancelamento), tem-pb-y p= O;

entretanto, uma vez qyd-y,| € multiplicado porBﬁ (que é

zero) em (2.66), também néo ocorre distor¢do na equalizacdo nesse
caso.

3) Para0<By <1 (modo de atenuagdo), a medida dig €
reduzido de 1 para 0, a difererida- y, | € aumentada. Entretanto,
nesse caso, a distorcdo na equalizacéo €é limitada, pois, em (2.66),
|1-yq| € multiplicado por BCZ] (que possui valor pouco
significativo devido a0 < <1).

4) ParaB,>1 (modo de amplificagcdo), a medida q@ig €
aumentado, a diferengd—y, | também aumenta, sendo ainda
amplificada pelo valor deﬁf1 no numerador de (2.66). Assim,
especialmente no modo de amplificacdo, é de suma importancia
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que s(n) modele apropriadamente s(n), visando reduzir Aaq e
Ay, de forma a prevenir uma distor¢do proibitiva na equalizagéo.
5) A partir de (2.67), verifica-se que o valor de y, pode ser

arbitrariamente elevado se p Ao, =-o, e B Ay, =—vy,,

produzindo uma distor¢do proibitiva na equalizacio.

2.3.7 Pseudo-erro quadritico médio em regime permanente

Para completar a andlise estocdstica do algoritmo FxLMS
operando no sistema de NANE [24], uma expressdo para predicdo do
PEQM em regime permanente € derivada. Para tal, tomando o limite em
(2.53) com n— oo e utilizando (2.56), (2.57), (2.31) e (2.32), obtém-se

lim J'(n) 2 J'(0)
n—>00
(2.68)
=cl + L

onde & ¢ dado por (2.58).

2.4 RESULTADOS DE SIMULACAO

Nesta secdo, visando avaliar a precisdo do modelo estocdstico
proposto, as predi¢cdes do modelo sdo comparadas com os resultados
obtidos por simulagdes de MC (média de 300 realizagdes
independentes’). Para tal, sdo apresentados trés exemplos considerando
diferentes cendrios de operag@o. Nos cendrios considerados, a varidncia

do ruido de medicdo é G? =107 ea diferenca de fase Ag, € assumida
igual a zero para todo g. Com o objetivo de padronizar a apresentacio
dos resultados, a amplitude D, de cada senoide em d(n) é ,/2/ 0,

resultando em poténcia unitdria para a parcela periddica de d(n). Além

disso, o caminho secunddrio € modelado por um filtro FIR com 64
coeficientes (veja Figura 2.4) obtido de [17]. Em todos os exemplos,
exceto quando especificado o contrdrio, o caminho secunddrio estimado

7 Entre cada realizagio do algoritmo FXLLMS sdo utilizados diferentes ruidos de
medi¢do (porém com a mesma varidncia e distribuicdo de probabilidade) e
diferentes valores para a fase inicial dos sinais de referéncia.
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¢ modelado por um filtro FIR de 32 coeficientes® obtido através de um
procedimento de identificac@o de sistemas [3] (modelando a resposta ao
impulso mostrada na Figura 2.4 e utilizando como sinal de entrada um
ruido branco gaussiano com varidncia unitdria). Adicionalmente, quando

o modo de cancelamento € considerado (isto €, B; =B, =---=B, =0), o

z

modelo proposto é comparado com o modelo dado em [27] (o qual
contempla apenas o caso em que o algoritmo FXLMS € utilizado em um
sistema de controle ativo de ruido).

Amplitude

20 10 20 30 40 50 60

Amostras
Figura 2.4 - Resposta ao impulso tipica de um caminho secundario obtida de [17].

2.4.1 Exemplo 1

Neste exemplo, a precisdo do modelo proposto € avaliada em um
cendrio no qual o sistema de NANE & configurado para cancelar uma

senoide com frequéncia ®; =0,3n rad/amostra e amplitude D, -2
Para o passo de adaptagdo u, sfo considerados os seguintes valores:

0,002, 0,02 e 0,03. A Figura 2.5 ilustra o comportamento médio dos
coeficientes adaptativos e os EQMs obtidos via simulacio de MC, para
ambos o modelo dado em [27] e o modelo proposto. Nota-se a partir das
Figuras 2.4(a) e (b) que, quando um passo de adapta¢io pequeno’

8 Tal niimero de coeficientes foi escolhido de modo que o caminho secundario
estimado §(n) nio modele perfeitamente o caminho secunddrio s(n), visando

analisar nos exemplos que seguem o efeito da modelagem imprecisa do caminho
secundario na equalizacio das senoides que compdem o sinal de erro.
® Para fins de comparacio, o passo méaximo de adaptagio (ou seja, o maior valor

2

de p que garante estabilidade), é aproximadamente 0,053 no cendrio

considerado (tal valor foi obtido experimentalmente através de simulacGes de
MC).
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wy, =0,002 € utilizado, ambos os modelos predizem satisfatoriamente os

resultados de simulacdo (tanto na fase transiente quanto em regime
permanente). Entretanto, quando o passo de adaptacdo é ajustado para
w, =0,02, nota-se das Figuras 2.4(c) e (d) que o modelo proposto supera

o0 modelo dado em [27], principalmente em regime transiente. Nesse caso,
enquanto o modelo dado em [27] descreve (erroneamente) uma
convergéncia suave para os coeficientes do filtro adaptativo e 0 EQM, o
modelo proposto mostra que o sistema exibe uma convergéncia irregular,
estando de acordo com os resultados de simulacdo. Finalmente,
aumentando o passo de adaptacdo pexdD,03, verifica-se através

Figura 2.5(f) que o modelo proposto apresenta uma certa discrepancia
com os resultados de simulagdo. Entretanto, em contraste com o modelo
de [27], o modelo estocastico proposto é ainda capaz de descrever
(mesmo de forma aproximada) a real tendéncia de comportamento do
EQM (por exemplo, uma taxa de convergéncia menor € obtida quando o
valor do passo de adaptacéo € aumentado de 0,02 para 0,03).
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EQM (dB)

0 50 100 150 200
Iteracdes

(®
Figura 2.5 - Exemplo 1. Comportamento médio dos coeficientes adaptativos
(esquerda) e EQM (direita) obtidos por simulagfes de MC (linha irregular cinza),
pelo modelo dado em [27] (linha tracejada escura) e pelo modelo prdpdsio (
sélida escura). Os valores em regime permanente sdo indicados por linhas

pontilhadas escuras. (a) e (lo)=0,002. (c) e (d)p, =0,02. (e) e (f)n, =0,03.

2.4.2Exemplo 2

Neste exemplo, o sinal(n) é composto por trés senoides com
amplitudesD, = D, = D5 =/2/3 e frequénciasy = 0,151, ®, = 0,301
e o3 =0,45n rad/amostra. Aqui, séo utilizados trés conjuntos diferentes
de parametro$;, B, e B;. No primeiro caso, adota-se 0 modo de
cancelamento para todas as frequéncias, ist, €8, =p3=0. No
segundo, assume-$¢=0,2 e B, =B; =0, visando manter apenas uma
pequena propor¢cdo do componente fundamentad(@® No terceiro
caso, uma configuragéo mais geral é consideradafzend, p, =1 e
B3 =3. Para os passos de adaptacéo utilizgsse n, =p5=0,0075
(para fins de comparagéo tem-gg.s =0,015, o qual foi obtido

experimentalmente através de simulagdes de MC).

A Figura 2.6 apresenta o comportamento médio dos coeficientes
adaptativos e o0 EQM obtidos por simulactes de MC, pelo modelo dado
em [27] (apenas quand®, =f,=B;=0) e pelo modelo proposto. A
partir da Figura 2.6, verifica-se que o modelo proposto descreve
satisfatoriamente os resultados obtidos através das simulacfes de MC em
todos os cenarios de operacdo considerados, superando mais uma vez o
modelo dado em [27], veja Figuras 2.5(a) e (b). Adicionalmente,
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verifica-se que, quando parametros de ganho néo nulos séo utilizados, o
EQM em regime permanenti{co) [obtido através de (2.61)] € diferente

do valor desejadd, [dado por (2.65)]. Por exemplo, na Figura 2.6(d)
tem-se J(x)=-17,01dB entretanto J,=-18,75dB O mesmo €
observado na Figura 2.6(f), ondg«)=4,00dE e J,=5,23dB. Em
particular, tais discrepancias ocorrem devido a equaliza¢éo imperfeita das
senoides end(n). Nota-se das expressdes de modelo (2.66) e (2.67), que
a equalizacéo imperfeita pode ser controlada melhorando a estimacgé&o do
caminho secundario nas frequéncias de operacéo do sistema de NANE.
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Figura 2.6 - Exemplo 2. Comportamento médio dos coeficientes adaptativos
(esquerda) e EQM (direita) obtidos por simulagc6es de MC (linha irregular cinza),
pelo modelo dado em [27] (linha tracejada escura) e pelo modelo pr{ipusio
sélida escura). Os valores em regime permanente sado indicados por linhas

pontilhadas escuras. (a) e ®)=p,=p3=0. (c) e (d)B;=0,2 e B, =P3=0.
(e)e (f)B,=0, B,=1eBy=3.

2.4.3Exemplo 3
Neste exemplo, o procedimento apresentado na Secgéo 2.3.6-d para

7

selecionar um caminho secundario estimado apropriado é realizado
visando reduzir a distorcdo na equalizacdo observada no Exemplo 2

quandof; =0, B;=1 e B3=3. Agora, partindo com uma estimativa

precisa e de alta ordem do caminho secundario (veja Figura 2.4), diversos
caminhos secundarios estimadéén) de menor ordem sdo obtidos

através de um processo de identificacdo de sistema (cuja estrutura tipica
¢ ilustrada na Figura 2.7). Entdo, a estimativa que produzir um valor de
AP negligenciavel (como discutido na Sec¢édo 2.3.6-d) é a escolhida para
ser utilizada no sistema de NANE.

Na estrutura de identificacdo de sistema mostrada na Figura 2.7,
visando modelar precisamente o caminho secundario nas frequéncias de
operacgédo do sistema de NANE, um sinal de entid® com poténcia

concentrada em tais frequéncias € utilizado, isto é,

Q
o) =1-Ar(n)+> 2—(;” cosfo,n) (2.69)

g=1
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com r(n) denotando um ruido branco gaussiano!® de poténcia unitéria e
0 <A <1 definindo a percentagem de poténcia alocada nas frequéncias
®, para g =1,2,...,Q [quanto mais préximo A € de 1, mais énfase é

dada na modelagem de s(n) nas frequéncias ©,]. Aqui, o valor de AP

é computado para respostas ao impulso §(n) com ordens L=16, 24, 28

e 32, com A variando de 0,2 até 0,9.

A Figura 2.8 confirma que, quando o caminho secunddrio néo é
apropriadamente modelado nas frequéncias de operacéo [devidoa A<k 1
em (2.69)], uma distor¢fio grande € obtida no processo de equalizagdo.
Por isso, escolhe-se aqui §(n) com L =24 obtido com A = 0,9, devido a

ordem reduzida do filtro e ao valor baixo de AP (implicando uma
distorcdo negligencidvel na equalizag¢do desejada, como consequéncia de
uma estimagdo apropriada do caminho secunddrio nas frequéncias de
operacido do sistema de NANE). A Figura 2.9 apresenta o comportamento
médio dos coeficientes adaptativos e o EQM obtidos por simulagio de
MC e pelo modelo proposto utilizando p; =p, =p, =0,0075. Nota-se
agora que o EQM em regime permanente é J(o0)=5,16dB, o que é
muito proximo do valor desejado, isto €, J,=5,23dB. Portanto,
constata-se (através do modelo proposto) que a diferenga observada no
terceiro cendrio do Exemplo 2 entre J(w0) e J, decorre da estimagio

imprecisa do caminho secunddrio nas frequéncias de operacéo do sistema
de NANE.

19O ruido branco gaussiano r(n) é utilizado aqui para compor o sinal de entrada
v(n), visando excitar todos os modos do sistema a ser identitficado (melhorando,

assim, a precisdo do processo de identificac?o).
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Figura 2.7 - Exemplo 3. Estrutura tipica utilizada para identificagdo de sistema
utilizando o algoritmo LMSIéast-mean-squajg3].
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Figura 2.9 - Exemplo 3. Comportamento médio dos coeficientes adapfalivos
e EQM (b) obtidos por simulacdo de MC (linha irregular cinza) e pelo modelo

proposto (linha sélida escura), utilizangfr) com ordeml =24 e 1 =0,9.

2.5 CONCLUSOES

Neste capitulo, um modelo estocastico para o algoritmo FXLMS
operando em sistemas de NANE foi desenvolvido. Em contraste com
outros modelos discutidos na literatura, 0 modelo proposto € derivado
levando em consideracdo o comportamento dindmico dos coeficientes
adaptativos durante todo o processo de adaptacdo. Tal procedimento tem
como resultado expressdes de modelo que descrevem precisamente o
comportamento médio dos coeficientes adaptativos, o EQM e o PEQM.
Utilizando as expressdes de modelo aqui derivadas, importantes aspectos
do comportamento do algoritmo FXLMS operando em sistemas de NANE
foram determinados, fornecendo um melhor entendimento do
comportamento de tais sistemas na fase transitéria e em regime
permanente. Através de resultados de simulacdo, a precisdo do modelo
proposto foi avaliada para diferentes condi¢des de operacao.
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MODELAGEM ESTOCASTICA DO ALGORITMO FXLMS
OPERANDO EM SISTEMAS MULTICANAL DE NANC

Em aplicagbes em que se deseja reduzir a intensidade de ruidos
acusticos periddicos em regides de médio e grande volume (por exemplo,
cabine de automoveis), sistemas multicanal de NANC podem ser
utilizados [16], [17], [35}[39]. Em tais sistemas, diversas fontes
secundarias (por exemplo, alto-falantes) e microfones de erro sao
distribuidos no espaco tridimensional visando ampliar a regido de
atenuacdo do ruido acustico. Tendo em vista que o algoritmo adaptativo
FXLMS é um dos mais difundidos em aplicacBes de ANC, a sua andlise
tedrica quando operando em um sistema multicanal de NANC é um
tépico importante de pesquisa que ainda estd em aberto, mesmo
considerando alguns trabalhos interessantes da literatura. Por exemplo,
em [40] e [41] o comportamento do algoritmo FXLMS operando em
sistemas multicanal de NANC € analisado frente a modelagens imprecisas
dos caminhos secundarios. Em [18], as condicdes de convetgéosia
sistemas multicanal de NANC sdo apresentadas. Agora, em [24],
utilizando a teoria desenvolvida em [42], sistemas multicanal de NANC
(operando com o algoritmo FXLMS) séo representados através de suas
funcgbes de transferéncia, visando analisar seu comportamento em regime
permanente. Por outro lado, com respeito especificamente a analise
estocéastica do algoritmo FXLMS operando em sistemas multicanal de
NANC, ndo se tem conhecimento até o momento de algum trabalho.
Portanto, visando preencher essa lacuna, este trabalho de pesquisa estende
a analise estocastica realizada no Capitulo 2 para o caso de sistemas
multicanal de NANC.

Este capitulo é organizado como segue. Na Sec¢éo 3.1, os sistemas
multicanal de NANC operando com o algoritmo FXLMS s&o revisitados.
Na Secdo 3.2, expressbes de modelo descrevendo o comportamento
médio dos coeficientes dos filtros adaptativos e 0 EQM sao derivadas.
Adicionalmente, expressbes para a predicdo dos valores em regime
permanente dos filtros adaptativos sdo obtidas. Comparagbes entre

11 Em [18] é apresentada uma expressdo para determinar o passo de adaptacéo
maximo, tal valor entretanto é obtido a partir de uma analise em regime
permanente e assume que o0 passo de adaptacéo é pequeno.
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resultados de simulacdo de MC e predi¢des obtidas do modelo proposto
sdo apresentadas na Secéo 3.3.

3.1 REVISITANDO OSSISTEMAS MULTICANAL DE CONTROLEATIVO DE
RuiDo PERIODICO

A Figura 3.1 apresenta o diagrama de um sistema multicanal de
NANC contendoQ sinais de referénciais fontes secundérias (por
exemplo, alto-falantes) I¢ microfones de erro. Em tal sistema, o ruido
primario nok-ésimo microfone de erro € modelado como

Q
di (M = 2N+ Oy COSE 4 ¢y q). (3.1)
o1

lel(n) &(n |ec(n

)
> Gx K caminhos secundariof

Sensor de
referéncia yi(n)
0 |0y [og

v v 'y i

Fonte
de ruido

Gerador Filtros
de sinais adaptativos

Y2(n) | ys(N)

A AA

Figura 3.1 - Diagrama de um sistema multicanal de NANC.

O sistema multicanal de NANC considerado aqui utiligaG

filtros adaptativos em paralelo, cada um contendo dois coeficientes
adaptativos com dois sinais de referéncia em quadratura, dados por

() {%,q(n)} |:cos@q n+0, )}
%q(N) senfyn+6)
onde 6, denota a fase inicial dasésimos sinais de referéncia. O sinal
de saida de cada filtro adaptativo é dado por
Ya.g(N =wWg o(Mx (N (3.3)
com W, 4(n) =W 9(n w*S( ]" denotando o vetor de coeficientes do

filtro adaptativo que processa g®£simos sinais de referéncia e que é
conectado &g-ésima fonte secundaria. Assim, o sinal introduzido no
dominio acustico através daésima fonte secundaria é

(3.2)
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o
Yo (M) =D ¥, . (n). (3.4)
g=1

Em um sistema multicanal de NANC, as saidas das fontes secundarias
sdo acopladas acusticamente com todos os microfones de erro por meio
dos G x K caminhos secundérios existentes. Particularmente, no k-€simo
microfone de erro, tem-se

G
() =d () =3y, (W) %5, () (3.5)
g=1

No sistema multicanal de NANC considerado aqui, os filtros adaptativos
sdo atualizados com o objetivo de minimizar o valor instantineo da soma
dos erros quadraticos, isto €,

K
NOEDWAON (3.6)
k=1
Tal problema de otimizag¢do origina a seguinte regra de adaptagdo baseada
no algoritmo FXLMS, expressa como:

K
W, (n+1) :Wq’g(n)+uq’gZek ) 3.7
k=1

com p, . denotando o passo de adaptagéo e

. xo’q(n)*fg’k(n)
= 3.8
L O (3.8)

o vetor contendo os g-ésimos sinais de referéncia filtrados pelo caminho
secunddrio estimado s ok (1)

3.2 MODELO ESTOCASTICO PROPOSTO

Nesta secdio, sdo derivadas as expressdes de modelo descrevendo

o comportamento do sistema multicanal de NANC previamente

apresentado. Para tal, as suposicOes e aproximagdes utilizadas na
derivagdo do modelo sdo as seguintes:

S1) Os caminhos secunddrios e os caminhos secunddarios estimados

sdo modelados por filtros FIR (finite impulse response) com ordens L

A

e L, respectivamente [28]-[34].
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S2) Os ruidos de medi¢do z, (n), para k=1,2,..., K, sdo assumidos
brancos gaussianos com varidncia Gi, sendo descorrelacionados
entre si e com qualquer outro sinal no sistema [28]-[34].

S3) Os valores esperados do tipo E[x, (n)xg (n—j)Wq’g (n—j)] sdo

aproximados por E[x, (n)xg (n— j)]E[Wq’ o(n—j)] para qualquer
valorde j [28]-[31], [32], [33].
S4) As fases iniciais dos sinais d, (n), Xy 7 (n) e x, q (n) podem variar
entre realizacdes do sistema de NANC multicanal [2, pp. 122],
[28]-[31].
Agora, utilizando as suposi¢des acima, algumas expressdes apresentadas
na secdo anterior sfo reescritas. Entdo, considerando o ruido actstico

d, (n) dado por

Q
di(m) =2, () + Y D, cos(@n+ Ay, +6,) (3.9)
g=1
com A@ , =@, —0,, tem-se

0
dy (n) =z (m) + D dy X, (n) (3.10)
g=1
para
D . cos(Ap, ;)
q.k q.k
dq’k:{_D cos(A )}. (3.11)
q.k (pq,k

Em (3.5), utilizando a Suposi¢do S1, a convolugio y o (n)*s ok (n)
pode ser reescrita como
~ -1 g , ,
Ve (n)* Sgk (n)= ng’k (t)wq’g (n— t)xq n—-20) (3.12)
(=0
onde s,,({) € o (-ésimo coeficiente do filtro FIR que representa o

caminho secundério entre a g-€sima fonte secunddria e o k-ésimo
microfone de erro. Agora, utilizando (3.10) e

x,(n—0)=Qf x,(n) (3.13)

com
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cos(fmq) —sen(,Cmq)
g = (3.14)

sen(fmq ) COS(/CCO{])

a expressdo (3.5) pode ser reescrita como

T
Q G
ek(n>=zk<n>+2{dq,k —qu,g,km)} x, (1) (3.15)
g=1
onde
L-1
Pk (M= 5, (D W, (n—1). (3.16)
(=0
Finalmente, utilizando a Suposi¢do S1, (3.8) pode ser expressa
como

Xy ex (M) = f;g,kxq(’l) (3.17)
com

i1
L= zheg,k (O, (3.18)

Portanto, considerando as expressdes anteriores (descrevendo o sistema
multicanal de NANC), a derivagdo do modelo estocdstico pode entdo ser
realizada.

3.2.1 Comportamento médio dos coeficientes dos filtros adaptativos

Com o objetivo de derivar uma expressdo descrevendo o
comportamento médio dos coeficientes dos filtros adaptativos, (3.15) e
(3.17) sdo, primeiramente, substituidos em (3.7). Na sequéncia, o valor
esperado é computado na expressdo resultante e, entdio, as Suposi¢des
S2-S4 sdo utilizadas. Assim, obtém-se

Elw,, 1+ D] =E[w, ()]

t3 ”qurqgk{

L-1

MQ

s k(ﬁ')Q(’qE[wq’h(rz—ﬁ')]}

=
]

1(=0
3.19)
onde W, (n)=[0 O]T para n<0. Nota-se, do dltimo termo do lado

direito de (3.19), que o comportamento dos filtros adaptativos conectados

z

a g-ésima fonte secunddria {isto €, E[wq g(n)]} sofre influéncia dos

filtros adaptativos acoplados &as demais fontes secundérias {isto é,
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E[Wq’h (n)] com h=1,2,...,G}. Fisicamente, tal influéncia é resultado

do acoplamento acustico existente entre as fontes secunddrias e os

microfones de erro!2.

3.2.2 Filtros adaptativos em regime permanente

Nesta secdo s@o apresentadas as expressdes dos filtros adaptativos
em regime permanente'® para diferentes configuragdes do sistema
multicanal de NANC. Assim, considerando (3.19) e assumindo

Lim B[w, , (m)]=W,,, (=) (3.20)
tem-se
K AT G K T
qu,g,k qu,h,kwq,h () :qu,g,kdq,k (321)
k=1 h=1 k=1

onde f‘q’g’k é dado por (3.18) e
-1
Coni =2 sux (D9, (3.22)
=0
Efetuando algumas manipulacdes algébricas, (3.21) pode ser reescrita
como

K/K, w (0)=Kld, (3.23)
ou ainda, como
K/ [K,w, (0)-d,]=0 (3.24)
sendo
Fq,l,l Fq,Z,l Fq,G,l
., r r o T
Kq — q.,l,Z q:Z,Z . q,.G,Z (3.25)
q.1.K Fq,Z,K l—‘q,G,K

12 Tal acoplamento actstico é modelado matematicamente pelas respostas ao
impulso dos caminhos secundarios, como pode ser notado através do tdltimo
termo do lado direito de (3.19).

B Vale destacar, que [18], [40] e [41] também apresentam expressdes para oS
filtros adaptativos em regime permanente para sistemas multicanal de NANC,
sendo equivalentes as obtidas nesta se¢do. Aqui, a derivacio de tais expressoes &
mais detalhada, sendo oriunda da expressio de modelo (3.19).
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Fq,l,l Fq,Z,l Fq,G 1
r r r
K, =| “° 62 (3.26)
l—‘q,l,K Fq,Z,K l—‘q,G,K
dj =[d},d;,-d] ;] (3.27)
(]
W, () =[Wy 1(00) Wy 5(0) -+ W, ()], (3.28)

Entdo, levando em consideragdio as expressOes anteriores, 0s seguintes

pontos podem ser destacados:

a)Para G = K (ntimero de fontes secunddrias e nimero de microfones
de erro iguais), em (3.24), Kg ¢ uma matriz quadrada com posto

completo e, por consequéncia, seu espaco nulo contempla apenas o
vetor nulo. Assim, para que (3.24) seja satisfeita, deve-se ter

K, w,(x)-d, =0. (3.29)
Portanto, para G =K, os filtros adaptativos em regime permanente
sdo computados por

w, () =K_'d,. (3.30)
b) Para G > K (ntimero de fontes secundérias maior do que o nimero
de microfones de erro), em (3.24), IA(E é uma matriz retangular com
vetores coluna linearmente independentes. Também nesse caso, o
espaco nulo de IA(E contempla apenas o vetor nulo, ou seja, (3.24) é
satisfeita somente para (3.29). Entretanto, uma vez que K, € agora

uma matriz retangular, (3.29) representa um sistema linear
subdeterminado, isto é, com infinitas solugdes; particularmente, a
solucdo de menor norma é dada por

_wT T\-1
w, () =K (K K )"d,. (3.3
c) Para G < K (ntimero de fontes secunddrias menor do que o niimero
de microfones de erro), em (3.24), IA{E é uma matriz retangular com
vetores coluna linearmente dependentes. Nesse caso, o espaco nulo de

Kg nilo contém apenas o vetor nulo; em outras palavras, (3.24) pode

ser satisfeita inclusive para K w,()—-d, #0. Portanto, para
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G < K, o cdlculo dos filtros adaptativos em regime permanente deve
considerar obrigatoriamente (3.23). Assim,
w, () =(K]K_ ) 'Kld,_. (3.32)

opt

d) Os filtros adaptativos 6timos w,> (isto €, aqueles que minimizam

o erro quadritico médio) sdo apresentados em [18] e [24], sendo
equivalentes as expressdes (3.30)-(3.32) quando os caminhos
secundérios sdo perfeitamente estimados, isto €, §g,k(n):sg,k(n)

para todo g e k.

3.2.3 Erro quadritico médio
Visando obter uma expressdo analitica para predizer o k-ésimo
EQM obtido do sistema multicanal de NANC, primeiramente eleva-se
e, (n) ao quadrado. Na sequéncia, toma-se o valor esperado de ambos os

lados da expressdo resultante e, entfio, as Suposi¢des S2-S4 sdo utilizadas.
Assim, obtém-se

Ele; (m)]2 J, (n)

Y G L
:Gi+%2d {d Zngk([)Q,qE[ W, (n=0)]
g=1 g=11=0

IQGG L-1L-1

+§ZZZ“ Shk(m)Q (h g)(n)sg k(f)QF,Eq

g=1g=1h=1 (=0m=0
(3.33)

onde
W .0 g)(n) E[th(n m)qu(n 0] (3.34)

¢ a matriz de correlagdo dos filtros adaptativos'®. Note, a partir de (3.33),
que 0o EQM ¢ completamente determinado apenas se todas as matrizes de

correlacio W™ 0.(h, g)(n) sdo conhecidas.

14 Aqui, em contraste com o modelo estocistico derivado no Capitulo 2, os
vetores de erro dos filtros adaptativos v ¢k () ndo sdo utilizados na derivacdo

do erro quadratico médio. Isso decorre do fato de os vetores v s «(n) devem ser
inicializados com os valores de w, ,(o0), 0s quais ndo podem ser computados

precisamente para o caso em que G > K, devido a existéncia de infinitas solu¢des
para o sistema linear (3.31).
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3.2.4 Matrizes de Correlagdo dos Vetores dos Filtros Adaptativos

Nesta segfio, sdo derivadas duas expressdes recursivas para
determinar as matrizes de correlagdo dos filtros adaptativos, sendo a

primeira utilizada para computar W' 0., g)(n) com m=/{ e, a segunda,

para W;"(,; o) (7)) com m = (. Para tal, inicialmente a regra de atualiza¢io

(3.7) é reescrita como

K
W, () =w, (m+u,, Zl";g’kxq(n)zk(n)
k=1

< 0 (3.35)
g, Zng’g’kxq(n)xf(n)ur,k (n)
k=1r=1
com
G
u,, (W =d, =D p, ;0. (3.36)

f=1
A fim de derivar uma expressgo recursiva para computar Wi o.(h,g) (1) para

m = {, primeiramente, identifica-se que

W’ pis g)( n)= (h g)(n m). (3.37)
Assim, a determinacdio da matriz Wq’(’h’g)(n) exige apenas a

determinacio de WO g.0h.g)(7)- Entdo, computando o produto vetorial

(n+ l)W (nt 1), tomando o valor esperado de ambos os lados da

expressao resultante e utilizando as Supos1goes S52-54, obtém-se

Wyt +D =W, (hg)(n)+2uqhquZthqugk6k

1 T - 1 T
+ 5 Hoe ;Aq,h,k (n)rq,g,k + 5 Hon ;Fq,h,kAq,g,k (m)

Q K K
AT A
tHenMg.g ZZ Z Fq,h,kH(q,r),(k,p) (n)rq,g,p
r=1k=1 p=1

(3.38)

onde
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G L-1

Aq’h’k(n):dq’kE[w;h(n)]—Z(Z:sfk([)Q(q q( () (3.39)
F=14=0

H,, ) () = E[x, (0)x] (mu, , (mu;, ,(mx,(n)x, (m)]. (3.40)

De forma similar ao desenvolvido no Capitulo 2, para g = r, tem-se

1
H gty () = UK gy (DI Ky D)+ K gy () (341

e agora, para g #7,

1
Hey ., () = 1 tr[K, ¢ ) (ML (3.42)
onde
T G L-1 T -
Kr,(k,p) (I’l) :dr,kdr,p _drk Z‘;/ OE[Wr,g (I’l— ﬁ)]sg’p(t’)ﬂé’r
g=1(=
G L-

ZZ (0O, E[w,  (n—0ld], (3.43)

G G L-1L- o T
ZZZ Z Sk My - W (1) (5 p (DL

g=1h=1/(=
De (3.38), (3.39) e (3.43), nota-se que a expressio recursiva para o cdlculo

0,0
de W g.0h.2)

( ) . .
matrizes W{;" h g)(n) para m= (. Portanto, visando derivar uma

(n+1) [dada por (3.38)] depende ainda do conhecimento das

expressio para calcular W' ., g)(n) com m=#/{, primeiramente,
identifica-se que
WO o0y, m>t

q.(h.g)
W (hg)( W= ; (3.44)
Wq’(h’g)(n—m), m<{
€
W, o (n—m) =[W, ) (n—m)]". (3.45)

Entdo, para determinar W' 0.0, g)(n) para m = {, é necessdrio obter uma

expressdo recursiva para computar as matrizes wro (g (1) Assim,

pré-multiplicando ambos os lados do transposto de (3.35) por
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W, p(n+1-1), tomando o valor esperado da expressdo resultante e

utilizando as Suposi¢des S2-54, tem-se

1 & .
7,0 7-1,0
Wt (D = Wi ()4 hy ;Bq’h’k (ML, . (3.46)

com
T a4 1.0 T
B, (m)=Elv,,(n+1-1)d,; — le (ZO W5 (s, (0, (3.4T)

Assim, a matriz de correlaciio W{;"(,; o) pode ser completamente

determinada através das expressdes (3.38) e (3.46), juntamente com

(3.37), (3.44) e (3.45). Adicionalmente, considera-se W{;"(; ) (n) =0 para

n<men<\/.

3.3 RESULTADOS DE SIMULACAO

Nesta se¢do, visando avaliar a precisdo do modelo estocdstico
proposto, as predicdes do modelo obtido sdo comparadas com os
resultados de simulacdo de MC (média de 300 realizacdes
independentes). Para tal, sdo apresentados trés exemplos considerando
diferentes cendrios de operag@o. Nos cendrios considerados, a varidncia

do ruido de medigéo é c% =107 ea diferenca de fase A, € assumida
igual a zero para todo g. Com o objetivo de padronizar a apresentacio

dos resultados, a amplitude D, , de cada senoide em d; (n) € ,/2/ Q,

resultando em poténcia unitdria para a parcela periédica de d, (n). Além

disso, os caminhos secunddrios sdo modelados por filtros FIR com 20
coeficientes (veja Figura 3.2), de [43]'5. Em todos os exemplos, os
caminhos secunddrios estimados s@o modelados por filtros FIR com 12
coeficientes determinados através de um procedimento de identificagdo
de sistema [3] (modelando as respostas ao impulso mostradas na Figura
3.2 e utilizando como sinal de entrada um ruido branco gaussiano com
varidncia unitdria). Além disso, tendo em vista que ndo se tem
conhecimento de outro modelo estocdstico para o algoritmo FXLMS
operando em sistemas de NANC multicanal, nos exemplos que seguem,

15 Asrespostas ao impulso mostradas na Figura 3.2 sio utilizadas em [43] e foram
fornecidades pelo seus autores através de contato por correio eletrdnico.
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os resultados do modelo estocéastico proposto sdo comparados apenas com
os resultados obtidos por simula¢des de MC.
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Figura 3.2 - Respostas ao impulso tipicas de caminhos secundériosistenma s
multicanal de NANC, de [43]. (a) Resposta ao impusgn). (b) Resposta ao

impulso s 5(n). (c) Resposta ao impulss,(r). (d) Resposta ao impulso

S 2(N).

3.3.1Exemplo 1

Neste exemplo, a precisdo do modelo proposto € avaliada em um
cenario no qual o sistema multicanal de NANC configurado Goa?
e K=2 ¢ utilizado para cancelar um ruido acustico senoidal com
frequénciaw, =0,3 rad/amostra. No cenario adotado, assume-se que

Dy1=Dj 5= /2. Para os passos de adaptag&o dos filtros adaptativos s&o
considerados os valoreg; ; =, ,=0,1€ py, =n,,=0,2 (para fins de

comparagéo, tem-sgs, = 0,64, o qual foi obtido experimentalmente

utilizando simulagbes de MC). A Figura 3.3 ilustra o comportamento
médio dos coeficientes adaptativos e os EQM obtidos por simulacdes de
MC e pelo modelo proposto. A partir dessa figura, verifica-se que o
modelo proposto descreve satisfatoriamente as simula¢cdes em ambos os
cenarios considerados, tanto no regime transitério quanto em regime
permanente.
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EQM (dB)

-30r n—
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(d)
Figura 3.3 - Exemplo 1. Comportamento médio dos coeficientes adaptativo
(esquerda) e EQM (direita) obtidos por simulagdes de MC (linha irregular cinza)
e pelo modelo proposto (linha sélida escura). Os valores em regime permanente
séo indicados por linhas pontilhadas escuras. (a) g €),1. (c) e (d)n=0,2.

3.3.2Exemplo 2

Neste exemplo, assume-se que o mesmo ruido acustico do
Exemplo 1 deve ser cancelado utilizando agora o sistema multicanal de
NANC em duas configuracbes diferentes. Na primeira, considera-se
G=2e K=1e,nasegundd& =1 e K =2. Para 0 passo de adaptacéo,
€ considerado o valor de 0,2 para todos os filtros adaptativos (para fins de
comparagao, tem-se,,s, = 0,69 para o primeiro cenario g5, = 0,86
para o segundo, sendo ambos os valores de passo maximo obtidos
experimentalmente através de simula¢des de MC, considerando o0 mesmo
valor de passo para todos os filtros adaptativos).

A Figura 3.4 ilustra o comportamento médio dos coeficientes
adaptativos e as curvas do EQM obtidos por simula¢gdes e pelo modelo
proposto. Nota-se que a utilizacdo de um passo de adaptagédo igual a 0,2
produz convergéncias irregulares (isto €, com algumas oscilacdes na fase
transitoria) em ambas as configuragcfes, as quais sdo satisfatoriamente
descritas pelo modelo proposto. Particularmente, verifica-se que, para a
configuracdoG =2 e K =1, os coeficientes adaptativos ndo convergem
para as solucdes de menor norma [computadas por (3.31) e indicadas
pelas linhas tracejadas na Figura 3.4(a)], o que é corretamente descrito
por (3.19). Adicionalmente, observa-se que para a configui@céb e
K =2 (isto é, numero de fontes secundarias menor do que o nimero de
microfones), os EQM em regime permanente apresentam valores
elevados. Tal comportamento decorre do fato do sistema ser
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subdeterminado (isto é5 < K), como explicado em [18], [24]. Vale

z

ressaltar que tal configuragcdo ndo € usualmente considerada em
aplicacdes praticas.
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EQM (dB)
|

0 50 100 150 200 250 300
Iteragbes
(d)
Figura 3.4 - Exemplo 2. Comportamento médio dos coeficientes adaptativos
(esquerda) e EQM (direita) obtidos por simulagdes de MC (linha irregular cinza)
e pelo modelo proposto (linha sélida escura). Os valores em regime permanente
séo indicados por linhas pontilhadas escuras. (a) &&2 e K=1. (c) e (d)
G=leK=2

3.3.3Exemplo 3

Aqui, considera-se que o sistema multicanal de NANC deve
cancelar um ruido senoidal com componentes de frequéncia dadas por

o, =0,It, o, =0,2t e w3 =0,3t rad/amostra e amplitudg, , = J2/3

para todoq e k. Além disso, nesse exemplo sdo considerados trés
conjuntos de valores pafa e K. No primeiro cenario utiliza-s& =2

e K=2, nosegundds=2 e K =1 e noterceiro cenarié=1e K =3.

Para os passos de adaptacdao, o valor de 0,1 € utilizado para todos os filtros
adaptativos (para fins de comparagdo, tempsg, =0,14 para o
primeiro cenario, p 4 = 0,31 para o segundo @4, =0,76 para o
terceiro). A Figura 3.5 ilustra o comportamento médio dos coeficientes
adaptativos e os EQM obtidos por simulacdes de MC e pelo modelo
proposto. Verifica-se que o modelo proposto descreve satisfatoriamente
os resultados das simulacdes em todos os cendrios considerados, tanto em
regime transitério quanto em regime permanente. Particularmente, para
uma melhor visualizagédo, nas Figuras 3.5(a) e (c) s&o apresentados 0s
comportamentos médios apenas de alguns coeficientes adaptativos.
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Figura 3.5 - Exemplo 3. Comportamento médio dos coeficientes adaptativos
(esquerda) e EQM (direita) obtidos por simulagBes de MC (linha irregular cinza)
e pelo modelo proposto (linha sélida escura). Os valores em regime permanente
séo indicados por linhas pontilhadas escuras. (a) 62 e K=2. (c) e (d)
G=2eK=1l (e)e(f)G=1eK=2.
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3.4 CONCLUSOES

Neste capitulo, um modelo estocastico para o algoritmo FxLMS
operando em sistemas multicanal de NANC foi apresentado. De forma
similar ao discutido no Capitulo 2, o modelo proposto € derivado levando
em consideracdo o comportamento dindmico dos filtros adaptativos
durante o processo de adaptacdo. Tal procedimento tem como resultado
expressfes de modelo que descrevem precisamente 0 comportamento
médio dos coeficientes adaptativos como também o EQM. Através de
resultados de simulacéo, a precisdo do modelo proposto foi avaliada para
diversas condicdes de operacao, incluindo diferentes valores de passo de
adaptacdo, distintas configuracbes quanto ao numero de fontes
secundarias e numero de microfones de erro, além de diferentes senoides
para a representacao do ruido acustico.



CAPITULO 4

MODELAGEM ESTOCASTICA DO ALGORITMO NLMS
CONSIDERANDO FILTRO ADAPTATIVO E PLANTA COM
DIFERENTES ORDENS

Dentre os mais importantes algoritmos adaptativos da literatura, o
NLMS (normalized least-mean-squard-[5]) € um dos mais utilizados
em aplicacdes praticas (tais como identificacdo de sistemas, equalizacao
de canal e cancelamento de eco-{44]), devido, principalmente, a sua
simplicidade, baixo custo computacional e robustez. Tais caracteristicas
tém promovido o interesse crescente na modelagem estocastica do
algoritmo NLMS nos mais diferentes ambitos de operacéo.

No contexto da modelagem estocdastica do algoritmo NLMS, o
estudo de seu comportamento quando utilizado para estimar plantas
variantes no tempo € um tépico de pesquisa relevante que ainda esta
aberto, mesmo considerando alguns trabalhos interessantes da literatura
[48]-[52]. Por exemplo, em [48], sdo derivadas expressdes de modelo
descrevendo o EQM em regime permanente de alguns algoritmos
adaptativos (incluindo o NLMS), considerando especificamente o
problema de estimacdo de uma planta representada por um modelo de
caminhada aleatériaandom wall [53]. Os resultados de [48] foram
entdo estendidos em [49] e [50], assumindo um cenario diferente no qual
o0 algoritmo NLMS é utilizado para estimar uma planta periédica com
coeficientes complexos. Recentemente, em [51], foi apresentado um
modelo estocéstico descrevendo o comportamento do algoritmo NLMS
complexo em um cenario no qual uma planta representada por um
processo de Markov de primeira ordem [53] é estimada. Adicionalmente,
outro modelo estocastico foi derivado em [52], também assumindo a
estimacdo de uma planta representada por um modelo de caminhada
aleatdria (tal como em [48]), porém utilizando agora um sinal de entrada
branco gaussiano com variancia ciclica.

Apesar dos diferentes cenarios variantes no tempo considerados
nos trabalhos citados anteriormente, um ponto comum entre eles é a
suposicao de que o filtro adaptativo e a planta variante no tempo possuem
a mesma ordem. A utilizagcdo de tal suposicdo simplifica a derivacdo do
modelo estocastico, porém ndo € condizente com situagfes praticas.
Portanto, visando preencher tal lacuna, neste trabalho de pesquisa, é
derivado um modelo estocéstico para o algoritmo NLMS operando com
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sinais de entrada branco e correlacionado (ambos com distribuicédo
gaussiana), contemplando cenarios em que o filtro adaptativo e a planta
possuem ordens distintls

Este capitulo é organizado como segue. Na Secao 4.1, o algoritmo
NLMS é revisitado e a formulacdo da planta variante no tempo
considerada aqui é discutida. A Secao 4.2 apresenta expressdes analiticas
descrevendo o comportamento médio dos coeficientes do filtro
adaptativo, 0 EQM e o passo de adaptacao 6timo que minimiza o EQM
em regime permanente (este Ultimo apenas para o caso de sinal de entrada
branco). Comparacg8es entre resultados de simulacdo e as predicdes
obtidas pelo modelo proposto sdo mostradas na Sec¢éo 4.3. Finalmente, a
Secdo 4.4 apresenta as conclusdes deste capitulo.

4.1 ESTABELECIMENTO DOPROBLEMA

Em diversas aplicagbes é recorrente a necessidade de identificar
sistemas praticos, representando-os através de expressfes matematicas.
Em particular, a identificacdo de diversos tipos de sistemas praticos pode
ser realizada utilizando algoritmos adaptativos operando na estrutura
mostrada na Figura 4.1.

X(n)

Figura 4.1 - Configuragédo tipica de um problema de identificagdo de sistemas
utilizando o algoritmo NLMS.
No diagrama de blocos &&gura 4.1,w,(n) representa a resposta

ao impulso (de ordenN) de uma planta variante no tempo, cujas
mudancas devem ser rastreadas pelo filtro adaptativm) (de ordem

16 Em [74], uma andlise estocastica é apresentada considerando que o filtro
adaptativo possui dimensdo menor do que a planta a ser identificada; entretanto,
tal trabalho considera especificamente o algoritmo LMS operando em um
ambiente estacionario (isto €, com planta invariante no tempo).

17 Em uma aplicacdo de identificacdo de sistemas, como a mostrada na Figura
4.1, o algoritmo adaptativo direciona a atualizacdavde) visando aproximar



CaPiTULO 4 77

M) através da equacio de atualizacdo do algoritmo NLMS, a qual é dada
por

w(n+1) = w(n) WM‘
Xy (MX,, (1) +9

4.1
onde w(n) =[wy(n) wi(n)...wy,_; (n)]T denota o vetor de coeficientes do
filtro adaptativo, p, o passo de adaptagdo, X,,(n)=[x(n)x(n-1)...
x(n—-M +1)]T, um vetor contendo as iltimas M amostras do sinal de
entrada, 3 > 0, o pardmetro de regularizagio que previne divisdo por zero
[3] e e(n), o sinal de erro, dado por

e(n) = z(n) + Xy (MW, (1) — X3, (MW(n) (4.2)
com Xy =[x(n)x(n-1)...x(n—N +1)]T, z(n) denotando o ruido de
medigdo. Além disso, w,(n) representa o vetor de coeficientes da planta
variante no tempo, o qual é dado por [2, pp. 273]

w,(n)=w, +&(n) 4.3)
onde w, € um vetor de ordem N com elementos constantes e
g(n+1) =ag(n) + @) 4.4)

é um processo de Markov de primeira ordem, que possui como entrada o

vetor @(n) =[p(n) p(n—1)...p(n—N + 1)]T, contendo amostras de um
processo gaussiano branco com varidncia Gi. A saida do processo de

Markov (4.4) é dada pelo vetor &(n+1), o qual contém amostras de um

processo gaussiano correlacionado, onde o nivel de correlagio €
controlado pelo valor de o [quanto mais proximo o for de 1, mais

correlacionado € o ruido]. Assim, w_(n) pode representar um sistema
com resposta ao impulso que varia de forma aleatéria em torno de um
valor constante (representado por Ww,). Para o caso em que

e0)=w,—w,, a planta w,(n) apresenta também uma variacdo

deterministica de sua resposta ao impulso, variando de w; para w,.

gradativamente o seu sinal de saida y(n) do sinal d(n) [note que quanto mais
proximo (em um dado sentido) o sinal y(n) for do sinal d(x), mais similares

serdo o filtro adaptativo w(rn) e o sistema desconhecido w (n)].
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Nesse caso, o filtro adaptativo deve rastrear, além das alteracdes
aleatorias, a vari¢do deterministica da planta de w; para w,.

4.2 MODELO ESTOCASTICO PROPOSTO

Nesta secdo, sdo derivadas expressdes de modelo descrevendo o
comportamento do algoritmo NLMS operando no cendrio descrito na
Secdo 4.1. Para tal, algumas suposi¢des e aproximacdes utilizadas na
derivag@o do modelo sdo apresentadas a seguir:

S1) O sinal de entrada x(n) € obtido de um processo gaussiano de

média zero e com varidncia Gi.
S2) O pardmetro de regularizacdo pode ser negligenciado na

modelagem  estocdstica sob  certas  condi¢Oes, isto &,
9 < E[x}; (m)x,, (m)] [51] e [54].
S3) O ruido de medi¢do z(n) € obtido de um processo de média zero

com variincia G?, sendo descorrelacionado de qualquer outro sinal

no sistema [48]-[52].
S4) Para condi¢do de adaptacéio lenta, w(n) e x,, (1) sdo assumidos
nfo correlacionados [48]-[52].
Especificamente, para o caso de sinal de entrada branco a seguinte
suposicdo também € considerada:
S5) Para N grande, as flutua¢Ses de energia no sinal de entrada
tornam-se pequenas o suficiente para justificar a seguinte
aproximacdo [3], [52]:

E{xM (X (n)} _ Elxy (x5, ()

Xy (mx,, (n) | E[xy, (W)X, (1n)] .

4.5)

4.2.1 Modelo estocéstico para sinal de entrada branco gaussiano

4.2.1.1 Comportamento médio dos coeficientes do filtro adaptativo

Nesta secfo, € derivada uma expressdo descrevendo o
comportamento médio dos coeficientes do filtro adaptativo. Para tal,
primeiramente, (4.3) € substituido em (4.2) e o resultado em (4.1). Na
sequéncia, o valor esperado é computado em ambos os lados da expressdo
resultante, e, entdo, as Suposi¢des S1-S5 sdo consideradas. Assim,
obtém-se
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E[w(n+1)] = [1 - ij Elw(m)]+ 4 Ay yElw,(m)]  (4.6)
M M ’
com
AM,N = [IM,M 0M,N—M] @.7)
para M <N, onde I, ;, € uma matriz identidade de dimensdo M xM
€ 0y, y_p denota uma matriz nula com dimensdo M xN—-M (em

particular, para N =M, tem-se A, y =1, ;). Alternativamente,

Ay oy = { OIN’N } 4.8)
M-N.N
para M > N. Além disso,
Elw,(m)] =w, +E[g(n)] (4.9)
com
El&(n)] = o"&(0). (4.10)

4.2.1.2 Filtro adaptativo em regime permanente
Agora, tomando o limite de (4.6) para n — o e assumindo
r}lirolo E{w(n)] = E[w(0)] (4.11)
o filtro adaptativo em regime permanente pode ser expresso como
E[w(0)]= Ay yWo- 4.12)
Note que, para sinal de entrada brancoe M < N, E[w(c0)] é apenas uma

versdo truncada do vetor w,.

4.2.1.3 Erro quadrdtico médio

Visando obter uma expressdo analitica para predizer o EQM do
algoritmo NLMS, primeiramente, define-se o vetor de erro do filtro
adaptativo como

V() 2 w(n) — Ay W, (n). (4.13)

Agora, utilizando (4.13) em (4.2), o sinal de erro pode ser reescrito como
e(n) = z(n) +[Xy (1) — Xpy (WA _y W, (1) =Xy (V). (4.14)

Entdo, elevando e(n) ao quadrado, tomando o valor esperado de ambos

os lados da expressdo resultante e utilizando as Suposigdes S1, S3 e S4, 0
EQM ¢ dado por
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E[e*(m)]2 J(n)

(4.15)
:Jmin +J5(n)+.]ex(n)
com
Jnin = O (4.16)

caracterizando o EQM minimo que pode ser obtido em regime
permanente e

Js(n) = ot Zy K (n)] (4.17)
denotando a parcela do EQM que surge quando M <N [em particular,
M >N implica Jz(n)=0]. Além disso, K;(n) =E[w, (n)Wg (n)] e

0M M 0M N-M

Zy y (4.18)

Oy In-mn-m
onde Iy _,, y_5 € uma matriz identidade de dimensdo N —M xN —-M

e 0,, ;, denota uma matriz nula de dimensdo M x M (as demais matrizes

nulas possuem dimensdes indicadas pelos seus respectivos indices).
Adicionalmente,

J., (n) = > tr[K(n)] (4.19)
é 0 EQM em excesso (EQME), onde K(n) = E[V(n)vT (n)] é a matriz de

correlag@o do vetor de erro do filtro adaptativo. Levando em considerag@o
(4.17) e (4.19), nota-se que o EQM (4.15) serd completamente

determinado apenas se as matrizes de correlagio K, (n) e K(n) forem
conhecidas.

4.2.1.4 Matrizes de correlagdo

Nesta secdo, visando completar a derivagdo das expressdes que
descrevem o comportamento do EQM, expressdes recursivas para o
cdlculo das matrizes de correlacdo K;(n) e K(n) sfo obtidas.

Primeiramente, para determinar K,(#n), computa-se o produto externo
w, (n)Wg (n) e, entdo, toma-se o valor esperado de ambos os lados da
expressdo resultante. Assim,
K, (n) = W,W; + " [W,e" (0) +£0)w; |+ K, (n) (4.20)
com
K,(n+1)=a’K,(n) + 5oLy . (4.21)
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Agora, visando derivar uma expressao recursiva para computar
K (n), primeiramente, a regra de atualizacdo (4.1) é reescrita em termos

de v(n), isto é,

Xm (N)Z(n) Xu (DX (D
M b 5 | ™ T (e (n+5 )
LY (VXN (N =X (DA ]
Xy (X (1) +9
+1-a)Ay ne(N)— Ay no(N).
Entdo, determinando o produto extermn+1)v' (n+1), tomando o

valor esperado de ambos os lados da expressao resultante e utilizando as
Suposi¢bes S1-S5, obtém-se

W, (n) (4.22)

2
K(n+1)=(1—%jr< O ity 33 O (O s+ () -
2 |
+m m|n+6>2<tr[ZN NK:KI)]}I M,M +E )1
com
Ir'(n)=Q1- 0‘)(1——) [Ks(n)AM NTAMm, NK3(n)] (4.24)

+(1- OC) AM,NKz(n)AM NT G<2pAM ,NA-ll\—/I N
ondeK3(n) = E[v(n)e" (n)]. Visando obter uma expresséao recursiva para

calcular K 5(n), primeiramente, o produto externgn+1e’ (n+1) é

determinado, na sequéncia, o valor esperado é computado de ambos os
lados da expressdo resultante e, entdo, as Suposi¢cdes S1-S5 sao
consideradas. Assim,

Kg(n+1)= oc(l— ﬁjK 3(N)=62Ay n +a(l- o)Ay NK (). (4.25)

Portanto, o EQM do algoritmo NLMS pode ser agora
completamente determinado utilizando (4.15) juntamente com (4.20) e

(4.23). Adicionalmente, as matriz&s(n), K;(n), K,(n) e K5(n) séo
inicializadas como segue:
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K, (0)=ww] (4.27)
K,(0)= Wy —w o) ;—w )" (4.28)

e
K3(0)=_AM,NW1(W1_W2)T- (4.29)

4.2.1.5EQM em regime permanente
Nesta secdo, uma expressao analitica descrevendo o EQM em
regime permanente é derivada. Para tal, toma-se o limite de (4.15) para
n— oo, Assim,
J(0) = i + J5(0) + Iy (0) (4.30)
com
J5(0) = o}t Z , NK 4(0)] (4.31)
ondeK(«) é obtido tomando o limite de (4.20) para> o, resultando

em
2

So
5NN (4.32)

Ka(o) =+

Além disso,
Jex(0) = 3K (0)]
= 621 k(o)
denota o EQME em regime permanente, ohd&2um vetor de's com
dimensadM e k(wx), 0 vetor com os elementos da diagonal principal de
K (). Particularmente, para determinak(w), primeiramente,

computa-se o limite da expresséao resultante pasao e, entdo, toma-se
0s elementos da diagonal de (4.23). Assim,

(4.33)

K (0) =C—1{H23min + 226)%”[2 n,NK 1(0)] 1+ 2u ‘r}
oxM(M +2) @+o)[MA+a)+opu]
(4.34)
com
T G T M T
C= Y Kl v +2j| MM o0 2)11 } (4.35)

e t denotando um vetor de ordevh) com os primeirosN elementos
unitéarios e os demais nulos (particularmente, paraN, tem-set =1).
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Para o célculo d€™ [requerido em (4.34)], pode-se utilizar a férmula
de Sherman-Morrison-Woodbury [55], o que resulta em

-1_ M (M +2)2-Wliym +H11T
C2u(M +2-p) 2-p '

Agora, substituindo (4.36) em (4.34) e o resultado obtido em (4.33), o
EQME em regime permanente pode ser expresso como

‘Jex(oo) = ‘Jex,O(OO) + ‘Jex,:{w) (4.37)

(4.36)

com
Jool) =B (5 oA Zy K (A (4.38)
ex,0 (|\/| N 2) (Z_M) min N N
caracterizando a parcela do EQME relacionada ao ruido do gradiente no
processo de adaptacao{[H] e
1 (@) 26562M min(N,M)
o) =
T Q4 )M (L- o)+ apl(2-p)
a parcela do EQME correspondente ao rastreamento da planta variante no
tempo.
E bem conhecido da literatura, {&] e [56], queJe, o(0) € uma

(4.39)

funcdo crescente com respeito ao passo de adapigc@mquanto
Jex1(0) € uma funcgéo decrescente com respeijto[eendo em vista que

valores maiores de passo sao requeridos para que o filtro adaptétvo

possa rastrear adequadamente as variagcbes da planta, reduzindo
Jex1()]. Esse comportamento antagonico g o() € Jgy 4(0) em
relacéo ao passo de adaptacdo faz comyuec) [dado por (4.37)]
apresente um ponto de minimo sob certas condi¢ées de operac¢des (como
discutido em [51]). O valor de pasgg que leva o EQME ao menor valor

possivel em regime permanente pode ser determinado encontrando o
minimo de (4.37). Assim, tomando a derivada de (4.37) com respeito a

u, igualando o resultado a zero e consideraneq.,, obtem-se
I+ A20+ M (1-a)]-1-AM (1-a)
0=
oA

(4.40)

para

_ 1 ) Jmin . 1+ a)
}L_Gi{ §+tr[ZN,NK1( )]}(I\/I+2)min(N,M)' (4.41)
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Note que o descasamento entre a ordem do filtro adaptativo e a ordem do
sistema a ser estimado implica o surgimento dos tetrfiog \K 1(0)]

e min(N,M) nas expressfes de modelo do EQM em regime permanente
e do passo de adaptacdo 6timo [veja (4.31), (4.38), (4.39) e (4.41)]. Em
particular, para o caso em qud =N (usualmente considerado na

analise estocastica  de algoritmos adaptativos), tem-se

tr[Z K 1(o9] =0 e min(N,M)=M.

4.2.2Modelo estocastico para sinal de entrada correlacionado
gaussiano
4.2.2.1Comportamento médio dos coeficientes do filtro adaptativo

Nesta secdo, € derivada uma expressdo descrevendo o
comportamento médio dos coeficientes do filtro adaptativo quando o sinal
de entrada é correlacionado. Para tal, primeiramente, (4.3) é substituido
em (4.2) e o resultado em (4.1). Na sequéncia, o valor esperado é
computado em ambos os lados da expresséo resultante e, entdo, as
Suposi¢des S1-S4 sdo consideradas. Assim, obtém-se

Efw(n+D]=(Iy m —HRDEW(N]+1R Ew (0] (4.42)
onde E[w,(n)] é dado por (4.9),

~ .
R =E M (4.43)
[ Xm (X (1) |
X (WX (1)

| Xin (W)X (1)
sao as matrizes de autocorrelagdo normalizadas (de dimavisdbt e

M x N, respectivamente) do sinal de entrax{a). Em particular, os

calculos deR; e R, séo apresentados no Apéndice D.

R,=E (4.44)

4.2.2.2Filtro adaptativo em regime permanente
Agora, tomando o limite de (4.42) pama—>« e assumindo
lim E{w(r)] =E[W(=9)] (4.45)
os valores dos coeficientes do filtro adaptativo em regime permanente
podem ser calculados como
E[w(0)] = R{*'R, W . (4.46)
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Note que para o caso de sinal de entrada correlacionadoe M < N, o filtro
adaptativo em regime permanente ndo € apenas uma versio truncada do
vetor w, [como ocorre para o caso de sinal de entrada branco, veja
(4.12)].

4.2.2.3 Erro quadrdtico médio

Visando obter uma expressdo analitica para modelar o EQM do
algoritmo NLMS para sinal de entrada correlacionado, primeiramente,
define-se o vetor de erro do filtro adaptativo como

v(n) 2 w(n)— R 'R,w, (n). (4.47)

Agora, utilizando (4.47) em (4.2), o sinal de erro pode ser reescrito como
e(m) = 2(m) + [Xy (1) =Xy (ORT R, W (m) =Xy (1)V(n). (4.48)

Entdo, elevando e(n) ao quadrado, tomando o valor esperado de ambos

os lados da expressdo resultante e utilizando as Suposi¢des S1, S3 e S4, 0
EQM pode ser computado como

Ele*(m] 2 J (n)
= o, +tr[Ry, , K+ Ry yK (m]- tr[RIR] 'Ry, v K, ()]
—tr[Ryy R R,K, ()] + tr[RIRT'R, , RTRLK ()]
—tr{(Ryy » —RIR'Ry, , OE[v(mw, (m)]}
—tr{ (R y — Ry 3y R R)E[W, (V' ()]}

(4.49)
onde K(n)= E[V(n)vT (n)] denota a matriz de correlagio do vetor de erro
do filtro adaptativo e K, (n) = E[w, (n)Wg (n)] € dado por (4.20). Além
disso, em (4.49), Ry, 4, Ry n e Ry, sbo, respectivamente, as
matrizes de autocorrelagdo do sinal de entrada de dimensdes M x M,
MxN e NxM. Agora, fazendo uso das relagdes R, :Rﬁ’M e
R, 1R2 = R,_ul’ u Ry v (para detalhes veja Apéndice E), (4.49) pode ser

reescrita como
J(n)=J i, + () + J (1) (4.50)

com J_., [dado por (4.16)] caracterizando o EQM minimo que pode ser

min

obtido em regime permanente e
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J5(n) = trl(Ryy v — Ry R M. MR ) K (1] (4.51)
denotando a parcela do EQM que surge quavido N [em patrticular,
M >N implica Js(n) =0]. Adicionalmente,
Jex(M =Ry mK (1] (4.52)
representa o EQME. Levando em consideracao (4.51) e (4.52), nota-se

gue o0 EQM (4.50) serd completamente determinado apenas se a matriz de
correlagdoK (n) for conhecida.

4.2.2.4Matriz de correlacdo do vetor de erro do filtro adaptativo

Agora, visando derivar uma expressao recursiva para computar
K(n), primeiramente, a regra de atualizacdo (4.1) é reescrita em termos

de v(n) [dado por (4.47) para o caso de sinal de entrada correlacionado],
isto é,
v(n+1)= {I " —MM}V (0)+R'R {1 )e(r) - ()]
| (g (1)
N {XM (1) (0 (1) o RZ}WO@ RMGLLE
Xu (MXy (N Xy (MXy (N Xp (DX (D
(4.53)

Entdo, determinando o produto extermén+1)v' (n+1), tomando o

valor esperado de ambos os lados da expressdo resultante, utilizando as
Suposi(;c”)es S1-S4 e aproximacdes do tipo

Xt (M () X (X3 (D) |
. | Xt (X (0) P 0 xL(n)xM(o}‘ZRlAMM R1 4se)
+Rytr[R,A M (n)]
[ Xy (M)XK (N) Xy, (MXT (M) |
E| MV A ()22 | or (R
X X () X (B (1| AnmRa ) 5
+Rtr[RLA M (]
Xy (], (1) Xp (M)X1 (1) | T
E| MM n)————"= = RA Yy (DR
X (W)X (0) Aun (x| T MNTTE (456)

+RytTRLA ~n(m]
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E XM (n)XN(n) XN(n)XM(rD

0 0 ST () (4.57)

} RA MRS
+R R AN N ()]

onde os indices da(n) em (4.54)-(4.57) indicam sua dimenséo e

T

Ry = E{M} (4.58)
Xm (X ()

€ uma matriz de autocorrelagdo normalizada cujo calculo é apresentado

no Apéndice D. Assim, a expressao recursiva para computar a matriz de

correlagdoK (n) é dada por

K(n+1)=K (- K (R ;- IR K (n)
+2RK(NR,+[R K(N]} +p°cR ,  (4.59)
+HPR(Ry —RIRTR )K ()] + (N
com
r(n) =1-a)(Iy y - HR)Kz(NRLRT

+(L-a)RTRK F (M 1 —1R o) (4.60)
+R11R2[(1 a) Kz(n)+02| n R P 1
ondeK ,(n) é dado por (4.21K 3(n) = Ev(ne' (n] e

T

R, = E{M} (4.61)
[Xpm (M)Xy (D]

representa um momento de quarta ordem normalizado do sinal de entrada

cujo calculo é apresentado no Apéndice D. Agora, visando derivar uma

expresséo recursiva para computég(n), primeiramente, o produto

externov(n+1e' (n+1) é determinado, na sequéncia, o valor esperado

é computado em ambos os lados da expressédo resultante e, entdo, as
Suposicdes S1-S4 sdo utilizadas, resultando em,

Ka(n+D=alym —HR 1K 3(n)
+al- )RR K LM -oR 1R .
Portanto, 0 EQM do algoritmo NLMS, para o caso de sinal de entrada
correlacionado, pode ser agora completamente determinado utilizando

(4.62)
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(4.50) juntamente com (4.20) e (4.59). Adicionalmente, as matrizes
K(n), K,(n), K,(n) eK4(n) sdo inicializadas como segtie

K@O)=R;RwwRR (4.63)
K, (0)=ww] (4.64)
K,(0)= Wy -w ), -w ) (4.65)
e
K3(0)=-R7R (v ;-w ). (4.66)

4.2.2.5EQM em regime permanente

Nesta secdo, uma expressao analitica descrevendo o EQM em
regime permanente é derivada. Para tal, toma-se o limite de (4.50) para
n—oco. Assim,

J(20) = Jin + J5 () + I (=) (4.67)
com
J5(20) =trl(Ryy Ry MR W MR m, ) K ()] (4.68)
ondeK () € dado por (4.32). Além disso,
Jex () =Ry \ K(0)] (4.69)

denota o EQME em regime permanente. Utilizando a autodecomposicao
de Ry v, isto é Ryy =QuAuQy, [onde Q, €é a matriz de

autovetores d&?y, , € A\, uma matriz diagonal com os autovalores de
Ruwml (4.69) pode ser reescrita como
Jex() = t[Qy Ay Qu K(=)]

_ T
_tr[AM QMK(OO)QM] (470)
=t Ay K'(«)]
SYMNC)
ondel,, € o vetor contendo os autovaloresRig \, e k'(«) € o vetor

contendo os elementos da diagonal da ma{rfzoo):QLlK (o u -
Para determinak’(e), primeiramente, computa-se o limite de (4.59)

18 Os valores de inicializacéo utilizados patdn), K,(n), K,(n) e Ks(n)
decorrem do fato de que o filtro adaptativo € inicializado com um vetor nulo, isto
é, w(0)=0.
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paran— oo, pré- e pés-multiplica-se a expresséo resultanteqipre
Qu . respectivamente, e, entdo, toma-se os elementos da diagonal
principal da matriz obtida. Assim,

k'() =C Yok, +ph (R 3-R R 1R K (9] +§  (4.70)

com

C=p2(Ipp —HHH  —1H 117H (4.72)
ondeH, é uma matriz diagonal computada comp=Q,RQ,, (para
detalhes veja Apéndice D, =diagH, )= diagQI,lRlQ,\,I ) é 0 vetor
contendo os elementos da diagonaHjee 1 € um vetor de dimens&b
de 1's. Além disso, r,=diagH,)=diadQ R Qv ) e

p =diaglQy ' (>)Qy ], com
() = (1- o)y p —HR;K ()RR

+HL- )R RK 3 @) v — 4R 9 (4.73)
262
+—2R'RLRIRT!
1+ o 1 212
onde K;(») é dado por (4.32) & 5() é computado tomando-se o

limite de (4.62) paran — oo, resultando em

62

Kg(0)=——2[1-a)l ym +ouR JRIR , (4.74)

1+a
Agora, substituindo (4.71) em (4.70), o EQME em regime permanente
(para o caso de sinal de entrada correlacionado) pode ser expresso como

‘Jex(oo) = ‘]ex,O(OO) + ‘Jex,ioo) (4-75)

com
Jox,o0) =My € o lr+ k(R ;- R R{R YK (N} (4.76)
denotando a parcela do EQME relacionada ao ruido do gradiente no
processo de adaptacao{B] e
Jex (@) =2, C'p (4.77)
representando a parcela do EQME correspondente ao rastreamento da
planta variante no tempo.
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4.3 RESULTADOS DESIMULACAO

Nesta secdo, visando avaliar a precisdo do modelo proposto,
resultados de simulacéo de MC (média de 300 realizac8es independentes)
sédo comparados com as predi¢cdes do modelo para diferentes cenarios de
operacdao. Em todos os exemplos, a variancia do ruido de medicédo é

62=107%, o parametro de regularizac&=10" e x(n) é um ruido
gaussiano de média zero, obtido a partir de
X(N) =B X(n=-1)-PB,Xn-2)+ (N (4.78)
ondep; e B, sdo os coeficientes do processo AR(2)(®) é um ruido
gaussiano branco com variancia determinada por
ol = G;Ez j[(1+[32)2 B2l (4.79)
Note que considerand® =p, =0, x(n) € reduzido a um ruido branco

gaussiano com variancia unitéria [istoxén) = n e 03 =1]. Paraw,
e w,, sdo utilizados vetores com dimensd0, cujos elementos séo
ilustrados na Figura 4.2.

2

Amplitude

0 5 10 15 20 25
Amostras
Figura 4.2 - Amostras dos vetows (linha cinza) ew, (linha escura).

4.3.1Exemplo 1

Neste exemplo, a precisdo do modelo estocastico proposto é
verificada (por meio da curva do EQM) considerando diferentes ordens
para o filtro adaptativo; a sabeiM =22, M =26, M =N =30,

M =60 e M=120. Além disso, utiliza-se aquicsi =5x10°,
a=0,999, u=0,2 e dois diferentes sinais de entrada), isto &, sinal
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branco gaussiano com dispersédo de autovafoyesl [obtido de (4.78)
utilizando 3; =B, = 0] e sinal correlacionado gaussiano cpm110,5¢
[obtido?® de (4.78) utilizandoB, =-0,55 e B, =0,80]. Observa-se da
Figura 4.3 que o modelo proposto descreve com precisdo muita boa o
comportamento do EQM para ambos os sinais de entrada branco [Figuras
4.3(a) e (b)] e correlacionado [Figuras 4.3(c) e (d)], independente da
ordem utilizada para o filtro adaptativo.

Observa-se da Figura 4.3 que as curvas do EQM apresentam um
comportamento ndo monotdnico na fase transitéria. Tal comportamento
deve-se a variagéo deterministica da plamggn) de w;, paraw, na
fase transitoria. Além disso, nota-se, das Figuras 4.3(a) e (c), que o valor
do EQM em regime permanente aumenta a medida que a ordem do filtro
adaptativo é reduzida em relacéo a ordem da plagta). Tal acréscimo
no valor do EQM em regime permanente é devido a submodéfag@m
planta w,(n) pelo filtro adaptativo w(n), sendo considerada na
expressao de modelo (4.38) (valida para sinal de entrada branco) pelo
termo tr{Z \K 1(0)], e na expressao (4.76) (valida para sinal de entrada

correlacionado) pelo termo(R; — R;R7'R K ().

Agora, verifica-se das Figuras 4.3(b) e (d) que, quanto maior a
ordem do filtro adaptativo, menor é a velocidade de convergéncia do
EQM e maior é o seu valor em regime permanente. Particularmente, para
0 caso de sinal de entrada branco, a reducdo na velocidade de
convergéncia do EQM como consequéncia do aumento da dddeéon
filtro adaptativo, pode ser compreendida analisando a expressdo de
modelo (4.23), que descreve a atualizacai ¢i®) [o qual é utilizado no
céalculo do EQM em (4.19)]. Em (4.23), nota-se que diversos elementos

da recursdo sdo multiplicados por ganhos inversamente proporcionais a
M, implicando que quando maior o valor e menor o valor de cada

19 A dispersdo de autovalores ¢ uma medida do nivel de correlagdo de um sinal
(quanto maior o valor da disperséo de autovalores, mais correlacionadal§, o si
sendo calculada como a raz&o entre o maior e o menor autovalor de sua matriz de
autocorrelacéo.

20 vale destacar, que tal valor da dispersdo de autovalores é obtido para
M =N =30, para outras ordens do filtro adaptativo sdo obtidos diferentes
valores de dispersao de autovalores.

21 O termo submodelagem refere-se a situacdo na qual o filtro adaptativo posssui
ordem menor do que a da planta a ser identificada.
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ganho e, consequentemente, mais lenta a atualizag&drmleNote que

N

a velocidade de convergéncia é reduzida a medidaMj@imenta,
mesmo que os ultimos coeficientes do filtro adaptativo ndo estejam
rastreando coeficientes da planta.

Agora, o acréscimo do EQM em regime permanente devido ao
aumento da ordem do filtro adaptativo pode ser analisado (para o caso de
sinal de entrada branco) particularizando a expressao (4.39) para o caso
em queM > N. Em (4.39), que modela a parcela do EQM relacionada

com a planta ndo estacionaria [i.€,, 1(c0)], um aumento no valor do

EQM devido ao incremento do valor leimplica o aumento de ambos
o numerador e o denominador de (4.39). Entretanto, tendo em vista que
M é multiplicado no denominador apenas pero. (ondeO<a <1), 0

incremento no valor do denominador devido ao aumenid deamenor
do que o verificado no numerador, assim, o valodgg(«) tem o seu

valor aumentado quand é incrementado.

Tal comportamento, pode também ser explicado sobre outro ponto
de vista. Em particular, no cenario em que a orfferdo filtro adaptativo
€ maior do que a orded da planta a ser identificada, os coeficientes
adicionais do filtro adaptativo (isto é, aqueles que nao rastreiam
coeficientes da planta), ndo sdo constantes e iguais a zeros, mas
apresentam comportamento ruidoso. Tal comportamento contribui
indiretamente (através da matriz de correlagdo do vetor de erro do filtro
adaptativo) com o aumento do EQM em regime permanente. Além disso,
a medida em que a ordetd €é aumentada, maior € o numero de
coeficientes adaptativos com esse comportamento ruidoso, aumentando

também o valor do EQM em regime permanente. Vale ressaltar, que esse
comportamento é significativo apenas quan@@ 0, ou seja, quando os
coeficientes da planta possuem comportamento aledtdtmFigura 4.4,

sdo apresentados os EQMs consideran@o: 0 (todos os demais

parametros sdo mantidos). Verifica-se que, nesse caso, 0 aumento da
ordem M néo altera de forma relavante o valor do EQM em regime
permanente.

22 para 0 caso em que(% =0, os coeficientes adicionais do filtro adaptativo

também apresentam comportamento ruidoso, porém com uma menor variancia,
nao impactando de forma significativa no aumento do EQM em regime
permanente.
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EQM (dB)

0 5000 10000 15000 20000
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Figura 4.3 - Exemplo 1. Curvas do EQM obtidas por simulagdo de Mtaglin
irregulares cinza) e através do modelo proposto (linhas sélidas escuras). Os
valores do EQM em regime permanente sdo indicados por linhas pontilhadas
escuras. Para fins de comparacgéo, a curva do EQM\pardN =30 é mostrada
em todas as figuras. (a) e (b) Sinal de entrada brancgcelriobtido de (4.78)
considerandop; =B,=0]. (c) e (d) Sinal de entrada correlacionado com

% =110,5€ [obtido de (4.78) considerand} =-0,55 e 3, =0,8].
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10

EQM (dB)

0 5000 10000 15000 20000

Iteragbes
(b)
Figura 4.4- Exemplo 1. Curvas do EQM obtidas por simulagdo de MC (linhas
irregulares cinza) e através do modelo proposto (linhas sélidas escuras),
considerandccf> =0. Os valores do EQM em regime permanente séo indicados
por linhas pontilhadas escuras. (a) Sinal de entrada brancg ednjobtido de
(4.78) considerandd3; =p,=0]. (b) Sinal de entrada correlacionado com

% =110, 58 [obtido de (4.78) considerandiy =-0,55 e 3, =0,8].

4.3.2Exemplo 2

Agora, considerando apenas sinal de entrada branco e o mesmo
cenario do Exemplo 1, o EQM em regime permanente é obtido [através
de simulacdes de MC e da expressdo de modelo (4.30)] para diversas
ordens do filtro adaptativo; porém, utilizando agora o passo de adaptacéo
6timo [dado por (4.40)] para cada valorMeObserva-se da Figura 4.5,
que o modelo proposto descreve com precisdo muito boa os resultados
obtidos por simulagdo de MC. Além disso, verifica-se que, mesmo
utilizando o passo de adaptacéo 6timo para cada valMy deEQM em
regime permanente atinge seu menor valor somente quando a ordem do
filtro adaptativo coincide com a ordem da planta (nesse caso
M = N =30). Portanto, para o cenario do Exemplo 1 (especificamente,
considerando planta ndo estacionaria) observa-se que a curva do EQM em
regime permanente apresenta um comportamento convexo em relagédo a
ordem M do filtro adaptativé®. Observe que, do ponto de vista de
aumento do EQM em regime permanente, o usdvide N é menos
prejudicial do que a situacdo de submodelagem, istaViés N.

2 Especificamente, para o caso de planta constante, a curva do EQM em regime
permanente ndo apresenta um comportamento convexo (como o apresentado na
Figura 4.5).
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Entretanto, é importante destacar que a escolha de um valor
arbitrariamente elevado parsl deve ser evitado para ndo tornar a
convergéncia do algoritmo adaptativo demasiadamente lenta.

-8

-10+

-12

~14

~16 H

EQM em regime permaner

18 . . . .
30 40 50 60 70 80

Ordem do filtro adaptativiv
Figura 4.5— Exemplo 2. EQM em regime permanente obtido através de

simulacdes de MC (marcadores cinza) e do modelo proposto (linha escura)
utilizando o passo de adaptagéo 6timo.

4.3.3Exemplo 3

Neste exemplo, as expressdes de modelo descrevendo o EQM em
regime permanente sdo avaliadas considerando o mesmo cenério do
Exemplo 1 para diversos valores de passo de adaptacao. As Figuras 4.5(a)
e (b) apresentam os resultados para sinal de entrada brancp-€bm
[obtido de (4.78) considerandl =, = 0] e as Figuras 4.5(c) e (d), para
sinal de entrada correlacionado cpml110,5¢ [obtido de (4.78)
utilizando p, =-0,55 e B, =0,80]. Observa-se que o0 modelo proposto
descreve com precisdo muita boa o EQM em regime permanente para
todos os valores utilizados para o passo de adaptacéo e para todas as
ordens do filtro adaptativo consideradas. Especificamente, para o caso de
sinal de entrada correlacionadoM =22, uma certa discrepancia é
observada entre os resultados de simulacdo e as predicbes do modelo;
entretanto, a expressado de modelo (4.67) [juntamento com (4.16), (4.68)
e (4.69)] é ainda capaz de descrever a tendéncia de comportamento da
curva do EQM em regime permanente na medida em que € aumentado o
valor do passo de adaptacéo.
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-12

EQM (dB)

1 1

0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7

~18L— ‘

Passo de adaptacéo,
(d)
Figura 4.6 - Exemplo 3. Valores do EQM em regime permanente olptistos
simulagdo de MC (marcadores cinza) e através do modelo proposto (linhas
escuras) considerando diferentes dimensfes para os filtros adaptativos. Para fins
de comparacgédo, a curva do EQM em regime permanenteNdardN =30 é
mostrada em todas as figuras. (a) e (b) Sinal de entrada brangp=cbifiobtido

de (4.78) considerandp, =B, =0]. (c) e (d) Sinal de entrada correlacionado
com % =110,58 [obtido de (4.78) considerand} =-0,55 e 3, =0,8].

4.3.4Exemplo 4

Aqui, a precisdo do modelo proposto é avaliada (por meio da curva
do EQM) considerando o mesmo cenario do Exemplo 1, Kea28 e

diferentes niveis de perturbag&o na plamggn), isto é,62 =10"°, 107

e 10™. A Figura 4.7 mostra as curvas do EQM obtidas por simulacéo de
MC e através do modelo proposto. Observa-se novamente que o modelo
proposto descreve satisfatoriamente o comportamento do algoritmo

adaptativo, inclusive quando a planig (n) € submetida a um valor

significativo de perturbagéo (isto & =10"*).



CAPITULO 4 99

EQM (dB)

0 5000 10000 15000 20000

Iteracdes

(@

EQM (dB)

0 2000 4000 6000 8000 10000
IteragcBes

(b)
Figura 4.7- Exemplo 4. Curvas do EQM obtidas por simulagdo de MC (linhas
irregulares cinza) e através do modelo proposto (linhas sdlidas escuras)
considerando diferentes niveis de perturbagdo na plag(a). Os valores do
EQM em regime permanente sao indicados por linhas pontilhadas escuras. (a)
Sinal de entrada branco cop=1 [obtido de (4.78) considerandy =f,=0].

(b) Sinal de entrada correlacionado obtido de (4.78) geri10,5€ [obtido de
(4.78) considerand@, =—-0,55 e 3, =0,8].

4.4 CONCLUSOES

Neste capitulo, foi derivado um modelo estocastico para o
algoritmo NLMS considerando que o filtro adaptativo e a planta possuem
diferentes ordens. Particularmente, foram derivadas expressdes de
modelo descrevendo o comportamento médio dos coeficientes do filtro
adaptativo e 0 EQM (tanto para a fase transitéria quanto para o regime
permanente). Adicionalmente, para o caso de sinal de entrada branco,
uma expressao para determinar o passo de adaptacdo étimo foi obtida. Os
resultados de simulagdo apresentados ratificaram a precisdo das
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expressdes de modelo derivadas para uma ampla faixa de condicbes de
operacao.



CAPITULO 5

MODELO ESTOCASTICO DO ALGORITMO NLMS OPERANDO
EM AMBIENTES VARIANTES NO TEMPO

5.1 INTRODUCAO

Neste capitulo, dando continuidade ao assunto tratado no capitulo
anterior, o comportamento do algoritmo NLMS é analisado no contexto
de uma aplicacao de identificacao de sistemas variantes no tempo, porém
considerando agora uma representacdo matematica mais geral para o
sistema a ser identificado (em comparacdo com as representacoes
utilizadas em trabalhos anteriores [48PR]). Em particular, o sistema
variante no tempo considerado aqui € composto de um processo de
Markov de primeira ordem (caracterizando a parte transitéria e néo
estacionaria do sistema) e também de uma parte deterministica de
comportamento periddico, a qual pode representar, por exemplo, um
sistema periodicamente variante no tempo (RT¥eriodically time
varying). Especificamente, sistemas PTV s&o caracterizados por
possuirem parédmetros que variam periodicamente no tempo, sendo
encontrados frequentemente em aplicacdes envolvendo sistemas de
comunicacdo, mecéanicos e eletromecanicos-[63]. Em particular, a
identificacdo de tais sistemas € uma aplicacdo importante que pode ser
realizada utilizando algoritmos adaptativos [64] (como, por exemplo, o
bem conhecido algoritmo NLMS).

Embora [49] e [50] também apresentem uma andlise teorica do
algoritmo NLMS em cenarios periodicamente variantes no tempo, vale
mencionar que existem algumas diferencas importantes entre o modelo
estocastico apresentado neste capitulo e os modelos de [49] e [50]. Por
exemplo, neste trabalho, é considerado que os sistemas PTV podem variar
de acordo com diversos tipos de funcdes periddicas (ndo apenas uma
funcéo exponencial complexa como em [49] e [50]), 0 que permite avaliar
0 modelo proposto em uma maior variedade de cenarios de operagéo.
Além disso, visto que (em nosso caso) o EQM apresenta um
comportamento oscilatério em regime permanente (em contraste com
[49] e [50]), uma nova estratégia € utilizada para representa-lo.
Especificamente, uma expressao fechada é derivada para determinar o
valor em torno do qual o EQM oscila em regime permanente.
Adicionalmente, aqui, 0 comportamento médio dos coeficientes do filtro
adaptativo é descrito através de uma expressdo em forma fechada, a qual
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tem a vantagem de mostrar as diversas fungdes que modelam (por
exemplo, exponenciais e/ou periddicos) cada coeficiente adaptativo, o
que ndo é tdo evidenciado através de uma expressdo recursiva.

Este capitulo estd organizado como segue. Na Secdo 5.2, o
algoritmo NLMS ¢é revisitado e a formulacio do sistema variante no
tempo € discutida. A Secdo 5.3 apresenta expressdes analiticas
descrevendo o comportamento médio dos coeficientes do filtro adaptativo
e 0 EQM, tanto para a fase transiente quanto para o regime permanente.
Comparagdes entre resultados de simulagdo de Monte Carlo (MC) e o
modelo proposto sdo apresentadas na Se¢do 5.4. Finalmente, a Se¢do 5.5
apresenta as conclusdes do capitulo.

5.2 ESTABELECIMENTO DO PROBLEMA

Nesta secdo, as expressdes gerais do algoritmo NLMS sdo
revisitadas e a formulagdo do sistema variante no tempo considerado aqui
é apresentada.

x(n)

Figura 5.1 - Diagrama de blocos de uma estrutura de identificacdo de sistemas
utilizando o algoritmo NLMS.

Especificamente, na modelagem estocdstica realizada neste
trabalho, considera-se que o algoritmo NLMS € utilizado em um
problema de identificacdo de sistemas, como ilustrado na Figura 5.1.

Nessa figura, w,(n) representa a resposta ao impulso do sistema variante
no tempo, cujas alteragdes sdo rastreadas pelo filtro adaptativo w(n)
através da equacio de atualizacd@o do algoritmo NLMS, isto €,

Wi +1) = w(n) + p s et

—_— 6.1
X, (mx, (n) +9

onde w(n) =[wy(n) wy(n)---wy,_, (n)]T denota o vetor de coeficientes do

filtro adaptativo, x(m)=[x(n) x(n—1)---x(n—M + 1)]T, o vetor de
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amostras do sinal de entrada, L, o passo de adaptacdo, 3 >0, o parGmetro
de regularizacio que previne divisdo por zero [3], e e(n), o sinal de erro,
dado por

e(n) = z(n) + X3, (MW, (1) — X, ()W(n) (5.2)
com z(n) representando o ruido de medi¢do. Em (5.2), w, (n) € a

resposta ao impulso variante no tempo do sistema a ser identificado, a
qual é dada por

w,(n) :Wp(n)+£(n) (5.3)
onde
W, (1) = Wy — (W) —W5) p(n) (5.4)
denota a parte periddica de w,(n) e
gn)=oe(n—-D+o(n-1) (5.5)

é um processo de Markov de primeira ordem denotando a parte transitoria
e ndo estaciondria de w_(n). Especificamente, em (5.4), p(n) é uma

funcgdo periddica, a qual pode ser descrita através de uma série de Fourier
truncada, isto €,

pm)y=F+ qu cos(gmyn + Gq) (5.6)

g=1
com Pq e 0 q denotando, respectivamente, o coeficiente e a fase de cada
componente harménico da série de Fourier [65], ®,, a frequéncia
fundamental da funcio periddica e F£,, o valor médio de p(n). Em
particular, F, Pq e eq (para ¢g=1,2,...,Q) sdo computados
considerando que a amplitude de p(n) deve variar entre O e 1 [garantindo

que w, (n) varie entre w; € W, ]. Alémdisso, em (5.5), @(xn) é um vetor

. . A 2
contendo amostras de um ruido gaussiano branco com varidncia Gy ©

0<a <1 é o coeficiente que controla o nivel de correlacido do processo
de Markov de primeira ordem £(n) [quanto mais proximo o for de 1,

maior o nivel de correlacdo de &(n)].
Observe que a resposta ao impulso w(n), dada por (5.3), pode
representar diversos tipos de sistemas, por exemplo,
a) Considerando p(n) =0 e g(n) =0, tem-se w,(n) =w, [nesse caso,

w, (n) representa um sistema invariante no tempo].
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b) Utilizando, p(n)=0, a<1le cé =0, tem-sew,(n) =w, +&(n),
com g(n) =ag(n-1); assim,w,(n) representa um sistema variante
no tempo, cuja resposta ao impulso variande-£(0) paraw,. Para

0 caso em quei # 0, um comportamento aleatério é adicionado em

cada coeficiente do sistema variante no temggn).

c) Considerandow; =0, p(n)=0 e a =1, tem-sew,(n)=¢g(n),

com g(n) =g(n—1)+¢(n—1); assim,w,(n) é particularizado para

um modelo de caminha aleatéria, também comumente utilizado para
analisar algoritmos adaptativos em ambientes variantes no tempo.

d) Assumindog(n) =0, tem-sew,(n) =w,(n), o qual representa um
sistema PTV com resposta ao impulso variando ewiree w..

Tendo em vista que diversas fungbes peridédicas podem ser
representadas (ou pelo menos, muito bem aproximadas) por (5.6),
tem-se quew,(n) pode descrever a resposta ao impulso de diversos

sistemas PTV.

e) Utilizando a <1 e o2 =

¢
g(n) =og(n-1); assim, w,(n) apresenta um comportamento
transitorio [devido ao terme(n)] e um comportamento periddico em

0, tem-se w,(n)=wy(n) +&(rn), com

regime permanente. Adicionalmente, consideranﬂjpio, um

comportamento aleatdrio € adicionado em cada coeficiente do sistema
variante no tempav, (n).
Note que o modelo estocastico apresentado neste capitulo pode ser
particularizado para estudar o comportamento do algoritmo NLMS para
cada tipo de sistema variante no tempo mencionado anteriormente,
bastando ajustar apropriadamente os parametros do sistgna nas

expressdes de modelo derivadas.

5.3MODELO ESTOCASTICOPROPOSTO

Nesta secdo, expressdes de modelo sédo derivadas descrevendo o
comportamento do algoritmo NLMS operando no ambiente variante no
tempo discutido na secéo anterior. Para tal, as suposi¢cdes e aproximacdes
utilizadas na derivagdo do modelo sdo, primeiramente, apresentadas
como segue:
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S1) O sinal de entrada é obtido de um processo gaussiano com

2

© € matriz de autocorrelagdo R, 5/ éE[XM (n)x},l (n)]

variincia o
[21-(5].

S2) O pardmetro de regularizacfio 9 é negligenciado (para propdsitos
de simplifica¢@o) no desenvolvimento do modelo estocdstico proposto
[S1], [54].

S3) O ruido de medi¢do z(n) é obtido de um processo de média zero

“ A . 2 P .
com varidncia o, o qual € descorrelacionado com qualquer outro

sinal no sistema [2]-[5], [48]-[52].
S4) Para a condi¢@o de adaptacdio lenta, w(n) e x,, (1) sfo assumidos
descorrelacionados [2]-[5], [48]-[52].

5.3.1 Comportamento médio dos coeficientes do filtro adaptativo

Com o objetivo de derivar uma expressdo descrevendo o
comportamento médio dos coeficientes do filtro adaptativo,
primeiramente, (5.2) é substituido em (5.1), o valor esperado é computado
em ambos os lados da expressdo resultante e, entdo, as Suposi¢des S1-S4
sdo consideradas. Assim,

E[w(n +1)] =, 3, —1R)E[w(n)] + uRE[w, ()] 5.7
com I, ,, denotando a matriz identidade de dimensdio M xM e
Elw, (m)] = w; — (W, —W,) p(n) + o"&(0) (.8)

onde £(0) € o valor inicial do processo de Markov de primeira ordem
g(n) [dado por (5.5)], e

T
RE{M} 59)
Xy (n)XM (n)

denota a matriz de autocorrelagdo normalizada, a qual pode ser expressa
como (veja Apéndice D)

R, =Q, H,QL, (5.10)
onde Q,, é a matriz de autovetores originada da decomposicio em

autovalores de R, ;, (isto €, Ry, ), = Q,, A, Q7 [55], com A,
representando uma matriz diagonal contendo os autovalores de Ry, 4/).

Além disso, H; é uma matriz diagonal, para a qual diferentes solugdes
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sdo obtidas dependendo se o sinal de entrada gaussiano é branco ou
correlacionado (para detalhes veja Apéndice D).

5.3.2Expressdo fechada para o comportamento médio dos
coeficientes do filtro adaptativo

Nesta sec¢édo, partindo da expresséo recursiva (5.7), uma expressao
fechada descrevendo o comportamento médio dos coeficientes do filtro
adaptativo € obtida. Tal formulagdo tem a vantagem de mostrar os
diversos comportamentos (por exemplo, exponenciais e/ou periddicos)
gue modelam cada coeficiente adaptativo, tanto para fase transitéria
guanto em regime permanente. Assim, visando derivar uma expressao
fechada descrevendo o comportamento dos coeficientes do filtro
adaptativo, primeiramente, (5.10) é utilizado em (5.7) e a expresséo

resultante é pre- e pos-multiplicada p[b_f,l e Q. respectivamente.
Portanto,
EW'(n+D]=(y m —mH)EW' (] +H £ (0] (5.11)
com
E[w'(n)] = Q E[w(1)] (5.12)

Elwg (] = Qg EW(N)]- (5.13)
Tendo em vista que todas as matrizes em (5.11) sdo diagonais, tem-se que
cada coeficiente d&[w’'(n)] é atualizado de forma independente dos

demais, isto &,

EW (n+D]=[1-pH DIEW(A] +p HOE[ W, (0] (5.14)
onde H, (i) denota d-ésimo elemento da diagonal ¢ e E[w/(n)] e
w,;(n) representam, respectivamente, ie8simos coeficientes de

E[w'(n)] e E[wg(n)]. Note que (5.14) pode ser interpretada como uma
equacdo de diferencas linear com coeficientes const@atesber,
1-uH(@i) e pH(i)], com entradeE[w,;(n)]. Portanto, uma expressao
fechada descrevendo o comportamento médio de cada coeficiente
E[w (n)] pode ser obtida através da determinag&o da transformada Z de
(5.14), resultando em

ZE[W( ) =0

m E[ v it (5.15)
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onde Z{E[W( 0]} e Z{E[wW,;( N]} s&o as transformadas Z &w (n)]
e E[w,; (n)], respectivamente. Agora, computando a transformada Z de

cada elemento de (5.13), utilizando os resultados obtidos em (5.15),
computando a transformada Z inversa e expressando o resultado na forma
vetorial, obtém-se

E[w'(n)] = Fy(NQy[w; ~(w;~w ) PJ
—T'5(n) +F3(”)]QI/|(W1_W2) (5.16)
+T'5(N)Qy,£(0)
onde I'y(n), I',(n), I'z(n) e I',(n) sdo matrizes diagonais com
elementos dados por

[y(n,i)=1-[1-pH, ()" (5.17)
Q
Ty(n,i)=>" AR cosmon+6g+vig) (5.18)
g=1
Q
Ta(n,i)=>"B ¢ R[L-puHy(0)]" (5.19)
g1
e
Ty(ni)=C{a" -1 —puH()]} (5.20)

onde n>0 ei denota d-ésimo elemento da diagonal de cada matriz.
Além disso,

- uH, (1) e
" (1 2c0osfog ) pH; O [-uH, OF
{[L — tH(D]cos(e,) — cOSEmo — 0 )}

= uHy (i) (5.22)
B =M Costioo Y iFy O [ H; OF
S 10 (5.23)
' a—[1-pH, ()]
e
B senfog )
Vig = arcta{l_ WHL () cosGog ) (5.24)

Finalmente, utilizando (5.12) e (5.16), a expressdo fechada do
comportamento médio dos coeficientes do filtro adaptativo pode ser
escrita como
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E[w(n)] =Qpy Fy(NQuy[w;—(wy—w ) P
~QuIlo(N +T5(N]Q, (Wi —w ) (5.25)

+Qu I3(MQ£(0).
Analisando as expressdes anteriores, 0s seguintes pontos podem ser
destacados:
a) Cada termo em (5.25) aparece como resposta a um componente

particular do sistema variante no tempg(n). Por exemplo, o
primeiro termo do lado direito de (5.25), o qual apresenta um
comportamento exponencial, surge como resposta a parcela constante
de wy(n). O segundo termo do lado direito de (5.25), de

comportamento exponencial e periddico, surge como resposta a parte
periddica de (5.25). Finalmente, o terceiro termo do lado direito de
(5.25), de comportamento exponencial, surge como resposta ao

componente transitorie(n) de w,(n).
b) Em particular, quando o sinal de entragig) é gaussiano e branco,
tem-seQy =1y m € Hy(i)=YM (veja Apéndice D). Assim, (5.25)
pode ser reescrita como

Efw(n)] =[w; —(w,—w) R r{n

(5.26)
—(wy —w)[ry(n) +ryn)] +&0)r n)
com
r(n) =1—(1— ﬁ} (5.27)
Q
ry(n) =D Ay R, COS(me N+ 0+ ) (5.28)
g=1
Q n
() =Y B, 31[1— ﬂ] (5.29)
o1 M
e
ry(n) = c{an _(1_ ﬁﬂ (5.30)

onde A,, B;, C e y, sdo computados, respectivamente, por
(5.21), (5.22), (5.23) e (5.24) usanth(i) =M .
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5.3.3 Coeficientes do filtro adaptativo em regime permanente

Tendo em vista o cendrio variante no tempo apresentado na
Secdo 5.2, tem-se que os coeficientes de w(n) variam em regime
permanente visando rastrear as alteragdes periodicas de w,(rn). Assim,
nesta se¢do, uma expressdo descrevendo o comportamento do filtro
adaptativo em regime permanente [denotado aqui w ()] € derivada. Em
particular, considerando O << 2/max[H1(i)] [0 que € necessdrio para
garantir estabilidade no sentido médio, como pode ser deduzido de
(5.17), (5.19) e (5.20)], em regime permanente, tem-se I'j(n) =1, ,,,

[5(n) =T, (n) =0y ,, € o filtro adaptativo pode ser expresso como

E[w, ()] =w; —Qy [RIy 4 +To(m)1Qp; (W — W) +8(c.—1e(0)
(5.31)
onde &(au—1) é a fungdo delta de Kronecker, a qual € igual a 1 quando
o =1 e 0 para os demais valores de o; assim, o dltimo termo do lado

direito de (5.31) existe apenas se o. =1.
Agora, analisando (5.18) e (5.31) e tendo em vista que

Elw, ()] =w; — (W) —W;) p(n) + 6(a. —1)&(0) (5.32)
é o comportamento médio da resposta ao impulso w,(n) em regime

permanente, os seguintes pontos podem ser destacados:
a) Os valores das magnitudes 4; , e dos atrasos de fase v, , (para

i=12,..,.M-1) em I';(n) [a qual aparece em (5.31)] indicam o
qudo bom € o rastreamento do sistema variante no tempo pelo filtro
adaptativo. Em particular, o rastreamento é melhorado quando

A, —1 e y; , —>0. Especificamente, na situagdo ideal [isto €,

A, =1ewy, , =0 paratodo ], tem-se

0
By +T,(n,i)= B, +ZPq cos(gmgn +0,)

o (5.33)
=p(n)
e, consequentemente, (5.31) pode ser reescrito como
E[w,(n)]=w; —(w; —w,) p(n)+ (o —1)e(0)
1 1 2)P (5.34)

=E[w,(n)].
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Nesse caso, o filtro adaptativo rastreia perfeitamente o comportamento
médio da resposta ao impulse,(n) em regime permanente.
Entretanto, é importante destacar que geralmente (5.34) ndo pode ser
obtida na pratica, pois isso exigiria um valor elevado para o passo de
adaptacdo (usualmente maior do que o limite de estabilidade); isto é
ilustrado na Figura 5.2.

<
% 05 1 15 2
Passo de adaptacan,
@)
15
i=3
o 1 i=5
5 i=6
05
O Il 1 T
0 0.5 1 15 2
Passo de adaptacap,
(b)

Figura 5.2 - Comportamento d& ; (a) ey, (b) com respeito ao passo de
adaptacdo (considerando os mesmos parametros do terceiro cenario do
Exemplo 1 pard =3, 5 e 6).

b) Para o caso de sinal de entrada gaussiano branco, tem-se
H,(i)=2/M (veja Apéndice D). Assim,
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0
By +Ty(ni)=>Y A P, coslgogn+6, +y,]
g=1
2 p,(n).

Logo, Fyly 5 + () = ps(ml; 4, Adicionalmente, tendo em vista

(5.35)

que nesse caso Q,, = IM’M, (5.31) pode ser simplificada para

ElwW, (1) liyanco = W1 —(W; —W,) p.(n) +3(a.—De(0).  (5.36)
Em particular, tem-se que o comportamento peridédico do i-ésimo
coeficiente de W, (n) [dado por (5.4)] resulta em valor ndo nulo para
o correspondente elemento de w; —w,, o que de acordo com (5.36)
impde variagGes apenas no i-ésimo coeficiente de E[w, ()] ,n.,- Em
outras palavras, quando o sinal de entrada x(n) € branco, cada
coeficiente variante no tempo de w, (n) é rastreado exclusivamente

pelo correspondente coeficiente do filtro adaptativo. Tal
comportamento ndo ocorre quando o sinal de entrada x(n) €

correlacionado, como pode ser verificado de (5.31) dado que Q,, nio
é uma matriz diagonal nesse caso.

5.3.4 Erro quadrético médio

Nesta secdo, visando derivar uma expressdo analitica para
descrever o erro quadrdtico médio (EQM), primeiramente, define-se o
vetor de erro do filtro adaptativo como

v(n) =w(n)—w,(n) (5.37)
Agora, utilizando (5.37), o sinal de erro (5.2) pode ser reescrito como
e(n) = z(n) — X3, (W)v(n). (5.38)

Entdo, elevando e(n) ao quadrado, tomando o valor esperado de ambos

os lados da expressdo resultante e utilizando as Suposigdes S1, S3 e S4, 0
EQM ¢ expresso como

Ele* (m)] 2 J (n)

(5.39)
= Jmin + Jex (}’l)
com
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denotando o EQM minimo que pode ser atingido em regime permanente
e

Jex(n) =tr[Ry mK(N]
=, K'(N)
representando o EQM em excesso (EQME), drjglecaracteriza o vetor
contendo os autovalores da matriz de autocorreléggq, e k'(n), o

(5.41)

vetor dos elementos da diagonal d@’(n):QI,lK(an, sendo

K (n) =E[v(nv'(n] a matriz de correlacdo do vetor de erro do filtro

adaptativo. Note de (5.41) que o EQM é completamente determinado
apenas se os elementos da diagond ) sdo conhecidos.

5.3.5Matriz de correlagéo do vetor de erro do filtro adaptativo

Nesta secdo, visando completar a derivacdo do EQM, uma
expressao recursiva € derivada para computar os elementos da diagonal
de K'(n). Para tal, inicialmente a regra de atualizacdo (5.1) é reescrita

em termos dev(n) como
Xpa ()X ()
Xpa ()X (M) +9
Xm (M2Z(N
Xpa (WX () +9
+(1—-a)e(n)—o(n)

v(n+D)=|lyy —n

+ (wy —wo)u(n) (5.42)

com
uin = p(n+Y)— @ n. (5.43)
Agora, computando o produto extermn+1)v' (n+ 1), tomando o valor

esperado de ambos os lados da expressao resultante e utilizando as
Suposi¢cbes S2-S4, obtém-se
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K(n+1)=K (N—K (R ;- RK (N+puR 5(+p® IR 4
+u? (M)W = W)Wy —w )"
+(L=a)[(m —HR DK (M) +K 50y —R )]
+U(M)(1 g — R DENV (DWW, -w )| (5.44)
+u(n)(wWy = Wo)E[VT (0](1y m —HR )
+(L- ) "u(M[(w; —w,)e" (0)+£(0) (W, —W5)']
+(1- a)?K 3(N)+ 63w m

com K ,(n) =E[M(ne (N], Ks(n)=E[g(nNe'(n)], e
Ry :E{—XM () (1) } (5.45)

[Xpy (M) Xy (]2

T T T
Re(n) = E {XM (0 (VDT (g (e r)} (5.46)
[Xpm (M) (0]
denotando os momentos de quarta ordem do sinal de ex{ad§66].
Agora, visando obter uma expresséo recursiva para deteriis(a),

primeiramente, o produto externgn+21)e' (n+1)deve ser computado

e, entdo, o valor esperado da expressao resultante deve ser calculado (para
tal, as Suposicdes S2-S4 sdo utilizadas). Assim,
Ko(+1)=al ym — 1R K oM +a™u(nw ;-w e’ (0) (5.47)
+a(l-a)K 5 ()= 62l y -
Similarmente, para determindf;(n), computa-se o produto externo

e(n+1e' (n+1), toma-se o valor esperado da expressdo resultante e
considera-se as Suposi¢cdes S2-S4. Portanto,

Ka(n+1)=aK 3(N)+063 ym- (5.48)
Em particular, a série geométrica (5.48), pode ser reescrita como
2N
K 4(n) = o®K 5(0)+ 11 _0;2 o3 - (5.49)
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Agora, substituindo (5.49) em (5.44) e (5.47), pre- e pés-multiplicando a
expressao resultante p();rI,I e Qu ., respectivamente, e considerando
apenas os elementos da diagonal principal, obtém-se

K'(N+2) =0y —2H  + 13T L R ()
+2(1-a )y m —HH K5 (M)

+2Jinl 4+ 20(M)( y w —tH DY (1) (5.50)

+(1-a)?a®n+u?(n)g

+2(1— o )o"u (n)p + [1‘—“ (1- a2 )+ 1};;1
1+a

kh(n+D)=oa(l y m —HH 1K ’2(n)+an+1u(n)l)

5.51
+(1- o)™ + [i (1-o2)— 1} ol 5-51)
1+

ondel é um vetor de dimensddcom 1's e
¥(n) = diag{Qy, E[v(n)](w, —w,) " Qy} (5.52)
E= diag[QI,, (wy _WZ)(wl_WZ)TQM ] (5.53)
p =diagiQy v, —w, ' (0Ry ] (5.54)

e

n=diaglQy, £ (0" (0Qy 1. (5.55)

Particularmente, em (5.50), a matriz diagomala matriz cheiaL e o
vetor r, s&o provenientes da rela(;écdiag[QI,l Rs M)Qu 1=

@2T+LXk'(n) e diag(QI,I R,Qy )=r,. Especificamente, o vetoy, e as
matrizesT e L possuem solugbes distintas dependendo se o sinal de
entrada gaussiano é branco ou correlacionado (para detalhes veja
Apéndices D e F).

Assim, utilizando (5.50), o EQM [dado por (5.39)-(5.41)] pode
ser agora completamente determinado.
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5.3.6 EQM em regime permanente

Tendo em vista que o EQM apresenta em regime permanente um
comportamento oscilatrio, nesta se¢do, uma expressdo fechada para
determinar o valor em torno do qual tais oscila¢des ocorrem € derivada
(visando caracterizar o EQM em regime permanente). Especificamente,
tal valor pode ser determinado por

J =Jin +Jex
dado por (5.40) e
T =k K (5.57)

onde k' denota o valor médio de k'(n) em regime permanente. Para

(5.56)

com J .

computar k', uma expressio descrevendo o vetor de erro do filtro

adaptativo em regime permanente deve ser primeiramente obtida. Assim,
Elv,(m)] =E[w,(m)] - E[w,(n)]

=-Qu T (mQy; (W —w5)
onde T'(n) é uma matriz diagonal com elementos dados por
[(n,i) = Py + 5 (n,i) — p(n). (5.59)

Entdo, substituindo (5.58) em (5.52) e o resultado obtido em (5.50), o
comportamento de k'(n) em regime permanente pode ser descrito por

K, (n+1) =Ty, , —2pH, + 0> QT + LYK, (1)

(5.58)

21 -a)d,, ,, —HHDK, (1) + {I_—OL[I - d(a—-D]+ l}cil
’ ’ 1+

T iy + (1> (DL =20, 4, — HDT(mu(n) e
(5.60)

onde k'2’s(n) ¢ Kk’ (n) emregime permanente, isto &,
kS (n+1) =y, ,, —uHKS (1) +6(a — Du(n)p
(5.61)
+{L[1—8(a—1)]—1}c(2p1.
1+a
Em particular, verifica-se que o comportamento oscilatério de kg (n)
deve-se aos termos uz(n) e T(nu(n) em (5.60) e ao termo u(n) em

(5.61). Agora, para obter k', o valor médio das fungdes periddicas u’ (n),
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T(n,du(n) e u(n) devem ser determinados. Especificamente, o valor

médio de u” (n) é dado por

u? (m=g
o (5.62)
=> P[1— cos(qay)]-
g=1
Para o valor médio de ['(n,)u(n), tem-se
T (n,Du(n) = G(i)
1 L (5.63)
=523 A leos(qon — v, ) —cos(y )
2 24
O valor médio de u(n) é
u(n) =0. (5.64)

Agora, substituindo (5.64) em (5.61), o valor médio de k'2’s(n) pode ser

computado por
K5 ={—a [1—5(a—1)]—1}0§,[(1—a)IM o FUH T (5.65)
' I+a '

Substituindo (5.62), (5.63) e (5.65) em (5.60) e considerando
k. (n+1)=k!(n) =k’, obtém-se

= | 2 ZuGé
K'=B <u'J, ik +mf +[gIIM,M —2(IM’M —-uH)GE, (5.66)

onde f =H,[1,, ,, —a; 3, — uH)1™'1, G é uma matriz diagonal com

elementos dados por (5.63) e
B:Zu[(Hl —uT)—%L}. (5.67)

Entdo, substituindo (5.66) em (5.57), tem-se

2
AT p-l]. 2 2uo,,
T = M5B iy + T Ly gy~ 200y —HHGEE

(5.68)
Assim, o valor em torno do qual o EQM oscila em regime permanente
pode ser completamente determinado através de (5.68) e (5.56). Além
disso, destaca-se que:
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a) A expressdo dé,, pode ser decomposta como
jex = jex,0+ jex,: (5-69)
com
jex,O= Mz‘]mir?“-lxl;l B_]1‘4 (5.70)

N 2uc?o ~ ~
Jex1=AuB l+cxf+[glIMM 2(Iyy m —MH )GIE b (5.71)

Especificamente J,, o € a parte do EQME em regime permanente

relacionada com o ruido do gradiente no processo de adaptacéo [56],
o qual ocorre em ambos 0s ambientes variante e invariante no tempo.

Por outro Iado,jeX’1 € a parte do EQME em regime permanente
relacionada exclusivamente com o atraso do rastreamemg (e
por w(n) [56]; ocorrendo, portanto, somente em ambientes variantes
no tempo.

E bem conhecido da literatura{#], [56] que J,, o € uma funcéo

crescente com respeito ao passo de adapt,a,gTamquantojem é

uma funcéo decrescente de Visando ilustrar esse comportamento
antagonico, a Figura 5.3 mostda, o, Jex; € O resultantel,, para
diversos valores de passo de adaptacdo, utilizando os mesmos
parametros do Exemplo 1 (primeiro cenario). Nota-se {jyeexibe

forma convexa, implicando que existe uma valor de pagsgue
minimiza Jg, (e, consequentement®). Em particular, a derivagdo

de uma expresséo fechada para opgendo pode ser obtida devido a

forma intricada de (5.68); entretantp,, pode ser determinado

numericamente para diversas condicdes de operagdo utilizando
(5.68).
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Valor médio do EQM enr
regime permanente (dB
“

1 e} hl L 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

Passo de adaptacago,
Figura 5.3 - Comportamento do valor médio do EQME em regime
permanente em relagéo ao passo de adaptacao.
b) Tendo em vista que para sinal de entrada gaussiano branco os
elementos deT, L e o vetorr, sdo dados, respectivamente, por

(F.12), (F.13) e (D.41), tem-se que a inversa Rlepode ser
determinada  analiticamente  utilizando a férmula de
Sherman-Morrison-Woodbury [55]. Assim,

4 MMM+2) | p11’ .

PR uM +2-p) "M T M+ 2)(2-p)
Agora, substituindo (5.72) em (5.68) e consideramﬂp:cil,
obtém-se

(5.72)

Jexlbranco: J9X10| branco ‘]ex,1 branc (5.73)
com
J, _h M 4
JeXrolbranCO_ (2_ Ll) (M _ 2) Jmm (5.74)
e
3 _ GiM 2pG$M
e Upranco n2-—p) | @+ a)M —a(M —p)] 575

+ {gl - 2(%) gz}llwl— Wzllz}

onde| - | denota a norma euclidiana e

Q
0= 3 L3 R Alcos@o ) cost )l (676)
g=1
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5.4 RESULTADOS DESIMULACAO

Nesta secdo, visando avaliar a precisdo do modelo estocéstico
proposto, os resultados obtidos das simulacdes de MC (média de 300
realizacdes independentes) sdo comparados com as predigdes do modelo
em diversas condicdes de operacao (isto €, cobrindo diferentes sistemas
variantes no tempo, varios valores de passo de adaptacédo e diferentes
niveis de correlagéo do sinal de entrada). Em todos os exemplos, a menos
gue seja mencionado o contrario, a variancia do ruido de medicdo é
62=10"?, o parametro de regularizacd®~10" e o sinal de entrada

x(n) é um processo gaussiano de média zero, dado por

X(N) =P (=1 —P,{(n-2)+ \(n (5.77)
ondep; e B, séo os coeficientes do processo AR(2)® é um ruido
gaussiano branco com variancia determinada por

2 _[1-B> 2 a2
Gv—[l+B2J[(1+l32) B1l- (5.78)

Note que, considerand@, =f,=0, x(n) € reduzido a um ruido

gaussiano branco com variancia unitaria [iste(@ = () com 03 =1].

5.4.1Exemplo 1

Neste exemplo, a precisdo do modelo proposto € avaliada para
diferentes niveis de correlacdo do sinal de entrada. Para tal, considera-se
aqui um cenario no qual a resposta ao impulso do sistema [ist(1®),

dada por (5.3)] varia periodicamente entre os veterge w, (cujas
amostras sdo ilustradas na Figura 5.5) de acordo com a seguinte funcéo
periddica:

p(n) =0,5+ 0,5cosfyn (5.79)

onde ®y=m/2000. Além disso, considera-seg(0)=0, csfp =0,

n=0,125 e sinais de entrada com trés diferentes niveis de dispersdo dos
autovalores da matriz de autocorrel&éaisto é,y =1 (sinal de entrada

24 A dispersdo de autovalores ¢ uma medida do nivel de correlagdo de um sinal
(quanto maior o valor da disperséo de autovalores, mais correlacionadal§, o si
sendo calculada como a raz&o entre 0 maior e 0 menor autovalor de sua matriz de
autocorrelacéo.
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branco), y=114,04 [obtido de (5.77) assumindd}; =-0,55 e
B, =0,80] e y =559,14 (alterandof, para0,93).

Figura 5.4 ilustra o comportamento médio de alguns coeficientes
do filtro adaptativo e 0 EQM obtidos através de simula¢cdes de MC e do
modelo proposto. Nota-se que o0 modelo proposto descreve
satisfatoriamente os resultados das simula¢des de MC tanto na fase
transitéria quanto em regime permanente, independentemente do nivel de
correlagdo do sinal de entracén). Além disso, comparando a Figura

5.4(a) com as Figuras 5.5(c) e (e), observa-se que os coeficientes do
sistema variante no tempo (denotados pelas linhas pontilhadas escuras)
sao individualmente rastreados pelos respectivos coeficientes do filtro
adaptativo (denotados pelas linhas tracejadas escuras) apenas quando o
sinal de entrada é branco [caso apresentado na Figura 5.4(a)]. Para as
situacdes nas quais o sinal de entrada é correlacionado [Figura 5.4(c) e
(e)], verifica-se que ndo existe uma relacdo de um-para-um entre 0s
coeficientes da planta variante no tempo e os coeficientes do filtro
adaptativo (esses resultados corroboram a discussdo apresentada na
Secdo 5.3.3).
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Figura 5.4- Exemplo 1. Comportamento médio de alguns coeficientes do filtro
adaptativo (esquerda) e EQM (direita) obtidos por simulacdo de MC (linha
irregular cinza) e do modelo proposto (linha tracejada escura). Os coeficientes d
sistema variante no tempw,(n) e o valor médio do EQM em regime
permanente so indicados por linhas pontilhadas escuras. (g) €1bjc) e (d)
x=114,04 (e) e (f) x =559,14

5.4.2Exemplo 2

7

Neste exemplo, o modelo proposto é avaliado considerando
diferentes valores de passo de adaptacdo, visando ilustrar o
comportamento do valor médio do EQM em regime permanente (isto &,

J) com respeito ao pasgo Para tal, considera-se 0 mesmo cenério do
Exemplo 1 (com sinal de entrada branco gaussiano) e os seguintes valores
de passo de adaptacdp=0,1, p=p,=0,28 [passo 6timo que
minimiza J, o qual foi obtido numericamente através da minimizacéo de
(5.68)] e u=1,5. A partir da Figura 5.6, observa-se que o modelo
proposto descreve com precisdo muito boa os resultados das simulacdes
de MC para todas as condi¢cdes de operagdo consideradas. Além disso,
como satisfatoriamente predito pelo modelo proposto, nota-se que a
medida que o valor do passo de adaptacéo é aumentado, em um primeiro
momento, deu=0,1 parap=p, =0,28, ambas as oscilagées do EQM

e seu valor médio em regime permanente séo reduzidos. Por outro lado,
aumentando novamente o valor do passo do adaptacfe; ge=0, 28
parap=1,5, observa-se que embora as oscilagdes no EQM tenham sido
mais uma vez reduzidas, o valor médio do EQM em regime permanente
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¢ agora aumentado (ilustrando o comportamento convexd a®m
respeito ao passo de adaptagio

0.5
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Figura 5.5- Exemplo 1. Amostras dey; (linha cinza) ew, (linha escura).
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IteracOes
(©)
Figura 5.6- Exemplo 2. Curvas do EQM obtido através de simulagbes de MC
(linhas cinza irregulares) e do modelo proposto (linha tracejada escura). O valor
do EQM em regime permanente € indicado por linhas pontilhadas escuras. (a) e

(b) p=0,1. (c) e (d)p=p, =0,28.(€) e (u=1.5.

5.4.3Exemplo 3
Neste exemplo, o modelo proposto é avaliado em cenarios nos
quais o sistema variante no tempg(n) apresenta alteragdes lentas,
moderadas e rapidas. Para tal, considera-sewgyfe) varia entre os

vetoresw; e w, (cujas amostras sdo ilustradas na Figura 5.7) de acordo
com a seguinte funcao triangular:

r'(n)=0,5+ 0,4344co(sw0n+gj— 0,04830%30@%%)
(5.80)
+0,0174co€ 50n+gj

para a qual trés diferentes valores dg séo considerados, isto €,
n/1000, =/500 e =/250. Além disso, utiliza-se aquig(0)=1,
@ =0,999, 65 =10, p=1 e um sinal de entradg(n) correlacionado
obtido de (5.77) confs, =—-0,55 e 3, = 0,90 (implicandoy =340,14)

A Figura 5.8 apresenta o comportamento médio de alguns
coeficientes do filtro adaptativo e 0 EQM obtidos por simulagédo de MC e

do modelo proposto. Verifica-se que 0 modelo proposto descreve muito
bem os resultados das simula¢cdes de MC para todos os valogs de

considerados. Alem disso, nota-se que a medidangs) varia mais
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rapido (0 que € obtido aumentando o valoreg§, seu rastreamento €
deteriorado. Como consequéncia, tanto o valor médio do EQM em regime
permanente [denotado pelas linhas pontilhadas escuras nas
Figuras 5.8(b), (d) e (f)], quanto a amplitude de suas oscilagbes
aumentam.

Amplitude
o

—1F

0 5 10 15 20 25 30

b

Amostras
Figura 5.7- Exemplo 3. Amostras de; (linha sélida cinza) av, (linha sélida
escura).
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Figura 5.8- Exemplo 3. Comportamento médio de alguns coeficientes do filtro
adaptativo (esquerda) e EQM (direita) obtidos por simulacdo de MC (linha
irregular cinza) e pelo modelo proposto (linha tracejada escura). Os coeficientes
do sistema variante no tempw,(n) e o valor médio do EQM em regime

permanente sdo indicados por linhas pontilhadas escuras. (apg=hy1000.
(c) e (d) wg =m/500. (e) e (f) oy =n/250.

5.4.4Exemplo 4

Neste exemplo, a precisdo da expressdes de modelo utilizadas para
computar o valor médio do EQM em regime permanente [isto €&, (5.56),
(5.68) e (5.73)-(5.75)] é verificada. Para esse fim, utiliza-se aqui 0 mesmo
sistema variante no tempo do Exemplo 3 cag==/1000 e dois
diferentes sinais de entrada; no primeiro caso, considera-se um sinal
branco gaussiano [obtido de (5.77) cfm=, =0] e no segundo caso,
um sinal correlacionado gaussiano [obtido de (5.77) considerando
B, =-0,55¢€ B, =0,8, implicandoy =114,04]

A Figura 5.9 mostra os valores médio do EQM em regime
permanente obtidos por simulacdo de MC e pelo modelo proposto
considerando diversos valores de passo de adaptacdo e trés diferentes
variancias do ruido de medigdo, isto é2=10"3, 102 e 10
Observa-se que o modelo proposto descreve com precisdo muito boa os
resultados obtidos por simulacéo de MC. Especificamente, para 0 caso de
sinal correlacionado coths§=1(T3, uma pequena discrepancia é
observada entre os resultados de simulacdo e as predi¢cdes do modelo.
Todavia, nota-se que o modelo proposto € ainda capaz de descrever
satisfatoriamente a tendéncia de comportamento do valor médio do EQM
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em regime permanente, indicando inclusive a regido do passo de
adaptacgao o6timo.
0

n
B

-5

-10

-15

Valor médio do EQM el
regime permanente (d

53 =10°

20 .
0

Valor médio do EQM er
regime permanente (dE

05 1 15
Passo de adaptacag,
(b)
Figura 5.9- Exemplo 4. Valor médio do EQM em regime permanente obtido
através de simulacBes de MC (marcadores cinzas) e do modelo proposto (linhas
escuras). (a) Sinal de entrada branco gaussiano. (b) Sinal de entrada
correlacionado gaussiano com=114,04

5.5 CONCLUSOES

Este capitulo apresentou um modelo estocastico para o algoritmo
NLMS operando em um ambiente variante no tempo, considerando sinais
de entrada branco e correlacionado (ambos com distribuicdo gaussiana).
Comparando com outros modelos estocéasticos apresentados na literatura,
uma representacdo mais geral de sistemas variantes no tempo foi
discutida, a qual permite avaliar o modelo proposto em uma extensa gama
de cenarios praticos (incluindo, por exemplo, ambientes periédicos).
Particularmente, evitando o uso de algumas suposi¢cdes simplificativas
comumente consideradas na literatura, expressées de modelo precisas
foram derivadas descrevendo o comportamento médio dos coeficientes
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do filtro adaptativo e o EQM do algoritmo NLMS, tanto para a fase
transitoria quanto para o regime permanente. Baseado nas expressdes de
modelo proposto, uma andlise aprofundada do comportamento do
algoritmo NLMS operando em ambientes variantes no tempo também foi
realizada. Através de resultados de simulacdo, a precisdo do modelo
proposto foi verificada para diferentes cenarios de operacgéo, confirmando
que o modelo apresentado pode ser utilizado para predizer com vantagem
0 comportamento do algoritmo NLMS (evitando o uso extensivo de
simulagfes de MC).



CAPITULO 6

CONCLUSOES E CONSIDERACOES FINAIS

Neste capitulo, sédo apresentadas as conclusdes e consideracdes
finais deste trabalho de pesquisa. Inicialmente, as principais contribuicbes
de cada capitulo sdo sumarizadas. Na sequéncia, sao listados os artigos
cientificos publicados a partir das contribuicdes originais desta tese de
doutorado. Por fim, algumas sugestdes para trabalhos futuros na area de
filtragem adaptativa sé&o propostas.

6.1 SUMARIO E DISCUSSAO DOS RESULTADOS

Neste trabalho de pesquisa, algumas contribuicbes originais a
modelagem estocastica dos algoritmos adaptativos FXLMS e NLMS
foram apresentadas. Particularmente, para o algoritmo FXLMS foram
derivados dois modelos, ambos considerando aplica¢des de controle e/ou
equalizacéao ativa de ruido periddico, porém com diferentes estruturas (a
saber, monocanal e multicanal). Para o algoritmo NLMS foram propostos
dois modelos estocésticos, ambos considerando uma aplicacdo de
identificacdo de sistemas com sinais de entrada branco gaussiano e
correlacionado gaussiano. Especificamente, o primeiro modelo do
algoritmo NLMS foi obtido assumindo que o filtro adaptativo e a planta
a ser estimada podem possuir ordens diferentes. Para o segundo modelo
do algoritmo NLMS, considerou-se uma formulagdo matematica mais
geral para a planta a ser identificada (em comparacdo com trabalhos
publicados na literatura), capaz de representar diversos tipos de sistemas
variantes no tempo.

No Capitulo 1, foi apresentado uma introducao sobre o trabalho de
pesquisa realizado. Especificamente, foram citadas algumas aplicacdes da
filtragem adaptativa e seus principais campos de pesquisa. Além disso,
foram discutidos alguns aspectos a respeito da modelagem estocéstica de
algoritmos adaptativos como também foram estabelecidos os objetivos
gerais desta tese.

No Capitulo 2, um modelo estocastico para o algoritmo FXLMS
operando em sistemas de NANE foi desenvolvido. Em contraste com
outros modelos apresentados na literatura, o0 modelo proposto foi derivado
levando em consideragdo o comportamento dindmico dos coeficientes
adaptativos durante todo o processo de adaptacdo, resultando em
expressdes de modelo que descrevem precisamente 0 comportamento
médio dos coeficientes adaptativos, o EQM e o PEQM (tanto na fase
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transitéria quanto em regime permanente). A partir das expressdes de
modelo obtidas, importantes aspectos do comportamento do algoritmo
FXLMS operando em sistemas de NANE foram discutidos, fornecendo
um melhor entendimento do comportamento de tais sistemas (por
exemplo, a distorcéo na equalizacéo do ruido periédico causada por uma
modelagem imprecisa do caminho secundario). Através de resultados de
simulacéo, a precisdo do modelo proposto foi verificada para diferentes
condicbes de operacao.

No Capitulo 3, um modelo estocastico para o algoritmo FXLMS
operando em sistemas multicanal de NANC foi apresentado. Em
particular, o modelo proposto também foi derivado levando em
consideracdo o comportamento dinamico dos filtros adaptativos durante
todo o processo de adaptacdo (de forma similar ao desenvolvido no
Capitulo 2). Tal procedimento teve como resultado expressdes de modelo
gue descrevem adequadamente o comportamento médio dos coeficientes
adaptativos e o EQM. Através de resultados de simulagéo, a precisdo do
modelo proposto foi avaliada para diversas condicdes de operagéo,
incluindo diferentes valores de passo de adaptagdo, distintas
configuragdes quanto ao niumero de fontes secundarias e microfones de
erro, além de diferentes nimeros de senoides no ruido acustico.

No Capitulo 4, considerando sinais de entrada branco gaussiano e
correlacionado gaussiano, um modelo estocastico para o algoritmo
NLMS foi derivado, assumindo que o filtro adaptativo pode possuir
dimenséo diferente daquela da planta a ser identificada. Tal suposicdo que
€ condizente com cenarios praticos, ndo € usualmente tratada na literatura
devido a dificuldade matematica acrescida ao desenvolvimento da
modelagem estocastica. Particularmente, foram derivadas expressoes de
modelo descrevendo precisamente o0 comportamento médio dos
coeficientes do filtro adaptativo e o EQM, tanto para a fase transitoria
quanto para o regime permanente. Adicionalmente, para o caso de sinal
de entrada branco, uma expressao para determinar o passo de adaptacac
6timo (isto €, aquele que minimiza 0 EQM em regime permanente) foi
obtida. A partir das expressfes de modelo desenvolvidas, alguns aspectos
do comportamento do algoritmo NLMS foram discutidos, como, por
exemplo, o comportamento convexo da curva do EQM em regime
permanente em relagcdo a ordem do filtro adaptativo, quando a planta a ser
identificada é ndo estacionaria. Os resultados de simulacdo apresentados
ratificaram a precisdo das expressdes de modelo derivadas para uma
ampla faixa de condi¢bes de operacao (incluindo, diversos valores do
passo de adaptacdo, filtro adaptativo e planta a ser estimada com
diferentes ordens).
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No Capitulo 5, considerando sinais de entrada branco gaussiano e
correlacionado gaussiano, um modelo estocastico para o algoritmo
NLMS operando em ambiente variante no tempo foi derivado. Em
particular, para a planta a ser identificada foi considerada uma formulagéo
mais geral (em comparacao com trabalhos publicados na literatura) capaz
de representar diversos tipos de sistemas variantes no tempo; originando
um modelo estocastico capaz de predizer o comportamento do algoritmo
NLMS em uma ampla gama de cenarios de operacdo. Adicionalmente,
evitando o uso de algumas suposi¢fes simplificativas comumente
consideradas na literatura, express6es de modelo precisas foram
derivadas descrevendo o comportamento médio dos coeficientes do filtro
adaptativo e o0 EQM do algoritmo NLMS, tanto para a fase transitoria
guanto para o regime permanente. Em especifico, o comportamento
médio dos coeficientes do filtro adaptativo foi também descrito através
de uma expressao de forma fechada, a qual tem a vantagem de mostrar os
diversos comportamentos (por exemplo, exponenciais e/ou periddicos)
gue modelam cada coeficiente adaptativo, o que pode nédo ser evidenciado
através de uma expressao recursiva. Tendo como base as expressfes de
modelo obtidas, uma analise do comportamento do algoritmo NLMS
operando em ambientes variantes no tempo também foi realizada. Através
de resultados de simulacgéo, a precisdo do modelo proposto foi verificada
para diferentes cenarios de operacdo, confirmando que o modelo
desenvolvido pode ser utilizado para predizer o comportamento do
algoritmo NLMS (evitando o uso extensivo de simulagcbes de MC).

Portanto, tendo em vista as contribuigcBes apresentadas, acredita-se
gue os objetivos inicialmente estabelecidos foram alcancados com
sucesso durante a realizagdo deste trabalho de pesquisa. Em especifico,
neste trabalho, uma ampliacdo da base tedrica no que tange os algoritmos
adaptativos FXLMS e NLMS foi obtida, a qual pode ser utilizada no
desenvolvimento de novos modelos estocasticos como também de novos
algoritmos adaptativos.

6.2 ARTIGOSCIENTIFICOS PUBLICADOS

Durante a realizagdo deste trabalho de pesquisa trés artigos
ciéntificos foram publicados (sendo dois artigos em periddicos
internacionais e um artigo em congresso nacional), os quais sao listados
a seguir:

e M.V. Matsuo e R. SeardDn the stochastic analysis of the NLMS
algorithm for white and correlated Gaussian inputs in time-varying
environmentd, Signal Processingv. 128, pp. 291-302, Nov.
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2016.

e M.V. Matsuo e R. SeardOn the Stochastic Modeling of FXLMS-
Based Narrowband Active Noise Equalization SysterSgnal
Processingv. 115, pp. 214-226, Out. 2015.

e M.V. Matsuo e R. Seard'Sobre a Modelagem Estocéstica do
Algoritmo NLMS em Ambientes Nao Estacionéarios para Filtros
Adaptativos e Plantas do Sistema com Ordens Difergniies
XXXIIl Simpdsio Brasileiro de Telecomunicacgdésiz de Fora,
MG, Brasil, Set. 2015, pp. 1-5.

6.3 SUGESTOES DETRABALHOS FUTUROS

Como propostas para trabalhos futuros, sugere-se:

e Desenvolvimento de um sistema de NANE cuja equalizacdo do
ruido acustico seja robusta a modelagens imprecisas do caminho
secundario.

e Estender os modelos estocasticos apresentados nos Capitulos 4 e 5
para o caso de sinais de entrada complexos.

e Estender a modelagem estocatica desenvolvida no Capitulo 4 (no
qual foi considerado que o filtro adaptativo e a planta a ser
estimada podem possuir ordens diferentes) para outros algoritmos
adaptativos, como, por exemplo, para os algoritmos aifhé
projection, RLS (ecursive least squayee os algoritmos da
familia PNLMS proportionate normalized least-mean-square

e Derivar modelos estocasticos para os algoritmos da familia
PNLMS considerando a formulacéo de planta variante no tempo
utilizada no Capitulo 5, visando comparar o desempenho de tais
algoritmos em diversos tipos de ambientes variantes no tempo.
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DISCUSSAO ACERCA DA SUPOSICAO A4

Neste apéndice, é analisado o efeito da ado¢do da Suposigdo S4
(utilizada na derivagdo do modelo estocdstico do Capitulo 2) nos
resultados obtidos para o comportamento médio dos coeficientes dos
filtros adaptativos e para o EQM do algoritmo FXLMS operando no
sistema de NANE. Para tal, resultados de simulagdo de MC obtidos
utilizando a Suposi¢do S4 [fases iniciais dos sinais periddicos d(n),
X0, (n) e x, q (n) variando entre realizacbes do sistemas de NANE] sdo
comparados com os resultados obtidos considerando que as fases iniciais
dos sinais senoidais s3o fixas (também comumente adotado em
simulagdes de MC para avaliar o desempenho de sistemas de NANC).

Considere um cendrio em que o sistema de NANE € configurado
para processar um ruido periddico composto por trés componentes

senoidais com amplitudes D, =D, =D;=,2/3 e frequéncias
o, =0,15n, ®, =0,30n e w3 =0,45% rad/s, utilizando B; =0, B, =1e
B;=3 e p =n,=p;=00075. Adicionalmente, considere
Ap, =A@, = Apy =T/2, G? =0 e que o caminho secundério estimado
§(n) modela perfeitamente o caminho secunddrio real s(n) (cuja

resposta ao impulso € ilustrada na Figura 2.4). A Figura A.1 apresenta o
comportamento médio dos coeficientes dos filtros adaptativos e 0 EQM
obtidos por simulacio de MC (300 realizacSes independentes),
assumindo, em um primeiro momento, que as fases iniciais sdo fixas

(dadas por, 8, =0 e ¢, =Agp, =m/2 para g=1,2 e 3) e, em um
segundo momento, considerando a Suposi¢cdo A4 (isto é, 0 P U0,2n) e
P, =eq +A(pq para g=1, 2 e 3).

Nota-se da Figura A.l(a) que o comportamento médio dos
coeficientes dos filtros adaptativos considerando a Suposi¢iio S4 é muito
similar aos resultados obtidos assumindo que as fases iniciais 6, e ¢,
(para g =1, 2 e 3) sdo fixas para todas as realiza¢des da simulacdo de
MC. Assim, verifica-se que a adocdo da Suposicio S4 basicamente ndo
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tem efeito nas curvas que descrevem o comportamento médio dos
coeficientes do filtro adaptativo.

Agora, da Figura A.1(b), observa-se que ao se consitgrar,

fixos para todas as realiza¢des da simulacdo de MC, o EQM resultante
(representando pela linha cinza) € composto por senoides elevadas ao
quadrado, representando essencialmente a poténcia instantanea do sinal
de erro. Nota-se que essa curva de EQM dificulta a avaliacdo de
desempenho do sistema de NANE. Por exemplo, é dificil saber apenas
observando tal curva de EQM se as amplitudes de cada senoide (que
comp8em o sinal de erro) foram ajustadas para os valores desejados. Por
outro lado, ao se considerar a Suposi¢do S4, nota-se que o EQM resultante
(representado pela linha escura) € uma descricao da poténcia média do
sinal de erro (e ndo mais da poténcia instantdnea, como no caso anterior).
Note que a curva do EQM obtida considerando a Suposicdo S4 possibilita
uma melhor avaliagdo do desempenho do sistema de NANE. Em
particular, pode-se constatar que a poténcia média do sinal de erro
converge para o valor dg 23 dB, indicando que cada senoide teve a sua
amplitude ajustada para o valor desejado.

Além disso, do ponto de vista da modelagem estocastica, a adocao
da Suposicdo S4 resulta em equacgdes de modelo mais simples do que
aguelas que seriam obtidas caso fosse considerado valores fixos para as
fases iniciaisd, e ¢, (para today).
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10
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Iteracbes
(b)
Figura A.1- Comportamento médio dos coeficientes dos filtros adaptativos (a) e
EQM (b) obtidos por simulagdo de MC considerando as fages ¢, fixas

(linhas cinza) e a Suposicao A4 (linhas escuras).
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DETERMINACAO DE H g (1)

Neste apéndice, a abordagem utilizada para computar 0 momento
de quarta ordem (2.43) dos vetores dos sinais de referéncia € apresentada.
Para tal, as matrizes (2.43) e (2.44) séo primeiramente escritas como

L (n)y K2 (n)
A q,r q,"
H,,(m#| 7 0 (B.1)
hq”r (n) hq”r (n)

(B.2)

1.1 1,2
Gr(n)é{gr (ny g (n)}l

2,1 2,2
g () g"(n)
Assim, utilizando (B.1) e (B.2) em (2.43), o elemento da primeira linha e
primeira coluna da matriz H, ,(n) pode ser escrito como

h}]’}r (n) = E[cos(w, )cos(®m,.) cos(wq )cos(wq ) glr’l (m]

+E[cos(wm, )sen(w, ) cos(wq ) cos(wq ) glr’2 (m]

B.3)
+E[sen(w, )cos(®, ) cos(wq ) cos(wq ) gf’l (m]
+E[sen(w, )sen(w, )cos(wq ) cos(wq ) gf’z (m]
com
@, 2o, (n-1)+0, (B.4)
e
@, 2o, (n-1)+6,. (B.5)

Agora, utilizando as Suposi¢oes S3 e S4 (veja Se¢fo 3.2) e as identidades
trigonométricas

cos(x)cos(y) = %[cos(x —y)+cos(x+ y)] (B.6)

sen(x)sen(y) = %[cos(x —y)—cos(x+ y)] B.7)

sen(x)cos(y) = %[sen(x —y)+sen(x+ y)] (B.8)
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a expressio (B.3) pode ser reduzida para

b= o= Bletl ol {10 Bl 0] ©9)

onde &(n) denota a fun¢do delta de Kronecher. Entdo, para determinar os
elementos restantes de H g (1), utiliza-se um procedimento similar ao

realizado para obter (B.9). Assim,
1
By () =gy () = 28(q = r) (Elg; ()] + Elg,” (]} (B.10)
e

22, . |1 1
iy (n) —[

4 8

Entdo, utilizando (B.9)-(B.11) e considerando ¢ =r, a matriz H q’r(n) é

S(q—r)}E[gi’l(nn+B+§6(q—r)}E[g%2(n)]. (B.11)

expressa como

1 3 i,l r2,2 i,Z 3,1
i, -1k hz(n)+gzl(n) ALY e
8 |Letm+grm gl m+3g27 ()

Agora, definindo Kr(n)éE[Gr(n)], (B.12) pode ser reescrita como
(2.45). Similarmente, utilizando (B.9)-(B.11) e considerando ¢ #r,
tem-se

1
H,, (0= E{lg; (0 + g I (B.13)

da qual (2.46) segue. Finalmente, a matriz K, (n) é obtida substituindo

(2.37) e (2.40) em (2.44) e tomando o valor esperado de ambos os lados
da expressdo resultante.
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DETERMINACAO DE V()

AT 4 0,0 ;
Neste apéndice, ¢ mostrado que V™ () pode ser aproximada por

uma matriz diagonal. Para tal, considere V;’O(oo) expressa como

lim E[v, g (n)]=0. Assim,
n—>00

lim E[vj , (n)] lim E[v, , (m)v; , (m)]
V;),O (OO) — n—>0 n—>0 , (Cl)
12130 Elvy , (m)vy , ()] lfio Elvi, ()]

com vo’q(n) e vl’q(n) denotando os elementos do vetor (2.35).
Similarmente a [27], tem-se lim E[vl’q(n)]:O. Agora, substituindo
n—>00

(2.35) em (2.26) e utilizando a condicio de passo de adaptacdo pequeno
(isto é, 1 g < 1), tem-se

Elvy, (n+D]= [1—%%%}]5["0,61(" +1)] (C.2)

E[yy, (n+1)]= [1—% uqrqu[qu(n +1)] (C.3)

onde t, € dado por (2.59). Assim, sob a condigéo de passo de adaptagéo
pequeno, nota-se que E[vo’q (n)] e E[vl’q (n)] sdo atualizados de forma
independente um do outro. Logo,

lim Efv, (n)v; ()] = lim E[vo , (m)]E[vy, ()]

~(.
Portanto, (C.1) pode ser reescrita como uma matriz diagonal, isto &,

VOO o) - Elvg, ()] 0
0 E[i, ()]

(C4)

(C.5)
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com E[vj ()] lim E[v5 ()] e ED{, ()12 lim Ef, (m)]. Agora,
1n—>00 n—>00

substituindo (2.56) e (C.5) em (2.42) e levando em consideragdo que os
elementos fora da diagonal sdo nulos, a seguinte relagio é obtida:

{E[vg , ()]~ E[v7, ()} {(L =B, 8,7, +a,,)
+0,5p, (65 + Tl =B,) 0y, +Ba, T, (C.6)
B, (=B, )@y, +a,7,)]}=0.
Tal expresséo € satisfeita se
Elvg . (0)] = BNy, ()] =¢,,. (C.7)

Para computar £, toma-se o limite com n—oco de (2.42), utilizando

q’
(C.5) e (C.7). Assim,
A2 A2 ~2 22
1 @ +¥h, , 1 (6, +7)h, &
£gh, :?qiq - . qGZ+5uq7q - . qz;srk (C.8)
q q r=
com 1, e A, dados por (2.59) e (2.60), respectivamente. Agora, somando

todos os valores de (C.8) para ¢ =1,2,...,Q, obtém-se
S
Zs A, = T (€9

onde & € dado por (2.58). Agora, substituindo (C.9) em (C.8), &, é
expresso como

1 @+ 1,
g, =—H,— 0.
2 T, 1-¢

Finalmente, substituindo (C.10) e (C.7) em (C.5), segue (2.57).

(C.10)
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DETERMINACAODE R;, R,, R; ER,

Neste apéndice, sdo apresentados os procedimentos para R, a
determinacdo das matrizes R;, R,, R; e R, [dadas por (4.43), (4.44),
(4.58) e (4.61), respectivamente]. Em particular, o procedimento para
determinacdo de R, e R, jd foi apresentado em [66] (para sinal de
entrada correlacionado) e em [67] (para sinal de enR,, trada branco),
sendo repetido aqui visando tornar esse documento autocontido. Agora,
para a determinagdo de R, e R; € utilizado um procedimento similar ao
apresentado em [68] (porém nio exatamente igual).

D.1 DETERMINACAO DE R,

Especificamente, a matriz de autocorrelagdo normalizada R,

[dada por (4.43)] pode ser computada como?

['s} ['s} T
X1 X
R = [ [ 2 fpixy, )dx,, (D.1)
XIT/IXM
—o0 —o0
M integrais

onde f(x,,) representa a fungdo densidade de probabilidade do vetor
X, (n) e M denota a dimensdo de x,, (n). Visando dar proceguimento ao

cdlculo de R, a seguinte func¢io matricial auxiliar € definida:

o0 o0 X XT T
F,(w)2 j j MM &% £ (X, )Xy, (D.2)
—o0 —0 XM XM
—_
M integrais

Note que lim F(w)=0 e K (0)=R,. Agora, utilizando em (D.2) a
W—>0

defini¢@o da func¢do densidade de probabilidade de um vetor de varidveis
gaussianas, isto é,

%5 O indice de tempo n é aqui desconsiderado visando simplificar a notagio.
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|
1 _EXMRM,MXM
c

F G0 = @n)"" Jdet(R, ,,)

onde Ry, ,, € a matriz de autocorrelagdo de x,,(n), e, na sequéncia,

(D.3)

derivando a expressdo resultante em relacfio a @, obtém-se

W (@) o _ ’det[LM’M @l (@) (D.4)
do det(R,, M )

L, (@) =Ty 5 +20Ry, ) Ry . (D.5)

Substituindo (D.5) em (D.4) e utilizando a decomposi¢do de autovalores

com

_ T ~ . .
Ry, =Qu Ay Q) na expressio resultante (onde Q,, € a matriz de
autovetores de Ry, ,, e A, € uma matriz diagonal, cujos elementos

correspondem aos autovalores de Ry, /), tem-se
3 OF (@) a 1
ow " Jaet(@,, ,, +2mA,,)

My 4 +20A) " Ay Qy, (D.6)

Integrando (D.6) em relacdo a w,

J (m) a [ J 1 g
A v MM
0 \/det(IM’M +20A,,) (D.7)
+2wAM)_1Ade:|QL
com
7 dF, (m) .
[T 4o Im F@-FO)] (D.8)

0
tendo em vista que lim Fj(w)=0 e K (0)=R, [veja (D.2)]. Agora,
W—H>0
considerando (D.7) e (D.8), tem-se
R, =Q,H,Q, (D.9)
onde H; é uma matriz diagonal cujos elementos sdo computados como
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0 7\‘
H, (i) = j = dw
O 1+20w) ,H (1+ 2%, @)
k=l (D.10)
1% 1
= _[ do
2 M
\MO (w_wi)\/H(w_wk)
k=1
com
M
v =2"T]n (D.11)
k=1
(]
1
W, = —I (D12)
k

onde &, € o k-ésimo elemento da diagonalde A,,. A partir desse ponto,
a solugdo de (D.10) difere para sinal de entrada branco e correlacionado.

D.2 SINAL DE ENTRADA BRANCO
Especificamente, assumindo M par e sinal de entrada x(n) branco

[implicando @, :—1/ 262 para todo k, com o2 denotando a varidncia
de x(n)], araiz quadrada do denominador de (D.10) pode ser eliminada
e a integral resultante pode ser resolvida analiticamente, resultando em

[67]
1
H(@i)y=—. D.1
(&) N (D.13)

D.3 SINAL DE ENTRADA CORRELACIONADO

Agora, considerando sinal de entrada correlacionado e M par, cada
par adjacente de varidveis w, € substituido por sua média geométrica

com multiplicidade dois [visando eliminar a raiz quadrada do
denominador de (D.10)]. Assim,

H, (i) = lv j ! dw (D.14)

M2
zﬁo(m—mi)n(m—ﬁsk)

k=1
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onde @, :—JﬁsMﬁsz,{_l com k=1,2,...,M/2.

Agora, utilizando expansdo por fragdes parciais no integrando de
(D.14) (assumindo que o denominador possue apenas raizes distintas, o
que é usual para sinal correlacionado) e integrando cada fracio resultante,
tem-se [66]

1 N/2
Hy(i)=———=| a;In(-®,) + Y b, ; In(~&,) (D.15)
2 =
com
1
a,; =55 (D.16)
[1@: -,
k=1
€
1
by = N2 . (D.17)
(B, —o; )H (B, —®;)
k=1

Assim, R; pode ser completamente determinada utilizando (D.9)
e (D.15).

D.4 DETERMINACAO DA MATRIZ R,

Em particular, para determinar a matriz de autocorrelacio
normalizada retangular R, [dada por (4.44)] diferentes procedimentos
sfo adotados dependendo se M >N ou M < N. Por exemplo, para a
condicdo em que M > N, basta calcular a matriz R, (originalmente de
dimensdo M x M) e truncé-la na dimensdo M x N. Agora,caso M <N,
tem-se

['s} ['s} T
R, = [ [ 2 pix)dxy (D.18)
XT X
-0 -0 MM
—_—
N integrais

onde f(x,) denota a funcdo densidade de probabilidade do vetor

Xy (n). Visando dar proceguimento ao cdlculo de R,, a seguinte fungfo
matricial auxiliar € definida:
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X X —’(ITX X
F,(w)2 j j TMEN oI £(x Yy (D.19)
XNI Xy
com
I 0y n
I = MM M N-M (D.20)

0N—M M 0N—M N-M

z

onde I, ,, € uma matriz identidade de dimensdo M xM e 0y, r_,, €

uma matriz nula de dimensdo M xN —M (as demais matrizes nulas

possuem dimensdes indicadas pelos seus respectivos indices). Além

disso, note que lim F,(w)=0 e F,(0)=R,. Agora, utilizando em
W—>0

(D.19) a funcdo densidade de probabilidade f(x,) de um vetor de

varidveis gaussianas e derivando a expressdo resultante em relagfo a @,
obtém-se

dF, (@) A det[L, (w)]

G D21
do | detRy ) 2(®) ®21
com
G,(w)= 5 I I XMXNe 2XNL2 (m)XNdXN (D.22)
e ﬂ/det[LZ(ﬁj
€

L,(w) =y y +20Ry 1) 'Ry o (D.23)
Observe que G,(w) denota o célculo da matriz de autocorrelacdo
retangular (de dimensdo M x N) de um vetor de variavéis gaussianas,
cuja matriz de autocorrelacdo quadrada (de dimensdo NxN) §é
exatamente L,(w). Portanto,

G, (@) =[L, (®)]y (D.24)
onde [L,(®)],, » representa a matriz de autocorrela¢do L, (w) truncada
na dimensdo M x N. Agora, considerando a decomposi¢io

Ry vIg =QuAQy (D.25)
onde A, € uma matriz diagonal (de dimensdo N x N) com apenas os

dltimos M elementos ndo nulos. Entfo, utilizando (D.25) em (D.23) e
(D.24) e os correspondentes resultados em (D.21), tem-se
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dF, (@) A 1 i
——2 =Qn)unN (Iyn +20Ay) 1QNIRN,N
dw Jdet@y y +2TA )
(D.26)
Agora, integrando (D.26) em relagdio a ®, obtém-se
i (D.27)
= (QN )M N HzQN RN,N
onde H, é uma matriz diagonal cujos elementos sdo dados por
! 1 dw, i=1,2,....N-M
oo [ 2
H (m—-w;)
H2 (l) _ I:O:N—M +1
! | ! dw, i=N-M+1,...,N
224V2 Y
(w—wm;) H (m—-w;)
k=N-M+1
(D.28)
N
onde V, = H 2k, sendo A, o k-ésimo elemento da diagonal de
k=N-M+1

Ay . Agora, considerando sinal de entrada correlacionado® e M par, cada

par adjacente de varidveis w, ¢é substituido por sua média geométrica

com multiplicidade dois [visando eliminar a raiz quadrada do
denominador de (D.28)]. Assim,

I 1 .
J\TI — dw, i=1,2,..,N-M
2.0 H (@—®;)
k=(N-M +1)/2

H,(i)= o

1 1

20,0V, N2 - de, i=N-M+1,...,N
l ‘@-w) [l @-&))

k=(N-M+1)/2

(D.29)

% O célculo de R, (utilizada no Capitulo 4) é apresentado aqui apenas para sinal
de entrada correlacionado, pois para sinal de entrada branco, R, é determinada

através de outro procedimento baseado na Suposicio S5 (veja Se¢io 4.2).
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onde ﬁsk:—«/ﬁ&sz,{_l para k=(N-M+1)/2,...,NJ2. Agora,

utilizando expansdo por fragdes parciais no integrando de (D.29)
(assumindo que o denominador possui raizes distintas, o que € usual para
sinal correlacionado) e integrando cada fragéo resultante, tem-se

M2

J‘TZc,lln( @), i=12,...N-M

H, (@)= M2
- ag In(-w)+ > b, In(~&,)|, i=N-M+L...,N
2%\/‘2 1 Z‘f ‘, ¢
(D.30)
com
1
¢ =57 (D31)
H(ﬁfz -0
g=l

ecom a;; e b,; dados por (D.16) e (D.17), respesctivamente.

Finalmente, R, pode ser computada por (D.27) e (D.30).

D.5 DETERMINACAO DE R,

Em particular, a determinacdo da matriz de autocorrelacdo R,

[dada por (4.58)] é realizada através de dois procedimentos distintos
dependendo se M >N ou M <N. Para o caso em que M =N,

primeiramente computa-se a matriz R, com dimensio M xM (veja
Secdo D.1) e, entdlo, trunca-se a matriz obtida na dimensdo N xN para
obter R;. Agora, para o casoem que M <N, adota-se um procedimento

similar ao utilizado para a determinacfio da matriz R, (veja Se¢édo D.4),
com a diferenga de que agora a matriz truncada (Qy ),,  ndo € utilizada

em (D.27), resultando em
R; =Q,H,QyRy . (D.32)
D.6 DETERMINACAODE R,

Espeficicamente, a matriz R, dada em (4.61), pode ser computada
como
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R4__[ j (XMXM F(xy)dx,, (D.33)
M M

M 1ntegrals
onde f(x,,) representa a fungdo densidade de probabilidade do vetor
X, (n) e M denota a dimensdo de x,,(n). Visando dar proceguimento ao

cdlculo de R,, a seguinte fungio matricial auxiliar € definida:

T
F,(w) = j j B o f(x, ydxy,  (D34)
—o0 —oo( M M)
Note que lim F,(@)=0 e F,(0)=R,. Agora, utilizando em (D.34) a
W—H>0

funcdo densidade de probabilidade de um vetor de varidveis gaussianas
[dada por (D.3)] e derivando a expressdo resultante duas vezes em relacio

a @, obtém-se
d’Fy(w)  |det[L,(m)]
dﬁiz Vdet(RM,M)

L,(®) (D.35)

com

Ly (®) =Ty 0 + 28Ry ) Ry, - (D.36)
Entdo, utilizando a decomposi¢do de autovalores R, 5, =Q, A, Q)
em (D.36) (onde Q,, € a matriz de autovetores de e A;, € uma matriz
diagonal, cujos elementos correspondem aos autovalores de Ry, ;) e

substituindo o resultado obtido em (D.35), tem-se

d*F, (w) 1 4 T
— = a +20A, ) Ay Q.
dw” " Jaet@,, 2w,y MMM
(D.37)
Integrando (D.37) duas vezes em relagdo a ®, obtém-se
T d2F4 (w) 1
J [ dmdm=Q I I a
©1a®; =Wy MM
det(1 +2®A,,) ’
0w .\t (D.38)

+20A,,) A dodo, |Q).

tendo em vista que que lim F,(w)=0 e F,(0) =R,, tem-se
W—>0
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R, =Q,H,QT, (D.39)
com H, denotando uma matriz diagonal com elementos dados por
H, ()= N j j - do,dw, (D.40)
1 0w, (w_mi)\/H(m_wk)
k=1

onde V, e m; sdo dados por (D.11) e (D.12), respectivamente, e 4, € 0

k-ésimo elemento da diagonal de A,,. A partir desse ponto, a solugio de
(D.40) difere para sinal de entrada branco e correlacionado.

D.7 SINAL DE ENTRADA BRANCO
Especificamente, assumindo M par e sinal de entrada x(n) branco

[implicando @, = —1/ 26~ paratodo k, com o denotando a variincia
de x(n)], araiz quadrada do denominador de (D.40) pode ser eliminada
e a integral resultante podem ser resolvida analiticamente, resultando em

[67]
1

Hy()=————.
4@ MM -2)c°

(D.41)

D.8 SINAL DE ENTRADA CORRELACIONADO

Agora, considerando sinal de entrada correlacionado e M par,
cada par adajacente de varidveis w, € substituido por sua média

geométrica com multiplicidade dois [visando eliminar a raiz quadrada do
denominador de (D.40)]. Assim [66],

Hy(i)=— J‘TI | S dodw, (D.42)
oo m—o)[[(@-80)
k=1

onde @, =—Jﬁ$2kﬁ52k_1 com k=12,...,M/2.

Agora, utilizando expansdo por fra¢des parciais no integrando de
(D.42) (assumindo que o denominador possui raizes distintas, o que é
usual para sinal correlacionado) e integrando cada fragcdo resultante,
tem-se
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M2
ay[1-In(~w)]+ D by [1-In(~5 ()]} (D.43)

onde a;; e b;; sdo dados por (D.16) e (D.17), respectivamente.

H,(i)=

Assim, a matriz R, pode ser calculada através de (D.39) e

(D.43). Para obter o vetor r, utilizado em (5.50), basta considerar

r, =diag(Q},R,Q,,) = diag(H,).
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VERIFICAGAO DA RELAGAO R{'R, =Ry mRu N

Neste apéndice, a relag#®,'R, =Ry Ry n Utilizada para
simplificar a expresséo do EQM (4.49) € demonstrada. Em parti&ylar,
e R, denotam matrizes de autocorrelagdo normalizadas de dimensbes
MxM e MxN, respestivamente, &, y € Ry y representam

matrizes de autocorrelacdo (sem a normalizacao), também de dimensdes
M xM e M x N, respectivamente. Em particular, no Capitulo 4, o filtro
adaptativo em regime permanente, para sinal de entrada correlacionado,
é dado por

E[w(e0)lnuvs = R1RW » (E.1)
Agora, caso fosse utilizado o algoritmo LMS (que pode ser entendido

como a versao nao normalizada do algoritmo NLMS), o filtro adaptativo
em regime permanente forneceria

E[w(o0)] s = RKnl,M Ry nWo (E.2)

Tendo em vista que as equacdes de atualizacdo dos algoritmos NLMS e
LMS séo derivadas através da minimizacdo da mesma métrica de
desempenho (isto &, o valor instantaneo do erro quadratico), tem-se que
em regime permanente, o valor esperado do filtro adaptativo obtido
através do algoritmo NLMS deve ser igual ao obtido através do algoritmo
LMS (mesmo quand® = N). Assim,

Ew(0)]nms =EIW(0)] Lws: (E.3)
Portanto, utilizando (E.3) em (E.1) e (E.2), a relacdo
RIle = RK/|1,M Rum n (E4)

€ obtida.

A titulo de exemplo, na Figura E.1 s&o apresentados os coeficientes
dos filtros adaptativos em regime permanente obtidos através de (E.1) e
(E.2), considerando o mesmo cenario do Exemplo 1 do Capitulo 4 e
diferentes orden®! para o filtro adaptativo. Nota-se, da Figura E.1, que
os coeficientes dos filtros adaptativos atualizados através dos algoritmos
NLMS (linha sodlida cinza) e LMS (linha pontilhada escura) atingem os
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mesmos valores em regime permanente, independente da bfddm
filtro adaptativo, estando em acordo com (E.3).

0.5

-0.5

Coeficientes adaptativ
em regime permanen

Amostras
(@

em regime permanen

Coeficientes adaptativ

2 . . . .
0 5 10 15 20 25

Amostras

(b)

em regime permanen

Coeficientes adaptativ

0 5 10 15 20 25 30
Amostras

(©
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25
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0 10 20 30 40 50 60
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(d)

Figura E.1- Coeficientes dos filtros adaptativos em regime permanente obtidos
através do algoritmo NLMS (linha soélida cinza) e do algoritmo LMS (linha
pontilhada escura), considerando sinal de entrada correlacionado com
% =110,58 [obtido de (4.78) considerandl =—0,55 € 3, =0,8]. (&) M =22.

(b) M =26. (c) M =N =30. (d) M =60.
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DETERMINACAO DE Ry (n)

Neste apéndice, € apresentado o procedimento para a determinagéo
do momento de quarta ordem R;(7n) [definido em (5.46)]. Em particular,
o procedimento para determinacdo dessas matrizes tem sido apresentado

em [67] (para sinal de entrada branco) e em [66] (considerando sinal de
entrada correlacionado), sendo reapresentado aqui visando tornar esse

documento autocontido. Especificamente, Rs(n) pode ser computada

como?’
© ) T T T
X, Xy, Vi) v(n) X, X
Ry(m= [ [ A g sy ED
Zo o MXM
M integrais

onde f(x,,) representa a fungdo densidade de probabilidade do vetor
X, (n) e M denota a dimensdo de x,, (n). Visando dar proceguimento ao

cdlculo de R5(n), a seguinte fun¢do matricial auxiliar € definida:

Fs(®,n) = TT Xy Xy V(WV(1) " Xy Xy .

T 2
-0 - (XM XM )
—_—
M integrais

S f£(x,,)dx,, . (F.2)

Note que lim F5(w,n) =0 e Fy(w =0,n) = Rs(n). Agora, utilizando em
W—>0

(F.2) a func@o densidade de probabilidade de um vetor de varidveis
gaussianas dada por (D.3) e, na sequéncia, derivando (F.2) duas vezes em
relacdo a ®, obtém-se

2
o°Fs(m,n) Idet[Ls(w)]ps(m’n) (F.3)

6’652 _\Idet(RM,M)U

com

270 fndice de tempo 1 do vetor x,, (1) é desconsiderado aqui visando simplificar

a notacgao.
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G
s(m,n) = Qm"P ,_det[LS )] I -
1 .
J‘XX vim)vT (n)xx"e ZXMLS (o X1y
) s
Ls(@) =Ty +20Ry; )7 Ry - (F.5)

Note que (F.4) é, por defini¢do, um momento de quarta ordem de um vetor
de varidveis gaussianas ponderado pela matriz v(n)vT (n). Assim,

G5 (w,n) =2Ls(w)K(n)Ls(w) + Ly (o)t Ly (w)K(n)]  (F.6)
onde K(n)= E[V(n)vT (m)]. Agora, utilizando a decomposi¢do de
autovalores Ry, =Q,, A, Q) em (F.6), (F.5) e (F.3) (onde Qy éa
matriz de autovetores de Ry, ,, e A, € uma matriz diagonal, cujos
elementos correspondem aos autovalores de R, ,,), tem-se

OFs(w,n) 1
ow’ 7 \fdetT,, ,, +20A,,)

12(0y

2wA,,) " Ay K' Ay, +2wAY, Y'A,  (F7)
Ly +20A,) 7 Ayt
+2mA,) " Ay K (m1)Qy,.
Agora, integrando (F.7) duas vezes em relaciio a @, obtém-se
2F (m n)
.[ .[ — 6w, 0w,

0w,

2 2Ly +20Ay) A K )y +20A,) Ay,
=Qu | |

M
0w, \/H(l + 20, @)
k=1

0w,0w,Q};

©R (L +20A,) Ay, +2aA,,) ALK
+QMJ‘ J‘ ( MM W M) A;\I/Ir[( MM W M) M (n)](?ﬁil@ﬁsz},I.
0w \/H(1+2ka)
k=1

(F.8)
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Tendo em vista que somente o0s elementos da diagonal de
K’(n):QI,lK (NR \y séo considerados em (5.50) e lembrando que o
resultado obtido é pré- e pds-multiplicado p@{,l e Qu,
respectivamente, entdo, (F.8) é reescrita como

f5(n) = (2T +L k "(n) (F.9)
ondek’(n) e f;(n) denotam os elementos da diagonal@igK (nXQ

e de QTM Fs(w,n)Qy paraw =0, respectivamente. Em particuldr, €
uma matriz diagonal com elementos dados por

2
T(i)= \/_j j 7"M dw,dw,  (F.10)
1
" (w wi)z\/H(w—wk)
k=1
A matrizL é simétrica, cujos elementos sdo computados por
Aikj

do,dw, (F.11)

LGi.j)= H v
\ﬁ‘)%(w @ ) (@ m,)Q/r[(m @)

ondeV, e m, sdo dados por (D.11) e (D.12), respectivamentig, € 0
k-ésimo elemento da diagonal dg,,. Nesse ponto, a solucdo das
matrizesT e L diferem para sinais de entrada branco e correlacionado.

F.1 SINAL DE ENTRADA BRANCO
Especificamente, assumintibpar e sinal de entraddn) branco

[implicando m, = —]/Zci para todok, com o2 denotando a variancia
de x(n)], a raiz quadrada dos denominadores de (F.10) e (F.11) pode ser

eliminada e as integrais resultantes podem ser resolvidas analiticamente,
resultando em [67]
. 1
T(i)=——— (F.12)
M(M +2)

. 1
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F.2 SINAL DE ENTRADA CORRELACIONADO

Agora, assumindo sinal de entrada x(n) correlacionado e M par,

cada par adjacente de varidveis w;, € substituido por sua média

geométrica com multiplicidade dois [visando eliminar a raiz quadrada dos
denominadores de (F.10) e (F.11)]. Assim [66],

) 1 [’ s}e's} }\‘12

T6)=- v [] i dodw,.  (F.14)
100 (5 -w,)’ [ [ (@-&;)
k=1
€
1 o0 0 }\'l}\']
L(, j)= do,d®, (F.15)
i) ik b

2(w-w o -o,)] [ (@-,)
k=1

onde @, =—, ’ﬁs%ﬁs%_l para k=12,...,M/2. Agora, utilizando
expansio por fragdes parciais no integrando de (F.14) e (F.15) (assumindo

que os denominadores possuem raizes distintas, o que € usual para sinal
correlacionado), integrando cada fragéo resultante, tem-se

T(i)=L(,i)
M2p A&, [1-1In(-&,)]- [l - In(-®,
EL[_al,i ln(_wi)-'_z (i {’65([ n( ’in)] wz[ n( wz)]}]
4\/‘Z (=1 (B, — ;)

(F.16)

epara i # j,

.. 1 |a,;o;[1-In(-;)]
L, j)= d

4\/‘71{ @ _wj) (F.17)

L0, J-In(-w )] N MZ/2 b, /&, ~[1 —In(-,)]
(wj—wi) = (wt—wj)
onde a;; e b;; sdo dados por (D.16) e (D.17), respectivamente.

Assim, as matrizes T e L utilizadas em (5.50) podem ser
completamente determinadas.
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