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Resumo

Recentemente, tem-se proposto técnicas de ressoma variacional que incorporem propriedades do
erupo de renormaliza¢do como uma alternativa para a eliminagdo do problema da dependéncia de
escala em quantidades termodinamicas calculadas através de aproximagoes como a HTLpt Hard-
Thermal-loop Perturbation Theory. Aqui, este novo método serd utilizado para calcular a pressao de
uma teoria interessante que naturalmente contém liberdade assintética, o modelo cscalar sigma nao
linear (NLSM), o qual também possui renormalizabilidade (em 1+ 1 dimensdes), anomalia do trago e
geracdo de um gap de massa como ocorre em teorias de Yang-Mills. Na literatura encontra-se a termo-
dinamica deste modelo calculada em LO (leading order) e NLO next to the leading order na expansao
1/N e também em simulagoes numéricas. No entanto, nenhuma destas aplicagbes preocupou-se com
invariancia frente a escala de renormalizagao. Combinaremos a implementagao do grupo de renor-
malizagdo & OPT (Optimized Perturbation Theory) na chamada Renormalization Group (Improved)
OPT (RGOPT) para calcular a pressao do NLSM em 1+ 1 dimensdes e, apesar de ser perturbativa a
incorporagao das expansoes da OPT pelos resultados invariantes frente ao grupo de renormalizacio,
confirmamos que resultados nao perturbativos podem ser atingidos quando as solugdes sdo otimiza-
das através de um apropriado método variacional. Mostramos, considerando a primeira corregao nao
trivial, que esta combinagao de métodos adotada gera uma fenomenologia invariante de escala ¢ con-
vergente para resultados de NLO em 1/N e também para o modelo calculado na rede. Portanto, este
trabalho demonstra que a RGOPT é um método ndo perturbativo robusto para o possivel tratamento
da QCD em densidades barionicas finitas, dominio ainda inacessivel a simula¢ocs numéricas desta
teoria.

Por outro lado, o modelo fermiénico de Nambu—Jona-Lasinio extendido pelo loop de Polyakov
(PNJL), néo renormalizdvel em 3+ 1 dimensoes e sem liberdade assintética, pode auxiliar na obtenc¢ao
do diagrama de fases da QCD. A determinagao do ponto critico neste diagrama depende experimen-
talente de quantidades termodinamicas cowo a densidade do ntimero de quarks e a susceptibilidade
do niimero de quarks, diretamente relacionadas aos cumulantes da pressao. Estes aparecem como co-
eficientes na expansao da pressao em séries de Taylor e, especificamente para o cumulante de segunda
ordem (c2), os resultados da QCD na rede (LQCD) mostram-no aumentando com a temperatura até
atingir o limite de Stefan-Boltzmann de nm gas ideal nao interagente. Por outro lado, quando se cal-
cula a dependéncia térmica deste coeficiente através de modelos efetivos para a QCD considerando-se
um canal vetorial de repulsao parametrizado por Gy, cste observédvel atinge um méximo em uma
temperatura ligeiramente supercritica, desviando-se de predi¢oes da rede. Um dos resultados aqui
discutidos é o fato de efeitos de N, finito (com Gy = 0) contribuirem para este maximo da mesma
mancira que as intcracoes vetoriais, mas, neste caso, proporcionalmente ao acoplamento escalar (Gg),

determindvel fenomenologicamente, mostrando que esta repulsao pode ser gerada sem que se precise



atribuir um valor a Gy.. Neste trabalho, aplicamos a OPT ao modelo PNJL SU(2) a fim de confrontar
nossos resultados com os dados da QCD na rede e a aproximagao LN com Gy = 0 e Gy # 0. Vimos que
co comporta-se satisfatoriamente em baixas temperaturas e nas proximidades da temperatura critica,
cntretanto, como também obscrvado em LN com Gy # 0, gera um mdéximo para altas temperaturas.
Identificamos a origem analitica deste extremo quando corregoes de ordem 1/N, porporcionais a G g sao
consideradas e concluimos ser possivel que o comportamento correto do cumulante de segunda ordem
além do limite LN scja devidamente atingido por modclos cfcetivos caso estes simulem o fenomeno da
liberdade assintdtica. De fato, uma vez que o PNJL simula o confinamento através do loop de Polya-
kov, espera-se que seja plausivel a adi¢ao de informagoes provenientes do running coupling constant
da QCD para que o modelo adquira artificialmente caracteristicas de liberdade assintética e, entdo,

possa exibir melhor concordancia com a QCD na rede para altas temperaturas, conforme mostraremos.

Palavras-chave: Métodos nao perturbativos em teoria quantica de campos, Liberdade assintdtica,

Grupo de renormaliza¢do.
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Abstract

Recently, a novel variational resummation technique incorporating renormalization group prop-
erties has been proposed as an alternative to solve the scale dependence problem which plagues the
evaluation of thermodynamical quantities within the framework of approximations such as HTLpt
(Hard-Thermal-Loop Perturbation Theory). Here, this new method is used to evaluate the pressure of
an interesting theory that naturally displays asymptotic freedom, the nonlinear sigma model (NLSM),
which is renormalizable in 1 + 1 dimensions and also displays trace anomaly and the generation of
a mass gap as Yang-Mills theories. Among the works based on this model, its thermodynamics has
been evaluated at LO (leading order) and NLO (next to the leading order) within the 1/N expansion
as well as within the model calculated on a lattice. However, none of these applications has treated
the NLSM scale-invariance. Then our first step within the NLSM was to look for a way in which it
could, simultaneously, be subject to the renormalization group properties and the OPT (Optimized
Perturbation Theory), using the Renormalization Group Improved OPT (RGOPT) to evaluate the
pressure of the NLSM. We show, considering only the first trivial contribution, the convergence of the
RGOPT, as well as its scale invariance properties. Therefore, the work presented here supports the
RGOPT as a robust nonperturbative method that can eventually be applied to QCD at finite baryonic
densities where, so far, LQCD predictions are not possible.

On the other hand, the fermionic Polyakov-Nambu-Jona-Lasinio model (PNJL), non renormaliz-
able in 3+ 1 dimensions and not displaying asymptotic freedom, is useful for the QCD phase diagram.
The determination of the critical point on this diagram depends experimentally on some thermody-
namic quantities like the quark number density and the quark number susceptibility, which are related
to the cumulants of the pressure. These quantities appear as coefficients in the Taylor expansion of
the pressure and, specifically for the second order cumulant (¢2), QCD results on the lattice (LQCD)
show that it raises with the temperature towards the Stefan-Boltazmann limit. On the other hand,
when one evaluates co whitin quark effective models considering a repulsion on the vector channel
parametrized by Gy, this observable reaches a maximum just after 7., deviating itself from LQCD
predictions. One of the significative results discussed in this work is the fact that finite N, effects
(with Gy = 0) contribute to this maximum in the same way that when a vector interaction is taken
into account, but proportionally to the phenomenologically fixed scalar coupling (Gg), showing that
this repulsion could be dynamically generated without the need of atributing a controversial value to
Gy. Here we apply the OPT method to the two flavor PNJL (at Gy = 0) in order to confront our
results with those furnished by LQCD simulations and by the LN approximation at Gy = 0 and also
at Gy # 0. We show that co behaves satisfactorily at low-7" and close to T, but, as observed within
the case LN, with Gy # 0, it develops a maximum at high-7". We identify the analytical origin of this

extremum and conclude that the issue does not come from Gy # 0 itself, once radiative corrections



produce the same discrepancy with Gy = 0 even when first order 1/N, corrections proportional to
Gg are considered. So, it would be possible that the correct high temperature behavior of the second
order cumulant beyond the LN limit could be properly achieved by effective quark models if they also
mimic the so called asymptotic freedom phenomenon. Since the PNJL simulates the confinement via
the Polyakov loop it seems plausible that, if we add relevant QCD running coupling constant pieces of
information to the model, incorporating artificial asymptotic freedom aspects, its results could reflect

a better agreement with LQCD at high temperatures.

Keywords: Nonperturbative methods in quantum field theory, Asymptotic freedom, Renormaliza-

tion group.
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Capitulo 1

Introducao

O tratamento da cromodinamica quantica (QCD) em sua forma original requer implementagoes
nuwiéricas altamente apuradas, em que a QCD na rede (LQCD) discretiza o espago-tempo e utiliza a
lagrangiana pura da teoria, sem aproximagoes, para obter observédveis termodinamicos. No entanto, o
método limita-se a regides de baixa densidade bariénica (proporcional ao potencial quimico, p) devido
ao conhecido problema numérico do sinal (as integrais térmicas para um sistema fermionico de alta
densidade barionica sao altamente oscilatérias devido ao principio da exclusdo de Pauli, pois o sinal
da funcéo de onda das particulas muda mediante a cada uma de suas intersubstitui¢oes [1]). Logo,
quando sc descja explorar regioes de potencial quimico finito, resultados sao obtidos apenas através de
artificios analiticos. O diagrama de fases da QCD (Fig. 1.1, extraida da Ref. [2]) mostra que regides
de baixas temperatura (1') e densidade bariénica (proprocional a £1) compreendem a matéria ordinaria
(hadrénica), conforme concebemos a natureza cotidianamente. Neste regime, tem-se quarks e glions
confinados no interior de hadrons em que, devido & forte intera¢éo, quarks possuem elevados valores
de massa efetiva. No entauto, colisoes de fons pesados [3, 4, 5] investigamn valores intermedidrios
de temperatura e potencial quimico submetendo o sistema a condi¢oes extremas, em que a matéria

hadronica dé lugar a configurag@o mista do QGP.

Além das dificuldades em p finito, surgem problemas técnicos também em altas temperaturas
quando se usa a lagrangiana pura da QCD. Embora o uso de métodos perturbativos no acoplamento
seja, a principio, vélido neste regime haja vista a liberdade assintética, a convergéncia da série devido
a perda de intensidade do acoplamento forte (cs) néo é suficiente para que se obtenha um espectro
térmico satisfatorio ao sc extrair informagoes quantitativas da QCD em temperaturas experimental-
mente acessiveis. Este método perturbativo de acoplamento fraco converge apenas para muito além
da temperatura critica de desconfinamento no cdlculo da energia livre do QGP, falhando considera-
velmente nesta temperatura ¢ abaixo dela, o que compromete a confiabilidade dos resultados (6, 7, 8.

Em geral, estes célculos perturbativos da energia livre da QCD em temperatura finita partem do

21
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Figura 1.1: Diagrama de fases 1" — p para a matéria de quarks, indicando o alcance dos aceleradores
de particulas FAIR, RHIC e LHC e a suposi¢ao do ponto critico. A LQCD prevé resultados apenas

para densidades baridnicas nulas. Figura extraida da Ref. [2].

resultado para um gés ideal de gliions ndao massivos. Contudo, a teoria de perturbagao pressupoe que
a série representativa de um observavel possa ser truncada com poucos termos, em baixas ordens no
acoplamento. Por exemplo, na expansio da energia livre em poténcias do acoplamento [9], o termo que
contém ag’/ % 6 menor do que o termo linear a;s apenas quando a;s é menor do que cerca de 1/20, o que
corresponde a uma temperatura da ordem de 10° GeV. Até a temperatura critica de desconfinamento
o sistema ¢ bastante interagente ¢, dados os altos valores do acoplamento, nao sec pode fazer csta
aproximagao neste regime, sendo que é devido a liberdade assintética que se obtém a convergéncia
mencionada em altas temperaturas. Portanto, é necessario que se reorganize a série perturbativa
para que sc trate temperaturas experimentalmente atingfveis. Esta rcorganizagao ¢ cspecialmente
dificultada pela divergéncia da série, mas ha diversas maneiras com que pode ser desenvolvida. Uma
destas possibilidades sdo os métodos que utilizai aproximadores de Padé [10, 11], implementagao cuja
validade, no entanto, depende de se conhecer uma boa quantidade de termos da série de perturbagcao.

Uma alternativa para a exploracdo de regides de valores intermedidrios para a temperatura e
também com p # 0 é um procedimento de reorganizacao da série perturbativa para a QCD em
T # 0 conhecido como HTLpt (Hard-thermal-loop Perturbation Theory) [12, 13, 14, 15], que fornece
resultados nao perturbativos utilizando a lagrangiana completa da QCD. Contudo, note na Fig. 1.2,
extraida da Ref. [16], que apesar de HTLpt ¢ LQCD de certa forma concordarem na escala “central”
de energia, M = 27T (os autores variaram a escala de M = 7T até M = 4=T [9, 16, 17]), os melhores
resultados da HTLpt apresentam forte dependéncia de escala e, consequentemente divergéncia com

rclagdo a rede, o que precisa scr corrigido ao sc traduzir os resultados perturbativos de altas ordens

da QCD em néo perturbativos, a fim de que se respeite as propriedades do grupo de renormalizacao
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Figura 1.2: Pressao como fungao da temperatura para a HTLpt. Note a forte dependéncia da cscala

arbitréria de renormalizacéo, tomada no intervalo 77 < M < 47T. Figura extraida da Ref. [16].

Teorias dependentes de escala fornecem interpretacocs fisicas que variam de acordo com a escolha
de uma quantidade arbitrdria, o que compromete a confiabilidade de seus resultados. Uma maneira
de se eliminar a dependéncia de escala em teorias cowm interagao forte é submeté-las ao RG e, neste
trabalho, testamos o método em um modelo efetivo para a QCD. O uso de modelos efetivos tem sido
largamente explorado nas ultimas décadas, sendo que cada um representa determinados aspectos da
QCD de acordo com o objetivo proposto. Aplicaremos o RG no modelo sigma nao linear (NLSM), cuja
termodinamica tem sido comparada [18, 19, 20] com a de teorias Yang-Mills [21], por exemplo, pois
o modelo e estas teorias compartilham propriedades como liberdade assintética, anomalia do trago
(medida de interagao) e geragao nao perturbativa de um gap de massa, mesmo sem quebra de simetria
[22]. Nossos resultados praticamente eliminam as bandas vistas na Fig. 1.2 e, pelo fato de surgirem
a partir da combinagdo do RG com o método ndo perturbativo de otimizagio OPT [23] (RGOPT),
fornecem corregoes do tipo 1/N. Contrariamente a implementagoes que realizam expansoes em torno
do limite de um gas ideal nao massivo e sdo perturbativas no acoplamento, dando origem a diversos
problemas de divergéncia, a OPT ou, ainda, a SPT (Sreened Perturbation Theory, [24, 25]), sua versao
mclhor adaptdvel as altas temperaturas, parte de um gés idcal massivo ¢ assim a séric de perturbacao

de observaveis é reorganizada. Apesar de os célculos terem inicialmente cardter perturbativo, os
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resultados fornecidos sdo nao perturbativos visto que ¢ necessdria a otimizagao destes para que sejam
interpretados fisicamente. Na teoria escalar g®?, por exemplo, basicamente adiciona-se um termo
gaussiano do tipo (1 — §)m?®? & densidade lagrangiana e reescalona-se o acoplamento como g — dg.
Utiliza-sc entdo uma aproximacao variacional em que o resultado de um caso cuja solucao ¢ conhecida
fica reescrito como um caso particular de uma teoria mais completa, pois tratamos  como um pequeno
parametro de interagao para que se desenvolva uma expansao em torno da teoria exatamente solivel
representada pelo termo livre m?®2. Ao final, § retorna ao seu valor original (§ = 1), cnquando fixa-sc
a massa via otimiza¢io segundo um método variacional apropriado!.

Procede-se, portanto, com o cdlculo de uma quantidade fisica arbitraria como a pressdo P, por
exemplo, até dada ordem k desejada, expandindo-a em termos de §. Os resultados nao perturbativos
otimizados sao obtidos requerendo-se que ngT seja calculada com a menor sensibilidade ante variagoes

do pardmetro de massa m, critério conhecido como Principio da Minima Sensibilidade (PMS) [26]:

OPS:
2L =0 (1.1)
m,0=1

Em geral, a solu¢io para esta equagao implica em relagoes autoconsistentes, gerando uma dependéncia
nao perturbativa do acoplamento. Na maioria dos casos, corre¢oes nao perturbativas da ordem de
1/N aparecem mesmo na primeira ordem nao trivial, enquanto resultados de N grande podem ser
recobrados a qualquer momento sob a condicdo N — oo. Fica clara a semelhanga entre a OPT e as
aproximagoes de Hartree e Hartree-Fock, em que também se encontra um termo de massa adicionado e
subtraido do modelo. Todavia, a principal diferenga estd no fato de o termo de massa vestido na OPT
adquirir caracteristicas diferentes progressivamente ordem a ordem, incorporando diagramas diretos,
de troca, corregdes ao vértice e etc, enquanto a topologia das corregdes nos dois métodos é fixada
desde o inicio, sendo termos de tadpole para Hartree ¢ dirctos mais os de troca para Hartree-Fock [27].
O método é fortemente 1til, visto que evidencia propriedades que nao se manifestam em N grande
e mostrou bons resultados em diferentes situagoes fisicas envolvendo transigoes de fases. Quando
aplicada ao modelo escalar g®? em temperatura e densidade finitas [28] para obter-se diagrama de
fases, principalmente no estudo dos condensados de Bose-Einstein (BEC, [29]), em que o resultado de
N grande nao apresentava diferenca entre a temperatura critica para gds ideal e interagente, a OPT
determinon um valor satisfatorio para esta diferenca. Neste caso, estes resultados superam os obtidos
através da expansao 1/N em LO (leading order) e NLO (next to the leading order). Em matéria
condensada, a técnica descreveu com sucesso o caso da concentragao dopante critica no poliacetileno
[30] e o diagrama de fases de sistemas fermidnicos planares magnetizados [31]. A OPT mostrou-se

muito eficiente também nos modelos fermidnicos de Gross-Neveu (GN) [32, 33], em que determinou

*Quando a teoria é massiva utiliza-se um parametro variacional sem significado fisico em um primeiro momento, que

pode ser interpretado como um multiplicador de Lagrange gerador de resultados nao perturbativos.
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precisamente o ponto tricritico e regido de coexistencia de fases em 2+ 1 dimensoes, e de Nambu—Jona-
Lasinio (NJL, [34, 35]), bem como no modelo de NJL extendido pelo loop de Polyakov (PNJL, [36, 37]),
onde seus resultados para o cumulante de segunda ordem da pressdo apresentam boa concordancia
com os dados da LQCD. Além disso, foi aplicada em sua cxtenséo para teorias de gauge (HTLpt)
a QCD [38] para calcular a pressdo da matéria de quarks quente e densa, cujas estimativas para o
condensado de quarks e a constante de decaimento do pion no limite quiral (onde a massa de corrente
(m¢) dos quarks ¢ igual a zcro) a apontaram como uma das mais consistentes ¢ promissoras alternativas
a LQCD [16].

A SPT constréi-se inicialmente da mesma maneira que a OPT. Na referéncia [25] vemos o mo-
delo escalar O(1) g®* tratado pela SPT, em que basicamente um pardmetro de massa variacional é
adicionado & e subtraido da lagrangiana. No entanto, enquanto a OPT fixa ndo perturbativamente a
massa através da equacio do PMS, a SPT toma m? da ordem de ¢° e § da ordem de g, expandindo
em poténcias de g e tomando & = 1 ao final. Feita a expansdao perturbativa, obtém-se mma série de
poténcias em ¢ cujos coeficientes dependem de m. A massa é completamente arbitréria em SPT por-

2

tanto, para que se efetive um calculo deve-se expressar m= como funcao de g e T apés a solugao de uma

equagio do gap. No limite de acoplamento fraco temos g — 0, e a solu¢io para m?(1') aproxima-se de

2

gT?/24. Finalmente, entrando com este valor para m? na expressao da energia livre e reexpandindo-a

em poténcias de g, obtém-se a expansao perturbativa em g.

Neste trabalho, combinaremos a OPT as propriedades do grupo de renormalizacdo e verificaremos
as correcoes que a RGOPT pode trazer ao NLSM em 1 + 1 dimensoes, de modo a contribuir para
a compreensdao deste modelo e poder avaliar sua convergéncia diante do que ja se obteve para a
rede. Cowparagoes entre a LQCD e o limite LN existentes na literatura nos auxiliarao nesta analise.
Veremos que a RGOPT fornece uma descrigao mais completa da termodinamica do NLSM, mostrando
como corregoes além de LN alteram resultados conhecidos deste nivel. Operacionalmente, a utilizacgo
do RG se dé pelo fato de que no decorrer dos cdlculos é comu o desenvolvimento da regularizacao
dimensional, por exemplo, na resolugao de integrais divergentes. O método pressupoe a renormalizacao
de algumas quantidades fisicas para que a teoria permanega livre de divergéncias. Ha diversos esquemas
de renormalizacéo e variadas maneiras de se tratar os parametros de um modelo de modo a eliminar
resultados infinitos e, aqui, utilizaremos o esquema de renormalizacio MS. Cada esquema compreende
muitas “familias” de renormalizacdo, ou seja, conjuntos de valores para os parametros que tornam
a teoria finita, mas nao invariante frente a cscolha da cscala de renormalizacao, cscala arbitréria
que nao deve influenciar as interpretacoes qualitativas e quantitativas da solu¢do. De fato, a fisica
que encontraremos dependerd desta escala, e as propriedades do grupo de renormaliza¢do tem sido
utilizadas cm teorias renormalizdveis pelo fato de darem conta destas diferentes manciras de se redefinir

parametros de modelos efetivos em diferentes escalas de energia [39], sendo uma alternativa para se
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eliminar esta dependéncia. Em um primeiro momento, o RG foi aplicado & matéria condensada como
uma média recursiva de pontos em uma rede a fim de aprimorar resultados em transicoes de fases
[40, 41]. Atualmente, uma forma mais sofisticada ¢ utilizada nos célculos de teorias quanticas de
campos. Por isso, aplicarcmos a cquagao do grupo de renormalizacao a pressao do NLSM de modo a
tornar os resultados mais consistentes e invariantes frente a escolha da escala de renormalizacéo.

Os autores de [42] aplicaram a RGOPT no modelo de Gross-Neveu em 7" = 0 = 1 e calcularam
o condensado de quarks com maior precisdo. Em sintese, tomaram a versao interpolada do modelo
com o procedimento de renormalizagéo jé definido e analisaram sua invariancia frente as mudancas na
parametrizagao. Este método, que ja foi aplicado a lagrangiana da QCD cowm solugoes satisfatorias para
observéveis e, em especial para a fixacio da escala da teoria Ayg e do acoplamento (as) [38], permite
que mais ordens sejam obtidas e refina os resultados. Recentemente, partindo do modelo escalar g®*, os
autores de [43, 44] mostraram a compatibilidade do método com a inclusdo de parametros de controle
como a temperatura. Além disso, ficou claro neste trabalho a eficicia da RGOPT frente a SPT,
por exemplo, para resolver o problema da dependéncia de escala. Como trata-se da incorporago de
informacocs adicionais & OPT provenientes do RG, nao ha cvidéncias quanto a absoluta convergéncia
do método; todavia, quando se trabalha com modelos efetivos sempre se pode comparar os resultados
com a aproximagao de LN, por exemplo.

A ideia central da RGOPT é aplicar a OPT a um modelo efetivo considerando desde o inicio
propriedades de invariancia do RG exibidas pelas quantidades fisicas. Esta invariancia deve ser ex-
pressa no nivel perturbativo da expansao, ou seja, o parametro ficticio de massa desempenha um papel
fundamental no processo. A cada cédlculo na expansao sao aplicadas as propriedades do RG, o que
torna todos os resultados diretamente invariantes. A consequéncia disso é que sempre se terd uma
associagao entre a massa ¢ os acoplamentos ¢, como a OPT fixa o parametro perturbativo de massa,
nao hé parametros livres a menos da escala de renormaliza¢do. Conforme veremos adiante, assim
como ocorre com os outros métodos variacionais como OPT, SPT ¢ HTLpt, o processo de otimizacao
da RGOPT fornece multiplas solugdes para os observéveis (43, 44]. A principal diferenga deste método
para a SPT e a HTLpt, por exemplo, é ndo haver a necessidade de se substituir a massa variacional
pela chamada solugao screened, que nada mais ¢ do que um resultado puramente perturbativo [25]
com significativas perdas de generalidade e informacoes nao perturbativas. A RGOPT, por sua vez,
confronta assintoticamente as solugdes otimizadas com o comportamento perturbativo fundamental
para pequenos acoplamentos; além disso, este procedimento pode gerar resultados ndo triviais na
ordem mais baixa de perturbagao.

Aqui veremos, pela primeira vez, a aplicacdo da RGOPT no modelo sigma nao linear em 1+ 1
dimensoes ¢ temperatura finita. Deste modo, futuramente podercmos analisar cstas aplicagocs cm

outras teorias igualmente assintoticamente livres, como a QCD. Até aqui, os trabalhos em RGOPT
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ativeram-se a analisar a invariancia dos observdveis frente ao grupo e os resultados eram, em sua
maioria, tomados em fun¢ao do acoplamento [9, 16, 17], conforme também realizado com as aplicagoes
da SPT em teorias escalares. Entretanto, neste trabalho, além de analisarmos as solugoes da massa
cm termos do acoplamento, daremos atengao principalmente a termodinamica do modelo, partindo
do plano P — T, a exemplo das aplicagoes em QCD e HTLpt que constam destas iltimas referéncias.
Deste modo serd possivel observarmos o comportamento da RGOPT com respeito a caracteristicas
tipicas da termodinamica como o limite de Stefan-Boltzmann (SB) ¢ a anomalia do trago, entre outros,
que nao foram observados, por exemplo, nas referéncias [43, 44]. Como veremos adiante, na busca
de wna alternativa para a LQCD o método da RGOPT apresenta-se satisfatoriamente cousistente e
robusto, dada a invariancia de escala de seus resultados termodinamicos.

Na segunda parte deste trabalho, utilizaremos o modelo de Nambu-Jona-Lasinio (NJL, [45]), que
permite a obten¢ao de um diagrama de fases T'— p a la QCD, pois manifesta tanto a simetria quiral
quanto a estrutura de fases da QCD [46, 47], embora néo contenha liberdade assintética como o
NLSM. Alids, por ser um modelo efetivo algumas caracteristicas marcantes da QCD se perdem em
sua formulagao, como a presenga dos glions e, por isso, nao se pode estudar o confinamento na forma
orignal do NJL. Uma maneira de se simular o confinamento de quarks em modelos efetivos é através da
inclusdo na lagrangiana do chamado loop de Polyakov. Os autores de [48, 49] calcularam quantidades
relacionadas & determinacao do ponto critico no diagrama de fases desta maneira (combinacao chamada
de Polyakov-loop extended NJL model, PNJL) e obtiveram os chamados cumulantes de segunda e
quarta ordens da pressdo. Neste mesmo trabalho, compararam seus resultados com a QCD na rede
(LQCD). Embora estes trabalhos contenham simulac¢do do confinamento, restringem-se ao limite de
LN o qual, neste caso, significa que o ntimero de cores (N,) ¢ tomado ao infinito [46]. Os traballios
que vio além desta aproximacio em geral envolvem cdleulos onde se atinge a ordem 1/N [50, 51], mas
sua aplicacdo é tecnicamente complicada. Portanto, é necessério que se busquem métodos alternativos
para se ir além de N, grande que sejam de imediata compara¢do com os métodos mais simples, cujos
resultados ja sejam bem esabelecidos. Como vimos acima, um destes métodos alternativos é justamente
a OPT, a qual, em modelos com simetria O(N) ou SU(N), fornece uma importante parte das corregoes
de 1/N, jé em primeira ordem. Com csta motivacao, implementamos [36] a OPT ao PNJL ¢ obtivemos
tanto estes cumulantes quanto quantidades a eles relacionadas como susceptibilidade do nimero de
quarks e etc?. Estas quantidades costumam ter comportamento crescente com a temperatura e, em
altos valores desta, convergem para o limite de um gés livre, o mencionado limite de SB; entretanto,
este ndo foi atingido pelo PNJL tratado com a OPT, que gerou um méximo em altas temperaturas.

Uma discrepancia semelhante foi observada pelos autores de [53], em que o modelo PNJL, mesmo

2Por ndo ser renormalizavel em 3 -+ 1 dimensdes, neste regime o PNJL, admitiria a aplicagio somente das propriedades

do grupo de renormalizacio de Wilson [52], e ndo da RGOPT conforme se fard no NLSM.
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na aproximagao de N, grande porém acrescido de um termo de repulsdo vetorial, também gerou
um pico no cumulante de segunda ordem?; estes sugeriram, portanto, que a partir de uma certa
temperatura a interacdo vetorial parametrizada por Gy devesse se anular. Buscando uma alternativa
para o problema, os autores de [54] utilizaram o EPNJL (Entangled Polyakov-loop extended NJL
model) para expressar os acoplamentos em func¢ao do campo de Polyakov e, deste modo, o pico
foi atenuado. Contudo, mostramos que o comportamento inusitado de tais quantidades nao estd
rclacionado & repulsdo em si, pois ¢ observado também devido ao termo de interagao extra gerado
pela OPT. Pelo fato de o loop de Polyakov simular confinamento, é coerente que o acoplamento possa
seguir ua dependéncia de escala andloga a que origina liberdade assintética na QCD. Por isso, 1o
presente trabalho tomamos o modelo PNJL e reescrevemos o acoplamento diretamente como fungao da
temperatura respeitando a fungao § da QCD. Enquanto o EPNJL parte de um ansatz para relacionar
0 acoplamento aos campos de Polyakov e, assin, indiretamente a temperatura, nossa ideia é traduzir
os resultados da running coupling constant da QCD tomando a escala energia como a temperatura,
adicionando caracteristicas de liberdade assintética ao PNJL sob OPT para analisar qualitativamente
0 novo comportamento do cumulante de segunda ordem da pressao.

A estrutura desde trabalho consiste em, no préximo capitulo, exemplificarmos o mecanismo analitico
da OPT utilizando o simples modelo escalar g®* O(N), bem como sua renormaliza¢io. No Capitulo 3,
combinarcmos a OPT ao grupo de renormalizagao para obtermos a termodinamica do modelo NLSM
através da RGOPT e compararmos com resultados da LQCD e cdlculos de NLO em 1/N. No Capitulo
4, apresentaremos uma proposta baseada no running do acoplamento da QCD para atenuar o mal
comportamento do cumulante de segunda ordem calculado no modelo PNJL com a OPT. Finalmente,

nossas conclusoes e perspectivas serdo apresentadas no Capitulo 5.

3No capitulo 4 detalharemos as relacoes entre a OPT e termos de interacao vetorial.



Capitulo 2

OPT aplicada ao modelo escalar gd*

O objetivo deste capitulo é mostrar os rudimentos e algumas propriedades basicas da aplicagao da
OPT em T = 0 = pu. A exemplo dos autores de [32], que desenvolveram a expansao ¢ através do
modelo de Gross-Neveu, utlizaremos o simples modelo escalar g®* a fim de tornar a compreensio
do mecanismo mais imediata. Como nosso intuito, em breve, ¢ aplicd-la a modclos cfetivos para a
QCD cujas lagrangianas sao, de certa forma, mais sofisticadas, aqui poderemos ter uma ideia inicial
dos mecanismos desta aproximacgao. Pelo fato de no préximo capitulo apresentarmos o modelo sigma
nao linear O(N), a principio nao massivo, aqui exemplificaremos a OPT utilizando a versao O(N)
do modelo g®* também ndo massivo, em que se tem um campo escalar ®, (a = 1,..,N) de N
cowpouentes. O modelo contém wm termo cinético e wna iuteragdo quartica paraetrizada por g,
logo,

£O(N) = %(aﬂq}a)z + %((I’a‘pa)Qt (2'1)

escrita no espagco euclidiano. Embora haja divergéncias quadréticas infravermelhas devido & auséncia
de massa, veremos em seguida que a OPT naturalmente a elimina. De fato, o primeiro passo para se
aplicar este método ¢ a interpolagio da lagrangiana [28, 32, 55, 56]. Ao longo do desenvolvimento da
teoria, constatou-se que uma medida imediata para isto é a construgao de uma lagrangiana modificada
via £ = (1 — 6)Lo(m) + 6L, onde Lo(m) = 5(0uPa)? + 2m?®P,. A massa m posteriormente
serd fixada e tratada ndo perturbativamente. O termo que a carrega na lagrangiana serd eliminado
conforme discutireimos, a fim de que a estrutura do modelo nao seja alterada. Seguindo a interpolagao,
a lagrangiana agora contém um termo artificial de massa, que elimina as divergéncias mencionadas

acima, e ficamos com

L= %(au@aﬁ + %(cbacpa)z + %(1 — 5)m’D,d, (2.2)

de modo que fazendo d = 1 e § = 0, respectivamente, retornamos a lagrangiana original ¢ obtemos a

lagrangiana de uma teoria escalar livre dependente de m (Lo(m)). Sob a notagio compacta m*? =

29
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(1—6)m?,

L= %(a,@aﬁ ¥ %m%acba + %(«pa@a)Q, (2.3)

e a partir de agora normalizaremos o acoplamento segundo ¢ — ¢/N para tornar mais direta a

contagem das ordens em N [57]:

1 2, 1 .o 579 2
L= 2(8N<I>a) + 5™ <I>a<1>a+4!N(<I)a<I>a) . (2.4)

As regras de Feynman ficam, portanto, vestidas e para o propagador teremos

1

- 2.5
p2 + m*2 ( )

De imediato, a regra para o vértice se transforma de acordo com —dg/(4!) [58].

2.0.1 Primeira ordem

Em ordem O(46'), temos a autoenergia (Figura 2.1),

Figura 2.1: Autoenergia em um par de interagao.

cuja derivagao do fator de simetria é trivial e pode ser encontrada, por exemplo, na Ref. [59]:
(N +2)g 1 (N+2)g [ 1
gy = =02 =y =2 2.6
dir 6N , p2 T m2 dir 6N s p2 +m2’ ( )

onde o indice dir refere-se a contribuigdes diretas (Hartree). Como a termodindmica parte do célculo

da pressao (Apéndice A), mostramos os diagramas que contribuem para esta quantidade na Fig. 2.2.

- T T /'\\ - T T - T T
// A // A // \// A
\ \ \
| [ (- b [
\ / \ / \ /\ /
N e N e N s N s
~ — ~ — ~ — ~ -

Figura 2.2: Pressdo até a ordem §'.
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Respectivamente, estes diagramas sao calculados pelas regras de Feynman como

. N
ps =——/ln(p2+m2), (2.7)
2 p
om? 1 3NZm?
pY :N—/iziE 2.8
a 2 J,pPP+m? (N+2)g ¢ (2:8)
N+2\1 1 7? 3N?2
P — NI (T2 7/ — Sain)? 2.9
b N 3 8 Jp [P +m? 2(N+2)g( dir) (29)

De modo que
3N*m?  3N?
(N+2)g~"  2(N+2)yg

Um critério usual para a determinagao do paramectro m ¢ o jd mencionado Principio da Minima

N
P _5/1n(p2 +m?)+ (Sair)?. (2.10)
P

Sensibilidade (PMS). A fim de encontrarmos o parametro m que minimize a pressio de ordem §*,

apd! 1 3N2m?2 6N 3N2m2
=0=Nm / mn , m n QZ:iirEdir

: —_ - Sir +
am L2 rm2 (N +2)g" % (N +2)g T

e, como o primeiro termo se cancela com o terceiro,

m=mm

_3NPmE N 3N2m2
(N +2)g % " 2(N +2)g

250, Sir = 0 (2.11)

3N?

m(m2 = Za4ir) S = 0, (2.12)
ou seja, teremos
_9 _ (N + 2)g 1
m” = Ygir = TN ; Arme (2.13)

O fato de termos m? = Y4,(M,g) mostra o cardter altamente nio perturbativo da OPT (temos

m~ e 9 como veremos em detalhes no proximo capitulo).

Escrevendo
0 N
Sair = S + SN (2.14)
onde
1 YN _ g 1
EN.OZQ/i SUN _ o 2.15
dr =6 ), p? +m? ¢ dir 3N J, pP+m?’ (2.15)

coucluimos que a OPT fornece corre¢oes além do limite de N grande ja em sua primeira ordemn de
expansao e que uma de suas vantagens é a liberdade de se reobter estes resultados ao se tomar N — co.
Aqui, a solugéo neste limite serd naturalmente

m? = (2.16)
A rigor, esta solugdo permanece para qualquer ordem em § desde que se incluam apenas termos de
direta integrac¢éo a pressdo, ou termos de Hartree. Isto ocorre pois qualquer diagrama de ordens mais

altas nos loops scrd proporcional a §"(m? — ¥4;,,)", onde n > 2 [27]. Como extensdo e exemplo para

a afirmacio anterior apresentamos, no Apéndice B, os célculos para a ordem §2.
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2.1 Renormalizacao

A resolugdo das integrais que apresentamos aqui muitas vezes levam a divergéncias ultravioletas.
Fundamentalmente, estas divergéncias aparecem devido as altas flutuacoes dos campos em pequenas
cscalas de distancia. Em parte deste trabalho utilizarcmos regularizacao por cutoff no tratamento
destas integrais, em que o limite superior de integracdo no momento é limitado a um valor, A, uma
escala de energia consistente com a fenomenologia envolvida; em outra parte, utilizaremos regulado-
res provenientes da regulariza¢io dimensional, procedimento que consiste basicamente em se tomar
a dimensionalidade do espago-tempo como d — ¢, onde € < 1. Os resultados obtidos desta maneira
apresentam polos que podewm ser imediatamente separados dos termos finitos e posteriormente elimi-
nados por contratermos. Em geral, esta elimina¢do pode ser compreendida como a redefini¢ao dos
parametros da lagrangiana em func¢do dos polos, e nisto consiste o procedimento de renormalizagao.

A teoria de renormalizacao adquiriu maior consisténcia com o surgimento do grupo de renorma-
lizagao (RG) [60], que de certo modo formalizou o procedimento. Para se renormalizar determinado
parametro da lagrangiana, deve-se encontrar os contratermos cujas divergéncias cancelem aquelas pro-
venientes dos célculos de quantidades fisicas. Em paralelo ao problema dos contratermos, existe certa
arbitrariedade quando se renormaliza um resultado com rela¢ao a escala de renormalizagdo, pois o
valor das quantidades fisicas passa a depender da escola desta escala, que é um parametro arbitrario.
Como veremos detalhadamente no préximo capitulo, o RG sistematiza o procedimento pois torna a
teoria independente tanto desta escala quanto da contribuicao finita dos contratermos.

Calculando a autoenergia na versao O(1) para exewmplificarmos a regularizagao de integrais diver-

gentes,

g oo 4
Z:_g/%:_g/ dp4%» (2.17)
2 Jpp*+m 2 ) o @Cr)tp*+m

vemos a presenca de divergéncia ultravioleta pois, para altos valores do quadri-momento (p), o propa-
gador nao é suficiente diante da quarta potencia no numerador. A técnica de regularizagao dimensional
que utilizaremos neste trabalho em teorias renormalizdveis é uma extensao da continuagao dimensio-
nal, que por muito tempo foi utilizada em matéria condensada [61]. A continuagdo dimensional estd
relacionada & expansao € ([62, 63]) dos modelos de campo para a mecanica estatistica, que tratava
0 espaco-tempo como tendo 4 — e dimensoes e expandia os resultados em poténcias de e. Contudo,
logo surgiu a necessidade de se regularizar teorias de calibre ndo-abelianas, o que levou ao desenvol-
vimento da regularizagao dimensional ([64, 65]). Em geral, para cvitar a integragao nas dimensocs
espaco-temporais onde ocorrem divergéncias, substitui-se o niimero de dimensodes por 2w = d — €, onde
d representa o nimero de dimensoes. Deste modo, divergéncias ultra-violetas so eliminadas ao passo
que sc “reduz” suficientemente a dimensionalidade, sendo o regulador o préprio nimero de dimensocs.

Em uma teoria renormalizével em 3 + 1 dimensoes, tomar e — 0 = d = 4 é equivalente a se retirar
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um regulador cutoff de uma teoria nao renormalizdvel, e é justamente no limite € — 0 que surgem as
divergéncias a serem corrigidas por contratermos segundo a escolha de nm esquema de renormalizacao
especifico. O primeiro passo para se atuar com regularizacio dimensional na eq. (2.17), por exemplo,
¢ substituir d - 2w =d — e

2

- =—=1. 2.1
(2m)2« p? + m? 2 (2.18)

- 2w
g / d*p 1 g
Sao diversas a maneiras com que se pode tratar integrais divergentes a partir deste ponto e, neste
trabalho, a redefinicao de parametros serd dada pelo esquema de renormalizacao de minima subtragao

especial (MS). Seguindo as prescricdes de [58], aplicadas em [28] de modo semelhante ao que faremos,

(e M\ (1 - d/2+ ¢/2) 2.19)
~ \dr m? (4m)d/2(m2)1-d/2 " ’
Em d =4,
2 YE sz €/2
m evE ]
=—|—— I'(-1 2). 2.20
(4m)? < 4 m?> (=1+¢/2) (2.20)
Expandindo o resultado até a ordem €°,
m? 2 M?
lo = 1+-+In|— s 2.21
o= 125 (220
portanto,
2 2
g m 2 M
Y=z 1+-+In|{— s 2.22
2(4#)2{+6+n<m2 ’ (2:22)
e definimos
=Y+, (2.23)

em que Yy é um contratermo que tornard finita a autoenergia. Analisando a eq. (2.22), vemos que a

divergéncia pode ser tratada adicionando-se a lagrangiana original um termo de massa:
1 [ 1 1
£=5(8,0) - 4%’@4 -5 (1= )m?e? 4 5492, (2.24)

em que A ¢ mw coutratermo que renormalizard a massa de modo a eliminar a divergencia da autoe-

nergia. Imediatamente vemos que

=4, (2.25)
logo
_ _g%%’ (2.26)
e
2, = %(Zf)z [1 +In (%)} , (2.27)

¢ a autoenergia renormalizada.
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2.1.1 O grupo de renormalizagao

Vimos a renormalizacio na prética acima ao tornarmos finito o modelo g®*. A despeito de eventuais
particularidades na lagrangiana de cada modelo (escalar ou vetorial), o procedimento segue sempre
as mesmas prescrigoes, inclusive para o NLSM, que possui um vértice derivativo e serd estudado
no préximo capitulo. Todavia, note que a renormalizagdo implica em grande arbitrariedade, pois
os contratermos a screm adicionados a lagrangiana original, a fim de redefinir os parametros fisicos
do modelo, devem ocupar-se apenas de possibilitar que estes absorvam as respectivas divergéncias
el termos dos cawpos, das massas ou dos vértices, sendo que o cancelamento destas divergéncias
independe da parte finita dos contratermos. O método para se resolver esta infinita arbitrariedade
é escolhido por conveniéncia ou por questoes de convergéncia da teoria de perturbacao [58]. Esta
mesia referéncia exemplifica alguinas maneiras de se renormalizar uma teoria tomando inicialmente

as funcoes de dois e quatro pontos do modelo g®*, para um determinado valor do momento p,
Op.m)=p*+m® | TD(p1pe.ps.pa) = -M>y. (2.28)

Tomando os casos criticos, respectivamente em p? = 0 e p; = 0, vemos que as divergéncias ocorrem em
m? = 0. Note que os contratermos (ou, equivalentemente, as fungoes de renornalizacio) que tornarem
I'® finita, estardo associados a correcdes de divergéncia da massa e dos campos (pois a fungao de
dois pontos escreve-se em termos dos momentos), enquanto aqueles que tornarem ' finita estariio
associados a corregoes de divergencia do vértice. Portanto, sdo infinitas as maneiras de se tratar a

parte finita dos contratermos:
F=v¢1)—In(m?) | G=v2)—In(m?) | H=0 eetc, (2.29)

onde m? = m?/(4mM?). De fato, a tiltima alternativa foi a escolha adotada pelos autores de [66]
e cousiste simplesiente e igualar a zero a parte finita dos contraterinos, ordem a ordem no aco-
plamento, segundo a chamada renormalizacao “independente da massa”. A condi¢do sobrevive em
qualquer ordem pois, pelo fato de os contratermos nao possuirem parte finita, tero apenas a estrutura
Lecessdria para cancelar as divergencias, chamada estrutura de “bare bones” [58]. De fato, no regime
p — oo note que as massas podem ser negligenciadas. Escrevamos, portanto, a minima corre¢do ao

vértice [58]:

— Mf2e S ak(g)
go=M*|g+> i (2.30)
k=1
Com a imediata derivagao com relagio a escala M,
—ak(g)| .99 o~ % (9)
= 2 M—= |1 . 2.31
0 €g+26k Mg +ka (2.31)
k=1 k=1
Escolhendo k = 1, temos
[7)
M = —2¢g — 201(g) + 290} (9). (2.32)

oM
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O limite € — 0 desta equagao define-se como fungao 3(g):

o) =ty i 2% = =2 (19 (o). (2.33)
pois o/ = 0a/dg. Neste estdgio vale notarmos que esta fungao, em todos os casos, depende do
acoplamento e determina-se pelo residuo do pélo em termos de e. Combinando as equagdes (2.30) e
(2.32), que expressam o fato de que todos os residuos devido aos pélos em € devem ir a zero, obtemos

a recorréncia
1 d ari1(g) = ai(g) [ 1 d ai(g) (2.34)
gdg k+1(9) = (g gdg 119) - .
No entanto, a fisica principal encontra-se na eq. (2.32), que define o quao satisfatério serd wn processo
de renormalizagao: a dindmica de um sistema nao pode depender dos parametros livres g e M; ou
seja, uma mudanga neste implica em uma mudanga naquele de modo a deixar a fisica invariante.
Segundo a definigao do coeficiente a3 que aparece em [58], podemos escrever a fungio 8 deste modelo

em primeira ordem de teoria de perturbacao para o caso N = 1:
3
Blg) = bog® + O(g°) ~ 1—59" + O(g°). (2.35)

Limitando-nos & ordem g2, escrevemos o running do acoplamento da teoria ®*:

g(Mo)

M)y=—22"90
9(M) 1 — bog(Mo)Inf

(2.36)

onde My é uma escala de referéncia. Veja que g cresce com M (Fig. 2.3, onde fizemos g(My) = 1),
logo, hd um intervalo limitado de validade da teoria de perturbagao (g < 1); deste modo, mais termos
devem ser adicionados & equagéo (2.35) quando se deseja explorar regioes onde o acoplamento é maior.
Por outro lado, mna teoria que pretenda simular a iuteragao forte da QCD deve ter i sinal negativo
em sua funcao S, de modo que o acoplamento decresga com a escala de energia (dada geralmente pela
temperatura).

Pelo fato de a renormalizagao muitas vezes ser ui procedimento inicialimente arbitrdrio, ora devido
a escolha da escala M, ora pela contribui¢ao finita dos contratermos, a escolha de um contratermo
adequado (ou prescri¢io de renormalizacio) permite que, para todas as ordens, uma alteragio em
uma determinada prescri¢do possa ser cancelada por uma respectiva mudanga nos parametros renor-
malizados para cada divergéncia (eq. (2.34)). Portanto, uma mndanca na prescri¢io nao alterard a
teoria como um todo e seus resultados fisicos, mas apenas sua parametrizacido. A invariancia de uma
teoria frente a cstas transformacoes ¢ chamada de invariancia frente ao grupo de renormalizagao (RG)
[67, 68]. Nao é coerente que as previsdes tedricas para o valor de um observével fisico dependam de
parametros arbitrarios, os quais a principio deveriam ter sua utilidade restrita ao desenvolvimento
analitico ¢, portanto, scr climinados no final dos célculos quando tomado determinado limite. Entre-

tanto, associados aos esquemas de regularizagao, surgem parametros arbitrérios definidos como escalas
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Figura 2.3: Acoplamento da teoria g®* em funcéo da escala de energia. A funcio crescente indica

auscncia de liberdade assintética no modclo.

de renormalizagio. Em um primeiro momento, estas escalas sao fixadas de acordo com o problema em
questao e estdo indiretamente relacionadas com os parametros fisicos. Além disso, as interpretagoes
quantitativa e qualitativa dos resultados dependem fortemente da escolha deste pardmetro, compro-
metendo a credibilidade dos esquemas de renormalizagdo. No entanto, existe uma maneira de impor
uma dependeéncia minima do modelo com relagao a escolha da escala, o que gera automaticamente um

vinculo direto entre esta ¢ os demais parametros fisicos.

A equacado do RG

Portanto, quantidades fisicas (observéveis) devem ser invariantes frente & mudanca de escala. O RG

requer justamente que um determinado observével como a pressao, por exemplo, satisfaga

dP

J\[W=

0, (2.37)

abrindo a derivada total teremos a equagao do grupo de renormalizacao para uma funcao de Green de

n pontos como

d 7] 0 n 0
MdM = MW + ,’)’@ - EC + TYmMg - (2.38)
onde [58, 60]
(g) = — M Om
) = T aM
olnZz
C(g) = A[W s

sendo Z o contratermo que renormaliza os campos. Pelo fato de o RG ser aplicado a uma quantidade

jé renormalizada, sua equagao de expressa em termos do acoplamento vestido g ao invés de gg. O
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sinal negativo do terceiro termo segue a convengao usual do grupo de renormalizagao que aparece no
trabalho original de Weinberg [69]. Assim como a funcao g (eq. 2.35), as fungoes ¢ e v, para o modelo

g®* também estio calculadas na Ref. [58] para N = 1:

o) =35 (525) "+ 06", (239)
7 2
@) = 155 + 15 () + 0.

Como um exemplo, podemos aplicar a equagdo do grupo de renormalizacdo na ordem mais baixa da
pressao (cq. (2.7)). Assim como renormalizamos a autoencrgia apés uma regularizacao dimensional
(eq. (2:27), a pressdo de ordem g° renormalizada pode ser obtida em 7' = 0 como o conhecido resultado

para um gés de bosons livres!:

4 2
g0 m~ 3 m
ot ()] 210

De modo a respeitar a consisténcia no acoplamento, note que esta contribuigdo para a pressao é de
ordem g° e as funcdes | 530 d ini 1 Ll 3 imei lad
g” e as fungoes S e v, sdo de no minimo ordem g'; logo, apenas o primeiro termo no lado
esquerdo da eq. (2.38) sobrevive (o terceiro termo naturalmente néo seria considerado seja qual fosse
a ordem do observavel, pois a pressd@o ¢ uma fungdo de ponto zero, n = 0). Imediatamente vemos,
a partir da eq. (2.40), a invaridncia explicita frente & escala de renormaliza¢io. De fato, aplicando

consistentemente a equagao do RG que, nesta ordem, reduz-se ao primeiro termo da eq. (2.38), teremos

ap¥ ap¥ mi
MEr gy = 2.41
M oM 3272’ (241)

esta invariancia avanca também em todas as ordens 6% da teoria e deve ser perturbativamente elimi-
nada.

Tendo compreendido na pratica os mecanismos da OPT, de renormalizacdo e do RG no préximo
capitulo trabalhareimos com o modelo também escalar e renormalizdvel NLSM e entao aplicareimos
OPT melhorada com o grupo de renormalizagio (método RGOPT), refindo a termodinamica da teoria

e tornando-a invariante frente & escala M.

INo préximo capitulo discutiremos estes calculos em maiores detalhes.
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Capitulo 3

RGOPT aplicada ao modelo sigma nao

linear

Apos a formulagao da eletrodinamica quantica U(1) (QED), passou-se as tentativas de se generalizar
a invariancia frente a transformagoes locais das fungoes de onda e operadores para campos e dlgebras
de maior complexidade [58, 70, 71, 72]. Esta generalizagao compreenderia principalmente o fato de
que agora haveria operadores ndo abelianos. Yang e Mills [21] foram os primeiros a propor solugoes
para o problema e 1954, sendo que a teoria se desenvolveu lentamente até o final dos anos 60; neste
periodo foram resolvidas a quantizacio, a renormalizacio e a geracao de massa da teoria que viria a
favorecer fortemente a unificacio das interagoes fundamentais, visto que comegou-se a compreender a
interagao entre os constituintes dos hadrons e, portanto, a formulagao da QCD.

Apesar da notoriedade das teorias de Yang-Mills, a tarefa analitica tornou-se cowmplexa, princi-
palmente quando se desejou avancar em mais ordens perturbativamente a temperatura finita. Dadas
as dificuldades nao triviais analiticas e numéricas em se trabalhar com estas teorias nao abelianas
para estudar propriedades termodinamicas da QCD, bem como confinamento e quebra espontanea
da simetria quiral, tornou-se conveniente a simplificacio da teoria original [73, 74]. Por isso, neste
regime passou-se recorrer a modelos de teoria de campos cujos desenvolvimentos analiticos fossem
menos penosos, sob o prego de que exibissem apenas parte das caracteristicas encontradas nas teorias
originais. No presente trabalho, por exemplo, negligenciamos férmions e substituimos a teoria original
de Yang-Mills por um modelo que simplesmente simule as caracteristicas de uma dindmica nao abe-
liana. Estes tipos de toy model podem servir como laboratérios tedricos para que se testem métodos
e aproximacoes. Tendo jé trabalhado com o modelo g®* no capitulo anterior, neste apresentaremos o
modelo sigma néao-linear O(N) (NLSM) ¢ nele aplicaremos a RGOPT para obtermos resultados além
da aproximacao de LN. Nossos resultados scrao comparados tanto com a aproximagao de LN quanto

com a NLO em 1/N e as simula¢oes numéricas de Monte Carlo.

39
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Modelos escalares em d + 1 dimensoes possuem grande aplicabilidade em muitas dreas da fisica
como supercondutividade em altas temperaturas, polimeros, metais organicos, pontos quanticos e etc.
[18, 75]. O NLSM, em especial, foi inicialmente proposto como uma descrigio alternativa da quebra
cspontanca de simetria ¢ tem sido utilizado no estudo da interacao forte devido a sua consisténcia ¢
as suas caracteristicas em comum com teorias de Yang-Mills como liberdade assintética, anomalia do
traco e a geragdo nao perturbativa de um gap de massa [22]. Estas similaridades foram inicialmente
apontadas por Polyakov [76], indicando a forte analogia entre teorias de Yang-Mills quadridimensionais
e modelos sigma bidimensionais, regime em que estes sdo renormalizdveis. Apesar de o NLSM ser
nao renormalizével em 3 + 1 dimensoes (resolvido apenas por win cutoff), suas aplicagdes ew matéria
condensada e em teoria de pions sdo interessantes, pois descrevem a versao continua do modelo cldssico
de Heisenberg.

Podemos descrever o NLSM como uma teoria de N campos escalares, cuja dinaica é definida
por uma simples lagrangiana cinética mais um vinculo de interacao. Segundo a descri¢ao de [75], o
modelo de CP! (equivalente ao de Heisenberg) e o de Ising correspondem, respectivamente a N = 3,
onde aparecem solugoes de instanton, e N = 1. Para N = 2, as componentes do campo compreendem
um circulo, e 0 modelo é chamado de XY, que aparece no estudo de superfluidos e cristais liquidos
hexdticos, sistemas bidimensionais que estdo em uma fase entre a sélida e a de liquida isotrépica. O
regime N > 3, cujas aplicagoes convergem para a interacao forte, nao se relaciona a sistemas realisticos
de matéria condensada. Apesar de sua simplicidade, a dinamica descrita pelo modelo nao é tao trivial,
pois as N componentes do campo nao sao mais independentes como se costuma ter em modelos efetivos
para a QCD. Embora surjam divergéncias infravermelhas no NLSM em teoria de perturbagao, visto
que 08 campos sao nao massivos pela construgao do modelo, um gap de massa é gerado dinamicamente
por um vinculo de interacdo, analogamente ao que ocorre na QCD. No entanto, nesta teoria é a quebra
cspontanca da simetria quiral a responsdvel por massas finitas, cnquanto aqui tal geragao ¢ puramente
dinamica, sem que se quebrem simetrias. Em 1 + 1 dimensoes, o acoplamento nu gg ¢ adimensional e
o modelo, portanto, renorinalizdvel perturbativamente inclusive na expansao 1/N [77]. Neste regime,
n#o hé quebra espontanea da simetria global O(N) para qualquer valor da constante de acoplamento®.

Os primeiros a apresentarem o modelo NLSM foram Gell-Mann e Lévy em 1960 [80], enquanto
estudavain a wenifestagao de simetrias em diferentes wodelos. Em 1974, Root calculou seu potencial
efetivo em 7" = 0 [81]. O trabalho pioneiro (1981) em se estudar o NLSM em temperatura finita,
realizado por Dine e Fischler [73], tratou o modelo em 1+1 dimensoes e calculou seu potencial termo-
dindmico no limite de N grande. Em 1976 Brézin e Zinn-Justin [82], com vids de matéria condensada,

estudaram pela primeira vez o NLSM com o grupo de renormalizacdo e propuseram um estudo do

1A nao existéncia de quebra espontdnea de uma simetria continua em um sistema homogéneo em uma dimensao

espacial, a qualquer temperatura, é o préprio teorema de Mermim e Wagner [78] e Coleman [79].
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problema no infravermelho ainda que teorias de perturbagao ndo pudessem ser diretamente aplicadas.

Ainda antes de analisarmos com detalhes o modelo, observemos sua forma mais simples, conforme

fora originalmente proposto: tomando-se os campos contidos em um vetor ¢ de N componentes

sujeitas a um vinculo de interagao, de modo que o modcelo possua simetria O(N) [19, 20, 77, 83, 84]:
N

Ly = %(3/1,(1%')2 ) o =— | i=L..N. (3.1)
90

Para N = 2, por exemplo, o modelo ndo massivo é aparentemente livre: Escolhendo

o) = g cos ()

- (3.2)
Oy = g—‘/f sin ()
o vinculo é satisfeito e ficamos com
1
Lo = —(.9)*. 3.3
0(2) 90( n2) (3.3)

Mesio sem umn termo explicito de interagao, os pious estao limitados a mover-se acoplados em uma
circunferéncia e sujeitos & transicao de Kosterlitz—Thouless [85].

A seguir daremos inicio & implementacao da RGOPT ao NLSM partindo de sua fungéo de particao
e, consequentemente, a obtengao da pressao e demais quantidades termodinamicas, de modo que
possamos comparar nossos resultados com a literarura e avaliarmos a eficiéncia do método. Sendo
que o problema da dependéncia de escala compromete em partes a credibilidade do método HTLpt de
tratamento direto da QCD [16] e dadas as mencionadas semelhangas termodinamicas entre o NLSM

e teorias de Yang-Mills, este capitulo torna-se a principal contribuigao deste trabalho.

3.1 O modelo

A partir das consideragoes ja feitas acerca do vinculo como uma interagao, a func¢ao de particao para

o NLSM em 1 + 1 dimensées pode ser escrita como

Z= /ﬁpq’i(éﬁ) exp [—;%/dzx(aé,-)z’] 5 (2]\,; O;D; — 1) , (3.4)

onde o campo escalar é parametrizado por ®; = (0,7, ..., Tn—1) € 0 acoplamento go entra com um
cardter de temperatura. A simetria original O(NN) do modelo é quebrada para O(N —1), pois o vinculo

em d — 1 1 fixa csta componente:

N
N oi=1=o0=01-7)"2% (3.5)
i=1

Como pretendemos extrair resultados perturbativos, reescrevemos a fungo de particgo de modo a
podermos cxpandir a subscquente lagrangiana cm torno de um minimo cldssico ¢ uma cscala ou um

regulador infravermelho poder ser introduzido. Dessa maneira o campo o, escrito em funcao de 7,
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serd posteriormente acoplado a um parametro de massa com cardter de campo magnético ( mg) através

de gg. Escrevendo a funcao de particio em termos da acdo euclidiana S(r, m) = [ d®2Ly, teremos
G ¢ G : )

-1/2
_ / {[1-=2@)]) 2 dmi(a) } expl-5 (m,m)). (3.6)
onde a lagrangiana nua ndo massiva é simplesmente
1, 9
Ly = Tgo(d“‘q)i) . (3.7)
Utilizando o vinculo,
7i0,m;)?
(0u:)2 = 19um1 + o+ Ol + 18,01 = 9mif? + [%] : (3.8)
e a lagrangiana fica
1 1 [(x-9,m)?
Lo=—|0m*+ — | —L1 | . 3.9
o= gl + 5 [0 (39)

Reescalonando m; — go7;, altcramos a normalizagao de modo a facilitar a contagem das ordens no
acoplamento. Sendo assim,

1 5 1 (mﬁﬂ,m)z
= = i = —_—F5 | . 1
2|19H7r |+ 590 {1 e (3.10)

Expandindo em m;, ficamos com

1
593(@3”7&)5 + ., (3.11)

1 1 1 . 1
= §|3u7fi\2 + igo(ma‘tm)z + 59(2)(7&3;4771')3 + ggg(maﬂm)“ +
ou seja,

1
L= g‘auﬂ-’ilz Zg() Trz uﬂ'z . (312)

Em uma primeira aproximagao, tomarcmos apenas o termo quadratico cm 7;0,m;. Assim,
1 2 1 2
Loy = 5‘8#7711 + igo(mﬁum) . (3.13)

Adicionando um termo de massa a lagrangiana, como feito na Ref. [82], vem

1 1 ma
Lo = 310, + 5g0(mdm)? = 20 [(1 - ghad) /2~ 1] . (3.14)
2 2 9o

Expandimos consistentemente este termo até a ordem gy para obter
1 m
Lo = 5[(0m)? + min?) + L0 (x2)? 4+ D (mdm)” + 20 + O(g7) (3.15)

onde foi introduzida ¢, a energia de “ponto zero”[23, 86], que dard conta das divergéncias da teoria
através da renormalizacio. Como desejamos que a fisica obtida seja invariante frente a escolha da escala
de renormalizagao, convém que compreendamos a relevancia desta propriedade antes de cfetuarmos

os calculos termodinamicos.
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Os coeficientes do grupo de renormalizagao para o NLSM foram calculadas na Ref. [82] a partir
dos contratermos em fun¢ao de g, m, M e d, a dimensionalidade do problema; voltaremos a esse na
proxima segdo, mas ja podemos analisar um caso particular do NLSM e suas interpretagoes fisicas a
luz da cquagao do RG [70, 75]: Para N = 2, por exemplo, em que temos o modelo XY para descrever

o comportamento de superfluidos, a fungao se anula. O vinculo fica
w2 4ol=1, (3.16)

logo podemos identificar m = sen(y) e 0 = cos(y). Levando isto a lagrangiana da cq. (3.7), teremos

_ L 2 a2 2y _ 1 [Ousen(p)?
Exes = g A[Busen(@)] + tan’ (@) Busen(p)]*) = 5o FL (3.17)
e, tomando o limite ¢ — 0, a lagrangiana se reduz a
1 2
Ln=2 = —(0up)*. (3.18)

240

O acoplamento aparece apenas devido & normalizacao feita anteriormente, portanto esta teoria descreve
um campo escalar livre p(z); de fato, o termo de interagao

[M} (3.19)

1-7
combinou-se com o cinético, tendo seu carater de acoplamento anulado. Portanto, sem interagao nao
hd sentido de se haver running devido a aplica¢do da equagdo do grupo de renormalizagdao. O mesmo
vale, evidentemente, para o caso N < 2, em que hd apenas uma componente, sem haver novamente
interagdo. Logo, apesar de haver uma fisica interessante em N = 1 (modelo de Ising) e em N = 2
(modelo XY'), nosso foco a partir daqui estard no intervalo N > 2, em que a aplicagao da RGOPT

pode ser melhor observada devido & presenca dos termos explicitos de interagao.

3.2 Funcao de Green de dois pontos e os coeficientes de renorma-
lizacao

Para o caso geral N > 2 do NLSM, os coeficientes de renormalizacdo podem ser obtidos a partir do

cdleulo da fungao de dois poutos, que 1o espago euclidiano é definida como
I®(p) = [p* + M), (3.20)

onde M representa todas as contribuigoes do modelo para a auto-energia. Para se obter cada uma
destas contribuigoes, estabelecemos as regras de Feynman do modelo no espago euclidiano retomando

sua lagrangiana até a ordem go:

2
£o= 31(0m)* + min?] + D22 4 L (o) + O(ah) (3.21)



44 CAPITULO 3. RGOPT APLICADA AO MODELO SIGMA NAO LINEAR

Analisando a lagrangiana do modelo escalar g®* do Capftulo 2 (eq. (2.1)), percebemos que as tinicas
diferencas relevantes entre este e o NLSM, nesta ordem, é a presenca do vértice derivativo, 1iltimo
termo da eq. (3.21), e o fato de o vértice nao derivativo do NLSM depender da massa. Portanto, para
o propagador ¢ para o vértice nao derivativo basta simplesmente tomarmos o que jé conhecemos do
primeiro modelo, multiplicando apenas a interacdo consistentemente por 4!m3. Sendo assim, ficamos
com [p? + mg]_l para o propagador e —3g0m(2) para o vértice ndo-derivativo. O vértice derivativo
ocorre praticamente da mesma maneira na teoria fundamental da eletrodinamica quéantica escalar e,
de acordo com [87], adaptando-se a regra para o NLSM tem-se —go(p1 +p2)(ps+p4), dadas as possiveis

permutagoes. Estas regras estao ilustradas na Fig. 3.1.

N v \ /
N\ Ve N Va
_—— - — - - A4 AN
[ ) -
/ s N\
7 N y \
7 N\ s, N\

Figura 3.1: Propragador e vértices nao-derivativo e derivativo, respectivamente.

A contribuicao vinda do vértice nao derivativo (partindo de —X) é idéntica & que aparcee na cq.
(2.6) para o modelo escalar g®*, substituindo-se N — (N —1) e g — 3gom3(N — 1), segundo as regras

de Feynman do NLSM apresentadas. Podemos representé-la através do primeiro grafico da Fig. 3.2.

Portanto,
m N+1)
o) = gomi—— (1) , (3.22)
onde
. 1
L(T)=T 3.23
(1) i w2+ Wl (3.23)
e w = ® + m? representa a relacio de dispersao. Neste trabalho, as integrais divergentes seraio

tratadas com regularizacio dimensional (esquema MS). Em temperatura finita ¢ d = 2 — € dimensoes

400 d2p » eVE M2 €/2 ~+00 dl—ep
Ty =T .24
[. a5~ % (%) ;C/X n) (324

onde g representa a constante de Euler-Mascheroni e M representa a escala arbitrdria de energia no

isto significa

MS. No Apéndice C apresentamos as integrais térmicas utilizadas.

Por outro lado, o vértice derivativo gera duas contribui¢oes. Como as integrais sdo dadas no espago
dos momentos e esta interagao depende dos momentos, é natural que se tenha duas configuragoes para
csta auto-cnergia, sendo que uma integra o momento (X4, (p), scgundo gréfico da Fig. 3.2) ¢ a outra

nao (X7 (p), terceiro grafico da Fig. 3.2). A primeira ¢ dada por

25(p) = 9op”L(T) (3.25)
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-l - - leww _ _ ol - -

Figura 3.2: Contribuic¢oes para a auto-energia, sendo a primeira vinda do vértice ndo derivativo e as

demais do vértice derivativo.

enquanto a segunda,

SB(p) = —gomp1i(T) - (3.26)

Portanto, somando X3, e X5 podemos agora escrever a funcao de dois pontos no espago euclidiano

10 = {0+ aon) i [14+ 0520 + 0} (3.27)

que concorda com a eq. 31.25 de [39] e, conforme mostrado pelos autores, ¢ invariante frente ao RG. O
polo de massa perturbativo pode ser definido como p? = m?;T logo, fazendo p = ipg e reexpandindo
até a ordem go vem

Mipr = mp + Spote + O(g3) » (3.28)

onde a contribuigdo da auto-energia para o polo de massa ¢ [88]

N-3
Epale:g()mg( 3 )

L(T) . (3.29)

Efetuando os célenlos em temperatura finita através de regularizagao dimensional [58], obtemos

L(T) = % E —In (E)} - %Jl(T) , (3.30)
onde
J(T) = /0 - dzm . (3.31)

Portanto, a divergéncia ultravioleta cm Xpq. aparece como go(N — 3)/(4me) e pode ser eliminada

caso escrevamos a massa nua (mp) em termos da massa renormalizada (m) como mg = Z,,m?, logo

1- 9 vl 4
Zu=1- 1=(N = 3)< +0(g") (3.32)

em concordancia com Ref. [89].
De acordo com a Ref. [82], os coeficientes da equagio do RG podem ser obtidos ao aplicarmos o

operador do RG a eq. (3.27), portanto com n = 2, obtém-se as expressoes [90]

8= —bg’ - big’ + O(¢"), (3.33)
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onde by = (N — 2)/2m e by = (N — 2)/47?,
(=209+219"+0(g"), (3.39)
onde 29 = (N —1)/27 e 21 = 3(N — 1)(N — 2)/327% e, utilizando [90] v = (/2 + 8/4°)/2,
Ym = =709 — 19° + O(g%) . (3.35)

onde 79 = (N — 3) /87 e y1 = (N — 3)/8x>.
Uma vez que se considere que g(M) néo atinja altos valores para uma dada escala M [60], neste
caso particular a fun¢ao 8 é dada, aproximadamente, por seu primeiro termo:

Blg) = —%gz‘ (3.36)

A definigao da fungao B que aparece na eq. (2.39) indica que

(N=2) , (N-=2) , Mdg

T or T Y T an (3:37)
portanto
d 2
T (3.38)

Logo, com o aumento da escala (M) o acoplamento (g) terd valores cada vez menores, até que se
estabilizard em zero no limite em que M — oo. Isto caracteriza imediatamente liberdade assintética,
tal qual ocorre com a QCD. Resolvendo a eq. (3.37) para o acoplamento, temos a expressao exata do

running em 1 loop:

_ g(Mo) _
1+ g(Mp)bo In (MMO) '

em contraste com a eq. (2.36) para o modelo g®?, que nao apresenta liberdade assintética.

g(M) (3.39)

3.2.1 Pressao até dois loops

Em casos ndo interagentes, cowmo um gds de bdésons livres, a pressao para teorias escalares O(N — 1)

escreve-se COl’IlO2

Py=-— Io(T) + 20(g”) , (3.40)
onde
Io(T) =T Y Infw? + w?2], A4
o) yé W2 + w2, (3.41)

e £0(g°) serve de renormalizagdo para que dé conta das divergéncas nesta ordem. Somando sobre

frequéncias de Matsubara (formalismo de tempo imagindrio [91, 92]) e integrando, obtemos

() = ™ {1 + F - ln(m)] } +T2%J0(T) , (3.42)

T o e 2 M

2No Apéndice D apresentamos uma derivagio formal da pressao no limite LN a partir do formalismo CJT.
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onde

Jo(T) = /000 dzIn [1 - e‘“z] , (3.43)

¢, por praticidade, definimos a quantidade adimensional w? = 22 4+ y? com 2z = p/T e y = m/T.

Portanto, até a ordem O(g), a pressao (ou fungéo de Green de ponto zero) é apenas
P = Py+ P + Por +eo(9) + O(g”). (3.44)

onde

(N —3)
8

Pr=—go(N-1) my1(T)?, (3.45)

cuja forma é justificada no Apéndice E e Por é obtido quando substituimos m% por mg = Znm? em

Py e expandimos até a ordem O(g)

Por = szh (T) . (3.46)

A partir de uma simples analise dimensional fica claro que, em d = 2, g¢ m% e portanto, no

esquema MS, pode ser escrita como

2 Ckyg 3.47
g0 =mj Tl (3.47)
k>0

sendo os casos particulares acima referem-se, respectivamente, a k = 0 e k = 1. Identificando os
coeficientes da energia de “ponto zero”como ¢y = (N —1)/(47) e e1 = (N — 1)(N — 3)/[2(47)?], as
divergéncias do modelo sao sistematicamente canceladas.

Expandindo I1(T') nas equacoes (3.45) e (3.46) até O(e) e somando, obtemos o resultado finito

P=— (N; Yy — (v 1)L8_3)nﬂ]{(:r>2 (N 1)(4%2)€ [1 +g(§(74;)i)} +m? [%’ + gi—;] ,

(3.48)

onde as integrais finitas sdo definidas por I}(T) = Io(T) — m?/(2we), I}(T) = L(T) — 1/(2m¢). Deste
modo,

P= —Lg_l)zg(:r) -(N— 1)(]\!;7_?’)77121{(11)2. (3.49)

3.2.2 Invariancia da pressao frente ao grupo de renormalizagao

Para analisarmos a invariancia frente ao grupo, apliquemos o operador RG completo, tal como aparece
na eq. (2.38) em Py de modo perturbativamente consistente & ordem mais baixa

Po= 7% {mz B ~In (z\ﬁ)] + 4T2J0(T)} . (3.50)

Como f3 e 7y, sdo pelo menos de ordem g2, Jo(71') ¢é independente da escala e para a pressio n = 0,
obtemos

aPy m? g
Mo =—(N =17 (3.51)

4’
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que mostra, explicitamente, que esta fun¢ao de ponto zero nao é invariante de escala como, por exem-
plo, a fun¢ao de dois pontos, eq. (3.27). A origem deste problema em todos os modelos renormalizaveis
estd no fato de, em geral, considerarmos a energia de “ponto zero”como puramente divergente, sendo
suficiente apenas para dar conta das divergéncias do modelo. Embora aparcca na lagrangiana original,
£ nao pode depender explicitamente da escala M visto que esta é uma escala de energia arbitraria a
qual, diferentemente de g e m, ndo parametriza a dindmica do modelo.

Contudo, tendo vista que agora descjamos, além de finita, uma teoria invariante frente a cscala, adi-
clonamos um termo finito & eq. (3.47) que dependa de parametros dindmicos sendo, ao mesmo tempo,
independente de M. Deste modo, apds a aplicagao dos termos $9/8g e vy,md/Om, esta contribuicao
finita deve gerar um termo que compense a aplicagdo no observavel e entdo construa a invariancia
frente ao RG. Todavia, antes de se escrever uma expressao geral, por questoes de consisténcia é muito
importante lembrar que a funggo vy, ¢ pelo menos de ordem g e, por isso, a contribuicao de ordem
mais baixa ao termo finito deve ser proporcional a um fator geral 1/¢ compensatério. De acordo com
nossas convengoes de sinal [43, 44], podemos escrever gy de modo que a funciao de ponto zero seja finita
e invariante frente ao grupo. Portanto, chamando esta quantidade de e8¢ = Eo+sg““a, convenciona-se
[43, 44]

=m3y [c’,jf? srgl 1)] : (3.52)

k>0

onde sy s@o coeficientes obtidos perturbativamente conforme passaremos a demonstrar. Quando uti-

RG

lizamos 5 ao invés de g, facilmente obtemos a seguinte expressao para a pressao finita em ordem

mais baixa

(N—-1), m?

Py = Ty Iy + 750 ’ (3.53)
e, impondo M (dPy/dM) =0, vem
m? 2] m2sgy
—(N-1)— m =0, 3.54
=1+ |55+ ] (20 <o, (3.59
fixando finalmente sp = 1. O mesmo procedimento, quando aplicado em ordem O(g), fornece
N-1
—% +s0l(bo — 270) + (b1 — 271)g] — 512709 =0, (3.55)

onde compactamos a notacdo e denotamos os dois primeiros coeficientes da fungdo S como by =
(N —2)/(27), e by = (N —2)/(472) assim como os dois primeiros da fun¢ao 7, como o = (N —3)/(87)

ey = (N —2)/(872), de acordo com as equacdes (3.33) e (3.35) respectivamente. Portanto,

(N-1)
= =1, 3.56
%= In (oo - 270) ' (3.56)
como ja visto, e
50
s1=(by —2v1)=— =0, 3.57
1= (b1 71)270 ; (3.57)

pois by = 2.
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3.3 RGOPT

Finalmente, agora temos condi¢oes de aplicar a invariancia frente ao grupo de renormalizagdo simul-
tancamente ao desenvolvimento perturbativo da pressao através da OPT. Analisarcmos inicialmente

o nivel de 1 loop (ordem 4°) e, em seguida, de 2 loops (ordem 4').

3.3.1 Ordem §°

Para implementar a RGOPT, iniciamos com a pressao jé renormalizada (finita) e invariante frente
ao grupo em sua ordem mais baixa, eq. (3.53), e entdo substituimos m — (1 —40)*m e g — dg

consistentemente expandindo até a ordem zero. Procedendo assim e fazendo sg = 1, obtemos

PROOPT _ —L;; D) {7712 B ~In (%)} + 4T2J0(T)} + %2(1 ~2a). (3.58)

Os resultados efetivos invariantes frente ao RG costumam ser obtidos ao serem simultaneamente
resolvidas a equacao reduzida do RG e a equacao do PMS, respectivamente a esquerda e & direita na
eq. (3.59), determinando-se entdo simultancamente a massa e o acoplamento efetivos (7 e g) [43, 44].

Desmembrando a eq. (2.38) para um observdvel de ponto zero como a pressao, ficamos com

P

El bl
[M— + /3%} P=0 o = (3.59)

oM
Conforme detalhadamente discutido nas mesmas referéncias, embora a perturbagao da OPT em
termos de 0, combinada com a equagao completa do RG, funcione como um atalho satiafatério para os
modelos em geral, o fato de as solugoes estaciondrias provenientes do PMS fornecerem aproximagoes
scnsiveis, ordem a ordem, para a teoria originalmente nao massiva, cspera~se que a aplicacao scparada
da equagao do RG gere uma sequéncia de melhores aproximagoes dos resultados exatamente invariantes
de escala. O expoente a é fixado sob a imposigao de que a pressao obedega a relagao reduzida do RG,
ou seja,
(N=3) _

Q= ——">

AN=-2) " b’

a mesma expressido encontrada na teoria g®* [43, 44]. Este expoente é universal, visto que depende

(3.60)

apenas dos coeficientes de primeira ordem do RG, invariantes frente a escolha do sistema de renor-
malizacao [38]. Em geral, tem-se ¢ = 1 para campos fermionicos e @ = 1/2 para escalares quando se
aplica a chamada OPT padrao. Por exemplo, ao se calcular fungoes de ponto zero tomando apenas a
primeira ordem das fungoes 8 e v, (termos proporcionais a by e 7p), obtem-se o exato resultado de
uma ressoma nao-perturbativa tanto em ordem ¢ quanto em ordens superiores, o que definitivamente
ndo ocorre na aplicacdo da OPT padrao. Tendo, portanto, determinado este expoente, a partir da eq.

(3.58) escrevemos a pressao completa em ordem zero da RGOPT:

PRGOPT _ —% {mz B —In (%ﬂ + 4T2J0(T)} +(N - 1)% . (3.61)
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O 00 O &

Figura 3.3: Diagramas até ordem g.

Por questoes de consisténcia, a aplicacgo da equac@o reduzida & pressao de ordem zero anula-se,
enquanto o PMS permite-nos encontrar uma equagao autoconsistente para a massa otimizada segundo

a aproximacao da RGOPT em 1 loop. Desenvolvendo a opracao & direita na eq. (3.59), temos

Forts = 1= 2mgbol{(T) =0, (3.62)
em que
IN(m,T) = —% In (%) - %Jl(m,T) . (3.63)
Em particular, quando T" = 0, temos
(0) = M exp[—1/(gbo)] (3.64)

em 7" = 0. Portanto, resultados em ordem zero altamente nao perturbativos sao obtidos tomando-se
apenas as equagoes (3.39 e 3.62). Chamamos a atengao para o fato de que neste caso, contraria-
mente a QCD, este gap de massa nao-perturbativo nao esta relacionado a wna quebra de simetria da
lagrangiana, embora seja também gerado dinamicamente a partir de suas interagoes (ndo lineares).
Tomando o limite N — oo na eq. (3.62) e substituindo g — g/N, encontra-se o conhecido resultado
de LN [20, 83]. Ou ainda, mesmo no nivel da pressao, procedemos da mesma maneira para vermos a

RGOPT reproduzir exatamente a pressao em LN [20, 83]

Fm2
Nmiy

% (3.65)

N
PLN = —EIS(mLN.,T) +

onde myN satisfaz nma equagao autoconsistente andloga a eq. (3.64), sendo feitas as devidas substi-
tuigoes. Por exemplo, em T = 0,

min = M exp[—(2m) /9], (3.66)

o mesmo resultado apresentado na Ref. [19] através do formalismo CJT (Apéndice D).

3.3.2 Ordem 0

Consequentemente, ao fazermos m — m(1—9)% e ¢ — dg na pressao dada pela eq. (3.53), expandirmo-
la até a ordem 0 ¢ utilizando as equagoes (3.44) ¢ (3.45), imediatamente construimos a pressao RGOPT

renormalizada em dois loops ao substituirmos devidamente sp = 1, s; = 0 e d = 1, em que contribuem
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os termos da Fig. 3.3:

RGOPT?_(AV*l)r 2 _ (N=3) 5 2 (Nfl)ﬂz _
P =5 0+ (N-1) bo m-I; — g(N 1)78 m=(I7)" + I bog 1 )

(3.67)

Note portanto que, apds a determinacao de a ¢ da aplicacao da cquagao do RG a um dado ob-
servavel, a etapa relevante da RGOPT é a imposi¢ao da invariancia do resultado de ordem mais baixa
sob o operador reduzido do grupo (termo & esqueda na eq. (3.59)), estabelecendo o vinculo entre este
expoente e as propriedades do RG.

Por outro lado, na ordem § (2 loops) a consisténcia entre operadores e termos da pressao permite-
nos a aplica¢ao da equagao completa da RGOPT, sendo que o PMS agora fornece, aplicando a operacao

& direita na eq. (3.59),

(1)
er _ B o J1 1 g e le L1120 gl=0 3.68
PMS ™ 4qobog " [bo 2’70( +952) 1+bo g( bo To2) = (3.68)
¢ a equagao reduzida do grupo de renormalizagao traz
B3P by 70
=-_52_4s8 1-—]|=0. 3.69
fra o 95+ b 2 gt b ™ ; (3.69)
em que, por questdes de praticidade, definimos as quantidades adimensionais (1) = —bgg?, 8 =
—bog? — b1g®, S1 = dmyoI] e Sy = —o[1 + 242 Jo(T)], onde
0 e (1 +w,) — 1]
Jo(T) = de—p——""——. 3.70
2( ) /O z wg(l_ewz>2 ( )

E facil notar a relagio de Sy com a integral Io(T) = OL(T)/(dm?). As equagdes (3.68) e (3.69)
sao quadrdticas e, consequentemente, nao necessariamente terao solugoes reais. De fato, a equacao
reduzida possui solucéo fisica apenas no limite de N grande, enquanto o PMS em 2 loops possui
solugao real seja qual for o ntiiero de componentes escalares. Veja as expressoes analiticas em 7= 0

para a solugdo do PMS (g, ) € da equacio reduzida (Mg, ):

T fonrs 1 1—9% N
@ = exp + f PMS / g
M b() 27

~ 1,1 M 1,1 2
= exp( 2:i:2>+ 7N exp 2:I:2 + O(1/N?),
11— 2 1—o/b
AfPMs = (7;0 + QWZ’Y()) +g (7’}/0 + +M> /(bO’YO) . (3~71)

M bog? + big?
m/—g3(3g + 87) + 2g7?)
g (g+2m)N

b1 (1 —0/b
Afn(; _ 92 _ (bOQZ +b1_(]3) 70 + g 1( 70/ 0)
bo bo

M fra _ exp{gﬂ:VAch}

Q

0(1/‘7\72) 1

(3.72)



52 CAPITULO 3. RGOPT APLICADA AO MODELO SIGMA NAO LINEAR

Portanto, no caso N = 4 de nosso interesse, nao poderemos obter massa e acoplamento Gtimos
através da interseccao de solugdes para um dado par {T, M} conforme mostrado pelos autores de [43].
Deste modo, alternativamente & aplicagao da eq. (3.59), a solucao pode ser tomada simultaneamente

na RGOPT, utilizando a cquagao completa do grupo de renormalizacao (cq. (2.38)):

(2L (2L 2L
) = 1+ 2mid =0, (3.73)
em que 7, deve ser considerada até a ordem g2. Note que em T = 0, resolvendo a equacio acima

para My, , temos solugdes para N = 4 e acoplamentos pequenos e intermedidrios:

EAPNE)
_ g—2 1 1-g% )+ \/AT
m]{;“ — expd— (bo 270 ) full (3'74)

e, g
470( o T 0%

3 2 2 3 2 2
N —¢° — ¢*n F [¢*(g + )] —g° —g°n F [¢*(g + 7]
A~ exp{ 56229 + 37) + exp 562029 + 37) +O(1/N),
1 1-g%)\_@ :
Affuu = g—2 bT)_ 27 Tm
4 B pmyP
- = |-+ = 0+ gb1(1 — v0/b0) + 292 [=v0 + (1 — 70/ .
bo( T g | Do gbn(=0/b0) + 29D [0+ (1= 0/b0) /0]

Para obter os devidos resultados em 2 loops, portanto, teremos os inputs {T', M, g(M)} para fixar m,
além do running do acoplamento, o qual, utilizando consistentemente a préxima ordem da fungéo 3,

expressa-se em dois loops como [43, 93]:

57 ) = g () i L+ (1 D)a(o) = i 22 ) ()P~ (JERE% = S8 ) a0 40l ).
(3.75)
onde L = In(M/My).

Para acoplamentos muito fortes, as solugoes passam a ser complexas, restando a aplicacao apenas
da fl(jzl\% nesta regido. Resumindo os procedimentos, a melhor maneira de se obter resultados através da
RGOPT é resolver simultaneamente fpys e fra, cujas solugoes seriam dadas via interseccao entre as
curvas, sendo que qualquer alteragao nos valores de T ou M seriam consistentemente levadas em conta.
Caso uma das equagoes (fra, neste caso) nao apresente solugoes reais para N finito, parte-se para a
resolugao de [y junto ao running de ordem correspondente. Dada a nao-linearidade do NLSM, esta
iltima alternativa vale até certo valor valor do acoplamento e, as regides onde a solugao é complexa,
devem ser exploradas através do PMS em 2 loops. Sob as modificagdes g — ¢%/N e tomando N — oo,
¢ imediata a verificagdo analitica de que as trés equagoes de segunda ordem descritas acima concordam

com os resultados de N grande [19, 73, 77], assim como destacamos para a fl(jll\LI% anteriormente.
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3.4 OPT/SPT padrao

E conveniente que analisemos também o comportamento da OPT padrdao no NLSM a fim de que
possamos comparar. Para tanto, partimos novamente da eq. (3.44) e substituimos m — (1 — 0)*m
e g — dg. Contudo, a diferenga crucial estd no termo gaussiano, pois na OPT padrdo o expoente
a ¢ fixado de modo ad hoc como a = 1/2, enquanto a RGOPT exige uma deriva¢ao mais rigorosa
por ser consistente com o RG. Portanto, basta tomarmos a eq. (3.49) com as substitui¢des acima e,
expandindo-a até a O(g), teremos uma expressao semelhante, porém menos completa do que a eq.
(3.67):

-1

WD gy g -y E ey (3.76)

pser _ _(N-1)

IT
5 ot

e, neste caso, obtemos uma expressao andloga as equagoes (3.68) e (3.69):

2
fspr = S7 4288 — gsz- (3.77)
Logo, em 1" = 0,
_ -~ ( 270 & \/ASPT>
mspr = exXp|——————— |
470
em que
3% 2 8 (N — 3)
Agpp = — 0 4 dn2 = | =2 4 2] .
SPT ’ +47% =% p t : (3.78)

que claramente nao apresenta solucoes reais para N =4 e g = 1, o que é consideravelmente incomum
para a SPT/OPT, cujas solugdes costumam ser extensoes naturais dos resultados de N grande e, por
isso, bew comportadas. Coutudo, a conclusdo mais grave cow relagdo a esta aproximacao ¢ o fato
de, contrariamente ao que vimos em 2 loops e mesmo em 1 loops acima, ndo obtemos os resultados
de N grande quando tomados g — g/N e N — oo [94]. Esta recorréncia ¢ naturalmente encontrada
quando se considera os modelos g®* [43, 44, 55, 56] e de Gross-Neveu [32]. Portanto, uma alternativa
é utilizarmos a screened mass mp = gT'(N — 3)/4 como sendo a massa otimizada da SPT, obtida a
partir da autoenergia perturbativa em 1 loop [88]

(N -3)

Y= ngTI{(T), (3.79)

a qual, quando ¥ — m?, gera uma massa (vestida) autoconsistente. A screened mass é ttil do
ponto de vista numérico quando apenas regioes de altas temperaturas sao exploradas. Neste trabalho
estamos interessados no intervalo completo de temperaturas, por isso tomaremos mgpr como sendo a

solugao da equacio (3.79) fazendo ¥ — m?:

Fipid = 1= dmgnoI{(T) =0, (3.80)
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de forma semelhante a eq. (3.62). E imediata a verificacdo de que esta solucao fornece a screened mass

(mr) no limite de altas temperaturas, em que I7(T) — Ji(T)/7m ~ —aT/m+ O(1/T).

3.5 Resultados numéricos

Em geral, desenvolvimentos numéricos da termodinamica sdo mais convenientemente tratados quando
usamos a pressao subtraida: P, = P(T") — P(0). Consistentemente, isto implica em se ter pressao zero
em temperatura zero. Outros observaveis termodinamicos de interesse sao a densidade de energia,
& = —P, + TS onde a densidade de entropia é simplesmente S = 0P, /0T e a anomalia do traco (ou
medida de interacio) A = (£ — P,). Além disso, pela inten¢io de compararmos nossos resultados
com a litcratura, ¢ conveniente a normalizacao pela pressao de um gdas livre, ou pressao no limite de
Stefan-Boltzmann (SB). Tal limite é facilmente encontrado quando tomamos a pressao perturbativa
mais simples, de 1 loop (equagoes (3.40) e (3.42)), e tomamos seu limite de altas temperaturas Jo(1') =

—72/6 + 7y/2 + O(y?), sendo o termo dominante o que gera o limite de SB:
T2
Psp = (N = 1)gT?. (3.81)

Contudo, note que na derivacao da pressao tratamos a interagao escrevendo o campo o em fungao dos
(N —1) pions, havendo sempre um fator global (N — 1) nas expressoes a menos da aproximacao de N
grande, que carrega este fator global. Logo, de antemao sinalizamos que os resultados da pressao de
LN sempre superestimarao Psp em altas temperaturas, no caso de N = 4 aqui considerado.

Como desejamos analisar a invariancia dos resultados frente ao grupo de renormalizacdo, escre-
veremos a escala como M = aMy, e aqui consideramos os casos o = 0.5,1 e 2, com as respectivas
expressoes do running em 1 e 2 loops (equagoes (3.39) e (3.75) respectivamente). Contudo, ainda an-
tes destas variagoes, podeimos comparar na Fig. 3.4 as implementages mais relevantes® (RGOPTIL e
RGOPT2L) com a aproximacao de N grande mesmo em 7' = 0, observando como as massas dependem
do acoplamento quando tomamos apenas a escala “central” (o = 1).

Cowmo mostra a figura, as solugoes de LN ¢ RGOPTILL serao sempre reais para todo valor do
acoplamento, haja vista as equagoes (3.64) e (3.66). Por outro lado, a otimizacao da RGOPT2L
utilizando-se a solucao completa ( ff(fllL)) falha para altos valores do acoplamento (vide eq. (3.74)).
Lembremo-nos de que as solu¢oes da RGOPT2L sao obtidas apds resolvermos a equagao quadrédtica
(3.73) para S e, por isso, rotulamos os dois possiveis ramos de solucao com os sinais correspondentes
ante a raiz quadrada do discriminante (£ \/m ), conforme aparecem nas equagoes (3.74). De fato,
até cerca de g(My) ~ 4, a equagdo possui duas rafzes reais (Ag,, > 0), quando entao as solugdes

coincidem (Arg = 0) e, para valores maiores do acoplamento, Ay < 0 e ndo hd mais solugdes

3, }({%) néo constara aqui e doravante visto sempre fornecer apenas solucdes complexas para N finito (vide eq. (3.72)).
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Figura 3.4: Massas normalizadas pela escala central em 7' = 0 como funcao de g(Mp) para N =4 ¢

a=1.

fisicas. Embora haja essas duas possibilidades em N = 4, optamos por utilizar nos célculos subse-
quentes o ramo fisicaiente coerente, ou seja, aquele que coucorda com o resultado perturbativo para
pequenos acoplamentos e, por isso, corresponde as solugdes consistentes com o limite de SB em altas
temperaturas; neste caso, trata-se da solugao com o sinal positivo ante o discriminante da eq. (3.74).
E fundamental observarmos que a solugdo com o sinal negativo (para esta solugao, é este o ramo que
atinge SB em altas temperaturas) em frente a raiz quadrada do discriminante da eq. (3.71), na escala
central (o = 1) sempre concorda exatamente com os resultados da RGOPT1L.

A partir de agora, como os resultados de interesse sao os fisicamente consistentes e por objetividade
na exposicao, nas figuras sempre constardo apenas os resultados com o sinal positivo da eq. (3.74)
quando tratarmos das solugoes para a RGOPT2L (tornando a representagao unfvoca, ou seja, nao
associando fl(DQI\LI% aos resultados de 2 loops) e aqueles provenientes da eq. 3.64 quando tratarmos
das solugoes para a RGOPTI1L. Portanto, passamos agora a investigar, Fig. 3.5, o comportamento
térmico da massa otimizada levando em conta a variagao da escala (v = 0.5, 1,2) e fixando g(Mp) = 1.
O comportamento visto nesta figura é qualitativamente semelhante ao encontrado pelos autores da
Ref. [20], em que a massa parte de um valor finito em 7= 0 e, em T # 0, logo apresenta pequena
curvatura, precedida por um comportamento linear para altas temperaturas. E interessante notar que
na fase desconfinada das teorias de Yang-Mills, as quais, como jé mencionado, compartilham algumas
propriedades com o NLSM, o mesmo padrio é observado para a massa do gluon ([95, 96, 97]), que
usualmente ¢ parametrizada por 7'/ In7" cm altas temperaturas. A massa, como solucao das cquagocs

acima, nao é por si s6 um observéavel, visto que funciona como um parametro indireto para o célculo
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de observéveis termodinamicos. Portanto, mesmo uma teoria rigorosa e completamente invariante

20f —— N
I SPT

1.5¢ RGOPTIL
[ RGOPT2L

0.0t ™=

Figura 3.5: Dependéncia térmica da massa otimizada normalizada correspondente as solugoes fisicas
em fungdo da temepratura normalizada para os casos a« = 0.5,1,2, com N = 4 e g(My) = 1. Nas
bandas de RGOPT em 2 loops ¢ SPT, a linha continua refere-sc a o« = 1 (escala central) e os contornos

inferior e superior a a = 0.5 e a = 2 respectivamente.

sob mudangas de escala pode exibir esta dependéncia em uma massa proveniente de um gap [43, 44],
caracteristica que deveria obrigatoriamente caber, por exemplo, a pressao. Euntretanto observe, a
partir da Fig. 3.5, que as solugoes tanto de LN quanto de RGOPT1L sao perfeitamente invariantes. O
mesmo, por construgao, nao é encontrado na RGOPT2L e na SPT, esta que nao obedece a qualquer
tipo de invaridncia. A curvatura logo acima de 1" = 0 pode ser melhor observada na Fig. 3.6, indicando
que uma espécie de “transigdo” para uma fase mais massiva ocorre em baixas temperaturas.

A Fig. 3.7 mostra a pressdao subtraida, P, e normalizada por Psp para g(My) = 1 e escala o =
0.5,1,2. Note que a curva de LN mostra tendéncia a ultrapassar o limite de Stefan-Boltzmann. Além
disso, a curva de SPT rapidamente atinge seu patamar final ao compararmos com as aproximagoes
mais completas da RGOPT. Veja que, de fato, RGOPT1L é completamente invariante frente a escala,
sendo que se percebe uma pequena dependéncia residual na RGOPT2L [43, 44]. Note, contudo,
quanto a convergéncia do método, que este apresenta consideravel discrepancia entre os resultados de
um e dois loops. Frente a simulagao numérica de Monte Carlo, nota-sc a convergencia da RGOPT
especialmente a partir de T/Mp = 1. Os resultados do modelo na rede foram traduzidos por nds para
N = 4, visto que originalmente este assumiu a forma do modelo de Heisenberg O(3). Segundo os
autores da Rel. [19], a rede bidimensional teve um espagamento a dado por aN, = 1/7', onde Ny ¢ o

nimero de sitios e desta maneira a temperatura fora introduzida. A convergéncia entre LN e a rede
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Figura 3.6: Curvatura da massa otimizada normalizada dependente da temperatura como fungao da

temperatura normalizada para N =4, g(Mp) =1e a=1.
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Figura 3.7: P/Pgp como funcao da temperatura normalizada para N =4, g(My) =1e a=0.5,1,2.

para baixas temperaturas foi observada também por este autores e, a principio, é proveniente de uma
escolhia especifica destes e demais parametros da simulagao. Pelo fato de nao termos controle sobre
esta e tratar-se apenas de uma reinterpretacao de resultados para fins de comparacio, ressaltamos que
hé ddvidas quanto a estes resultados alheios acerca da implementagao do modelo na rede.

A partir da pressdo podemos agora, nas mesmas condigdbes N = 4, g(My) = 1 e variando o =
0.5,1,2, obter resultados para as demais quantidades termodindmicas como a densidade de entropia

(Fig. 3.8) e a densidade de energia (Fig. 3.9), cujo comportamento serd discutido em breve.
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Figura 3.8: Densidade de entropia como fun¢ao da temperatura, ambas normalizadas. N = 4, g(My) =

lea=0.51,2.

Além disso, como a equacao de estado para o géds livre relaciona pressao (P) e densidade de energia
(¢) tais que P = e: logo, a anomalia do trago, convenientemente chamada de medida de interacao e
definida por

A=c—P, (3.82)

indica o desvio do comportamento de gas livre exibido pelo sistema. Quanto a temperatura vai a
infinito, as interagoes tendem a ser inibidas (A — 0) e o modelo aproxima-se do limite de Stefan-

Boltzmann*

. Portanto, a inflexdo para baixas temperaturas da Fig. (3.10), em que apresentamos
a anomalia do traco normalizada por T2, indica uma “temperatura critica”, ¢ o pico que a sucede
indica um intervalo em que o sistema ¢é altamente interagente. A inflexao mencionada ocorre, com
boa aproximagao, na lesiia temperatura em que se observam as curvaturas na massa (Fig. 3.6).
Esta concordancia é importante, haja vista que é este ponto de inflexdo que define a temperatura
critica na transicio de fases da QCD. Mesmo em um crossover, a temperatura critica (ou pseudo-
temperatura critica) define-se como aquela em que a massa possui maior sensibilidade as variagoes
de temperatura; para tanto, observemos a Fig. 3.11, que esclarece a relagdo entre o comportamento
térmico da massa e a inflexdo na medida de interacdo. Além disso, verificamos que, a menos da SPT,
cm altas temperaturas A comporta-se lincarmente com 7'/Mp, o mesmo encontrado pelos autores

das referéncias [98] e [99] para a teoria de Yang-Mills em quatro dimensoes. Por outro lado, uma

dependéncia quadrdtica foi observada em célculos de LQCD, segundo a Ref. [100]. Note ainda que,

“Note que, pelo fato de em 1 + 1 dimensées termos A = & — P, o limite de um gés livre (ndo interagente, portanto

A =0) fixa Psp = €5, 0 que nos permite utilizar a mesma normaliza¢ao nas figuras 3.7 e 3.9.
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apols a “transi¢ao” (inflexao), a RGOPT2L preve um sistema muito mais interagente do que LN ou
RGOPTIL em um determinado intervalo de temperatura. Logo, vale a comparacao de nossa figura
com a medida de interagio fornecida pela HTLpt (na Fig. 12 da Ref. [9] estdo os resultados para
gliions apenas, tomados até 3 loops). Veja que nosso resultado de 2 loops, pelo menos qualitativamente,
concorda em muito com o encontrado através do modelo na rede [19] e de simulacdes de LQCD [101],

enquanto a SPT assemelha-se aos resultados de LO e NLO da HTLpt.
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Figura 3.9: Densidade de energia normalizada pelo limite de SB como funcéo da temperatura norma-

lizada. N =4, g(Mp) =1ea=0.5,1,2.

Note que, embora LN e RGOPTIL sinalizem uma propensao a um crossover na regiao 0.05 <
T /My < 0.2 das figuras 3.9, 3.10 ¢ 3.11, apcnas a RGOPT2L assinala o que sc obscrva para a QCD
no que diz respeito a densidade de energia: O pico nesta quantidade, quando normalizada, costuma
indicar uma regiao de transigao de fase em, por exemplo, teorias de Yang-Mills para 3 + 1 dimensoes
[102], em que os autores também utilizaram grupo de renormalizacdo, ¢ na LQCD ([103], [104] ¢
[105], onde discute-se o ponto critico no diagrama de fases da QCD e o plasma de quarks e glions)).
Devido a estas semelhangas e tambéim ao fato acima mencionado de a medida de interagao crescer
linearmente com a temperatura, os resultados estao absolutamente consistentes com e reforgam a forte
relac@o entre o NLSM caculado em RGOPT2L para 141 dimensoes e teorias de Yang-Mills para 3+1
dimensdes. Em 1 loop isto jd havia sido mostrado pelos autores de [18, 19, 20] em termos apenas da
anomalia do traco e do gap de massa mas, como vemos na Fig. 3.9, apenas em 2 loops a densidade
de energia apresenta-se como um indicativo de crossover.

Vemos que LN, RGOPT1L e RGOPT2L mostram melhor, em contraste com a SPT, o compor-

tamento de gds livre para o sistema através da Fig. 3.12, onde o parametro da equacdo de estado
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Figura 3.10: Anomalia do traco normalizada por T2 como funcio da temperatura normalizada. Os

picos mostram onde o sistema ¢ altamente interagente. N =4, g(My) =1 e a«=0.5,1,2.
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Figura 3.11: Taxa térmica de variagdo da massa como funcao da temperatura, com os picos sinalizando

regioes de possiveis crossovers. N =4, g(My) =1e a=0.5,1,2.

w = P/e indica a jd mencionada tendéncia Psp = £gp em altas temperaturas. A Fig. 3.13 mos-
tra a velocidade do som, v? = dP/ds, como fun¢io da temperatura. Lembrando que a equacio de
estado do gés livre é e = P, o limite da velocidade é fixado em v; = 1. Note da figura, portanto,
que os resultados da RGOPT em 2 loops geram a cquagao de estado mais dura dentre os calculos

nao perturbativos deste trabalho a partir de T'/Mj =~ 0.02, sendo seguida consecutivamente por 1
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loop e LN. A SPT, no entanto, como esperado tendo em vista o comportamento de sua pressao (Fig.
3.7), apresenta uma velocidade do som que atinge um certo patamar ji em baixas temperaturas; em
geral, os comportamentos abruptos da SPT mostram que, realmente, a pura teoria de perturbagao é
incompativel com a fenomelologia esperada. Os resultados obtidos para a velocidade do som estao em
concordancia com o que se obtém através da LQCD [101]. Todavia, vemos um resultado interessante
para a RGOPT2L (Fig. 3.14), observado também no modelo de NJL [34]. No modelo de NJL, este
minimo sinaliza uma temperatura pscudocritica ¢ indica que a cquagao de estado do sistema adquire

uma repentina maleabilidade na criticalidade.
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Figura 3.12: Parawmetro da equagao de estado como fungao da temperatura normalizada para N = 4,

g(My)=1lea=05,1,2.

Também é valido analisar como nossos resultados comparam-se com a aproximacao 1/N em NLO
para N = 4 [77], wua vez que o método da RGOPT incorpora corregoes de N finito. A Fig. 3.15 mostra
diferentes resultados para P/Psp com a = 1 em altas temperaturas, onde a pressao na aproximagao

1/N expressa-se, de acordo com [77], como

1
PNRC ~ Psp — Z»rn%f,’(z\r -7, (3.83)

1/2 2 M\
O ~ aT {N (f - ln4) (1 + N) —yg—In (M—Tﬂ . (3.84)

Novamente a curva de LN claramente mostra a tendéncia de superar o limite de SB. Note a con-

onde

cordancia entre RGOPT1L e RGOPT2L com a ressoma 1/N em NLO, cujos desenvolvimentos analiticos
530 altamente nao triviais.
O sucesso da RGOPT aplicada no NLSM ¢ interessante principalmente pelo fato de o modclo

compartilhar aspectos termodinamicos com teorias de Yang-Mills, que podem naturalmente exibir
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Figura 3.13: Quadrado da velocidade do som em fungao da temwperatura normalizada para N = 4,
g(Mp) =1ea=05,1,2. A equacio de estado da RGOPT2L mostra-se a mais dura a partir de

T /My =~ 0.02 e a SPT atinge rapidamente um determinado patamar.

confinamento. A concordancia pelo menos qualitativa de quantidades como densidade de energia,
anomalia do trago e velocidade do som reforcam a eficiéncia da RGOPT.

No préximo capitulo aplicaremos a OPT ao modelo fermionico nao renormalizdvel PNJL, que
simula o confinamento de quarks e pode auxiliar na determinacao do ponto critico do diagrama de
fases da QCD, pois permite célculos em densidades barionicas finitas. Visto que o PNJL néo contém
liberdade assintética, utilizaremos uma versao adaptada do running da QCD, semelhante a eq. (3.39)

apresentada neste capitulo, para corrigir um comportamento discrepante de sua termodinamica.
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Figura 3.14: Quadrado da velocidade do som em funcéo da temperatura normalizada para N = 4,
g(Mpy) =1 e a=0.5,1,2 para RGOPT2L nas regioes de inflexao da massa. O comportaiento em
T/My = 0.02 é semelhante ao encontrado pelo modelo de NJL nas proximidades da temperatura

critica para a transi¢do quiral.
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Figura 3.15: P/Pgp como fungao da temperatura normalizada para N =4, g(Mp) =1e a = 1.
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Capitulo 4

OPT aplicada ao segundo cumulante

do modelo PNJL

H& modelos escalares que apresentam liberdade assintética (como o NLSM, discutido no capitulo ante-
rior) e sao simplificagoes da QCD; contudo, ndo apresentam simetria quiral e ndo podem fazer predicoes
para quarks, por exemplo. Um bom modelo efetivo que, mesmo sem exibir liberdade assintética nem
renormalizabilidade, contém simetria quiral, ¢ o de Nambu-Jona-Lasinio (NJL). Embora trate de
férmions, a estrutura padrao deste modelo nao incorpora o confinamento de quarks. Contudo, para
simularmos tais caracteristicas podemos adicionar um campo de fundo & sua lagrangiana (através do
loop de Polyakov, por excmplo). O confinamento de quarks tem sua relevancia no fato de que ha
muito tempo o diagrama de fases da QCD tem atraido interesse tedrico e experimental, em especial
quando se trata de quarks e glions subietidos a valores finitos de temperatura (77) e potencial quimico
(1). Neste regime hd dois tipos importantes de transi¢ao, sendo uma associada com a restauracao
da simetria quiral e outra com a passagem da fase hadronica para a fase desconfinada. Ainda estao
el aberto diversas relagoes entre a transigao quiral e o desconfinamento, embora resultados da QCD
na rede (LQCD) indiquem que estas ocorram em temperaturas proximas. Investigagoes especificas
recentes concentram-se na determinagao de um ponto critico no diagrama de fases para a matérias de

quarks.

No regime de potencial quimico finito, os resultados fornecidos pela LQCD sao deduzidos através
de uma cxpansao cm séric de Taylor das quantidades termodinamicas em poténcias de p/7" em torno
de = 0. Os coeficientes de expansao da pressao de um sistema de quarks em ordem 7, ou seja, as
derivadas de ordem n da pressao a uma dada temperatura com respeito a p/7, sdo chamados de cumu-
lantes, ¢, (1"). da pressao. O scgundo cumulante estd intimamente relacionado com a susceptibilidade

dos quarks, quantidade que auxilia na determinagao do ponto critico e sdo acessiveis & LQCD:

65
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P(T, - n
P S am (5) @

logo

ea(T) = LAPL /T

n! O(u/T)™ (42)

=0 '

Em p = 0 o cocficiente ¢z, scgundo a LQCD, aumenta com a temperatura até aproximar-se do
limite de Stefan-Boltzmann. Por outro lado, modelos efetivos mostram este coeficiente atingindo um
maximo pouco acia de T, quando um termo de repulsdo vetorial, controlado por Gy, é iucluido e
estao, portanto, em desacordo com rela¢ao & LQCD. Esta discrepancia foi inclusive utilizada mesmo em
modelos tomados em N, grande para fixar o ainda desconhecido valor de Gy [54]. Aqui mostraremos
que, quando sao tomados termos considerando N, finito, mesmo com Gy = 0 encontra-se este maximo
na curva de ¢z, pois um termo de repulsao vetorial é gerado dinamicamente pelas corregoes radiativas.
Tais efeitos de N, finito serdo aqui obtidos através da OPT, que mostrou resultados numéricos muito
precisos para 7' < 1.27,, mas, como esperado, mostra um madximo em seguida. Mostraremos ainda os
resultados andlogos a esses atingidos pelos antores da Ref. [54], que compararam o modelo de N.JL
acrescido do loop de Polyakov (PNJL) com a rede. O loop de Polyakov auxilia na investigacdo do
desconfinamento em conjunto com a restauragao da simetria quiral, ¢ pode ser devidamente adicionado
a qualquer modelo efetivo da QCD que exiba esta simetria. O campo associado a este loop serve como
um parametro de ordem para o desconfinamento quando Ny = 0. Novamente, mesmo com o loop de
Polyakov foi obscrvado cste méximo, o que nos permitiu concluir que sua origem matematica se da
justamente mediante se tomar corregdes de 1/N, quando Gy = 0, e nao pela auséncia de um termo
que simule o confinamento dos quarks. Interpretamos, portanto, esta hipdtese como wmna indica¢ao
de que, além do limite de N, grande, o comportamento pelo menos qualitativamente correto em altas
temperaturas (perturbativamente) de co deve ser encontrado por modelos efetivos apenas se estes
simularem o fenomeno da liberdade assintdtica e/ou demais propriedades da QCD.

Diversas aplicagdes antigas e recentes justificam a importancia e praticamente a necessidade de
canais vetoriais de repulsao serem incluidos na lagrangiana de teorias efetivas que descrevem a interacao
forte, conforme naturalmente se constréi o modelo nuclear de Walecka [106] e a versao do modelo de
NJL para a matéria de quarks [107], por exemplo. Uma destas aplicagoes estd na Ref. [108], em que a
versao SU (3) do NJL foi utilizada para reproduzir a EoS da matéria de quarks magnetizada cm 7" & 0.
Além disso, na escala de energia dos experimentos realizados no Beam — Eenergy Scan program do
RHIC, observou-se discrepancias na medida do fluxo eliptico entre nucleons e antinucleos e entre
kéons ¢ antikdons [109], que ficam meclhor cxplicadas através de interagoes vetoriais. Note que a

Ref. [110] sugere que este problema possa ser resolvido com a inclusdo de uma interagao repulsiva.
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Também vemos a necessecidade crucial desta implementacdo no estudo do ponto critico (CP) no
diagrama de fases da QCD. Embora a maioria dos trabalhos preveja a sua existéncia, os autores
da Ref. [111], utilizando métodos numéricos, previram a possivel inexisténcia deste CP. Contudo, a
discussao encontrada na Ref. [112] indica que um acoplamento repulsivo vetorial possa conciliar os
resultados da Ref. [111] com as previsdes feitas por modelos, resultando em um CP em seu diagrama

de fases.

Para adicionarmos um canal de repulsao vetorial ao NJL, basta que entremos com o termo
—Gy (Py"1)? na densidade lagrangiana original [47, 107]. Tortanto, na aproximacgio de N, grande
apenas a componente 0 sobrevive, logo a consequéncia efetiva desta adi¢do ¢ a adi¢gdo de um termo
como —vag a pressao (onde pg ¢ a densidade do nfmero de quarks), enfraquecendo (fortalecendo)
a transicdo de primeira ordem quando Gy é positivo (negativo) [113]. Sendo assim, no caso repul-
sivo (Gy > 0), a transicdo de primeira ordem cobre um intervalo menor de temperaturas comparado
ao caso Gy = 0, enquanto o potencial quimico onde ocorre a coexisténcia de fases para mna dada
temperatura passa para um valor maior. Consequentemente, o CP ocorre em valores menores de

temperatura e maiores de potencial quimico do que no caso Gy — 0.

Fixar Gy em um modelo nao renormalizédvel como o NJL é uma tarefa sutil, e a raiz deste problema
esté dirctamente associada a fenomenologia do modelo. Por exemplo, para fixarmos o acoplamento
escalar-pseudoescalar Gg, impomos que a massa de corrente m,. dos quarks e a escala de energia
(cutoff A) sejam ajustadas de modo a reproduzirem os conhecidos resultados para a massa do pion
(mx ~ 135 MeV), sua constante de decaimento (fr =~ 93 MeV) e para o condensado de quarks
((T)"* ~ =250 MeV), o que fornece A ~ 500—670 MeV, GgA? ~ 2—3.2 ¢ m ~ 5—5.6 MeV (na Ref.
[47] encontramos uma discussao detalhada). A respeito do cutoff (A), note que couforme ja discutido
é utilizado para regular as integrais com divergéncias ultravioletas que naturalmente aparecem no
modelo. Tais divergéncias ndo podem ser removidas por uma redefini¢do sistemética dos parametros
origniais couforme os capitulos auteriores visto que o modelo nao é renormalizdvel. O parametro
A, portanto, define a escala maxima de energia em que reside a validade das predi¢oes do modelo.
Assim como no caso de Gg, a fixagdo de Gy deve respeitar os valores fenomenolégicos dos observéveis
fisicos. Contudo, este acoplamento depende da utilizagdo da massa do méson p, a qual é maior do
que a escala maxima de energia definidada por A. Portanto, o valor de Gy nao pode ser determinado
por exeperimentos e pela LQCD porém, eventualmente, a combinacdo de observagoes de estrelas
de néutrons ¢ de transigoes de fases em FAIR/NICA podem sugerir scu valor numérico. Enquanto
muitos trabalhos tratam Gy como um parametro livre, cujos valores cobrem um intervalo de 0.25 Gg
a 0.5 Gg [114, 115], outros procuram fixd-lo de diferentes maneiras como nas Ref. [116, 117], prevendo
0.3 < Gy/Gs < 3.2. De uma maneira ou de outra, o real valor de Gy permanece indeterminado.

No entanto, uma alternativa a este problema de fixacdo pode surgir quando vamos além de LN (ou
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campo médio), em que corregoes radiativas de troca induzem efeitos fisicos similares aos causados em
nivel cldssico (de drvore), como o termo Gy ()% [46]. E exatamente isso que se observa em uma
aplicacdo da OPT ao modelo de NJL sem termo de repulsio vetorial (Gy = 0) [118]. Os resultados
da OPT para o diagrama de fases fornecido pelo modelo de NJL mostram que corre¢oes de N, finito
induzidas por esta aproximagao reproduzem, ao menos qualitativamente, as mesmas caracteristicas
(enfraquecimento da transi¢do quiral de primeira ordem) obtidas ao se considerar o modelo em N,
grande com canal vetorial repulsivo. Isto ocorre devido & presenga, com a OPT cem dois loops, de
um termo proporcional a —Ggpg/(NcNf) na pressao, enquanto o canal vetorial repulsivo em LN gera
—G’Vpg. Os autores da Ref. [119] obtiveramn também, com a OPT ¢ Gy = 0, resultados muito
similares aos encontrados pelos autores da Ref. [112], na aproximacdo de LN com Gy # 0. Esta
forte relagao entre a OPT com Gy = 0 e a aproximacao de N, grande com Gy # 0 foi investigada
e detalhes através do modelo abeliano de NJL em densidades finitas (u # 0) e temperatura zero
[120]. E evidente que, inclusive neste caso de se determinar propriedades da matéria densa de quarks,
o grande trunfo da OPT é fornecer resultados néo perturbativos mais realisticos sem a necessidade
de se incluir explicitamente o pardmetro indeterminado Gy . Resultados de mesma forma podem ser
obtidos através da tipica expansdo 1/N., entretanto, este procedimento nem sempre é vidvel devido
as contribui¢oes de infinitas séries a serem somadas [81]; por isso a preferéncia neste trabalho de se
utilizar a OPT, que combina cdlculos perturbativos com um procedimento variacional de otimizagao,
oferecendo uma alternativa ndo perturbativa para se ir além do limite de N, grande. A posse de
tal maquinédrio pode ser 1til na andlise da matéria de quarks no regime de p # 0, regido em que
falha a QCD por nao ser completamente acessivel as simulagoes na rede devido ao problema do sinal.
Como o termo vetorial é de relevante importancia fisica mas a fixacdo de seu parametro é controversa,
utilizamos aqui o fato de a OPT reproduzir automaticamente mna interagao vetorial e aplicaimo-la
no PNJL de modo a obtermos resultados mais realisticos. Contudo, assim como no caso Gy # 0
observaremos um pico na curva do cumulante de segunda ordem em fungao da temperatura. Veremos
que a origem analitica deste méaximo deve-se a invariancia do acoplamento com a temperatura, pois
um dos termos de interagao gerados pela OPT (e por LN quando Gy # 0) torna-se altamente negativo
e compromete o comportamento térmico esperado da quantidade. Como o comportamento ruim de
co cm altas temperaturas esté relacionado ao termo de interagao extra gerado pela OPT,| procuramos
uma forma de reescrever o acoplamento diretamente como fun¢ao da temperatura. Enquanto o EPNJL
parte de um ansatz para relacionar o acoplamento aos campos de Polyakov e, assim, indiretamente a
temperatura, nossa ideia foi utilizar a fungao beta da QCD que, por sua vez, expressa formalmente o
acoplamento em termos da escala de energia. Tomando esta escala como a temperatura conseguimos,
portanto, tambdém com uma espécie de ansatz, adicionar caracteristicas de liberdade assintética ao

PNJL sob OPT para analisar o novo comportamento de c2 em altas temperaturas.
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4.1 Modelo para quarks sem confinamento tratado pela OPT

Embora tenha sido desenvolvido em 1961, quando quarks e tampouco a QCD eram conhecidos, o
modelo de NJL permite a andlise da simetria quiral e da estrutura de fases da QCD. Uma grande
motivagao cm sc cstudar este modelo com a OPT ¢ o fato de que csta combinacao gera, através
de corregOes quanticas, um termo que na aproximagao de LN poderd ser tratado apenas quando ja
aparecer 1o nivel cldssico [121]. A aproximagio de LN, quando adicionada de win termo de repulsao
vetorial prevé, para T # 0, que a transigao de fase de primeira ordem ocorre para um valor maior
do que aquele previsto pela teoria original. O fato de esta previsdo ocorrer também para a simples
implementagao da OPT ao modelo, portanto sem a inser¢ao de tal teriwo, leva-nos a acreditar que

corregoes de 1/N, carreguem a fisica associada a estas interagoes.

4.1.1 Lagrangiana e bosonizacao

O modelo de NJL ¢é descrito pela seguinte lagrangiana de campos fermionicos [45]:

L= (i — me) b+ Gs [(PY)? + (Pivs7h)?] (4.3)

onde ¥ (aqui cstd implicita uma soma sobre sabores ¢ graus de liberdade de cor) representa um iso-
dubleto de sabor (tipos u, d de quarks) e um N -pleto de quarks, enquanto 7 sdo as matrizes de Pauli
de isospin.

Devido & interagao fermionica qudrtica, a teoria é nao-renoralizdavel em 341 dimensoes (Gg tem
dimensoes de eV_Q)‘ o que significa que divergéncias nao poderao ser eliminadas pela redefini¢ao dos
parametros originais do modelo como massas e acoplamentos. Conforme jé mencionado, costuma-se
utilizar a regularizacao por wm cutoff A, que deve ser fixado de acordo com o espectro de energia que
estiver sob estudo. Em geral, os valores experimentais da massa do pion m, e de sua constante de
decaimento f; s@o utilizados na fixagdo de Gg e A.

As contribuigdes de 1 loop ao potencial efetivo (ou energia livre) derivam do propagador fermidnico
vestido, cuja equagao para a massa efetiva M é auto-consistente. Para obter esta contribuicao, convém
considerarmos a versao bosonizada do modelo de NJL, obtida apos a introdugao dos campos auxiliares
(o, @) via transformagao de Hubbard-Stratonovich. Na aproximagao de LN, em geral se reescreve o
acoplamento como Gg — A\/(2N,) e toma-se o limite formal de que N, tenha alto valor, assumindo

N, = 3 novamente ao final dos célculos. Ficamos portanto com

L= (i — me) ¥ — (0 + insT-R)Y — 2%(02 +77). (4.4)
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4.1.2 Interpolagao do modelo

Muitos trabalhos restringem seus resultados ao limite de N, grande (para uma revisdo, veja [46]),
ainda que encontremos, na década de 90, algumas extrapolagoes (50, 51]). Todavia, os autores de [118]
mostram a aplicagdo da OPT ao modelo de NJL, o que trataremos nesta segao. Para implementarmos
a OPT nesta teoria devemos seguir a prescrigdo das referéncias [32, 33| e, de modo semelhante ao
capitulo anterior, interpolamos a lagrangiana fermionica original em termo do paramectro ficticio 9,
(ue servird para a expansao perturbativa. Em geral, sempre teremos a teoria livre para § — 0 e a
original para § — 1. Seguindo a expressao £ — (1 — §)Ly(n) + 0L, a lagrangiana interpolada a partir
da eq. (4.4) fica

L=1-0)P[i —me—n—0+ivsT T+ ()P [id — me — 0 +iysT - T ap — 5];—/\” (o® +7%) (4.5)
de onde, rearrajando os termos, obtemos
- L AN 2, 22
L:w[zafmcfé(aerg,‘r-ﬂ')7n(176)]w70ﬁ (o* + 7). (4.6)

Note que a lagrangiana original é recuperada para ¢ — 1, e que 1 aparece como um parametro
arbitrario de massa que veste o propagador, comum no método da OPT. Um resultado bem conhecido
da OPT com relag@o ao potencial efetivo, explorado em termos da pressao no capitulo anterior para
o NLSM é que, tomado seu limite para N. — oo, 7, o valor de 1 que extremiza o potencial efetivo,
corresponde exatamente ao valor cldssico dos campos de fundo, fazendo com que as aproximagoes
coincidam. No modelo de NJL temos que lidar tanto com o setor escalar quanto com o pseudo-escalar,
porém na Ref. [94] foi mostrado que o parametro n pode dar conta de parametros de massa na diregao

pseudo-escalar caso seja redefinido:

n—n+ivs7 B (4.7)

implicando em um caso mais geral, com quatro parametros de massa e as trés componentes de g
sendo fixadas por otimizagao. Em termos do potencial cfetivo, apenas flutuagoes no sctor cscalar
tornam-se relevantes, sendo que apenas o campo o adquire um valor esperado finito ({(o) = o.). Ou
seja, assumiremos que (m;) = 0, o que, de acordo também com [94], implica que B; = 0. Deste modo,
com relagdo aos parametros gerados pela OPT precisarcmos apenas obter 1. De fato, uma vez que o
potencial efetivo Ve%‘n‘ é calculado a uma dada ordem k na OPT, o método de otimizagao PMS fixa

a massa arbitrdria n [33]
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4.1.3 Potencial efetivo otimizado

Vamos inicialmente revisar os principais resultados da Ref. [34], onde o potencial efetivo com OPT até
ordem ¢ é dado pelos diagramas da Fig. 4.1, que mostram a eficdcia da OPT em gerar naturalmente
termos de Hartree ¢ ¢ de Fock; as contribuigoes sao calculadas utilizando propagadores vestidos, onde

o termo de massa, em uma notac¢do mais compacta, é dado por

H=n+me—0[n—(0+iv7 7). (4.9)

Figura 4.1: Contribuicao na ordem ¢. A linha continua refere-se a termos dependentes de 1 que serao
posteriormente expandidos. As linhas tracejada e pontilhada referem-se, respectivamente, aos campos
o e . O primeiro diagrama contribui com 1/N? (termo de Hartree) e os de ordem § com 1/N, (termos

de Hartree-Fock)

O mwétodo da OPT gera uma relagdo nao-trivial entre o parametro variacional 7 e o acoplamento
A, mas em primeira ordem isto implica em inser¢oes de massa em, essencialmente, calculos de 1 loop.

Segundo os diagramas acima, o potencial efetivo na dire¢ao o, fica

NJL 2 4 4 _
Ver (0em) QJH,/LP Trln(p—n—mc)Jri/Lp Tr (7’7 e )

Ne 2\ (2m)* (2m)t " \p—n—me
4 4
+%% (;lTrZ))4 / (;iTrq)4 Ir [(Zf - 771— mg> (757—% - 7]1— mC%Ti)}
4 4
IR (%4 / (%ﬂr G=r=) (=) (4.10)

Os tragos na eq. (4.10) s@o sobre os sabores e o espaco de Dirac. Apés algebrismo,
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2 4
’ _ O . dp 2 2
N, = 2A+22Nf/7(27r)41n[ P°+ (n+me)?]

4 —
—  4i6N; / ' 1 (ntmu) (n Uﬁ}
J @)t =p*+ (n+me)

SAN: / d'p 0 r
—2(ny +1
(e 1) =7 [ @) =P + (1 + m.)?
SAN, gt 1 2
+ 2(ng—1) ch(nerc)? {/ (2;;4 —p2+(7]+7nc)2:| , (4.11)

onde n; representa o ntmero de pseudo-escalares. Na equagdo acima, o segundo termo representa ui
gds livre de férmions cujas massas estao vestidas por 7. O terceiro termo representa contribuicoes do
tipo tadpole, proporcionais ao condensado de quarks (151’1) O quarto termo, que ¢ proporcional ao
quadrado da densidade de quarks, (¥1))2, vem dos termos de dois loops como uma correcio além da
trivial em ordem 1/N, e é este o responsdvel por gerar corregoes de cardter vetorial. Podemos fixar
0 = 1 e otimizar V g utilizando a relagio de PMS, dada pela eq. (4.8). Aplicando esta condicao &
eq. (4.11),

NJL - _—
Ve ()| —47:N6Nf/ d P 2(77 " 0c) ;
dn 7,6=1 @2m)* —p? + (7 +me)
d d*p 1
—4iN Nt (7 +me) (7 — 0c)] — / — ]
¢ [(7 ) (@ ) dn [ (271')4 P2+ (7 + me)? |l

S A -

d*p 1 d dip 1
+8AN;(7 + 62/ — f{/ - ]
(7 +me) (277)4 P2t 7+ mc)z dn (27T)4 2+ 7+ mc)z

7

4 2
+8ANE(7 + me) {/ (;171))4 Pt (717 T mc)2] =0. (4.12)

Todas as integrais no momento podem ser interpretadas no formalismo de Matsubara,

d*p i = &)
/ (2r)? ~ B > / (2r)3 (4.13)

n=-—0o00

e o quadrimomento dado como p = (iw, + pu,p), com w, = (2n + )77, n = 0,£1,+2,..., sdo
as frequéncias de Matsubara para férmions. Portanto, considerando a eq. (4.11) a temperatura e

potencial quimico finitos, sua forma mais compacta fica

2
¢ 7 ;
Ve (e pT) = o= = 2NiNeTy (. T) 4+ 20NeNe(n 4 me) (7= 00) Lo, T)

+40G s NeN, I2(u, T) — 206G g NeN, (0 + me)? 12 (u, T) (4.14)
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onde substituimos A — 2GgN.. Na equacao acima definimos, por conveniencia, as seguintes integrais

relevantes:
3
L T) = / (‘21—])’3 {E,, +TIn [1 + e*(EPW/T] +Tn [1 + e’(EP"‘)/T]} , (4.15)
T
dBp 1 1 1
I2(H7T) - / (27‘—)35 |: N e(Ept+n)/T +1 N e(Ep—n)/T + 1} ’ (416)
e

3,
hWﬂ:/é§

onde Ef, =p?+ (n+me)?. As integrais divergentes em T =0 e p = 0 sdo

1 1
BT 11 BT 1 1] ’ (4.17)

(A + VA F g+ mc)l’)2

(n+me)?

d*p 1
[1(050) = / (27T)3Ep = W —(77+m6)4ln

+2/A2 1 (7 + mo)? [2A0% + A(n+m,)?] } (4.18)

2
3 2 A+ /A2 + (n+me)?
5(0,0):/ dp L _ LN grmyr - BEmy, [ 2

@n)’E, 4 2 (n+m.)>2
(4.19)
A fim de prosseguirmos com nossos cdlculos precisamos considerar a equagao geral do PMS, que

conforme discutido na Ref. [34] pode ser convenientemente expressa na forma
{[7[ —0c—2(n+me)Gg I {1 +(n+ mc)i] I +4Gs ]3i13} =0. (4.20)
dn dn "), 5

Ut de nossos interesses ¢ a termodinamica, cuja principal quantidade é a pressao. No capitulo
anterior partimos diretamente desta, porém agora estamos descrevendo o modelo através de seu po-
tencial efetivo. Contudo, a pressdo pode ser escrita como o negativo do potencial termodindmico
Q= V;I}JL((_IC), calculado no minimo do potencial efetivo com relagao ao campo o.. Utilizando a eq.

(4.14), obtemos

6. =4GsNiNo(n+ m.) 1> . (4.21)

Ainda, no caso p = 0, o ultimo termo da eq. (4.20) se anula, logo
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7= Gc+ 2Gs(7 + me) Iy (4.22)

que, em uma forma mais compacta, fica

7=5.G(N). (4.23)

Isto significa que o termo dependende de 1/N,,

G(N) = (1 + ﬁ) . (4.24)

corrige a relagao de LN 77 = & [94] de um modo semelhante ao que vimos anteriormente para o modelo
¢ (equagdes (2.13 e 2.14)). A partir das equagdes (4.23) e (4.24) percebe-se, de fato, os limites de
Hartree (N, — 00) e de Fock (N, finito) compreendidos pela OPT.

4.2 Modelo de NJL com loop de Polyakov (PNJL)

Aparentemente, nao ha quarks livres na natureza. Jamais se detectou particulas livres com cargas
fraciondrias como, por exemplo, €/3 ou 2e/3. Da mesma maneira que quarks livres nao sao encontrados
também os gliions, responsdveis pela interagao forte, aparecem apenas na composicao dos hadrons (o
mesmo nao acontece para os fotons, intermediadores da interagao cletromagnética). De uma forma
mais geral, nfo se trata apenas da auséncia de particulas livres com cargas fraciondrias. O problema
do confinamento consiste em ndo terem sido detectadas particulas de carga de cor finita isoladas na
naturcza ¢, por isso, cstas sc associam em hadrons ncutros. De fato, hd muito tempo o diagrama de
fases da QCD tem atraido interesses tedricos e experimentais, em especial quando se trata de quarks e
glions submetidos a valores finitos de tewperatura (1) e potencial quimico (p). Neste regime hd dois
tipos importantes de transigao, sendo uma associada & restauragao da simetria quiral e outra com a
passagem da fase hadronica para a fase desconfinada. Ainda estdo em aberto diversas relacoes entre a
transi¢ao quiral, que ocorre no limite de quarks nao massivos (my — 0) e o desconfinamento, embora
resultados da LQCD indiquem que estas ocorram em temperaturas proximas.

A teoria do confinamento estd associada & simetria de centro [37]. O centro de um grupo é
o conjunto dos elementos deste que comutam com todos os demais elementos do grupo. A acdo
de teorias de gauge nao-abelianas é invariante frente a transformagoes do centro do grupo SU(3),
cuja notagao é Z(3)., ¢ denotando o centro do grupo. Todavia, embora a a¢io seja invariante, uma
quantidade ficticia para este modelo, chamada loop de Polyakov, anula-se quando a simetria do centro
¢ quebrada ¢ por isso cste loop ¢ um bom paramectro de ordem para a quebra cspontanca da simetria de

centro. Na fase confinada, a simetria de centro néo esta quebrada e o valor esperado do loop se anula.
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No desconfinamento a simetria é quebrada espontaneamente. Como quarks permanecem confinados
devido & dindmica gludnica nao trivial existente nos nucleons e o modelo de NJL nao contém ghions,
também fisicamente o loop de Polyakov é uma razodavel simulacdo do confinamento.

A motivagao deste capitulo é propor uma dependeéncia térmica direta do acoplamento escalar com
a temperatura, de modo que seja corrigida a termodindmica dos cumulantes da pressao sob efeitos
da aplicagdo da OPT ao PNJL. Segundo [122], cumulantes de quantidades conservadas calculados
proximos ao ponto critico correspondem a derivadas da equagao de estado (EoS) perto do ponto de
inflexdo; e, como a ocorréncia de um ponto de inflexdo em uma equagao de estado estd associada com
uma transi¢ao de fasc de scgunda ordem, cstes cumulantes auxiliam na determinacao do ponto critico

no diagrama de fases da QCD.

4.2.1 Estrutura

A lagrangiana do PNJL, em 3 + 1 dimensoes, ¢ dada por ([48, 49, 123])

L= (in, D" — 1) ¥ + Gs [(W)Z T («Zi»,/g,ﬂp)z] —UWIT), (4.25)

onde ¥ = (¥, )T é um isodubleto quarkiénico de sabor (estd implicita uma soma sobre as cores e
os sabores u e d), mq = My = My é a massa de corrente e 7 = (1%, 0, 7¢) sdo as matrizes de Pauli no

espaco de sabores. A derivada covariante é dada por
DI = 9" —iA" onde AN =§)A°, (4.26)

onde o acoplamento de gauge SU(N) foi absorvido no potencial A* = gAk(x)\,/2, enquanto Ak (z)
representa o campo de gauge SU(3) e A\, sao as matrizes de Gell-Mann. O valor esperado do loop de

Polyakov espressa-se em funcao da linha de Wilson, periddica na coordenada temporal:

L(x)=Pexp [z /06 drAy (T,w)] , (4.27)

onde f=1/T e Ay = iAp é a componente temporal do campo euclidiano de gauge (A4, A).

Finalmente, define-se um potencial para o loop de Polyakov que i) reproduza, a campo médio, os
resultados obtidos na rede, ii) satisfaga a simetria de centro Z(3) e i) seu campo @, que grosso modo
mede o saldo de cores do sistema, tenha um minimo ® = 0 para baixas temperaturas e assuma valores
finitos, sendo que para T — oo, ® — 1. Um possivel ansatz, fixado por comparacao com a LQCD no
setor de pure gauge, onde apenas glions participam da interagao [124], seria [48]

w = %bz(T)u*q» 4+ ba(T) In[1 — 610" +4 (I* +13) = 3(1")7]., (4.28)

onde
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ba(T) = ap + a1 (%) + az (%)2 (4.29)
ba(T) = b (%)3 , (4.30)

sendo Tp = 270 MeV a temperatura critica do desconfinamento [48] segundo a LQCD no setor de
pure gauge, onde apenas glions participam da interacdo. Os demais parametros sdo fixados como
ap =3.51, a1 = —2.47, ap = 15.22 ¢ by = —1.75.

O valor esperado do loop de Polyakov fica, portanto, dado por

b= ((x)), and ®=("(x)), (4.31)
onde
l(x) = %TrC L(z) . (4.32)

e Tre é o trago tomado sobre todo o espago de cores.

4.3 Implementacao da OPT no PNJL

De modo andlogo ao que se fez anteriormente no modelo sem o loop de Polyakov, o método nao
perturbativo da OPT pode aqui ser aplicado para obtermos resultados além do limite de N, grande.
O procedimento é o mesmo, com a adigio de um termo de massa quadratico (1 — §)niep & densidade
lagrangiana original (eq. (4.25) através da substituigdo me — mc + (1 — d) 1 e a multiplicagdo dos
acoplamentos por 0 (Gg — 6Gg). Apds estas mudangas, a densidade lagrangiana ja bosonizada em
termos dos campos auxiliares o e 7 fica

Lopt = ¥ [i7, D" —me —n (1 = 38) — 6 (0 + iy )| — 6% (o + 7'r2) -Uu,r,T). (4.33)
s

O célculo do potencial efetivo (TQ%NJL) até ordem ¢, portanto, leva em conta os dois primeiros diagra-
mas da Fig. 4.2. O primeiro grifico, de ordem 6° N, corresponde ao termo trivial de 1 loop que aparece,
por exemplo, nas aproximagoes de Hartree e LO em 1/N,. Mesmo em uma teoria para férmions livres
tais diagramas contribuiriam, visto que nao hé vértices de interacdo. O segundo grafico mostra a
contribuigao de dois loops (ordem dN?) ¢, assim como ocorre nas aproximagoces de Hartree-Fock [46]
ou NLO em 1/N. [81], representa contribuices de troca. O terceiro grafico néo traz novidades quanto
& ordem em N, por ser proporcional a 0°N? e pertencer & NLO em 1/N,, mas contribui com uma
corregao ao propagador do méson. Por outro lado, as duas dltimas contribuicocs sao de ordem NNLO

em 1/N, e corrigem, respectivamente, o vértice escalar e o propagador do quark com termos de troca.
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Note que, embora nao perturbativa, a OPT manifesta cardter perturbativo ao combinar contribuigoes
de diferentes ordens pertencentes a outras aproximagoes. Em praticamente todas as aplicacoes da
OPT, conforme vimos inclusive no capitulo anterior, o limite LN é recobrado em resultados da OPT
quando se faz N — oo [94]; mostrarcmos em breve que o mesmo ocorre com o PNJL. Além disso, ja
em primeira ordem aparecem corregoes 1/N. e, neste modelo, estas correspondem a termos de troca.

Nossos célculos serdo limitados a esta ordem (dois primeiros graficos da Fig. 4.2), contudo pode-se

Figura 4.2: Contribuicoes até a ordem 62, como resultado da aplicacdo da OPT ao PNJL. Primeiro

explicitar a ordem 62 futuramente.

grifico, ordem §°N,. a la Hartree, LO em 1/N,; segundo, ordem §N? & la Hartree-Fock, LO em 1/N,;
terceiro, 62N?, NLO em 1/N, e corrige o propagador mesonico; quarto, NNLO em 1/N., corrige o

vértice; quinto, NNLO em 1/N,, corrige o propagador quarkionico.

Portanto, aplicando as regras de Feynman as primeiras duas contribui¢oes da Fig. 4.2, podemos

escrever o potencial evetivo do PNJL sob OPT como [34]

. 2 [ dp .
Ve}fijJL =uUlT)+ 54‘25, + Ny2i / 7(271_)4T1rC In [—P2 + "+ mu)2]
. C AP dAQ P, Qo
— 6GgN;16 Tr,
o f n @n)" 2P+ (4 mo?] [-@ + (+ mey]
d*P d*Q 1 1
+0GsNy (n+me)?8 . +0(6?),
SiVf (n+me) / (271_)4 (271_)4 T [—P2 i+ mc)z] [_QQ + 0+ mc)z] (6%)
(4.34)

onde n* = n+d8(c —n), P = (po — iAs,p). O formalismo de Matsubara permite-nos introduzir os

parametros de controle 7'=1/3 e

d*p i d3p -
IR =2 (4.35)

ondce o quadrimomento ¢ as frequéncias de Matsubara para férmions sao dados, respectivamente, por

p = (twn + p —iA4,p) ew, = (2n+1) /B, n=0,£1,£2.... Definindo ¢/ = p — iA4 e expandindo n*
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até a ordem 0, ficamos com

VENIL _ 0 (11, T) + %—% ‘ o )3TrCZln[ W)+ E2]
N 1
Ff(nﬂm)( 0)4‘/ °p Tre Y (o = 2]
n n p
GsNy /dp dq wp, — iy W, — iy
-6 16
g2 ) em)?® @2n)’ ZZ [w —w/>2+Eg] {(wm—iu’)erEg]
GsNy 9 /dp dq 1 1 9
+ 022 (4 me)?8 1082,
gz (1t me) (2 Z; [wn+zu'>2+Eg] [(wm+w/>2+Eg] @)

(4.36)

onde E2 = [p* + (mc + 1)?]. Conforme o cdleulo dos tragos apresentado na Ref. [36],

2
VRN (005, T) =U (L1 T) + e = 2Ny (0, T) 4+ 02Ny Ne (0 + ) (= 0) o (1, T)

+ 04GgNyN, [I3 (1. T) + Al (1, T)]
— 82GsNyN, (n+me)® [I3 (0. T) + ALy (1, T)] + O(62), (4.37)

onde I;(1t, T') (i = 1,2,3) representa as integrais

L (1, T) :/ (d pg {NeEp+1n g (E)] +1n[g (Ep)]}, (4.38)
I (u.T) = / (;171;3; =551, (4.39)
I3 (p, T) =/(2d/T];3 [fl+ - ff] . (4.40)

Na presenca do loop de Polyakov, as fungdes de distribuicao ficam

le—BEp—1) 1 op*e=28(Ep—p) 4 o=3B(Ep—p)

S (Ey) = ' (4.41)
9" (Ep)
1 P
B 1*e=BEptit) 1 91e=20(Ep+in) 1 o=3P(Eptn)
fl (Ep) = —(E 5 (4-42)
9 (Ep)
g7 (Bp) = 1+ 3le P Erh) 4 31~ 28(Ep=n) 4 o=3A(Ep—p), (4.43)
9 (Ep) —14 31 BEpti) + 3le—2B(Ep+p) + e 3B(Eptp) (4.44)

As integrais térmicas Aly e Als, que aparecem nas contribuigoes de dois loops, foram calculadas
por Restrepo et. al. [36, 37]:

dp  d3q
(2m)° (2m)°

A1) = [ (4.45)
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d*p a3
8101 1) = [ oo

Ao, (4.46)

onde A; e Ag estao dadas no Apéndice F.

No Capitulo 2, para o modclo ¢* tinhamos apcnas o parametro de massa 7 com relagio ao qual
o potencial efetivo deveria ser minimamente invariante. No modelo de NJL sem loop de Polyakov
vimos que eram necessarios n e o. Agora, no PNJL, além destes parametros de massa hé os valores
esperados do loop de Polyakov a screm levados em conta ¢, por isso, ficarcmos com quatro cquagocs

acopladas de PMS para obtermos quantidades termodinamicas:

anNJL
e
o

91/ PNJL A1/ PNJL 91/ PNJL
_o e —o. e Ve

B P TR P T Y

=0, (4.47)

que podem ser resolvidas numericamente. Analogamente & eq. (4.20) para o NJL note, através da
expressao analitica da primeira equacao do GAP (4.47), que a OPT gera novamente resultados nao

perturbativos a partir de desenvolvimentos perturbativos [36, 37]:

9 I3 O0AI3 2 0AD
{[77 o—2(n+m) GSI2] |:1 +(n+me) 377] Ir +4Ggl3 n +2Gg o Gg (n+me) an s
(4.48)
A obtencao da pressao da OPT é direta:
Peng, = =V ¥ (7,5, ®. 9,1, T) . (4.49)

4.3.1 Cumulantes

Atualmente, um problema extremamente revelante para a teoria quantica de campos é a determinacao
do pouto critico da QCD, ou wmesio a averiguagao de sua existéncia. Para isso, ¢ fundamental uina
linguagem direta e clara entre teoria e experimento. Por serem altamente sensiveis a criticalidade,
observéveis que estabelecem esta comunicagao sao os cumulantes. Os autores de [125] obtiveram boa
concordancia entre a LQCD e experimentos do RHIC. Célculos através de modelos efetivos apresentam
certa discrepancia em relagao aos resultados da rede, conforme vemos em especial com o PNJL no
limite de LN [48, 49]. Uma alternativa, portanto, seria analisar estes cumulantes partindo do modelo
PNJL tratado com a OPT. Conforme ja mencionado, a obtencao do cumulante de segunda ordem, ca,
parte das equacgoes (4.1) e (4.2).

Originalmente, o calculo dos cumulantes além do limite de LN através do PNJL foi implementada
nas Rel. [36, 37|, cujas implementagoes scguiram as prescrigoes da Ref. [126], onde a expansao sc deu

em torno de p = 0. Ha basicamente dois métodos para o célculo dos cumulantes: O primeiro inicia com
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a obtencao da pressao como fungao de p para cada valor de temperatura, e entdo encontra-se um bom
polindémio que interpole estes valores para p; sendo assim, os cumulantes serdo os coeficientes deste
polinémio; o segundo, por sua vez, envolve tomarmos expressdes para as derivadas da pressao com
relagdo a p1 para os cocficientes ¢ entao usar os valores dos parametros de ordem (o, ¢ ¢ ©*) no limite
= 0. Obviamente, implementados corretamente as rotinas numéricas, ambos os métodos fornecem os
mesmos resultados. A LQCD utiliza o segundo método devido ao conhecido problema do surgimento
de determinante complexo quando se faz p # 0. Scgundo a Ref. [126] este método, contudo, nao
funciona bem em campo médio para o nosso modelo pelo fato de os campos médios passarem a nao
depender de p, o que geraria resultados incorretos. A Fig. 4.3 mostra tambéin resultados para co

obtidos na Ref. [36], juntamente com LNGy (LN com Gy # 0), LN (Gy = 0) e LQCD.

— OPT SB limit
LO0f| == LNGv —_—
: LN e
o o Latticedata N, =4| et
0.8} 1

0.6

€2

0.4

0.2

093

Figura 4.3: Cumulantes de segunda ordem, em p = 0, como funcao de 1'/1,, obtidos através da OPT,
da aproximagdo LN com Gy = 0 e a aproxima¢io LNGy com Gy = Gg/N. para o modelo PNJL.

Figura extraida da Ref. [36]. Os dados da rede foram obtidos da Ref. [127].

Note que a OPT possui excelente concordancia com os resultados da LQCD até T' ~ 1.2T,.. Con-
tudo, em 7"~ 1.37,., OPT e LNGy geram um maéximo nao observado por LQCD ou LN com Gy = 0.
Esta forma inusitada faz com que OPT e LNGy continuem, em altas temperaturas, divergindo tanto
do limite de Stefan-Boltzmann quanto dos resultados da LQCD. Tal comportamento fora original-
mente observado por Schramm ¢ Steinheimer em um trabalho com o PNJL, também SU(2) e com
Gy # 0, para calcular as susceptibilidades de segunda e quarta ordens em potencial quimico barionico
nulo [128]. Os autores identificaram a discrepancia como um indicio de que, acima da temperatura
critica T, interagoes vetoriais repulsivas possam ser excluidas do modelo; ou scja, na Rel. [128] foi

fixado Gy = 0 para T' > T.. Conclusoes semelhantes foram atingidas pelos mesmos autores na versao
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em trés sabores do modelo [53]. Entretanto, o presente trabalho mostra que, mesmo com Gy = 0,
o cumulante de segunda ordem tem comportamento peculiar além do limite de N, grande e, como
estamos trabalhando com Gy = 0, ndo poderemos nos aproximar dos resultados da LQCD ou mesmo
obter melhor convergéncia simplesmente tomando Gy — 0 para 7' > T,.

Seguindo as Ref. [36, 37], podemos compreender a origem matemdtica do méximo apresentado
por ¢ analisando como este coeficiente se comporta, sob OPT, em altas temperaturas. Quando o
sistcma cstd em baixas temperaturas, todas as intcragoces cstao bem cstabelecidas ¢ os quarks sc
comportam como no interior de um nucleon na fase hadronica, ou seja, de cor neutra (& = 0). A
medida que a temperatura aulnenta, estas interagoes sao enfraquecidas e, aléim da transigao quiral, héd
o desconfinamento com os quarks se tornando cada vez mais livres. Neste regime a neutralidade d&
lugar & individualidade da cor de cada quark e agora ® # 0, até quem altas temperaturas (tendendo
a0 infinito) atinge-se a total parcialidade de cor ® = 1, o que pode ser uma interpretacao grafica da
liberdade assintética, pois T — oo = & — 1. Utilizando 8%/0u® em u = 0 e altas temperaturas,

imediatamente se obtém [36, 37] (observe a Fig. 4.4)

2
o ~ kN — 85GsNy N, <%3> @erHt+0(8?) (4.50)
em que
eV = 2NN, E] 272%) 1 451
20 = INNe g, @)~ . (4.51)
1.0t ' ' '
0.5F

Terms in ¢
o
(=]

051 s T
“““ ~ —(+m)(y—0) PL/ou’ =

R
~ (n+m)’ L L/ op*

1.0 2.0 2.5

15
T/T.

Figura 4.4: Contribui¢oes ao ¢ em altas temperaturas como fungao da temperatura renormalizada

pela temperatura de transicao quiral. Figura extraida da Ref. [36].

As expressoes acima e a Fig. 4.4 mostram que o termo de repulsao vetorial gerado dinamicamente

fornece uma contribuicao negativa ao cumulante de segunda ordem, produzindo o méximo observado.
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A mesma observagao aplica-se a aproximacao LNGy em que, neste caso, terfamos Gg — Gy N.Ny.
Por outro lado, quando os calculos sao feitos no limite de N, grande sem o termo de repulsao vetorial,
o acoplamento escalar é de ordem 1/N, e, por isso, a contribuigao negativa é mascarada, nao havendo
0 méaximo na curva dc cg neste caso.

Resumindo, lembre-se de que este termo de repulsao fora adicionado a lagrangiana para corrigir os
resultados desta aproximacao em altas densidades e baixas temperaturas, visto que seu comportamento
para altas temperaturas e baixas densidades mostrara-se satisfatério, com rapida convergéncia para
o limite de SB [36]. Uma outra maneira de se solucionar o problema em baixas densidades, vista
a controversa fixacao de Gy, é levar em conta corregoes radiativas da ordem de 1/N. através da
OPT. Deste modo, para 1" < 1.27,., o modelo apresenta melhor concordancia com a LQCD em baixas
temperaturas, no entanto, um méximo na curva do cumulante de segunda ordem aparece e o limite de
SB é perdido. Como pode ser observado a partir da eq. (4.50), é possivel que contribui¢oes de ordens
superiores possam gerar termos positivos, os quais eventualmente levariam cs a convergir para o limite
de SB. Por outro lado, ndo se pode desconsiderar a possibilidade de que a rapida convergéncia deste
cumulante ao limite de SB na aproximac@o de N, grande seja acidental, pois correcoes de flutuagdo ao
LN a principio geram termos de repulsao vetorial [129]. Além disso, caso tivessem sido tomadas todas
as ordens em teoria de perturbagdo, esperaria-se que cy atingisse o limite de SB e aproximar-se-ia da
LQCD, afinal o resultado exato seria tomado; e, uma vez que a OPT corrige a aproximacio de LN (no
caso da Fig. 4.3, foi tomada até 2 loops), pode-se concluir que o bom comportamento de LN foi um
acidente. Em ordem §2, por exemplo, a OPT é dada por trés topologias difrentes, incluindo correcoes
ao vértice, comumente encontradas em NLO e NNLO em uma expansao 1/N. Neste trabalho, em
nenhum dos modelos analisamos correcoes de ordem 62 provenientes da OPT, contudo podemos ao
menos esperar que tais termos “vistam” o acoplamento escalar Gg o qual, assim como o acoplamento
da QCD, diminuiria com a temperatura, possibilitando portanto que os resultados do PNJL convirjam

para os da LQCD.

Na tentativa de se atenuar ou mesmo eliminar a queda deste cumulante com a temperatura, os
autores da Ref. [54], utilizando a aproximacio LNGy, sugeriram uma possivel dependéncia térmica
indireta de Gy. No entanto, embora isto possa amenizar os problemas nesse nivel de perturbagao,
nossa investigagio mostra que ¢z comporta-se inadequadamente mesmo sem o termo de repulsao ve-
torial quando corregoes de N, finito sdo levadas em conta. Todavia, também nesta ordem pode-se
considerar que cfeitos térmicos dircta ou indirctamente scjam importantes para reproduzir o compor-
tamento de um gés de férmions livres em altas temperaturas. Nossa ideia é investigar a regiao de altas
temperaturas (proximo de T, e adiante, justamente onde falha a OPT) e utilizar a prépria funcao
beta da QCD que, por sua vez, expressa formalmente o acoplamento em termos da escala de energia.

Tomando esta escala como a temperatura conseguimos, portanto, também com um ansatz, adicionar
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caracteristicas de liberdade assintética ao PNJL sob OPT para analisar o novo comportamento de ca,

conforme veremos a seguir.

4.4 Dependéncia térmica do acoplamento Gg

Uma contribuicao original do presente trabalho diz respeito a possivel dependéncia térmica de Gg
como ocorre com g na QCD. Para tanto, as parametrizagoes utilizadas no LN e OPT seguiram a Ref.
[118], de modo que sejam satisfeitas a massa do pion como m,; = 500 MeV, de acordo com a prévia
comparacao (Fig. 4.3) com os dados da rede obtidos pelos autores da Ref. [127], e sua constante de
decaimento como f; = 92.4 MeV. A Tab. 4.1, que inclui os valores de temperatura critica para a

transi¢ao quiral (75) ¢ para o desconfinamento (73 ), auxiliard na averiguacao de cada parametro [36].

Tabela 4.1: Conjunto de pardmetros para as aproximagoes LN e OPT do PNJL.

ma[MeV] | A [MeV] | m, [MeV] | GsA? | T, [MeV] | Ty [MeV]
OPT 500 590 72.3 1.91 221 220
LN 500 631.5 72 2.19 225 224

Ein altas temperaturas, vale com boa aproximagao a eq. (4.50). Aléw disso, neste regime os campos
de Polyakov vao a 1 (¢,¢* — 1), uma vez que os quarks apresentam-se praticamente desconfinados
e a massa ¢ equivalente & massa de corrente. O fato de o PNJL néo ter liberdade assintética gera
alguus resultados nao realisticos, como vimos para o cuulante de segunda ordewn na Fig. 4.3. No
entanto, como o loop de Polyakov simula justamente o confinamento de quarks e, portanto, segundo a
QCD este regime estd associado a liberdade assintética, aplicaremos no PNJL exatamente a forma da
running coupling constant para esta teoria [70], atribuindo & escala de energia um cardter térmico
(Fig. 4.5). Portanto, se identificarmos s = GgA? e tomarmos o running de as(M) em um loop,
mantendo o acoplamento em seu valor original para T" = 0, podemos escrever o seguinte ansatz em
termos da escala de renormalizagao da QCD (Lambdagep — 330 McV, extraido da Ref. [130]):

_ Gs(0)
1+ bo(Gs(0)A%)In[(Aqep + T)/Aqep]

Gs(T) (4.52)

onde by = (2/3)(11 — Ny) e fizemos g% = Gs na equacdo correspondente da Ref. [70] por questdes de
consisténcia na notacao (note as semelhangas com a cq. (3.39) para o NLSM). Escrevemos o running
em fungio da temperatura critica da transicio quiral fixada pela OPT, TOPT = 225 MeV.

Note, na Fig. 4.6, o melhor comportamento do cumulante quando se considera o acoplamento
decrescendo com a temperatura. Torna-se, inclusive, inconsistente em altas temperaturas utilizar

um acoplamento fixo e o loop de Polyakov, pois a interacdo neste regime de fato fica enfraquecida.
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Figura 4.5: Adaptacdo do running da QCD ao acoplamento do modelo PNJL em funcéo da tempe-
ratura normalizada pcla temperatura de transi¢ao quiral para a OPT. A fungao decrescente indica

cardter de liberdade assintética.

Normalizamos a temperatura pela T}, de cada aproximagao. Como a regiao de interesse ¢ a de altas
temperaturas e nosso objetivo foi uma simples e imediata solugio para a discrepancia de ca, sua
obtengao na Fig. 4.6 partiu das equagoes mostradas para o PNJL no limite de altas temperaturas,
ewmlque 7=0=07¢e ¢ =1 = ¢*, sem que fosse necessdria, portanto, a resolu¢do das respectivas
equagoes do PMS. Por conta disso, a Fig. 4.6 trata-se de uma descri¢io apenas qualitativa de como a

dependéncia térmica do acoplamento G'g melhora o comportamento observado na Fig. 4.3.
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Figura 4.6: Cumulantes de segunda ordem, em p = 0, como funcéo da temperatura normalizada pela
temperatura de transigdo quiral para LN e OPT, sendo o acoplamento nesta também tomado segundo

o running da QCD a fim de melhorar o comportamento em altas temperaturas.

No capitulo anterior trabalhamos com o NLSM, que naturalmente exibe liberdade assintdtica,
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e, dada sua renormalizabilidade, sua termodinamica foi calculada através da RGOPT. No presente
capitulo vimos que, mesmo em um modelo que ndo seja assintoticamente livre nem renormalizdvel,
caso associemos seu acoplamento ao running da QCD em termos da temperatura seus resultados
termodinamicos tornam-sc mais realisticos. Portanto, ¢ valido considerarmos futuramente a aplicacao
da RGOPT em um modelo vetorial renormalizdvel o qual, mesmo sem conter liberdade assintética,

possa ter em seu acoplamento uma dependéncia térmica semelhante a que propomos para o PNJL.
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Capitulo 5

Conclusoes e perspectivas

A principal contribuicdo deste trabalho diz respeito a aplicacdo do método néo perturbativo da OPT
com a imposigao de invariancia frente ao grupo de renormalizacao através da recentemente elaborada
RGOPT no modelo NLSM. Com o auxilio do formalismo de Matsubara, exploramos a termodinamica
do modelo para que fossem investigadas determinadas propriedades deste modelo que, ao contrario
do PNJL, naturalmente exibe liberdade assintética em 1 + 1 dimensdes ¢ N = 4. Assim como a
pure gauge QCD, o modclo ¢ livre de férmions (quarks, neste caso) ¢ a liberdade assintética indica
que seus resultados em temperatura finita possam naturalmente auxiliar no mapeamento do diagrama
de fases da QCD de maneira mais confidvel do que modelos ndo renormalizdveis e, portanto, sem
liberdade assintdtica. Como o modelo PNJL ¢ 1itil para sc estudar quebras de simetria quiral, vemos
uma complementariedade entre este e o NLSM. A lagrangiana do NLSM, embora apresente um termo
de interagao derivativo em que o vértice depende dos mowentos tal qual ocorre com a QED escalar, é
de certa forma simples e permite interpolagoes. Deste modo, nossos desenvolvimentos mostraram que
resultados ndo perturbativos satisfatorios podem ser obtidos através de uma lagrangiana expandida
perturbativamente ao serem cousistenteinente aplicadas as propriedades do grupo de renormalizagao,
cujas solugoes para a massa adicionada arbitrariamente foram fixadas pelo critério variacional do
PMS. J& em primeira ordem de contribui¢do & pressao (LO), resultados nao triviais foram obtidos
pela RGOPT, que mostrou reproduzir a série completa do limite de LN quando tomado N, — oo, fato
que reforga a validade dos célculos. Estes resultados de RGOPTI1L convergem para o limite de Stefan-
Boltzmann em altas temperaturas enquanto, conforme argumentado, a aproximagao nao realistica de

LN o superestima. Ao analisarmos a proxima ordem, em 2 loops nossos resultados concordam com as

aplicagOes pioneiras em modelos escalares e também vetoriais para temperatura finita [43, 44, 42], em
que existe uma pequena dependéncia de escala. Contudo, as bandas geradas pela variagdo de escala
nos observédveis sao sempre menores do que aquelas que aparccem para as SPT/OPT padroes. Além

de a comparacao entre RGOPT2L e SPT/OPT mostrar a maior eficiéncia do grupo de renormalizacao
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com relagao a dependencia da escala de energia, seus resultados para os observéveis termodinamicos
sao satisfatérios do ponto de vista quantitativo, pois a pressao, por exemplo, aproxima-se do mo-
delo calculado na rede e da aproximagao NLO em 1/N, em altas temperaturas, cujos procedimentos
analiticos sao altamente sofisticados. O maior trunfo da RGOPT, no entanto, consiste nos calculos
da densidade de energia €, da medida de interacdo A e da velocidade do som v2, que comportam-se
de maneira muito semelhante a LCQD e as teorias de Yang-Mills em 3 + 1 dimensdes; diferentemente
da SPT, que exibe dependéncia quadrdtica, o comportamento de A ¢ lincar para altas temperaturas
segundo a RGOPT, o mesmo observado para teorias de Yang-Mills. Quanto & densidade de energia, a
RGOPT2L mostra uin pico caracterfstico na regiao de trausigao, caracteristica marcante nas teorias
de Yang-Mills em 3 + 1 dimensoes. Os cdlculos da velocidade do som estdo em concordancia com a
LQCD [101] e indicaram que os resultados da RGOPT em 2 loops geram, em praticamente todo o
espectro térmico, a equagao de estado mais dura dentre os cdleulos nao perturbativos, sendo seguida
por 1 loop e LN. Os comportamentos abruptos da SPT mostram a incompatibilidade da pura teoria

de perturbacdo com a fenomenologia esperada.

Revisamos o modelo de NJL para que pudéssemos aplicar o método nao perturbativo da OPT
no modelo PNJL e analisar o comportamento anémalo do cumulante de segunda ordem da pressao,
co buscando, em seguida, uma alternativa para corrigir o desacordo com relagao ao limite de Stefan-
Boltzmann (SB) em altas temperaturas. Tal comportamento jé havia sido observado neste modelo
mesmo no limite de LN com a inclusdo de um termo de interagao vetorial (Gy # 0) e, de fato, pode-se
mostrar que corregoes radiativas da OPT (fixando Gy = 0) em primeira ordem geram um termo de
repulsao muito semelhante ao canal vetorial: contudo, uma grande vantagem em se utilizar a OPT é o
fato de se atingir mais ordeuns e teoria de perturbagao e, com isso, ir além do limite de LN, refinando
os resultados. Pelo fato de a QCD apresentar o problema numérico do sinal, sao importantes os célculos
além de LN uma vez que esta aproximagdo falha consideravelmente em temperaturas e/ou densidades
finitas [32]. Nas Ref. [36, 37] a OPT foi aplicada ao PNJL, que exibe o confinamento de quarks e
os resultados foram comparados & LQCD. A importancia fenomendgica de se ter uma contribuicao
vetorial na interacdo reside no fato de a lagrangiana original do PNJL no limite de LN ter apenas canal
escalar, cujo condensado de quarks é incapaz de prever relevantes efeitos de densidade finita. E devido
a isto que a esta aproximacao incorpora~se um canal vetorial proporcional ao acoplamento Gy, cuja
fixacdo é controversa e nao se tem um consenso acerca de qual deveria ser seu real valor. Entretanto, o
fato de as correcocs radiativas além de LN através da OPT gerarem naturalmente um termo de repulsao
proprocional a Gg/(NyN.), torna desnecesaria a adi¢io ad hoc deste canal e elimina o problema da
fixacdo de Gy. Sendo assim, com esta aproximagao revisamos o cdlculo originalmente feito nas Ref. [36,
37] para co. Neste trabalho consideramos uma mancira de simular a liberdade assintética, obscrvada

na QCD em altas escalas de energia, afim de que se obtenha melhor convergéncia para o limite de
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SB, uma vez que sob tais condigoes o acoplamento Gg (na OPT com Gy = 0) e Gy (no limite LN),
que parametrizam o termo responsavel pela discrepancia, diminuiriam sob a variacao de determinados
pardmetros. De fato, os autores de [53, 128] buscaram uma melhor convergéncia de ¢z no modelo PNJL
em LN e com Gy # 0 sugerindo fortes repulsdes vetoriais na fase hadrénica e praticamente nenhuma
repulsao na fase desconfinada, atribuindo a este acoplamento um comportamento de fungao degrau,
sem notéria plausibilidade fisica; enquanto isso, o trabalho de [54] propds, através de um ansatz
nao necessariamente rigoroso fisicamente, que Gy dependesse dos campos de Polyakov tendo, assim,
relaco indireta com a temperatura. Entretanto, como a discrepancia ocorre proporcionalmente a Gg
da mesma maneira alé do limite LN com Gy = 0, procuramos uma maneira de alterar termicamente
o valor deste acoplamento a fim de corrigir seu comportamemento em altas temperaturas. A HTLPT,
método semelhante & OPT, obteve boa concordancia com a LQCD ao calcular a susceptibilidade de
quarks em trés loops [9], e o fato de esta aplicagdo levar em consideragao o running da constante de
acoplamento da QCD, levou-nos a uma solugao hibrida para o problema do cumulante. Como o PN.JL
nao é renormalizdavel, ndo existe uma maneira de a constante de acoplamento variar consistentemente
com uma determinada escala de energia. No entanto aqui, ao invés de utilizarmos um ansatz que
simplesmente fitasse convenientemente resultados da rede, identificamos ag = GgA? para fazer Gg

variar com a temperatura, eliminando assim o méximo em co.

Trabalhou-se, portanto, com o modelo escalar NLSM, renormalizével em 1 + 1 dimensoes e que
apresenta liberdade assintética, para aplicarmos a RGOPT e compararmos sua termodinamica com
a LQCD ¢ teorias de Yang-Mills. Como nossos calculos perturbativos foram no méximo até a pri-
meira ordem, uma possibilidade futuramente seria implementar a RGOPT na préoxima ordem de
perturbagao, buscando ainda maior couvergéncia; ademais considerase, mesmo na ordem tomada
neste trabalho, extensoes do modelo como a inclusao de outros termos de interagao, por exemplo.
Os resultados obtidos com a RGOPT no NLSM comprovam que este é um método nao perturbativo
bastante robusto e que poderd ser utilizado como alternativa para métodos mais tradicionais como
LQCD e HTLpt em uma aplicacao & QCD em potencial quimico finito. Além disso, seria vidvel a
aplicagdo da RGOPT diretamente em teorias de Yang-Mills em 3 + 1 dimensoes, cujos resultados,
a0 serem comparados com o presente trabalho, auxiliariam na avaliagao quantitativa da validade do
NLSM, visto que aqui verificamos apenas qualitativamente a concordancia do modelo com teorias de
Yang-Mills. Em seguida, apresentamos o PNJL, modelo fermiénico néo renormalizével que, embora
nao possa scrvir para discurtir-se liberdade assintética, apresenta quebra dinamica de simetria quiral.
O loop de Polyakov simula o confinamento de quarks, e por isso propusemos uma dependéncia de seu
acoplamento com a temperatura utilizando a fungdo 5 da QCD. A grande vantagem em se utilizar
modclos vetoriais ¢ a possibilidade de dirctamente sc obter diagramas de fases como 1" — u, por exem-

plo, de modo a analisar a localizagdo ou mesmo a existéncia de um ponto critico, problema em aberto
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para a interacao forte. Logo, um problema que este trabalho abre é a aplicagao da RGOPT no modelo
sigma linear (LSM), fermionico e renormalizdvel em 3 + 1 dimensdes. Por outro lado, o modelo de
Gross-Neveu, embora menos robusto do que o LSM, contém liberdade assintética e poderia também
scr explorado neste regime. Aplicagoes como cstas permitiram-nos, além da obtengao do diagrama de
fases T'— p, o célculo de observéveis do LHC sob a RGOPT, visto que o método mostra-se como uma

ferramenta altamente eficaz no célculo de teorias renormalizdveis sob condigoes extremas.



Apéndice A
O potencial efetivo

Formalmente, quantidades fisicas sdo calculadas a partir da acao efetiva de um modelo, e esta descri¢ao
do sistema em geral é derivada de sua dinamica e da anélise de suas simetrias. Suponhamos que sejamos
capazes de calcular uma funcao do parametro de ordem e dos campos externos que descrevem o estado
do sistema. Tal func¢do convém que seja o potencial efetivo (Veg), cujo conhecimento é extremamente
1til no estudo da quecbra dinamica de simetria, pois leva em conta corregdes quanticas que podem
produzir quebra de simetria em teorias onde a aproximacao cldssica nao indica tal quebra. Grosso
modo, esta grandeza mede o grau efetivo de interagoes entre as particulas de um sistema.
Consideremos uma simples tcoria de campos genérica com um tnico campo ecscalar, cuja dinamica
¢ descrita pela densidade lagrangiana £(®,0,®). Podemos adicionar a esta densidade lagrangiana
um acoplaiento linear do campo ® a wma foute externa j(z), onde j(x) ¢ uw nthwmero complexo que

depende do espago-tempo:

L(D.0,) = L(D.0,D) + j(z)D(x) . (A1)

O gerador funcional Z[j] para as fungoes de Green [58, 71, 131, 132, 134, 135] é dado em termos da
amplitude de transigao do estado de vdacuo no passado remoto ao estado de vdcuo no futuro distante

na presenca da fonte j(z) por
2l = {0 [Tew i [ ewt@i)|0) - (0710, (A2)

O gerador funcional das fungdes de Green conexas ¢ definido ([131]) como o logaritiwo do gerador

funcional de todas as funcoes de Green:
W1j) = —iln Z[j]. (A.3)
W[j] pode ser também expandido funcionalmente em série de Taylor na forma

Wi =3 %l /d"xl,..d%nc:@(u, o) (1) G () (A.4)

n=1
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n ~ .
onde Gg )(afl, ..., Tp) representa as fungoes de Green de todos os diagramas conexos de Feynman com
n pernas externas. Definamos o campo cldssico como sendo o valor esperado do operador ®(z) na

presenga da fonte j(x):

Lot
ey - WO _ [Wleteo)] (4.5)

dj(x) (0+]07)
O gerador funcional das fungdes de Green irredutiveis ¢ a transformada de Legendre T'[(®(z))] do

gerador funcional das fungdes de Green conexas:

li@@)] = Wil - [ daja) (@) (A.6)
Diferenciando com relagao a (®),
SL[@(@)] _ .
Sl —j(z). (A7)

Esta equagao é fundamental no estudo da quebra dinamica de simetria.

A acao efetiva pode ser expandida em uma maneira similar & da eq.(A.4):

T[(@)] =Y % / A"y d 2, T (21, ) (®(21)) .o (B(2)) (A.8)

n=1
onde T ¢ a soma de todos os diagramas de Feynman irredutiveis com n pernas externas que nao
podem ser desconexos pela remo¢ao de uma linha (1PI). Convenciona-se que tais diagramas sejam
calculados sem propagadores nas pernas externas.
Ha wina maneira alternativa de expandirimos a agao efetiva: ao invés de serem tomadas poténcias
de (@), podemos expandir em poténcias do momento (ao redor do ponto onde todos os momentos se

anulam). No espago de configuragdes a expansdo fica

r@(@)] = [ @' [<Venl(®) + (0 (B2 2(0) + . (A.9)

onde Veg((P)), uma funcéo ordindria (nfo um funcional) ¢ chamado de potencial efetivo.

Supondo que nossa densidade lagrangiana (A.1) tenha simetria interna, a quebra dinamica de
simetria ocorre se valor esperado do campo quantico ®(z) é ndo-nulo, ainda que a fonte j(z) se anule.
Por simplicidade, denotemos (07|®(2)[07) = (®),. De A.5 e A.7 vemos que, para j(z) = 0, (D), é

solugao para
ST [(P(x))]
F@@) |,

Como estamos interessados somente nos casos em que este valor esperado é invariante por translagao

=0. (A.10)

(campos homogéneos) ((®(x)) = (P)), podemos escrever A.9 como

I[(®(2))] = —VVerr (D). (A.11)
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onde V ¢é o elemento de volume. Logo, A.10 torna-se

dVer ((2))

=0. A.12
400) |, (412

Em termos de aplicagoes, note a semelhanga da expressiao (A.9) com a densidade de energia

funcional de Landau de um ferromagneto com magnetizagao M [131]:

F- /d% {f(M) + %KL(]\ZT)(V D2+ %KT(M)(V < M)+ ] ‘ (A.13)

onde
FOT) = N (T;JW + 0P + ) , (A14)

com N sendo um fator de normalizacdo e & > 0, é a densidade de energia livre para este modelo.
De fato, potencial efetivo e densidade de energia livre sdo nomenclaturas diferentes para um mesmo
observavel.

A importancia do potencial efetivo é clara: através dele podemos determinar o verdadeiro estado
fundamental de uma teoria quando flutuagoes quanticas sao levadas em conta. No célculo de Vg
podemos usar técnicas de Matsubara para introduzir T', p e, em primeira ordem, seu célculo é feito a
aproximacdo nao-perturbativa de campo médio, também chamada de 1-loop ou large-N. Os pontos de
minimo Veg((®),) correspondem a pressao do sistema em uma dada temperatura, o que dirctamente
nos da acesso as demais quantidades termodinamicas como entropia, densidade de energia e anomalia

do trago, por exewplo.
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Apéndice B

OPT aplicada ao modelo ¢d*: calculos

em segunda ordem

B.1 Termos diretos

Em ordem O(6?), temos as seguintes contribuicoes de termos diretos para a pressao (Fig. B.1):

//.\ RN /’.'\ T~ PR ST
A

Figura B.1: Pressao na ordem 6.

Respectivamente, estes diagramas sao calculados pelas regras de Feynman como

. N 3NZp3
PP 2] / __ S il B
@ » 2+m2 4(N+2)g ar (B.1)
- i N (N +2 ' 1 3N%m )
PP = _§2m2t / / - SgirS i B.2
b 3 NJ,Zam? ) (@+md)? 2N +2)g (B2
2

™
- N [N+2 2 g 1 2 1 3N? . .
P =4 : / / =- Sqir?Lqir’, (B.
e =0 16 3 N2\ J,p2+m?) Jg (q*+m?)? 4(N +2)gm airXair’, (B.3)

onde
. (N +2)mg / 1
Sqir’ = — ~ S B.4
3N » (P2 +m?)? (B4)
De modo que
5 3N2m3 3N2m 3N?
P-(\ZZ_ i S — Oy a2y
ar AN 129 T TN F 2)g T T AN 4 2ygm T AT

Ou seja,
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3N?

Pyir® = -2 (m? — Sgir) 20, B.5
40T (N+2)mg(m 4ir)“Sqir (B.5)
Na cquagao do PMS, teremos
OPgir” 0= 3N {2 (2 = Syir)[2m — Sair|Sair’ + — (M2 — Sair)?Sair” — —(m? — Sgir)2S, ir'}
= V="F .= — &d — Z&d d —_ — &d d - =5 — &d d
om |, _m (N+2)g |m m m?2
(B.6)
{2m(m? — Sqir)[2m — Bqir'] — (M? — Lgir)?} Sqir’ + m(m? — Lgir)*Sqir” = 0. (B.7)

Como dito no final da se¢ao anterior, quando apenas diagramas diretos forem incluidos a pressao,

a otimizacdo sempre fornecerd o fator (m? — L4ir)" (n > 2) em cada um de seus termos, sobrevivendo

cntao a solugao

=2 ,_(N+2)g/ 1
m = Xqir = N ’ o (B.8)

e, no limite de N grande a solugao serd
. \O
m2 = Ngir™ . (B.9)
Entretanto, em O(§2) aparece um termo de troca, ou de Fock, e neste regime a estrutura da
equagao do PMS se modifica como veremos a seguir.
B.2 Inclusao do termo de troca

Quando termos de troca sdo levados em conta (Fig. B.2), temos

~

s s >
/ N /oD
D S
N P N P

Figura B.2: A esquerda, Yipocq; & direita, Prrocq.

2

g>1 (N +2>// 1 1 1
v, _ 91 : B.10
troca ]\226( 3 » qu quZ m2 (q,p+7»)2+m2 ( )

e para a pressao:

2 N oy
Ptmmz%ﬁ N+2 /// 1 1 1 1 . (B.11)
N248 3 ) Iptoi PP +m2@+m2ri 4 m?(q—p+7)?+m?

Sendo assim,



B.2. INCLUSAO DO TERMO DE TROCA 97

Pos = -2 N2
troca — 49 (N ¥ 2)

¢, para analisarmos a cquacao do PMS completa na ordem 62, devemos obter devidamente a expressio

Etromzdirv (B12)

3 N?

% --_°
49 (N +2)

om (E/trm;azdir + EtTocaEdirl) s (Bl?))

m=mm

Etn)w // 2m 1 1 // 2m 1 "
(22) P2+ m2)2 @ +m?(g—p+r)2+m? 2+m2(q2+m2)2(q—p+r)2+m2

// 2m
p o PP+ m2 g2 +m? (g —p+r)2+m?]?

Portanto, por simetria,

1 (N+2 6m 1 1
0 _ - B.14
troca = N2 < 3 ),/p,/q(p2+m2)2q2+m2(qu+7“)2+m2’ ( )

2 o Sdir = 35 1r0caSair . (B.15)

e concluimos que

Voltando a eq. (B.13),

, 3 N2

roca — 4 _TAT L o) 3% TOCLLE ir, +X T()CLLE i"” B B.16
t 1g (N+2)[ t d ¢ air’] ( )

3 N2 }
iroca = ;mztmcaﬂnr'. (B.17)

A pressdo completa em O(52) é

: 3N? ) 3 N2
P = - (m? — Xqir)?Sgir’ — 4 N 2)2mm

Mt e Sqir (B.18)

no entanto, para facilitar as contagens da ordem N, podemos normalizd-la da seguinte maneira:

N

po 3N 3
19 (N +2)

N - m YitrocaXidir (B.19)

(m? — Bair)*Xgir’ —

e as respectivas equagoes do PMS serdo também normalizadas automaticamente. Portanto, combi-

nando as eqgs. (B.6 e B.13), ficaremos com a equagao do PMS completa para a segunda ordem:

N 2 1 1
(1\73+72)g {%(m? — Sgir)[2m — Sqir'| Sqir’ + %(mz — gir)?Sgir" — ﬁ(m"’ - Edir)zEdir’} {B.20)
3N
(N T 2) Et’!‘()éﬂzdlr =0

{2(m? — Bqir)[2m — Bgir'] — (M2 — Sair)? + MEproca } Sair’ + (M? — Tqir)?Sqir” =0, (B.21)
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onde descartamos a solucao trivial m = 0. Ou seja, quando termos de troca sao levados em conta, a
otimizacio do modelo nio mais fornece m? = Sgir, e sim nma solucao dependente de Eipocq. Contudo,

lembrando que

Yair = (Ng%)g /,, m = SN it/ (B.22)
onde
EdirND = %/plﬁ e Ngr'/N = %/plﬁ (B.23)
¢ 2
Etroca = Jz’zé (N; 2) ‘/p/qu -: m?2 ¢? imz (g —jz7+17*)2 +m?2’ (B-24)

ao tomarmos o limite de N grande nestes termos dentro da eq. (B.21) teremos, inicialmente,
{2(m? — Sqir)[2m — Sqir'] — (M? — S4ir)?} Sqir’ + (M2 — Lqir)*Sqir” =0, (B.25)

POis Etroca ¢ de ordem 1/N. Sendo assim, voltamos ao caso dos termos diretos dado pela eq. (B.7) e,

no limite de N grande, temos a solucao
m? = Sqir™’ . (B.26)

Para analisarmos a prépria pressao, podemos tomar a eq. (B.19) e concluir que, como o segundo
termo do lado direito ¢ de ordem 1/N (vide egs. (2.6) e (B.10)), desaparecerd na aproximagao de
N grande. Por outro lado, pela eq. (B.4) vewos que do primeiro termo de fato restard apeuas a

contribuigao Edi'r'ND, e a pressio no limite de N grande e O(62) fica

P N
N = 737(773 — Xgir

NO\2§ - 7
PIFTIN B.2
(N +2)mg ) Eair (B:27)

N—oo



Apéndice C
Relacoes tteis em T # 0

Em temperatura finita, introduzimos py — wy,, onde w,, = 27Tn (n = 0,1,---) sdo as frequéncias de
Matsubara para bdésons. As integrais térmicas partem da soma estas frequéncias, utilizando a relagao

de dispersio w2 = k2 + m2. Segundo as prescricoes de [91, 92]:

o0
TZ In(w? +wd) = wi + 27 n[1 — e /7] (C.1)
n=0
e
22y 1 L L
TY (wntwi) =g = ——— (C2)

n=0 2wic UJk(l - ewk/T)

Tomando estas mesmas referéncias, imediatamente podemos ver que

(oo} e} P 1
Jo(T') =/ dzln [1—e™%| = / dez?———— (C.3)
0 [ ] Jo w [1 = e7]
onde w, = (22 + 42)'/2, com y = m/T, pode ser expandida para célculos em altas temperaturas:
2
Bo(1) =~ + L+ 00 . (C.4)
assim como
o 1
Ji (1) = dz———— C.5
\(T) /0 e (C.5)
fica expandida da seguinte maneira:
T 1 Yy VE 2
I =2 I (L) 22 L owp) . c6
(1) =g =3 () = 5 +OW) (C.6)
Por fim,
< e (it w.) —1]
Jo(T) = dz——F—"—5—, C.7
o) = [ (0

vem da relagao [58]

2m)D (k2 + m2)4 ~ (47)P/2T(q) (m2)a-D/2

¢ ¢ utilizada cm nossos resultados de 2 loops.

" dPk 1 I'(¢g—D/2) 1
/ €%
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Apéndice D

Calculo formal da pressao do NLSM no
limite de LN

Apresentamos aqui os fundamentos do célculo formal do potencial efetivo em ordein 1ais baixa se-
gundo o formalismo desenvolvido em 1974 por Cornwall-Jackiw-Tomboulis (CJT, [133]) para o tra-
tamento de teorias com campos compostos. Por defini¢do, a fun¢do de partigdo a temperatura finita

para este modelo no espago euclidiano é dada por [77]

z- /ﬂpx Z(®;) exp (_ '/de / dx,/l()) , (D.1)

onde 8 =1/T e Z(®;) ¢ o termo respousavel pela interagao através do vinculo. Uma maneira possivel

de introduzir a informacao carregada pelo vinculo é através da distribuigao delta de Dirac:
I(®;) = [[6(N/go — ®i) . (D.2)

Para que possaiios prosseguir cow o cdlculo da agao (9), deveimos escrever esta distribui¢ao na forma

de uma integral funcional [19]:

. N . B oo -8 .
Z= /HD(I)i /Da exp / dT/ La(N/gy — ;8;) — Jb;| exp —/ dr/dr/lo . (D3)
- . J0 Jx 2 Jo P

onde o multiplicador de Lagrange « aparece como um campo auxiliar e a fonte J; é 1til para se

determinar o propagador dos campos ®;. Portanto,
. N . - . i
Z= /HD(I’i / Da exp [— / dr / Lo— 50,(N/g() - ‘I’L‘I’L) + Ji‘I){l . (D.4)
J i3 . Jo Ja
A partir disto podemos concluir que!

L= %(0,[1)1‘)2 — %a(]\/’/gg — O;0;) + J; D, . (D.5)

INote que, pela imposicao da distribuiao delta, hé arbitrariedade no sinal do segundo termo.
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Com este método do campo auxiliar, a lagrangiana torna-se quadratica nos campos escalares e podemos

integrar sobre eles. Redefinindo a funcao de particao,
Z= /Da exp (=S). (D.6)

Portanto, para obterimos uima expressao para a ac¢ao, integraremos sobre os campos @;:

N 8 .
HD@, exp |:—/ dr / Eo — %Q(N/QO - q),q%) + JZ(I’Z] (D?)
i=1 0 z

N B 1 i Ao r i N b
HD(I)i exp {—/ dT/dfl?*(a“‘I)i)Q + 7(11(1)1(1)1} exp [/ dT/dxfaz—} exp [—/ dr /d,r.]ﬂ)z} .
e Jo 2 2 o J 2 9 0o .

Como o segundo termo é independente de ®;, temos

-8 . i N N B 1 i B .
exp / dT/dxfoc— HD@ exp —/ dr/dxf(()“‘@i)QJrfaCDiCbi exp —/ dT/dl‘Ji(I’i .
0 2 9] ;3 Jo 2 2 o .

Por definigao, segue-se que

exp [V/Oﬂdr/dm%a%] exp{*%TrLog[(a +za]} exp{ // Ji(x (g:\ 2+m )Ji(y)] .

onde N no segundo termo vem do produtério e o traco ja contém a contribuigao térmica.

Utilizando a eq. (D.6),

S = %TrLog[(a )2 4ia] — / dT/dxia— - 7/1/1/ Ji(x) (z| m ly) Ji(y) (D.)

S = gTrLog[(B )2 +ia] — - — /ﬂ d’/dr o, (D.9)

onde foi tomado J = 0.

A partir desta expressao pode-se calcular diversas contribuigoes para o potencial efetivo, de acordo
com o tratamento da integral no campo auxiliar. No caso de interesse desta se¢ao, de acordo com
[75, 84] considerar N — oo siginifica substituir « pelo seu valor esperado —im? [19], enquanto se
mantém N/gg fixo. Aqui, m aparece com o significado da prépria massa de uma particula.

Portanto,

N LN [Py
S = =TrLog[(9,)? + m?] — = — / dr / dx m?. (D.10)
2 2 g0 . 0 .

Tomando o trago e reescrevendo no espaco de fases, temos

N
S=pV= /Log(p2 +m?) — BVf—mZ. (D.11)
2/, 290
Como o potencial efetivo em primeira ordem é definido por
Vi = =, (D12)

sV
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obtemos

1N N [
Ve = —=—m? + = / Log(»* + m?). (D.13)
2_(]0 2 Jp

O formalismo de Matsubara indica que (wf, =p’+ 7712),

Vg = —N% N / {wp+ T 1+ exp (—wp/T)]} (D.14)

Conforme o apéndice A, a pressao é definida como o negativo do potencial termodinamico, ou seja, do
minimo do potencial cfetivo. Logo, por simplicidade ¢ pelo fato de tratarmos dirctamente a pressao

no capitulo 3, faremos
m2
P:N§+N/{wp+Tln 1+ exp (—wp/T)]}- (D.15)
0 P

A integral para T' = 0 é analitica e sera efetuada separadamente:

P

NI +N/ (D.16)
T=0 293 Jp

Devido as divergencias ultravioletas, devemos utilizar o método da regularizagao dimensional visto

no capitulo anterior. Escolhendo o esquema MS, vem

/,, 7 (NZT 2>E/2/ (g,il)?d* (D.17)

onde M é a escala de energia, yg >~ 0.5772 ¢ a constante de Euler-Mascheroni e d = 1 — €. Portanto,

/p“’z’ _ (e“/Em2>f/2/ (;lil))d \/m] D1s)

4T

Na ref. [58], por exemplo, encontramos a solugao desta integral:

/wp - (e“‘]\l?)f/z I(e/2-1) (D.19)
Jp

m?2 8T

Expandindo o resultado até a ordem e':

2 2

m* |2 M
wp=o—|-+1+In—5 +0(e], (D.20)

p 8T | € m
Tomando o limite € — 0, o termo O(e) se anula. Todavia, ainda ha divergéncia no primeiro
termo da eq. (D.20). Para eliminar este problema utilizaremos os j& vistos contratermos, ou seja,
a lagrangiana da eq. (D.22) adicionaremos mna lagrangiana com a mesina forma polinomial cujos

termos eliminarao tais divergéncias:

L—L+Ley, (D.21)

onde L. tem a forma

L= %a,,xbmaw - B%mQQJQ, (D.22)
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em que B é o contratermo de renormaliza¢ao que cancela a divergencia acima.

Portanto, a pressao em 1" = 0 torna-se

P

2 2
N M F I ﬁ] , (D.23)
—o 29 41 |2 M

Lembrando que ainda temos a contribuico do meio, cuja integral possui resolucdo puramente

numérica, finalmente a pressdo do NLSM na aproximacao de N grande é dada por

m? m? 1 m dp
=N— —N— |- —In— 7 @p _ ‘
PNy N {2 lnM] +AT/271- {In 1+ exp (~wp/T)]} (D.24)
Através da equacao do gap,
oP
=0 D.25
871’1 m=m ( O)

podemos encontrar os pontos de minimo da pressdo e encontrar quantidades termodinamicas como
densidade de energia e anomalia do trago, por exemplo. Calculamos mg analiticamente a partir da
eq. (D.25):

=0=m(T'=0) = Mexp(—27/g). (D.26)

m=mgo

OP(T = 0) ‘

Através das regras de Feynman obtivemos o mesmo resultado no limite de LN, que foi recobrado
a partir de nossas expressoes para 1 e 2 loops no limite N — co. Um desenvolvimento detalhado do

formalismo CJT na préxima ordem da expansdo 1/N encontra-se em [18].



Apéndice E
Pressao do NLSM em dois [oops

Visto que o modelo possui campos com N componentes, sendo N — 1 pions e o campo sigma, o
fato de termos escrito o campo sigma em termos dos pions através do vinculo de interagao fixa
automaticamente como (N — 1) o fator de simetria do diagrama trivial de 1 loop, afinal este diagrama
é idéntico ao que aparece naturalmente em teorias escalares para um gas livre de bdosons. A tarefa nao
trivial, contudo, consiste em determinarmos o fator de simetria do diagrama de dois loops, visto que
o vértice derivativo na lagraniana gera uma regra de Feynman adicional. Em dois loops, ordem 4%,
haverd a contribuicdo do vértice nio-derivativo (P{¥P) e do vértice derivativo (PP) para a pressao,

ou seja, deveremos calcular os diagramas que aparecem na Fig. E.1.

LN - T~ N -~
) N7 \ ) \ \
\ \
\ ® ) u - )
\ 7\ 7 \ 7\ /
N 7 N 7 N 7 N 7

- = ~— - - - =

Figura E.1: Contribui¢oes nao-derivativa e derivativa, respectivamente, para a pressgo.

A primeira contribui¢do também ocorre nas demais teorias escalares e trata-se de “fechar” os
p G

propagadores em torno do vértice no segundo grafico da Fig. E.2. O resultado é conhecido e basta

Figura E.2: Contribui¢oes para a auto-energia.

fazermos N — (N — 1), atentando para os fatores que aparecem em nossa lagrangiana de modo que

possamos traduzir os resultados que aparecem em [59], por exemplo. De qualquer maneira, a partir
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das regras de Feynman é imediato que
PNP pP~ 12 (E.1)

Cowo mencionado, o fator de simetria do primeiro grafico jé estd calculado e, com as devidas substi-
tuigoes,

PP = —Lgm? (N + 1)(N = )1} (E.2)

No entanto, para construirmos a pressao com relagdo ao vértice derivativo e tenhamos a pressao

completa P, = PlN Dy PlD em dois loops, deveremos considerar dois ltimos graficos da Fig. E.2

e as regras de Feynman associadas. Uma maneira imediata de obtermos a pressao total em dois

loops, no entanto, é fechando o grafico da auto-energia total, dada pelo primeiro grafico da Fig. E.2,

representado pela eq. (3.27) a qual, sendo reescrita de acordo com os propésitos deste apéndice, fica

N-1
T (p) = p* + M? = p?> + {mz +g {pz + mz%h] } , (E.3)

onde M representa uma autocenergia perturbativa. Sendo assim, a pressao até ordem g pode implici-

tamente conter estes termos na forma

P=P+P = —%/ (;i’)’Q In[p? + M?] (E.4)

e, desta maneira, fechando a fungdo de dois pontos tomada até a ordem g, teremos diretamente a
pressao até dois loops. No entanto, dois pontos importantes devem ser levados em condideragao: 1)
Py deve ser consistentemente expandida até a ordem g, de acordo com a imposigao feita pela fungao
de 2 pontos; 2) Devido a topologia da auto-energia, haverd sempre duas maneiras de se combinar os
propagadores nas pernas externas que fecham seu loop e, por isso, na ordem g o resultado deverd ser
dividido por 2. Portanto, primeiramente expandindo o logaritmo da eq. (E.4) até a ordem ¢ e, em
seguida, levando em consideracao a contagem dupla do diagrama de 2 loops a partir da fungao de 2

pontos,

N-1) [ d? 1 (N=1) [ & 1 1,
P=_(72)'/ (2;;2111(1’2'*‘7”12)—59( D) )/ (27£2p2+m2 [p2+5(1\f—1)m2 L. (E5)

E facil mostrar que, quando se trata as divergéncias no momento,

&’p p? o [_d%p
/pQ+'m2 ,/p2+m2’ (E6)

assim, o termo entre colchetes que multiplica I; fica (1/2)(N —3) e teremos, em ordem ¢°, o conhecido
resultado para um gés livre de bésons (primeiro termo da eq. (E.5), que concorda com a eq. (3.40)).

Em ordem g!, temos a pressdo em dois loops (segundo termo da eq. (E.5)):

P = —2gm*(N = (N = 3)1} (E7)
uma vez que
d?p 1
h= / @2m)2p? +m?’ ()



Apéndice F

Integrais térmicas do PNJL em dois

loops

As coutribuigoes de 2 loops da OPT ao PNJL implicam em integrais térmicas ndo triviais calculadas

por Restrepo [36, 37]. Apresentamos aqui as complementacoes das equagoes (F.1) e (F.2):

dp  dq
Al (1, T) = | —-—=As, F.1
s = [ Sl (1)
e
" dp g
Al (u,T) = / - F.2
2 (1, T) ] @n) 2y (F.2)
onde
e_ﬂ(Ep_I“)g_ﬁ(Eq—ll‘) ) )
Ap=— L= 1)+ (" = 1) |e 0Fpi) 4 o= B(Fa=)
gf(Ep)gf(Eq) { ( ) [ ]
+2 (p? - l) C—H(Ep—u)e—B(Eq—u)}
—B(Ep—pt) p—B(Eq+p.
+ M {2 (l — 1*2) e PEy—1) 4 9 (A e AEqtn)
g?(Ep>917(Eq>
+(1—1) [1 + e*/“Er“)e*/’(Eq*“)]}
~B(Eq—p) o~ B(E,
e {2(1-17) A g2 (1 - 2) )
g?(Eq)gz (Ep)
1) [1 i e—u(Eq—me—a(Em)]}
—B(E, —B(Eq+p
M {2 ([*2 — [) +(1F =1) [e—ﬂ(Epﬂl) + e—»’f(Eqﬂl)]
9, (Ep)g, (Eq)
Lo -r) e—ﬁ(Ep+/l)6—B(Eq+M)} , (F.3)
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Ag =

B 9 (Ep)gz (Eq)
+ (1 -1 [1 + e—ﬂ(Ep—/t)e—»’f(Eqﬂt)} }

T G (B)g, (By)

APENDICE F. INTEGRAIS TERMICAS DO PNJL EM DOIS LOOPS

e —B(Ep— # —B(Eq—1)
95 (Ep)g)" (By)
9 (1*2 _ z) efB(Eru)efﬁ(Eru)}

e~ B(Ep—11) o= B(Eq+1) {2 (l _ l*z) e B(EBp=n) 4 9 (= 12) e PEq+p)

{z (2 —1) + (U —1) [e—ﬁ(Ev—M + e-ﬁ<Eq—ﬂ>]

e B(Eq—p) g=P(Ep+n) {2 (l _ 1*2) e BE—1) 4 9 (l* _ 12) e B(Ep+i)

(-1 |1+ e PEq—p) g~ /3(Ep+u)} }

|
e J(Ezﬂru;; »Z(Eq)ﬂb) {2 (l*2 _ l) - [e—,ﬁ(Epﬂl) N e—d(Eqﬂl)]
Ep)g,
Je

~B(Epti) o~ B(Eq+u)} (F.4)
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