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1 Resumo

O estudo de operadores lineares em espagos de Hilbert motivou a continuidade da pesquisa em
C*-algebras. O trabalho foi subdividido nos seguintes capitulos: Algebras de Banach, Espectro,
Raio Espectral, Representacao de Gelfand e C*-dlgebras.

Foram demonstrados importantes resultados como o Teorema do Mapeamento Espectral,
o Teorema de Gelfand e o Teorema de Beurling. O objetivo final do trabalho foi demonstrar
que um *-homomorfismo ¢ : A — B de uma *-dlgebra de Banach A em uma C*-dlgebra B €
contrativo.
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2 Introducao

O estudo dos operadores lineares limitados B(Hp, H2) entre espagos de Hilbert Hy, Ho,
com base no livro [2], motivou o estudo abordado neste trabalho. Como pode ser visto no
”Apéndice: Operadores em Espagos de Hilbert,” B(H) é um exemplo de C*-algebra. A partir
disto, estabeleceu-se que a literatura utilizada para a pesquisa seria [1] e que o objetivo final
seria a demonstragao do seguinte teorema: um x-homomorfismo ¢ : A — B de uma *-dlgebra

de Banach A em uma C*-dlgebra B € contrativo, isto €,

| o(a) ||<]] a ||, para todo a € A.

No primeiro capitulo, foram apresentadas vérias defini¢bes caracterizando algebras norma-
das, unitais, completas, subdlgebras, subalgebras geradas. Em seguida, foram dados varios
exemplos relacionados as definigoes, além de propriedades de ideais em algebras.

No segundo capitulo, foram apresentadas as nogoes de elemento invertivel, espectro e resol-
vente de um elemento em uma algebra. O Teorema do Mapeamento Espectral e o Teorema de
Gelfand foram os principais resultados deste capitulo. No capitulo seguinte, além de definigoes e
exemplos, foi demonstrado o Teorema de Beurling e a construcao da unitizagao de uma algebra
sem unidade.

No quarto capitulo foram mostradas uma série de proposi¢oes com o intuito de provar o Te-
orema de Representagao de Gelfand, que relaciona uma algebra de Banach comutativa com uma
algebra de fungoes continuas em um espacgo localmente compacto Hausdorff. Finalmente, foram
dadas véarias defini¢oes, como a de involugao, *-algebra, x-dlgebra de Banach, *-homomorfismo
e C*-algebra. Mostrou-se ainda que dada uma C*-dlgebra A, existe uma C*-algebra com uni-
dade, cuja norma estende a norma de A, e que contém A. Este resultado é fundamental para

demonstrar o teorema citado no inicio desta introducao, que é o objetivo final do trabalho.



3 Algebras de Banach

Essa secao sera iniciada com algumas defini¢Oes necessarias ao estudo de Algebras de Banach

seguidas de alguns exemplos das mesmas.

Definicao 3.1. Uma dlgebra A, sobre o corpo dos nimeros complexos C, é um espaco vetorial

sobre o mesmo com uma operagdo (produto) bilinear:
AxA— A

(a,b) — ab,

tal que
a(be) = (ab)e

para a,b,c € A.

Definicao 3.2. Uma subdlgebra de A é um subespago vetorial B de A fechado pelo produto,

ou seja, se b e b € B, entdo bb' € B. B dotad da restricio das operagoes de A é uma dlgebra.

Definicao 3.3. Uma norma || . || em A € dita submultiplicativa se
Fab[[<[[all-[[ 0]l
para a,b € A. Neste caso, o par (A,|| . ||) € chamada uma dlgebra normada. Por sua vez, se

A admite uma unidade 14, ou seja,
aly = 1pa = a,

para todo a € A, e || 15 ||= 1, dizemos que A é uma dlgebra normada unital.
Proposicao 3.1. Se A é uma dlgebra normada, entdo o produto (a,b) — ab € continuo.

Demonstragao. Considere (ay)nen € (bn)nen C A, satisfazendo a,, — a e b, — b, entao
|| ab — anby |[=]| a(b — bn) + (a — an)by ||

<[[a(b =bn) [| + | (@ = an)by ||
<lfall 1o =bn [l + [ a—anll. [[bn ]

Como (by)nen € limitada,

|b—bn||—0e ||a—ay||— 0,
segue que || ab — apby, ||— 0. O

Uma algebra normada completa é chamada uma algebra de Banach. Enquanto uma

algebra unital normada completa é chamada algebra de Banach unital.

Observacgao 3.1. Uma subdlgebra de uma dlgebra normada com a restrigao da norma da mesma

€ uma dlgebra normada.



Proposicao 3.2. O fecho de uma subdlgebra B em uma dlgebra A é uma subdlgebra.

Demonstragdo. Denote o fecho de B em A por B. Considere @, b € B. Portanto, existem (a,)nen
e (by)nen C B, tais que a, — @ e b, — b. Como o produto definido em B é continuo, tem-se
que a sequéncia (a,by)nen converge para ab. Sendo assim, ab é ponto de acumulacio de B. Além

disso, como o fecho de um espaco vetorial é um espaco vetorial, segue o resultado. O

Como em um espago completo um subespaco é fechado no mesmo se, e somente se, ¢ com-
pleto, segue que uma subalgebra fechada de uma algebra de Banach é uma algebra de

Banach. Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 3.1. Seja S um conjunto, entao [°°(S), o conjunto de todas as fungoes limitadas com
valores complexos em S, € uma dlgebra de Banach unital, com as operacgoes definidas pontual-

mente:

(f +9)(x) = f(z) + g(x);
(f-9)(x) = f(x).g(x);
(Af) = Af(x);

e com a norma do supremo

| f lloo=sup | f(z) |
zeS

Demonstragao. De fato, [°°(S) com as operagoes de soma e multiplicacdo por escalar define um
espaco vetorial sobre C. Vejamos, agora, que o produto estd bem definido.

Sejam f,g € 1°°(9), entao existem M, N € R, satisfazendo |f(x)| < M e |g(z)| < N, para
todo x € S. Segue que

[(F-9)l(z) = [f(2)]-lg(z)| < M.N.

Portanto, (f.g) € 1°°(S). Note que esta operacao é associativa, pois a imagem destas fungoes
pertence a um corpo. Sendo assim, [*°(S) é uma dlgebra. Note que || . ||s ¢ uma norma.
Vejamos que (I°°(9),]| - ||oo) ¢ uma algebra normada, isto é, que || . ||oc ¢ uma norma

submultiplicativa. Com este intuito, considere f, g € (*°(S). Segue que
[(f.9)(@)| = [f(@)].l9(x)| < sup|f(z)]-sup|g(@)| =[] [ [loo - || 9 [loo -
zeSs €S
Note que || f ||oo - || g ||co € cota superior de |(f.g)|(x). Logo,

sup [(f.9)(@)| <[ f lloc - |1 9 [loo;
€S

ou seja,
1 f-9 ool f lloo - 11 9 lloo -

Falta provarmos que (I°°(.5), || . ||co) ¢ uma algebra normada completa. Para tanto, considere
(fn)nen, sequéncia de Cauchy em [°°(S). Assim, para todo € > 0, existe Ny € N, tal que para
quaisquer m,n > Ny,

| fo = fim lc<e.



Logo, para zg € S, (fn(xo)nen) é sequéncia de Cauchy em C, pois

’fn(l‘o) - fm(x0)| <|| fn—fm ||oo< E.

Como C é completo, tal sequéncia é convergente. Defina
f:8—C

f(z):= lim f,(z)

n—aoo

Afirmacao 3.1. Dado ¢ > 0, eziste ng € N tal que, para todo n = nyg, sup |fn(z) — f(x)] <e.
z€S

Fixe ¢ > 0. Como (fn)nen € sequéncia de Cauchy, tome ng € N tal que

3
an - meoo < 57

para todo n,m = ny.

Pela definicao da f, dado = € S, tome kg € N tal que se k > kg, entao

[fel@) = f@)] < 5.

Se n,m > ng e m > ko, segue que
[fu(@) = f(@)] < |ful2) = fml(@)] + [fm(z) — f(2)]

<l = Fanlloo + | fml@) = f@)] < S +5 = <.

Logo, |fn(z) — f(x)| < € para todo = € X e, para todo n > ng. Assim,

sup | fn(z) — f(z)| < e.
zeS

Mostremos agora que f ¢é limitada. Perceba que f, € *°(S) para todo n € N. Entao, para
cadan € N, existe um K,, > 0 tal que |f,(x)| < K,, para todo x € S. Além disso, pela afirmagao

acima, dado € > 0 e escolhendo n > ng,
[f@) = 1f (@) = fa(z) + fo(z)|
<|f(@) = fal@)] + | fa()|
<sup | fu(@) = f(2)] + | fn(@)]
z€S
<e+ K,.
Portanto, f € 1°°(9). O

Exemplo 3.2. Seja Q um espago topoldgico. O conjunto Cy(S2) de todas as fungéoes continuas



limitadas em 2 com valores complexos € uma subdlgebra fechada de 1°°(2). Assim, Cy(2) € uma

dlgebra de Banach unital.

Demonstracao.

Afirmacao 3.2. Cy(Q2) é uma subdlgebra de [°°().
Segue do fato que a soma e o produto de duas fungoes continuas é uma fungao continua e o

produto de uma funcao continua por um escalar é uma funcao continua.
Afirmacao 3.3. Cy(Q2) € uma subdlgebra fechada de 1°°(Q).

Demonstragao. Para tanto, mostremos que o complementar de Cy(£2), isto é, [%°(Q)\ Cp(92)
é aberto em [*°(€2). Denote {*°(2)\C(2) por H.
Suponhamos, por absurdo, que H nao seja aberto. Entao, existe g € H tal que para todo

e > 0, tem-se
£
lg—hllos £
para algum h € Cp(Q2).

Fixe xg € Q. Como h € (), existe um aberto U 3 xy, satisfazendo para todo x € U,
€
|h(zo) — h(z)| < 3
Portanto,
9(x0) — g()| = |g(x0) — h(xo) + k(o) — h(z) + h(x) — g(z)]

< |g(wo) — h(zo)| + [h(x0) — h(z)| + [h(2) — g(2)]
<l g = h o +[h(z0) — h(x)|+ [ B — g [|oo
€ € €
< 3 + 3 + 3¢

Desta maneira, g € Cy(€2), 0 que é uma contradigao. Conclui-se que H é aberto, sendo assim,
Ch(§2) é fechado.

Como C(€2) é um subespago fechado no espaco completo, I (Q2), segue que, Cp(2) é com-
pleto. Por possuir unidade, segue que Cy(£2) é uma algebra de Banach unital.

Observe que se ) for compacto, C'(2), o conjunto das fungoes continuas de 2 em C, coincide
com Cy(£2), visto que a imagem de uma fungao continua aplicada em um compacto é um conjunto

compacto, portanto limitado.

O]

Em seguida, um exemplo de uma algebra que tem unidade, mas nao é normada.

Exemplo 3.3. Considere C([0,1]) com || f ||1= fol |f(z)|dz. Note que [0, 1] é compacto, portanto
as fungoes deste espago sao limitadas, sendo assim, C([0,1]) igual a Cy([0,1]). Além disso, tem

unidade.



Para observar que || . ||1 ndo é submultiplicativa, escolha f,g € C([0,1]), com f(x) = g(x) =
x, para todo x € [0, 1]. Segue que

1
1
| f.9lli= HCU2H1 :/ r2dr = 3
0

Por sua vez,
1 1
Hle—Hng—ule—/ vde = 1.
0
Logo,
I fglh=s> =l flh Nal
-g 1—3 4— 1 - gl -

Portanto, C([0,1]) com || f |1= fol | f(z)|dr nao é uma &lgebra normada.

Vejamos agora um exemplo de algebra normada que nao é completa:

Exemplo 3.4. Seja
F={f:]0,400) — C: f € limitada e 3 k € R, tal que f(x) =0, para todo x > k}.
Considere F' munido com a sequinte norma

1 f lloe=sup | f(z)].

z€[0,00)

Tal espago é uma subdlgebra normada de [*°(]0, 00)). Para perceber que esta nao é completa,

defina a seguinte sequéncia em F :

1, se x€]0,1]
fu(z) = %, se z € [1,n]
0, se = >n.

Note que f, — f, em que f(z) = %, para todo = € [0,4+00), em [*°(]0,00)), mas f ¢ F.
Assim, f, é uma sequéncia de Cauchy em F' que nao converge no mesmo. Segue que F' nao é

completo.

Exemplo 3.5. Seja Q um espago Hausdorff localmente compacto. Define-se Cy(€2) como o
congunto das fungoes f : Q — C que se "anulam no infinito”, isto é, f € Cy(Q2), se, e somente
se, para todo € > 0, o conjunto {w € Q : |f(w)| > €} € compacto. Vejamos que Co(2) é uma
subdlgebra fechada de Cp(€2).

Demonstragdo. Para facilitar, demonstraremos o seguinte:

Afirmacao 3.4. Seja f : Q — C continua. Tem-se que f € Cy(QQ) se, e somente se, para todo
e > 0 existir um compacto K C Q satisfazendo para todo x € K€, |f(z)| < e.

(=) Seja f € Cp(2) e e > 0, entao o conjunto
K={we:|f(r)] > &)

é compacto. Portanto, para todo = € K¢, |f(z)| < e.
(«<=) Suponha que para todo ¢ > 0 exista um compacto K C (2 tal que para todo x € K¢,

[f (@) <e.



Segue que W = {w € Q : |f(z)| > ¢} C K, sendo K compacto. Como |f| é continua,
a imagem inversa de [g,+00), |f|~!([e, +00)) = W, é um fechado em Q. Sendo W fechado e
W C K um compacto, tem-se que W é compacto. Logo, f € Cp().

Continuando a demonstracao do exemplo, fixe ¢ > 0 e admita f,g € Cp(f2). Portanto,

existem compactos Wy e Wy, tais que se x € O\ Wy, entao

@) < 3

e, se x € (N W, entao
l9(@)] < =
X —.
g 2

Disso segue que se
€ (INWy NONWy) = ON(Wp U W),

tem -se que

(f + 9@ = @) +9@)| < |f@)] +|g(a)| < S+ 5 =¢

Como f+g é continua, WyUW, é compacto e, para todo z € Q\ (W UWy), |(f+g)(z)| <&,
conclui-se que f + g € Cp(Q2).

((f-9)(@)] = |f(@)]-lg(@)| = [f(2)]-]g(x)] <

Como f.g é continua, Wy U W, é compacto e, para todo x € '\
tem-se que f.g € Cp(Q).

w\m

R
24
(WyuW,

a): |(f-9)(@)] <&,

Analogamente, para A € C e f € Cy(£2), existe um compacto W), satisfazendo para = €

N Wy, .

IAl+1°

[f(@)] <

Assim,

[(AS))] = AL (2)

)\—1—1

Sendo Af continua e W) compacto e, para todo = € Q\ Wy, |[(Af)(x)| < ¢, segue que
Af € Co(92).

Visto que a imagem dessas operagoes pertencem ao corpo dos complexos, segue que a
operacao produto ¢ associativa. Demonstrou-se que Cp(£2) é uma subdlgebra de Cy(§2). Basta
verificarmos que Cy(Q2) é fechada na mesma.

Para tanto, considere f € Cy(f2), ponto de acumulacao de Cy(2). Por defini¢ao, existe uma
sequéncia (fn)nen € Co(Q2) tal que f, — f.

Portanto, dado € > 0, existe um ng € N tal que para todo n > ng, tem-se

sup | (@) = f()] < 5.



Como f, € Cp(£2),

Wy ={w e Q:|fo(w)| = 5}

| M

é compacto. Logo, se x € O\ W,,, entao |f,(z)| < 5.

Assim, fixe n > ng e x € Wy,
|f(@)] = [f(@) = fulz) + fn(2)]

<[f(@) = ful@)| + [ fo(2)]
< sup  [f(x) = fu(@)] + [ fu(2)]

z€(ON\Wh)

S sup [f (@) = fu()| + | fn(2)]

S

Segue que, para todo z € Q\ W,
|f(z)] <e.

Como W, é compacto, pela Afirmacao 3.4, f € Cy(2). Dessa forma, Cy(£2) contém todos os

seus pontos de acumulagao, sendo assim, fechado em Cy(£2). O
Vejamos um exemplo de dlgebra nao abeliana.

Exemplo 3.6. Seja X um espago vetorial normado. Denotemos por B(X) o conjunto de todos
os operadores lineares limitados de X em X. O conjunto B(X) é uma dlgebra normada, com

operagoes de soma e multiplicagdo por escalar definidas pontualmente, multiplicacdo dada por
B(X) — B(X)

(u,v) —> uow

e munida da norma

lull= sup || u(z) |l
lzl|<1

Se X € um espago de Banach, B(X) € completo, sendo assim, uma dlgebra de Banach.

Demonstragao. A demonstracao desse exemplo serd dividida em algumas afirmagoes. Primeira-
mente, note que dado u € B(X), e x # 0, entdo

xr
o (20 ) il

Assim,

@) [[<[fwll - [l
Afirmacao 3.5. B(X) é uma dlgebra.

Demonstragao.

10



e Considere u,v € B(X). Entao,
lu(e) lI<Ifwll - ]2 [];
o) <[ vl =]
Portanto,
| (u+0)(2) [|=]] w(z) +o@) [[<[] u(@) [ + || o) [I< ATull+ (o) ][z ]
Logo, u+v € B(X) e, além disso,

lutvll<llull+ vl

e Para u € B(X) e A € C, tem-se que
|| Aw [[= sup{[| (Au)(z) [|:|] = ||< 1}

= sup{[A[. [[ u(z) [ = [|< 1} = [A[ [ w ][ -

Portanto, Au € B(X).

Pelo feito acima, note que B(X) é um espago vetorial normado.

e Note que o produto estd bem definido, pois
| (wov)(@) [[=]] u(v(@)) [[<I[wll - [[v@@) [[<|[[wll- [l ][]

Segue que uov € B(X) e, além disso, a norma é submultiplicativa. E vale a associatividade

((wov)ow)(z) = (uov)(w(x)) = u(v(w(x))) = u((vow)(z)) = (uoc (vow))(x),
para todo u,v,w € B(X).

Logo, B(X) é uma &lgebra normada.
Afirmacao 3.6. Se X ¢ um espaco de Banach, B(X) é completo.

Demonstragao. Considere (u,)neny € B(X) sequéncia de Cauchy. Fixe x € X, z # 0. Entao,

por definicao, para todo € > 0, existe ng € N tal que para todo m,n > ny,

€
[| wn — um ||< —.

[ ]

Note que (un(x))neny € X é sequéncia de Cauchy, pois

£
[ un(@) = um (@) [[=]] (un = wm) (@) |I<]| vn = wm || [ 2 |[< 7 |l 2 [[< e,

el

para todo m,n > ng. Como X é completo, (u,(x))nen é convergente.

11



Defina
u: X — X
xr— lm uy(x).
n—-—ao0

Vejamos que u é um operador linear limitado e que u, — u.

e Mostremos que u ¢ linear. De fato, para z,€ X e a € C, segue que
u(x + ay) = lim u,(x) + a lim u,(y) =
n—oo n—oo
— u(x) + au(y).

e Para que fique claro que u € B(X), basta notarmos que u é limitado. Como (uy,),en é uma
sequéncia de Cauchy, (up)nen € limitada. Portanto, existe um K € N, tal que || u, ||< K,

para todo n € N. Entao,

(@) J1=1] Yimn () = Tim [] (@) 1< Y [ ] |2 [[< K |2 ]|
Segue que u € B(X).

e Agora, para observarmos que u,, — u em B(X), provemos que (uy)nen converge unifor-

memente para u em B(X). Para tanto, escolha ng € N tal que para todo m,n > ny,

€
|| U, — upm, ||< 3

Sejan = ngex € X, com || z ||< 1. Pela definigdo de u, existe um N € N tal que, para
todo m > N, tem-se || u(x) — un(z) ||< §. Considere m € N, tal que m > max{ng, N'}.

Segue que, para n = ny,

[ un (@) — u(2) [[=]] un () = um () + um(z) —u(z) ||<
[ un (@) =t (@) || + || wm () —w(@) [[<|] un—um [| - || 2 ] + [] um(2) —u(z) < %Jr% =€

Assim, para todo x € X, com || z ||[< 1, vale que || uy,(z) — u(x) ||< e. Portanto,

H Up — U H: sup H Un(x) _u(x) H< €,
[|z]|<1

para todo n > ng,
O

Exemplo 3.7. A dlgebra M, (C) das matrizes nxn com entradas complezas pode ser identificada
com B(C"), que é uma dlgebra unital. Além disso, as matrizes triangulares superiores formam
uma subdlgebra de M, (C).

Demonstracdo. De fato, as matrizes n X n com entradas complexas podem ser vistas como

representagoes de transformacoes lineares limitadas de C™ em C™.

12



Considere T' € B(C™) que pode ser representada como a matriz A € M, (C). Entao

T:C" —C"

(.%'1,.1’2, ,.I'n) — (yhy% 7yn)

Em que,
Y1 ailp a2 ... Qip r1
Y2 | | @21 @G22 ... Q2n T2
Yn anl1 Aanp2 ... GOnpp Tn

A unidade, neste caso, é a matriz identidade I, :

0 0
0 0
0 0 1

nxn

Note que as matrizes triangulares n x n formam mesmo uma subalgebra, pois, se A e B sao

triangulares,
a1l a2 ... Qain b11 b12 bln
AB — 0 a9 .. a9, 0 by ... by _
000 a0 0 b
anbin  aibiz + abae ... > p_ a1y
AB — 0 aggbgg ZZ:I CLkakn ’
0 0 e ambm
segue que AB também é triangular. O

Note que se (By)y ¢ uma familia de subédlgebras de uma algebra A, entdo [Ny By é uma

subalgebra de A. Disso, seguem as proximas definigoes.

Definigao 3.4. Seja S um subconjunto da dlgebra A. A subdlgebra de A gerada por S ¢ a
menor subdlgebra de A contendo S e é dada pela intersec¢do de todas as subdlgebras em que S

estd contido.

Definicao 3.5. Considere A uma dlgebra normada e S C A. Define-se a subdlgebra fechada

de A gerada por S como a menor subdlgebra fechada de A que contenha S.

Afirmacgao 3.7. Se denotarmos a subdlgebra gerada por S de B e a subdlgebra fechada

gerada por S de C. Entdo, C = B, isto ¢, C € o fecho da subdlgebra gerada por S.

Demonstracdo. (D) Por definicio de subalgebra gerada, segue que B C C. Considere b € B.
Existe uma sequéncia (b, )pen € B, convergindo para b. Como (b, )peny € B € C e C é fechada,
entdo (b, )nen converge em C. Segue que b € C. Logo, B C C.

13



(C) Pela Proposicao 3.2, o fecho de uma subdlgebra é uma subalgebra. Assim, B é uma
subdlgebra fechada que contém S. C' estd contida em em todas as subalgebras fechadas contendo
S, por definicdo. Segue que C C B.

O

Definicao 3.6. Um ideal a esquerda (respectivamente, o direita) em uma dlgebra A € um su-

bespaco vetorial I de A, satisfazendo

acANebel = abel;

(respectivamente, ba € I).
Por sua vez, um subespacgo vetorial que € um ideal a direita e a esquerda em A, simultanea-

mente, € um tdeal em A. Note que 0 e A sdo ideais de A, chamados ideais triviais.

Definigao 3.7. Um ideal maximal de A é um ideal prdprio, isto €, ndo pertencente a A, e
que nao estd contido em menhum outro ideal prdprio de A. A definicao para ideal maximal a

direita e a esquerda € andloga.

Exemplo 3.8. Considere a dlgebra A = Cy([0,1]) e o ideal

I= {f e Co(l0,1)) : f @) =0}.

De fato, I € ideal de A, pois € um subespaco vetorial de A, e, se f € I e g € A, tem-se

00(2) 09 (3)5(2)5(3) s 2) oo

ou seja, f.g e g.f € I. Vejamos agora que I € ideal mazximal. Para tanto, escolha um ideal J de
A, satisfazendo
I1CJCA.

Portanto, existe g € J, tal que g ¢ I. Assim, g(%) £ 0.
Seja
l=gg=lg/*>0.

Como I(1) > 0, seque que
1
h:|l’—§|+l>0,

para todo x € [0,1]. Entdo, h € invertivel em A. Sendo J um ideal e h € J, tem-se
hh™t=1¢€J

Logo, J = Cy([0,1]) e I € ideal mazimal de Cy([0,1]).

Definicao 3.8. Um ideal I é dito modular se existe um elemento u € A tal que a — au e

a—ua € I para todo a € A.

Para o exemplo de ideal modular, assumiremos o teorema seguinte, que é um corolario do

Lema de Urysohn, disponivel na referéncia [3].

14



Teorema 3.1. {Urysohn} (para espacos localmente compactos). Seja Q@ um espago
localmente compacto Hausdorff. Suponhamos K C O C Q, onde K ¢é compacto e O € aberto.
Entao, existe u € Cc(2,[0,1]) tal que u =1 em K e supp(u) C O.

Exemplo 3.9. Se w € um elemento de um espago localmente compacto €, e
My ={f € Co(Q) : f(w) =0},

entao M, € um ideal modular na dlgebra Cy(€2).

Demonstracao. Como w € € e ) é localmente compacto, existe um compacto L tal que w €
int(L). O interior de L é aberto. Portanto, existe um aberto A, satisfazendo, w € A C int(L).
Note que o fecho de A, logo um fechado, estd contido em K, que é compacto. Disso, segue que A
é compacto. Assim, A C int(L) C Q, pelo Lema de Urysohn, existe u € Cc(€2,[0,1]) C Co(Q),
tal que u = 1, em A. Por construgio, w € A. Logo, u(w) = 1 e f —uf = f — fu € M,, para
todo f € Cp(Q). O

Definigao 3.9. Se I é um ideal de uma dlgebra A, entdo A/I é uma dlgebra com produto dado
por
(a+I1)b+I)=ab+ 1.

Observagao 3.2. Dizemos que a+I1=b+1 em A/I sea—b¢€ I e, denotamos por
a = b(modI).

Proposicao 3.3. A dlgebra A/I € unital se, e somente se, I € modular.

Demonstragao. (=) Se A/I é unital, existe u € A, tal que
(a+Du+I)=au+I=a+1.

Portanto, a = au(modl), isto é, a — au € I. Note que, neste caso, todo ideal de A é modular.
(<) Se I é modular, existe u € A, tal que a — au e a —ua € I, para todo a € A. Entao, u+ I
¢ a unidade de A/I, pois

(a+D(u+1I)=au—+1.

Perceba que a — au € I. Logo, a = au(modI). O

Se (I))aea € uma familia de ideais de uma dlgebra A, entdao Nycply é um ideal de A. Assim,

define-se

Definigao 3.10. Dado um conjunto S C A, existe um ideal minimo I de A contendo S. Este é

chamado de ideal gerado por S.
Afirmacao 3.8. Se A € uma dlgebra normada, entdo, o fecho de um ideal I é um ideal de A.

Demonstracdo. Mostremos que I é um ideal & esquerda de A. Considere a € A e b € I. Como I

é o fecho de I, existe uma sequéncia (b, )nen C I, com b, — b.
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Sendo I um ideal, (ab,)nen C I e, pela continuidade do produto,
ab,, — ab.

Portanto, ab é ponto de acumulacio de I, ou seja, ab € I. A demonstracio de que o fecho de I
¢ ideal a direita de A ¢é andloga.
O

Definicao 3.11. Seja S C A. O menor ideal fechado J de A contendo S € dito o ideal fechado
gerado por S.

Afirmacao 3.9. O ideal J da definicdo acima € o fecho do ideal gerado por S.

Demonstragao. (C) Considere I o ideal gerado por S, entao I C J, por definigdo. Vejamos que
ICu
Seja b € I. Segue que existe (b, )nen C I, satisfazendo

b, —> b.

Agora, (by)nen € I € J. Como J é fechado, b € J. Assim, I C J.
(D) Pela definicao de J e por I ser um ideal fechado, tem-se que J C I. Logo, J = I.
O

Teorema 3.2. Se I é um ideal fechado de uma dlgebra normada A, entao A/I é uma dlgebra

normada, com a norma quociente

la+I]||=inf||a+b]|.
bel

Demonstragao. Primeiramente, provemos que a norma quociente satisfaz as propriedades ne-

cessarias.

1. [|a+I]|>0,para (a+1) € A/I

Note que 0 <|| a+1b ||, para todo b € I. Portanto, 0 é cota inferior do conjunto {|| a+b ||:
b e I}. Assim,
o< inf{|la+b|:bel}=|la+T]|.

2. ||a+1I]|=0 se, e somente se, (a+ 1) = (04 1).
(=) Suponha que (a + I) = (0+ I). Entéao,

la+Tll=infoer|[b]]-

Como I é ideal, 0 € I. Logo
0 <inf || b]<I[0[|=0.
bel

Portanto,
||la+1||=inf||b||=0.
bel
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(<) Considerando || a+ I ||= 0, tem-se a existéncia de uma sequéncia (b,,)nen C I,tal que
|| a+ by ||— 0,

isto é,
la—(=bn) [[—0.

Assim, (—b,,) converge para a. Sendo I um fechado de A e a um ponto de acumulacao de
I, conclui-se que a € I, ou seja, (a+ 1) = (0+1I).

3. |[Jaa+1I||=la|. ||a+ ]|, para o € C.

De fato,

b
|| aa +I'||=inf || aa+b ||=inf || a(a + =) ||=
bel bel (%
:‘ f :‘ f p—
inf || (o +¢) [|=nfa || (a-+ ) |

= |a|inf [[ (a+c) [|= el [[a+T|].
cel

A4l e+ D+ (c+DII<[a+T][+]lct+T]].

Seja e >0 e a,c € A. Entao, existem a’ e ¢’ € I, satisfazendo

la+a||<|[a+I]|+e

e+ lI<lle+ Il +e.

Assim,

la+ec+(d+)]||=lla+d +c+d||<||a+d ||+ ||c+ ||[<a+T||+ || c+T] +2e.
Note que a’ + ¢’ € I e denote esta soma por b. Segue que
| (a+c)+bl[<a+T|+|c+I]| +2.

Logo,
%gHa+c+bH§a+IH+Hc+IH+%,

para todo € > 0. Portanto,

[at+)+Il=ll(a+D)+(c+DII<[[a+T[[+][lct+T]].

Vejamos que a norma quociente é submultiplicativa. Para tanto, considere € > 0 e suponha que

a e b pertencam & A. Entao, por definicao de infimo, existem a’ e b’ € I, satisfazendo

la+a||<lla+I]||+e
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|6+ ||<||b+ 1| +e.

Assim,
et lla+I|)etr|[o+T]])>

lat+a [ [[b+V =] (a+a)b+V)||I=
| ab+ab +ad'b+d'V ||=||ab+c||=||ab+1T]|.

Sendoc=abl +ad'b+dt 1.
Logo,
(etllat+IDEt+|[o+1I])=l[ab+1]].

Para todo € > 0. Portanto,

fab+Tl[<|[a+T][.[[o+1I]].

Exemplo 3.10. Considere a dlgebra normada A = (C([0,1)),]] . ||so). Jd foi provado que

I={fC(o.1): f(3) =0}

€ ideal de A. Vejamos que I € fechado em A. De fato, se, para algum f € A, existe uma sequéncia

(fn)nen C I, com fr, — f, entao, para todo € > 0, existe um ng € N, tal que para todo n > ny :

[fn(1/2) = F(A/2) < fn = [ lloc< €.

Como f,(1/2) =0, para todo n € N, tem-se que f(1/2) = 0. Seque que f € I, isto €, I € fechado
em A.

Pelo Teorema 3.2, C([0,1])/1 é uma dlgebra com norma quociente || g + I ||= infrcr ||
g+ f |loo - Por exemplo, seja g = x> € C([0,1]), entdo,

2 : 2
—|—[ = inf + .

) 1\? 1\, 1
e+ 11 (5) +7(5)1= 1

1
2

I||=-.
la2+ 11>

Note que
isto €,
Além disso, h = i — 2% €I, pois h(%) = 0. Assim,

1

1
122+ T ll=<ll 22 + b floo=ll 2% = 22 + £ lloo= 7.
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Segue que

1
2
Il=-.

e+ 1|= 7
Definicao 3.12. Um homomorfismo de uma dlgebra A em uma dlgebra B é uma transformagao
linear

p: A — B,

tal que,

p(ab) = p(a)p(b),
para todo a,b € A.
Afirmacao 3.10. O nicleo de ¢, N(p), é um ideal de A.

Demonstragao. Seja d € N(p) e a € A. Como ¢ é homomorfismo,

p(ad) = p(a)p(d) = ¢(a).0 = 0.

Logo, ad € N (). Segue que N (i) é ideal a esquerda de A. A demonstragao de que N () é ideal

a direita de A é andloga. O

Afirmacao 3.11. A imagem de @ é uma subdlgebra de B.

Demonstragcao. Como ¢ é transformagao linear, para z1, zo pertencentes a imagem de ¢, existem
a,b e A e\ e C, satisfazendo

pla) =2

¢(b) = 2.

Assim,
21 + 22 = ¢(a) + ¢(b) = p(a + b);

Az1 = dp(a) = o(Aa).
Tem-se que a imagem de ¢ é um espago vetorial. Além disso, sendo ¢ um homomorfismo,
z1.22 = p(a).¢(b) = p(ab),
isto é, z1.29 € I'm(y). Segue que a imagem que ¢ é uma subdlgebra de B. O

Definicao 3.13. Dizemos que ¢ € unital se A e B sdo unitais e p(1) = 1.

Afirmacao 3.12. Se I ¢ um ideal de A, a transformagdo quociente
T A— A/I

€ um homomorfismo.

Demonstragao. De fato, para a,be Ae A e C:
mla+b)=(a+b)+I1=(a+1)+ (b+1)=mn(a)+ m(b);
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m(Aa) =Xa+ I =Na+I) = An(a);
mw(ab) = (ab+ 1) = (a+I)(b+I) =n(a)n(b).
O

Proposicao 3.4. Sejam ¢ e 1) homomorfismos continuos de uma dlgebra normada A em uma

dalgebra normada B, sendo A a subdlgebra fechada gerada por um conjunto S. Assim, se ¢|g =

¢|S> entdo, Y= ¢

Demonstracao. Primeiramente, note que

K ={ach:pla) = b(a)}

¢ uma subdlgebra fechada de A. De fato, como ¢ e ¢ sao homomorfismos, para a,b € K e A € C,

tem-se

pla+b) = p(a) + @) =(a) +(b) = Y(a+b);
p(Aa) = Ap(a) = Mp(a) = P(Aa);
p(ab) = @(a)p(b) = Y(a)(b) = (ab).

Assim, a + b, Aa, e ab € K. Segue que K é subdlgebra de A.

Agora, mostremos que K é igual ao seu fecho, isto é, K = K. Para tanto, considere d € K.
Por definicdo, existe uma sequéncia (d,)neny € K tal que d, — d. Por hipdtese, ¢ e 1) sdo
continuas, entao

lim ‘P(dn) = 90( lim dn) - So(a)

n—aoo n—aoo

n—-oo n—aoQ

Para todo n € N,

Entao, por unicidade do limite,

im_(d) = Tim_v(ds) = (@) = $(d).
Conclui-se que d € K. Logo, K é uma subélgebra fechada. Agora, note que S C K. Por definicio
de subélgebra fechada gerada por um conjunto, tem-se que A C K. Disso, segue que ¢(a) = ¥(a),
para todo a € A, ou seja, ¢ = 1.

]

Segue mais um exemplo de homomorfismo. Este homomorfismo sera usado na segao seguinte.

Exemplo 3.11. Denote por C[z]| a dlgebra de todas as fungées polinomiais com coeficientes
complexos em um z indeterminado. Se a é um elemento de uma dlgebra unital A e p € C[z] € o
polinémio

P=Ay+ A1z + ... + 2",
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estabelecemos
p(a) = Xl + Aia' + ... = \a™.

Afirmacao 3.13. A transformacdo
Yo : Clz] — A

p+— p(a)
€ um homomorfismo unital.

Demonstracao. Vejamos que 1) preserva soma, multiplicagao por escalar e produto.

Considere p, g € C[z] e a € A. Denotando
p=Xo+ A2+ Aoz + . 4 A2
g=ao+ o1z 4+ a2 + ...+ ™
e considerando m < n, sem perda de generalidade, segue que
Ya(p) + Yalq) = pla) + q(a) =

(Ao + Ma+ Aoa? + ..+ A"a™) + (g + ara + asa® + ...+ ama™) =
(Mo + a) + Arar)a + Azan)a® + ... + Amam)a™ + ... + \"a" =

(Com «; = 0 para i > m.)
=2_(Ni+a)a’ = (p+9)(a) = Yalp+9)-

Seja 8 € C e p € C[z] como acima, tem-se
Ba(p) = Bp(a) = B(Xo + Aa + Aoa® + ... + A"a™) =

(BX0) + (BA)a + (BAz2)a® + ... + (BA")a" = (Bp)(a) = a(Bp)-

Agora, para o produto

Ya(p)¥a(q) = p(a).q(a) =

(Ao + Ma+ Aoa® + ... + A"a™).(ap + a1a + asa® + ...+ ama™) =

m—+n
(Mo + a0) + (Ao + Mag)a + (Aoaz + Adrar + Aoaz)a® + ... + (Z )‘ia(m-i-n)—i) a" =
=0

m-+n k
> <Z /\iak—i> a" = (p.q)(a) = va(p-q)-

k=0 \1=0

Vejamos que 1, pertence a imagem de ),. Para tanto, considere

p=1.
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Assim,
Ya(p) = pla) = 1.14 = 14.

Portanto, ¥, ¢ um homomorfismo unital.
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4 Espectro

Neste capitulo serao introduzidas as nocoes de espectro e resolvente de um elemento em uma

algebra. Serao demonstrados resultados importantes como o Teorema de Gelfand.

Definigao 4.1. Dizemos que a € A € invertivel se existe b € A tal que

ab =ba = 14.

Neste caso, b € tinico e denotado por a™!.

Afirmacgao 4.1. O conjunto inv(A) = {a € A : a € invertivel} é um grupo com respeito a

restricao da operacdo produto de A.

Demonstragao. Primeiramente, vejamos que tal operacao estd bem definida. Considere a,b €

inv(A). Entdo existem a~! e b1 € A, satisfazendo
aalt=ata= 1a;

bl =b1b=1,.

Assim, como A é dlgebra
(ab)(bla™)y =abb Ha ! =aa =1,
Analogamente, (b=1.a71)(a.b) = 14. Disso, segue que
(a.b)"t = (b"ta™t).

Logo, o inverso de a.b existe em A, sendo assim, tnico.

1. Sejam a, b, c € inv(A), entao
a(b.c) = (a.b)c,

pois A ¢ algebra.

2. Como A é unital 14 € inv(A), sendo 1! = 14. Assim, para todo a € inv(A) :
la.a=a.1y = a.
3. Se a € inv(A), existe um tnico b € A, satisfazendo
ab =ba = 14.

Por definigao, b € inv(A).

Exemplo 4.1. Considere a dlgebra unital A = C([0,1]). Note que

fle) =~ 5 & in(C(0,1)
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Suponha, por absurdo, que ezista g € C([0,1]), satisfazendo, para todo x € [0, 1],

Entao,

g()

T o1

.o~ . . . 1
Contradigao, pois g nem mesmo estd definida em x = 3.

Definicao 4.2. Seja A uma dlgebra de Banach unital. O espectro de um elemento a € A € o

conjunto
o(a) =0ca(a) ={r € C:a— A1y ¢ inv(A)}.

Definicao 4.3. Seja A uma dlgebra de Banach unital. O complementar do espectro de um

elemento € chamado de resolvente do mesmo, isto €, para a € A, p(a) = C\ o(a).

Exemplo 4.2. Seja A = C(Q2), onde Q2 € um espago compacto Hausdorff. Entao o(f) = f(),
para todo f € A.

Demonstragao. (C) Seja A € o(f), entao f — A ¢ inv(C(Q2)). Suponha que A ¢ f(Q2). Entao,
f(xz) — X # 0, para todo = € Q. Note que

1

estd bem definida e é composigao de fungdes continuas. Assim, g € C(Q) e f — X € inv(C(Q)).
Isto é uma contradi¢ao. Logo, A € f(Q).

(D) Considere p € f(£2). Por definigao, existe um xg € Q tal que f(zp) = p. Segue que
f(zo) — = 0. Portanto, f — u ¢ inv(C(Q2)), isto é, p € a(f). O

Exemplo 4.3. Seja A = [°(5), em que S é um conjunto nao vazio. Entao, o(f) = (f(S)),
para todo f € A.

Demonstragdo. (C) Vejamos que o(f) C (f(5)). Para tanto, considere A ¢ (f(S)). Entao,
m = d(A, (f(5))) >0,

ou seja,
m = inf{|f(z) — A\ : 2z € S} > 0.

Por definicao, de infimo, para todo = € S,
|f(x) = Al = m > 0.

Assim,

Segue que




é limitada, isto é, A € p(f). Logo, se A € o(f), tem-se que A € (f(9)).

(D) Suponhamos, por absurdo, que exista A € (f(S)), tal que A ¢ o(f). Assim, existe
g € 1>°(9), satisfazendo (f — Al)g = 1.

Por definigdo de fecho, existe (An)nen C (f(S)), tal que A, — A. Considere o seguinte

subconjunto da imagem inversa de f,

{xn €S f(gcn) = )\n}'

Note que (f(zn)nen) = (An)nen, entao (f(zy)—A1l) — 0. Assim, g(z,) — o0, pois (f —Al)g =
1. Logo, g ¢ 1°°(S), contradizendo a hipétese de que A € p(f). Conclui-se que (f(S)) C o(f).
O

Exemplo 4.4. Seja A a dlgebra das matrizes triangulares superiores n X n. Considere a € A,

entao a € da forma

A1 A2 A
0 AXao ... Aop

a =
0 0 ... A\un

Seque que:
o(a) ={ e C:a— X\, ¢ inv(A)}

={X e C:det(a — \I,,) =0}
- {)\117 A227 ceey A'n,n}
Similarmente, para A = M, (C) e a € A, tem-se que o(a) € o conjunto dos autovalores de A.

Note que a definigdo de espectro generaliza simultaneamente a ideia de imagem de uma

funcado e do conjunto de autovalores de uma matriz quadrada.

Proposicao 4.1. Se a e b sao elementos de uma dlgebra unital A, entao 1 — ab € invertivel se,
e somente se, 1 — ba € invertivel. Se o elemento inverso de 1 — ab for denotado por c, entdo, o

iverso de 1 — ba ¢ dado por 1 + bca.
Demonstracdo. Note que
(1 —ba)(1+ bea) =1+ bea — ba — b(abe)a
=1—ba+b((1 —ab)c)a
=1-—ba+ ba
=1
Da mesma forma, (1 + bca)(1 — ba) = 1. O

Observacgao 4.1. Uma consequéncia desse fato € que o(ab) \ {0} = o(ba) \ {0}, para todo
a,beA.
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Demonstragao. Seja A € o(ab) \ {0}. Entao (ab — A1) ¢ inv(A) e, como X\ # 0, tem-se que \ é
invertivel. Assim,

(=N)"Hab = A1) = (1 — (A" ta)b) ¢ inv(A).

Pela proposicao 4.1,
(1—0b(A"1a)) ¢ inv(A).

Segue que
(=N (1 =b(A"ta)) = (b(AXATa) = A1) = (ba — A1) & inv(A).

Portanto, A € o(ba) \ {0}. Analogamente, o(ba) \ {0} C o(ab) \ {0}. O

Vejamos que a Observacao 4.1 acima nao é valida para o caso A = 0, isto é, se 0 € o(ab),

nao necessariamente, 0 € o(ba).

Exemplo 4.5. Considere o espaco de Hilbert
P(N) = {(an)nen : Y lan|* < o0}.
i=1
Sejam S, S* pertencentes a dlgebra de Banach A = B(I1*(N)) definidos das forma:

S :2(N) — I*(N)

(al,ag,ag, ) — (ag, as, )

S*: 12(N) — 13(N)
(a1, a2,as,...) — (0,a1,as,as, ...)
Seja (an)nen € 1*(N), entdo

SS*((an)nen) = S(0,a1,az,as,...) = (a1, a2,a3, ...) = (an)nen.

Portanto, SS* € inv(A), isto é, 0 ¢ o(SS*).

S*S((an)nen) = S*(ag, as, ...) = (0,a2,as, ...).
Seque que S*S ndo € bijetora. Assim, S*S ¢ inv(A), isto é, 0 € o(S*9).
Com este exemplo, conclui-se que ndao se pode estender a observacdo acima para o caso A = 0.
Para a demonstracao do préximo teorema, serd necessario o seguinte lema:

Lema 4.1. Seja A uma dlgebra com unidade. Dada uma cole¢io {a1,as,...,an} de elementos
de A que comutam dois a dois, tem-se que o produto aj.as.....a, € invertivel se, e somente se,

a; € invertivel, para todo i € {1,...,n}.
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Demonstragao. (=) Suponha que o produto aj.as...a, seja invertivel, e exista um ¢ € {1,...,n},

tal que a; ¢ inv(A). Por definigao, para um tnico b € A,
b(ay.az...an) = (ai.az...an)b = 1.
Como os elementos da algebra A comutam dois a dois,
1 =0b(ay.a3...ai...a,) = blay.as...a;—1.G;+1...0p.a;) = (b.a1.042...0;—1.04j11...0p ) ;.
Assim como,
1= (aj.a9...q;...ap)b = (a;.a1.02...04;—-1.Gj+1...a )b = a;(a1.a2...0;—1.Gj11...a5.D).

Agora, como

(b.al.ag...ai,l.aHl...an)ai = 1,

entao,
(b.a1.ag...ai_l.aHl...an)ai(al.ag...ai_l.ai+1...an)b = (a1.ag...ai_l.ai+1...an)b,
(b.a1.ag...ai,l.aHl...an)l = l(al.ag...ai,l.aHl...an)b,
Logo, a; é invertivel e, (a;)~! = (b.aj.as...a;_1.a;41...a,), contradizendo a afirmacdo acima.

Portanto, a; é invertivel, para todo i € {1,...,n}.

(<) A volta é imediata, pois inv(A) é grupo. O

Constatemos que a hipétese, no Lema 4.1, de que a colegao {a, ag, ..., a,} de elementos de

A, comutem dois a dois, nao pode ser enfraquecida, através do seguinte exemplo:

Exemplo 4.6. Considere a dlgebra de Banach A = B(I*(N)). Sejam S, S* € A, definidos como
no exemplo anterior. Sabe-se que tais elementos nao comutam, ou seja, SS™ # S*S. Além disso,

S*S € inv(A), enquanto, S* ndao é sobrejetora e, S nao € injetora, ou seja, S, S* ¢ inv(A).

Teorema 4.1. {do Mapeamento Espectral } Seja a um elemento de uma dlgebra unital

A. Se o(a) € nao vazio e p € C[z], entao

Demonstracao. Caso p = g, polinomio constante. E imediato que p(o(a)) = Ng. Agora,
o(p(a)) ={A € C:pla) — A1 ¢ inv(A)},

o(p(a)) ={A € C: Np.14 — A\.14 ¢ inv(A)},
o(p(a)) = { Ao}

Assim, o(p(a)) = {0} = p(o(a)).
Suponha que p nao seja constante. Vejamos, primeiramente, que o(p(a)) C p(o(a)).
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(C) Seja pu € C, entao, pelo Teorema Fundamental da Algebra, existem elementos Ay, ..., A, €

C, com Ag # 0, satisfazendo
p—p=2X(z—XA)...(z = \pn),

assim,

pla) — p = Xo(a — Ai.1)...(a — A\p.1).

Pelo Lema 4.1, (p(a) — u.1) é invertivel se, e somente se, (a — \;.1) € inv(A), para todo i €
{1,...,n}. Logo, u € o(p(a)), isto é, (p(a) — p.1) ¢ inv(A) se, e somente se, existe i € {1,...,n}
tal que (a — A;.1) € inv(A), ou seja, A\; € o(a). Neste caso,

PO = 1= Ao = A)es(Ai = Ai)ee (i — An) = 0.

Portanto, u = p(\;), isto é, p € p(o(a)).
(2) Mostremos agora que p(o(a)) C o(p(a)). Considere u € p(o(a)), entao existe \x € o(a),
tal que
= p(X).

Perceba que, por definicao de espectro de a, tem-se que
(@ — Ap.1a) ¢ inv(A).

Sabemos que A é uma das raizes do polindomio p — p e, pelo Teorema Fundamental da
Algebra,

p—p=2Xx(z—=A1)...(z = Ag)..(z — Ap).

Portanto,
pla) — pla=Xo(a—A1.14)...(a — Ag.14)...(a — N\ 14).

Pelo Lema 4.1, como (a — Ag.14) ¢ inv(A), o produto Ag(z — A1)...(z — Ag)...(z — Ay), dado por

p(a) — p.14 ¢ inv(A). Logo, u € o(p(a)).
O

Exemplo 4.7. Considere a dlgebra de Banach A = C([0,1]) e o elemento f € A, dado por

f(x) = 2sen(nz),

para z € [0,1]. Assim,

Agora, seja p € Clz] da forma
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Note ainda, que

p(a(a)) = p([0,2]) = [1,5].

Entao, de fato,
o(p(a)) = p(o(a)) = [1,5].

No exemplo seguinte, o Teorema do Mapeamento Espectral serd aplicado.

Exemplo 4.8. Seja A = M3(C) e b € A, definido por

3 2

1 2 1 2 1 0
+ 7 +3 .

0 3 0 3 0 1

Note que para p € C|z] da forma

p:z3+7r22+3

1 2
a= ,
0 3

b=a®+ ma® + 314 = p(a).

e, denotando,

tem-se que

Como os autovalores de a sdo \1 = 1 e Ay = 3, seque que o(a) = {1,3}. Agora, pelo Teorema

do Mapeamento FEspectral,

o(b) = o(p(a)) = p(a(a)) = {p(1),p(3)} = {m + 4,97 + 30}.

Teorema 4.2. Seja A uma dlgebra de Banach unital e a € A, com || a ||< 1. Entdo, 1 —a €
inv(A) e

(1—a)” Za

Demonstragdo. Como a norma || . || em A é submultiplicativa, tem-se que

) oS
Sltam 1<) lall™.
n=0 n=0

Note que a série Y ;|| a ||" é geométrica com razao menor que 1, por hipétese. Portanto,

ZHaH” W —(1—|la|)! < co.

Como » 2 || a™ ||< oo, conclui-se que Y °  a™ é absolutamente convergente, consequente-
mente, convergente, pois A é espaco de Banach.

Digamos que > 7 ja™ = b € A. Assim,
1-a)1+..+a")=0+..+a")(1—a)=1—a""
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converge para
(1—a)b=>(1—a).

1

Note que a”"*t! — 0, pois || a ||< 1. Logo, 1 — a™*! converge para 1. Segue que b é o elemento

inverso de (1 — a). O

A série Y °° a"™ é chamada a série de Neumann para (1 —a)~L.

Definicao 4.4. Sejam A e B dlgebras de Banach, uma transformacio T : A — B € dita

diferencidvel em a € A se existe um operador linear U : A — B, satisfazendo

po 1 T(a+0) —T(a) ~U(e) |

=0.
c—=0 lell

Teorema 4.3. Seja A uma dlgebra de Banach unital, entao inv(A) é aberto em A e, a fungao

n:inv(A) — A

ar—sa !

€ diferencidvel.
Demonstragao. Considere a € inv(A) e b € A, tais que

1o —all<[la™|I7",

ou seja, b pertence a bola de centro a e raio W Assim,
a - —1]|= —a)(a <llb—all.l]la < 1
bat —1 b “Hg b <1

Segue que || ba~! ||# 0 e, pelo Teorema 4.2, 1 — (1 —ba~') = ba~! € inv(A). O Lema 4.1 garante
que b € inv(A) e como b foi qualquer na bola, tem-se que B e (a) Cinv(A). Portanto, inv(A)
é aberto em A.

Vejamos que 7 é diferencidvel. Para tanto, considere b € A, com || b ||=|| —b ||< 1. Pelo

Teorema 4.2, (1 — (=b)) =1+ b € inv(A). Assim, como a norma em A é submultiplicativa,

| (1+b)" —1+bH—H§: D —14b||=

—HE: 7%"H<§:HbH"
Note que

b||"= — b=
}:H "= HbH 1ol

R 1) 0 O e o 113 [ [ A
= [o] = lo]
_ e
=]
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Logo,

T+t —14p)< oI
1=l bl
Seja a € inv(A) e suponha que || ¢ ||[< 3 || a™! ||~ . Entdo,
1
-1
<=-<1,
la~tell<
substituindo b = a~!c na férmula anterior,
1.2
1 -1.-1_1 “le 1< [a™ c|| _
| (1+a "¢ +a T [aic]]
Como
1= [[ale > 2
27
tem-se que
1. )
2.

— ) <
1-|la el

Disso, segue que
la”"e]] 1.2
<2 .
=t <2l el
Portanto,

I (1—|—a_1c)_1 —1+ale 1< 2| a e H2

Defina o operador linear
L:A— A

br—s —a " tha L.

Por (1),
@+~ —a™ = L) [|I=l A +a"') T la™ —a" +alea™ |I<
<[ (+a o™ —1+a el |la7 <

<2lla Pl el =0.
Logo,

-1 _ -1 _ L

0 < lim IH{aFA)™ —a N < yim 210! |2]] ¢ 2= 0.
c—0 H c H c—0

Segue que 7 é diferencidvel em a € inv(A), com n/(a) = L. O

Lema 4.2. Seja A uma dlgebra de Banach unital e a € A. O espectro de a, o(a), é um subcon-

Junto fechado do disco, de centro na origem e raio || a || no plano. Além disso, a transformacdo
R, :pla) — A

Ai— (a— A1)t
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€ diferencidvel.

Demonstracio. Se |\ >|| a ||, entdo || A™la ||< 1. Pelo Teorema 4.2, (1 — A~ta) é invertivel.
Como A também o é,
M1 =X"ta) =X —acinv(A).

Logo, A € p(a).
Consequentemente, se A € o(a), entao |A| <|| a || . Defina

Y:C— A

A— A —a.

Note que 9 é continua e, como inv(A) é aberto de A, tem-se que a imagem inversa de 1 em
inv(A) é um aberto de C. Portanto, C \ ¢! (inv(A)) é fechado de C.

Afirmacao 4.2. o(a) = C\ ¥~ (inv(A)).

Demonstracdo. (C) Seja A € o(a), entdo A—a ¢ inv(A). Por definicao, A ¢ ¥~ (inv(A)). Assim,
A€ C\ Y~ i(inv(A)).

(D) Agora, considere A € C\ ! (inv(A)). Segue que ¥()\) ¢ inv(A), ou seja, A—a ¢ inv(A).
Assim, A € o(a). O

Pela Afirmagao 4.2, conclui-se que o(a) é fechado. O Teorema 4.3 implica a diferenciabilidade
de
¢ inv(A) — A
ar—sa t.

A restricao de v,
Y Hinv(A)) — inv(A)

A—a— A

também ¢ diferencidvel e, assim, tal propriedade vale para a composicao
ooy — A
A (a— M)
O

Assumiremos o teorema e o coroldrio seguinte, que podem pode ser vistos no livro [2], em
seguida, provaremos alguns lemas para que possa ser demonstrado o Teorema de Gelfand, que

¢ considerado o Teorema Fundamental de Algebras de Banach.

Teorema 4.4. {Funcional linear limitado} Sejam X um espa¢o normado e xo # 0 um

elemento qualquer de X. Entdo, existe um funcional linear limitado

f: X —C,
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satisfazendo, || f ||=1 e f(zo) =|| zo || -

Corolario 4.1. Para todo elemento x em um espaco normado X, tem-se

lzll= sup [f(z)].
fex=lifll=1

Assim, se xqy € tal que f(xg) =0 para todo f € X*, entdo xo = 0.
Relembrando o Teorema de Liouville:

Teorema 4.5. Seja f : C — C uma funcao analitica. Se existe um numero K > 0 tal que

|f(2)] < K, para todo z € C, entdo f é uma fungao constante.
Lema 4.3. Considerando R,, como no Lema 4.2,
R, :pla) — A

A — (@ —\1)71
tem-se que

lim || Ra(2) [|= 0.

[A] =00

Demonstragao. Suponha que [A| > 2 || a || . Entéo,

AT > 27 a |

1
1— || A7t =

| a||>2
A—| x|t <2

Agora, como || A la ||< i <1,

=A™ =1I=l D (A )"~ 1=
n=0

1> (e <) 1A a "=
n=1 n=1

IR SR el € ol R SCA
=X tall 1= A al]
[ A"ta |

1
T 0 <2 Al 2= = 1.
i (atag <A ell< 2

Como
(1=x"a) ' 1<,
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tem-se, pela desigualdade triangular, que:
A=A ) =l A=At =141 =2 la) =1+ L fl< T+ 1 =2
Assim,
| Ra(N) [|=1] (@ = A1)~ [[=]] (Mad™ = 1)~ [|=
=AM @A =)= A e THIS T = adTH)TH[< 2,
Segue que

0< lim || RN ||< lim 2]A7Y =0,
[A| =00

|A|=o0 \

O

Lema 4.4. Denotamos por A* o conjunto de todos os funcionais lineares limitados de A em C.

Se ¢ € A*, entdo po Ry : p(a) — C € analitica.

Demonstragao. Seja pu € p(a). J& foi demonstrado que o resolvente de a é aberto de C. Assim,
existe um d > 0, tal que se A € C e |\ — p| < 0, entdo X € p(a). Para tal A,

(A = ) Ra(MN) Ra(p) = Ra(N) (A — ) Ra(pn) =

Ro(A)((a = pl) = (a = A1) Ra(p) =
Ro(N)(a — pl)Ra(p) — Ra(M)(a — A1) R (p) =
Ra(A)(Ra (1)) Ra(pr) = Ra(A)(Ra(N) ™' Ra(p) =
Ra(A) — Ra(p).

Como ¢ e R, sao continuas,

lim o Ry(\) — SOORa(/J) _
A= )\—u

. Ra(/\) - Ra(ﬂ) _
e )T

lim o(Ra(A)Ra(p)) =
—p

o(Ra(11)?).

Portanto, ¢ o R, é diferencidvel em p. Como p foi arbitrario no dominio de ¢ o R,, funcao com
valores complexos, tem-se que ¢ o R, é analitica.
O

Teorema 4.6. {de Gelfand} Se a é um elemento de uma dlgebra de Banach unital A, entdo

o espectro de a € nao vazio.

Demonstragdo. Considere a € A e suponha, por absurdo, que o(a) = (). Assim, por definigio,
pla) = C.
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Seja ¢ € A*, pelo Lema 4.4,
poR,: (C(: p(a)) —C

¢ uma funcao inteira, isto é, analitica sobre C. Vejamos que ¢ o R, é limitada. Para tanto, note

que, como ¢ é continua,

lim o Re(\) = o lim Ra(\)) = ¢(0) = 0.

[A] =00 [A| =00

Pela definigao de limite, existe um M > 0, tal que se A € C e |\| > M, entao
|cp o Ra()\)‘ < 1.

Disso, segue que ¢ o R, é limitada em C\ Bys(0). Agora, como Bjs(0) é compacta e p o R, é
continua, tem-se que ¢ o R,(Bs(0)) é compacta e, portanto, limitada. Logo, ¢ o R, é limitada
em C, sendo assim, limitada.

Aplicando o Teorema de Liouville, como ¢ o R, é analitica e limitada, esta é constante.
Portanto, ¢ o R, = 0.

Como o(a) = 0, a — 0.1, € inv(A). Portanto, a é invertivel e, claramente, a~! # 0. Pelo

Teorema do funcional linear limitado, existe p € A*, tal que
pla™) =[|a”! [ 0.
Assim, da maneira como a funcao R, foi definida,
0=¢oR.(0) =p(a™") #0,

o que é uma contradi¢ao. Segue que o(a) # (). O]

E importante observar que o teorema acima nao é vélido para algebras sobre um corpo dos

numeros reais. Para tanto, tem-se o seguinte exemplo:

Exemplo 4.9. Considere a dlgebra de Banach unital sobre R :

A = M(R)

=[5

ola)={N€R:a— Ay ¢inv(A)} =

e o elemento a € A da forma

Note que

={AeR:det(a—\) =0} =
={AeR: N 4+1=0} =

= 0.
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Teorema 4.7. { Gelfand-Mazur } Se A € uma dlgebra de Banach unital na qual todo elemento
ndo nulo € invertivel, entdo
A =Cl,.

Demonstragao. (C) Considere a € A. Como A é dlgebra de Banach unital, pelo Teorema de
Gelfand, o(a) # 0. Assim, existe A € C, tal que

a— Ay ¢ inv(A).

Por hipétese, todo elemento nao nulo de A é invertivel. Assim,

a— Ay =0,
o que implica
a = )\1A-
Segue que A C Cl,.
(D) Seja A € C, entdao A1y € A. Portanto, Cly C A e segue a igualdade. O
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5 Raio espectral

Nesta secao, além da definicdo e de propriedades de raio espectral, serd demonstrado o

teorema de Beurling. Além disso, serd apresentada a unitizacdo de uma algebra sem unidade.

Definigao 5.1. Sendo A uma dlgebra de Banach unital e um elemento a € A. O raio espectral
de a ¢ definido por

r(a) = sup [\
A€o (a)

Proposicao 5.1. Considerando A como na definicao acima. Para quaisquer a,b € A, tem-se
que
r(ab) = r(ba).

Demonstragdo. Ja foi demonstrado que o(ab) \ {0} = o(ba) \ {0}. Como A é uma &lgebra de
Banach unital, o(ab) # 0 e o(ba) # 0.

e Caso o(ab) = {0}. Sabendo que o(ab) \ {0} = o(ba) \ {0}. H4& duas opgoes: o(ba) = {0}

ou o(ba) = (. Entretanto, a segunda alternativa contradiz o Teorema de Gelfand. Logo,

sup [A| = sup [A]= sup [A[=0,
A€o (ab) A€o (ba) Ae{0}

r(ab) = r(ba) = 0.

e Demais casos, como o(ab) \ {0} C o(ab), segue que

sup  |A| < sup |A| =r(abd).
A€ (ab)\{0} AEao(ad)

Se 0 € o(ab), tem-se que
0 < A,

para todo A € o(ab). Logo,

r(ab) = sup [N\ < sup |A|

A€o (ab) A€o (ab)\{0}
Portanto,
sup  |A| = r(ab).
A€o (ab)\{0}
Analogamente,
sup  |A| = r(ba).
A€o (ba)\{0}
Assim,
r(ab)= sup |A = sup |\ =r(ba).
A€o (ab)\{0} A€o (ba)\{0}
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Exemplo 5.1. Considere A = C(Q), sendo Q um espag¢o compacto Hausdorff, entao

r(f) =Ml Moo

para todo f € A.

Demonstragao. Ja foi provado que o espectro de um elemento f € A é sua imagem, isto é,

o(f) = f(Q). Agora, pela definigdo de raio espectral,

r(f) = sup [A[= sup IM—suplf( )=l f e -
Aea(f) AEF(D)

Exemplo 5.2. Seja A = M5(C) e a € A, dado por
0 1
a =
0 0
Note que r(a) = 0, pois o tinico autovalor de a é A = 0. Entretanto, para v = (x1,13) € C?,
lall= sup [[a(z)|[= sup || (22,0)[]=1.
[l]|<1 [|(z1,22)||<1

Lema 5.1. Seja A uma dlgebra de Banach unital e a € A. Se A € C € tal que |A| >|| a ||, entdo

o operador a — X\l € invertivel e

(@ —Ala)” Z NEEN

Demonstragdo. Como |\ >|| a ||> 0, tem-se que A # 0, sendo assim, invertivel em C. Portanto,

A= Ap) =1, — 2
A
Denote
a
b: IA—X
Note que
a a 1
[1a=0bll=l1a = Aa - D) =l T lI<lla ]l 7= =1
A A lall
Segue, pelo Teorema 4.2, que
15 — (1A — b) S znv(A)
¢ (o)
bl =(la—(1a—-0)"" =D (la—b)"
n=0
Como b= 1, — §.
b= (14— (1p— ~

38



Colocando —A~! em evidéncia, segue que b pode ser reescrito da forma

b=—-A"1a— \y)
—\b = (a— Alga)
A7 = (a— A1)
Logo,
e . 0 a™ B & a”
n=0 n=0
O

O teorema seguinte serd assumido. Sua demonstracdo pode ser vista na referéncia [2]. Ele

serd utilizado na prova do lema abaixo.

Teorema 5.1. {Principio da limitagdo uniforme} Sejam X e Y espacos de Banach e

(T )xen uma familia de operadores lineares limitados
T: X —Y.
Se para todo x € X, existe um M, > 0 tal que
| Tha ||< Mz,
para todo X € A. Entao existe um M > 0 tal que
| Tx < M,

para todo \ € A.

Lema 5.2. Seja X um espag¢o normado e S C X um conjunto fracamente limitado, isto é, p(.S)

€ um conjunto limitado de C, para todo ¢ € X*. Entdo, S € subconjunto limitado de X.

Demonstracao. O bidual de X é da forma
X" ={¢: X* — C| ¢ é funcional linear continuo }.

Considere a familia

{my 12z €S},

tal que
M XT— C

o — p(z).
Pelo Corolério 4.1, como ¢ € X*,
7 [l= sup |ma(@)l=sup |o(x)]=[lz].
PeX*||¢||=1 PEX*|pl|=1
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Disso segue que os operadores 7, sao operadores lineares limitados e, portanto, continuos. Logo,
{mg 12z € S} CX™.
Por hipétese, para todo p € X*,
{o(z): z € S}
é limitado, isto é, existe um M, tal que
lo(x)] < My,

para todo x € S. Como o dual X* de um espago normado X é completo, assim como C. Pelo

Principio da limitagao uniforme, existe um M > 0, tal que

| 72 [|< M,
para todo x € S.
Portanto,
[l (=] m |I< ¢
para todo x € S. Segue que S é um subconjunto limitado de X. O

Teorema 5.2. { Beurling} Seja A uma dlgebra de Banach unital e um elemento a € A. Entao,
r(a) = inf{|| " ||7: n € N} = lim || a™||" .
n—oo
Demonstracao. Mostremos que

. 1 . . 1
limsup(|| ay, ||7) < r(a) < liminf(|| a, ||7).
neN neN

Seja A € o(a). Pelo Teorema 4.1,
A" e a(a").

Como
o(a") C{a e C:lal <[ a" ||},

tem-se que |A"| <|| a” || . Assim,
1
Al <[ a™ ||,

para todo n € N.

Como || é cota inferior da sequéncia (|| a™ ||%)nEN> segue que, para cada N € N,
I\ <inf{|| a” ||7:n > N}
Assim,

Al < sup {inf{|| " ||7: n > N}} = liminf(|] ax [|7).
N—o0 neN
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Tomando o supremo em A € o(a), obtém-se que
r(a) = sup{|A| : A € o(a)} < limglf(H an H%)
ne

Disso, seque a segunda desigualdade. Para a primeira, considere ¢ € A*. J4 foi demonstrado
que

poR,:pla) — C

¢é analitica e que
o(a) S{aeC:al <[ a]l}.

Portanto, ¢ o R, pode ser representada como série de Laurent em torno da origem em

D={xeC:[A>[all} € pla).
Seja A € C, com |A| >|| a || . Pelo Lema 5.1, tem-se que
Ro(\) = (a—Apy) ' =~ i A% =\ i %:
n=0 n=0
Pela linearidade e continuidade de ¢,

po BN = (A Y Ty = a Y HD
n=0

n=0

Sendo esta a série de Laurent de ¢ o R, em torno da origem no conjunto D.

Note que D estéd contido no aberto
U={aeC:l|a|l>r(a)} C pa)

e poR,, assim como a extensao da expansao de Laurent, ver referéncia [5], sdo fungoes analiticas
em U. Como estas coincidem em D, pelo principio da coincidéncia, a expansao de Laurent de

@ o R, desta forma é vélida ndo sé em D, mas em U. Assim,
oo
i el
¢ o Ra(A) = —A IZT’
n=0

para todo A € p(a) com || > r(a).
Para um tal A, como a série é convergente, a sequéncia (¢(a”)A\™"),eN converge para zero,

sendo assim, limitada. Portanto, o conjunto
S={ad"\"":neN}CA

é tal que
{p)besScC

¢é limitado, para todo ¢ € A*. Conclui-se que S é fracamente limitado. Pelo Lema 5.2, S ¢
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limitado. Logo, existe My > 0 tal que
[l a A7 ||< My,
para todo n € N, ou seja,
[l a™ [[< My[A]",
1 1
([ a™ || < My |A],
para todo n € N. Assim,

1
limsup || a" \\%é lim sup M [Al.

Agora,
lim sup Mw = 1,

n—oo

pois, pela continuidade e injetividade da funcao In,

1
lim In(Mn) = lim —In(M) = 0= In(1) = In( lim Mn).

n—o0 n—o0 N n—o0

Logo,
1
limsup [ a” ||+ < [Al.1 = [A],
n—oo

para todo A € p(a) com |A| > r(a). Defina o conjunto
E={]\l: A€ pla)}

Considere a sequéncia (Ag)ken, com A\ = 7(a) + % Note que |\g| = r(a). Portanto, (Ag)xeny C
p(a) e assim, (|A\g|)ken € E, com com

Ak — r(a).

Como vimos acima,

1
limsup || a”™ [|» < | Mg,
n—oo

para todo k € N. Segue que

limsup || a” ||= < r(a).

n—]oo
Como
limsup(]| a” ||*) < r(a) < liminf(]| a” ||*)
neN neN
e
liminf (|| a™ ||%) < limsup(]| a” ||7),
neN neN
tem-se que

1 1 1
lim inf ln) =1 ln) = 1 ) = .
im inf(|| a” ||) = Hmsup(| a” ||) = lim (] " ||7) = r(a)
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Teorema 5.3. Considere A uma dlgebra de Banach unital e B, uma subdlgebra fechada de A,

contendo 1. Entdo,
1. O conjunto inv(B) € aberto e fechado de B Ninv(A).

2. Se beB, tem-se que
O'A(b) - O']B(b) e 50’153(1)) - 50’A(b),

sendo que ¢ denota a fronteira do conjunto em questdo.

Demonstragdo. Para demonstrar a primeira parte, vejamos que inv(B) é aberto. Note que, por
defini¢ao, inv(B) C B. Além disso, como B C A, tem-se que inv(B) C inv(A). Conclui-se que
inv(B) C BNinv(A).

Considere b € inv(B). Ja foi demonstrado que como B é dlgebra de Banach unital, inv(B) é
aberto em B. Assim, existe um r > 0 tal que B,(b) C inv(B) C B Ninv(A). Logo, todo ponto
de inv(b) é ponto interior de B N inv(A).

Mostremos agora que inv(B) é fechado. Seja b € B Ninv(A) um ponto de acumulagao de

inv(B). Por definigao, existe uma sequéncia (by,)nen C inv(B), com b, — b. Como a fungao
frinv(A) — A

b— bt

é continua, segue que

lim f(bn) - f( lim bn) - f(b),

n—-~o0 n—-r~o0
isto é,
lim (b))t =( lim b,) ' =b"'cA.

n—aoo n—oo

Agora, a sequéncia (b, !),en € B que é fechado. Portanto, b~ € B. Segue que b € inv(B),
consequentemente, inv(B) contém todos os seus pontos de acumulacao em B N inv(A). Logo,
inv(B) é fechado no mesmo.

No segundo item, para mostrar a primeira continéncia, considere \ € pg(b), entao
b— Al €inv(B) Cinv(A).

Logo, A € pa(b) e, portanto, pg(b) C pa(b).
Perceba que, se
p € oa(b) =C\ pa(b),

necessariamente,

i e C\ pa(b) = os(b),

ou seja,

oa(b) C op(b).

Para a segunda parte, temos que como A e B sao dlgebras de Banach unitais, o e og(b) sao
fechados de C. Portanto,
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dop(b) C op(b)

doa(b) C op(d).

Seja A € dop(b). Como op(b) e pg(b) sao complementares, dog(b) = dpg(b). Disso, segue que
A é ponto de acumulacao de pg(b).

Por defini¢ao, existe uma sequéncia (A\,)nen C pp(b), com A\, — A. Além disso, b — A, €
inv(B), para todo n € N.

Como A € dop(b) C op(b), tem-se que b — A\l1x ¢ inv(B). Note que b — Al é ponto de
acumulacao de inv(B), pois (b — A,1a) — b— Aly. Por (1), b — Alx ¢ BNinv(A), pois inv(B)
é fechado no mesmo e b — A1, ¢ inv(B). Conclui-se que b — A1, ¢ inv(A), isto é, X € o (b).

Perceba que b — A\, € inv(B) C inv(A), entdao (Ap)nen C pa(b) e, como N\, —> X € o4 (b),
segue que A € do(b).

0

Proposicao 5.2. Seja A uma dlgebra normada, com ou sem unidade. Considere a soma direta

de espacos vetoriais
AT =A@C,

com operacio produto e norma definidas para (a,\), (b, ) € AT da sequinte forma:
(a, A)(b, i) = (ab + Ab + pa, Au),

|| (a, A) [[=[ a [| +]Al
Disso, seque que:

1. AT é uma dlgebra normada com unidade dada por (0,1). Além disso, se A for de Banach,

o mesmo vale para AT.
2. A ¢é isometricamente isomorfo {(a,0) : a € A}, que, por sua vez, é uma subdlgebra de A™T.

Demonstragdo. Mostremos o primeiro item. Primeiramente, vejamos que AT é uma algebra.

Claro que AT é um espaco vetorial sobre C. Agora:

e Para (a, ), (b,p), (c,3) € AT :
(a, A)((b, p)(c, B)) = (a, A)(be + pc + Bb, pB) =

= (a(be + pc + Bb) + A(be + pe + Bb) + pBa, \uB) =

— (abc + pac + Bab + Abe + e + ABb + pBa, A\uf) =

= (((ab+ Ab+ pa)c + Auc + Bab + \b+ pa), AuB) =
= (ab+ b+ pa, \u)(c, B) =

= ((a, A)(b, ) (¢, B)-
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Note que (0, 1) é unidade de AT, pois
e (a,A\)(0,1) = (a.0+ X0+ L.a,\.1) = (a,\);
e (0,1)(a,A) =(0.a+1l.a+ X0,1.X) = (a, \).
Mostremos que || (a,\) ||=|| a || +|\| é norma submultiplicativa em AT :

o |[ (@A) [[=lla [l +[A] = 0.

(@A) ||=0a]|all X =02]all=0e\| =0 a=0eA=0< (a,\) = (0,0).

o || pla, A) =[] (ua, pX) 1= pa || +lpAl = Tul ] a [l +lullX] = 1pld] a [| +A) =[xl
(@, M) ]
o [[ (@A) + (b,p) [I=[] (a+ b, A+ p) ||=ll a+b || +[A + pl <

Il + oI+ ul = (T a [f+AD + (Lo AT +ul) =1 (@A) [+ 1] (0, 1) ] -

[ (@, A) (0, ) [[=]] (ab + Ab + pa, Au) ||=
[l ab+Ab+ pa || +Aul <[[ @b || + [ Ab || + || pa || +|An] <

<IFall AT [T +HALTO I+l [ a ] +IAL ] =
= ([ a ([ +ADATO A1 +lpl) =l (@ M) 1] (s ) ] -

Como A ¢é algebra normada e || (0,1) ||=|| 0 || +|1| = 1, segue que A é algebra normada unital.
Por tltimo, vejamos que se A é Banach, AT também o é. Para tanto, considere (a,, Ay )nen C AT
sequéncia de Cauchy. Seja € > 0. Por definicao, existe ng € N tal que, para quaisquer m,n € N
com m,n > ng,

| (@m, Am) = (an, An) [|<e.

Como

| am —an || +| A = Aa| =[] (@m = an, A — M) [[< €,

tem-se que (an)neN € (An)nen s@o sequéncias de Cauchy em A e C, respectivamente. Sendo A e

C espagos de Banach, tais sequéncias sao convergentes, digamos
Qp »a €A,

Apn — A€ C.

Assim, existem nq,n2 € N tal que
€
lan—all<,
para todo n > nj e,
€
|An — Al < 2

para todo n > no.
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Escolha N = max{nj,ns}. Segue que, para todo n > N,
e €
I (@n, An) = (@, M) [[=] (an = a, A = M) [[=]] an —all HAn =A< 5 + 5 =

Claramente, (a,\) € AT. Portanto, A™ é Banach.
Para o segundo item, note que o conjunto D = {(a,0) : a € A} é subélgebra de A", pois
paraa,be Ae e C:

e (a,0)+ (b,0) =(a+0b,0) € D;
e \a,0) = (Aa,0) € D;
e (a,0)(b,0) = (ab+ 0.0+ 0.a,0.0) = (ab,0) € D.

Considere

p:A—D
a— (a,0).
Mostremos que ¢ é isometria. De fato, para a,b€ Ae A€ C:
o pla+b)=(a+b0)=(a,0) +(b0) = pa) + p(b);
o p(Aa) = (Aa,0) = A(a,0) = Ap(a);
o p(a.b) = (ab,0) = (a,0)(b,0) = p(a).p(b).
o || ¢(a) [[=ll (a,0) [[=][ a || +[0] =[[ a ] .

p ser isometria implica injetividade. Note ainda que tal funcao é sobrejetora, pois, se z € D,
entdo z = (b,0) para algum b € A. Portanto, ¢(b) = (b,0) = z. O

Exemplo 5.3. Considere a dlgebra sem unidade

Pela Proposi¢cao 5.2,
AT = Cy(0,1) @ C.

Além disso, o homomorfismo:
o : AT — C[0,1]

(LN — f4+ A
€ tal que
p(AT) ={f €C[0,1]: f(0) = f(1)} = C(0,1).
e para (f,\) = (0,1), entao,
¢((0,1)) = 1.
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6 Representacao de Gelfand

Esta secao tem como objetivo a representagao de uma algebra de Banach comutativa como
uma algebra de fungbes continuas em um espaco localmente compacto Hausdorff. Para tanto,

mostremos alguns resultados sobre ideais e funcionais lineares multiplicativos.

Teorema 6.1. Seja I um ideal modular de uma dlgebra de Banach A. Se I € proprio, seu fecho

I também o é. Além disso, se I for mazimal entao I é fechado.

Demonstragao. Como I é ideal modular, existe um elemento u € A tal que a —au e a —ua € I,

para todo a € A. Seja b € I, com || u—b||< 1, entao
v=1—(u—b=1—-u+b

é invertivel em AT.
Considere a € A. Segue que
av=a—au+abe€ l.

Assim, Av C I. E claro que Av C A. Agora, se a+0 € AT,
a+0=(a+0)v .

Como A é ideal de A*, (a +0)v™! € A e assim, a + 0 = (a + 0)v~'v € Av. Logo, A C Av.
Contradizendo a hipé6tese de I ser ideal préprio. Logo, || w — b ||> 1, para todo b € I.
Conclui-se que Bi(u) NI =, ou seja, u ¢ I. Portanto, I é ideal préprio.
Por sua vez, se I for maximal, sendo I um ideal préprio contendo I, segue que I = I. Logo,
I ¢é fechado.
O

Observacgao 6.1. Se L ¢ um ideal a esquerda de uma dlgebra de Banach A, L é modular se
existe um elemento u € A, tal que a —au € L, para todo a € A. Neste caso, seu fecho € um ideal
proprio a esquerda. Além disso, se L é um ideal modular maximal a esquerda, L € fechado. Tal

demonstracao € andloga a do teorema anterior.
Lema 6.1. Se I é um ideal modular maximal de uma dlgebra comutativa, entao A/I é um corpo.

Demonstracdo. Na secao Algebras de Banach foi demonstrado que se I é ideal modular, A/T é

algebra unital. Agora, como A é comutativa, A/I também o é, pois se a+ I,b+1 € A/I, entéo,
(a+Db+1)=ab+IT=ba+1=b+1)(a+1I).
Seja J um ideal de A/I e considere a transformagcao quociente
T A— A/I

ar—a+ 1.

Afirmacao 6.1. 7= (J) € um ideal de A contendo I.
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Demonstragao. e Considere a,b € 7=1(.J). Como 7 é homomorfismo,
m(a+b)=m(a)+7(b)=(a+1)+ (b+1).

Como J éideal de A/I, (a+ 1)+ (b+1) € J e, assim, m(a+b) € J, ou seja, a+b € 7 1(J).

e Sejaben1(J)e e C. Como J éideal de A/I,
T(Ab) = Am(b) = A(b+ 1) € J.

Logo, A\b € 7= 1(J).

e Sejam a € A e b € 771(J), entdo, como 7 é homomorfismo,
m(ba) = w(ab) = w(a).7w(b) = (a+ I).(b+ I).
Como b € 7= (J), (b+I) € J. Sendo J um ideal de A/I, segue que

m(ba) = w(ab) = (a +1)(b+ 1) € J.

Agora, considere b € I, entao
w(b)=b+I1=0+1.

Como J é ideal de A/I, 0+ I € J. Assim, I C m—1(J).
Como I é ideal maximal de A, segue que 7~ (J) = A ou 7~ 1(J) = I. Caso 7 }(J) = A,
J=m(A)=A/I.Sen=Y(J)=1,J =n(I) =0. Logo, A/I s6 possui os ideais triviais, 0 e A/I.

Suponha que 7w(a) seja um elemento nao nulo de A/I. Entao,
J = m(a)(A/I)

é um ideal nao nulo de A/I. Portanto, J = A/I. Como A/I é unital e 7(a)(A/I) = A/I, existe
um elemento b+ I € A/I, tal que

(a+D)(b+1)=u+1.

Como todo elemento nao nulo de A/I é invertivel, segue que A/l é um corpo. ]

Observagao 6.2. No Lema 6.1 anterior pode-se substituir a hipdtese de I ser modular por A/I

ser unital, pela Proposi¢do 3.3.

Afirmacao 6.2. Se ¢ : A — B é homomorfismo entre dlgebras A e tem unidade, entdo
et AT — B
(a, A) — p(a) + Alp
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€ o unico homomorfismo unital estendendo .
Demonstragdo. Primeiramente, ot é homomorfismo, pois
e Se (a,\), (b, 1) € A*, entiio
¢ ((a,X) + (b,p) = ¢  ((a+ b, A+ p))
= pla+0) + (A +p)le
= ¢(a) + Al + ¢(b) + ulg
= ¢ ((a, ) + ¢ ((b, 1))
e Se (a,\) € At e3eC,
¢ (B(a,N) = ¢ ((Ba, BN)) = ¢(Ba) + BAlg
Blp(a) + Alp) = B " ((a, N)).

e Se (a,\), (b,u) € AT, entao

v ((a,2)-(b, 1) = ™ ((ab + Abpa, Au))
= p(ab+ Abua) + Aulp
= p(ab) + Ap(b) + pp(a) + Aulp
= @(a)p(b) + Ap(b) + pp(a) + Aulp
= (¢(a) + Alp)(¢(b) + plp)

= 9" ((a, )™ (b, ).

Note que
p"((0,1)) = ¢(0) + 1.1 = 1g

0T |a = .

Além disso, T com tais propriedades é tinico, pois se existisse um ¥* : AT — B, com

¢+ | {(a,0):a€A} = ¥

¢+((07 1)) = 1g,

entao

¥ ((a, N) =¥ ((a,0) + (0, 1))
=¥ ((a,0)) + M7((0,1))
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= p(a) + Alg = ¢"((a, \)).

Proposicao 6.1. Se ¢ : A — B é homomorfismo unital entre dlgebras unitais, entdo
p(inv(A)) Cinv(B)
e, portanto,

a(p(a)) € o(a),

para todo a € A.

Demonstragao. Seja b € p(inv(A)), entao b = ¢(a), para algum a € inv(A). Agora, como ¢ é

unital,

1g = ¢(14) = p(a.a™') = p(a)p(a™) = b.p(a™").

Segue que b € inv(B) e b= = p(a~!), ou seja, p(inv(A)) C inv(B).
Note ainda que se
a— Mg € inv(A),

entao
pla—Alp) = p(a) — Alp € inv(B).

Assim,
o(pa)) ={ e C:pa) = Ap ¢ inv(B)} C{A € C:a— Al ¢inv(A)} =o(a).

O]

Para a demonstracao da préxima proposigao sera necessario aplicar o Lema de Zorn, vejamos,

portanto, o seu enunciado e algumas definigoes relacionadas ao mesmo.

Definicao 6.1. Seja M um conjunto parcialmente ordenado e seja W C M. Uma cota superior

para W é um elemento ¢ € M tal que w < ¢, para todo w € W.

Definicao 6.2. Considere M um conjunto parcialmente ordenado. Dizemos que m € M é um

elemento mazximal de M se vale a sequinte propriedade: se x € M € tal que x > m, entao x = m.

Lema 6.2. { de Zorn} Seja M # () um conjunto parcialmente ordenado. Se todo V. C M

totalmente ordenado tiver cota superior, entao M tem pelo menos um elemento mazximal.

Proposicao 6.2. Todo ideal modular proprio de uma dlgebra A estd contido em algum ideal

maximal de A.

Demonstragao. Defina a seguinte relacdo de ordem parcial entre os ideais de A :

Il <12 se Il QIQ
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Seja I um ideal préoprio de A. Considere o seguinte conjunto:
M ={Jidealde A : I C J ¢ A}.

Considere W um conjunto totalmente ordenado em M.

Note que L = ey J ¢ um ideal de A. Sendo assim, L € M e L é uma cota superior para
W, pois J < L, para todo J € W.

Pelo Lema de Zorn, M possui um elemento maximal K. Portanto, K D 1.

Vejamos que K é ideal maximal de A. Suponha, por absurdo, que exista um ideal J de A

Ccom
K¢JGA.

Entao, J € M, pois I C K ¢ J & A. Contradicao, pois K ¢ elemento maximal de M. Portanto,
K é ideal maximal de A que contém I. Disso, segue a proposicao.
O

Proposicao 6.3. Toda dlgebra com unidade tem pelo menos um ideal mazimal.

Demonstragao. Pela Proposicao 6.2, todo ideal modular préprio de A esta contido em algum
ideal maximal de A. Como todo ideal de uma algebra com unidade é modular, segue que A

possui, pelo menos, um ideal maximal. O

Definicao 6.3. Um caracter sobre uma dlgebra A é um homomorfismo nao nulo
7:A — C.

Denota-se o conjunto dos caracteres de A por Q(A).
Teorema 6.2. Seja A uma dlgebra de Banach unital comutativa.

1. SeT € Q(A), entdo || T ||= 1.

2. O conjunto Q(A) € ndo vazio e a transformagao
T +—> ker(T)

¢ uma bijecao entre Q(A) e o conjunto dos ideais maximais de A.

Demonstragdo. Primeiro demonstraremos (1). Seja 7 € Q2(A) e a € A. Vejamos que 7(a) € o(a).

Note que 7(14) # 0, caso contrario, para todo a € A,
7(a) = 7(1aa) = 7(14)7(a) = 0,
mas 7 # 0, pois T é caracter. Agora,
(1a) = 7(1a.14) = 7(1a).7(1a) = 7(14)*.
Como 7(14) # 0, tem-se que 7(14) = 1. Suponha, por absurdo, que 7(a) ¢ o(a). Assim,
a—7(a).ly € inv(A),
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ou seja, existe b € A, tal que

Como 7 é homomorfismo,

Isto é uma contradi¢do. Logo, 7(a) € o(a). Disso, segue que

()] < sup |A[=r(a)<|[a]l.
A€o (a)

Portanto, 7 é um funcional linear limitado, sendo assim, 7 € A*. Em particular,

|7 [l= sup [7(a)] < sup [[al[=1.
llall<1 lall<1

Como 7(14) =1, segue que || 7 ||= 1.

Agora, para a parte (2), mostremos que Q(A) # (. J& vimos que pelo lema de Zorn, como
A é &lgebra com unidade, A admite, pelo menos, um ideal maximal I. Pelo Teorema 6.1, I é
fechado e, pelo Lema 6.1, A/I é corpo. Portanto, o tinico elemento de A/I que nao é invertivel

é o elemento nulo. Pelo Teorema 4.7,
AJT = Clyr= C(lp +1).

Agora, considere os homomorfismos

T A— A/I

a—a+1

t:A/I —C
)"1A/I — A

Note que ¢ ¢ injetora, pois

ker(r)={a€A:acl}=1.

Assim,

7T=tom:A—C
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¢ homomorfismo de algebras e
ker(t) ={a € A:vom(a) =0}
={a€A:7m(a)=0}
= ker(m)
=1

Portanto, 7 # 0, pois I é ideal préprio de A. Segue que 7 € Q(A) e Q(A) # (.

Vejamos que a aplicagao
Q(A) — {ideais maximais de A}
T +— ker(T)
estd bem definida, ou seja, ker(7) é ideal maximal de A, para todo 7 € (A). Como 7 é continua,
ker(t) = 7~ 1{0}
é ideal fechado de A. Mostremos que
A/ker(T) = C.

Para tanto, considere
¢ :Alker(t) — C

a+— 7(a).

Note que ¢ estd bem definida, pois se @ = b, entdo

7(a) = 7(b)
Assim,
T(a—b) =0,
isto é,
a—b¢€ ker(r),
a—b=0
Logo,

Além disso, ¢ é homomorfismo bijetor, pois
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e Se @ bec A/ker(r), entao

e Paraa € A/ker(r) e A € C,
¢(Xa) = p(Aa) = 7(Aa) = A7(a) = Ap(a).

Note que ¢ é injetiva, pois se p(a) = 0, entao 7(a) = 0, ou seja, a € ker(7) e assim, @ = 0.

Para demonstrar a sobrejetividade, considere a € C. Como 7 # 0, existe A £ 0, com

para algum b € A. Disso, segue que

©(aX™1D) = p(aA=1b) = 7(aX ™) = aX 77 (b) = aX A = a.

Como A/ker(t) é corpo, tem-se que ker(r) é ideal maximal.
Basta vermos que a aplicagao
T — ker(T)

¢ uma bijecao entre Q(A) e os ideais maximais de A.
Para a sobrejetividade jé foi demonstrado que se I for ideal maximal de A, I = ker(7), para

T=1om € Q(A). Quanto a injetividade, considere 11,72 € (A), com
ker(7y) = ker(mz).

Seja a € A. Note que
a—ma(a).lp € ker(ma) = ker(r1).

Logo,
Tl(a) — TQ(CL).Tl(lA) = 0,

1(a) = m2(a),
T = T9.
O

Definigcao 6.4. Seja A uma dlgebra comutativa sem unidade. Dado a € A, define-se o espectro

de a (relativo a A) como

aa(a) = o4+ ((a,0))

54



e, o raio espectral de a (relativo a A) como
r(a) = sup{|A| : A € op(a)}.
Observe que (a,0) ¢ inv(AT), pois se (b, u) € AT, entao

(CL, O)(ba M) = (ab + pa, 0) 7é (07 1) = 1p+.
Assim, (a,0) — 0.14+ ¢ inv(AT), isto é, 0 € op+(a) = oa(a).
Teorema 6.3. Seja A uma dlgebra de Banach comutativa.

1. Se A for unital, entao, para todo a € A,

o(a) ={7(a): 7€ QA)}.

2. Se A ndo possui unidade, entdo para todo a € A,

o(a) ={7r(a) : 7 € Q(A)} U{0}.

Demonstragao. Vamos demonstrar, primeiramente, o item (1). J& vimos que 7(a) € o(a), para

todo 7 € Q(A) e a € A. Para o outro lado, considere A € o(a). Por definigao de espectro,
a— Ay ¢ inv(A).

Note que J = (a — Al4)A é ideal préprio de A. Caso contrario, 15 € J e existiria b € A, tal
que
(a — A1py)b = 14.

Absurdo, pois a — Al ¢ inv(A).

Como A ¢ algebra com unidade, todo ideal de A é modular. Sendo assim, J é ideal préprio
modular de A. Foi demonstrado, pela Proposicao 6.2, que J esta contido em um ideal maximal
de A.

Pelo Teorema 6.2, a aplicagao

T +— ker(T)
é uma bijegao entre os elementos de 2(A) e os ideais maximais de A. Logo, J C ker(r), para
algum 7 € Q(A). Segue que
T((a—Aly).1a) =0
7(a) = At(1a) =0
T(a) = A

Portanto, A € {7(a) : 7 € Q(A)}. Conclui-se que o(a) C {7(a) : 7 € Q(A)}.
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Agora, mostremos o item (2). Se A nao possui unidade, entao para todo a € A,
o(a) ={7(a): 7€ QA)} U{0}.
Seja 7 € AT. Dois casos precisam ser considerados:
e Se 7|p # 0, entao 7[p € Q(A).
e Se 7|y = 0, como 7 € Q(AT), 7 # 0 e, assim, existe um (a,\) € AT com 7((a,\)) # 0.
Como 7 é homomorfismo,
7((a, X)) = 7((a,0)) + 7((0, X)) = 7((a, 0)) + 7((0, A)) = 7((0,A)) # 0.
Como AT e C tem unidade, 7(0,1) = 1. Assim, como tal ¢ homomorfismo,

7((0,N)) = A7((0,1)) = A1 = A

Defina, desta forma,
Too : AT — C
(a,\) — A.

Vejamos que é um homomorfismo unital, com ker(7o,) = A. De fato, se a,b € A e A\, u, 5 € C:

o Too((a, A) + (b)) = Too((a + b, A + 1)) = XA+t = Too (@, A) + Too (b, 1);

* 7o(B(a,N)) = Teo((Ba, BA)) = BA = BToc((a, ).
Taol(a A) (b, 1)) = oo (@b + Mo+ 1, \t)) = Mt = 7o (, A) 7o (b, 1)
e 7((0,1)) =1.

o ker(7oo) = {(a, ) € AT : 7o((a,\)) =0} = {(a,\) € AT : A =0} = {(a,0) :a € A} X A.

Note que 7o é o0 tinico homomorfismo em Q(A™) estendendo o homomorfismo nulo em A.
Pela Afirmacao 6.2, existe um tinico homomorfismo ¢ : AT — C que estende ¢, para cada
¢ € Q(A). Portanto,

QAN ={rT 7€ QA) U {r>}.

Como AT é algebra de Banach unital, por (1),
o(a) = op+((a,0)) = {77((a,0)) : 7" € Q(AT)}
={7(a) : 7 € Q(A)} U{7((a,0))}
={r(a) : 7 € Q(A)} U{0}.
O

Definicao 6.5. Seja X um espago normado. A topologia fraca—x em X* € a topologia inicial
das funcoes avaliacdes
{0z 1z € X},
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em que
0, : X" —C

Sendo assim, a menor topologia em X* para a qual as fungoes avaliagoes sao continuas.

Proposicao 6.4. X* é Hausdorff.

Demonstragao. Sejam fi, fo € X* com f; # fo. Entao, existe xg € X tal que

f1(zo) # f2(20)-

Considere
o [fi(zo) = fa(zo)]
3

Como B(fi(x0),r) e B(f2(xg),r) sao abertos de C e dz, é continua, entao

> 0.

U = (b20) "' B(fi(wo),7) = {f € X"+ |f(20) — fa(wo)| <7}

V = (620) "' B(fa(wo),7) = {f € X" 1 |f(wo) — falwo)| <1}

sao abertos de X*.

Note que f1 € U e fo € V. Vejamos que U e V sao disjuntos. Seja g € V, entao

| f2(w0) — fi(xo)| — | f1(x0) — g(z0)| < [fa(z0) — g(20)|-

Assim,
19(z0) — f1(z0)| = |f2(z0) — fi(20)] — | f2(z0) — g(20)];
lg(z0) — f1(zo)| = |f2(z0) — fi(mo)| — 75
l9(x0) — fi(zo)| = | fa(z0) — fi(wo)| — | f2(0) ; fl(wo)!;
ja0) — fula)| > 2200 Nilao)]
19(x0) — fi(wo)| = 21 > .
Logo, g ¢ U. Segue que U NV = (). Portanto, X* é Hausdorff. u

O teorema seguinte serd assumido e esta disponivel em [4].

Teorema 6.4. {Alaoglu}: Seja X um espago de Banach. Entao, a bola fechada unitdria em

X* € um compacto na topologia fraca— * .

Seja A uma algebra de Banach. Pelo Teorema 6.2, tem-se que (A) estd contido na bola
fechada unitaria S de A*. Considere 2(A) com a topologia relativa de A* com a topologia

fraca— * . O espago topoldgico 2(A) é chamado espectro de A.

Teorema 6.5. Se A € uma dlgebra de Banach comutativa, entao QL(A) é um espago localmente

compacto. Se A € unital, entdo QA) € compacto.
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Demonstragao. Observe que Q(A) U {0} estd contido em S, a bola unitéria fechada em A*.
Pelo Teorema de Alaoglu, S é compacto. Vejamos que Q(A)U {04} é fechado em S e, portanto,
compacto. Como A* com a topologia escolhida é Hausdorff, S é compacto e Hausdorff, portanto,
fechado. Como o fecho de um conjunto é o menor fechado que o contém, segue que Q(A) U {0,} C
S. Seja f € Q(A)U{0,}. Como f estd no fecho de Q(A) U {0,}, existe uma net {fi}ie; C
Q(A) U {04}, com f; — f.

Caso f = 0y, é claro que f € Q(A)U{0}. Se f # 0y, como f € A*, basta mostrar que f é

homomorfismo com relagao ao produto. Para tanto, considere a,b € A, tem-se que

F(a)-£(b) = 0a(f)-05(f) = da(lim fi).0(lim f;).
Como §, e d sao continuas com a topologia fraca—sx,
Salim £1).0p(lim ) = L 8, (). i &y )
= lim 64 (f3)0(fi)
= lim fi(a) fi(b).
Como f; € Q(A), f; é homomorfismo de algebras. Assim,
el el
= lzlenll 6ab(fi)~
Agora, pela continuidade da funcao avaliacdo em ab,
liienll 6ab(fi) = 6ab(ll.i€n} fz) = 5ab(f) = f(ab)

Portanto, f(a).f(b) = f(ab), implicando f € Q(A) C Q(A) UO0p. Logo, Q(A)U {0} é um fechado
no compacto S, sendo assim, um compacto. Como Q(A) U {05} é subespago topoldgico de A*,
que é Hausdorff, segue que Q(A) U {04} é Hausdorff.

Afirmacao 6.3. Q(A) € localmente compacto.

Seja g € Q(A). Como Q(A)U{0p} é Hausdorff, existem abertos disjuntos U, V' de Q(A)U{0}
com g € U e 0y, € V. Como Q(A)U{0} é fechado, g € U C Q(A)U{0p}. J& vimos que Q(A)U{0,}
é compacto. Por ser um fechado em um compacto, segue que U é compacto.

Como V é aberto e VNU = 0, tem-se que VNU = (). Caso existisse h € V NU, existiria um
aberto W em Q(A) U {0}, com h € W C V, pois V é aberto. Em particular, W N U # 0, pois
h€U. Como W CV,VNU # (. Isto é uma contradigdo.

Agora, note que 0y € V e VNU = (). Portanto, U C Q(A) e, assim,

geint(U)=UCU CQ(A).

Como existe o compacto U, cujo interior contém g, conclui-se que £2(A) é localmente compacto.
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No caso em que A é unital, se f € Q(A), f(1a) = 1. Portanto, ndo existe uma net {f;}ic; C

Q(A), com f; —4 0p, sendo 0p, 0 homomorfismo nulo. Caso contrario, pela continuidade de s

0=61,(0n) = 51A(1iief§1 fi) = 11.1615151A(fz‘) = 1116151 fi(ly) =1,

o que é um absurdo. Logo, 05, € Q(A). Se f € Q(A), prova-se, analogamente ao caso anterior,

que f(a).f(b) = f(ab). Assim, Q(A) = Q(A) C S. Mais uma vez, pelo Teorema de Alaoglu, S é
compacto e, por ser um fechado em um compacto, 2(A) é compacto.

O]

Note que se A nao for unital, Q(A) pode ser vazio. Por exemplo, caso A = 0.
Considere A uma algebra de Banach comutativa, cujo espectro Q(A) néo é vazio. Se a € A,
defina a funcao
a:QA) —C

T +— 7(a).

Note que a = 5a|Q(A). Perceba que @ é continua, para todo a € A, pois, se U for aberto em C,

como §, é continua, (J,) H{U} é aberto de A*. Assim,

(@~ HUY = (baloa) "H{UY = 8 {U} N Q(A),
que ¢ aberto de Q(A).
Proposigao 6.5. O conjunto K = {1 € Q(A) : [a(7)| = ¢} € compacto.

Demonstragao. Como K C Q(A) C Q(A)U{0x} e Q(A)U{0x} é compacto, basta notar que K é
um fechado em Q(A)U{0y}. Para tanto, considere T € K. Portanto, existe uma net {7; };c;r C K,
com T; — T.

Note que

la(ri)| = [7i(a)] = &,

para todo ¢ € I. Portanto,
[a(r)] = |7(a)| = [lim 7;(a)| = lim |73(a)| > .

Logo, 7 # Op, pois |7(a)| > ¢ e 7 € K. Segue que K é fechado em um compacto, sendo assim,
compacto.
O

Pela Proposigao 6.5, tem-se que a € Cp(2(A)). Chamamos a de Transformada de Gelfand

de a.

Teorema 6.6. {Representacdo de Gelfand} Seja A uma dlgebra de Banach comutativa,

com Q(A) # 0. Entao, a aplicagio

T:A — Co(QA))
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a—a
é um homomorfismo contrativo de dlgebras e, para todo a € A,
r(a) =4 [l -

Se A € unital,

e se A € nao-unital,

para cada a € A.

Demonstragao. Pelo Teorema 6.3, se A é unital,

Se A nao é unital,

ola) ={7(a): 7€ QA)} U{0}

—G(Q(A)) U {0}

Assim,
r(a) = sup [}
Aeo(a)
=sup{|7(a)| : 7 € Q(A)}
=sup{|a(7)| : 7 € Q(A)}
=@ |oo -
Portanto,

1@ |loo=r(a) <[l a ] .
Segue que I' é contrativo. Vejamos que I' é um homomorfismo.

e Sea,be A, entdo

—_—

T'(a+b)=a-+b.

Por sua vez, se 7 € Q(A),

Assim,



e Sea,be A, entao

Portanto, se 7 € Q(A),

Logo,

e Seac Ae)eCC, entao

Segue que se 7 € Q(A),

Logo,

O

Lema 6.3. Sejam K e H espagos topoldgicos, com K compacto e H Hausdorff. Se f : K — H

€ uma bijecao continua, entdo f € um homeomorfismo.

Demonstragao. Vejamos que a inversa de f,
' H —K,

é continua. Para tanto, considere F' C K um fechado. Como K é compacto, tem-se que F' é

compacto. Agora,
(S Fy={zcH: [a)=yecF}

={fly) e H:ye F}=f(F).

Como f é continua e F' é compacto, f(F') é compacto em H. Como H é Hausdorff, f(F) é

fechado. Logo,
(f " HFY = f(F)

é fechado em H. Portanto, f~! é continua, sendo assim, f é um homeomorfismo.
O

Teorema 6.7. Seja A uma dlgebra de Banach unital gerada por 15 e um elemento a. Entdo, A
€ comutativa e a aplicacdo
a:QA) — o(a)

T +— 7(a)

€ um homeomorfismo.
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Demonstracdo. Seja:
D={aplp+aja+..+apa":a; €C,neNeie{l,..,.n}t}

Pela definicdo de subalgebra gerada, A = D, sendo D uma subélgebra densa de A. Claramente,

A é comutativa. Note que a é bijecao.

e Se 11,19 € Q(A), com a(r) = a(rz). Entao, por defini¢ao de @, 71(a) = m2(a). Além disso,
71(1a) = 7(1a) = 1. Como 71 e T2 sdo homomorfismos, 71(b) = 72(b), para todo b € B.

Pela Proposicao 3.4, 71 = 7.
e Seja A € g(a). Como A ¢é unital,
o(a) ={r(a): 7€ QA)}.

Entao, A = 7y(a), para algum 7, € Q(A). Assim, A\ = a(7y). Portanto, a é sobrejetora.

Além disso, @ = d4]n(a) € continua, pois é a restricdo de uma fungao continua em A*. Agora,
como A é dlgebra comutativa e unital, Q(A) é compacto e o(a) # (). Como o(a) C C, segue que

o(a) é Hausdorff. Pelo Lema 6.3, @ é um homeomorfismo. O

62



7 (*-algebras

Este capitulo serd iniciado com uma série de definigoes envolvendo algebras. Sendo que o
objetivo final desta secao é demonstrar que um *-homomorfismo ¢ : A — B de uma x-algebra

de Banach A em uma C*-algebra B é contrativo.

Definigcao 7.1. Seja A uma dlgebra . Uma involugao em A é uma funcao
x: A — A
com as sequintes propriedades, para todo a,b € A e A € C:

o (a+b)*=a*+ %

[
—~
>
2
*
I
>
S
\.*

[ ]
—
IS
=
S—

*
I
S
*
S
*

O par (A, x) é chamado dlgebra com involugdo ou *-dlgebra.
Se S é um subconjunto de A, definimos
S*={a*:a€ S}
e dizemos que S ¢é auto-adjunto se S = S*. Uma subdlgebra auto-adjunta B de A é uma *-
subdlgebra de A e é uma *-algebra se munida com a restri¢ao da operagao involugao de A.

Proposicao 7.1. A intersecao de uma familia de x-subdlgebras de A é uma *-subdlgebra. Além
disso, para todo subconjunto S de A, existe uma menor x-dlgebra B de A, contendo S, chamada

x-dlgebra gerada por S.

Demonstragao. Ja vimos que a intersecao C' de uma familia de subalgebras de uma algebra ¢é
uma subalgebra. Como tais *-subdalgebras sdo conjuntos auto-adjuntos, a intersecdo das mesmas
também é um conjunto auto-adjunto. Sendo assim, uma *-subdlgebra. Agora, considere S C A.
Note que a intersecao D de todas as #-subdlgebras que contém D é uma x-subalgebra. Por
defini¢ao, qualquer x-subdlgebra que contenha S, contém D. Portanto, D a x-subdlgebra gerada
por S. O

Definimos uma involucao em A" que estende a involucao em A da seguinte maneira:
x: AT — AT

(a,\) — (a, \)* = (a*, \).

Note que se (a, A), (b, u) € AT :

(@, \)*™ = (a*, \)* = (™, ) = (a,\)
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((a, A)(b, 1)) = (ab + ap + Ab, Ap)*
= ((ab + ap + \b)*, Ap)
= ((ab)* + fa* + \b*, \fz)
= (b*a* + ma* + \b*, )
= (0", m)(a", )
= (b )" (@, )"
Perceba que se A ¢ unital, 1§ = 11,, pois

13 = 1415 = (1a.13)" = (13)* = 1a.

Além disso, se a € inv(A), entao,

()" = (@)=

Visto que

1=1" = (a.a™H* = (a 1)*a*.
Proposicao 7.2. Se A € uma x-dlgebra unital, e a € A, entdo
ola*)=oc(a)* ={A€C:\eo(a)}.

Demonstragao. (C) Para mostrarmos que o(a*) C o(a)*, vejamos que (o(a)*)¢ C p(a*). Consi-
dere A € (0(a)*)¢. Entao, A ¢ o(a)*, ou seja, A ¢ o(a). Segue que

a— Ay € inv(A).
Logo, existe b € inv(A), tal que
(a — XlA)b = b(a - XlA) = 1A-

Portanto,
((a — A1p)b)* = (b(a — Ay))* = 14"

Assim,
b*(a™ — Aly) = (a™ — A1x)b* = 14,

ou seja, A € p(a*).
(D) Para notarmos que o(a)* C o(a*), mostremos que (o(a*))¢ C (o(a)*)¢, ou seja, p(a*) C

(o(a)*)c. Para tanto, seja A € p(a*). Entao, existe b € A tal que
(CL* — /\1A)b = b(a* — AlA) = 1A-

Segue que
((@* = A1a)b)* = (b(a™ — A1y))* = 147,



isto é,
b*(a — Ap) = (a — A14)b* = 14.

Assim, \ € o(a) e, consequentemente, \ € o(a)*.
O

Definigao 7.2. Se ¢ : A — B € um homomorfismo de x-dlgebras A e B e ¢ preserva adjuntos,

isto €,

para todo a € A, entdo, dizemos que ¢ é um x-homomorfismo. Além disso, se ¢ for uma bijecao,

dizemos que € um x-isomorfismo.

Definicao 7.3. Uma *-dlgebra de Banach A € uma x-dlgebra munida com uma norma submul-
tiplicativa, com a qual é completa e || a* ||=|| a || para todo a € A. Se A possuir unidade, com

|| 1a ||= 1, dizemos que a é uma x-dlgebra de Banach unital.

Definicao 7.4. Uma C*-dlgebra é uma *-dlgebra de Banach para a qual vale
la*all=]lalP,

para todo a € A.

Como uma *-subéalgebra fechada B de uma C*-algebra A é completa, B é uma C*-algebra.
Define-se uma *-subdlgebra fechada de uma C*-algebra como uma C*-subdlgebra.

Se uma C*-dlgebra tem unidade 14, entao, automaticamente, || 14 ||= e, pois
1 1o [[=1 1a* |I=] 1a% 10 1= 1a |

Vejamos um exemplo de uma x-algebra de Banach que nao é uma C*-dlgebra:

Exemplo 7.1. Considere M, (C) com a sequinte norma:

1A= |ai]

i’j

e a operacdo produto da forma

A.B =0,

para todo A, B € M, (C). Note que tal norma € submultiplicativa, pois,
0=I[ABI<[| Al I Bl
para todo A, B € M, (C). A involugao em A € M,(C) é dada pela transposta conjugada de A,
Ar =AM,
M, (C) € uma dlgebra de Banach. Além disso,

1A% 1=l AT (=)l = Y lagl =l Al
i i
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Portanto, M, (C) é uma x-dlgebra de Banach. Entretanto, M, (C) nao é uma C*-dlgebra, pois
0=[| A*A ||Z|| A 1%,

para todo A # 0.

Exemplo 7.2. Se H é um espago de Hilbert, B(H) é uma C*-dlgebra, como serd demonstrado

no Apéndice: Operadores em Espacos de Hilbert.

Exemplo 7.3. Se Q ¢é um espacgo localmente compacto Hausdorff, entao Cy(Q2) € uma C*-

dlgebra, com involucdo dada pela conjugacdo f — f.

Teorema 7.1. Se a € um elemento auto-adjunto em uma C*-dlgebra A, entdo

r(a) =[[all.
Demonstracdo. Vejamos que || a®” ||=|| a ||*", para todo n € N*. Para o caso n = 1, como a é
auto-adjunto e A é uma C*-dlgebra,
I a® [|=ll a.al|=|l a*a||=]|a ||

Suponha que a igualdade é valida para n = k e note que para o caso n = k + 1, temos

a7 1= a2 =] 20D )
k k k k k k
= ¥+ ||=|| ®.a®" ||=]] (a®)*a® ||
Como A é C*-algebra,
k k k
Il (@) a® ||=]| " |12 .

Pela hipotese de inducao,

k k k+1
Ia® [P=lla [P ?=[la|* .

Portanto, pelo Teorema de Beurling,

r(a) = lim || a" |[x= lim || a®" ||2"
n—oo n—oo

= lim |[a|*" 7= lim |la[=la]|.
n—oo n—oo
O
Corolario 7.1. Existe no mdxzimo uma norma em uma x-dlgebra A que a torna uma C*-dlgebra.

Demonstragao. Considere || . || uma norma em A, que a torna uma C*-algebra. Assim, se a € A,
2
la|l*=[] a*a]|.

Como

(a*a)* = a*a™ = a”a,
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ou seja, a*a é auto-adjunto. Pelo Teorema 7.1,
@ |P=ll aa||= r(a*a) = sup{|A| : A € o(aa)}.
Sendo assim, || a || é definido de maneira tnica

lall=vr(a*a).

Lema 7.1. Seja A uma x-dlgebra de Banach tal que, para todo a € A,
lalP<|la*al| .

Entao, A € uma C*-dlgebra.
Demonstragao. Seja a € A. Como A é submultiplicativa,
laal[<[[a® ][ .|l a]].
Como A é x-algebra de Banach,
lall=[[a®].

Assim,

laall<lla* Il [all=llall.[[al=]lal.
Logo, || a*a ||=|| @ ||? . Sendo assim, A é C*-4lgebra. O

Teorema 7.2. Seja A uma C*-dlgebra. Entdo, AT admite uma tinica C*-norma que estende a

norma de A.

Demonstracdo. Suponha, primeiramente, que A é unital. Considere B = A ¢ C.

Afirmacgao 7.1. A soma direta B = A ® C, com operagao produto da forma:

(a,A).(b, 1) = (ab, Ap)

e, norma dada por
| (a,A) |[=max{|[ a ||,[A| : a € A, A € C}

€ uma dlgebra de Banach. Além disso, como A e C sao C*-dlgebra, B € uma C*-dlgebra com

mwvolugao definida entrada a entrada.

Claro que B é um espago vetorial sobre C. Além disso, para (a, @), (b,3) e (¢,v) € B,
((a,a).(b, 8))(c,7) = (ab, aB)(c,7)
= ((ab)c, (af)y)
= (a(be), a(57))
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= (a, ) ((b, B).(¢,7))-
Note que a norma de B é submultiplicativa, pois, se (a, ), (b, 3) € B,
| (a, @).(b, B) |I=| (ab, ) ||
= max{|| ab ||, |aB] : a,b € A, a B € C}
<max{l|al.[|® a8 : a,b € Aa B eC)
<max{|| all,|a|:a € Aa € C} max{||b]||,|B] : b€ A, B € C}

=l (@, ) || 1] (b6 B) I -

Vejamos agora que B é uma algebra de Banach. Para tanto, considere (an, An)nen € B uma

sequéncia de Cauchy. Entao, existe um ng € N tal que para todo m,n > ng,

I (any An) = (@ms Am) [|=]] (@n — @m,y A — Am) ||= max{[| an — am ||, [An — Am|} <e.
Assim, para todo m,n = ng,
|| an —am ||[< e e |y —An| <e.

Segue que (an)nen € (An)nen sao sequéncias de Cauchy em A e C, respectivamente. Como A e

C sao algebras de Banach, existem a € A e A € C, tal que
an, —a€her, — AeC.

Logo,
(an, \n) — (a,\) € B.

Sendo assim, B é algebra de Banach.

Definindo a involucdo em B da forma:
(CL,)\)* = (a*,X)

e, como
| (@, )" [I=1] (@™, 2) |]
=max{|| a* ||,|\| :a € A,\ € C}
=max{|| a|[,|\| :a € A, € C}
@M.

Portanto, B é uma *-algebra de Banach. Agora,

1 (a, A) [[P= (max{]| a [[,[A]})?
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= max{[| a [|*, A}

= max{|| a"a ||, AN}

= (a”a, A\) ||
=l (a*, \)(a,A) ||
=l (@, \)*(a, M) || -
Portanto, B é uma C*-algebra.
Defina
0: AT — B

(a, A) — (a + A, N).

Note que ¢ é um isomorfismo. De fato, verificando a operacao produto

o((a, \)(b, 1)) = o((ab + pa + b, A))
= (ab+ pa + bA + Auly, Apr)
= ((a+ Mp)(b+ ply), M)
= (a+MNa, N (b+ pla,p)

= p(a, \)p(b, ).

Note que @ é injetora, pois, se p(a, A) = (0,0), entdo A = 0 e a+ A1y = 0, ou seja, a+01, = 0.
Portanto, a = 0. Para a sobrejetividade, se (bu) € B, note que

(b — pla, p) = (b— pla + pla, p) = (b, p).

Pela afirmacao acima, define-se a seguinte C*-norma em A™

| (a, A) [la+=Il @(a; M) || -

Vejamos agora o caso em que A nao possui unidade. Mostremos que A™ admite uma norma

que estende a norma de A e a torna uma C*-algebra.

Afirmacao 7.2. Considere B(A) a dlgebra de Banach dos operadores lineares limitados sobre
A. Dado, a € A, seja L, € B(A) definido da forma:

Ly:A— A

b+— ab.

Entao,

¢:A— B(A)

a+— L,
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€ um homomorfismo isométrico de dlgebras normadas.

Sejam A € C e a,a1,as e b € A. Entao,

@(al + a2) = Laq, +as
Lg, +a, (b) = (a1 + CLQ)b = a1b+ asb

= Lay (0) + Lay (b) = (Lay + La, ) (b) = (#(a1) + ¢(a2))(b).

¢(ar.a2) = Loy .a,
L, ay(b) = (a1.a2)b = a1 (az.b)
= a1Lq, (b) = Lq, (Laz (b))

= (Lay © La,)(b) = (¢p(a1) o p(az2))(b).

w(Aa) = Ly,
Laa(b) = (Aa)b
= Alab) = ALa(b) = A((a))(b).
e ( ¢ isométrico, pois
|| La [|= sup{|| La(b) [|: b € A [[ D [[< 1}
=sup{[[ ab[l: b e A, || b[< 1}
<sup{[[ al - [[b][: b€ A [l b][< 1}

<llall.1=[a]l.
Agora,

a a | all®
) 1=l a 1= =[lall-
fall ™ [lall

Afirmacao 7.3. B={L,+ A :a € A, X € C} € subdlgebra fechada de B(A).

| La(

lall

Pela demonstragao da afirmacao acima, vimos que C' = {L, : a € A} é um subespaco de
B(A). Vejamos que C é fechado. Para tanto, considere L € C. Entdo existe uma sequéncia
(La, )nen C C, tal que Lo, — L.

Como (L, )nen é uma sequéncia convergente, tem-se que estd é uma sequéncia de Cauchy.

Assim, existe um ng € N tal que para todo m,n > ny,

” Lan _Lam ||<5
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Como ¢ é isometria, tem-se que

| an = am |[=[l ¢(an) = p(am) [=]| La, = La,, [[<e.

Sendo (an)nen sequéncia de Cauchy em A, que é completo, existe um elemento a € A tal que

an — a. Assim,

L, =¢(a) =¢(lim a,) = nh_>nolo olan) = nh_)rrolo L., = L.

n—o0

Logo, L = L, € C. Segue que C' é uma subespaco fechado de B(A). Agora, como B é a soma
do subespago fechado C' de B(A) com o subespago de dimensao finita de B(A) {\ : XA € C},
tem-se que B é um subespaco fechado de B(A). Como B(A) é uma algebra normada, segue que

B também é. Note que em B,
|| Lo + A ||=sup{|| ab+ Ab||: b€ A,|| b]|< 1}.
Afirmacgao 7.4. B é uma C*-dlgebra com involugao dada por
(Lo + M)* = Lo+ + M.

De fato, se a,b € A e A\, u € C,

((La + ML) + (Ly 4+ uD))" = (Lasy + (A + p)I)* =

— Ligssy + A @I = (Lo + D) + (Ly + )"

((La + AI)'(LZ) + MI))* = (La.b + Lua + L/\b + (/\-M)I)* =

= L(a.b)* =+ Lﬁa* + be* + ()\,U,)I = Lb*a* + Lﬁa* =+ be* =+ (,U,)\)I

= (Lp + pul)*.(Lg + N)*.
Vejamos que B é C*-algebra. Para tanto, basta mostrar que
| La + AL [[=[] (Lo + AD)" ||

e que
|| Lo + M ||P=]|| (Lq + A)* (Lo + M) | .

De fato,
| Lo + AL [*= (sup || (Lo + AI)(D))?
I[bl|<1

= sup || ab+ \b||?
|Ibl|<1

= sup || (ab+ Ab)*(ab+ Ab) ||
(LIRS
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= sup || b*a*ab + b*a*Ab+ Ab*ab + |A]*b*D ||
[[bl]<1

< sup || 0" ||| a*ab+ a*Ab+ Xab + [A*D ||
llbl<1

< sup || a*ab+ a* b+ Aab + |\?D ||
llell<1

< sup || (L + AT)(La + A1) ||
Ibll<1

< sup || (s + ML) || || (Lo + AI)(D) ||
S

= (L + A1) || sup || (La + AI)(b) ||
Ibll<1

= (Lg + A || ] Lo + AL

Como
| La + M [P (Lg +AD) |- | Lo + ALl
entao,
| Lo+ A< (L5 + M) |-
Além disso,
1 (L5 + M) IS (Lg +AD" [|=]] La + AL
Logo,
| Lo + AL [|=[] (Lo + AD)" || -
Agora,
| Lo + AT []P< s |1 Lo+ M) (Lo +AD0) |
< sup || (La+ A1) (Lo + M) [ - |1 b ]]
lloll<1
= (La + AD)* (Lo + M) || -
Assim,

| La + AL |P<|| (Lo + M) (La + A1) IS (Za +AD* || - || (Lo +AD) [[=]] La + A []2

Portanto,
|| Lo+ M ||2:H (La“‘)\I)*(La‘i‘)\I) || :

Considere A™ a unitizacdo de A, sem uma norma estabelecida, e defina
Y: AT — B

(a,\) — Lg + M.

Vejamos que ¥ é um isomorfismo.
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e Se (a,\), (b,u) € AT,
P((a, A) 4 (b, ) = ¥(a+b, A+ p)

:La+b+(A+H)I: (La+)\l)+(Lb+NI)
= Q;Z)(C% )‘) +¢(bwu)'

e Se (a,\), (b,u) € AT,
P(a, N).p(b,pu) = (Lg + N).(Lyp + pl)

=LoLy+ puLly + ALy + A\G1.

Assim como

((a, A) (b, 1)) = (b + age + Ab, A1)
= Liabtap+n) + Al
= Loy + Loy + Ly + Auil.
e Se (a,\) € AT,
(¥(a, A)" = (La + AI)*
= Lo + Al

=¥((a”, N) = ¥((a, A)").

E imediato que 1) é sobrejetor. Mostremos que 1 é injetora. De fato, suponha que ¥(a, \) = 0.
Entao, (Lq + AI)(b) = 0, para todo b € A.
Caso A =0, L,(b) = ab =0, para todo b € A, ou seja, a = 0. Caso X # 0, para todo b € A,

0= (Ly + A)(b) = ab + \b,

ab= —\b

—a
b= —0b.
A

Denote u = 5*. Note que, para todo b € A,

b= ub
b* =b*u*
Assim, para todo ¢ € A,
c=cu
Em particular,
u = uu*

ut = (uu*)* = uu* = .

Logo, v é a unidade de A, o que contradiz o fato que A nao possui unidade. Conclui-se que
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(a,\) = (0,0) e, assim, 1 é injetora.
Como A™ ¢é isomorfa a C*-algebra B, AT é uma C*-algebra com a norma, que estende a

norma de A, definida da forma:
[ (a; A) [[a+=I[l La + AL [[p=sup{|| ab+ Ab [|: b € A, || b[|< 1}.

O

Teorema 7.3. Um x-homomorfismo ¢ : A — B de uma x-dlgebra de Banach A em uma
C*-dlgebra B € contrativo, isto €,
I e(a) <]l a ],

para todo a € A.

Demonstragdo. Primeiramente, vejamos o caso em que A, B e ¢ s@o unitais. Seja a € A. Pela
Proposicao 6.1,
o(p(a)) € o(a).

Assim, como B é C*-dlgebra e ¢ é *-homomorfismo,

1 e(a) IP=I (w(a))"¢(a) [I=l w(a®)¢(a) [|=]] ¢(a”a) || -

Agora, note que p(a*a) é auto-adjunto, pois

(p(a’a))” = o((a"a)") = p(a’a).
Pelo Teorema 7.1,
I p(a*a) [|=r(p(a*a)) = sup{|A| : A € o(p(a’a))}
<sup{|A: A € o(a*a)} = r(a*a) <[| a’a ||<|| " || . || a ||=]|a ||* .
Assim,
| e(a) [1?=Il p(a*a) [I<|la |* .

Segue que,
Il e(a) <[ a ],

ou seja, @ € contrativo.
Para os outros casos, em que A, B ou ¢ podem nao ser unitais, considere as unitizacoes de
AeB, AT e B", e a extensao
et AT — BT

de
p: A —B.

Seja a € A. Entao,
| (@) lls=ll (¢(a), 0) [[z+=I| ¥"(a,0) ||p+ -

Como AT, BT e ¢ sao unitais, ¢ é contrativo, ou seja,
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1 ¢7(a,0) [|p+<I| (a,0) [|la+=la [|a -

Disso, seque que

I p(a) lle<[l a|la -

Exemplo 7.4. Considere a C*-dlgebra X = (M, (C),|| . ||s). Seja Y = (M,(C),|| . |]), com
HA =3[ A,

para todo A € M,(C).
Note que tal norma é submultiplicativa, pois, para todo A, B € M, (C),

1 AB [|=3 || AB [lo< 3 [[ Alloo - || B [lo< 9 [[ Alloo - || B [loo=[ Al - [| B I -
Considerando A* = A™ | para todo A € M,(C), tem-se
| A" [[=]] AT [[= 3 || AT =3 || Alloc=[| A ]
Logo, Y € uma x-dlgebra de Banach. Agora,
| AA =31 A"A |lo=3 || A% -

Enquanto que:

[ AIP= B Alle)? =91 A%

Logo, Y ndo € uma C*-dlgebra. Defina
p: X —=Y

A— A.

Note que Y € apenas uma *-dlgebra de Banach. Assim, para A € X,
[ e(A) =11 All=3 1] Alloo>|] Alloo -

Sendo assim, @ ndo € contrativo.
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8 Conclusao

Uma C*-algebra é uma estrutura muito interessante de ser estudada, por possuir exem-
plos relevantes como o B(H), M,(C) e o espago das fungoes continuas. Assim, os resultados
demonstrados para o caso geral sao diretamente aplicdveis nestes contextos.

O trabalho apresentou a demonstracao de teoremas importantes como o Teorema do Mapea-
mento Espectral que facilita a determinacao do espectro de um elemento de uma algebra unital
quando este puder ser expresso como a imagem de um polinémio aplicado em um elemento desta
mesma algebra. Além disso, foi demonstrado que o espectro de um elemento é fechado, limitado
e, pelo Teorema de Gelfand, é nao vazio, considerando que tal elemento estd em uma algebra de
Banach unital sobre o corpo dos complexos.

Foi possivel observar aplicagoes dos teoremas demonstrados, no decorrer do trabalho, como
o Teorema de Beurling do capitulo (5), que foi utilizado na 1dltima segdo para mostrar que o raio
de um elemento auto-adjunto de uma C*-dlgebra é igual a sua norma. A unitizagao de algebras
e C'*-algebras foi abordada no trabalho. Isto permitiu que os resultados fossem vélidos para
casos mais gerais, em que as estruturas, nao necessariamente, possuiam unidade. O teorema
final: Um x-homomorfismo ¢ : A — B de uma *-dlgebra de Banach A em uma C*-dlgebra B é
contrativo, isto €, || (a) ||<|| a ||, para todo a € A ; foi um dentre os que demandaram o uso
de unitizagoes.

De modo geral, os objetivos propostos para este trabalho foram cumpridos. O trabalho
apresentou de maneira detalhada um contetido que introduz o estudo de Algebra de Operadores,

assumindo, para isso, resultados bem conhecidos de Andlise Funcional.
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9 Apéndice: Operadores em Espacos de Hilbert

Iniciemos estd secao com a definigdo de espaco de Hilbert e com um lema que sera utilizado

no préximo toépico.

Definicao 9.1. Um Espac¢o com produto Interno ¢ um espaco vetorial X com um produto
interno definido no mesmo. Um espaco de Hilbert é um espago completo com produto interno.
Um produto interno em X € uma fungdo de X x X para o corpo de escalares R ou C de
X, ou seja, para todo par de vetores x e y hd um escalar associado, < xz,y >, chamado produto
iterno de x e y.

Sendo que, para x,y e z € X e a € K, tem-se
1. <x+y,z>=<z,2>+ <Y,z >;
2. <ax,y>=a<x,y>;
3. <xyy>=<y,x >;

4. <zxz,x>=0;

< z,x >=0 se, e somente se, x = 0.

Um produto interno induz uma norma em X dada por

||z ||=V<z,x>.

Portanto, espagos com produto interno sao normados e espacos de Hilbert sao espacos de Banach.

Lema 9.1. {Nicleo fechado} Sejam X eY espagos normados e considere
T: X —Y,

um operador linear limitado. Entao o nicleo de T, N(T), € fechado.

Demonstragao. Mostremos que o nicleo de T é igual ao seu fecho, N(7T'). Para tanto, escolha

x € N(T), por definigao, existe uma sequéncia (x,)nen € N(T), tal que z,, — x. Como T é
um operador limitado, ele é continuo. Disso, segue que Tx, — Tz. Como Tz, = 0, para todo
n € N, tem-se que Tz = 0. Logo, N(T') = N(T). O

9.1 Representacao de funcionais em espagos de Hilbert

Teorema 9.1. Teorema de Riesz Todo funcional linear limitado f em um espago de Hilbert

H pode ser representado em termos de um produto interno:
flx) =<uz,2>,
onde z depende de f, € determinado unicamente por f e tem norma

Lz (=l

7



Demonstracdo. Esta demonstracao sera dividida em trés partes:
Afirmacao 9.1. f possui uma representagio f(x) =< x,z> .

Demonstragao. Se f =0, escolha z = 0. Entao f(z) =<z,z>ellz||=|| f |-

Para o caso f # 0, vejamos quais propriedades z deve satisfazer para que tal representagao
exista. Primeiramente, z # 0, caso contrario, f = 0.

Como f é um funcional linear, N(f) é um espago vetorial e, por f ser também limitado, pelo
Lema do Ncleo fechado, N(f) é fechado. Sendo f # 0, N(f) # H. Portanto, pelo Teorema
da soma direta, N(f)+ # 0. Assim, N(f)* contém um zy # 0. Escolha

v = f(z)20 — f(20)z,

onde x € H é arbitrario.
Aplicando f,

Portanto, v € N(f).
Como 29 € N(f)*,
0=<w,20 >=< f(z)z0 — f(20)x, 20 >=
f(l’) < 20,20 > _f(ZO) <, z0 > .
Note que < 29, z0 >=|| 2o ||*# 0. Entao,

f(z0) < z,20 >
< 20,20 > '

fz) =

Denote
f(20)20

< 20,20 >
como o produto interno é linear conjugado na segunda entrada, segue que
f(20) f(z0) <x,20 >

<X,z >=< xr,————7z) >=
< 20,20 > < 20,20 >

f(@).

Sendo x € H arbitrario, a primeira afirmacao estd demonstrada.

Afirmacao 9.2. z € H, satisfazendo f(x) =< x,z >, € inico.

Demonstragdo. Suponha que para qualquer x € H, existam z1 e zo, tais que

flz) =<z,21 >=< 1,29 >.

Assim, para todo x € H,

0=<um,21 — 29 >.

Considere x = z1 — 29, tem-se

0=<z1 — 29,21 — 22 >=|| z_22 ||* .
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Por defini¢ao de norma, z1 = z2. Seque a unicidade.
Afirmacao 9.3. || z ||=]|| f || . Demonstragio. Se f =0, entio z=0 e || z||=|| f || . Caso
f #0, tem-se z# 0. Pela primeira afirmagado,
flz)=<uz,z>.
Portanto,
| z|P=<zz>=fRI<I [ 2.

Como z # 0,
2 [<Il fII-

Para demonstrar a igualdade, bata provar que || f ||<|| z|| . Usando a desigualdade de Schwarz,

segque que
f@) =<z z>|<|[z] . |[z].
Assim,
1 fll= sup [ <a,z>|<|[z].
z||=1
Logo,
A=l =211 -

Lema 9.2. {Igualdade} Se em um espago com produto interno X,
<vVL,w >=< v2,W >,

para todo w € X, entdo v1 = vo. Em particular, se < vi,w >= 0, para todo w € X, seque que

V1 = 0.
Demonstragcao. Por hipotese, para todo w € X,
< — v, w >=<v1,w > — < v, w >=0.

Para w = v; — v, tem-se || vy — va ||>= 0. Por definicio de norma, v; = vy. Por sua vez, se

< vy, w >= 0 para todo w € X, escolha w = vy. Assim, || v1 ||>= 0, implicando v; = 0.

Definicao 9.2. {Forma sesquilinear} Sejam X e Y espacos vetoriais sobre o mesmo corpo

K (=R ou C). Entdo, uma forma ou um funcional sesquilinear h em X xY € uma funcgao

h:XxY —K

satisfazendo, para todo x,x1,x2 € X ey,y1,y2 € Y e para todo o, 3 € K :

1. h(x1 +x2,y) = h(z1,y) + h(22,9);

2. h(z,y1 +y2) = h(z,y1) + h(z,y2);
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3. h(az,y) = ah(zx,y);
4. h(z,By) = Bh(z,y).

Assim, h € linear na primeira entrada e linear conjugado na sequnda, ou ainda bilinear caso
K =R.

Se X eY sao espagos normados e existe ¢ € R, tal que, para todo (x,y) € X XY,

[z, y)l <cllz|l- 1yl

entao h € dita limitada, e o numero

h
Ihl= s @O Gn h@ )l
@yexsy (oo 1z Iyl jjz=yi=1

é chamado norma de h.

Note que

(e, y)l <[ Rl Al - Ty -

O produto interno, por exemplo, é sesquilinear e limitado.
Pelo Teorema de Riesz, pode-se encontrar um representacao geral para formas sesquilineares
b

em espagcos de Hilbert.

Teorema 9.2. { Representacdao de Riesz} Sejam Hy, Ho espacos de Hilbert e
h:Hy x Hh— K
uma forma sesquilinear. Entdo h tem uma representa¢ao
h(z,y) =< Sz,y >,

onde S : HH — Hy ¢ um operador linear limitado. Sendo que S € unicamente determi-
nado por h e tem norma
IS H=l Rl

Demonstragao. Consideremos h(zx,y), que é linear em y. De fato, se y = aw, entao,

h(z,y) = h(z, aw) = ah(z,y) = ah(z,y).

Para que o terorema de Riesz possa ser usado, fixemos x. Logo, existe uma representagao

para h(z,.) na qual y é variavel, digamos,

hz,y) =<y, z;s > .

Portanto,

h(%?/) =< Zz, Yy >,
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onde z, € Hy é unico para cada x € Hy. Assim, h(z,y) =< z;,y >, com z variando, define um
operador
S H1 — H2

r— St = 2z,.

Substituindo z, = Sx, tem-se
h(z,y) =< Sz,y >,

como afirmado.
Vejamos agora que S é linear. O dominio de S é o espago vetorial Hy e como h é sesquilinear
com h(z,y) =< Sx,y > , obtém-se:
< Saxr + Bra),y >= h(azi + Brg,y) =
Oéh(fﬁl, y) + 5h(x27 y) =
a< Sz, y>+p < Sxa,y >=
< aSxy 4 BSTe,y >,

para todo y € Hs. Assim, pelo Lema da Igualdade,
S(Ole + ,8332) = aSz1 + fSTs.

Mostremos que S é também limitado. Ignorando o caso trivial em que S = 0, tem-se

|h(z,y)|
[ h|l= sup ——"rr =
zyzo |l 2]yl
| < Sz,y > | | < Sz, Sz > |
sup —————— =2 sup ——————— =
ew0 1T Y1l 7 zsezo 2] || Sz |
Sz ||? Sx
wp SISl g
w500 || || [ S| wx0 (|2 ]|

Logo, [| S {[=[[ A -

Provemos a unicidade de S. Suponha que exista um operador linear
T: H1 — HQ,

tal que para todo x € H; e y € Hs, tenha-se:

h(z,y) =< Sz,y >=<Tx,y > .

Pelo Lema da Igualdade, Sz = Tz, para todo « € Hy, isto é, S =T. O
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9.2 Operador Hilbert-adjunto

Definicao 9.3. {Operador Hilbert-adjunto T*} Seja T : Hi — Hs um operador linear
limitado, onde Hy1 e Hs sdo espacos de Hilbert. O operador Hilbert-adjunto T de T € da forma:

T*:H2—>H1,

satisfazendo, para todo x € Hy e, para todo y € Hs :

<Trx,y>=<uz,T'y>.
Vejamos que esta defini¢ao é consistente, ou seja, que para um dado T existe tal T™.

Teorema 9.3. {Existéncia} O operador Hilbert-adjunto T* de T, como na defini¢do acima,

existe, € unico e € um operador linear limitado com norma

T =T

Demonstragao. A féormula h(y,z) =< y,Tx > define uma forma sesquilinear em Hy x Hjp, pois
o produto interno é sesquilinear e T' é linear limitado. E possivel demonstrar a linearidade

conjugada de h na segunda entrada:
h(y, ozt + Bag) =<y, T(ax1 + fag) >

<y,aTx) + Txy >=

ah(ya l‘l) + Bh(ya 1:2)'

Pela desigualdade de Schwarz,
My, z)| = <y,Te>| <[y [| Tz [|<[[ T - [l |- ||yl

Disso, segue que h é limitada e, || A ||<|| T || . Mais ainda, tem-se:

| <y, Tx>| | < Tx, Tz > |
Infl= sup LSBT0 1o g LSTRTZ=] gy
zy20 Y12 ] 7 arazo || T[] ]
Logo, || h ||=|| T || . Pelo Teorema da representagao de Riesz, denotando S por T, temos

h(y,z) =< Ty, x >,

e segue do mesmo teorema que T* : Hy — Hj é operador linear limitado determinado unica-

mente por h, com norma

T =I AT

Perceba que
hy,z) =<y, Te >=< T y,x > .

Assim,

<Tx,y>=<uz,T*y >,
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isto é,

<Tx,y>=<uzTy>.
Entao, T é o operador procurado. O

Lema 9.3. {Operador nulo} Sejam X eY espagos com produto interno e @Q : X — Y um

operador linear limitado. Entdo,

1. Q =0 se, e somente se < Qx,y >= 0, para todo x € X e, para todo y € Y.

2. Se @ : X — X, onde X é espaco vetorial sobre o corpo dos complexos, e < Qx,z >= 0,
para todo z € X, entao Q = 0.

Demonstragao. 1. Se @ =0, entao, Qx = 0 para todo z € X. Assim, para qualquer y € Y,
< Qz,y >=< 0,y >=0< w,y >=0.

Por outro lado, se < Qx,y >= 0, para todo = € X e para todo y € Y, entao, pelo lema da
Tgualdade, Qx = 0, para todo x € X. Portanto, () = 0, por definigao.

2. Tem-se, para todo v = azx +y, v € X,
< Qu,v >=0,

isto é,

0=<Qax+y),ar+y>=
la? < Qz,z >+ < Qu,y > +a < Qu,z > +a < Qz,y > .

Por hipétese, os dois primeiros termos sao nulos. Escolhendo oo =1,
< Qrx,y >+ < Qy,z >=0.

Para a =1,
< Qz,y>— < Qy,z >=0.

Somando as equagoes, segue que < Qz,y >= 0 e, pelo item (1), @ = 0.
O

Note que na parte (2) do lema acima é necessario que X seja complexo. Assim, a afirmagcao

pode ser falsa se X for real.

Teorema 9.4. { Propriedades de operadores Hilbert-adjuntos} Sejam H, e Hy espagos
de Hilbert, S : HH — Hy e T : Hi — Hy operadores lineares limitados e o escalar. Assim:

1. <T*y,x >=<y,Tx > parax € H ey € Hoy;

2. (S+1T) =85*+T%
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3. (aT)* =aT™,

4. (T")" =T;

5. 1| T ||=1 77 ||=I| T %

6. T*T =0 se, e somente se T = 0;
7. (ST)* =T*S*, para H; = Hy.

Demonstracgao. 1. Por definicao de T™ e pela definicao de produto interno:

<Tryx>=<zx,Ty>=<Tr,y>=<y,Tr>.

2. Para todo z € Hy ey € Ho,
<z, (SH+T)'y>=<(S+T)z,y >=
<Sz,y>+<Tx,y >=
<z,S'y>+<z,TY>
<z, (S*T+T)y >.
Portanto, pelo lema da Igualdade,
(S+T)y=(S"+T)y,
isto é,
(S+T)" =8"+T"

3. Note que:
< (aT)'y,x >=<y,(aT)x >=

<y, a(Tzx) >=

a<yTxr>=

a<Try,x>=

<al*y,xz > .
Considere @ = (aT')* — &T™, entdo

< Qy,x >=< (aT)'y,z > — <aT*y,x >= 0.

Pela parte (1) do lema anterior, @ = 0. Assim, (aT)* = aT™.

4. Pelo item (1), para todo x € Hj e para todo y € Ho,

< (T*)'zyy>=<ux,Tx*xy>.
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Agora, pela definicdo de operador Hilbert-adjunto,
<z, Txy>=<Tz,y>.
Segue que, < (T*)*z,y >=< Tz,y > . Entao,
< (T —=T)x,y >=0.
Pela parte (1) do lema anterior, tomando
Q= () -,

tem -se @ = 0, isto é,
(TH)* =T.

Observagao 9.1. Pode-se denotar (T%)* por T**.

5. Note que
TT : H1 — Hl,

mas
T : H2 — HQ.

Pela desigualdade de Schwarz,
|| Tz |P=< Tz, Tz >=< T*Tx,z ><
| T* T || 2 I<[[ TT [ || = |
Tomando o supremo sobre todo x unitario, tem-se
I T IP<T*T ||

Assim,
TP T T I<HT* - T =T ]2

Segue que
| T [|=]1 T []* .

Trocando T por T, temos

| 7T |=(| 7T (|| T* || T [|=]| T |P=[ T[]

6. Imediata pelo item anterior e por definigdo de norma.

7. Como (ST')* é operador Hilbert-adjunto de ST,

<z, (ST)'y >=< STx,y >=< Tz, 5"y >=< z,T*S"y > .
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Assim, pelo lema da Igualdade,
(ST)" =T*S™.

86



Referéncias

[1] MURPHY, Gerald J. C*-algebras and operator theory. Academic Press, INC. 1990.

[2] KREYSZIG, E. Introductory Functional Analysis with Applications. University of Windsor.
1989.

[3] STEEN, Lynn arthur. Counterexamples in topology. New York: Springer-Verlag. 1978.
4] CONWAY, John B. A course in functional analysis. Graduate texts in mathematics. 1990.
[ y

[5] SOARES, Marcio G. Célculo em uma varidvel complexa. Rio de Janeiro: IMPA, 2007.

87



