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diante de uma situaçào. Além disso, corresponde à maneira de
escrever e 1er as sentenças comuns, nâo aritméticas.

Segundo, porque o aluno deve aprendcr a dispor o trabalho na
forma vertical (ou de câlculo), por êle mesmo, apenas quando tais
formas venham facilitar o câlculo. Num problema da vida diâria,
o aluno nâo encontra os numerais arrumados para êle. Conse-
qiicntemente. depois das experiências bâsicas de aprendizagem. jâ
se pode esperar que êle prôprio disponha de forma apropriada o
câlculo que val efetuar. Saber dispor seus calcules e arranjâ-los
na forma conveniente sâo coisas que o aluno précisa aprender.
Dispor os exemples para êle sempre na forma vertical, prontos para
computar, envolvendo muitas vêzes um câlculo que poderia ser feito
"de cabeça", ressalta apenas o mecanismo das operaçôes e nenhuma
contribuiçâo pode trazer ao aluno que précisa aprender a decidir
por êle prôprio o que fazer em situaçôes reais.

MULTIPLICAÇAO
Muitos alunos no 4? estâgio serâo beneficiados com um reensino

complete do processo de multiplicaçâo infciado no 3^ estâgio. Àmatéria para reensino pode ser organizada em duas etapas. Na
deve mostrar-se aos alunos como multiplicar quando um numeral

de dois algarismos é usado. (Para uma discussâo sobre a dife-
rença entre "numéro e numeral", ver pâgina 14 na seçâo para o
1' estâgio.)

Quando os alunos compreendem o sistema de nuraeraçâo de
base dez, o processo de multiplicaçâo pode ser visto como uma
simples operaçao de reagrupamento mais ou mènes elaborada.Neste processo, grupos de dez, de cem, de mil e assim por diante,
desempenhamum importante papel. Multiples de numéros bâsicoscomo 10, 100, 1 000 etc. (por exemple, 20, 30, 200, 4 000) sâo
tambem importantes ne processo de multiplicar. Muitos alunos
vao precisar e reensino que os ajude a recordar e que acontece
t e n t â t " L e r o r e p r e ^
tiolicacôp^ nnf̂ v5° ̂  Sâo as idéias implicitas nessas mul-
como mulh'nï' a ° ®"_usadas para ajudar o aluno a compreender
a î g ^ r i s Z P ° ^
Js aTqtismôtln?̂^ -ultiplicador é um numeral de dois ou
de 10 O reaqruDampnt̂  inultiplicaçâo por 10 ou mûltiploae lu. u reagrupamento nesta situaçâo é diferentp do nue se faz
quando se multiplica 10 ou um muhi^U a 1
u m a l g a r i s m o , o q u e p o d e T
tes e oraviiras Ar,» j- Ser demonstrado com obje-tos e gravuras. Apesar d.sso, o produto 30 V 2 por exemplo.
aruooTr°3 ° ^ X ^O. O ultimo exemplo sugere 2
3 0 y 2 o u 6 d e z e n a s o u 6 0 . P o r t a n t o ,30 X 2 ou 30 grupos de 2 sâo 60. Exemplos dessa natureza

conduzem os alunos à generalizaçâo de que o produto de um nume
ral de um algarismo por um numeral tcrminado em zero também
termina em zero. À multiplicaçâo por um numéro que termine em
dois ou mais zeros envolve generalizaçôes semelhantes. Convém
fazer uma revisâo e, se necessârio, recnsiiiar êstes conhecimentoa
no 4^ estâgio, pois ajudarâo a criança a compreender as multipli-
caçôes por numéros represcntados por dois algarismos.

É preciso que o aluno perceba, por exemplo, que para multiplicar
por 36, multiplica-se primeiro por 6, depois por 30, e, finalmcnte,
reûncm-se os dois produtos parciais pela adiçâo. A multiplicaçâo
envolve uma variaçâo do processo de "réserva". Essa variaçâo
requer ensino cuidadoso. Sempre que a multiplicaçâo résulta cm
10 ou um numéro maior que 10, o numéro de dezenas deve ser
guardado, até que a prôxima multiplicaçâo seja feita e, entâo, o
numéro guardado serâ adicionado ao resultado dessa multiplicaçâo.
Essa sequência é diferente da usada em adiçâo, quando a "réserva"
é ad ic ionada imed ia tamen te .

A réserva na multiplicaçâo pode ser demonstrada com objetos,
deixando-se a criança ver como, em cada etapa, os grupos de 10
sâo deixados de lado, até que se complete a prôxima etapa da
multiplicaçâo.

De maneira semelhante, na multiplicaçâo envolvendo numéros de
3 algarismos, quaîqucr centena obtida da multiplicaçâo e reagru
pamento de dezenas précisa ser guardada, até que se faça a mul
tiplicaçâo das centenas.

É claro que êsse procedimento pode cstender-se à multiplicaçâo
de numéros represcntados por mais de 3 algarismos. À medida
que se trabalha com numéros maiores, as demonstraçôes com objetos
tornam-se mais dificeis. Por isso, é importante ajudar o aluno a
compreender a natureza do processo de multiplicaçâo, usando pro-
gressivamente, o simbolismo. O grande poder da Matemâtica estâ
no emprêgo dos sîmbolos para economizar tempo e cnergia.

D I V I S Â O

É comum hoje em dia ensinar a divisâo pelo processo longe (com
1 algarismo no divisor e 2 algarismos no quociente) no ^estâgio.
É também possivel, nesse estâgio, ensinar a divisâo com 2 algarismos
no divisor e 2 algarismos no quociente. Quer se tenha feito êsse,
ensino no 3^ estâgio, quer nâo, convém que haja, no 4" estâgio.
o reensino da divisâo pelo processo longo com um numéro de um
algarismo no divisor. Isto leva, conseqûenteraente ao ensino (ou
reensino) da divisâo por um numéro de 2 algarismos no divisor.

A divisâo é geralmente considerada como o mais dificil processo /
bâsico. Uma das razôes é o fato de ela nâo ser um processo
direto, como a adiçâo e a multiplicaçâo, e de exigir habilidades
em estimar e ajustar o quociente até nos mais simples exemplos.
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Os algarismos do quociente devem ser estimados, etapa por etapa,
e se em alguma etapa a estimativa nâo é conveniente, antes que
se possa continuai o processo, é preciso fazei-se uma correçao ou
m e s m o u m a n o v a e s t i m a t i v a .

É bom lembrar que o processo de computar em divisâo é baseado
na subtraçâo de grupos iguais, que sâo subtraidos até que se extinga
todo o grupo original (que é o dividendo). Convém demonstrar
o processo com objetos e desenhos, antes de introduzi-lo simbô-
l i c a m e n t e .

De inicio, nenhum esfôrço deve ser feito para subtrair o maior
numéro possivel de grupos iguais. Para efetuar a divisâo 864 -f- 50,
costuma-se subtrair primeiro 10 grupos de 50, ou 500, e, depois,
subtrair 7 grupos de 50, ou 350. para obter o quociente completo
de 10 -f- 7. ou 17 c o resto de 14. Entretanto, em vez de subtrair
7 grupos de 50 no segundo passo, séria perfeitamente possivel
subtrair apenas 5 grupos de 50. Depois, numa terceira tentativa,
seriam subtraidos mais 2 grupos de 50 para obter-se o quociente
10 + 5 -{- 2 = 17.

1 A maior dificuldade em divisâo surge do hâbito de insistir que
1 se use o quociente "certo" em cada etapa.Mesmo as pessoas mais amadurecidas e hâbeis nem sempre con-

seguem o quociente certo" na primeira tentativa. No entanto,
corrigem seu traba ho e continuam a dividir. Costuma fazer-se essa
correçao, apagando o trabalho feito com a estimativa incorrcta,
para micia-lo novamente. Um modo mais simples é continuai otrabalho e ajustai o quociente à medida que a operaçâo continua
a_ser feita. Recomenda-se essa maneira de procéder na introdu-^ que a criança adquire maturidade
e habihdade sera conduzida gradualmente a melhorar suas estima-

I ivas. ao se deve esquecer de que, no inicio. compreender o
processo e mais importante que estimar eficientemente

Algumas das chamadas "dificuldades" em divisâo têm sidoconsideradas como diferentes etapas a serem vencidas e. por isso.
sao_ensinadas separadamente. Tais "dificuldades" incluem a colo-caçao dos algarismos abaixados" do dividendo e os casos tipicosde dificuldades corn zero . Essas "dificuldades" surqem. quando

' divisao baseia-se em regras aprendidas sem compreen-sao (divida, multiphque, _subtraia. "abaixe o algarismo seguinte"
I- , r ^ divisao longa pelo método que apresentamos,
Tkm j®- "'"P'̂ ^ensâo do processo, desenvoive tambéma habiiidade em dividir.
Eventualmente os alunos precisam aprender como operar com

exemp os mais complexos de divisâo. Precisam îambém desenvol-
u s o d o n L c p " e fi c i e n t e s n o
dnaimpnfr j conhecimentos devem ser introduzidos gradualmente, sendo um dos mais importantes, saber que o divisor eo dividendo podem ser multiplicados ou divididos pelo mesmo numé

ro sem que o quociente se altéré. For exemplo, dividindo 98 por
14 teremos o quociente 7 (98 14 = 7). Poderiamos, entre
tanto, dividir 98 e 14 por 2. Terîamos, entâo, a divisâo 49 7,
que é um fato fundamental. O quociente 7 foi o mesmo em ambas
as divisôes. Êste conhecimento facilita a compreensâo do "por-
quê" o divisor e o dividendo sâo arredondados na estimativa dos
quocientes parciais. Além disso, tal conhecimento dâ base para
compreender a divisâo envolvendo décimais .

Muitos métodos de estimar os algarismos do quociente baseiam-
se no arredondamento do dividendo e do divisor. O arredonda-
mento de numéros é uma idéia importante em si mesma e possui
muitos empregos além da estimativa do quociente. Aqui, entre
tanto, êle sera encarado, principalmente, pelo papel que desem-
penha em divisâo. Convém notai que regras formais como as
que no passado receberam nomes como "método do quociente apa-
rente" c "método do acréscimo de um" nâo serâo abordados aqui,
pois tais regras nâo sâo cocrentes com a orientaçâo que adotamos.

Inicialmente, o aluno pode aprender a arredondar numéros para
mais ou menos. Por exemplo, quando 285 é arredondado para a
centena mais elevada e mais prôxima. é substituido por 300.
Quando arredondado para a centena inferior mais prôxima, é subs
tituido por 200. Corn êste conhecimento e o de que se pode subs-
tituir 180 -H 30 por 18 -h 3, o aluno esta pronto para compreender
o método de estimar os quocientes parciais num caso como
64 895 -h 871. Neste exemplo sera preciso saber arredondar o
divisor para a centena mais prôxima e mais elevada. Entâo, men-
talmente, o aluno irâ substituir 871 por 900. Em seguida, arre-
dondarâ o dividendo para menos. Assim, 64 895 sera substituido
por 63 000 porque êste numéro é divisîvel por 900. Entâo, lem-
brando que o divisor e o dividendo podem ser divididos pelo mesmo
numéro sem afetar o quociente, o aluno dividirâ 900 e 63 000 por
100. Isso reduz o problema à divisâo de 630 por 9, cujo quociente
é 70. Assim, poderâ usar 70 como primeiro quociente parcial. O
segundo quociente parcial, seguindo a mesma técnica de estima
tiva, serâ 4, como aparece no primeiro exemplo a seguir.

(a) (b) (c)
6 4 8 9 5 1 871 5 4 0 0 0 1 72 54 000 1 7 2

60 970 7 0 4 2 2 0 0 6 0 0 50 4 7 5 0

3 9 2 5 4 1 0 8 0 0 1 0 0 3 6 0

3 484 7 200 3 6 0

4 4 1 7 4 3 600

3 6 0 0

5 0

7 5 0

0 0



I

82 E s TÂGI0 4
M U L T I P L O S E D m S O R E S 8 3

, Jrfnn ° estimar, aplicado ao segundo e.xcmpio(54 000 — 11), Jeva a pensar em 48 000 h- 80 = 600 Assima subtraçâo a ser feita (subtrair de 48 000, 600 grupos de 72)'
nao apareceria na divisâo convencional. Entretanto, nao hâ neces-
sidade de usar a borracha e comcçar de novo. O quociente parcial
estimado dessa maneira, pode nao ser o vcrdadeiro. mas sera sem-
pre menor que ele. Consequentemente nao hâ neccssidade de apa-
gar o trabalho iniciado, podendo computar-se sem interrupçâo. A
segunda vantagera dêsse método é encontrar-se o quociente parcialverdadeiro com mais facilidade que arredondando o divisor para
menos. Terceiro, évita a necessidade de ensinar certas regras auxi-
Jiares, necessarias em casos especiais e que sempre surgem quando
outros métodos sâo usados. Per isso, esse método de estimar
quocientes parciais é chamado método da "regra unica".

A segunda divisâo, quando rcsolvida pelo método convencional
como mostra o exemplo (c), ilustra uma das "dificuldades com'
zero mencionadas antes. Alunos que aprenderam a dividir pelo
metodo convencional têm. muitas vêzes, dificuldade de encontrara resposta 750 porque esquecem do "zero" final do quociente.
Usando o metodo que estamos discutindo, tal êrro ocorre im menor

A pesquisa e a experiência mostram que na prâtica criancas eadultos desenvolvem uma variedade de métodos para estimar os
quocientes parc.a.s, o que deve ser estimulado. Mas no fnicio
quando o objetivo principal deve spf n i • , micio,
preensâo. é importante que o mecanicmn ̂ °lvimento da com-ficado, tanto quanto possivcl. A divisâo Ion simph-ja é uma forma abreviada do processo que sf desenvolvIu'itavS
de muitos anos. Leva à economia a,. * uesenvoiveu acraves
hâbeis em computar, mas é muito dificif̂ ar 9"̂  ja sao
d o e n s i n o d o p r o c e s s o . " o " " ^ l o

Convém considerar, também a
resto da divisâo. O resto pode se ^°rreta de interprétai o
u m a f r a ç â o , m a s o n u m é r o a s s i m f o r m a itivo. A interpretaçâo do resto prSf","™ Tf 'nada. A criança deve aprender a eJ-f cuidadosamente ensi-
sentido. Précisa lidar com situacôes III absurdas, sem
mente, que o resto pode permitir o arredoT/'®
para um numéro inteiro e, também com do quociente
possa ser usado para formai uma fracâo ® °decidir quando serâ conveniente procéder ^P'̂ ^er a
m a n e i r a . ^ « - e a e r d e s t a o u d a q u e l a

A interpretaçâo do resto depende da cîh, -
é usada. Se a situaçâo envolve objetos que nnd° ̂  divisâo
o resto pode ser usado em forma de fracân ser fracionados,
ças podem repartir entre si 11 barras ^ exemplo. 2 criDarras de chocolate igualmente.

M

cada uma ficar corn 5 1/2 barras. Entretanto, se 3 meninas têm
16 balôes, nâo é razoâvel reparti-los igualmente; 5 1/3 balôcs como
resposta a esse problema révéla falta de atençao ou falta de com-
preensâo da situaçâo. Instruir o aluno (logo que aprende a usar
fraçôes) a aproveitar sempre o resto para formai uma fraçâo. nâo
constitui prâtica aconselhâvel. É preciso aprender a interprétai o
resto de acôrdo com a situaçâo. O resto é usado, às vêzes, de
maneira dificil de ser interpretada. Médias constituem um exem
ple. As vêzes, a iraprensa usa frases como: "O numéro médio
de pessoas era 91,3". O "senso comum" leva-nos a concluir que
êste dado deveria ser expresse como 91, o que na realidade detur-
paria a sua significaçâo. Portante, expressôes como essas que
constituem exceçôes ao "senso comum" e que surgem em estatis-
tica e em aplicaçôes semelhantes nâo devem ser discutidas com as
crianças nessa etapa da aprendizagem.

Mùltiplos e divisores

D I V I S I B I L I D A D E

c n a n -

s e

Paralelamente ao estudo da divisâo e multiplicaçâo, convém
desenvolver os conceitos de "raùltiplo" e "divisor".

Chama-se ao rcsultado de uma multiplicaçâo de "produto" e aos
o u t r o s n u m é r o s n e l a e n v o l v i d o s d e " f a t ô r e s " .

Assim, em 5 X 7 = 35, 5 e 7 sâo fatôres de 35. Também
se poderia dizer que 5 e 7 sâo "divisores" de 35 e que 35 é mûltiplo
de 5 e 7, pois 35 pode ser dividido por cada um dêsscs numéros,
(5 e 7), sem deixar resto.

5 e 7 sâo um par de fatôres de 35, porque 5 X 7 = 35.
Outro par de fatôres de 35 séria 1 e 35. pois 1 X 35 = 35.

Assim, 35 tem dois pares de fatôres: 5 X 7 e 1 X 35. Portanto,
todos os fatôres de 35 sâo: 1, 5, 7 e 35. Diz-se, entâo, que 35
é um "numéro composto" pois admite mais que um par de fatôres.

Os numéros podem ser expresses em pares de fatôres. Por
exemplo, pode escrever-se 72 usando os seguintes pares de fatôres:
I X 72, 2 X 36, 3 X 24, 4 X 18. 6 X 12, 8 X 9. Logo, todos
os fatôres de 72 sâo: 1, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 12, 18, 24, 36 e 72.

Outra maneira de exprimir essa situaçâo séria dizer que: 1, 2,
3, 4, 6, 8, 9, 12, 18, 24, 36 e 72 sâo divisores de 72 e que 72 é
mûltiplo de todos êsses numéros ou, ainda, que 72 era divisivel por
ê s s e s n u m é r o s .

Convém que o aluno adquira a noçâo de que os numéros cha-
mados "primos" sâo os que têm apenas um par de fatôres diferentes!
o fator 1 e o prôprio numéro.
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2 = 1 X 2
3 = 1 X 3
7 = 1 X 7

1 1 = 1 X 1 1
1 3 = 1 X 1 3 e t c .

Portante, os numéros primes nâo têm mais que dois divisores.
É intéressante levar o aluno a concluir que os numéros também

podem ser expresses per um produto de apenas fatôres primes:

7 2 7 2 7 2

8 X 9 2 X 3 6 4 X 1 8

T^X3X3 2X4^ r^ 4 X 2 X 9 _
2x'2>^X3X3 2X2x2X3X3' 2 X 2^^ X 2 X 3~^
L o g o , 7 2 = 2 X 2 X 2 X 3 X 3

Costuma introduzir-se essa noçào de maneira puramente mecâ-
nica, levando o aluno a usar o algaritmo conventional para "decern-
per o numéro em fatôres primos", antes de obter-se qualquer
compreensâo. Essa falta de compreensâo é evidenciada c respon-
sâvel pela prâtica inconveniente de muitos alunos usarem o
algoritmo para escrever em fatôres primos numéros simples como
6 (2 X 3). 15 (3 X 5 ), 8 (2 X 2 X 2). etc.

Orientando-se o ensino corn base na compreensâo, consegue-se
que o aluno adquira uma boa habilidade em escrever, "de cabeça",
um numéro como um produto de fatôres primos.

MÛLTIPLOS DE 2. 5 E 10
Uma vez compreendidas as noçôcs de mûltiplos e'divisores, sera

util aprender as caracter.st.cas dos numerais que representam ntime-
ros divisiveis por 2. 5 e 10. As vêzes: i- nr,cc7„«i • i-
j c j - • - j - ® ^ p o s s i v e l e m t e l i g e n t e . a n t e sd e t a z e r a d i v i s a o , d i z e r - s e s e o n û m e m j j - - j -

j . . . . n u m é r o q u e s e p r e t e n d e d i v i d i rperm.te ou nao uma d.v.sao exata. Dai, a importância do conhe-cimento de alguns caractères de divisibilidade dos numéros, quando
f a c e i s d e r e c o n h e c e r . ^

o dominio dos principios que estruturam o sistema decimal de
numeraçao perm.te que a cr.ança compreenda porque é étante
observar os aîgarismos das unidades simples nara oasiance
é ou nâo divisjvel por 2. 5 ou 10. ̂  ̂  ̂

Suponhamos que se precise saber se 4 278 permite uma divisâo
e x a t a p o r 2 , o e 1 0 .

Pode reagrupar-se 4 278 da seguinte maneira:

4 000 (4 X 1 000)
2 0 0 ( 2 X 1 0 0 )
7 0 ( 7 X 1 0 )
8 ( S X 1 )

Nâo sera dificil levar a criança a compreender, através de demons-
fraçôes com objetos concretos e desenhos, que, se 10, 100 e 1 000
sâo divisiveis por 2, qualquer conjunto de dezenas, centenas ou
milhares. também o sera. Logo, para se conhecer os numéros divi
siveis por 2 basta examinar o algarismo das unidades simples.

Para alcançar essa compreensâo convém usar nas primeiras
experiências numéros menores do que os que usamos como exemple.

No decorrer dessa aprendizagem, a criança sera guiada no sentido
de chegar a generalizaçôes como:

— se o numéro de unidades simples pode ser dividido por 2, o
numéro todo pode ser dividido por 2;

^— qualquer nûmero pode ser dividido por 2, se o algarismo das
unidades é 0, 2, 4, 6 ou S:
qualquer nûmero par pode ser dividido por 2.

De maneira semelhante, pode demonstrar-se a divisibilidade por
5 e 10, levando a criança a concluir que todos os mûltiplos de 10
sâo representados por numerais terminados em 0, e os mûltiplos de
5, por numerais terminados em 0 ou 5.

Embora nâo tâo fâceis de reconhecer, as caracteristicas dos nume
rais que representam nûmeros divisiveis por 4, 8, 3 e 9 também
podem raerecer atençâo, desde que o professor julgue conveniente.
Para isso deverâ observar a receptividade dos alunos para uma ver-
dadeira compreensâo dos principios que conduzem às generalizaçôes
de onde se concluem as regras prâticas.

Calculo mental

Jâ se falou da importância que têm na vida prâtica, os câlculos
feitos "de cabeça". Portante, o uso de processes abreviados capa-
zes de facilitâ-los precisam ser estimulados em cada estâgio alcançado
pelo aluno.

Convém lembrar, entretanto, que a habilidade de computar ,sem
papel e lapis depende, é claro, da capacidade de cada criança e que,
portante, os processes usados podem varier grandemente. Cabc ao
professor apresentar principios gérais e deixar que o aluno os utilize
de acôrdo com suas possibilidades.
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Qualquer processo original utilisado pela criança deve ser valori-zado, cabendo ao professor encorajâ-la a criar suas prôprias técnicas
para lazer calculos de cabeça".No 4'' estagio o aluno jâ deve ter adquirido certo domînio no
processo de multiplicar. compreendendo, por exemple, que para
mu ip icar por , multiplica-se por 2 e depois por 10 ou vice-versa.

om ase nesse conhecimento e na compreensâo do importante papel
que desempenham na multiplicaçâo numéros bâsicos como 10 e 100,e intéressante desenvolver alguns processes abreviados para muiti-
phcar mais rapidamente por 11. 9. 5, 15, 25 ou por numéros multiples

pvemnîn V ^ ^ preciso compreender, porseràTàso 35 (mais uma vcz 35)
^âo 350 9 VP7PC mesmo modo, se 10 vêzes 35sTa 3?5 35) serâo 350 menos 35, ou
vêfer2rsâo'240r5''vTzes ̂  ®̂9uinle maneira,- 10mefade de 240, ou seja, 120. numéro de vêzes) sera a

pliSrp̂orT5.''°Par7i'rt«!seT5°"̂^̂^ pmcesso abreviado de multi-
fâcil saber que 10 vêzes 12 D X 12. É
somar ainda 5 vêzes 12 imdt j ' achar 15 vêzes 12, faltade 120. Logo 15%LJT2 '2), ou seja, a metade
produto (120 + 60 = IfiQ) ® metade dêsse

Entre os processes abreviadnç ^
para o câlculo "de cabeça" ,4 ^ criança pode lançar mao
por 25. Por exemple, é fâcil atençâo a multiplicaçâoPara obter 25 vêzL 32 (a lart X = 3200).
tomar a quarta parte dêsse numéro de vêzes) bastarâo trabalho no 4'esWgto'̂ ot ° ̂  = ®°°'-
crescimento da habil idade de para um continue
volvcndo multiplicaçôes como aŝ an" cabeça". SituaçÔes en-o aluno às seguintes generalizaçôeT̂ "̂'̂  acima, podem conduzir

a) Multiplicar por 11 é multiplicar ne in
v e z . 1 0 e s o m a r o n u m é r o u m ab) Multiplmar por 9 é multiplicar por ,0 e subtrair o numéro

^ 10 n achar a metade do
d) Multiplicar por 15 é multiplicar nn, ,n

p r o d u t o . P ^ 0 e s o m a r a m e t a d e d o
e) Multiplicar por 25 é

parte do produto. P icar por 100 c achar a quarta

Outres processes abreviados sâo possiveis quando multiplicaçôes
e divisées envolvem mûltiplos de 10. Muitas vêzes, êsses processos
sâo apresentados meramente como "regras" e aplicados sem que se
tenha conseguido a necessâria compreensâo. Entretanto, se o aluno
compreender os principios do sistema de numeraçâo decimal nâo terâ
dificuldade em compreender generalizaçôes como: — O numeral que
exprime o produto terâ todos os zeros finals do multiplicador e do
multiplicando. Essa generalizaçâo permite que o aluno. para mul
tiplicar 400 X 7000, escreva logo para produto 28 seguido de cinco
zeros, ou seja, 2 800 000.

De maneira scmelhante, ao dividir um mûltiplo de 10 por outre
mûltiplo de 10, o aluno pode determinar imediatamente o numéro de
zeros do quociente. Àssim, se élc val dividir 2 800 000 por 700 es-
creverâ para quociente 4 seguido de apenas très zeros. Esta habili
dade tem grande aplicaçâo na estimativa de quocientes parciais na
divisâo longa.

Pares de numéros

C O R R E S P O N D Ê N C I A

À idéia de correspondência é de grande significaçâo matemâtica^o.
Embora seja difîcil precisar exatamente êsse conceito na Escola Pri-
mâria, nâo é difîcil levar o aluno a perceber algumas de suas diversas
aplicaçôes em situaçôes-problema.

Se o aluno é capaz de ver, por exeraplo, que: "se 6 maçâs custam
Cr$ 300, 12 maçâs custarâo Cr$ 600, terâ vencido uma etapa na
compreensâo de importante aplicaçâo da idéia de correspondência.

Os problemas quantitatives envolvem correspondência entre numé
ros e faz-se necessârio um simbolismo convencional capaz de exprimir
e comunicar essas idéias. Entre as mais simples correspondências
matemâticas estâo as que envolvem pares de numéros, notadamente
as que se referem a relaçôes e a comparaçôes. Como acontece com
outras idéias matemâticas, o uso dêsse tipo de correspondência na
resoluçâo de problemas quantitatives exige o emprêgo de um simbo
lismo adequado. Usa-se, entâo, um par de numerais: a razâo.

Neste livro, em vez da habituai barra horizontal, usou-se uma
barra inclinada (como em 12/15) na representaçâo das razôes, ape
nas para que os numerais ficassem impresses na mesma linha. En
tretanto. dois pontes entre os numerais (como em 12:15) é outra
maneira comum de escrever as razÔes.

Para représenter a situaçâo das maçâs, sugerida acima, podem ser
usadas indiferentemente, entre outras, as razôes: 6/300, 12/600, ou,
ainda. a razâo 2/100.

As idéias que acabamos de di.scutir sâo bâsicas na compreensâo
de determinadas situaçôes da vida diâria e aparecem freqûentemente
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em problemas verbais, que ganham maior sentido pela aplicaçâo do
conceito de ccrrespcndência. Segue-se daî que simbclizar as corres-
pondências dêsse tipo através de razôes constitui excelente recurso
para a resoluçâo de tais problemas.

Constantemente as crianças encontram duas importantes idéias ma-
tcmâticas nas situaçôes-problema: a idéia de relaçâo e a idéia de
comparaçâo. Apesar da freqùência corn que sâo encontradas muito
pouco se tem dedicado ao ensino e ao desenvolvimento dessas idéiasComo resultado. o aluno fica sem o instrumento adequado para re-
solver os problemas que envolvem relaçâo.

Quando uma medida é posta em correspondência corn outra de
especie diferente. fica estabelecida uma relaçâo. Essa idéia é sim
ples e muito comum era situaçôes da vida diéria ?exemple, ,ue 12 balas custe. Cr$ 60. EsrsentençTTxpre ':::relaçao e dois numerals sao necessaries para exprimi-la. O numeral12 mostra o numéro de balas; o numeral 60, o numéro de cruzeiros
necessar̂s para comprâ-las. Hâ uma correspondência de 12 Zal
para Cr$ 60. Em outras palavras, hâ uma relaçâo entre o numérode balas e o seu preço. A mesma relaçâo pode ser estaheler-.! T
outras maneiras: 4 balas por Cr$ 20, ou 8 balas por Cr$ 40

Quando se estabelece a relaçâo do problema como "19Cr$ 60, os numerais 12 e 60 sào usados para exprimir a relaçâo'que'nesse caso, sera simbolizada pela razào 12/60, que se lê 12 pïïa 60"'
A mesma relaçao pode ser expressa pela razâo 4/20 (4 nar̂  7m '" " " " S i r ï i ™

. . S T ■ . "como se costuma exprimir. 60 km por hora A , 5°̂  ̂  ou.
expressa pela razâo 120/2 ou 60/1. ' nesse caso é

Convém lembrar, portanto. que um nnmor^inem sempre représenta uma fraçâo. Por exemnT*̂" sôbre o outro
las" e dos "cruzeiros", nâo se pode dizer al " kT
d o d i n h e i r o " . ^ ® f r a ç â o

Qualquer uma das diferentes razôes ou narsentam uma relaçâo pode ser usada para exprimi
derâ que as razôes 4/20, 8/40, 12/60 e outras s" .-j ̂
exprimir a mesma relaçâo no problema da compTa da
sequentemente, é correto escrcver-sc 1/5 — 7?in= 12/60. Essa igualdade sera compreendida pelo ahino sT'l"
ver varias maneiras de agrupar as balas p 1 puder
a m e s m a r e l a ç â o . c r u z e i r o s , m a n t e n d o
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Hâ métodos computacionais para mostrar que duas diferentes ex-
pressôes (como 4/20 e 8/40) reprcsentam, na realidade, a mesma
relaçâo. Entretanto, nessa altura da aprendizagem, em que a aten-
çâo deve voltar-se para o desenvolvimento do conceito a ser formado,
nâo convém introduzir êsses métodos. deixando-se para mais tarde
detalhcs como maneira de computar.

Também as situaçôes de comparaçâo envolvem dois grupos de
objetos e. ainda aqui, serâ preciso usar um par de numerais para
exprimir a comparaçâo. Por exemple, suponhamos que José tenha
10 modelos de aviâo e que Paulo tenha 15. Se Pauîo disser: "José,
eu tenho 15 aviôcs para cada 10 aviôes seus", estarâ enunciando
uma comparaçâo que se exprime pela razâo 15/10. A mesma cor
respondência poderia ser expressa por outras razôes (por exemple,
3/2 e 9/6).

Tomando como base de comparaçâo os aviôes de José, terîamos
uma razâo diferente (10/15).

A idéia de comparaçâo surge da correspondência grupo a grupo
de elcmentos da mesma espécie.

Fraçôes
Outra idéia que envolve um "par de numéros" é a idéia de fraçâo.
A fraçâo, de grande importância em Matemâtica, tem sido consi-

derada dos assuntos mais dificeis, provàvelmentc, pelo fato de sua
compreensâo exigir muitas idéias.

Antigamente, esperava-se que os alunos operassem com as fraçôes
(reduzindo à expressâo mais simples, adicionando, subtraindo, mul
tiplicande e dividindo) antes de compreender o significado dos sim-
bolos nelas envolvidos. Faltando compreensâo c "insight", professor
e aluno tiveram necessidade de lançar mâo de um complexe conjunto
de regras, aprendido à custa de trabalho penoso — repetiçâo e mais
repetiçâo.' Em tais circunstâncias, incvitàvelmente, muitos alunosdcixavam de alcançar os objetivos desejados.

No programa moderno de Matemâtica. um trabalho mais sério com
fraçôes pode ser iniciado no 4? estâgio. Nos estâgios anteriores. o
obietivo principal deve ser introduzir o conceito de fraçâo sem preo-
cupaçâo em desenvolver ainda os processes de câlculo. No 4̂  estâ-
qio se cuidarâ de aprofundar a compreensâo jâ obtida. iniciando-se
o ensino da adiçâo e subtraçâo de fraçôes e numéros mistos. Tam
bém os exemples simples de multiplicaçâo e divisao serao mtroduzidos
n e s s e e s t â g i o . , ^ .

Pesquisas e teorias modernas da aprendizagem tem mostrado a
grande importância de se desenvolver compreensâo antes de quai-quer esfôrço para aprender as regras que levam a habdidade em
c o m p u t a r.
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A compreensâo de fraçôes depende do reconhecimento da distin-
çâo entre numeral fracionârio (o sîmbolo da fraçâo) e a idéia queeste numeral représenta (a fraçâo em si). É a mcsma distinçâo
que existe entre numéro e numeral Compreende-se melhortal distinçâo considerando-se um exemple: Suponhamos que um
menino parta uma barra de chocolate em quatre partes iguais e coma
uma parte, deixando sômente très. Êle pode descrever a parte res
tante da barra de chocolate dizendo "très quartos", ou escrevendo
o n u m e r a l f r a c i o n â r i o .

4
Entretanto, poderâ usar outras formas (por exemple 7 5

, , , 8 1 2 l O o ^para descrever a mesma fraçao (ou parte) da barra. Portante os
numerais fracionârios-1 e |-podem ser pensados como duas di-
ferentes maneiras de représentât a mesma fraçâo.

A idéia de fraçâo é usada em situaçôes onde apenas parte de
alguma ccisa e ccnsiderada. Um numeral fracionârio diz quantoesta sendo considerado de uma coisa inteira, tomada como unidade
e, portante, representada por 1. Suponhamos, por exemplo, que sed.v.da alguma co.sa em très partes iguais e se tome duas Issas
partes. O aluno devera aprender que para simbolizar a correspon-denca entre estas 2 partes e o inteiro original usa-se uma nova
espécie de numeral, isto é, o numeral fracionârio —' onde o "3"
most ra o numéro de par tes iqua i<5 pm j - - i .e o -a-, o nâmero de partes qle sVcl̂ô  rn̂rar̂S:
(— ) mostra quanto estâ sendo considerado do inteiro. Essa parte
considerada, (que se représenta por-1) gr.arda com o inteiro (re-
presentado por 1 ) a mesma corrcsnnnrls«^;.. i > .Essa idéia é fundamental. O conccito do f ^
tras idéias. mas sua idéia fundamental é. o envolve ainda ou-

quc acabamos de discutir.

Reduçâo de razôes e numerais fracionarios
A idéia de que diferentes razôes podem sp

a mesma relaçâo ou a mesma comoara - para exprimir
paginas 87 e 88). Vimos que, estudand discutida (ver
aprende que a relaçâo 12/15 pode ser ° de objetos, o alunoRecomendamos que. de inîcio, nâo convé̂ T̂̂ ^̂  ®
todos computacionais porque uma razâo nn̂  explicar por mé-
têrmos. Note-se que a variaçào dos têrmosV-̂  ̂ xpressa em outros
podendo-se dividir ou mult ipl icar cada sentidos,termo pelo mesmo numéro.
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Também as fraçôes sâo expressas em têrmos maiores ou menores.
Entretant̂  pode considerar-se 4/5 e 8/10 como fraçôes diferentes,
pois 4/5 e 8/10 correspondem a diferentes maneiras de partir um
objeto fîsico. Assim consideradas, tais fraçôes representam o mesmo
numéro racional, mas nâo sâo iguais. Numéro racional é um conceito
abstrato que se dériva do ato de pensar em todo um conjunto de
fraçôes équivalentes como 4/5, 8/10, 16/20, etc., que representam
o mesmo numéro (classe de equivalência). Cada um dêsses nume
rais é um nome para uma fraçâo diferente, mas representam o mesmo
n u m é r o r a c i o n a l .

O conceito de numéro racional nâo précisa ser introduzido antes
do I' ano ginasial, nâo sendo também necessârio fazer nenhum es-
fôrço na escola primâria para distinguir numéro racional de fraçâo.
Entretanto, informalmente, pode desenvolver-se a idéia de numéro
racional, como, por exemplo, trabalhando com a linha numerada
(ver pâgina 93).

Scgundo a orientaçâo desenvolvida no ensino de razôes, o aluno
aprenderâ agora a substituir um numeral fracionârio por outro équi
valente. Assim, aprenderâ que pode encontrar um par de numéros
équivalentes dividindo (ou multiplicando) ambos os têrmos de um
dado par, por um mesmo numéro. Por exemplo, o par 6/10 pode
ser substituîdo pelo par 3/5, dividindo-se 6 e 10 por 2. De mancira
semelhante. o mesmo par (6/10) pode ser substituîdo por 12/20,
multiplicando-se 6 e 10 por 2. Como pares de numéros équivalentes
que cxprimem a mesma correspondência, as razôes podem ser usadas
para formar equaçôes como 6/10 = 3/5.

Às vêzes é conhecida uma determinada razâo e se conhece também
um dos têrmos de uma razâo a ela équivalente. O problema é encon
trar o outro têrmo da équivalente. Também com as fraçôes essa
situaçâo ocorre, sendo preciso ensinar ao aluno a encontrar o têrmo
desconhecido. Essa habilidade é de grande importância, pois é en-
contrada fundamentaîmente na soîuçâo de uma variedade de proble-
mas. Para citar apenas um exemplo, encontramos seu emprêgo na
adiçâo e na subtraçâo de fraçôes, quando é preciso substituir fraçôes
por outras équivalentes que tenham um denominador comum.

Operaçôes corn fraçôes

FRAÇÔES IMPRÔPRIAS E NÛMEROS MISTOS
No sentido primitivo, uma fraçâo représenta uma ou mais partes

iguais em que se dividiu alguma coisa considerada como unidade.Partindo dêste ponto de vista, parece sem sentido interpreter o par
de numéros 7/5 como 7 das 5 partes iguais de uma coisa"; assim
7/5 nâo pode representar uma "fraçâo prôpria", porque nâo é pro-

É
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priamente uma fraçâo. Entretanto, convém lembrar que matemàti-
camente, as fraçôes diferem dos numéros naturais (numéros naturals
sâo os chamados numéros de contagem — 1, 2, 3, 4 etc., e que sâo,
às vêzes, chamados nûmeros inteiros). Uma diferença importante
é que a mesma fraçâo pode representar quantidades diferentes e os
nûmeros natura is , nâo.

Por exemplo, 2/5 de um queijo pode ser muito menos que 2/5 de
um queijo maior.

Em contraste, o numéro 5 représenta sempre a mesma cardinali-
dade, nâo importando o tamanho, a forma ou as outras caracterîsticas
fisicas dos objetos que estâo sendo contados. Em situaçôes diferentes,
a fraçâo 2/5, por exemplo, sô representarâ a mesma quantidade se
a un idade cons iderada fô r a mesma.

2/5 de um queijo sera igual a 2/5 de outro queijo sômente se os
dois queijos forem do mesmo tamanho.

Suponhamos que duas ou mais unidades sejam as mesmas ou
"iguais". Se cada uma dessas unidades é dividida no mesmo numéro
de partes, essas partes serâo iguais. Por exemplo, consideremos 2
discos circulates com o mesmo diâmetro, divididos em 5 partes iguais.
Nessa situaçâo o par de nûmeros 7/5 séria usado para representar 7
dessas partes iguais. Por extensâo do significado fundamental de
fraçâo, considera-se 7/5 como um numeral fracionârio que repré
senta a chamada fraçâo imprôpria.

Observe-se que a quantidade representada por uma fraçâo imprô
pria pode ser expressa também por uma adiçâo de um nûmero natu
ral e uma fraçâo. Àssim, 7/5 = 1 -|- 2/5. Geralmente essa ex-
pressâo é abreviada para 1 2/5. Numerals como esse recebem o nome
de "nûmeros mistos".

Essas idéias foram introduzidas informalmente no 3' estâgio, atra-
vés de atividades baseadas na percepçâo de situaçôes concretas. No
4"? estâgio a criança aprenderâ como substituir o numeral de uma
fraçâo imprôpria por outro representando um inteiro mais uma fraçâo
propria ~ ou seja, um nûmero misto.

Objetivaçôes com material concrete ajudarâo a compreender queem ora a quantidade considerada nâo mude, os sîmbolos usados para
representa-la podem tomar diferentes formas.

DENOMINADORES COMUNS
scriam ûteis como nûmeros se nâo fosse possivel

c o m p a r a - l a s ( d i z e r s e u m a f r a r â n . v -fosse possivel adicionar duas fracLs
T T t r a ç o e s o u s u b t r a i r u m a d e o u t r a .U m a i d e i a b a s i c a t o r n a p o s s i v e l a - i . - i .

traçâo de fraçees - o uso do denô aSrcoMÛ  "

Duas fraçôes sâo fàcilmente comparadas se forem representadas
por numerals fracionârios que tenham o mesmo denominador. Assim,
comparam-se os numerais que representam os numeradores; o maior
numerador pertence à maior fraçâo.

Da mesma forma, se queremos somar fraçôes, elas sâo represen
tadas por numerais fracionârios que tenham o mesmo denominador.
A soma dos numeradores sera o numerador do novo numeral fracio
nârio, que terâ o mesmo denominador das fraçôes somadas. Essa
nova fraçâo é a soma das fraçôes em questâo.

É claro que a mesma idéia de denominadores comuns se aplica aos
casos de subtraçâo.

A criança précisa aprcnder os principios que fundamentam as ope-
raçôes com fraçôes. Geralmente, aconselha-se ensinar a idéia de
denominador comum antes de o aluno aprender a somar fraçôes, em
vez de introduzir essa idéia como um passo do prôprio processo de
calcular. Se a criança possuir boa compreensâo da idéia de deno
m i n a d o r c o m u m e t i v e r s u fi c i e n t e h a b i l i d a d e e m t r o c a r n u m e r a i s
fracionârios por outros que tenham o mesmo denominador, terâ sua
aprendizagem de adiçâo e subtraçâo de fraçôes grandemente sim-
plificada. As crianças podem ser iniciadas na idéia de denominado
res comuns ao aprenderem a comparât fraçôes, Essa habilidade é
importante em si mesma e mais simples que a adiçâo de fraçôes. O
desenvolvimento dêsse trabalho séria feito em duas etapas. Pri-
meiro, a atençâo séria focalizada na comparaçâo. Um bom caminho
para isso é dispor fraçôes em ordem crescente numa "linha nume-
rada", de modo que seja possivel dizer, pela observaçâo, se uma
fraçâo é maior ou menor que outra. Mais tarde, pode comparar-se
as fraçôes apenas pela observaçâo dos nûmeros nelas usados (veja
desenho abaixo).

3

2
e

I
T

A "linha numerada" é um recurso importante que assume papel
de relêvo no estudo da Matemâtica. Pode servir de escala em
vârias representaçôes grâficas e possibilita uma exceîente introdu-
çâo aos nûmeros negatives. Porém, essa introduçâo sô serâ feita
n o e s t â g i o .
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ajuda a reconhecer se uma f como um meio simples que
Duas "linhas numeradas" ^ maior ou mener que outra,
troduçâo dessa idéia mas podem ser usadas para a in-
sualizaçôes) devem ser numéricos (sera vi-o desenvolvimento da idéia dâd
sentamos acima, nâo deve ser nlK ̂®"°™'"3dor comum, como apre-e liçôes preliminares ao cstndr. â ̂  ̂ ^̂ ^mente como um conjunto
Êsse estudo é importante em si m ̂  ̂diçâo e subtraçâo de fraçôes.
cesso de comparar fraçôes e à • T"!?' ̂  fundamental ao pro-' a introduçâo da linha numerada.

ADIÇAO E subtraçâo DE FRArAn.
Tradicionalmcnte, adic" E NÛMEROS MISTOSderados processos dificeis de se'an̂^̂j f'açôes têm sido consi-
Isso, en. parte, se deve ao ̂  Suardar.

ara ""r°d baseados na te '̂ <^«"«emente, os processos
de "hàh> ̂  P™«SS0 era analisado rt"̂  P°nexionista de aprendiza-

E r c o t r : : r u : - „ - p - - •
o^alunoTdLenTOlve''̂  ̂  ̂  compreensâoc i o s I n i r i a i f ^ ^ f ^ i l i d a d p c à ' 1 a n t e s d e l e v a rrda subtr^Tf deve au d P°^ exerci-A adicâo'd° t P°r significado da adiçâode objetos concre?os°"enT̂  ̂^̂ociada ar'ato f ° ""ânicamente.
'tXrl%<̂ d̂é.d d4'° ~ ̂que jà foi introduzida ne°s't'r'""'°' "pos'sa°Lf °d̂ '°
compreensâo e nin Ponto a atenAs j usada. uma vezdenontinador cU". ̂  do'"rocTl̂ A"'" b''"' '

Quandc se desenvolve , "Quandc se Ts™™,,, ^ ° ^e "achar" o
sequindo a orient^r-Sr* • P^^ntidâo"quase sem dificuldade ° Processo de ad''''-'®°- '"fd"

Antigamente, transferiam-se aprend.dousando-se nos primeiros eyom i dificuldaft^. j
denominadores. Atualmeuf P fomente - P""cesso corn exemples de h - ™"='dera-se me1b'°" ™^smosminadores, pcrquanto a IP-"' "âo tel introduzir o pro-
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Principios semelhantes devem dirigir o ensino da adiçâo de numé
ros mistos. O ensino começarâ por exemplos nos quais a soma
das partes fracionârias dos dois numéros mistos seja major que 1,
de maneira que haja necessidade de reagrupar e "levar" para os
inteiros (réserva). Uma vez entendido êsse aspecto principal do
processo, o professer nâo précisa selecionar apenas exemplos quenâo envôlvam "réserva" e o aluno pode continuar sua aprendizagem
sem encontrar posteriormente modificaçâo fundamental no processo.

O ensino da subtraçâo de fraçôes e numéros mistos sera organi-
zado de maneira semelhante à sugerida para o ensino da adiçâo.
Embora nâo se espere que o aluno, ncsse estâgio, atinja imediata-
mente um alto nîvel de acuidade em efetuar calcules de adiçâo e
subtraçâo de fraçôes e numéros mistos, nâo hâ razâo para nâo espe-
rar dêle uma boa compreensâo do processo. Uma vez conseguido
um nivel razoâvel de compreensâo no 4'> estâgio, nos estâgios seguin-
tes pode voltar-se a atençâo para o desenvolvimento de rapidez.

Representaçôa décimai de uma fraçao
A habilidade de trabalhar com as fraçôes com representaçâo de

cimal é de suma importância, como, aliâs. jâ foi exposto na parte
referente ao 3' estâgio. O ensino dessa ârea prosscguirâ, levando
em consideraçâo os seguintes pontes bâ.sicos:

^ na representaçâo decimal de uma fraçâo a idéia central é o
a q r u p a m e n t o e m d e z ; , . . . . i^ o emprégo do valor pcsicional e merente a maneira de repre-
s e n t a r e s s a s f r a ç ô e s j i . i . ^ -— a representaçâo das fraçôes em forma decimal e uma extensao
dos conhecimentos do sistema de numeraçâo (que é decimal).

A consulta à parte relativa ao 3' estâgio mostrarâ que êsse ensino
é feito por processos semelhantes aos usados no ensino do sistema
de numeraçâo para os numéros inteiros.

Os conhecimentos necessârios à compreensâo da réserva na adi
çâo e do "recurso" na subtraçâo de décimais nâo devem ser adquiri-
dos durante o desenvolvimento dêsses processos. Essa orientaçâo
estâ de acôrdo corn os principios gérais jâ explanados ao tratarmos
do sistema de numeraçâo, restando apenas fazer as necessârias trans-
f e r ê n c i a s .

ADIÇÂO E SUBTRAÇÂO DE DECIMAIS

É fâcil adicionar e subtrair fraçôes décimais quando se tem boa
compreensâo do sistema decimal de numeraçâo. Os processos desen-
volvem-se como se os numéros fôssem inteiros, e a ûnica caracterîs-
tica especifica das operaçôes com décimais é de natureza mecânica —
os mimerais sâo dispostos de modo que "unidades", "décimes", "cen-

7
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tésimos", etc... apareçam na mesma coluna vertical. Assim, uni-
dades f icam debaixo de unidades, décimos debaixo de décimos,
centésimos debaixo de centésimos, etc. Dai a preocupaçâo de colo-
car as virgulas décimais na mesma coluna vertical.

Na realidade, essa é a caracteristica a que comumente se dâ mais
ênfase. Note-se, entretanto, que nâo é a caracteristica fundamental.
Quando se esta realmente habilitado em operar com décimais, obtém-
se a resposta correta, mesmo escrevendo os numerals horizontalmente
(por exemplo, 4,34 3,67 = 8,01) e, até mesmo, sem escrevê-los.

Décimos devem ser somados com décimos, centésimos com centé
simos. etc. Essa é a condiçâo a ser observada em tais operaçôes.
Quando um dos numéros esta expresse em centésimos, por exemplo,
todos os outros numéros envolvidos na adiçâo ou na subtraçâo, auto-
màticamente, serâo expresses também em centésimos, apareça ou nâo
o numeral zero à direita da virgula para representar centésimos.
Assim, a soma sera expressa em centésimos. Mesmo no caso de
4,33 -|- 3,67 = 8,00, tècnicamente a resposta é 8,00 e nâo 8. Nos
problemas prâticos como os que envolvem mediçôes, a manutençâo
dos zeros em 8,00 dâ uma informaçâo mais précisa sobre a mediçâo
feita. A resposta 8 é imprecisa, pois nâo fornece nenhuma informa
çâo com relaçâo aos décimos e aos centésimos da unidade usada.

Percentagem
A criança tem oportunidade de encontrar a percentagem na vida

diâria e nas leituras que faz. Dai justificar-se a introduçâo dessa
noçâo no 4' estâgio.

Ê comum introduzir a noçâo de percentagem relacionada com a
noçâo de décimais, levando o aluno a perceber, por exemplo. que
10% significa considerar 10 em 100, ou seja, 0,10 (dez centésimos);
5% significa considerar 5 em 100, ou seja, 0,05 etc.

Apresentamos neste îivro uma forma nova de introduzir a percen
tagem, dentro do esqucma gérai de relaçâo e comparaçâo. Se o
aluno estiver bem orientado nesses conceitos (relaçâo e comparaçâo)
e souber usar seu simbolismo (razôes), a idéia de percentagem sera
uma extensâo relativamente fâcil dêsse conhecimento, pois a percen
tagem refere-se a uma comparaçâo na quai o segundo têrmo da razào
é 100. O que hé realmente de novo a ser aprendido sâo os têrmos
percentagem, por cento e o sîmbolo 0/0.

Sistema legal de unidades de medidas
Ao chegar ao 4' estâgio, a criança jâ terâ tido considerâvel expe-

riência com medidas. Jâ mediu comprimento, massa, capacidade,
tempo e temperatura. Jâ descobriu também as equivalências mais
comuns entre as unidades padronizadas com as quais jâ se familiari-

zou. Agora serâ considerada a mudança das medidas para unidades
maiores e menores, por meio da anâlise de situaçôes que requeiram
tais mudanças. Suponhamos que uma distância dada em métros (por
exemplo, 2500 métros) tenha que ser expressa em quilômetros.
Cada quilômetro serâ formado de grupos de 1000 métros, o que
leva à necessidade de dividir 2500 por 1000. Por outro lado, su
ponhamos que uma quantidade expressa em quilômetros (por exem
plo 20 km) tenha que ser expressa em métros.

Cada quilômetro serâ transformado em grupos de 1000 métros,
Isto conduz à multiplicaçâo de 20 X 1000. Êsse trabalho précisa ser
feito cuidadosamente e pode focalizar diferentes unidades de medir.

A proporçâo que essas experiências se desenvolvem e a aprendi-
zagcm se realiza, pode organizar-se com a criança tabelas e quadros
fâceis de serem consul tados sempre que necessâr io .

Depois de compreender as principals relaçôes entre as unidades,
a criança estarâ pronta para resolver problemas cuja soluçâo exija
ta is conhec imentos.

No 4' estâgio, a criança demonstra particular interêsse pelas
atividades iniciais de ârea e volume que, por isso, serâo focalizadas.
(Ver parte relativa à Geometria e à Resoluçâo de problemas.)

Sistema monetario

Agora, pode prosseguir o trabalho com dinheiro. segundo a ori-
entaçâo sugerida para o 3' estâgio. Tendo em vista a importância
dêsse assunto na vida prâtica de cada criança, dentro e fora da
escola, tôdas as ̂ ividades reais de compra e venda, orçamentos, <
receitas, movimento bancârio "efc., serâo exploradas para que a
criança adquira as habilidades desejâveis.

Para resolver problemas a criança précisa aprender a operar corn
dinheiro. Os conhecimentos adquiridos no trabalho com numéros
inteiros serâo bâsicos à aprendizagem de tais operaçôes.

Resoluçâo de problemas

REVISAO E REENSINO

O sucesso na resoluçâo de problemas é provàvelmente o melhor
critério para avaliar a habilidade da criança em Matemâtica. Por
causa da importância dêste tôpico parece-nos indicado fazer um
resumo das caracteristicas, do ponto de vista moderno, relativas à
resoluçâo de problema.

Desde cedo, no programa de Matemâtica, deve ensinar-se aos
alunos a formar equaçôes que representem numèricamente as situa-
çôes-problema. Por exemplo, suponhamos o problema: Nossa
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turma tinha 24 livres de Matemâtica e recebeu 8 livres novos.
Quantos tem agera? O alune précisa aprender a escrever uma
equaçâo (24 4- 8 = n) para representar essa situaçâo. Nessa
situaçào, que é de adiçâe, os numéros em cada grupo (24 e 8) sâo
conhecides e podem ser somades imediatamente. Às vêzes, a res-
posta nâo é obtida imediatamente pelo processo indicado pela equa
çâo. Examinemos o seguinte exemple: "24 alunos |â possuem sens
hvros novos de Matemâtica. Hâ 32 alunos na classe. Quantos
hvr̂  aiî a sâo necessârios?" Esta situaçâo sugere a equaçâo:* ̂  ~ ̂  ' cuja resposta nâo é obtida pela adiçâo. Conseqiien-
emente, é precise mostrar ao aluno uma forma de pensamento que
sugira o uso do processo de subtraçâo.

Outres probicmas envolvem uma situaçâo de subtraçâo direta e
rvolwm 8 - 5 = u. situando-se entre êsses os queS^lte ^ de tamanhos conhecidos. En-
diretos ' Siinnnlî '̂ ° resolvidos pela subtraçâo nâo sâo assiniinLÏÏLnl necessârio encontrar quanto hav4atotal. Essas situarV̂  conhece o numéro adicionado e o resultado
n + 3 = 12 No aditivas. levam a equaçôes como
posta é a subtraçâo " A criâ nr'̂ Ŝ ®encontrar a res-ender e resolver problemas <£ , ̂  ̂  estâgios pode compre
vistos no 4'? estâgio problemas serao re-

N a t u r a l m e n t e , n e m t o H n c . . . i , u
traçâo. ^ Problemas envolvem adiçâo e sub-

Quando uma situacâo-nmkuem subgrupos iguais, tem-qp , ̂  separaçâo de um gr"P
tipos de divisâo, o numéro divisâo. Em um dos
de objetos de cada um do<i r, grupo original e o nûmero

Vejamos o problema- "D conhecidos.12 bulbos de flores em vasns c,"" plantasseni
vaso. De quantos vasos v5«' plantar 3 bulbos cm cada
dos grupos iguais tem 3 ' ^^s^e problema cada um
très de cada vez e postos p ̂ "̂ bos podem ser separados
grupos de 3. Essa situaçâo contar-se o numéro de

Tais situaçôes constituem equaçâo 12 3 - "*
dir . O padrâo gérai dêssp divisâo com idéia de^esse tipo de divisâo

Numéro total no
grupo original

é o seguinte:

I _ J Numéro de sub- [rripos iguais [ | grupos iguais. )
. si tuaçôes de divisâoiguais nao e conhecido. constituiô ° numéro em cada um dos grupos
entretanto, o numéro de grupos ° ° procura. Conhece-se.

Vejamos o problema: "Marta e Cecilia vâo arear as colheres
de châ para a mâc. Hâ 16 colheres. Se dividirem igualmentc o
trabalho, quantas colheres vai arear cada uma?" Nessa situaçâo
bavera 2 grupos iguais e o problema é encontrar com quantas co
lheres cada grupo ficarâ. Pode representar-se essa situaçâo pela
equaçâo 16 -î- n = 2. Tais situaçôes sâo chamadas situaçôes de
divisâo-repartiçâo (divisâo com idéia de repartir).

Para compreender os problemas de divisâo com idéia de "repar
tir" é precise perceber que nêles se pode tomar de cada vez, do
grupo que se quer distribuir, uma quantidade de objetos tal que
seja suficiente para se colocar um objeto em cada grupo que se
esta formando. No problema das colheres. seriam tomadas 2 co
lheres de cada vez para dar uma a Marta e outra a Cecilia, rcpe-
tindo-se essa operaçâo 8 vêzes.

Assim. no problema cm questâo, 16-^2 = 8dâo niimero de
grupos de 2 colheres que podem ser formados de um grupo de 16
colheres.

A divisâo-repartiçâo levou ao resultado do problema. tocando um
grupo de 8 colheres para cada menina.

Problemas envolvendo situaçôes simples de divisâo com idéia de
"medir" e "repartir" sâo introduzidas no 3^ estâgio. devendo ser
cuidadosamentc revistas no 4" estâgio. Convém fazer também a
revisâo de situaçôes simples de multiplicaçâc que conduzem a equa
çôes como 3X8 = "-

Dois tipos de problemas introduzidos no 3" estâgio precisam ser,
também, cuidadosamentc reensinados aqui no 4'' estâgio. Um dêles
consiste cm encontrar o numéro que havia inicialmente, quando se
conhecc o nûmero tirado e o nûmero que restou. Como exemplo.
considcrcmos o problema: Joâo tinha alguns ratinhos brancos.
Vendeu 6 e ainda tem 4. Quantos ratinhos tinha antes de vender
os 6?" Essa situaçâo é claramentc subtrativa e é expresse simbô-
licamente pela equaçâo n — 6 = 4. Entretanto, nâo se pode en
contrar a resposta pela subtraçâo porque o nûmero original (o
minucndo) nâo é conhecido. Imagina-sc a soluçâo, coîocando os
6 ratinhos vendidos juntos com os 4 que sobraram, o que leva a
perceber a razâo de se usar a adiçâo para encontrar a resposta.

Outro tipo de situaçâo-problema a ser revisto no 4" estâgio
consiste em encontrar quanto se tirou quando se conhece o nûmero
original e o nûmero que restou, como no problema:

Lila fêz 23 flores. Sâbado ela vendeu algumas, mas ainda fica-
ram 11. Quantas flores vendeu?

2 3 — n = 1 1

Ê fâcil ver que essa situaçâo envolve açâo subtrativa. Entretan
to para dramatizâ-la com objetos surge uma dificuldade. O nûmero



1 0 0 E S T Â G I O 4 RESOLUÇÂO DE PROBLEMAS 1 0 1

de flores vendidas, que é o numéro a scr retirado de 23, nâo é
conhecido. Simbôlicamente, icpresenta-se a situaçSo pela equaçâo
23 — n = 11. À criança que vê a situaçâo como ela realmente é,
seja como resultado de seu prôprio pensamento ou como resultado
de uma dramatizaçâo real, précisa saber porque pode encontrar a
resposta subtraindo 11 de 23.

Note-se que nesta situaçâo o numéro desconhccido esta envolvido
na açâo. Nâo basta. portanto, reconstituir a situaçâo. É preciso
fazer alquma coisa mais que simplesmente imaginar o retôrno das
flores vendidas para reconstituir o grupo original,

Assim, partindo do grupo original, pode pensar-se nas flores que
nâo foram vendidas como um grupo à parte, retirado do grupo ori
ginal, o que sugere a subtraçâo do numéro nâo vendido (o numéro
que sobrou) do numéro original. Daî a necessidade da subtraçâo
para solucionar o problema.

SITUAÇÔES DE MULTIPLICAÇÂO
Certas situaçôes de multiplicaçâo de processamento dificil podem

ser introduzidas no 4̂  estâgio. Suponhamos. por exemplo, o pro
blema: Maria abriu alguns pacotes de bombons. Havia 8 em
cada pacote. Contou os bombons todos e viu que eram 24. Quan-
tos pacotes ela abriu? Êsse problema é um exemplo de situaçâo
do tipo a que chamamos multiplicaçâo-divisâo. A açâo é multipli-
cativa, mos o processo usado para resolvê-lo é a divisâo

Tradicionalmente em tais problemas, dieia-se à criança para achar
\ ® q u e ^ d i v i s â ode 24 por 8 da a resposta correta, mas muitas crianças nâo compreen-

derao Porque. A estrutura dessa situaçâo pode ser vista como do
tipo multiplmaçao, onde o numéro de grupos é desconhecido. Vendo

apr_ender a_ ver tais problemas coL̂tĉncentL̂ar?̂; ZhfpTcaçao-_d.v,sao. Nessas s.tuaçôes, aconselha-se levar a criança aequaçao que mostra como a situaçâo foi vista por ela (no caso,como uma muittphcaçao), e entâo, compreender porque a divisâoe usada para resolver aquela equaçâo. Vista como multiplicaçâo,
a açao do problema ac.ma conduz à equaçâo n X 8 = 24 embora
se,a .mposstvel mult.phcar. Pode-se, entretanto, imaginar os 24bombons red.stabu.dos em pacotes, contendo cada um 8 bombons,
I s s o s u g e r e u m a s i t u a ç a o d e d i v i s â n - i . t . .
j j - \ • • L 1 - 1 " ' ^ ^ s a o - c o m p a r a ç a o ( o u c o m d é ad e m e d i r ) , a s s i m s i m b o l i z a d a : 2 4 R — « j r . f

piobîel"' porque a ' divisâ r̂esaW'Lse
P r o b l e m a s d ê s s e t i p o p o d e m s e r j»... .nttrs ™.cî.S.r-

volvem a idéia de relaçâo. Porém, sô mais tarde os alunos apren-
derâo a resolver êsses problemas usando essa idéia. Considerando-
se a idéia de relaçâo como fundamental nessas situaçôes-proble-
ma, o processo comumente usado (divisâo) passa a ser uma simples
forma abreviada do processo gérai.

SITUAÇÔES DE COMPARAÇÂO E RELAÇAO
Além do que jâ foi dito sôbrc o uso da razào para représentât

simbôlicamente as situaçôes de relaçâo e comparaçâo, parece opor-
tuno insistir ainda sobre o assunto, tendo em vista a simplificaçao
que traz à resoluçâo de problemas que envolvem relaçâo ou com
p a r a ç â o . , 1 1 1 •

Em Matemâtica nâo hâ provàvelmente tipo de problema mais
importante do que os que envolvem relaçâo, Como exemplo con-sideremos um problema tipico. O preço de 3 balas e Cr$ 15,Mauro deseja comprar 6 balas, Quanto pagara? Nesse proble
ma conhece-se a relaçâo Cr$ 15 para 3 balas, O que se procura
é o preço de 6 balas, partindo da relaçao conhec.da,

O siqnificado dêsse tipo de relaçâo e sua expressao simbolica
iâ devcm ter sido introduzidos. O aluno passarâ, entâo, a lidarcorn situaçôes onde, dada uma relaçâo. é preciso expressâ-la em
o u t r o s t ê r m o s . ^ • j u • -

Problemas como o que acabamos de apresentar amda hoje sao
ensinados como problemas de duas etapas problemas de mul-tinlicacâo e divisâo". Por êsses processos tradicionais (o metodo
da reduçâo à unidade) o aluno procédé da seguinte maneira:
"Primeiro divide 15 por 3 para achar o preço de 1 bala que custarâ.

S cruzeiros. A scguir, multiplica 5 por 6 para encontrar
Tpre™ ke 6 balas, Logo, 6 balas custarâo 6 X Cr$ 5 = Cr$ 30,Oiitro orocesso tradicional conduz ao seguinte raciocinio: As
balas sâo vendidas a 3 por Cr$ 15. Mauro quer comprar 6 balas.
r ri ^ 2- entâo êle quer comprar 2 vêzes mais balas. Logo.

A. L halas 'é 2 X Cr$ 15 = Cr$ 30.° nSc se que o fato de ter o aluno aprendido a resolver êsses
nroblemas usando uma das duas soluçôes aprescntadas. nâo signi
fy' nue êle tenha compreendido o principio bâsico envolvido em
ta" situaçôes, ou que seja capaz de reconhecer que sua genera-
lizaçâo val além dos problemas de comprasA idéia de relaçâo é bâsica em tais problemas. Uma relaçao
é expressa por um par de numerais sob forma de razâo. Quer-se

rimir essa mesma relaçâo usando outro par de numerais dos
nuais um é conhecido e o outro précisa ser encontrado. Geral-
mente êsses problemas sâo resolvidos pela divisâo ou multiplicaçâo.

Tomemos o problema das balas para exemplo. A relaçâo conhe-
cida no problema é 15/3. Essa mesma relaçâo précisa ser expressa
por outra razâo, na quai 6 é um dos têrmos. Como nao se conhece
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O têrmo que représenta o preço procurado, êle sera representado,
temporàriamente, por n. Àssim, a nova razâo é n/6. Como essas
duas razôes exprimem a mesma relaçâo, pode escrever-se 15/3 = n/6.

Um dos processos matemàticamente vâlido, mas muito complexo
para o 4^ estâgio, consiste em substituir primeiro a razâo 15/3 por
outra razâo équivalente na quai o segundo têrmo seja I. Para isso,
ambos os têrmos (15 e 3) serào divididos por 3, obtendo-se como
resultado a razâo 5/1. Entào, 5/1 = n/6. À seguir, a razâo 5/1
deve ser substituîda por uma équivalente cujo segundo têrmo seja 6.
Para isso, multiplicam-se ambos os têrmos (5 e 1 ) por 6 e obtém-se
a razâo 30/6. Assim, n sera substituido por 30. Êsse processo
é a base do "método de reduçâo à unidade".

Segundo outro processo, nào hâ necessidade de substituir a
razâo 15/3 por outra équivalente cujo segundo têrmo seja 1. Se
15/3 = n/6, basta substituir 15/3 por uma razâo équivalente cujo
segundo têrmo seja 6. Para isso, ambos os têrmos (15 e 3) devem
ser multiplicados (ou divididos) pelo mesmo numéro. Encontra-se
êsse numéro dividindo 6 por 3. LIsando 2 como multiplicador, a
razâo équivalente sera 30/6 e, portanto, n = 3. Êsse segundo
processo é a base do processo que analisamos entre os processos
tradicionais cujo raciocinio usado era "Quer-se comprar 2 vêzes
m a i s b a l a s " .

Convém usar o segundo processo até que os alunos adquiram
maior compreensào materaâtica. O aluno précisa de boa explica-
çâo e de muitas oportunidades para familiarizar-se com os conceitos
usados nessas situaçôes. Regras e processos abreviados nâo favo-
recem o desenvolvimento da compreensào matemâtica e devem ser
ev i tados in i c ia lmente .

Processos semelhantes serâo aplicados a tôdas as situaçôes que
envolvam comparaçâo. Por exemplo, suponhamos o problema:
Joao ganha Cr$ 250 por dia e Pedro, Cr$ 150. Quando Joâo

ganhar Cr$ 1 250, quanto terâ recebido Pedro?" Nesse problema.a razao / exprime a comparaçâo entre o dinheiro recebido
por Joao e e ro em um dia. Tal razâo précisa ser substituîda
por outra cu,o primeiro têrmo seja I 250 e o segundo tenha deser conhecido. Escreve-se, pois, a razâo 1 250/n. O numéro pelo
quai os dois têrmos da razâo serâo multiplicados para obter-se
a nova razao serâ encontrado pela divisào de 1 250 por 250, que é 5.
' wsiT/Vso? = 1 250 e 5 X 150 = 750. A nova razâoe 1 250/750 e, portanto, n = 750,

C r $ T 2 5 a ° ' J o â o r e c e b e r
raî  expnmir a mesma comparaçâo corn nume-

Finalmente, os mesmos processos aplicam-se também a outro tipo
de problema muito comuni nos programas de Matemâtma, como
por exemplo: "Lùcia apanhou 16 flores c Teresa, 8. O numérode flores que Lûcia apanhou é quantas vêzes o numéro de flores
que Teresa apanhou?" Bàsicamente. êsse nâo é um tipo diferente
de problema, mas a maneira de perguntar quantas vezes_ associâ
se a um tipo especifico de razâo para expn̂mir a comparaçao is o ea razâo cujo segundo têrmo é "1". No problema acima. a razao 16/8Lprime a comparaçâo do nûmero de flores de Lucia com o numéroexprime a comp ç prétende é substituir essa razaode flores de Temporàriamente. represen-

que o ajudem a compreende
É importante notar que os p ygriedade de problemas, ou

unificar o tipo de fundamental uma variedade de
seja, basear em um umco pro . ̂  ̂  ensinados. portanto, sem
problemas considerados de tip __:f;cos prôprios a cada problema.Lnhuma ligaçâo, por Processos

Apcsar de diferentes indispensâveis ao trabalho poste-
nessas situaçôes sâo as mesmas , . g divisâo de fraçôes.
r io r co» prob lemas que reque. rn p „ ,q , .

Os métodos que diferentes dos adotados pelo
constituera novidade ou p ̂  fundamentais.
ensino tradicional. mas porq , gssira que elas se façam

A introduçâo dessas Matemâtica em mera coleçâo de
necessârias, évita i__ ^ela repetiçâo de exemples sem
processos simplificados apre
significaçâo para a criança.

nE VARIAS ETAPASO U T R O S P R O B L E M A S D b , ,
ui dp relaçâo e comparaçâo, que acabamos deA l é m d o s p r o b l e m a s r e ç o p e r a ç o e s

discutir, outros tipos de introduzidos no 4"? estâgio.
para chegar-se à problema: "Carlos comprou 2 saqui-
P o r e x e m p l o , c o " s i d e r e m o s o P c o m p r o u
nhos de bolas de gude conce Quantas bolas os meninos3 saquinhos, cada um com 12 bolas.
compraram juntos? problema é multiplicar duas vêzes

Um caminho pa^ res "vârias etapas". usada aqui para
e depois somar. Uai a exp
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referir-se ao numéro de operaçôes bésicas sucessivas ^— adiçâo, sub-
traçâo, multiplicaçâo, divisâo ~ necessârias para resolver o problema.

Hâ muito tempo, os problemas de varias etapas vêm sendo intro-
duzidos sem que se ofereça ao aluno um recurso que o ajude, a "ver
para onde esta indo", o" seja, a ver a situaçâo como um todo. do
comêço ao fim.

No problema tornado como exemplo, a criança précisa primeiro
multiplicar 10 por 2 para saber quantas bolas Carlos comprou. Depois,
multiplicar 12 por 3 para saber quantas bolas Àrtur comprou. É
possivel que, embora sem comprcender, a criança reconheça que êsses
dois produtos devem ser reunidos pela adiçào, mas na verdade, ela
sente dificuldade em perceber o problema como um todo.

É claro que, de modo gérai, alunos mais capazes adquirem essa
compreensâo gradualmente, depois de repetidas experiências com
problemas semelhantes. Entretanto, muitos sâo os alunos que resol-
vem os problemas de varias etapas por tentativas, mais ou menos
às cegas.

A resoluçâo dêsses problemas requer uma anâlise da situaçâo
total, antes de começar a fazer as operaçôes. Um meio de ver a
situaçâo como um todo é escrever a equaçâo que exprime simbôlica
e numèricamente a situaçâo. No problema das bolas, podemos sim-
bolizar a situaçâo pela forma equacional □ + ||lll = n. Outro sim-
bolismo pode ser usado para indicar a estrutura da situaçâo, desde
que o lugar de quantidades diferentes sejam guardados por simbolos
também diferentes (a4-^'=c ou □-j-A = x').

Na equaçâo do problema, o primeiro simbolo esta representandoo numéro de bolas compradas por Carlos, e o segundo, représenta
o numéro de bolas que Artur comprou. A equaçâo mostra, ainda,
que uma vez encontrados êsses dois numéros, êîes devem ser soma-dos para obter-se o numéro total de bolas compradas pelos dois
meninos. A equaçâo mostra também que dois numéros ainda dcs-
conhecidos precisam ser encontrados antes de alcançar-se a etapa
final — fazer a adiçâo.

Encontrar o nûmero_de bolas compradas por Carlos é um problema
simples de multiplicaçao. Encontrar o numéro de bolas compradas
por Artur é problema semelhante. Considerados isoladamente êsses
problemas nao constituem dificuldade. O que confunde a criançae saber como reunir essas partes para ter a situaçâo como um todo.

Convem observar que problemas de varias etapas podem ser inter-
pretados e resolvidos por mais de um caminho. Tomemos Dor exem-
plo o problema: Antonio pescou durante 35 minutos pela manhâe 45 mmutos a tarde Fêz isso durante 3 dias. Durante quantos
minutos, ao todo, Antonio pescou nos 3 dias?" Esta situaçâo podeser mterpretada como uma repetiçâo igual da pescaria nos très dias,
ou seja, multiphcando o tempo total da pescaria pela manhâ e à

exprime essa maneira de analisar auaçao e 3 X □ — n. A mterpretaçâo dessa equaçâo leva a pro-

curar o valor do □. adicionando 45 corn 35 para, depois, multiplicar
e s s a s o m a ( 8 0 ) p o r 3 . , j *

O u t r a m a n e i r a d e n ë r i o d o3 manhâs houve um période igual de 3° P"™
igual à tarde. Para encontrar a resposta, pode -dic.onar-se o tempototal da pescaria pela analisar a situaçâo éA equaçao que -pn- e-a manê ^
?5 m '45 nor 3 e, finalmente, somar os dois produtos
(105 -f 135 = n). Qualquer dêsses métodos e aceitave .

M É D I A

Entre os problemas de eTt:ra"p~t â lmos que envolvem uma situaçao ̂  .Ma prâtica.
A idéia de °'=îi'̂ '̂ °̂ "4,7stâgio jâ têm maturidade suficiente

Crianças que atingiram o ^ « as situaçôes que envolvem
para compreender o significado de quaseesse conceito dentro e fora da ̂  ̂ /̂ r̂ a médiat "Somam-
sempre, é dar às crianças uma reg P . jg parcelas que foram
s e o s n u m é r o s e d i v i d e - s e a s o m a p e l o n u m é r o .
adicionadas". A regra apenas nao
c o m p r e e n s â o . n u m é r o u s a d o p a r a r e p r e -Fundamentalmente, a media exemple, vamos pcnsar no
sentar um conjunto de iq g 21 sem altcrar o total:
numéro capaz de substitiiir . « cvidencia imediatamente
8 + 12 - f 19 -b 21. Nesse ^ .^ 3 „ r ig i „a is
o numéro 15 como resposta. ^ exemplo. o conipri-
representassem mcdidas de v romprimento total scrĵmento de 4 varetas, cm jJ^ualmcnte, isto é. dividido em
Se êsse comprimento fosse divi i ô nrimcntos, cada vareta tena
partes iguais para constituir os agora com 15 cm cada15 cm. O mesmo niimcro de y como acontecia quandp
uma. reconstituirâ o r^^ém notar que o comprimentoelas mediam 8, 12, 19 e 21 comprimento 12, 3 unidades.
8 esta 7 unidades abaixo da medi . unidades abaixo da
Juntando êsses dois compr.mentos " gcima da média e omédia. O comprimento 19 esta comprimentos juntos
comprimento 21, 6 unidades acima. jg unidades que
estâo 10 unidades acima da me • compensadas pelas
faltam nos comprimentos nrimentos acima da media. Isso
10 unidades em excesso, nos co , realmente a média,
sô aconteceu porque o niune ̂  compreendido como sugenmos

Quando o significado da me problema de
acima, encontrar a média P tôdas as medidas sâo reunidas
duas etapas. Na j^rimeira segunda etapa a soma e
— temos ai uma situaçao
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repartida ou separada em tantas partes iguais quantas forem asmedidas tomadas originalmente. As vëzes a soma jâ é conhecida,
bastando apenas fazer a repartiçâo. No 4' estâgio o professor pode
desenvolver a ide.a de média de modo que a criança nâo sô a
compreenda, como também adquira a habilidade em encontrâ-Ia.

AREA DO RETANGULO
Antigamente, o ensino de ârea apresentava duas grandes falhas:
■ muito pouca atençâo ao conceito de ârea, que eramtroduz.do apressadamente, visando a dar ao aluno uma fârmula
para calcula-la, tao logo se iniciava o ensino;^ G calculo da ârea dependia quase inteiramente de regras, que
encurtavam o caminho . mas que nâo traziam nenhuma contribui-

çao a compreensao. As razôes pelas quais as regras conduziam
a resposta eram raramente mostradas à criança.

Essas falhas podem ser corrigidas promovendo-se uma nova intro-
duçao ao ens ino de â rea .

Como dissemos, pode introduzir-se a idéia ou conceito de âreano começo do 4' estâgio. Nessa ocasiâo, o aspecto a ressaltar deve
ser o significado, a compreensao. Dai ensinar-se ârea sômente oela
contagem, através de estimativas. Mais tarde, ainda no 4-? estâaio
quando jâ existir boa base de compreensao, o câlculo da ârea serâintroduzido, como uma aplicaçâo da idéia de relaçào. (Ver o o,,!
foi dito sobre o uso da razâo para resolver problemas
re laçâo. às pâginas 87 a 89. ) vo lvendo

Costuma-se introduzir o estudo da ârea oela
(mcluindo o quadrado). tendo em vista que a ârea de
gonos pode ser encontrada transformando-os em flares. Entretanto. o método de acW a TrJ l
conceito de relaçâo nâo é o que se usa cnmu 3P'»caçao doessa idéia é bâsica às situaçôes de ârea. No entanto.

A conhecida regra para achar a ârea dn rof- i ••
igual ao compriraento vêzes a larqura" Wa . a ârea é
a razâo, o "porquê" da regra. nâo fica'rla ^ '^sposta certa, mas
de relaçâo. U - nao tica claro 5em referência à idéia

Aplicando-se essa idéia ao caso do retâ 1baseada no numéro de unidades de ârea "ma relaçâo
em um dos lados do retânguio. Se o rn acomodadas
d o r e t â n g u i o é 5 c m . u m a f i l a d e 5 ^ ^ d o s
dar-se neste lado. A relaçâo, entâo serâ acomo-fila. Simboliza-se essa relaçâo pela razâô5/r'''a''°'\
détermina O numéro de filas de quadrado d i dimensâo
colocadas dentro do retânguio. Se d podem ser3 filas. Como nâo se conhece o numéro

31 de centimetros qua-

drados, êle pode ser representado, temporàriamente, por rela
çâo para as 3 filas serâ representada entâo, pela razâo n/3.Uma vez que a relaçâo correspondente a uma fila équivale à relaçao
que corresponde às très filas, pode escrever-se 5/1 n/ .

A ârea serâ achada transformando-se a razao 5/1̂  em outra équi
valente cujo segundo têrmo seja 3. Para isso sera
plicar 5 e 1 por 3, encontrando-se para resultado ̂  5/3. Logo,n = 15. A ârea do retânguio é. pois. 15 centimetros quad ̂

P a r t i n d o d e s s a i d é i a b â s i c a . c o n c l u i - s e q u e /ficar o caminho para achar a ârea é multiplicar a re ç (qme o numéro dos quadrados por fila) Pf° o^e
o numéro de unidades quadradas por fila e a o P numéro
mede o comprimento do retânguio e, o numéro ' compli
que mede a largura. conclui-se a regra: multiphca-se o compn
mento pela largura". compreende-se corn

Quando se reconhece e usa a ideia de .Â priiência de intro-
facilidade a explicaçâo acima e fica clara aduzir a noçâo de relaçâo tâo cedo q-"'" P̂lo da ÏÏeaTpenas
muitas aplicaçôes em Matematica, sendum exemple dessas aplicaçôes. . . que a regra conduz

Mcsmo que o aluno compreenda rapi realidade a tenhaà resposta certa, isso nâo significa que ele na reahdade
compreendido.

E s c a l a s e g r â f i c o s . .
As escalas constituem uma das mais ^ eswlas

Ç ô e s d a M a t e m â t i c a . O m a i s t r a ç â - I a s .é a habilidade em interpretâ-las e nao prop oportunidadeO programa do 4̂  estâgio deve oferecer ao aluno P
de interpreter escalas simples e mapas. <»cca]a representamAs subdivisées feitas f "^escala grafto traduz
unidades de comprimento. Bàsicame • , representados estâouma situaçâo de relaçào. Os jo que se estâ repre-
em correspondência corn os comprim çubdivisâo da escala usada
sentando (no caso de um mapa, " terrestre),
corresponde a uma superficie ou g escala é grâfica. naoA escala envolvc uma razao, mas 9 que represents essa
é necessârio saber quai é o par ^ mpdida da rcalidade que se
razâo. A escala dâ. indiretamente. a meaia
representou gràficamente. nictôricos e em barra, tendoA interpretaçâo de grâficos jg^ursos sâo usados na vida
em vista a freqiiência com que Entretanto, a construçâo
prâtica, pode ser ensinada no estâgio mais adiantado.de grâficos e de escalas ̂ ^̂ j-gniplo da aplicaçâo da idéia de

Os grâficos constituem out
relaçâo.



Visâo gérai — Aspectos importantes a ressalta
. . ser resumido em c nco

O programa moderno para o 5' ̂ stagî ^ ̂  estâgio o aluno deve
tôpicos principals. Primeiro ao , numéros inteiros comsaber somar, subtrair, multiphcar ̂  jeve saber somar, su -preensâo e razoâvel habilidade Seĝ undô ^ 1̂ 0̂ 05trair e multiplicar haçoes f j/Matemâtica desde
muitos anos, infelizmente nao j-gfere à compreens ij ^ g

?esolver problemas que '/"as uma e.apa
soluçâo, tâo bem quanto °= em '""'//g'ses que envolvam
préc isa adqu i r i r ^a^âo, bem de Geometr iae comparaçao PO^ mmo /"mas
operaçoes com jedades ®i„da cakular péri-
induira os nomes c pr^P _ Devera saber am
no piano e cm très dimensoe .
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de prismas de base
variedade dp imn f deverâ ester familiarizado com umaaremar lhe aT - venham nâo so
«st'r staT"̂ ^̂ ^ ir ° " MaLTtt; Vnr esŝ s
A habilidarie ° ™ também sera ampliado nesse estâgio.
propriedades dos""̂  ™ depende do emprêgo de certasfributiva N C. 3 propricdade associativa e dis-
a anlira ° estagio, o aluno pode começar a generalizar ea aplicar essas propriedades.

anlïïa°dnf T® ̂ 'cançados por métodos e material de ensinoaSaX an o pér iode de tempo ade-
c o n c e i t n Q ^ p r e o c u p a ç â o c o m a f o r m a ç â o d o s
resnba a compreensâo ao introduzir-se uma noçâo nova,
evernit™ ̂ aonomia _de tempo, levando a dispenser depois parte docxercicio necessano a aprendizagem.

Finalmente_, o efeito cumulativo do programa torna possivel umamaior extensao de ideias e uma intravisâo mais profunda dos con-
dwrnalm"tr considerava possivel tra-

^ /t inclui varies topicos de importância matemâtica
propostos "lateriais para atingir aos objetivos
.-nn̂ d-snutidn'̂  ̂  "ecessidade de muitas liçôes para cobrir cadatop.co d.scut.do nesta seçao, nâo se deve considérât a ordem de
apresentaçao dos top.cos aqui usada como, necessàriamente, a melhor
sequenca de ens.no para o aluno, O primeiro tôpico tratado, por
exemple, e a aval.açao da habilidade nas operaçôes com numérosmteiros que foi abordado em primeiro lugar, apenas por conveniên-
cia. Na pratica, entretanto, convém começar o ano sempre com
trabalho e idéias novas. Por exemple, no 5'> estâgio o trabalho
inicial poderia focalizar o estudo das propriedades de certas formas
geométricas, deixando-se para depois o inventârio das habilidades
de computar e o trabalho de revisâo se necessârio.

Operaçôes corn numéros inteîros — inventarîo
Tratou-se da revisâo dos processes de commitar . .5̂  estâgio, porque nâo parece conveniente intLromrv>

seqûência dos tôpicos que serâo discutidos a aepois anâo se pï^tende corn isso que o trabalho Entretanto.
e s s a r e v i s â o . e s t â g i o c o m e c e p o r

À habilidade de computar com exatidâo ^Eiderada fundamental em urn programa de lapidez é con-no passade, ta] objetivo monopolizou de ta! Entretanto.
™a o tempo e a atençâo
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das aulas de Matemâtica, que outros objetivos importantes foram
negligendados. Isso nâo significa. porém que agora o professor
ignore o desenvolvimento das habilidades de computar.

As habilidades de computar prccisam ser mventanadas no prin..
cipio de cada ano escolar. o que. portante, sera feito tambem no5̂  estâgio, devendo os testes-inventârios incluir os processes de
adiçâo, subtraçâo. multiplicaçâo e divisao com numéros mteiros.
Nesses testes, algumas questôes devem
de equaçâo (por exemple, n -p S35 — ^ ' v . - ? '
gq w _ 483; etc.), envolvendo tambem o conhecimento das
medidas comuns. ' O professor pode dividir o teste por vârios dias.

No 5' estâgio. nâo haverâ muita necessidade de reensinar as
habilidades de calcule. Entretanto, os alunos que precisarem dêsse
ensino supleraentar devem voltar às liçôes prépara as com esse
objetivo, para desenvolver as habilidades nas quais apresentem defi-
ciência. Tais liçôes serâo cncontradas nos livros da présente série,
destinados ao segundo, terceiro e quarto cstâgios.

Nestc livre, às pâginas 76 a 78, cncontram-se recomendaçôes sôbre
as prâticas de revisâo e rcensino.

Razôes para exprimir correspondências
R E L A Ç A O , C O M PA R A Ç A O

No tôpico "Pares de numéros", no 4̂  estâgio, hâ uma explanaçào
detalhada a respeito de duas importantes idéias: o use do sîmbolo
chamade razâo para exprimir correspondências nos problemas que
envolvem a idéia de relaçâo ou comparaçâo; c a distinçâo entre

emprêqo da razâo c do numeral fracionârio, sîmbolo da fraçào.Tnnvém o leitor reportar-se ao tôpico referido, antes de 1er a
m é̂ria seguintc. uma vez que a idéia de razâo para exprimir
n̂rresDondências serâ aplicada a aiguns assuntos especiais a seremcorrcspoi ̂  apUcaçâo dessas ideias torna esses assuntos de

.Tanificaçâo matemâtica. e Pf sam^̂  vistos como bâsicosgrande ^ ^ da Matematica na escola secundaria,no desenvolvimento ̂  seguinte problema: •■fi balas
Suponhamos ̂  ̂ 5 Quantas balas poderei comprar com

sâo vendidas ' envolve uma relaçâo representada pela
Cr$ 25?". este pro"'™ ̂ mpra de mais de 6 balas a relaçâorazâo 6/15, Supoe-se qu ̂  necessârio exprimi-la em
continue sendo a ^ conhecido (25). Dai poder escrc-
outros têrmos, dos qu ̂  n/25.'*
ver-se a equaçâo 6/ , „ numéro que substitui n, Aiguns

Nâo é tâo fâcil descobr. que se é precise multi-adultos serao capazes bibliografia às pâginas 143 a H9.
* Os numerais referem-sc aos
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plicar 15 por 1 para obter-se 25, 6 précisa também ser inulti-
2

plicado por 1 para obter-se n = 10. Entretanto, o aluno nao
vê isso com tanta facilidade. O caminho para rcsolver mais fàcil-
mente essa equaçâo é obser\'ar que a relaçao envolvida em 6/15
pode ser expressa pela razâo 2/5. Entâo, é possivel escrever a
equaçâo 2/5 = n/25.

Nesse caso, 2 e 5 serâo multiplicados por 5 para obter-se a nova
razâo 10/25. Daî conclui-se que o valor de n é 10 (resposta do
problema).

Nem todos os numéros envolvidos nos problemas sâo tâo fâceis
de se trabalhar como os dêsse exemple. Conseqiientemente, é pre
cise conhecer um método bâsico que se aplique a tôdas as situaçôes
s e m e l h a n t e s .

Êsse método bâsico consiste em substituir a equaçâo das razôes
por outra équivalente. No exemplo citado, substitui-se a equaçâo
6/15 = n/25 pela equaçâo 6 X 25 = 15 X Tal substituiçâo
é permitida pela definiçâo matemâtica de razôes iguais ^— duas
razôes sâo iguais se (e sômente se) os "produtos cruzados" sâo
iguais.

No exemplo, 6/15 = n/25 se (e sômente se) 6 X 25 = 15 X "•
De modo gérai, a/b = c/d se (e sômente se) ad = bc.

A definiçâo de razôes iguais permite escrever a nova equaçâo
6 X 25 = 15 X que é mais fàcil de ser trabalhada, podendo ser
reescrita na forma: 15n = 150. Resolvendo essa equaçâo, encon-
tra-se n = 10. Assim, com Cr$ 25 serâo compradas 10 balas,
que é a resposta do problema.

A definiçâo que apresentamos acima — duas razôes sâo iguais
se os "produtos cruzados" sâo iguais é de grande significaçâo
prâtica e teôrica. De acôrdo com essa definiçâo, a que chamaremos
"propriedade fundamental das proporçôes", as expressôes "duas
razôes sâo iguais" e "dois produtos cruzados sâo iguais" significam
a m e s m a c o i s a .

Usando a propriedade fundamental das proporçôes resolvc-se
qualquer equaçâo de razôes, nâo importando sua complexidade.Por exemplo, na equaçâo (ou proporçâo) 5/6 z= n/13, fica dificil
encontrar o multiplicador (ou divisor) a ser usado para exprimir
a relaçao 5/6 de modo que o segundo têrmo da razâo seja 13.
Mas, como foi mostrado acima, pode encontrar-se uma equa-
çâo équivalente à proporçâo estabelecida. Assim, substitui-se
5/6 = n/13 por 6n = 5 X 13.

Resolvendo essa equaçâo temos n z= 10-5-

Cêrca de metade (e talvez mais da metade) dos problemas resol-
vidos na escola primâria envolve um tipo de correspondência que
se pode exprimir pela razâo. A maioria dêsses problemas pode
ser resolvida através das proporçôes, isto é, equaçôes de razôes.
Portanto, se o aluno compreender essa espécie de correspondência,
souber como escrever e resolver corret.^mente a equaçâo, usando
a propriedade fundamental das proporçôes, terâ um poderoso ins-
trumento para resolver inteligentemente grande numéro de pro
blemas.

P E R C E N T A G E M

A percentagem, ensinada dentro do esquema gérai da correspon
dência, como aplicaçâo da idéia de comparaçâo, leva à resoluçâo
dos problemas por equaçôes de razôes, que tornam a compreensao
do assunto muito mais fâcil. Assim encarada, a ûnica idéia nova
que a percentagem vai envolver é a do uso do 100 como segundo
têrmo de uma das razôes, o que dâ origem a uma nova expressâo
— percentagem" — e seu simbolo respectivo ̂ o. Bastarâ lembrar,
portanto, que "percentagem" refere-se a qualquer comparaçâo, na
quai o segundo têrmo da razâo é 100.

Ao introduzir a percentagem, convém ressaltar a vantagem de
seu uso, como revclam as situaçôes de investimentos de capitals
e organizaçâo de fundos, onde se verificam, pela percentagem, os
lucros ou prcjuizos dos contribuintes, tendo em vista as quotas corn
que participaram.

É costume ensinar a percentagem em très situaçôes diferentes:

SiTUAÇÂo 1 — (achar a percentagem de um numéro). Quanto
é 20% de Cr$ 150?
Scluçâo: 0,20 X 150 = 30.

SiTUAÇÂo 2 — (achar que percentagem um numéro é de outro).
Cr$ 30 é quantos por cento de Cr$ 150?
Soluçâo: 30 -h 150 = 0,20 ou 20%.

SiTUAÇÂo 3 — (achar um numéro quando se conhece que percen
tagem êle é de outro). Cr$ 30 é 20% de que
quantia?
Soluçâo; 30 -j- 0,20 = 150.

O aluno encontra grande dificuldade em fazer distinçâo entre essas
très situaçôes e fica na dependência da memorizaçâo pura e simples
de varias regras para resolvê-las. Raramente as soluçôes sâo com-
preendidas e o aluno deixa de ver sentido nelas. Tendo em vista
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a dificuldade que acarrctam, costuma ensinar-sc as situaçôes 1 e 2
sômente em estâgios superiores.

Considera-se impossîvcl ensinar percentagem antes que os quatre
processes fundamentals envelvendo fraçôes décimais estejam apren-
didos, peis a multiplicaçâo e a divisâe de décimais sâo cssenciais ao
seu calcule. Entretanto, no 5^ estâgie, |â nâo deve existir tal res-
t r içâo.

A percentagem sera ensinada sem necessidade de fazer distinçâo
entre os diferentes tipos de situaçôes. A resoluçâo de qualquer si-
tuaçâo se farâ por um principio gérai ^ estabelecer sempre uma
proporçâo, ou seja, uma equaçâo de razôes. Nessa equaçâo os
têrmos de uma das razôes e um dos termes da outra sâo conhecidos.
O segundo têrmo de uma delas é sempre 100. Por esse processo,
realmente, nâo tem importância a diferença que possa haver nos
tipos de situaçôes a que se aplique a percentagem.

As proporçôes abaixo mostram como dar o mesmo tratamento,
segundo o ponto de vista exposto, às très diferentes situaçôes que
citamos anteriormente:

SITUAÇÂO 1 — (achar a percentagem de um numéro). Quanto
é 20^0 de 150?
Soluçâo: 20/100 = n/150.

SiTUAçÂo 2 ~ (achar que percentagem um nûmero é de outro).
30 é quantos por cento de 150?
Soluçâo: 30/150 = n/100.

SiTUAÇÂo 3 — (achar um nûmero quando se conhccc que percen
tagem êle é de outro). 30 é 20% de que nûmero?
Soluçâo: 20/100 = 30/n.

Cada equaçâo pode ser resolvida pela propriedade fundamental
das proporçôes, sem necessidade de regras ou métodos especiais de
computar (principalmente multiplicaçâo e divisâo de fraçôes déci
mais).

Estabelecida a equaçâo, nâo hâ maiores dificuldades, se o aluno jâ
teve experiências suficientes em resolvê-la.

Note-se que, de inicio, nâo é aconselhâvel usar questôes abstratas
como Quanto é 20% de 150?", "30 é quantos por cento de 150?" ou
30 é 20% de que nûmero?" Tais questôes devem aparecer em

problemas e nâo isoladamente. Muitas vêzes dificulta-se o trabalho
com a percentagem porque se exige que o aluno trabalhe, logo de
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inicio, cot̂  formulas abrevia'̂ ^s- tenham sido compreendi-das as idéiaj bâsicas das elas se derivam.
de expef'®?"=»= adequadas para deduzir por êle^ P 3s formulas simpliff̂ d̂as com que trabalha.

_,̂"Aqoro,(3«senhei duQS linhos for-̂
"mondo «m onqviio re'o

-Os numerois de «mo ImhQ fes^e^
senlom o numéro de bates compro-̂
dos. Os Humerais do outro linho
. represenlom os precos dos

'^Codo par oe numerals ood*.
usodo po ro t oco l i zo r um pon to

qrofico- oss im.
;;0 nome aèsse ponto e'
Eiemostra que t Polo

^ cusfQ Crfl 3.

Aqoro eu iMolizei Outres
'pontos no qrâfico.

-Este oqui ê o ponto 4-12 e mostro
que4bolos custamCrSl2,00

G R A F I C O S

O aluno compreenderâ melhor a idéia Se alquma
experiência com grâficos simples,

De inicio, convém aptender apenas a ^"^^ficos envobvende pares de numéros que represented ̂f̂çoes
ilustraçoes desta pagina sugerem um modo de ensinar ̂  représentât
uma relaçào gràficamente.

Na pâgina seguinte reproduzimos uma tabcla de pares de nûmeros
mostrando uma corrcspondência tempo-distância e o grâfico respective.
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QUILÔMETROS 5 i c i a 221 30 d
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Nas paginas 107 e 108 encontra-se uma discussâo detalhada dêsse
assunto. Na ârea do retângulo, a relaçâo é baseada no numéro de
unidades de ârea que pode ser colocado em um dos lados do retângulo.
or exemple, se um lado mede 5 métros, pode colocar-se dêsse lado

uma fila de 5 quadrados de um metro de lado. A relaçâo, cntâo, sera
métros quadrados para 1 fila, o que se représenta pela razâo 5/1.

A outra dimcnsâo détermina o numéro de filas de um metro quadrado
que se pode colocar dentro do retângulo. Se essa dimensâo é 3
métros, haverâ 3 filas. Como o numéro total de métros quadrados
nâo é conhecido, êle serâ representado, temporàriamente, por n.
Assim. a relaçâo para as très filas serâ expressa pela razâo n/3.
Como essa relaçâo é a mesma que a relaçâo para 1 fila, pode cscre-
ver-se 5/1 = n/3. O emprêgo da "propriedade fundamental das
proporçôes" permite escrever que 1 n = 3 X 5. de onde se conclui
que a ârea é 15 métros quadrados.

Depois de desenvolver essas atividades bâsicas, fica fâcil mostrar
que, simplificando o processo, pode multiplicar-se o nûmero de uni
dades quadradas correspondentes a uma fila pelo numéro de filas.
Estabelece-se, assim, a regra "A ârea de um retângulo é igual ao
comprimento vêzcs a largura".

Daî conclui-se a importância de se desenvolver tâo cedo quanto
possîvel o conceito de relaçâo. O câlculo da ârea é apenas um
das muitas aplicaçôes matemâticas dêsse conceito.

Medidas e idéias geométricas

A R E A

O tôpico sobre ârea jâ foi discutido no 4" estâgio, quando sugeri-
mos que de inîcio se desse maior importância ao seu significado,
calculando-a por meio da contagem de unidades aplicadas, ou por
estimativa. Discutiu-se, também, o câlculo da ârea de um retân
gulo. Entretanto, convém reconsidérer êste tôpico no 5® estâgio.

Costuma iniciar-se o estudo de ârea pela ârea de retângulos (in-
cluindo o quadrado), porque a ârea dos outros poligonos pode ser
encontrada transformando-os em formas retangulares. No 5° estâgio,
o aluno aprenderâ a calcular a ârea de qualquer paralelogramo. En
tretanto, 0 método que se vai usar, utilizando o conceito de relaçâo,
n â o é o c o m u m .

O conceito de relaçâo é bâsico nas situaçôes elementares de ârea.
É verdade que a consagrada formula da ârea de um retângulo "Ârea
é igual ao comprimento vêzes a largura" conduz, numèricamente, à
resposta certa, mas porque essa fôrmula conduz ao resultado, êste
nâo é compreendido, a menos que o aluno tenha a idéia de relaçâo.

FORMAS TRID IMENSIONAIS E CONCEITO DE VOLUME

Hâ certas idéias bâsicas de Geometria com as quais a criança deve
familiarizar-se ainda na escola elementar. Dai a necessidade de
um programa moderne de ensino de Matemâtica prover atividades de
aprendizagem capazes de ajudâ-la a adquirir tais conceitos.

O programa sugerido neste livro aprcsenta, em cada estâgio, a
introduçâo de algumas dessas idéias fundamentais. Assim, ao che-
gar ao 4'' estâgio, o aluno terâ estudado um conteûdo substancial de
Geometr ia .

O estâgio anterior focalizou, principalmente, as figuras de duas
dimensôes, incluindo os conceitos de perîmetro e ârea, e os processes
de computâ-los.

No 5' estâgio, serâo ressaltadas as propriedades das formas tri-
dimensionais (por exemple o cone e a pirâmide) e o conceito de
volume. O aluno aprenderâ o nome e as propriedades dos sôlidos
mais comuns. Serâ aconselhâvel fazer uma revisâo dos conheci-
mentos de medida linear e de ârea para, entâo, desenvolver o con
ceito de volume.
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intéressante começar o programa do quinto estâgio com as
acabamos de mencionar, aproveit̂ do o intéressé e o

t̂ustasmo do aluno per assnntos n̂ vos ao iniciar nm novo ano.r̂èndfdf trabalhar com elas, quando sera entàoaprendido o calculo do volume dos prismas de base retangular.
CALCULO DO VOLUME DO PRISMA RETANGULAR

No principio do 5' estâqio, a atenr5„ - c i- j ■ » •
no significado de volume Por exê ^ focahzada mteiramentelume de caixas pelo método direto confi°Hn o vo-
r o d e u n i d a d e s c u b i c a s q u e a s o n u m e -volver o calculo do voluL usand̂
métodos serâo semelhantes aos suoe economicos, os
d a a r e a . 9 ^ n d o s p a r a o e n s i n o d o c a l c u l o

Para um adulto, a formula Hn , i i
retangular pode parecer muito simpl " "fia
c o m p r i m e n t o p e l a l a r g u r a e d e o o i s j ? ^ ovêzes, uma compléta famiiiarizaçào -
perca a noçâo do "porque" de seu .co fcaminho indireto de encontrar o v 1 ealmentc a regra é um
uma operaçâo. ^ Volume usando très medidas e

A c o n s e l h a - s e , c n t r e t a n t o m o s t r a i * tfundamental no calculo do ralume é o conceRo X ̂  ®
como no caso da ârea, para calcular o vM P°-s. assimequaçâo de razôes e empregaise a orÔr'/q
proporçôes" para resolvè-la. Como ^ ^dasbém usado em muitas outras situacôes relaçao e tam-
conceito bâsico. A aplicaçâo da iX j ^ constituir um

"camada" pX ' I "nidades cûbicas em cadacamada . Por exemplo, suponhamos que a base de ̂
Twra ^ comprLento por 4 m l>ii.
unidades c b-""' ^ 'T ^ "• ^ "ûmero total de '

ŝtrcrô paXte
mairycrcomXXX'̂ tndal̂ t'̂ d iem vez de efetuar a mul̂I caçX 5 v dXTc'
2 0 / 1 a r a r 5 n » ' > a o 3 X 4 e c s c r e v c r a r a z a o c o m o2U/1, a razao permanecer na forma apresentada acima.
camXa°"cXréf do prisma détermina umacamada correspondente de un.dades cûbicas. No exemplo acima,

a altura de 3 m mostra que o prisma pode conter très camadas.
Assim, a relaçâo pode também ser represcntada pela razâo, w/3.
onde o priraeiro têrmo (u') représenta o numéro 5^4 ^
total de métros cûbîcos, e o segundo têrmo (3), ——
o numéro de camadas. Uma vez que ambas as
razôes exprimem a mesma relaçâo, pode escrever-se a equaçâo ao
l a d o .

Finalraente, resolve-se a equaçâo escrevendo-a na forma:
ïu = 5 X 4 X 3.

Obtida essa compreensâo. a regra pode ser generalizada e aplicada
a qualquer prisma retangular. sejam quais forem suas dimensoes.
Pessoas que nunca virara o desenvolvimento de uma regra (ou formu
la) dificilmente reconhecem que. na realidade, tenham aceitadc eusado a regra. nâo porque tivessem compreendido o raciocînio ma-
temâtico nela implicado e sim pelo fato de ela ter funcionado nos
problemas prâticos.

Os programas tradldonals de Matemâtica prescrevem regras de
câlculos para depois treinâ-las em use. Um programa moderno K-
conhece que o desenvolvimento da verdadeira competênda matematica
requer mais que a aceitaçâo passiva de regras.

Os ccnceltos de fraçôo e a linha numsrada
Nâo é necessârio considerar aqui as idéias bâsicas de fraçâouma vez que jâ foram discutidas em cada um dos d.ferentes estagios

estabelecidos neste livro. Corn os concettos basmos bem fumadosno S'' estâgio, se cuidarâ de ampliâ-los e ennquece-los. O trabalho
corn a linha numerada constitui um e.xcelente recurso
essas idéias fundamentais e enriquecer a e.xpenencia da cnança

A • - • ^ ^ Ao nnmeros com pontes em uma linhaA assocaçao mtuitiva de num matemâtico, tendonumerada conduz a ™P°f/Xréguas e escalas de tôdas as es-em vista sua aphcaçao .oXecimento é também de gran-
pecies, grâficos, mapas. etc. iisse t-w
de importância teôrica.
As "linhas numeradas" pf̂oYou

r s;rd?s.=;rs.'—>«■ —
1

AT ^ -t^froflucâo da linha numerada sera feita.No 5̂  estâgio. uma nova ̂ ètricamente (ou gràficamente).
quando ela servira para elementos de dois diferentes sis-
3 correspondência um-a-um entre
teraas de numéros:
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o conjunto dos numéros naturals, que é o nome matemâtico
correto para os chamados numéros "inteiros" (ou de contagem).
com OS quais os alunos lidam desde cede;

nati r ° de numéros que se estabelece quando os numérosais sao usados juntos, aos pares, como os indicados pelos
1 2 3
1 ~y~'~^etc., e que sao membros do conjunto dos nû-

fraçôes ̂ °ni"niente chamados na escola elementar de
Costuma escrever-se ± = 2, ± = 3 etc., sem ievar em con-

sideraçào que os numerals L etc., de urn lado da igualdade,
nu'meraisT'3 um sistema (o dos numéros racionais) e osde outro skfPm igualdade, representam numéros
elementar TsT dos_ nûmeros naturais), Entretanto, na escolananças nao precisam fazer essa distinçâo.

rada) numéro (ou o mesmo ponto numa linha nume-nm nome d? diferentes é de grande importância, pois é mudar
comparacân o^^ro équivalente que torna possîvel. a' ^ ^diçao e a subtraçâo de fraçôes.

aïs tarde, sera considerado ainda outro conjunto de nomes, isto
' das fraçôes décimais. Os numerals 0, 5, J_ e —

s à o t o d o s n o m P Q t . . , 2 1 0
tagem da linha P ° mesmo ponto na linha numerada. A van-
(ou o mesmo é representar visualmente o mesmo ponto
. , numéro) associado a diferentes numerals *. Possibili"t a n d o a i n d a a -
^ , ^^Presentaçâo de numéros diferentes como —e 3,u n h a n u m e r a d a ^ ^
r o s s e n v o î v e e r e f o r ç a a i d é i a d e " s i s t e m a d e n û m e "

Sâo muitos os al
aumentar seus que nesse estâgio demonstram interêsse em
duzir o sistemaêsses, sera intéressante intro-
positivos, nûme ̂  numéros chamados relatives, que inclui numérospara representâ^ negatives e o zero, estendendo-se a linha numerada
gne, embora oê f ̂  ̂ '̂ ĵ nsâo do campe numérico. O aluno verativos positives ̂  a um sistema diferente, os numéros rela-
dos nûmernc r, associados aos mesmos pontos da linha

n a t u r a i s .

ver pfgTna "r entre os tërmos niînuméro e numera l usados neste l iv ro ,

Càlculo com fraçôes

DENOMINADORES COMUNS

As fraçôes nâo teriam utilidade como numéros se nâo fosse pos
sîvel comparâ-las (dizer se uma fraçâo é maior que outra), adicio-
nâ-las ou subtraî-las. A base para a comparaçâo, a adiçâo e a
subtraçâo de fraçôes é a noçâo de denominador comum.

Saber que o mesmo numéro pode ter muitos nomes é de grande
apllcaçâo no desenvolvimento dessa noçâo. Por exemplo, o aluno
aprendeu ao trabalhar corn a linha numerada. que — pode ser re-

Conseqûentemente,presentado por —
1 0 1 5

p o r -1 2
o u

sera simples comparer ̂  ̂  usando outres nomes para as duas
9 1 0

fraçôes (por exemplo • 12 ̂  12
A adiçâo e a subtraçâo de fraçôes também constituem uma aphca-

çào da idéia de "outros nomes". Assim, a adiçâo de-̂ -e-g-é
xesolvida pela adiçâo ^ indispensâvel desenvolver uma
boa compreensâo da noçâo de equivalência, antes de introduzir qual-
quer técnica para achar o denominador comum. É importante também
desenvolver a noçâo de denominador comum, bem como da maneira
de procéder para encontrâ-lo, antes de se pedir ao aluno para so-
mar ou subtrair fraçôes. Depois de uma boa compreensâo da noçâo
de denominador comum e de alguma habilidade em encontrar fra
çôes équivalentes (com o mesmo denominador) para as fraçôes que
se vai somar ou subtrair, a aprendizagem dêsses processos serâ
grandemente simplificada.

A linha numerada ser\'irâ agora para desenvolver a habilidade
de encontrar fraçôes équivalentes, levando o aluno a organizar,
paralelamente, tabelas que relacionem essas fraçôes descobertas na
linha numerada. A organizaçâo dessas tabelas é particularmente
util porque permite que o aluno veja, ao mesmo tempo, um conjunto
maior de fraçôes équivalentes, e nâo uma ou duas fraçôes de cada
vez. Pelo exame da tabela, êle pode encontrar numcrais que tenham
um denominador comum para duas ou mais fraçôes.
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po"erâ denominador comum, o alunopodera aprender a procura-Io, usando métodos mais abstratos,
Primeiro aprenderâ a examinar as fraçôes (como ~ epara

puder' °râTocutr°'°''̂ r ° d-nominador comum. SeLnominador sT ̂  fraçôes em termes dêsse
a l u n o a n r e n d e r a n â o c o n v é m a o c a s o , o
até encmtrar o d multiples do maior denominador,encontrar o denom.nador comum. Por exemple, ao procurer
vm denominador comum para-le como 10 (que é o maior
tamS"nâ"Lnv° 2 X 10. O produto 20pJZtZ, ZZYxTo° YoZ fp Y 'denominador convenieme Ap«a7df - °
direfo P .imnl. weniente. Apesar de nao ser este o raétodo mais
mum A 7 c , W Z denominador comum. A dihculdade ma.or surge quando os denominadores sâo
pnmos entre si, como no caso das fraçôes ~ o ^

13 ^ 17 •Nesse exemple, o primeiro multiple de 17 que convirâ é 13 V 17
ou seja, o produto dos dois denominadores.

O desenvolvimento da idéia de denominador comum como aore
sentamos. deve merecer maior atençâo aue iim f^ ?aulas como preparaçâo para a adiçâo e a subtracâo dl f ° ̂
conhecimento tem grande importância pois além Ha comparaçâo de fraçôes, permite desenvolver a noçâo d"ede numéros, e mtrodur.r a palavra con,unto. A idéia de conjunto édas mais fundamentals no dominio da Matemâtica, e daqui por di-
ante c aluno terâ muitas oportunidades de usâ-la.

ADIÇAO E SUBTRAÇAO DE FRAÇOES
Os processes de adiçâo e subtraçào de fraçôes têra side considera-

dos, tradicionalmente. como dificeis de aprender e fixar. Em parte,
ta] consideraçâo decorre do fato de se ter usado no ensino dêsses
processes, uma orientaçâo baseada na teoria da aprendizagem do
eŝ mulo-resposta. De acôrdo com essa teoria, cada processo erasubdividido em um complexe conjunto de "habilidades cspccificas"
(etapas a serem vencidas) que eram treinadas mecânicamcntc, uma
a uma. Ao contrârio, as novas teorias dâo ênfase ao desenvolvi
mento de principios gérais, no caso os que se aplicam à adiçâo e à
subtraçao de fraçôes, antes de treinar pràticamente as habilidades

de computar. O aluno tem oportunidade de ver, por processes
visuais, e nâo mecânicos, o significado das operaçôes que realiza.^®

A adiçâo de fraçôes serâ associada à açâo de reunir partes de
objetos concretos.

Uma vez que a noçâo de denominador comum jâ foi introduzida,
nâo haverâ necessidade de concentrar-se a atençâo nas habilidades
de computar exigidas pelo processo de achar o denominador comum,
o que prejudicaria a compreensâo das operaçôes cujo ensino é agora
o nosso objetivo.

Aprcsentado de acôrdo corn as idcias discutidas acima. o processo
de adicionar e subtrair fraçôes é aprendido sem grandes dificuldades.

Antigamente, aconselhava-sc usar de inîcio sômente adiçôes como
1 3

(fraçôes homogêncas).

Atualmente, acredita-se que o aluno deva começar com fraçôes
como —+ ]̂- (fraçôes heterogêneas). Tal orientaçâo esta de
acôrdo com o principio que defendemos segundo o quai, para de
senvolver "insight", a introduçâo de um processo se farâ por exem
ples que sejam, tanto quanto possïvel, capazes de reprcsentar o pro
cesso complete. 2''

o mesmo principio sera seguido no ensino da adiçâo de "nùmeros
mistos", podendo usar-se de inîcio exemples como 4 -f- 1
Note-se que, nesse caso. a soma das "partes fracionârias" dos dois
numéros mistos é maior que 1, jâ exigindo o trabalho corn réserva
(para a coluna dos inteiros). Uma vez compreend.do o aspcctobâsico do processo. nâo hâ necessidade de preocupaçao em seleco-nar exemples mais fâceis para apresentar imc.almente ao aluno.
I T ™ . , o r a q o o e r a l , o a l u n o p o d e r a t r a b a i n a r c o m

X . " s
talmente o processo aprendido.

r» . j fraçôes serâ organizado e desenvolvido
o . p . —

. .1 . 1 r - —-TT- ( f raçôes he te rogêneas ) , emplos mcluirao fraçôes como ^ g

vez de casos simples e particulares como ̂  ̂
tando de nûmeros mistos, os primeiros exemplos implicarâo em "re-
* ^ " r s o " . ^ . . . - - j

M , 1 a l c a n ç a m o 5 " e s t a g i o t e r a o c o n s e g u i d oa â7dade e7°niveï°de aproveitamento desejâveis em adiçâo e sub-



1 2 4 E s T Â G I 0 5

traçào de jraçôes. Entretanto, pode esperar-se que adquiram boa
compreensao dos processes com os quais estejam trabalhando.

multiplicaçao de FRAÇÔES
Na escola elementar o conceito bâsico de multiplicaçao é desen-

volvido por meio de situaçôes que envolvem a combinaçâo de grupos
iguais. Nessas situaçôes o numéro de objetos em cada grupo e onuméro de grupos sâo nùmeros "inteiros". O produto também è
um numéro inteiro" e exprime o total de objetos do grupo résul
tante da combinaçao dos grupos iguais. Entretanto. esse signifi-
cado de multiplicaçao toma-se inadequado quando se trata de fra-
oes. orem, essa inadequaçâo nâo é ainda évidente nas situaçôes
m que se quer reunir uma quantidade representada por uma fraçâo
ura numéro mteiro" de vêzes. Por exemple, suponhamos que seja
preciso reunir cinco vêzes a quantidade —

4

pode ser representada pela equaçâo n = 5 x
A quantidade total
3

Mesmo que nâo se saiba multiplicar uma fraçâo por um numé
ro inteiro pode encontrar-se o valor de n usando a equaçâo
n — — 34 ^ 4 ^ 4 ^ 4 o n d e n =

1 5
Entretanto

_ 5 3—g- X T • ̂  interpretaçâo da multiplicaçao em termes deadiçâo nâo precede, pois nâo é possivel usar a adiçâo para resolver
uma suuaçao como essa. Qualquer esfôrço para interpretar 1-
como indicador de quantos ̂  devem ser somados deixa de ter
plicaçâo terâ de sêab°andoS"'°' ° sentido de muiti-
tiplicaçâo de fraçôes"usand™ 0!"'̂' interpretar o processo de mul-crepantes situaçôes-problema onfe °de'2um°m °d". ae algum modo, a palavra de"adquire o significado de "vêres", como em de .
maltâô t'podê Idgar̂ sa'" T" ° ̂ ^ -S-'yerdadeira compreensao. É claro'quTaTqrâ 'ï ̂porque funciona permanece sem explicaçâo

A base da regra para multiplicar fraçôes p
c o n c r e t a . Ç s e m a t e m a t i c a e n a o
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Em têrmos matemâticos, o uso das fraçôes exige uma ex ensao
do sistema numérico, sendo preciso aprender a calcular nesse no\o
sistema — o das fraçôes.

As fraçôes gocam da maior parte das propriedadcs essenciais
de um numéro natural. Por exemplo, pode usar-se o numera
12/4 (ou a équivalente 3/1) para représenter o numéro ̂mesma forma, pode usar-se o numeral 6/3 (ou a équivalente / )
para representar o numéro 2. Como o produto de 3 ̂  ̂
mfere-se dai que a regra para a multiplicaçao das fraçôes c ̂
terâ de produzir uma nova fraçâo que possa ser usada em lugar
de 6. De acôrdo com a regra tera-se:

1 2

4 X 3 _
12 X 6

7 2

1 2

7 2 Ao produto pode ser usado em lugar de 6.1 2 ^ ,
De modo gérai pode dizer-se que a regra resul-

multiplicaçâo de fraçôes é formulada de modo a aca artado coerente com o que se cbteria se os «ûmeros -volv.doŝna
operaçâo fôssem vistos como numéros naturais. • excm-as multiplicaçôes nâo podem ser vistas dessa maneira.
plo, a fraçâô  nâo tcm um numéro inteiro correspondente. O
mesmo acontece corn a fraçâô-. Nâo obstante, para multiplicar

e pode aplicar-se a mesma regra, résulta

X
5 X 3 1 5

o u

Para demonstrar que hâ um sentido logico
usar-se uma situaçâo de multiplicaçao que

— e —

Naturalmente que a discussâo acima nâo foi fô sû ^adequada a alunos da escola elementar. mas scu f
um meio matemàticamente correto para ensina , ■ oX A ^taçôes. Desde que feita de forma bastante simples, ao n.vel da
compreensâo dos alunos, a introduçâo da niult>pli»?no denode ser guiada pelos prindpios discutidos. Alem disso, tal orien-
îaçâo prove um fundamento bâsico para o crescimento continuo
dessa compreensao e, em gérai, da compreensâo dos numéros racio-
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nais. Alguns livres de ensino de Matemâtica afirmam que, em
«ultiplicaçôes como 5 x ̂  . nâo convéur escrever̂- X A
enta do 5 como — e considerada uma "muleta" e aconselha-se

que'^eLw" Professôres experientes achamnaente, nào se iu'dicl a resit̂So":
^ Ç o em ensmar essa possibilidadee escrever-se — para representar 5 nas operaçôes com fraçôes.

Matematicamente falando é c - identro de um mesmo sistema _ o °
de um 'sistema misto" no a 1 . [raçoes. e nao dentro
e o outro fator e o priduto sâo ^

ijoduçâo da multiplicaçào, partindo de fraçôes heterogêneas6 e ̂  , devena ser seguida imediatamente pela multiplicaçâo
de numéros mistos. De arnrHo
demos, ainda aqui. um casn npr.i ° P^ncipio gérai que defen-
e nâo uma seqûência de apresentado inicialmente
numéro inteiro multinl̂ rar̂ /̂ ^̂ °̂̂  ̂ specials isolados (por exemplo,

. . - j -
T ° 34-X 2^, 3 X 4-, ouT-X 54-.
uma vcz que essa ideia n noçao de numéros inversos,
f-Ç5o, Quando o produto r 2 nT ^ divisâo por
i n v e r s o d o o u t r o . n u m é r o s e 1 , u m n u m é r o é o

Assim, -1— ̂ - 1 6 6 8 7' 87 ^ *66" =

e obngado a "sar: mverte-se o divisor e mu!tiplica-se". No
programa moderno de Matemâtica idéias fundamentais como oconceUG de numéros inversos nâo podem ser negligenciadas, Daqui
por diante, ao estudar e user a Matemâtica o aluno precisarâ
recorrer constantemente ao conceito de inverso.

CÂLCULO COM FRAÇOES
1 2 7

d i v i sao de f raçôes

o d .
d i s c u s s a o e n t r e p r o f e s s o r e s . l a ^
assunto tem apresentado bastante d.vergenc.a,

Autoridades no assunto, sem csperançasG processo, P̂ ôam ô  ̂"outros tcm tentado obter a aceitaçâo
O divisor e multipiicar ^ comprecnsào), partindo de
da reg ra (sem. recomendam o método do
s.tuaçoes-problema Oû  explicam. satisfatôriamente, porque
denominador coraum, mas nao -h
êsse p rocesso conduz ao resu l tado . ^

Essas dificuldades
e n c a r a d o o a s p e c t o d i r e t a m e n t e .
aspectos precisam ser reconhecidos = ̂

É necessârio compreender, em primeiro lugâ"inverter" o divisor e mût.pbcar discrete ̂  P̂^
mas nao explica naaa. , "inverter" refere-se somente a
ciona? Note-se do numeral. Rigorosamente falando,
"fnverter" ô'dNisor nâo é uma operaçâo matemâtica.

j Ar. rlpnominador comum" tem alcançado bom nivel^ Â âÎ De acôrdo corn êle. tanto o dividendo como o
dfviLT sïo reescritos com um "denominador comum . Assim,

J_̂ _Lé substituido por-̂ -î-— cujo resultado e—.
O s " ^ o s i g n o r a m .

Assim!" pergunta: ̂  O que se fêz corn os denominadores 4?
A resposta é que a divisâo de 4 por 4 também é considerada, mas

como é igual a 1. conclui-se que o resultado serâ-|-- !■ imediata-
2

mente expresse por ^ •
p. =e oue O "método do denominador comum" i umD a i p e r c e b e - s e q u e o ^

rom"na"Ôls poTsïem iguais, nâo precisam ser considerados,
,.,»r«r.ln Que •— deva ser dividido por „Suponhamos, por exemple, que uc 7

n . 3e 14 — 7=2, podc expr im i r -se 0
Uma vez que 9 ~r

3
quociente por -y- •

9
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rpf uma regra gera] précisa para aplicar ao pro-cesso. Umdem-se os numeradores para encontrar o novo nume-
raaor e os denominadores para encontrar o novo denominador"
e uma regra que. realmente. constitui um modo prâtico, mas que

a divisées que nâo envolvem resto, como no^ scima. Entretanto, se antes de aplicar a regra fosse encon-
- t enominador comum, o novo denominador séria 1. Essaâse fundamental do método do denominador comum". Mas,
é o procedimento nâo simplifica a divisâo, pois o quocientepresso de forma tào complexa como a do cxemplo original.

ajuda a compreender porque os métodos tradicio-
a mf»lk P°^ fraçâo nâo poder mais ser considerados como
compreen<;?,^^^''^^- métodos nâo levam a uma real
matemâtico ' abreviados e nâo penetram no conteûdo

Entao, como ensinar divisâo envolvendo fraçôes?
divisore'̂ multi compreender que a regra (inverter oem uma dTv^c^ J- P^mcipio bâsico em Matemâtica: "Se
divididosl ne»î ^ ° ̂ videndo c o divisor forem raultiplicados (ou

Esse mesmo numéro, o quociente nâo se altera".
divisor sân ̂  ycrdadciro nâo sômcnte quando o dividende emeros mteiros mas. também. quando constituera fraçôes.

mos que-̂ deva ser dividido por-i. Para tornar a ope-
r a ç â o m a i s s i m r ^ t - 4 ^
A idéia de escreve-se a divisâo na forma mostrada à direita.

verso sera usada. multiplicando-se o divi
s o r « 7 44 P '̂o seu inverso-—. Com isso, o novo divisor
— X - î - - 1 14 3 sera I, Mas, de acôrdo com o principio mate- ^

eo enunciado acima, o dividendetambém tem de "4

«ultiplicado pori.
Assim :

11 11
X

11
X

o u

X1 3

1 1 4O novo dividende >< __) é o produto do dividende original
pelo inverso do divisor original. O novo divisor é 1, porque mul-

CÂLCULO COM FRAÇOES
1 2 9

tiplicando-se um numéro (~̂ ) inverso ( -̂  )• obtém se
sempre produto I. Portanto, substituiu-sc a divisâo primitiva pela
divisâo équivalente: ( 11 X -l"' ̂  ° dividende é um

1 1 4

produto e o resultado sera igual ao prôprio dividendo (— X j)-
Nesse produto resultado. um dos nûmeros (̂) é o dividendo
original e o outro (-̂) o inverso do divisor original.

Assim, cxplica-se de onde vem a regra simplificada "inverter o
divisor e multiplicar .

Jâ dissemos que "inverter o divisor" nâo é uma operaçâo matemâ
tica. Mas, multiplicar o dividendo pelo inverso do divisor é um
principio matemâtico justificâvel quando o divisor também é multi-
plicado pelo seu inverso. Ê precise notar que, o principio é gérai
c aplicâvel a qualquer exemple no quai dividendo e divisor sejam
fraçôes.

Tal processo tem significaçâo matemâtica e pode ser ensinado a
alunos do 5' estâgio, depois que tenham sido desenvolvidos os prin-
cipios que acabamos de discutir. O principio "multiplicar ou dividîr
dividendo e divisor pelo mesmo numéro nâo afeta o quociente" foi
ensinado no estâgio anterior. A idéia de inverso pode ser ensinada
no 5' estâgio, tâo logo se desenvolva o cnsino da multiplicaçâo de
fraçôes.

Vârios sâo os recursos que se tem usado para levât o aluno a
aceitar a regra da inversâo do divisor. Por exemplo, costuma fazer-
se a pergunta: — "Quantas metades hâ cm très coisas?" Depois
de mostrar ao aluno que hâ seis metades, o exemplo pode ser rcsol-
vido numèricamcnte escrevendo-se:

3 ^

Apresentam-se, entâo, outros exemples semelhantes para serem
resolvidos pela mesma regra. Entretanto, êsse raciocinio toma-sc
dificil quando o dividendo é menor que o divisor, como no caso

2 • 4 ■
É dificil encontrar uma situaçâo na quai surja uma pergunta

como: — "Quantos très quartos hâ em uma metade?" c, mesmo que
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ela ocor̂  a resposta sera nenhum , de acôrdo com o raciocînio
acima. No entanto, aplicando a regra terîamos:

2 • 4 J - V 22 ^ 3 ~ 3
Como justificar essa resposta?

exemples de divisâo (onde o divisor
aup PYîia sugere a possibilidade de situaçôes-probleraa
rem P ™ divisâo dessa natureza, e, realmente, clas ocor-
o u s i t u a ç ô e s q u e e n v o l v e m r e l a ç â o
pondência at °' _"3s quais a idéia bâsica é exprimir uma corres-
do 5? hâ razâo. Na pagina 87, do 4'^ estâgio, c 111
«:ua anliVao""̂ ^ ̂ presentaçâo detalhada dcssas correspondências esua aplicaçao na resoluçâo de problemas.
Consideremos o problema: "Joâo anda-L km cada— km

Joâô °̂ Q"3ndo Pedro andou 1 km, quanto terâ aldado
relaçâo aqui envolvida é — para e pode ser representada

pela razâo rggolver o problema sera precise exprimir essa

maïo^ornro'^nâo"''^ ^ conhecido.
à âreiU. ̂  serâ escrita como aparece 1
(o^•prod^^^^^^ das proporçôes"P ̂  scruzados sao iguais), a equaçao transforma- "4
s e e m 4 " = T"Xp- enco..a. o va.o. de dMde-se i- pô  . , ̂.̂uUado . ±

4-Q-ndo os a,unes ap̂erd̂ l̂ rdivlto
resolver a operaçào-i_ . 3 , , , ^
entenderâo porque ^ '^3". nunca
que tenham lidado com êTs? Uno al"n°s
que o resuItado-1, "̂ spondencia compreendcrào3 nostra a correspondência de j—para — istoé, que um meio é dois terços de très quartos". ' ' '

REPRESENTAÇAO DECIMAL DAS FRAÇÔES 1 3 1

Representaçôo decimal das fraçôss
EXTENSAO DO SISTEMA DE NUMERAÇAO DE BASE DEZ

Na parte relative ao 4' "'̂gio exjusemos nossô p̂eusam̂eĵ^̂^respeito ̂  ̂ presentaçao dec.m^ as - ̂ ^3,3criança podera 3?'" agrupamento em 10 e c
representaçao, algarismo de acôrdo com a posiçâouso do pnncpio 'l" 3̂ ®̂ „iança assimila bem essas idéras
que ocupa no numeral. Q , ,̂ 3̂ 3 compreender o valor de
centrais, encontra P^3"ena unidades; percebe, entâo,
algarismos colocados a d.re sâo décimos, décimos de
que as partes fracionarias centésimos (ou milésimos)décimos (ou centesimos), î vada a ver que, o sistema deetc. É preciso que a represelçâo decimal das
numeraçao e um sistcma d extensâo dêsse sistema.
fraçôes constitui simplesm rtnnidade de adicionar e subtrairNo 5^ estâgio a criança d'
décimais em situaçôes que _ dccimais. o leitor poderâ con-

Quanta à adiçâo e à Sva ao 4^ estâgio.sultar a orientaçâo jâ suger.da na parte
y-Acc PYPRESSAS EM DECIMAISMULTIPLICAÇAO DE FRAÇÔES EX - j • TRIULUPUC. V ,=0 fraçôes com notaçao decimal,

Quando os fatôres de um ptodu ̂  ̂ blema da colocaçâo daa nova caracteristica do P""Ltiqamente isso era resolvido por
virgula decimal no P'̂ °<̂ "'°;,.3 3 contar o numéro de casas deci-uma regra. O aluno aP""f ̂ .̂̂ 'ip'pHcando e, depois, marcava omais" no miiltiplicador e no Como a regra faaconaya.
numéro total dessas casas no gg casas décimais. Entrc-
o aluno guardava a manei ^ pensar no signi-
tanto, para compreender a reg , compreender que aficadô dos sîmbolos Alem ̂  ̂ .̂ĵ -pHcar duas fraçces
regra esta baseada no P
quaisquer. , embora os dcnominadores nao este-Us^do a notaçâo décimal. emD e, por_conse-
- . r rs?.sr, i ? ï fs ' ;fraçôes ordinanas. AS ̂ ijadosamente desenvolvidas no 5

Essas idéias devem ser
estâgio. ,„„ar ou subtrair numéros escritos em nota-

Quando quercmos ; qj numerais de modo que as virgu-çâc decimal é costume orgJ.« umias décimais fiR""" 3", je localizar a virgula na resposta - que
m e i o mecânico e jg debaixo das outras virgulas. Assim.
serâ simplesmente coiu



1 3 2 E S T Â G I O 5

c aluno aprende a colocar a virgula sem se preocupar com o signi-
hcado dos sîmbolos. Daî, considerar-sc o rccurso puramente
m e c a n i c o .

Convém notar que também na multiplicaçâo esse rccurso se apîica,escrcven o-se os numerals dos produtos parciais e do produto total,
vprfî̂ al ̂  virguîas décimais fiquem em uma mesma colunavertical (ver exemple à direita).

a u t o m ^ i r n r e c u r s o
a colocacâ'o rn̂  e necessâno pensai muito para assegurara œlocaçao correta dos numerals.

07 X ?42̂ Dodp̂ ° ̂  ̂ "Itiplicaçâo indicada porX 3.42̂pode ser vista como 7/10 X 342/100. cujo
^ ̂  lOOÔ 2.394. O resultado mostra que o
um numeral dê °rêŝMde multiplicaçâo 0,7 X 3,42 éum numeral de trêŝ  ordenr-"!î— multiplicaçâo 0,7 X 3,42
milésimos do re«5iilf-ar4,^ aireita da virgula para represcntar oscnvolve somente centésimoc; produto parcial (2 X 3,42)
virgula decimal. ' pois, duas ordens à direita da

Êsse processo exiae nr,r'
fazendo com auc pIp r,- "m pensamento muito complexe,

O processo ensinado.
tiplicando-se os°'̂ ûmeros ignorar as virgulas, mul-
multiplicaçâo (342 cpnfâc- implîcitamente representados nase as virgulas, tornandn°̂ °̂  ̂  décimos). Assim, desalinham-
localizâ-la resposta ^^cessârio um meio qualqucr para

logo, o produto sera exnrp ' 10 ' ^
o aluno colocarâ a virqula „ X 342 milésimos. Assim.pics do sistema de numeraç̂o "e" 1°' ̂ ôrdo com os prmci-
como os que descrevemoŝ  Severn trabalhar com muitos exemples
▶ " C i m a .

Nao hâ inconveniente em
prâtica para localizar a vîro 1 ̂  ̂  criança descubra e use uma regra
o fundamento da regra. resultado, desde que compreeî  a
apresentava a regra sem np^ difere da tradicional. que
aluno a comprcendê-la. O esfôrço no sentido de ajudar o
seguido através de um prolonô IT^̂  aprendizagem sô era con-
Tais métodos de ensino nâo sâ repetiçâo mecanica.
moderno de Matemât i ca , que ' ' hC naT o n s t r o i o c o n h e c i m e n t o c o m b a s e n a
compreensao.

REPRESENTAÇÂO DECIMAL DAS FRAÇÔES 1 3 3

DIVISÂO DE FRAÇÔES DECIMAIS
Na divisâo envolvendo as fraçôes corn notaçào decimal, a colo-

caçâo da virgula torna-se parte importante do processo. Comono case da Multiplicaçâo, muitas vêzes a regra de colocaçao da
vrqula é aprendida sem nenhuma compreensao. No programan̂oderno entretanto, o aluno sera levado a compreender os prm-
Spios em que se baseia o método pelo quai ele va. aprender.

Uma liaeira modificaçâo nos métodos tradicionais de ensinar a1 ■ aiiirlarâ a compreender o processo. O aluno seradividir décimais, J efetuar a divisâo, o numéro de ordens
levado a diante, o processo continua sendo,

" "■ " " " "

' " î t . , . . , i s "
(expressa em _ pgra isso multiplica-se o dividende
d i v i s o r é u m n u m é r o q g j u n o j â a p r e n d e u q u e ,
e o divisor por 'P, ^ divisor pelo mesmo numéro o
multiplicando-se o ° exem&o 24,48 - 1.7 pode
quociente nâo 1/ « obter-se a divisâo équivalentemultiplicar-se 24,48 e 1, P̂ ^̂  i„cipio nem sempte é explicado.244,8 -4- 17. Entretanto, P (244 S — 17) pode ser escrita
-Observe-se_que a nova divisao (244, •

2448 1 7 2 4 4 8
o u

_i_ iustificando-se a divisâoX 17 ' Jna forma jg ■ j (H4) ainda terâ de ser divi
de 2448 por 17. Mas, ̂ t̂ema de numeraçâo decimaldido por 10. A f̂™M'Tmente o resultado como 14,4.leva a escrever imed.atam ̂  ̂ peraçao, a virgula decimal é

No processo ̂  mostra o excm-
temporàriamente esq , completar-se a 244,8plo ao lado ) porl 7, alcança-se J700 LEdivisâo por 17. 144 por 10, como mostra 743a etapa final ̂ .v.d.r 144 p
ainda o exemplo ao i 53 75 5, faz-se 53

Da mesma forma, depois, como 63,75
4 0

6 8

T H , 4
Da mesma for^f' ^5 ^ depois, como 63,75 4a divisâo de 6375 P°;/„/,df̂i275) sera divi-

envolve centés.mos o 3^3 12,75. Apesardido por 100, ob«"f';\lHcado aqui corn exemples
de o método ter s ido expl icaa , ,
particulares, éle é gerab „ ,333, ja virgula decimalSegundo alguns métodos ̂„„33os mais ou mènes mecan.cos,na rMposta é estabelec.do por 3„3,a a virgula eantes de se começar a divisa - „a3,erais ao final da
colocada, considerando-se
d i v i s â o .
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Entretanto, nem sempre o resto de uma divisâo é zero c, muitas
vêzes, a divisâo pode continuer indefinidamentc como no exemplo
2 — 3. Por isso, convéra decidir quanto à precisâo dcsejada na
rcsposta, antes de começar a dividir. A precisâo é indicada pelo
numéro "de casas décimais" explicitamente representadas no divi
dende. Por exemplo, na divisâo 126.3 26 obtém-se uma resposta
précisa até décimos. No caso de se desejar uma aproximaçâo até
centésimos, a divisâo sera escrita como 126,30 -r- 26, que conduzirâà desejada precisâo. Deve ficar claro, portante, que é possivel
colocar a virgula decimal no quociente, por um processo baseado
na compreensâo que seja aplicâvel a qualquer caso de divisâo. A
maneira de registrar o trabalho é o aspecto menos importante do
processo, podendo usar-se maneiras diferentes de fazer esse regis
tre. Como jâ foi dite (ver paginas 79 a 83), o ensino do processo
de dividir sera feito de forma que se obtenha a compreensâo dos
varies passes" seguidos.

^ Urna caracteristica do método de divisâo aconselhado nesse livroe o ato de registrar-se os quocientes parciais por inteiro, e nao
apenas por um algarismo no quociente. No caso de numéros que
nvo vern fraçôes expressas em notaçâo decimal essa caracteristica
e mantem, decidindo-se de inicio, quantas "casas décimais" devem

aparecer na resposta.

Resoiuçâo de problèmes

u m r e c u r s o

n a

PROBLEMAS DE VARIAS ETAPAS
Freqûentemente falamcs nesse livro da importância de um

es^ desenvolvcr a habilidadc de resolver problemasviH^rf Chamamos a atençâo para a descriçâo das ati-a es sugeridas para desenvolver essa habilidade nos estâgios
c-n eriores. No inicio do 5' estâgio, tratamos do uso das razôes

correspondências e da aplicaçâo dêsse recurso emproblemas que envolvem relaçâo e comparaçâo. Convém o leitor
feportar-se à pagina 111.

Nessa altura da aprendizagem, o aluno pode resolver problemas aritméticos mais complexes, e précisa ter adquirido a habi
lidade de analisâ-los, de exprimir-lhes a estrutura em equaçôes
apropriadas e de operar para encontrar a resposta pedida. Antes
de discutir os problemas de varias etapas, sera conveniente chamar
a atençâo para a extensâo ou generalizaçâo do uso de simbolos na
resoiuçâo dos problemas. O aluno précisa aprender que qual
quer letra do alfabeto pode ser usada para ocupar o lugar de um
numeral em sentenças matcmâticas como as equaçôes. Nos pro
blemas de vàrias etapas serâo necessârias varias letras para escrever
as equaçôes que traduzem a estrutura da situaçâo.

Nâo hâ razâo para considérât essas equaçôes muito
ou "muito adianîadas" para a criança. A técnica ^ . i
letra para substituir temporàriamente um numera c mui
c facilita a anâlise de grande parte dos pro emas. ̂  nnais
do ensino de recursos como êsses é uma das
tanta dificuldade tem surgido na resoiuçâo de p serem
blcmas que requerem vàrias operaçôes Enccrram uma
lesolvidos, ocorrem freqûentemente rplacionados. Muitas
situaçâo total que engloba vârios problemas retalhada, semvêzes êsscs problemas sâo atacados de Façamos
que o aluno pare para analisar a situaçao com "Dois pro-uma anâlise tipica de uni problema de varias e . ^ pgg^
fessôres levaram 34 alunos para uma ^ Cr$ 24.
sagem para o professor custava Cr>) d Q ŝerve-se que o pro-
Qual foi o preço total das passagens. passagens dos
blema envolve très quaiitidades (o oiiinos e o preÇO de
professôres, o preço total das passagens _ ^ a aditiva.
tôdas as passagens). Lôgicamente, escrever-se a
Assim, para exprimir a estrutura da situaçâo. j^gg do
equaçâo a -f b = :c. Convenciona-s 'ggagens dos profes-numeral que représenta c preço tot r-gpresenta o preço total
sôres; b, ocupa o lugar do numeral qu tôdas as Fsores; o, ocupa o lugai uu ne»»"—ul m , j tôdas as passa
des passagens dos alunos e x', ° c -—a: (2 X
gens. Pode reescrever-se a equaçâo na ..UipUcaçoes indicadas,
- 1 - ( 3 4 X C r $ 2 4 ) = a * . 8 1 6 = ^a equaçâo résultante sera Cr$ 100 O aluno que
s i m p l e s a c h a r o n u m e r a l q u e a s e t a p a s a ,vê a situaçâo dessa maneira, ybe e -q é muito mais
antes de começar a operar. Êste pro montas mais ou m
que aquêle em que o aluno comcça ̂  subséquentes,às cegas, sem uma idéia data das e

p n S

P R O B L E M A S
e m f o r m a d e F K h v " s i t u a -

Ao tratar da percentagem, '̂̂ taTrazôes
çôes" de percentagem e mostram i ^o a expnunr P. oproblemas de percentagem levando de tais pro ̂ ^̂ gigas correspondências envolvidas n ̂  P °̂? (ordinâria
mesmo raciocinio se apHca a cer forma de i apresen-
os numéros envolvidos apareccm , ^^gg sâo, 9
ou decimal). Os très tipos de pr ^
t a d o s a s s i m : . Q p a n t o é - ^ d c
1' — (achar uma fraçao de um u 3 ̂  24

Soluçâo tradicional: MultipHcar 24 pô  ̂  4
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2' ^ (achar que fraçâo um numéro é de outre). 18 que fraçâo
é de 24?

Soluçâo tradicional: Escrever o numeral 18 sobre o nume-
ral 24. = -L .

2 4 4

(achar um numéro quando se conhece uma fraçâo dêle).
318 é de que numéro?

Soluçâo tradicional: Dividir 18 por— 18 — = 18 y — = 24.
4 ' ' 4 3

Note-se que para cada um dos casos usou-se uma forma diferente
de soluçâo, o que traz dificuldades para o aluno que nâo compreende
porque aquêle método foi o escolhido. Por exemplo. por que se
dividiu 18 por — no 3^ caso?

Diante de tal divcrsidade, como pode o aluno guardar corn segu-
rança a regra a usar em cada caso especifico?

Note-se também que em problemas dêsse tipo, a caracteristicaessencal e a correspondência entre os numéros Quando se per-
gunta "Que numéro é _ de 24?", a questâo é "Que numéro tem
a mesma relaçâo corn 24 que-|- tem com 1?" Portante, o problema
pode ser resumido pela equaçâo,

-4/1 = n/24.
Os outros problemas citados como exemplo também podem ser

encarados de maneira semelhante, empregando-se equaçôes de razôes
o que os torna mais significatives. De acôrdo com esse ponto dé
vista, os très tipos citados podem ser assim resolvidos:

]« ̂  (achar uma fraçâo de um numéro). Quanto éde 24?

Soluçâo: i-/l = c?/24;-|-. X 24 = 1 x rf; c/ = 18
2̂  — (achar que fraçâo um numéro é de outro), 18 é que fraçâo

ci0 2^?

Soluçâo; t/l = 18/24; 24 ^ = 18 x 1; ï = — .

3'? — (achar um numéro quando se conhece uma fraçao dêle).
o

IS é de que nûmero?4 3

Soluçâo: ̂/1 = 18/n; n = 1 X 18; n = 18 = 24.
Portanto, os très "tipos" ajusfam-se cm um esquema gérai que nâoé nôvo, constituindo simplesmenîe uma aplicapo das equaçôes drazôes iguais, ou proporçôes. Assim, é possive util.zar um proce.so

sistemâtico na resoluçâo dêsses problemas. Uma vez garantida
compreensâo e uma boa experiência do processo oscompétentes poderâo adotar e usar regras abreviadas Entre anto,como cm pcrccntagem, convém partir de situaçoes problematicas sem
que se mencionc formulas at_é que os alunos compreendam como
escrever e resolver as equaçôes.

PROBLEMAS DE COMPARAÇÂO RESOLVIDOS PELA ADIÇÂO
E SUBTRAÇÂO

Hâ problemas que envolvem dois tipos_ de situaçao-comparaçao:
situaçoes * comparativas de subtraçâo" e "comparativas de ̂diçao .Como exemplo. pode citar-se os problemas nos quais sao comparados
dois grupos para saber-sc quantos cbjetos a mais ou a mcnos hem um dos grupos. Nesse caso. estabelece-se a correspondenma
um-a-um entre os objetos de um grupo corn os do outro. Os objctos
do grupo maior que tiverem correspondentes no grupo mener ŝo
removidos ou subtraidos do grupo maior, o 1"^subtrativa. O nûmero restante diz quantos '"Xm̂ s que se
maior que no menor e constitui a diferença. p
tenha de resolver o problema seguintc: Roberto em ̂
de 246 fiqurinhas e outra de 131 selos. Quantas figunnhas te.
mais que selos?" A equaçâo que traduz esse problema e uma equate de subtraçâo 246 - 131 = f e o processo que o resolve e a
subtraçâo.

Outra situaçâo de comparaçâo é aquela em que o numéro de cbjetos
no qrupo maior e a diferença entre os dois grupos sao conhecidos.como no problema: "Roberto tem uma coleçâo de 246 figunnhas.
Êle tem 115 figurinhas mais que selos. Quantos selos ele tem.
Como o nûmero de objetos do grupo maior e a diferença entre os
qrupos sâo conhecidos. e nâo se conhece o nûmero no grupo menor.a equaçâo do problema serâ 246 — n _ 115. Amda nesse ca o.
o processo a usar é a subtraçâo.

Outra situaçâo de comparaçâo aparece no problema:
tem uma coleçâo de figurinhas. Tem também uma coleçao de 131
selos. Êle tem 115 selos menos que figurinhas. Quantos selos
êle tem?" Note-se que. agora, a diferença e o nûmero de objetos
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t : u s . p o d e e s c r e v e r -
reŝlver"™e'ra 'adîçâo""̂  ̂quaÇao subtrativa, mas dessa vez, ela se
menosT'Tendo em t5t°a comparaçâo (Quantos mais ou quantcscedo Foi discutida A ̂ "̂̂ Plî idade, pode ser introduzida muitoceao. roi discutida detalhadamente no 2'? e 3"? estâaio^ A<; dnas
Zm d".T,rSir;z.''r"°'''"'" °° ■" ° dœmoM-......Zfritzaz ~niz.ss" ■ "• *"»• "■
dêsses dp̂ os ptob/emas.̂ ^̂ ^ lista compléta
Desigualdades

Ente;:nto'°nât sfpidf a'prenX a'ccmolT"'"'%̂-"dade sem que se conheça e compreenda i 1
AfP e compreenda a relaçao de desigualdade.Ate hoje, relaçoes como 3 é menor om» f* -j

apenas incidentalmcnte nos programal de consideradasmente, aconselha-se apresentâ  ainda que nosXl '
primâria, o simbolismo e a Unguagem comumente ?
relaçôes de desigualdade. usados para designar

Uma expressâo como 6 4- ly — 10 mncHf,..- ^ ^ i.sentença aberta. Nessa sîntençl, a letra m oLrda n iT""!numeral. Quando se substitui ly por um numeral, oblém-sêm"̂
equaçao que constitui uma sentença fechada.

Se em 6 + m = 10 ïy é substituido por 8. por exemple, obtém-se
a sentença 6 -f- 8 _ 10 que exprime uma idéia falsa. Se. entre-
tanto, w é substituido por 4, na sentença 6 -}- ly = 10 elâ passa
a e x p r i m i r u m a i d é i a v e r d a d e i r a . '

Expressôes como 9 > k (que se lê 9 é maior que k), também
constituem sentenças abertas. Se k é substituido pelo numeral 5obtem-se uma afirmaçâo verdadeira. Se k é substituido por 12'
obtem-se uma afirmaçâo falsa. Expressôes como 9 > 5 e 9 ̂  1?
exprimera relaçôes de desigualdade.

O conjunto de numéros cuios numerals oriand/̂
sentença aberta. sào capazes de tornâ-la v'erdadeira, conŝtkro q"echamamos de conjunto de soluçôes". O conjunto de soXes pode
consisttr de muitos numéros, de apenas doticas a., .a . ^
de nenhum. Nesse estâgio de aprendizagem, o aluno toâ LXido
mu.tas equaçoes, mas o conjunto de soluçôes para os problemas con-
sistiu sempre de apenas um numéro. Convém que o aluno aprenda,
agora, que o conjunto de soluçôes para muitos problemas pode con-
s i s t i r d e m a i s d e u m n u m é r o .

c . 4 l c u l o m e n t a l 1 3 9

Aconselha-se a introduçâo dessas idéias no 5̂  estâgio, amda que
de forma elementar. pois, modernamente, muitas sâo as aphcaçoes
dessas idéias no trabalho posterior de Matemâtica.

Calcu le menta l

o uso do câlculo mental deve ser estimulado em cada "'̂gio. O
aluno précisa

p'̂ L̂ir̂'l̂idêvel habilidade -/X'pape.̂e"X̂"'-i:°gtXlembrar que. a f "'"Ĵ espeitar a capacidade de cada
demente entre os alunos. , ; mostre originalidade devealuno e qualquer "forço _ estâgio oferece oportunidadesser encorajado. O ̂ .̂̂ âlho no D ̂
para um continuo crescimento da anlicaçao das propriedades
Algumas dessas oportunidades surgemfundamentals que serâo analisadas

PROPRIEDADES FUNDAMENTA.S DO S.STEMA NUMERICO
As vêzes, o conjunto de soluçôes para -ŷ .f-ĝXXntat

pode consistir de fodos os numer _ — nX^- ilustram
como por exemplo, 5 + " = " e da multiplicaçâo (a ordema "propriedade comutativa da Ç fatôres nâo altera
dos adendos nâo altera a soma, ° têm side usadas nas
o produto). Até agora,
operaçôes sem que se Ihes P ̂ ĵ̂ r̂ico é a "propriedade

Outro aspecto importante
associativa". Bàsicamente pela adiça eles
Se hâ mais de dois â endoŝ e prec jô + 29 + H, pode
serâo considerados. Por exe p ' adicionar essa soma (45)
associar-se primeiro 16 e s- , , 59 Por outro lado, pode
corn H. Obtém-se, assim, o resu ̂  gdicionar a soma (43)
associar-se primeiro 29 c r^^ultado 59. A propriedade asso-
com 16. Obtém-se. novamente. o re gconteceu acidentalmente,
ciativa da adiçâo seja quai fôr a adiçâo de très
pois, esse mesmo résulta o adendos.
adendos e a maneira de ag p associativa permitc agrupar

No caso da multiplicaçâo, a nianeiras. Consideremos_ o
os fatôres do produto de jociar-sc primeiro 13 e 6 e, entao,
exemplo 13 X 6 X 32. 32. encontrando-se para resultadomultiplicar esse produto ( ' ̂  jgj.se primeiro 6 e 32 e, a seguir,2496 Por outro lado, P°̂  13. Q resultado sera novamente,
multiplicar êsse produto (
2 4 9 6 .
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onvém repetir que isso nâo é acidental. A propriedade asso
ciativa da multiplicaçâo assegura que o mesmo resultado serâ encon-
ra o, indiferente da maneira pela quai os numéros sejam agrupa-
03, e que isso ccorre em qualquer multiplicaçâo envolvendo très
a ores. O mesmo princîpio aplica-se também aos casos de mais

de très fatôres.

Pî^opriedades importantes do sistema numérico esta

propriedade*̂ °̂ "̂ ^̂ ^̂  distributiva". Vejamos um exemple dessa
X ( 9 + 30 ) = ( 13 X 9 ) -I- ( 13 X 30 ).

° numéro é des ignado de duas manc i ras
oelo siinai' ^ostram os dois grupos de sîmbolos separadose o tÔta Dois nûmeros (9 e 30) serâo somados
d i s t r i b u t i v a t o " ? " T ' " ^ P ^ P n e d a d e
multiplicande 9 uo°lT f o resultado de 13 X (9 + 30),douar êsses dois prÔLtos
dcstacandôçî ^̂ '̂ ^ muitas aplicaçôes na Matemâtica elementar.Para enconfrâ  emprêgo na simplificaçâo do câlculo "de cabeça".
em 33 coma ̂ 0° de 8 X 33, por exemple, pode pensar-se

3 por 8 e somar êsses pro-
^ ) de cabeça . O produto total serâ 264.

om situaçôeŝ nâ ° desseŝ  principios permite calcular "de cabeça"
conhecimento convenha usar o papel e o lapis. Èssc
distributiva) Propriedades bâsicas (comutativa, associativa ede grande anp imediato no câlculo "de cabeça" é

icaçao no trabalho posterior de Matemâtica.

Sîstema legal de unidades de medir
os princSos h- o aluno jâ deve estar familiarizado com
unidades ma* da mudança de uma unidade de medir para
9lo a mudan̂ '̂ !̂! ™ "̂ores. É conveniente reensinar neste estâ-ficie e de V 1 unidade que se rclaciona às medidas de super-
sistema dê niS '̂ ̂ ue o aluno saiba que existe outro
riência jâ ner > ^ usamos. uma vez que sua expe-
jarda e DoleaaH= contato corn medidas como milha,
na ' ^^o comuns nas t ransaçôes comercia is, no ecnorfo
se airâr ^ necessidade de desenvolver:
de algumas "u°nW H ® medidas, bem como
(alqueire, arrôba braçTT,),""

SISTEMA LEGAL DE UNIDADES DE MEDIR
141

Investigaçôes nesse sentido constituent jp'̂ gfĵ arenriquecimento, através das quais haverâ S
a contribuiçâo da inteligência humana para o progr

Aconselha-se, também, a introduçâo no 5' cstâgio de a
mas simples envolvendo medidas nâo décimais (nume

A criança perceberâ que no caso dos numéros
hâ necessidade de reagrupamentô  êle nâo pode ser , - g
do sistema decimal de numeraçâo. Por exemp o, P 50min
para somar 6h e 30min corn 3h e 50min, somam-se, p -
com 30min. A seguir. esse total (80min) e
20 rr^în «> 1 hnfa «iprâ adicionada às 9 horas ja enc

n 30min. A seguir, esse total (fiUmm; e
min e, entâo, 1 hora serâ adicionada às 9 horas ]

A s s i m : 6 h 3 0 m i n
4-3h 50min

9h 80min = lOh 20min



r

1 4 2 0 QUE SE FEZ E O QUE SE FARÂ

0 que se fêz e o que se fara

Procurâmes aprescntar neste livre as caracteristicas principais devm Programa Moderne de Matemâtica. Acentuamos a importân-
, ̂  cemprecnsâe, o papel fundamental de sistema de numeraçâo
tirr^A ^ ^ de se ensinar às crianças métedos matemâ-"COS de anahsar as situaçôes-preblema. usando as equaçôes como
instrumente basico para sua soluçâo. Discutimos métedos de ensinaras (yeraçôes visando nào sô à compreensâo como também às habi-

a es em computar. Rccomendamos certes padrôes para orga-
nizaçao do programa de ensino desenvelvendo progressivamente o
insight , de modo a tornâ-lo cada vez mais profundo.
Finalrnente, discutimos a importância de desenvolver-se conceitos

matcmâticos de grande influência em estudos matemâticos e cien-
tîficos posteriores.

Os esforços que se tem feito atualmente para aperfeiçoar o pro
grama de ensino de Matemâtica no Ginâsie trarâe. brevemente. uma
mudança profunda em seu curriculo.

Os alunos que estudarem Matemâtica na Escola Primâria pelos
processes defendidos neste livre, nâo sô estarâo preparados paraenfrentar es programas modernes que surjam no Ginâsie. como tam
bém. ansioses per êles.

Bibliografia

Os itens desta bibliografia estào organizados alfabèticamente e
relacionados à materia dêste livre pelos numerais que aparecem à
psoucrda Foi feito um csfôrço para incluir sômente referências que
pudessem ser encontradas pela maior parte dos leitores.

« . r Tr«Qtpr "Quantitative Thinking as Developed under Connectio-1 Anderson. _ . ' j Learning." Learning Theory in School Situations.
n i s t T T n i v c r s i t y o f M i n n e s o t a P r e s s , 1 9 4 9 .
pp 40-73. experimental de comparaçâo entre dois métodos deRc.atono amplitude dos rcsultados da aprcndisagem depende
ensino. Faz notar qu t
dos métodos de ensino.

A nnd Carper, Doris V. learning the Multiplication2 Browncll. Wilh^ "îîniversitv Research Studies in Education, N' 7.Con,binotians. D"!;'. DuJ University Press, 1W3,
Durham. North t-aro -(.gquisa no ensino dos fatos fundamentais da multi-

Rclata nâo apenas um analise critics e um sumârio de invcs-
plicaçâo. como s'ugcstôes prâticas e teôricas para o ensino
tiqaçôcs anteriores. AprcscmdL fatos da multiphcaçao.j Moscr. Harold E. AJeanin̂ ful vs. Mechanical Lcar-

3 Brownell. W. A - jjt Subtraction. Duke University Research Studiesning: A ̂  pf u-y, North Carolina: Duke University Press, 1949.
in Education. N' o- .^„,narando a cficiéncia dos processes de dccompo-

'̂=""/°'ndieS"i'ruais cm subtraçâo,siçao e de Ç picmcntacy Arithmetic-. Its Meaning and Practice.
4 Buckingham, Burdctte -^ ^

pp. 141-44. Boston: do subtrair numéros mteiros que tera mere-biscute '■econhecidô P̂ *̂ ^ êpocas.
cido aceitaçao nos • H. Summary of Educational Investiga-

5 Buswell. Guy T.. pp. 58-99. Supplementary Educational Mono-
tions Relating University of Chicago Press, 1925.
graphs, N' 27. Chicago, un contagem comcça quando a criançaRelata o desenvolvimento oa .itp ĵcos: mais tarde, a cnança
ainda é muito pequcna. con ritmica, muitas vêzes usando o
acompanha esses apHca o nome dos numéros a objetos e os
nome dos nûmcros: um apôs outre, à proporçâo que diz os
toca ou OS aponta in i
nomes dos nûmcros. . ̂ ŝ as Groups in Primary-Grade Arithmetic,"

6 Caroer. Doris V. 'Seeing (November, 1942), 166-70.
Elementary School Journal. organizaçâo da pcrcepçao de numéros

Chama a atençâo para , cpnteudo pictôrico), mas nâo faz uma dis-
(cstrutura, forma das V" ggtruturas gcométricas (pontes e circules) c res-
tinçâo entre respostas numcricos.postas a arupos propr.aniente

1 0
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3nd Ratio in the Middle Grades.""
S u g e r e e F e b r u a r y , I 9 6 0 ) . H 3 - 5 0 .meio de situaçôes de relaçâo " desenvolver o conceito de razâo por

Arithmetical Questions'̂ " 'be Formulation of Certain528-30. Mathematics Teacher. XLIX (November. 1956.
.. Apresenta uma breve discussâo d«

^ expressoes", ressaltando as vantagens do'St̂  simbolos bâsicos" eâry School Journa/, LIV (ŜSber ̂953f"«'iiT Complexity." Elemen-
Kelata um estudo feito com cr* ' 35-42.

ator crucial na apreensSo do nûmerô ^ Primcira série e conclui que a
o campo de percepçâo. 9rupo é o grau de complexidade

V^ l̂er H f/'h Approach totodo y «perimental c^mn^L^ ^^55). 6-9.Conci baseado em ZZc ° com um nié-
divisân* d ° conceito subtrativo ê a ba?"°̂ -k ̂ cneralizaçôes aritméticas.v̂isao de numéros inteiros deve ap Jar sf ̂  ̂  introduçâo da■ t i D e a n s , E d w i n a ' " f i .

df"'"'- 326°33.ChildhoodC O . P — - f a , o 3 d . ^
N^be. Development." Child-

m e n t e ^ m o \ Z \Pcquenos grupos bésicos. vSS com̂  «rupos em gérai ou "L
r e n c a e n t r a a v i s c o s c o m o p a r t e < ; H o « y c » a i o u s o m e n t e p a r a

. ï=HEs=?s=Hi£5aia13 Gibb, E. Glenadine. "Children"»! Tk- i ■
Joi^nal 0/ Experimental Education 'be Process of q.^kfRelata as conciusôes de uma investlSao 70-80*̂ '̂̂na resoluçâo de problemas selecionaHr. sobre como pensam ' ■
Parativas e subtrativas. ApJsèn?a °l cnvo vende situaçôeŝ iKl/"®"?®̂dados colhidos em entrevlsta com trinta estudo baseado* "̂̂ 'antes de receberem ensino formai ParJ rLo?uç,̂"-̂-/a segunJa'̂.J,"dai. sao sugendas condiçoes para a escolha de um m?t d R̂ îndo

1 4 . . r . » , . " l e t o d o d e e n s i n o .7 oome Approaches to Mathemat ics CnSchool," National Education Association Journal XLV̂ in 1m Elementary
6 5 - 6 6 . ' ( N o v e m b e r . 1 9 5 9 )

Defende um reexame do curn'culo da escol»desenvolver a compreensâo de idéias materaâticas Dor̂mek̂'̂dselecicnadas para crianças, apresentando varias sugestdê  ̂ ■"'P̂ '̂ '̂ncias
1 5

• - . . u j ù u y e s c o e s .. "Take-Away Is Not Enough!" Arlihn,ellc Teacher. I (Ap.„, ,55,,̂
Sugere algumas contribuiçôes para o ensino da .e.r.,,1 -concluidas de um estudo dos meios pelos quJs" aŝcrTncaf 1 Î.

* da segunda série

1 7
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resolvem dcterminados tipos de problème. Classifica também as sltuaçôes-
-problema nas quais se aplicam os processes de adiçâo e subtraçâo.

ifi nthh E Glenadine: Jones. Phillip S.: and Junge. Charlote W. "Number andOneratTon " The GrJu>th of Mathematical Ideas. Grades K-I2. pp. 7-19.
Twenty-Fourth Yearbook of the National Council of Teachers of Mathe
matics Washington. D. C: National Council of Teachers of Mathematics.
^̂nèscreve a scqiiencia de idéias no desenvolvimento do conceito de corres-
pondéncia um-a-um, de numéro associado ao ccnjunto de objetos e de orde-nacao de conjuntos padrôes com o objetivo de déterminât uma sequencia
oSnada dos simbolos numéricos para fixar a posiçâo de um cicmcnto parti
cular num ccnjunto.

T̂Wre've'̂'umr ŝ'êência de idéias no desenvolvimento do conceito de
numéros naturais e fraçôes, um sistema dc numeraçâo c das operaçôes
com numéros naturais e fraçôes.

i b i d . , p p . 2 0 - 2 5 . • • . j j
Descreve a sequencia de Idéias no desenvolvimento do conceito das opera

çôes com numéros naturais.
iQ Tibb E Glenadine. and Van Engen. H. Structuring Kinesthetic Experiences

Yo Fflci7/fate Conceptual Learning. Educational Service Studies. Issue N' 3.
Cedar Falls, Iowa: Iowa State Teachers College, 1959.

R lata um estudo comparativo de très processes para desenvolver imcial-
r n conceito de area. As conciusôes baseadas na aplicaçao de um dos

ao ensino individual de alunos de quinta série, trazem contribuiçôes
andra de procéder das crianças em atividades que levam ao deseovolvi-raentôde conceitos matematicos.

a/,ncc G "Thought-Patterns of Young Children in Learning20 Gunderson. 9 •• Elementary School Journal LV (April. 1955),
Mult ipl icat ion auu
453-61- de 2* série resolveram problemas simples de divisâo

e rfplicâ ĉon. a l.uda de material représentative.
•..» r "Distinquishing Between Basic and Superficial Ideas in

21 Hartung, tion,"' Arithmetic Teacher. VI (March. 1959). 65-70.
Arithmetic insistência. que o ensino da Aritmética deve focalizar um

Rccomcnda, co e principles bàsicos que sejam de ampla apli-
conjunto jg técnlcas e matcriais de ensino que desenvolvem

"f°eont»o°s fprindplos.
'Estimating the Quotient in Division. Anfftmefic Teacher, IV

2 2
(April. pesquisas em processes de cstimar o quocicnte naAnalisa. critic vantagens de se usar os quocientes obtidos por tenta-

nuandc m-ores ,ne o quoclente verdadelro.
• c -,n4 Related Symbolism in Elementary-School lostruc-

23 ? IcW Journa/, LVIII (April. 1958). 377-84.tion." manelras dc interpretar o sigiiiflcadc de fraçâo.
u VJ "Effect of Instructional Procedures on Achievement in

01 , n raHons in Arithmetic." Educational Administration and
Fundamental 1954). 336-48.
Supervision. Ai- i relatorios dc pesquisas sobre os diferentes metodos de

Faz ui" sumano Termina por concluir que nâo hâ conciusôes défini-
adiçao e de subtraçao.
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f a : c r - s eurn jûgamcnto'̂dos'proceïŜ^̂  ̂  acuidadc nâo sâo suficicntcs para
■̂ socfafion'/ofr7ia/'̂ r̂vm̂ /̂̂ °̂ Mathematical Ideas," National EducationApresenta sugêôes a fio programa de contimiM j suficicntemcnte familiarizados com
tadas neste artiao pctâ^ ^ it i matcmaticos. As ideias aprcscn-
The growth of Mathemaf̂  O' ̂ eseiwolvidas no "Twenty-Fourth Yearbook ,
chers of Mathematics " Grades K-12. "National Council of Tea-

J

Supplementary EducaHntf°î '̂  -̂ na/ys/s of the Fundanicnta/s of Arithmetic.Chkago Press. 1927. Monographs, N' 32. Chicago: University of
objetos como composte pcssoa so rcconhccc um grupo de
gindo sucessivamente a isolados, quando analisa o grupo rca-

ConsequentLel" ̂ ,̂ g'•upo. por uma forma de rcaçaogrupamento é visto comn !. °^®®°volvimento da simples contagcm ate o
*pcriência. ® Processo de amadurecimcnto alcançado pela

Lankford, Francis G T •
Teaching of Psychology of Learning for

WySrth V Mathcmïïical Ideas, GradesMath«» ¥®'̂ ®'"ahcs. Washlnnf of the National Council of Tea
Sumar̂ r* C-: National Council of Teachers ofessor de Matemâtica nâ oriê f'̂  apreodizagcm que podcm ajudar o

Unkford. Francis Q.. ensino.
of"viîginia G., Jr. Development of Ind^'Relata for EducaSn"? Charlottesville: University«timuTa ^^P^imeotaTrr^ 1956.
, ̂ Pendencia e flexihil'H ĵ̂  ̂ valiaçâo de processos de ensino q"MacLatchy. Josephine H *■ ' Pensamento e trabalho.
207_08!l2|2l2T°*'' Pre-School Child'sDescreve t^ica (November. 1950).
May detcrminar a famil iaridade
Yearbook o f "1^^ 'a t ions and Funct ions / ' T / 'C
^•r5'= National Council of PP- 65-81. Twenty-FourthP^screve algum^ " Teacher, Mathematics. Washington-^olvimento do anrnn ^^thematics. 1959.
M ^ M a h c n , D e l i a " " " " ' " " d e °
ching pp- p ®* An Exne. •

^ ^ R e l a t ^ ^ ' M e t h o d s o f Tc a -cessî d «t"do exoe ■ dissertation. University of Missouri.
r Î z â o " r ° c o m p a r a r d o i s p t O 'é superior a?,̂ -̂NU.) o sustentam que, para nlunos
ôser. Harold E '■ ̂ ''udicional̂  Percentagem pelo ccnceito

1952). 94-97+.̂ '̂ ''̂  Distinguish the Measurement
t̂hematics Teacher, XLV (February.

B I B L I O G R A F I A 1 4 7

Discute OS recursos comuns usados para ajudar as crianças a fazer dlstln-
çSo entre situaçôes de "medir" e "repartir" em divisâo. Sugcre o cmprêgo
de equaçôes de multipHcaçâo como Nx4—12 e 4xN=12.

33 Mueller, Francis J. Arithmetic, Ifs Structure and Concepts, pp. 1-47. Eugle-
wood Cliffs. New Jersey: Prentice-Hall, Inc., 1956.

Dà especial atençâo ao sistema de numeraçâo de base dez e também, uma
visâo gérai dos sistemas de numeraçâo em outras bases.

34 Peters, Ann G. "The Number System and the Teacher," Arithmetic Teacher,
IV (October. 1957), 155-60.

Descrevc processos de ensinar sistemas numéricos e sistemas de numeraçâo
por mcio da idéia de coleçâo e da linha numcrada.

35 Phillips, Clarence. "Five Point Program in the Teaching of Arithmetic,''
American Childhood. XXXVITI (March, 1953), 12-13.

Discute, de maneira breve, mas excelente, programas e processos modemos.
Dcscreve como procéder no descnvolvimento de um conceito novo, as impli-
caçôes dêsse procedimento no ensino. cxemp!ificando-o com o desenvolvi-
mcnto do conceito de adiçâo. (G exemplo refere-se à priraeira série, mas
podc ser adaptado à segunda série.)

36 Purdy. C. Richard, and Kinney, Lucien B. "Directing Learning in Arithmetic,**
Elementary School loarnal, LIV (January, 1954), 285-90.

Dcscreve uma sequência de experiênclas para uma aprendizagem efetiva,
analisando-as em têrmos de conceitos bâsicos de Psicologia. Dâ ênfase ao
processo de aprcnder e nâo ao seu produto.

37 Reckzeh, John. "Addition and Subtraction Situations," Arithmetic Teacher.
Ill (April. 1956), 94-97.

Define as situaçôes aditivas e subtrativas em têrmos do raecanismo dos
processos, ou o que dcve ser feito para se obter a resposta, em vez de
encarar a maneira pela quai as crianças percebem a situaçâo. Esta posiçâo
ê discutivcl tanto do ponto de vista matemâtico, como psicolôgico.

38 Renwick, E. M. The Case Ayainsf Arithmetic. London: Simpkin Marshall,
Ltd.. 1935.

Discute as dificuldades que encontram crianças de 10 a 12 anos de idade
na resoluçâo de probiemas aritméticos e explica tais dificuldades como defei-
tos do ensino nas primeir̂  séries. Sugere que as experiênclas com os sim-
bolos nâo devem ser o objetivo do trabalho inicial com numéros, que deve
partir de experiëncias para a formaçâo de conceitos. Recomenda exercicios
de correspondência um-a-utu entre os elementos de duas coleçôes sem fazer
necessàriamente a operaçâo de contagem usando a sequência numérica.

39 Russell. Bertrand. Introduction ta Mathematical Philosophy, pp. 11-19. Ori
ginally published in 1903. New York: Macmillan Co., 1938.

Define um determinado nûmero como a caracterlstica comum dc conjuntos
seinclhantes porque os elementos de um podem ser postos em correspon-

dências um-a-um com os elementos do outro. Descreve o ato da contagem
como sendo a correspondência um-a-um entre os elementos do conjun̂ '
objctos contados e os elementos da sequência numérica.

40 Russell. Ned M. "Arithmetic Concepts of Children." Journal of /
Research. XXIX (May. )936), 647-63.

Dcscreve muitos como mg dos primeiros conceitos numér
criança adquire. É um pr'Qieiro estudo e limitou-se a um pequer
crianças. A técnica da ^otrevista, junto com a manipulaçâo '
usada com objetivos especificos.
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26

uriulgM\mo"dos'°proceŜ"
53-5?;"0 programa dêronUnuîdadT̂?̂°'̂" suficientcmcntc fnrailiarizados com

tadas neste artigo estâo ttiaI?, j conceitos matcmâticos. As ideias aprcscn-The growth o/Wa^L? r°L "Twenty-Fourth Yearb^k .
chers of Mathematics " Grades K-12. "National Council of Tca-

Supplemcntary Educmiîlïlrî '̂ ï Analysis of the Fundamentals of Acithmcttc.Chicago PresJ, 1927 ̂ lonographs. N' 32. Chicago; University of
objetos como ̂ omposto pcssoa so rcconhccc um grupo dc
gindo sucessivamente a si"cntos isolados, quando analisa o grupo rca-
ordenada. Conseqiientemcnte
agrupamento é visto comn ' °̂ ^®"voIvimento da simples contagcm ate
experiência. Pcocesso de amadurecimcnto alcançado pc a

2 7 L a n k f o r d , F r a n c i s G T r " r i - . c
the Teaching of Matheniaftr^-' Psychology of Learning or
^-72, pp. ^05-30. Twenty F n, v Mathematical Ideas,chers of Mathematics wâ̂K " . Y«3''book of the National Council of Tea-
Mathematics. 1959. D. C.: National Council of Teachers of

S u m a r i z a p o n t e s b a s i c o s d a - • . • j ^ r o
professor de Matemâtica na « • aprcndizagcm que podcm ajud

28 Lankford, Francis G ]r . T"
Pendence in Adding'and G., Jr. Development of /"dc-of Virginia Council for Edit̂ ? "? 7?racfions. Charlottesville; University

Relata um estudo experimenf i ° l ̂ «search, 1956.
cstimulam independência e fl<f km-̂  avaliaçio de processes de ensino 9

29 MacLatchy. Josephine H I' Pensamento e trabalho.
Measurement," Edueatioùt ̂ ê Pro-School Child's207^8. 222-23. ' Research Bulletin, XXIX (November, 1950).

D e s c r e v e t é c n i c a s q u e v o â ^ jdas crianças cm idade pré-escol/" P '̂'̂  determinar a familiandade
30 Mny, Kenneth O., and VanTC'owth ol Mathematical Idd̂ '̂ r "''<̂ lf<ions and Functions,Yearbook of the National K-J2, pp. 65-81. Twcnty-Fo"'*D. C.: Nan ncil of Teachers of Mathematics. Washing»"'

Descreve algumas atividad̂ ^ Mathematics, 1959.volvunentc do significado BaTe.nlt̂ "!'̂ "' ̂  ekmentar para o desen-
31 McMahon, Delia, ^n n -'=50°'

19M Pp ho"'' ""0""'Sd'"dSr'r°7''"''''"°" °f Two Methods oi 2'Reiata'uri'Ludo exo ■
.-o . ̂ "P=..cr'ao%®„̂ U.)̂ o "pe. CnceK̂ " dc

32 Moser. Harold E. "Can W t

Î912MW7+"''' ■̂ 'viSioIr'V",?'' Distinguish the MeasurementIWZJ, y4.y7+. Mathematics Teacher, XLV (February.
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Discute os rccursos comuns usados para ajudar as crianças a fazer distia-
çSo entre situaçôes de "medir" e "repartir" em divisâo. Sugere o emprêgo
de equaçôes de multiplicaçâo como Nx4—12 e 4xN=I2.

33 Mueller, Francis J. Arithmetic, Its Structure and^Concepts, pp. M7. Engle-
wood Cliffs. New Jersey: Prentice-Ha!I, Inc., 1956.

Dâ especial atençâo ao sistema de numeraçâo de base des e também, uma
%'isâo gérai dos sistemas de numeraçâo cm outras bases.

34 Peters, Ann C. "The Number System and the Teacher, Arithmetic Teacher,
IV (October, 1957), 155-60.

Descreve processes de ensinar sistemas numéricos e sistemas de numeraçâo
per meio da idéia de coleçâo e da linha numerada.

33 Phillips, Clarence. "Five Point Program in the Teaching of Arithmetic,
Amencan Childhood, XXXVITI (March, 1953). 12-13.

Discute, de maneira breve, mas excelcnte, programas e processes modemos.
Descreve como procéder no desenvolvimento de um conceito novo, as impli-
caçôes dêsse procedimento no ensino. exemplificando-o com o desenvolvi
mento do conceito de adiçâo. (O exemple refere-se à primeira série, mas
pode scr adaptado à segunda série.)

36 Purdy. C. Richard, and Kinney, Lucien B. "Directing Learning in Arithmetic,
Elementary School Journal, LIV (January, 1954). 285-90. ^

Descreve uraa seqiiência de experiênclas para uma aprcndizagem cretiva,
analisando-as em têrmos de conceitos bâsicos de Psicologia. Dâ ênfase ao
processo de aprcnder e nâo ao seu produto.

37 Reckzeh, John. "Addition and Subtraction Situations, Arithmetic Teacher,
I I I ( A p r i l . 1 9 5 6 ) , 9 4 - 9 7 . ,

Define as situaçôes aditivas e subtrativas em têrmos do mecamsmo
processos, ou o que deve ser fcito para sc obter a resposta. cm ̂encarar a maneira pela quai as crianças pcrcebem a situaçao. ̂  ® P
é disciitivcl tanto do ponto de vista matemâtico, como psicologico.

38 Renwick. E. M. The Case Against Arithmetic. London: Simpkin Marshall,
L t d . , 1 9 3 5 . . . . i d a d e

Discute as dificuldades que encontram crianças de 10 ® Hefei-
na resoluçâo de problemas aritméticos e explica tais dificddades
tos do ensino nas primeiras séries. Sugerc 9"^ as expenenoM
boles nâo devem ser o objetivo do trabalho Lnicial com ' «vercicios
partir de experiências para a formaçâo de conccitos. {gzcr
dc correspondência um-a-um entre os elementos de duas coleç
nccessàriamente a operaçâo de contagem usando a sequencia nu

39 Russell, Bertrand. Introduction to Mathematical Philosophy, pp. U-19.
ginally published in 1903. New York: Macmillan Co.. 1935.

Define um determinado numéro como a caracteristica comum
"scinclhantes" porque os elementos de um podem ser postos em co f ^
dências ura-a-um com os elementos do outro. Descreve o ato jg
como sendo a correspondência um-a-um entre os elementos ao conj
objetos contados e os elementos da seqûëncia numérica.

40 Russell, Ned M. "Arithmetic Concepts of Children," Journal of Educational
R e s e a r c h , X X I X ( M a y , 1 9 3 6 ) , 6 4 7 - 6 3 . , ^ u e a

D e s c r e v e " m u i t o s " c o m o - d o s . p r i - ' - . d e
criança adquire. É um pnmeiro estudo e Iimitcu-se a um P«9u®a fgi
crianças. A técnica da entrcvlsta, junto com a manipulaçao e
usada com objetivps ^-sptçîfiço-i.
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Îi^lulglmento suficicntcs para fazcr-se
^ AssMiâ ï.n''̂  ̂  Mathematical Ideas," National Education

Asŝ iation JournaiXLVm (December. 1959). 53.54.o proarama dê rnnK̂  professôres nâo suficicntcnicntc farailiarizados com
tada^S art n,atcmaticos. As idéias aprcscn-The gcowth of Mtthl ®.''̂ °j/"̂ ";;olvidas no "Twenty-Fourth Yearbook",
c h e r / o ? C o u n c i l o f T c a -

Sulplen'lnîw\d̂r̂?̂^̂^ ̂na/Hsis of the Fundamentals of Arithmetic.ChfcagrpJcS «27 '̂ °™Sraphs, N" 32. Chicago: University of
obWorcL°o "J"','"' rcconhecc um grupo de
gindo sucessivamentp a '̂ 'pcntos isoladcs, quando analisa o grupo rca-SadrConsSn^ 9^"P0' forma de rcaçâo
agrupamento é visto cnmn ° ̂ ^̂ ^̂ 'olvimento da simples contagem ate o
experiência. Processo de amadurecimcnto alcançado pda

the Tê 'binr oTNkthematV̂ '̂ ^̂  Psychology of Learning for
K~12, pp 405-30 Twpntv F tt, v A/af/iema^ica/ Ideas. Gradesfhe rs o f t he Na t i ona l Counc i l o f Tea -
Mathemaucs 1S9 "■ D. C.: National Council of Teachers of

Sumariza pontes bâsicos das teorias: Hn ^ j- , • j .• r>professor de Matemàtica na orientaSo
v o u a i a r i a d o c n s i n o .

Lankford, Francis G., Jr.. and Pattisha'l Ev^n Pin» t ? Inde
pendence m Adding and i^nhfrof./t n Dci'chpmcnf ot /"«ccA "Virgima Council Sor Educatiomd Charlottesville: Univcrsi y

Relata um estudp exoerim.JT-u 1956.««am independence e fTexibmda? dc cnsino que
20 «^A'omaade de pensamento e trabalho.wUh Swemenr °\ n ' Pre-School Child's

207-08.222-23. Bu/Zcfm, XXIX (November, 1950).
das crianças em"dadT%é°Îcola7'̂  detcrminar a familiaridade

o f j ^ m c d i d a s .
GrôJ.(/,'orMa?ftemaM̂Ŵ^ "Relations and Functions/' 7hcYearbook of the NatloS ̂ uSil PP- 65-81. Twenty-FourthC.: National Council of Teàrh of Mathematics. Washington-Descreve algumas at'v dalJ. ̂ f̂̂ ematics. 1959.volvimento do significado matemSo'̂ d̂ ®̂ ̂  elementar para o desen

31 McMahon. Delia An F • •
clUng Per Cenf. ' UnpubhsheTS' of Ttuo Methods of Tca-1959. Pp. 149, P"P"=ĥ d doctoral dissertation. University of Missouri
cessos de ensinar°pe?ent̂em̂^ ° objetivo de comparar dois P̂ô
de sétima série (nos EE.UU.) o ̂ °̂."olusocs sustcntam que, para nlunrazâo é superior ao proccsso tradicionïï° Percentagcm pclo conceito

3 2 M o s c r , H a r o l d E . " C a n W e Te a c h d . . . n t
and Partition Ideas in Division?" A/î ''l? Distinguish the Measurcm
1952), 94-97+. ° Mathematics Teacher, XLV (February.
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Discute os recursos comuns usados para ajudar as crianças a fazer dlstin-
çâo entre situaçôes de "medir" e "repartir" cm dlvisâo. Sugere o emprego
de equaçôes de multipllcaçâo como Nx4—12 e 4xN.—12.

33 Mueller. Francis J. Arithmetic. Its Structure and Concepts, pp. 1-47. Engle-
wood Cliffs, New Jersey: Prentice-Hall, Inc.. 1956.

Dà especial atençâo ao sistema de numeraçâo de base dez e tambem, uma
visâo gérai dos sistemas de numeraçâo cm outras bases.

34 Peters, Ann C. "The Number System and the Teacher. Arithmetic Teacher.
IV (October, 1957). 155-60.

Descrcve processes de cnsinar sistemas numencos e sistemas de numeraçâo
por meio da idéia de coleçâo e da linha numerada.

35 Phillips. Clarence. "Five Point Program in the Teaching of Arithmetic,
American Childhood. XXXVITI (March. 19o3). 12-13.

Discute, de maneira breve, mas excelente. programas e processos modemos.
Descrcve como procéder no desenvolvimentc de um conceito novo, as imph-«cées dêsse procedimento no ensino. exemplificando-o com o desenvolvi-
mento do conceito de adiçâo. (O exemple refere-se a pnraeira serie, mas
pode scr adaptado à segunda série.)

36 Purdy. C. Richard, and Kinney. Lucien B. "Directing Learning in Arithmetic."
Elementary School Journal, LIV (January. 1954). 283-90.

Dcscreve uma seqùênda de experiências para uma aprendizagem etetiva,
analisando-as em têrmos de conceitos bâsicos de Psicologia. Da enfase ao
processo de aprcnder e nâo ao seu produto.

37 Reckzeh, John. "Addition and Subtraction Situations, Arithmetic Teacher,
I I I ( A p r i l , 1 9 5 6 ) . 9 4 - 9 7 . , . .

Define as situaçôes aditivas e subtrativas em termos do mecamsmo um
processos, ou o que deve ser feito para se obter a resposta, em vez de
encarar a maneira pcla qual as crianças percebem a situaçâo. Esta postçao
é discutivcl tanto do ponto de vista matemâtico, como psicolôgico.

38 Renwick, E. M. The Case Against Arithmetic. London: Simpkin Marshall,
L t d . . 1 9 3 5 . . J

Discute as diflculdades que encontram crianças de 10 a 12 anos de idade
na resoluçâo de problemas aritméticos e explica tais diflculdades como detci-
tos do ensino nas primeiras séries. Sugere que as experiências com os sim-
bolos nâo devem ser o objetivo do trabalho Lnicial com numéros, que deve
partir de experiências para a formaçâo de conceitos. Recomenda exercicios
de correspondência um-a-um entre os elementos de duas coleçôes sem fazer
necessàriamente a operaçâo de contagem usando a seqûência numérica.

39 Russell, Bertrand. Introduction to Mathematical Philosophy, pp. 11-19. Ori
ginally published in 1903. New York: Macmillan Co., 1938.

Define um determinado niimero como a caracteristica comum de conjuntos
"semeihantes" porque os elementos de um podem ser postos em correspon-
déncias um-a-um com os elementos do outre. Descreve o ato da contagem
como sendo a correspondência um-a-um entre os elementos do conjunto de
objctos contados e os elementos da seqûência numérica.

40 Russell. Ned M. "Arithmetic Concepts of Children," Journal of Educational
i ? e s e fl r c / j , X X I X ( M a y. 1 9 3 6 ) . 6 4 7 - 6 3 . n u e a

Dcscrcvc ' muitos" como um dos primeiros conceitos de
criança adquire. É um primeiro cstudo e limitou-se a um Pf b,oco3.
crianças. A tecnica da entrevista. junto com a manipulaça® a®
usada com objetivos especificos.
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41 Sauble, Irene. "Development of Ability to Estimate and to Compute Men
tally," Arithmetic TcBchcr, II (April, 1955), 33-39.

Descreve um programa de Aritmética mental (de cabcça) que exige pcnsa-
mcnto em têrmos de relaçôes numéricas, cm vcz de opcrar mentalmentc pclos
mesmos processes usados com làpis e papcl.

42 Smith, Rolland R. "Meaningful Division," Mathematics Teacher, XLIII (Ja
nuary, 1950), 12-18.

Descreve o processo de subtraçôes sucessivas como o niais significative
para ensinar a divisâo.

43 Stem, William. Psychology of Early Childhood, pp. 431-36. New York:
Henry Holt 6 Co., 1930.

Cita muitos exemples dos dois diferentes tipos de reaçôes à cardinalidadc
dos numéros que se desenvolvem independentemcnte na criança pequcna e
que se tornam, mais tarde, integradas. Faz distinçâo entre o dcscnvolvimcnto
da contagem, que é a habilidade de adicionar unidadcs, sucessivaraente, corrc-
lacionando-as com a seqiiência de numéros, e o desenvolvimento do poder
de perceber a quantidade em grupo, como um total.

44 Stone, Marshall H. "Fundamental Issues in the Teaching of Elementary
School Mathematics," Arithmetic Teacher, VI (October, 1959), 177-79.

Recomenda a inclusâo da Geometria no conteùdo dos curses de Aritmética.

45 Studies in Mathematics Education. Chicago: Scott, Forcsman & Co., 1959.
Pp. 57.

Aprescnta programas expérimentais de Matemâtica desenvolvidos dcsdc
1952. Para identificar cada programa, inclui inforraaçâo sobre comissôcs,
processes, objetivos, rcsultados, recomendaçôes e as contribuiçôes de pro
grama ao ensino da Matemâtica nas escolas.

46 Swenson, Esther J. "Arithmetic in Pre-School and Primary Grades," The
Teaching of Arithmetic, pp. 59-64. Fiftieth Yearbook, Part 2, National So
ciety for the Study of Education. Chicago: University of Chicago Press,
1951.

Acentua a iroportância da organizaçâo das atividades de aprendizagem
tomando por base seqtiencia de experiências e idéias e, nâo. idade ou distri-
buiçâo por séries. Observa que a acentuada e prematura importância dada
a atividades como a leitura e escrita de numéros, no inîcio, é um dos pontos
fracos dos programas de ensino.

47 The Learrring of Mathematics, Its Theory and Practice, Twenty-First Year
book of the National Council of Teachers of Mathematics. Washington,

C.: National Council of Teachers of Mathematics, 1953. Pp. 355.
Discute, em cada capitulo, um aspecto importante da aprendizagem, segundouma teoria moderna e pesquisas, mostrando as aplicaçôes dessa teoria a situa-

Çôes especificas da sala de aula.

48 Thorpe, Cleata B. "The Equation: Neglected Ally of Arithmetic Processes,"
Elementary School Journal, LX (March, 1960), 320-24.

Discute o emprêgo de equaçôes na resoluçâo de problemas, nos vàrios
estâgios, desde o primeiro.

49 University of Illinois Committee on School Mathematics, Project Staff. "Arith-
oieUc -with Frames," Arithmetic Teacher, IV (April, 1957), 119-24.

Apresenta uma variedade de situaçôes usando "frames" (uma forma gco-
métrica fechada) para enriquecimento de idéias matemâticas bâsicas.

B I B L I O G R A F I A H 9

50 Van Engen. Henry. "One, Two, Button My Shoe, Arithmetic Teacher, I
(October, 1954), 18-20.

Estimula os profcssôres a planejar experiências que ajudcm a criança a
rcconhcccr pequenos grupos. Mostra a importância dêsse reconhecimento
antes das experiências de contagem, correspondendo ao que se faz nas prâ-
ticas corrcntes dc Icitura.

51 . "Teaching the Mathematical Skills in the Elementary Schools,"
Progressive Education, XXIX (October, 1951), 17-20.

Observa a inadequaçâo de métodos comumente usados e apresenta uma
teoria que dâ ênfase ao processo de aprendizagem, mostrando uma aplicaçâo
da teoria ao ensino da resoluçâo dos problemas.

5 2 "The Child's Introduction to Arithmetic Reasoning," School Science
and Mathematics, LV (May. 1955), 358-63.

Discute a importância de Icvar a criança ao desenvolvimento dc conceitos
aritraéticos, através de generalizaçôes concluîdas de operaçôes corn material
manipulativo. Mostra a interferência dêsscs principios no-s processes de ensino
de resoluçâo de problemas. Dâ mais ênfase ao processo de aprender do que
ao scu produto.

5 3 "Twentieth Century Mathematics for the Elementary School,"
Arithmetic Teacher. VI (March, 1959), 71-76.

Discute as maneiras pelas quais a Aritmética pode fazer parte do curriculo
da cscola clementar. Os exemples dados incluem sistemas numéricos, estru-
turas, rcsoluçôcs de problemas e pares de nûmeros.

5 4 . "Which Way Arithmetic?" Arithmetic Teacher. II (December,
1955). 131-40.

Estimula os professôres a dcixar os métodos tradiclonais baseados na Psico-
logia do estlmulo-resposta, ofereccndo aos interessados em processes moder-
nos. ilustraçôes de como resolver problemas aplicando consagrados principios
de aprendizagem.

55 Van Engen, Henry, and Gibb. E. Glenadine. General Mental Functions
Associated with Division. Educational Service Studies, Issue N' 2 Cedar
Falls, Iowa: Iowa State Teachers College, 1956. Pp. igi.

Relata um cstudo feito com o objetivo de comparar o processo das subtra
çôes sucessivas com processes convencionais de ensinar a divisâo. Oferecetambem uma bibliografia de cstudos ̂ ôbre divisâo.

5 6 Structuring Arithmetic," Instruction in Arithmcfir- «« '5Z
Twenty-Fifth Yearbook of the National Council of Teacherc J- 'Washington, D. C.i National Council of Teachers of £hLa,i« l?̂ '̂Diseute a resoluçâo de probleiuas do pcnto de vista de r' . .a simbolizaçâo de problemas cnvolvendo pares de i V , inclui
c p e r c e n t a g e m ) . ( r e l a ç a o , f r a ç ô e s" çhi stz srz."

Whither Research on Compound Subtraction? " Arithmetic
Iî ĥer. Ill (February. 1956). 17-20.Ghama a atençâo para a complcxidadc dos fatôrcs a screm considcrados

avaliaçâo das vantagcns dos métodos de subtraçâo dc nûmeros de doismais algarismos, segundo resultado dc pesquisas.
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