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Resumo

Dado um grafo dirigido £ podemos construir um produto cruzado
parcial associado a ele por meio de uma agao parcial do grupo livre ge-
rado pelas arestas de E ou por meio de uma acao parcial do grupoide
gerado pelas arestas de £. Em ambos os casos temos um isomorfismo
entre a algebra de Leavitt de E e os produtos cruzados parciais menci-
onados.

Neste trabalho mostramos a construgao desses dois produtos cruza-
dos parciais e seus respectivos isomorfismos com L (FE). Além disso,
estudamos condicoes suficientes para que dados dois grafos dirigidos F4
e Fs, considerando seus grupoides Gy e G, tenhamos um isomorfismo
entre suas algebras de Leavitt. Por fim, estudamos condi¢bes para que
dado um isomorfismo entre as algebras de Leavitt tenhamos uma rela-
¢ao mais forte entre os grupoides.

Palavras-chave: Algebra. Grafos dirigidos. Algebra de Leavitt.
Produto cruzado parcial. Grupoide.






Abstract

Given a directed graph F, one can define a partial skew group ring
associated to it by a partial action of the free group generated by the
edges of F or by a partial action of the groupoid generated by the edges
of E. In both cases, there is an isomorphism between the Leavitt path
algebra L (F) and the partial skew group(groupoid) ring mentioned.

In this work, we show how these partial skew group(groupoid) rings
are constructed and we also show how there can be an isomorphism
between them. Moreover, we study sufficient conditions so that given
two directed graphs Fy and Fs, considering their groupoids G; and Go,
there is an isomorphism between their Leavitt path algebras. Finally,
we study conditions so that given an isomorphism between Leavitt path
algebras there is a stronger relation between the groupoids.

Keywords: Algebra. Directed graphs. Leavitt path algebras. Par-
tial skew group rings. Groupoid.
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Introducao

Acoes parciais de grupos apareceram independentemente em véarias
areas da matemaética, em particular, na teoria de algebra de operado-
res como uma ferramenta poderosa para seu estudo. Produtos cruzados
parciais sao generalizagoes naturais de produtos cruzados no contexto
de agdo parcial (veja [1], onde produtos cruzados parciais sdo introduzi-
dos e sua associatividade estudada). Uma grande vantagem de estudar
produtos cruzados parciais é a sua capacidade de fornecer um modo
de construir anéis ndo-comutativos. Além disso, ha indicios de que a
teoria de anéis nao-comutativos pode se beneficiar da teoria de produ-
tos cruzados parciais. Um desses indicativos é a recente descricao das
algebras de Leavitt, uma classe de algebra sobre corpos construida de
grafos dirigidos, como produto cruzado parcial.

O principal objetivo deste trabalho é mostrar que a élgebra de Le-
avitt L (E) de um grafo dirigido E ¢é isomorfa ao pruduto cruzado
parcial associado a uma acao parcial do grupoide gerado pelas arestas
de E.

Este trabalho esta dividido em quatro capitulos.

No primeiro capitulo, introduziremos as no¢oes de acoes parciais de
grupo e produtos cruzados parciais associados a essas agoes, usando
como referéncias principais [1] e [5]. Ainda no primeiro capitulo, fala-
remos de critérios para que um produto cruzado parcial seja simples.
De [4], obteremos critérios para o caso de o grupo ser abeliano.

No segundo capitulo, nos dedicaremos ao estudo das &algebras de
caminhos de Leavitt, Lx(E), e A existéncia de um isomorfismo entre
Lk (FE) e o produto cruzado parcial associado a uma agéo parcial do
grupo livre gerado pelas arestas do grafo dirigido £ sobre uma deter-
minada algebra.

No terceiro capitulo, estudaremos agao parcial de grupoide e o pro-
duto cruzado parcial associado a essa agdo, baseados em [8] e [9]. Mos-
traremos neste capitulo que existe um isomorfismo entre a algebra de



Leavitt de um grafo F e o produto cruzado parcial associado a uma
acao parcial do grupoide gerado pelas arestas de E.

No capitulo quatro, estudaremos condicOes necessarias para que,
dados dois grupoides G e G5 associados a grafos E; e Fs, respecti-
vamente, tenhamos um isomorfismo entre os produtos cruzados asso-
ciados a eles. Mostraremos também condi¢bes suficientes em relacao
as algebras de Leavitt para que tenhamos um homomorfismo entre os
grupoides que preserva caminhos e damos um contra-exemplo caso uma,
das condicoes da proposicao nao seja satisfeita.



Capitulo 1

Produtos cruzados parciais
e simplicidade de acoes
parciais de grupo

Neste capitulo introduziremos o conceito de agao parcial de um
grupo de acordo com [1]. Em seguida, dada uma agio parcial, conside-
raremos o produto cruzado parcial associado a essa agao e discutiremos
condigdes para que o produto cruzado parcial seja associativo (com base
em [1] e [5]) e para que ele seja simples (com base em [3] e [4]). Os
resultados que nao sao demonstrados aqui podem ser encontrados em
[1], [4] ou [5].

1.1 Acoes parciais de um grupo GG

Definigao 1.1.1. Uma a¢do parcial de wm grupo G sobre wm conjunto
X é um par @ = ({D:}iea, {at}iec) em que, para cada t € G, D, é
um subconjunto de G e oy : Dy—1 — D, satisfaz:

(i) D. = X, em que e € G é o elemento neutro de G;
(i) oy (DN Dy-1) C Dgpy-1;
(iil) a0 () = (), para todo x € a; (Dy N Dy1)

Observagdo 1.1.2. Note que a igualdade em (4i7) esta bem definida pois,
se x € a; *(Dy N Dy-1), entdo oy(x) faz sentido e ay(z) € Dy N Dy,



Sendo assim, podemos aplicar a; em og(x). Além disso, o item (i7)

garante que podemos aplicar ag; em = sempre que & € a;l(Dt ND,-1).
Os itens (i) e (i74) garantem uma certa compatibilidade entre as

operagoes de composicao dos isomorfismos e a operagao do grupo.

Defini¢ao 1.1.3. Uma ag¢do parcial de um grupo G sobre um anel R
é uma acdo parcial @« = ({D:}ieq, {at}tee) do grupo G tal que D, é
um ideal de R e a; : Dy—1 — D; é um isomorfismo de anel, para todo
ted.

Proposigao 1.1.4. As condigoes de[1.1.1] sio equivalentes a:

(i) D. =X e a, =1dx;

(i) ai(Di—1» N Dg) = Dy N Dy
(i) oas(as(x)) = as(x), para todo x € Dy—1 N Digyy—1
Exemplo 1.1.5. Seja Z o grupo aditivo dos inteiros e seja N o conjunto
dos nameros naturais. Defina, para cada z € Z,

D,={neN:n>z}
Note que D, = N, caso z < 0. Defina, para cada z € Z,
a,: D_, — D,
n — n+z.

Veja que a, estd bem definida para todo z € Z pois, se z < 0
en € D_,,entdlon > —ze a,(n) =n+z > —z+z = 0. Logo,
a;(n)eN=D,. Sez>0eneD_,=N,entdoa,(n)=n+z>ze
com isso a(n) € D,.

Note que, para todo z € Z e para todon € D,, a, o a_,(n) = z.
Logo, a;! = a_..

Vamos mostrar que a = ({D,}.ez, {@.}.cz) € uma acdo parcial do
grupo Z sobre o conjunto N.

(i) Por defini¢do, Dy = N.
(ii) Para mostrar que a; (D, N D_,) C D_,_,, devemos considerar
dois casos.

Caso 1: —z —w < 0. Neste caso, D_,_,, = N e entao segue
diretamente que D, ND_, CD_,_,,.

Caso 2: —z —w > 0. Neste caso, temos z < —w, o que implica
em D,ND_,, = D_,. Dai, para x € D_,,, temos

x>—wea_(r)=x—2>—w-— 2.



Logo, a—_,(x) € D_y—,.
Portanto, a—, (D, N D_y) C D_,_,.
(iii) Sejam z,w € Z e sejan € a; (D, N D_,,). Entdo
ayoay(n)=ay(z4+n)=w+(z4+n) = (W+2) +n = @iz (n).
Exemplo 1.1.6. Seja o = ({Dy}gea, {ag}gec) uma acdo parcial de

um grupo G sobre um conjunto X e seja K um corpo qualquer.
Seja KX = {f: X — K|f é fungdo }. Considere, para cada g € G,

Eg = {f S KX : f|X\Dg = 0}
Para toda f € F -1, para todo = € X, seja

flag-1(z)) ,sex e D,

By(f)(x) = {0 sexd D,.

Veja que 3, ¢ uma funcao B, : Eg-1 — Ey.
Vamos mostrar que = ({Eq}gec, {Bg}gecc) € uma agao parcial de
G sobre KX,

(i) Note que
E.={f € K" : flx\p, =0}

={f e K¥: flx\x=0}
=KX,

(ii) Para quaisquer g,h € G e f € (E,-1 N E}), vamos mostrar que
Bg(f) € Egn. Seja x € X \ Dgyp. Temos dois casos.

Caso 1: z ¢ D,.
Entao S,4(f)(x) =0, por defini¢do.
Caso 2: z € D,.

Neste caso, temos que « € Dy \ Dgp = Dy \ (Dgp, N Dy). Logo:
ag-1(z) € ag-1(Dg \ (Dg N Dyp)) = Dy—1 \ ag-1(Dy N Dyp,)
=Dg-1\ (Dg-1 N Dy).
Ou seja, ayg-1(x) € Dy—1 \ (Dg-1 N Dy) € X \ Dp,.

Logo, B4(f)(x) = f(ag-1(z)) = 0, pois f|x\p, = 0, visto que
[ € Ej. Portanto, B4(f)|x\p,, = 0. Isto &, By(Eg-1NE) C Egp.



(ili) Para quaisquer g,h € G, f € Ej,-1 NEp-15-1 e 2 € X, temos

By (Br(f))(z) = {’Bh(f)(%l(x)) ,sex € D,

0 ,sex ¢ D,

flap-1(ag-1(x))) ,sex € Dy, az-1(x) € Dy
=40 ,sexEDg, ag—l(l‘>¢Dh

0 ,se x ¢ Dy.

Note que

r€Dgeas1(x)e Dy e xeDyeagi(x)cDyNDy
S reDjexr=aglag1(x)) €ay(Dy,NDy-1)
sz e€Djexr € Dig-1y-1NDg-1)-1(-1)-1
& x € DygN Dgy.

Logo,

flap-1(ag-1(x))) ,sex € DyN Dy
0 , caso contrario

Ba(Bn () (x) = {

f(O[h—lgfl (x)) ,sex¢€ Dy, N Dy
=40 ,se x € Dgp \ Dy
0 ,se ¢ & Dgp.

Veja que se © € Dy, \ Dy = Dyp, \ (Dgp, N D), segue que

Oéh71gf1(.’L‘) € ah—lg—l(Dgh \ (Dgh N Dq)) = Dh—lg—l \ ah71971(Dgh N Dg)
= Dh—lg—l \ (Dh—lg—l N Dh—l)
= Dh—lg—l \Dh—l cX \ Dy

Como f € Ej-1, obtemos f(ay-14-1) = 0. Disso segue que

f(ah—lgfl(l‘)), se xr € Dg N Dgh
Bg(Bu(f))(x) = § flan-14-1(2)), sex € Dy \ Dy

0, se x ¢ Dy
) flap-1g-1(x)), sex € Dy
o ,8e & Dyp.



= Bon(f)().

Como outros casos sao equivalentes, temos que

f(Q%gh)—l(I)) ,8e xr € l)gh

By (Br(f))(x) = {0 se z ¢ Dyp.

Portanto, para quaisquer g,h € G e f € Dp-1NDjp-14-1, temos

Bg(Bn(f)) = Ban(f)-

1.2 Produto cruzado parcial

Seja A uma algebra sobre um corpo K e seja a« = ({ D¢ }ieq, {at }eq)
uma agao parcial de um grupo G sobre a algebra A. Considere o con-
junto de todas as somas formais finitas da forma Z agdy, com ag € Dy.

geqG
Considere as seguintes operagoes no conjunto definido acima:

* Z ag0g + Z bgdg = Z(ag +bg)dg;

geG geG geG
o )\ Z agdy = Z()\ag)§g, em que A € K
geG geG

o (agdy) - (bndn) = ag(ay(ag)bn)dgn. E essa operagdo estende-se

linearmente para todo o conjunto.

Definigao 1.2.1. O conjunto {Z agdy : ag € Dy} munido das ope-

geG
ragoes acima é denominado produto cruzado parcial associado a o e

denotado por A x, G.

Observagao 1.2.2. Veja que a multiplicacdo estd bem definida, pois,
como Dy-1 ¢ um ideal bilateral de A, entdo agz-1(ag)by € Dy-1.

Observagao 1.2.3. A aplicacdo ¢ : A - A x4 G, a — ad, é um ho-
momorfismo de élgebra injetivo, logo podemos identificar A com uma
subéalgebra de A x,, G.

A X4 G é uma algebra nao necessariamente associativa. Ou seja, em
geral, nao é verdade que (ay04-bpds)-c;0; = agdy- (bpdn-c;d;). Todavia,
como é mostrado em [1], vale o resultado que segue as defini¢des abaixo.



Definigao 1.2.4. Seja A uma éalgebra e seja I um ideal ndo-nulo de
A. Dizemos que I é idempotente se I = I2, isto é, se todo elemento de
I é uma soma de produtos de outros elementos de I.

Definigao 1.2.5. Seja A uma é&lgebra e seja I um ideal ndo-nulo de A.
Dizemos que I é nao-degenerado se para cada elemento nao-nulo a € [
existe b € I tal que ab # 0 ou ba # 0.

Corolario 1.2.6. Seja a uwma a¢ao parcial de um grupo G um uma
dlgebra A tal que, para todo t € G, tem-se que D; € idempotente ou
nao-degenerado. Entdo o produto cruzado parcial Ax, G € associativo.

O resultado acima nos d& uma condicao suficiente para que A x, G
seja associativo, sendo que tal condi¢ao depende de propriedades dos
ideais D;. Em seguida, nos preocupamos com a simplicidade de A x,G.

Considerando uma agdo parcial @ = ({D:}hieq, {at}tec) de um
grupo abeliano G em um anel R, em [4], estudamos condigbes necessa-
rias e suficientes para que A X, G seja simples.

Durante os nossos estudos para o caso em que o grupo G é abeliano
e cada D; possui unidades locais (definiremos o que isso significa logo
em seguida), conseguimos enfraquecer a condi¢do encontrada em [4]
que garante a simplicidade de A x,, G.

Agora falaremos sobre os pré-requisitos necessarios para enunciar-
mos o teorema mencionado acima. No que segue, G é um grupo abeli-
ano, A é um anel e estdo omitidas algumas demonstracoes que podem
ser encontradas em [4].

Definigao 1.2.7. Seja a = Z a0 € A X, G. Definimos:
teG

(i) o suporte de a, denotado por supp(a), como o conjunto finito

{t € G:a; #0};
(ii) a projecdo de a na coordenada g, Py : A xo G — A, por

Pg(z at5t) = ag.

teG

Definigao 1.2.8. Seja A um anel. Dizemos que A possui unidades
locais se para todo conjunto finito {ry,rs,...,r,} C A existe e € A tal

que e =eceer; =r; =r;e, paratodoi€ {1,...,n}.
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Definigao 1.2.9. Um conjunto de unidades locais E C A é um con-
junto de idempotentes tais que para todo subconjunto finito {ry,...,r,}
de A existe e € FE tal que er; = r;e =r;, para todo i € {1,...,n}.

Proposigao 1.2.10. Seja E C A um conjunto de unidades locais para

A. Entio Edy = {edy : e € E} é um conjunto de unidades locais para
Ax,G.

Demonstracao: Seja {a',...,a"} um subconjunto finito de 4 x,, G,
e escrevemos a' = Zaiét, para todo i € {1,...,n}. Entdo existe
teq

somente uma quantidade finita de a}’s que sdo diferentes de zero.
Seja X = {ay-1(al) : al # 0} U {al : al # 0}. Como X é finito e A
possui unidades locais, seja e € E unidade local para X. Dali,

edoaidy = eayd, = ajd; e ajdiedy = ay(ay-1(aj)e)dy = au(oy-1(a}))d = ajéy.
Além disso, temos que
(ed0)? = ey - edo = ag(an(e) - €)dy = ap(e - €)do = ap(e)do = edo,

como queriamos. O

Definigao 1.2.11. Seja o = ({D:}+eq, {@t }tec) uma agéo parcial de
um grupo G em um anel A. Dizemos que um ideal I < A é G-invariante
se ag(INDy-1) CIND,, para todo g € G.

Definigao 1.2.12. Dizemos que um anel A é G-simples se os nicos
ideais G-invariantes de A sao A e {0}.

Lema 1.2.13. Seja E um conjunto de unidades locais para A. Seja
a uma agdo parcial de um grupo abeliano (aditivo) G tal que D, tem
unidades locais, para todo t € G. Suponha que A é G-simples.

Entdao, para todo elemento nao nulor € Ax,G, e para cada unidade
local e € E, existe 7’ € A x, G =: R tal que:

a. 7' € RrR;
b. Py(r') =e;
. #supp(r') < #supp(r).

Definig¢ao 1.2.14. Seja R um anel. O centro de R é o conjunto C'(R) =
{a € R: ab = ba, para todo b € R}.

11



Observagao 1.2.15. Note que C(R) # &, pois 0 € C(R). Além disso,
para quaisquer a,b € C(R) er € R temos (a—b)r = ar—br =ra—rb=
r(a—>b) e (ab)r = a(br) = a(rb) = (ar)b = (ra) = r(adb). Ou seja, C(R)
¢ um subanel comutativo de R.

Para AxG =: Se E C A, denotaremos por C, o centro de edgSedy.

Definigao 1.2.16. Sejam R = A x, G produto cruzado parcial e F
um conjunto de unidades locais para A. Para cada e € E, definimos o
centro de edyRedg como

Ce :={x € edpRedy : xy = yx, para todo y € edoRedp}.

Lema 1.2.17. Considere as mesmas condi¢des do lema anterior e seja
e € E. Entao todo ideal nao-nulo de A x, G tem intersegdao nao-nula

com C, N{edy + Z bgdg}.
geG\{0}

Por fim, enunciamos o teorema. Em [4], é mostrado que os itens
() e (i1) sdo equivalentes.

Teorema 1.2.18. Seja E um conjunto de unidades locais para A e
seja o uma a¢do parcial de um grupo abeliano G tal que todo ideal Dy
tem unidades locais. Entdo sdo equivalentes:

(i) Axq G € simples;
(ii) A é G-simples e C. é corpo, para todo e € E;
(i4i) A é G-simples e C, é corpo, para algum e € E.

Demonstragao: (ii) = (iii) E 6bvio.

(#i7) = (4) Seja J um ideal ndo-nulo de A x,, G. Pelo lema anterior,
existe r € (J N C,) \ {0}. Como C., é corpo, entdo ey =7 -r~1 € J.

Considere o morfismo ¢ : A -+ A x, G a +— adyg. Entao é facil ver
que ¢~ 1(J) é ideal ndo-nulo de A.

Vamos mostrar que ¢~ 1(J) ¢ G-invariante. Seja a € p~1(J)ND_p,.
Seja ep, unidade para a em D_j. Dali,

(eh)éh a60 €h5 h—ah(a (ah(eh) ))5h'€h57h
= ap(ena)dp - epd_p
=ap(a)dp - epd_p
= an(ao(a)en)do

12



= ap(a)dp.

Logo an(a)dy € J e entdo ap(a) € ¢~ 1(J), donde ¢~ 1(J) ¢ G-
invariante e p~1(J) = A, pois A é G-simples e ¢~!(J) # 0. Portanto,
adg € J para todo a € A.

Agora, seja ay € D,y qualquer. Seja e, unidade para a, € Dy. Dali,

agdo - €40y = (o (ag)eg)dy = aolageg)dy = agdy.
Logo, a40, € J, para todo a, € Dy, paratodo g € G. Donde,

J = A x4 G e, portanto, A x, G é simples.
O
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Capitulo 2

As algebras de caminhos
de Leavitt como produto
cruzado parcial

Neste capitulo nos concentramos em uma classe especifica de pro-
duto cruzado parcial: o produto cruzado parcial associado a uma agao
parcial de um grupo livre gerado por um grafo dirigido E. Em seguida,
descreveremos as algebras de caminhos de Leavitt (que chamaremos
simplesmente de algebras de Leavitt) como um produto cruzado par-
cial associado a uma agao parcial do grupo livre gerado por FE..

2.1 Acao parcial do grupo livre gerado por
um grafo dirigido

Definigao 2.1.1. Um grafo dirigido E = (E°, E',r, s) consiste de con-
juntos nao vazios E°, E' e funcoes r, s : E1 — E°.

Os elementos de E° sdo chamados vértices e os elementos de E! sdo
denominados arestas.

Para uma aresta e, r(e) é o range de e e s(e) & o source de e.

Exemplo 2.1.2. Seja E = {E°, E',r, s}, em que E° = {u,v,w, k}, E* =
{e.f9,h}, s(e) = w = r(h), s(f) = u =r(e), s(g) = v =r(f)e
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s(h) =k =r(g). Podemos representar este grafo por
u v
T Js
w k
Exemplo 2.1.3. Seja E = {E°, E',r, s}, em que E° = {u,v,w, k, 2},
E' = {f17f27f35f47f5af67f7}7 z = 8(f7)7 u = T(fl) = S(fl) = S(f2) =

5(f3), v = r(fs) = s(fa) = s(fe), w = 1(fa) = s(fs5) e k = 7(f2) =

r(fs) =r(fs5) = r(f7). Podemos representar este grafo por

f
—_—

<
h

f3 fa
flCUH’UH‘UJ

Nl

k<—=2
fz

Definigao 2.1.4. Seja £ um grafo dirigido e seja K um corpo. A
dlgebra de Leavitt de E com coeficientes em K, denotada por Lk (F),
¢ a K-algebra universal gerada por um conjunto {v : v € EY} de
idempotentes ortogonais entre si e um conjunto {e,e* : e € E'} de
elementos satisfazendo:

(i) s(e)e =er(e) = e, para todo e € EY;

(ii) r(e)e* = e*s(e) = e*, para todo e € E';

(iii) para quaisquere, f € E! tem-sequee*f = 0see # fee*e =r(e);
) v= Z ee”, para todo vértice v tal que 0 < #{e : s(e) =

e€EE:s(e)=v
v} < 0.

(iv

Agora serdo introduzidas as convengoes necessarias para definir o
produto cruzado parcial que é isomorfo & algebra de caminhos de Lea-
vitt.

Definigao 2.1.5. Um caminho de tamanho n em um grafo E é uma
sequéncia 1 = pipe ... My tal que r(u;) = s(wir1), para todo i €
{1,...,n —1}. Escrevemos |u| = n para o comprimento de p. Chama-
mos os vértices de caminhos de tamanho zero.

Definigao 2.1.6. E" é o conjunto de caminhos de tamanho n.

15



Estendemos as aplicagoes range e source para E™ definindo s(p) =
s(p1) er(p) =r(u1), sen>2,e s(v) =v=r(v), paran =0.

Definigao 2.1.7. W é o conjunto de todos os caminhos finitos em F,
ou seja,

W= J{ur - o i € B' e r(i) = s(uiga), Vi€ {1,...,n—1}}.
n=1

Definigao 2.1.8. W & conjunto de todos os caminhos infinitos de F,
ou seja,

W = {ppg...: u; € B e r(u;) = s(pir1), Vi € N}

Agora vamos estender s, : E' — E° para WU W™ U EY.
Defina:

s(p) = s(u1), para pp = papiz... € W ou = papiz ... fin;
T(£) = T(gn)a para { =&1...&, € W5
r(v) = v = s(v), para v € E°.

Definicao 2.1.9. Dizemos que um caminho £ = &;...&, é o comego do
caminhon=mn1...nmsem >nen =¢&, paratodoi€ {1,...,n}.

Definigao 2.1.10. O grau de saida de um vértice v é o nimero de
arestas e tais que s(e) =wv .

O grau de entrada de um vértice v &€ o nimero de arestas e tais que
r(e) =wv.

Definigao 2.1.11. Uma fonte é um vértice com grau de entrada zero.
Um pogo é um vértice com grau de saida zero.

Seja IF o grupo livre gerado por E' eseja X = {£ € W : r(€£) é um pogo}U
{ve EY:v éum pogo} UW>.
Para cada c € F, defina:

Xo =X, em que 0 é o elemento neutro de F;
Xp-1={6€ X :5(&) =r()}, para todo b € W;
Xo={6€ X :68...8q = a}, para todo a € W;

X ={§ € X : &&...§, = a} = X,, para ab™! € F,
com a,b € W , r(a) = r(b) e ab~! na forma reduzida, ou seja,
Ala| # Do)
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X. = @, para qualquer outro c € F.
Observagao 2.1.12. Podemos ver W como um subconjunto de F.

Proposig¢ao 2.1.13. r(b) € X;-1 se, e somente se, r(b) é um pogo.
Além disso, se r(b) é um pogo entio Xy—1 = {r(b)} e X, = {b}.
Demonstracao: Suponha que r(b) € X;-1. Entdo r(b) € X N EY e,
pela defini¢do de X, segue que 7(b) é pogo. Suponha agora que r(b) é
pogo. Como 7(b) € X e r(b) = s(r(e)), temos que r(b) € Xp-1.

Se r(b) é poco, entdo, para & € X1, r(b) = s(§) implica em £ €
E°N X. Donde ¢ = r(b). Para £ € X; temos §1---&p = b, 0 que
implica em r(&5|) = r(b) ser pogo. Logo, & = &1 ... & = b.

O

Observagio 2.1.14. Para todo v € E°, temos v € X, 1= {£ € X :
s(€) = v} se, e somente se, v € um pogo. De fato,

veEX, <= veX < vépogo.
Além disso, se v é um poco, entdo X, = {v}.

Lema 2.1.15. Sejam a,c € W , b,d € WU {0} ev € E°. Entdo:

Xp-1 =X =
(1) Xa71ﬂch1 — a 1 c J se T(a’) T:(C‘)
16} , caso contrdrio

X - =
(2) XaflmXcdfl _ cd=1 5 S€ T’(CL) 5’(6)
16} , caso contrdario

(3) Suponha r(a) =r(b) er(c) =r(d).
Xaup-1 , se a=ct, para algum t € W U {0}

Xop-1NXeg-1 = Xog-1 , se ¢ = at, para algum t € W U {0}
1%/ , caso contrdrio

Xy = Xp-1 b) =
(4) XyNXp1 = p—1 , ser(b) v’ .
%] , €aso contrdrio

X1 , ses(a)=wv
(5) XyNXgpr =4 07" (@) .
%] , €aso contrdario

6) X, = U X, -1
(

s(a)=v
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Demonstragao:
(D Xgr N X ={{ € X :s(§) =r(a)} N{ne X :s(n) =r(c)}
={e X :s(§) =r(a) =7(c)}

Entao
X1 =X ,ser(a) =r(c)

Xog-1NXe-1 = o
16} , caso contrario

(2) Ser(c) =r(d) e cd! esta na forma reduzida, entdo:

Xe-1NXgr={cX:s)=r(a)}n{neX mna...n =c}
={{ecX: 58 =r(a)emn...n =c}
={£e€ X :5(&) =r(a) = s(c) e ¢c & comego para o caminho £}

Se r(c) # r(d), entdo X.q-1 = &. Logo,

Xeg-1 = X1, ser(a) = s(c)

Xo-1NXeg—1 = .
%] , caso contrario

(3) Xap-1 N Xeg-1 = XN Xe

={{eX: & ..xp=afn{neX n...nn=c}
={£ € X :aécomeco de £ e ¢ é comeco de £}

Temos trés casos:

caso 1: a nao é comeco do caminho ¢ e ¢ nao é comeco do caminho
a. Sendo assim, X, N X, = @.

caso 2: ¢ é comego do caminho a.

Neste caso, existe t € W U {0} tal que a = ct. Dai,

Xop-1NXeg—1 = XogNX,. = {£ € X : a é comego do caminho £} = Xp-1.

caso 3: a é comego do caminho c.
Neste caso, existe t € W U {0} tal que ¢ = at. Dai,

Xp-1NXgg—1 = XoNX, = {£ € X : ¢ & comego do caminho £} = X g-1.

4 XoNXpr={{€X:s(§) =r(v)=vin{ne X :s(n) =rb)}
={eX:s5(6) =v=r(b)}.
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Entao,
X, =X,— =
XyNXp-1 = { Y pr s ser() =v,

, caso contrario
(5) Ser(a) # r(b), entdo Xyp-1 = . Se r(a) = r(b), entdo:

XoNXyp-r={e€X:s5§)=vin{ne X :aécomeco den}
={£€ X :5() =v=s(a)eaécomeco de £}.

Logo,

X AX o = Xap-1 ,ses(a)=v
b—1 = .-
Y ¢ 16} , caso contrario

(6) Seja ¢ € X, ouseja, s(§) =v. Se £ € WNX, entdo £ € X, C
U Xap-1- Se € € {u € E° wu é pogo }, entdo s(¢) = r(€) = v. Se
s(a)=v
& € W, entdo s(§) = s(&1) = v e, sendo assim, £ € X, U Xop-1.
s(a)=v
A outra inclusdo segue do item (5).
O

Temos até agora o grupo livre F gerado por E! e o conjunto X
sobre o qual FF ira agir. Ainda falta definirmos, para todo ¢ € F tal que
X.-1 # @, bijecoes 0. : X.-1 — X..

Defina 0y : X9 — Xy como a aplicacao identidade. Para b € W,
defina 6, : Xp-1 — X , por £ — b¢. Note que 60, estd bem definida,
pois, para £ € X;-1 temos que s(§) = r(b) e, portanto, b€ € Xj.

Para a,b € W com 7(a) = 7(b) e ajq # by, defina 0,41 : Xpp-1 —
Xap-1 , por & = a&jpj118p|42---- Note que 6,,-1 estd bem definida,
pois, para § € Xp,-1, temos que &; ... = b e, como 7(a) = r(b) =
7€) = 8(&jp1+1)s segue que adjp| 142 - - € Xap-1.

Ainda, defina 0,-1 : Xy — Xp-1, por 1 = 941042 - - - s€ 7(b)
nao é poco, e n — r(b), se r(b) é pogo.

Por fim, defina 0y,-1 : Xop-1 — Xpq-1, por 0= bnjg41Mja+2 - - -

Proposigao 2.1.16. Para b € W, temos 0p_1 = Gb_l. Para a,b €
W com r(a) =r(b) € ajq # by, temos 9;171_1 = Opg-1.

Demonstragao: Dado n € X,-1, segue que

(By-1005) (1) = O, (Mol s1Mpi42 - -) = bTp 142 - - - = 7,
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se (b) ndo & pogo. Se r(b) é poco, segue que

(-1 © ) (n) = 6, ' (r(b)) = br(b) = .

Dado ¢ € X, segue que (65 0 0,-1)(§) = 6,(bE) = &.
Para £ € Xp,-1, segue que

(Opa—1 0 0ap-1)(&) = (Opa—1)(ajpj+1€p)4+2 - - ) = €142 --- = &

Para n € X ;-1 segue que

(eab*1 © ebafl)(n) = (eab*1)<bn|a|+1ma\+2 .. ) = aNa|+1Ma|+2--- =1

O
Proposigao 2.1.17. O par 0 = ({X_.}cer, {0c}teer) € uma agao parcial.
Demonstragao: O axioma (7) de segue das defini¢des de X e 6.

Para os outros axiomas de basta que verifiquemos para g, h €
{ab=' :a,b € WU{0}} U {0}, pois, caso contrério, X,N X;-1 =D e a
inclusao ou igualdade é trivial.

Note que {ab~! : a,b € WU{0}} U{0} é fechado por inversos. Note
ainda que se g = 0 ou h = 0 entao a inclusao é também trivial.

Entdo suponha que g = ab™! e h = ¢d™! com a,b,c,d € W U
{0}, ab=!,ed™! na forma reduzida, r(a) = r(b), r(c) = r(d), a,b nio
simultaneamente 0 e nem ¢, d simultaneamente 0.

(ii) Vamos mostrar que 0, ' (X, N X;-1) C X(gp)-1. Temos 3 casos.

caso 1: a nao é comego do caminho d e d nao é comeco do caminho
a.

Em particular, a # 0 e d # 0. Como d ndo é comego de a, entdo
a ¢ X4 e como a ndo é comego de d entdo d ¢ X,. Dai,

XgNXp-1 =X N X(Cd71)71 =X, NXqg=69,
pois nenhum & € X pode comecar com a e d simultaneamente.

caso 2: a é comego do caminho d, e escrevemos d = ad’'.
Note que a # 0 = d # 0. Dai,

XgNXp-1 =X mX(Cd—l)—l
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Xp-1NXe-1 ,sea=d=0

=1 X1 NXy ,sea=0ed#0
X.N Xy ,sea#0
Xp-1NXe-1 ,5ea=d=0

=9 Xp-1NXy ,sea=0ed#0
X4 ,sea#0

Entao,

0, (XgNX; ") = 0pa—1(Xg N Xp1)
Op(Xp-1 N Xe-1) ,sea=d=0 (%)
=4 0p(Xp-1 N Xy) ,sea=ded#0 (¥
o+ (Xa) e a0 (%)

Em (%), temos que g 'h™! = ba"tdc™! = bc™! e b # 0, pois a = 0.
Entao,
nglhfl = Xpe-1 = Xp.

Logo,
(gg_l(Xg NXp-1)=6,(Xp-1NX,1)C X, = Xg—lh—17

como queriamos.
Em (#x), temos que g~'h™! = bdc™ ' ed # 0,b # 0, pois a = 0.
Logo, bd # 0 e entao

Xg-1h-1 = Xpdge—1 = Xpa-
Dai, para todo £ € X;-1 N Xy temos £ = d¢’ e também
0y-1(€) = Ohamr (€) = 0,(€) = b’ = (bd)E".
Logo, 0,(§) € Xpg. Assim,
0,1 (Xy N Xj-1) = 0p(Xp-1 1 Xa) € Xpg = Xy-1p-1,

como queriamos.

Em (xxx), temos mais dois casos. Seb=d' =0, entdoa =der(c) =
r(d) = r(a). Logo, X1 = X,-1. Como Xy-1,-1 = Xpg-140-1 = X1,
entao

9971(Xg NXp-1) =0p-1(Xg) =0,-1(Xy) = X1 = X1 = Xg—lh—l.
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Se bd’ # 0, entédo
*X’g_lh_1 = Xpa-1de-1 = Xpa—tadie-t = Xpare-1 = Xpar-

Temos que mostrar que 0,-1(X4) € Xpqr. De fato, para todo £ € Xy,
escrevemos £ = df' = ad'{’ e entao

91)@—1(5) = Hba_l(ad’g’) = bdlf € Xpar-

caso 3: d é comeco da palavra a, e escrevemos a = da’.
Este caso é similar ao caso anterior.

(iii) 04 0 0, () = Ogn (&), para todo & € 01 (X, N X, -1). Temos 3
casos.

caso 1: a nao é comeco do caminho d e d nao é comeco do caminho
Neste caso, X, N X}-1 = &, como no primeiro caso do axioma ().

caso 2: a é comeco da palavra d, e escrevemos d = ad’.

Seja € € 99_1(Xg N Xp-1) = Opg—1(Xgp—2 N Xyge—1). Entdo £ =
Ope-1(n), para algum n € X -1 N Xge—1. Assim, n = dn/ = ad'ny.
Logo,

g = ebaf1 (77) = Gba*1 (ad,gl) = bd,n/'

Dai, por um lado, temos que
0n(04(8)) = Oca—1 (Bap—1(bd'n)) = Oq-1(ad'n’) = Oeq-1(dn) = enf’
Por outro lado, segue que
Ong (&) = Oc(pary-1 ((bd)n') = en’.

caso 3: d é comeco do caminho a, e escrevemos a = da’.
Este caso é similar ao caso anterior.

Temos entao uma acao parcial no nivel de conjuntos.

Seja F(X) a K-algebra das funcdes de X no corpo K, com a mul-
tipligdo ponto a ponto. Para cada ¢ € F, com X, # &, seja F(X.) a
K-élgebra de funcoes de X, em K. Para ¢ € F, com X, = @, seja
F(X.) o subconjunto de F(X) que contém apenas a fun¢io nula.

Para todo ¢ € F, F(X,.) é um ideal na K-algebra F(X). Agora, para
cada c € F, defina
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ac: F(Xe) = F(Xe)
f — fo&cfl.

Para todo ¢ € F, a. ¢ um K-isomorfismo. E, pelo Exemplo
segue que o = ({F(X¢)}eer, {@cteer) € uma acgdo parcial de F sobre
F(X).

O produto cruzado parcial associado a esta acdo é “muito grande”
para os nossos propositos. Queremos “diminuir” nossa algebra.

Para isso, seja 1. € F(X,.) a funcdo caracteristica em X, ou seja,

1 ,seée X,

L(§) =1x.(§) = [ € Xc| = {0 se £ ¢ X,

Para cada v € E°, seja 1, € F(X,) a fun¢do caracteristica em X,,.

Lema 2.1.18. Sejam p,q € F. Entao:

(i) ap(lp-11q) = 1plpg;

(i) Para a € W,b € W U {0}, seque que

)1, ,ser(a) =
@a(la-s1y) = {O , ser(a) #

logp-1 , ses(b) =v
Qa1 (Ipa-11o) = {0 b se s(b) £ v

Demonstracao: (i) Suponha p=ab~le
b,d € WU{0}, r(a) =r(b) e r(c) =r(d).

Primeiro suponha que ¢ = at, com ¢t € W U {0}. Seja £ € X.
Entao:

ap(1,-114)(§) = (ap(1p-1)ap(1q))(€)
ap(1p-1)(§)ap(14)(§)
=1,-1(0p-1(£))14(0p-1(8))

= Lap-1(0ap-1 () Lata—1 (Oap-1(€))

= [fap-1 € Xap-1][0ap-1(§) € Xara—1]
= [§ € Xpa—1][0ap-1(§) € Xara—]

= [ € Xyra]
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1p1,4(8) = 1p(8)1p4(8) = [§ € Xp][€ € Xpg]
= [g € *vaa_1 N Xba_lcd_l] = [5 € *vaa_1 mAvatd_l}

= (£ € Xpg1]

Analogamente, se a = ct, para algum ¢ € W, mostra-se que o
resultado segue.

Se a # ct, para todo t € W, e ¢ # at, para todo t € W, entao:

lgp-11.g-1 =0, pelo lema 3.1.1

lpa-1cq-1 = 0, pela definicao.

As outras possibilidades para p,q € F sao similares.

(ii) Sejam a € W, b € W U {0}. Para todo £ € X, temos:

o (1a-11,)(§) = aa(la-1)(€)aa(1s)(E)
= 15-1(0,-1)(§)10(0a-1)(8)
= [04-1(8) € Xo-1][0a-1(§) € X,]
= [§ € XJ]l§ € Xo N X,]
= [E € X, N Xa]
B {1a se X, = X,
1o Lser(a) #v

a1 (Lap-110)(§) = @ap-1(1ap-1)(§)ap-1(14)(§)
= Lpa—1 (Opa—1)(€) 10 (Opa—1)(§)
= [Opa-1(8) € Xpa-1][0ba—1(§) € Xo]
= [§ € Xap1][§ € Xgp—1 N X, ]
_ {].ab—l ,8e Xy N Xgp-1 = Xgp—1 (se s(a) =v)
0 , se s(a) # v
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Agora podemos definir a a¢do parcial que induz o produto cruzado
parcial que é isomorfo & algebra de caminhos de Leavitt.

Seja D(X) = Dy = span ({1, : p € F\ {0}} U {1, : v € E°}) (span
K-linear).
Seja, para cada p € F\ {0}, D, C F(X,) definido como

D, =1,Dq =span{l,1, : ¢ € F}.

Observagdo 2.1.19. Note que D(X) e D,, sdo K-algebras e que D, é um
ideal de Dy, para todo p € F.

Como ay(1,-114) = 1,1,,4, considere, para cada p € F, a restri¢ao
de ap a Dp-1:

Qyp : .Dp—l — Dp

L-1ly = ap(ly-1ly) =115

Entdo a = ({ap}per, {Dp}per) € uma acdo parcial.
Seja D(X) x4 F o produto cruzado parcial associado a a.

2.2 Algebras de caminhos de Leavitt

Nesta sec¢ao, descreveremos a algebra de caminhos de Leavitt asso-
ciada a um grafo dirigido £ como um produto cruzado parcial.

Proposigao 2.2.1. Eziste umn K-homomorfismo ¢ de Lx (E) em D(X)Xq,
F tal que, para todo e € E', ¢(e) = 1.6, e p(e*) = 1,.-15.-1 e, para
todo v € EY, p(v) = 1,6.

Demonstracao: Considere os conjuntos {1.0, 1o-10.-1 : € € E'} e {1,680 :
v e E% em D(X) %, F.

Vamos mostrar que tais conjuntos satisfazem as relacoes que defi-
nem a algebra de Leavitt.

(1) ]‘8(6)601658 = O‘O(O‘O(ls(e))le)(ge = 13(6)1856 = 1656) pOiS

15(6)1666(5) = le(e)mXe (5) = [5 € Xs(e)mXe] = [€ € Xe] = 16(5)

165617'(6)50 = Qe (1e)lr(e))5e = ae(lefllr(e))ée
= 1eler(e)6e = 161656 = 1666
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(i)
17“(6)501671(5671 = ao(ao(lr(e))lea)éea = 17“(6)1@*16@*1 = 1671(56717
pois

17‘(6)16_1(5) = ]-XT(6)1X571 (5) = 1XT(e)ﬁXef1
= [f S Xr(e) mXe—l] = [5 S Xe—l]

=1,

16*166*115(6)50 = O‘efl(ae(lefl)ls(e))éefl = O‘efl(lels(e))aefl
=1g-1 15*15(5)56*1 =1, 1671(5671
= ]‘6716671'
(iii) Sejam f,g € E'. Entao
1f71§f711959 = O[f—l(af(lf—l)lg)(s.f—lg = af—l(lflg)(Sf—lg.
Se f # g, entdo pelo lema 3.1.1, 1,11, = 0. Logo,
1f—1(5f—1 1,75,] = O, se f 7é g.
Se f = g, entdo
1f—1(5f—11f5f = af—l(af(lf—l)lf)éf—lf = af_l(lflf)éo
= Oéf—l(lf)(so = 1f7150
Como 15-1 = 1,(c), pelo lema 3.1.1, segue que

1f715f71 lf(Sf = 1r(e)50~

(iv) Seja v € E° tal que 0 < #{e : s(e) = v} < co. Lembre que
X,= |J X Entio:

e€El:s(e)=v

Z 1.6.1,-10,-1 = Z 1edo = ( Z 1¢)d0 = 1,0.

ecEl:s(e)=v e€E:s(e)=v ecEl:s(e)=v

Como {1.0,,1,-16.-1 : e € E'} e {1,860 : v € E°} satisfazem as
condicbes da Algebra de Leavitt, pela propriedade universal, existe um
homomorfismo ¢ : Lx(E) — D(X) x, F tal que, para todo e € E*,
o(e) = 1.0, e p(e*) =1,-15.-1 e, para todo v € E°, p(v) = 1,60. O
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Antes de mostrarmos a injetividade de ¢, seguimos com algumas
definicoes.

Definigao 2.2.2. Seja A um anel. Dizemos que A é Z-graduado se
existe uma colegao de subgrupos aditivos {4, },cz de A tal que

nez
(il) AmA, C Aygn, para quaisquer m,n € Z.

Defini¢ao 2.2.3. Para cada p € F, seja |p| := m —n, em que m é o
niimero de geradores (elementos de E') de p e n é o nimero de inversos
de geradores de p.

Para mostrar que o K-homomorfismo de 2:2.1] é injetivo usaremos
o Teorema da unicidade de graduagao de [7] que afirma que

Teorema 2.2.4. Seja E = (E°,E',r,s) um grafo e seja Lx(E) a
dlgebra de Leavitt associada a E com a graduagio usual. Se A é um
anel Z-graduado e ¢ : Lg(E) — A é um homomorfismo graduado de
anel tal que p(v) # 0, para todo v € EY, entdo ¢ € injetiva.

Para isso, usaremos a seguinte Z-graduacao para D(X) x, F (veja
[7]): para cada z € Z, defina A, C D(X) %, F como o span K-linear
de {ayd, : ap € Dy e |p| = z}. Para Li(E), estamos considerando a
Z-graduagdo {R.}.cz, em que

R. = spanfab™ " :a,b € WUE", |a| — o] = z}.

Teorema 2.2.5. O homomorfismo ¢ : Lx(E) — D(X) x4 F da pro-
posi¢ao |2.2.1 € um K-isomorfismo.

Demonstragao: Vamos mostrar que ¢ é injetora. Pelo teorema da
unicidade de graduagao, s é preciso mostrar que ¢ € um homomorfismo
de anel graduado tal que o(v) # 0, para todo v € E°.

Para cada ab~! € R, pela definicdo de ¢, temos que ¢(ab™!) €
Dgp—104p-1.

Como |ab~ | = |a|—|b] = 2, entdo D,;-1,,-1 C A,. Logo, ¢(R,) C

2

Além disso, p(v) = 1,0 # 0, pois 1, # 0 para todo v € E°. Entao,
segue que @ é injetora.

Vamos mostrar agora que ¢ ¢é sobrejetora.

Afirmagao: Para todo a € W, temos que p(a) = 1,0, € p(a*) =
lq-104-1. Além disso, para quaisquer a,b € W com aj, # by € 7(a) =
r(b), segue que @(ab*) = 1,5-104p-1.
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Note que, da afirmac8o, segue que, para cada p € F\ {0}, 1,6, €
Im(p).

Seja a = ay...a, € W. Se n = 1, pela definicao de ¢, segue
que p(a) = 1,0,- Suponha n > 2 e que seja valido p(as...a,) =
las...an0as...a, - Entao

pla) = plar)p(az . .. an)
= 1a15a11a24-.an5a2...an
= Qq, (aa—l (1a1)1a2...an)6a1a2.uan
- aal(lal—llag,..an)§a
= 1a1 1a1..‘an6a = 1a1.‘.an6a
= 1,0,.

Analogamente, p(a*) = 1,-104-1.
Sejam a,b € W com r(a) = 7(b) e ajq # ajp. Entdo:

go(ab_l) = 1a6a1b*15b*1 = aa(aafl(la)lbq)éabfl
=ag(lg-11p-1)0gp-1 = Lalgp-104p-1
= 1ab*15ab*1-

Para mostrar que ¢ é sobrejetora, é suficiente mostrar que D,d, C
Im(yp), para todo p € F.

Primeiro, vamos mostrar que Dody C Im(p). Por linearidade, é
suficiente mostrar que 1,69 € Im(p) e que, para cada p € F \ {0},
1,00 € Im(p).

Sabemos que 1,00 = p(v) € Im(p). Agora, seja p € F\ {0}. Note
que:

1pdplp-10p-1 = ap(ap-1(1p)1p-1)d0
= ap(1,-11,-1)do
:O‘p(lp 1)do

p60

—_

Ou seja, 1,60 = 1,0p1,-10,-1. Como 1,0,,1,-1,-1 € Im(p), entdo
1p(50 S Im(ap)

Vamos mostrar agora que D,d, € Im(y). Por linearidade, é sufici-
ente mostrar que 1,1,5, € Im(p), para quaisquer p,q € F\ {0}. Note
que:

1 601 5 = 040(0(0( ) )5 = 1p1q5
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Como 1,090,140 € Im(yp), entdo 1,1,6, € Im(p). Logo, ¢ é sobreje-
tora.
O
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Capitulo 3

L (FE) como produto
cruzado parcial de um
grupoide

No capitulo anterior mostramos que a éalgebra de Leavitt Lx(E) é
isomorfa a um produto cruzado parcial associado a uma acao parcial do
grupo livre gerado por E'. Neste capitulo, mostraremos que o conjunto
W dos caminhos finitos de um grafo dirigido E admite uma estrutura de
grupoide e que Lk (F) é isomorfo ao produto cruzado parcial associado
a uma acao parcial deste grupoide.

3.1 Grupoides

Definigao 3.1.1. Um grupoide é um conjunto G nao vazio equipado
com uma operac¢ao binaria parcialmente definida tal que:

(i) paraquaisquer g, h,l € G, g(hl) existe se, e somente se (gh)l existe.
Em caso afirmativo, g(hl) = (gh)l;

(ii) para quaisquer g,h,l € G, g(hl) existe se, e somente se, gh e hl
existem;

(iii) para qualquer g € @G, existem unicos d(g),e(g) € G tais que
gd(g) e e(g)g existem e gd(g) = g = e(g)g;

(iv) para cada g € G existe g~! € G tal que d(g) = g 'gee(g) =
~1
g9
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Exemplo 3.1.2. Todo grupo é um grupoide.

Exemplo 3.1.3. Seja Gl(n,R) o conjunto das matrizes inversiveis de
ordem n com coeficientes reais e seja GL(R) o conjunto das matrizes
inversiveis com coeficientes reais. Considere em GL(R) a multiplicagdo
usual de matrizes. Entdo, para A, B € GL(R), A - B esta definida se,
e somente se, A e B tém uma mesma ordem n e A - B tem ordem n.
Além disso, dada uma matriz A € GL(R) de ordem n existe uma tnica
matriz A1 € GL(R) de ordem n tal que A- A71 = A71. A=1,, em
que I,, denota a matriz identidade de ordem n.
Logo, GL(R) é um grupoide.

Proposigao 3.1.4. Seja G um grupoide. Sao vilidas as sequintes afir-
magoes:

(1) Se gh existe, entdo d(gh) = d(h) e e(gh) = €(g);
(2) d(g) = e(g™"), para todo g € G;

(3) g~ € tinico, para todo g € G;

(4) (97)~" =g, para todo g € G;

(5) gh existe se, e somente se, d(g) = e(h) se, e somente se, h~1g~!
existe;

(6) se gh existe, entdo (gh)~! = h~lg~

Demonstragao: (1) (gh)d(h) existe pois gh e hd(h) existem. Dai,
segue que

(gh)d(h) = g(hd(h)) = gh.Logo,d(h) = d(gh).

Do mesmo modo, ¢(g)(gh) existe pois €(g)g e gh existem. Dali,
segue que

e(9)(gh) = (e(9)g)h = gh. Logo, €(g) = €(gh).
(2) Primeiramente, note que (gg~!)(gg~!) existe e que
(997997 ") = g(g " 9)g™" = (9d(9))g™" = 997"

Logo, gg~" = d(gg™"). Assim, e(g) = gg~"' = d(gg™") = d(g™"),
pelo item anterior. Donde €(g) = d(g~*'). Além disso, temos que

(9799 ') =999 Ng=9"e(9)g=9g""g.
Ou seja, g~'g = €(g~'g). Logo, d(g) =g 19 =e(glg) =€(g™),

pelo item anterior. Portanto, d(g) = €(g™1).
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(3) Seja g € G e sejam g1, g2 € G como no item (iv) da definigdo de
grupoide. Entao,

91 = g1d(g1) = g1e(9) = 91(992) = (919)92 = d(g)g2 = 7(g2)g2 = g2
(4) Note que g9~ = e(g) = d(g~') e g~'g = d(g) = e(9~"). Logo
(971~ = g, pela unicidade mostrada em (3).

(5) Suponha que gh existe. Vamos mostrar que d(g) = ¢(h). Como

gh = (gd(g))h = (gd(g))(e(h)h) = g(d(g)e(h))h,

entdo d(g)e(h) existe pelo item (i7) da defini¢do de grupoide. Dai,
como d(g) e e(h) sdo identidades, segue que

d(g) = d(g)e(h) = €(h).

Suponha que d(g) = €(h). Entdo ge(h) existe. Como ge(h) =
g(hh=t) = (gh)h™!, entao segue pelo item (ii) da defini¢ao de
grupoide que gh existe.

Vamos mostrar agora que gh existe se, e somente se, h~1g™!

existe. Sabemos que gh existe se, e somente se, d(g) = ¢(h).
Como d(g) = e(g™ ) e e(h) = d(h™!), entdao d(h™t) = €(g™!) se,
e somente se, h~tg~ 1.

(6) Basta notar que
(gh)(h~'g™") = g(hh™)g™" = ge(h)g™!
=gd(9)g™" = g9~ = €(g) = e(gh)
e também
(h~'g ") (gh) =h~ (g~ g)h = h™"d(g)h
=h7Ye(h)h = h='h = d(h) = d(gh).

Logo (gh)~! = h~1g7L.
O

Observagao 3.1.5. Note que d(g) e €(g) sdo idempotentes, para todo
g € G. De fato,

d(g) =g g =9 "(gd(g)) = (¢ 9)d(g) = d(g)*



Definigao 3.1.6. Seja G um grupoide. O conjunto dos pares admissi-
veis de G é o conjunto G* = {(g,h) € G x G : d(g) = €(h)}.

Definigao 3.1.7. Um elemento e € G é chamado de identidade de G
see=d(g) = e(g1), para algum g € G. Denotamos por G o conjunto
de todas as identidades de G.

Observagio 3.1.8. Note que Go = {g~'g: g € G}.

Proposicao 3.1.9. Para todo e € Gy, temos que e™! = e e d(e) =
e(e) =e.

Demonstragao: Como d(g)? = d(g), entdo e? = e. Dai d(e) = €(e) =
e. Além disso, como ee = e, entdo e”! = e. O

Exemplo 3.1.10. Sejam (G4, 1), (Gae,2) grupos. Seja G = G1 U Ga
(unido disjunta) e seja G®> = {(g,h) € G x G : g,h € Gy ou g, h € Ga}.
Considere a seguinte operagao em G:

gh=g9g-1h, seg,h € Gyough=g-2hseg,hecGs.
Entao G é um grupoide.

Exemplo 3.1.11. Seja X um conjunto nao-vazio qualquer e seja R C
X x X uma relacao de equivaléncia.

Vamos mostrar que R admite uma estrutura de grupoide, sendo
R? ={((z,y),(y',2)) € Rx R:y =y'} e definindo

(xvy) ' (y,Z) = (Cﬂ,Z),
para todo ((z,y), (y,2)) € R?, e
(z,y)"" = (y, ),

para todo (z,y) € R.

Primeiramente, veja que a operacao estd bem definida pela transi-
tividade da relagao de equivaléncia e o inverso esta bem definido pela
propriedade simétrica da relacdo de equivaléncia.

(i) Sejam (a,b), (z,y),(g,h) € R. Suponha que

(((a>b) : (amy)), (g7h)) € R%.

Entdo g = y e b = . Como b = z, entdo ((a,b), (z,y)) € R* e
(a,0) - (z,y) = (a,y). Como y = g, entdo ((a,y),(g,h)) € R* e
(aay) : (gah) = (aa h)
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Logo, (((a,b) - (x,9)), (9,h)) € R
Suponha agora que (((a,b) - (x,7)), (g,h)) € R
Entdo b = z e y = g. Como b = x, entdo ((a,b), (z,y)) € R* e
(a,b) - (x,y) = (a,y). Como y = g, entdo ((a,y),(g,h)) € R? e
(a,y) - (g,h) = (a, h).
Logo, ((a,b), ((,y), (g9, h))) € R*. E

):

(a,0)-((2,9)-(9,h)) = (a,h) = (a,)-(x, h) = (a,b)-((2,y)-(g, h))-

(i) Veja que, do item anterior, temos que se (a,b)-((z,y)-(g,h)) € R?
entdo g = y e b = 2. Logo, ((a,b), (z,y)) € R? e ((z,v),(g9,h)) €
R?.
Suponha agora que ((a,b),(z,y)) € R e ((z,y),(g,h)) € R*.
Entdo b = z e y = ¢g. Logo, (x,y) - (g9,h) = (z,h) e entdo
((a,b), (z,h)) € R

(iii) Dado (z,y) € R, considere (x,x), (y,y) € R.
E dlaro que ((z,5), (4 ), ((#,2), (2,9)) € R* e tambeém

(xay) : (yay) = (xay) - (x,:c)(:c,y)

Logo, (y,y) = d(x,y) e (z,7) = €(z,y).
(iv) Seja (z,y) € R. Dai (z,y)~! = (y,x) € R e temos que

(x7y) : (y,.’L‘) = ($7$) = 6(1‘,:{/)
(y,2) - (z,9) = (y,y) = d(z,y)

Exemplo 3.1.12. Seja E = (E°, E',r,s) um grafo dirigido e seja W
o conjunto dos caminhos finitos de E.

Seja (E')* um conjunto disjunto de E' e de mesma cardinalidade.
Fixe uma bijecdo e — e*. Agora estendemos as aplicacdo r,s para
(EY)* por s(e*) =r(e) e r(e*) = s(e), para todo e € EL.

Paraa =a;...a, € W, defina o* :=af ... 0.

Seja P={a1...an:a; € EYU(EN)*UE e r(e;) = s(aig1)}-

Por exemplo, um elemento da forma ejeseies, que pode ser repre-
sentado como abaixo,
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pertence a P.
Defina em P uma operagao - de concatenagao de forma que

e1 - e = ejes (concatenagao);

e esta operagao é estendida para caminhos da maneira natural.
Dados ay,...,a,,b € E* U (EY)* U E° e sequéncias das formas

ay - -apbb*agiian,

ay -+ apr(ak) k41 Gn = a1 0k S(Ak4+1)Akt1 - On

que pertengam a P, dizemos que a; - - - aai4+10, € uma redugdo destas
sequéncias.

Uma sequéncia de P é dita irredutivel se nao admite reducao.

Por exemplo,

é irredutivel.

Seja G o conjunto das sequéncias irredutiveis de P. Note que toda
sequéncia a de P pode ser reduzida a uma sequéncia irr(a) € G. Es-
tenda as aplicagoes r, s por r(a) = r(ay) e s(a) = s(ay), para todo
a=auo...0n €G.

Vamos mostrar que G admite estrutura de grupoide, sendo G2 =
{(a, ) € G x G :7(a) = 5(B)} e a operagdo parcial G> — G dada por
a- f =irr(af).

(i) Suponha que (g, (hl)) € G?. Em particular, (h,l) € G* e r(h) =
s(l). Como (g, (hl)) € G2, entdo r(g9) = s(hl) = s(h). Logo
(g,h) € G2 Como r(gh) = r(h) = s(l), entao ((gh),l) € G2

Suponha que ((gh),l) € G*. Entdo (g,h) € G% e r(g9) = s(h) e
como ((gh),1) € G? entao r(h) = r(gh) = s(I). Logo, (h,l) € G.
Como r(g) = s(h) = s(hl), entdo (g, (hl)) € G>.
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(ii) Suponha que (g, (hl)) € G*. Entéo (h,l) € G*. E, como (g, (hl)) €
G?, entdo r(g) = s(hl) = s(h). Logo (g, )EGQ.

) =
Suponha que (g, h), (h,1) € G?. Entdo r(g) = s(h) e r(h) = s(l).
Entdo r(g) = s(h) = s(hl) e, portanto, (g, (hl)) € G2.

(iii) Seja o € G. Note que (s(a),a) € G?, pois s(a) = r(s()) e
(a,r()) € G, pois 7(a) = s(r(a)) = r(a). Entdo s(a) = €(a) e

r(a) = d().
(iv) Dado a € G, note que (a, a*), (a*,a) € G%. Além disso,
ac® = s(a) e a*a =r(a).
Definigao 3.1.13. O grupoide G definido acima sera chamado de gru-
poide dos caminhos.

Observagao 3.1.14. Note que podemos ver W como um subconjunto de

G.

3.2 Acgao parcial de grupoide

Nesta secao introduziremos o conceito de agao parcial de um gru-
poide sobre um anel de acordo com [8] e [9].

Definigao 3.2.1. Uma agao parcial o de um grupoide G em um con-
junto X é um par o = ({X,}geq, {ag}tgeq) tal que:

(I) para todo g € G, X(4) ¢ um subconjunto de X e X, é um sub-
conjunto de X(4);

(II) ay: Xy;-1 — X, é uma bijecao que satisfaz:

(i) . é aidentidade Idx, de X., para todo e € Gy;
(i) a; (X, N Xp) C X(gn)-1, sempre que (g, h) € G%

(iii) (ag(}?)h(;v)622: agn(z), para todo z € a; (X, N Xp) e
g, S .

Definigao 3.2.2. Uma agao parcial o de um grupoide G em um anel
R é um par o = ({Dy}gea, {ag}gec) tal que:

(I) paratodo g € G, D4y € um ideal de R e D, ¢ um ideal de D,(g);

(II) g : Dy—1 — Dy é um isomorfismo que satisfaz:
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(i) «. é aidentidade Idp, de D, para todo e € Gy;
(11) a;l(Dgfl N Dh) - D(gh)—l, sempre que (g,h) € GQ;

(iii) ?g(gé)h(xg;)2: agn(z), para todo z € a; ' (Dy—1 N Dy) e
g,h) € G

Observagio 3.2.3. Note que o dominio de agay é ap-1(Dg-1 N Dp) e a
imagem de agap € ag(Dy-1 N Dy).

Definicao 3.2.4. Dizemos que « é global se oz, = gy, para todo
(g,h) € G2

Lema 3.2.5. Seja o = ({Dg}gea.{eg}gec) uma agao parcial de um
grupoide G em um anel R. Entdo as sequintes afirmacoes sao vdlidas:

(i) a € global se, e somente se, Dy = D), para todo g € G;
(it) ay' = ag-1, para todo g € G;
(ii) an(Dp-» N Dgy) = Dy, N Dy, para todo (h, g) € G2.
Demonstragao: (i) Suponha « global. Entao
ay(Dg-1 N Dy) = im(agay) = im(agn) = Dy,

para todo (g,h) € G2.

Em particular, temos, para todo g € G,

De(g) = Dgg—l = im(ozgozga) = ag(Dg—l n Dgfl) = Dg-

Suponha agora que D, = D), para todo g € G. Entao D, =
D4y = Dg(g-1) e lembre que, se (g,h) € G? entao d(g) = e(h).
Dai, para quaisquer (g, h) € G? temos
dom(ayap) = Oé;l(Dg—l NDy) = a;l(Dd(g) N De(h))

= ;' (Dagg) N De(ry) = ' (Deqny)

= a;l(Dh) = Dh,l = Dd(h)

= Dagn) = De((gn)-1) = D(gn)—1

= dom(agh).

(ii) Segue diretamente da defini¢do de agdo parcial de grupoide.
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(iii) Pelo item (i) da definigdo de agdo parcial de grupoide com g =
(hg)~! e notando que

(hg)"th) ™t = (g7 ") = (g7 d(g™" ) = (g7 =g,

temos que a,:l(Dhg N Dh) - D((hg)—lh)—l = Dg.

Como «y, é isomorfismo de Dy-1 em Dy, temos que Dy, N Dy, C
Ozh(Dg) = Ckh(Dh—l N Dg)

E claro que aj,(Dy N Dy-1) € Dy,. Pelo item (ii) da eﬁmgao
de acdo parcial de grupoide, com ¢ = g~ ' e h = h~!, temos
ah(Dg n Dh—l) - Dhg- Logo, Ozh(Dg N Dh—l) C DN Dhg-

O

3.3 Algebra de Leavitt como produto par-
cial de grupoide

Nesta secao, falaremos sobre o produto cruzado parcial de uma acao
de um grupoide de acordo com [8] e [9]. Em seguida, definiremos uma
acao parcial do grupoide G dos caminhos (3.1.12)) e mostraremos que o
produto cruzado parcial associado a essa agao é isomorfo & dlgebra de
Leavitt.

Seja . = ({Dg}gea, {eg}gec) uma agao parcial do grupoide G em
um anel R. Seja R %, G o conjunto de todas as somas formais finitas
da forma Z ag04, com ag € Dy.

geG
Considere em R X, G, a adicao usual e a multiplica¢do dada por

CL(J(S bpdy, = {ag(agl(ag)bh)5gh , Se ( ) c G2
, caso contrario.

Veja que a multiplicacdo esta bem definida pois, como d(g) = €(h),
para todo (g,h) € G?, entdo D,-1 e D) séo ambos ideias de Dgg) =
Dey- Logo, a;'(ag)bn € Dy—1 N Dy,. Além disso, pelo item (iii) de
277 segue que

Ozg<D971 N Dh) = Dg N Dgh7
para todo (g,h) € G*. Logo, ag(g-1(ag)by) € Dgp.

Definigao 3.3.1. R x, G com as operacoes acima é o produto cruzado
parcial do grupoide G associado @ .
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Seja E = (E°, E',r,s) um grafo dirigido e seja G o grupoide como
definido em Seja W C G o conjunto dos caminhos finitos de F
eseja X ={£ € W:r(€) épogo}U{ve E®:vépogo} UW>.

Para a € W\ E?, defina X, :={( € X :& ... &g =a} e X1 1=
{E€ X (€)= r(a)}.

Para ab™! € G, com a,b € Wea,b ¢ E° defina X -1 := X,.
Para v € E°, defina X, := {£ € X : 5(¢) = v}. Para qualquer outro
g € G, defina X, = @.

Vamos definir agora uma acao de grupoide.

Para v € E, defina

0,: X, — X,
& = &
Para b € W, defina

Qb : Xb—l - X

& = b
E 0,1 : Xy — Xp-1, por
Op-1(&) = £|b|+1§\b|+2 oo, ser(db) r’1ao é poco
T'(b) , S€ T'(b) € poco.
Para ab~! € G, defina
ebafl : Xab*1 — Xba—l
& = bEa+1€jal+2---
eab71 o Xpg-t X, p-1

%
§ = a2

Proposicao 3.3.2. § = ({ X, }geca,{0g}gec) € uma agdao parcial do
grupoide G no conjunto X .

Demonstracao: (I) E facil ver que Xe(g) € um subconjunto de X e
que X, & um subconjunto de X ).
(I) 04 : Xy-1 — X, & bijecdo :
E claro que 6, € injetiva. Agora, dado { € X, entao & = g¢'.

Logo, s(§) = s(g) = r(g™'). Entéo 6,(¢') = g¢’ = € e, portanto,
04 & sobrejetiva.
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(i)

Seja v € E°. Vamos mostrar que 6, é identidade de X,.
Dado ¢ € X, entao s(£§) = v = r(£). Dai,

0,(§) = v€ = s(§)§ = ¢&.

Vamos mostrar que 0; ' (X,-1 N X}) C Xghy-1-

Sejam g =ab~ ', h=cd ! € G.

Como X1 N Xy, = X1 N Xcg-1, devemos considerar trés
casos:

Caso 1: b nao é comego de c e ¢ nao é comeco de b.
Neste caso, Xp,-1 N X -1 = .
Caso 2: b é comeco de c e escrevemos ¢ = bc'.

X, 1NXg1 ,seb=r(a),c=r(d) € E°
Xpo-1NXpg—1 = Xo-1 N Xe ,sebe EO,C ¢ E°
XN X, ,sebcé¢ E°

Xo-1NX41 ,seb=r(a),c=r(d) € E°
=¢X,-1NX, ,sebe E% c¢ E°
X, ,seb,c¢ E°

Entao,

9;,11 (Xa—l N Xd—l) (1)
le(Xg_l ﬂXh) = Hcdfl(Xafl ﬂXc) (2)
01 (Xe) (3)

Em (1), temos
(gh)™' =h"'g =dc o™ = da".
Entao X(gp)-1 = Xg4,-1 = X4 e, portanto,
0a(Xo—1 N Xg-1) C Xag = Xgn)-1.
Em (2), temos
(gh)y P =h7tg7 ! =dc tba™! = dc o
Entao X(yp)-1 = Xge-14-1 = Xg e, portanto,

edc*l(Xafl N Xc) c Xdc*1 =Xq= X(gh)il'
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Em (3), temos
(gh)™' =dc™'ba™ = dd" "o bat = d/ 7 r(b)a™ = dd"ta .

Entao Gdcfl - Xdc—l = Xdc/—lb—l = X(gh)—l.
Caso 3: ¢ é comeco de b e escrevemos b = cb'.
Esse caso é similar ao caso anterior.

(iii) Vamos mostrar que 8j, o 0,(8) = 04(§), para todo & €
0,1 (Xg N Xp-1). Temos trés casos.
Caso 1: a nao é comego de d e d nao é comecgo de a.
Neste caso, X,-1 N X, = &.
Caso 2: a é comeco de d e escrevemos d = ad’'.
Seja ¢ e Og_l(Xg n Xh—l) = ebafl(Xabfl N Xdc—l). Entao
& = 0py-1(n), para algum n € X ;-1 N Xg.—1. Dai,

£ = 0pa-1(n) = Oup-1(ad'¢’) = bd'n’.
Por outro lado, como
hg =cd tab™ =cd'a tab™! = cd'r(a)b™! = cd'b?,
temos
Ong(€) = Oc(pary-2((bd')n') = cn’.

Caso 3: d é comeco de a e escrevemos a = da’.
Este caso é similar ao caso anterior.

Portanto, 0 = ({X,}geq, {0}gec) € uma agdo parcial de grupoide.
O

Vamos definir uma agao parcial de grupoide no nivel de anel.

Seja K um corpo e seja F(X) = {f : X — K|f é funcio}. Para
X, # 0, considere F(X,) = {f € F(X) : f se anula fora de X,} C
F(X) e para X, = @, seja F(X,) = { funcdo nula }.

Defina também

ag: F(Xy) —  F(Xy)
f o fol,
e
Oy F(X,) — F(Xp)
f = fob,



Proposicao 3.3.3. a = ({F(Xy)}gea,{og}gea) € uma agdo parcial
do grupoide G no anel F(X).

Demonstragao: Note que o dnico item nao trivial da definicao de
acao parcial é o item (I7) — (i7).

Dada f € a; ' (F(X,-1)NF(X4)), vamos mostrar que f € F(X(y5y-1).

Note que, em particular, f € F(X}-1), isto &, f|X\X}F1 = 0. Entao,
devemos mostrar que f|X\X<gh)—1 =0.

Também,

(X \ X(gh)_l) \ (X \ Xh_l) = Xh_l \(*Xv(gh)_1 N Xh_l)'
Tome x € Xj,—1 \ (X(gn)—1 N Xp,-1). Entdo
9h($> c Xy \ (eh(X(gh)—l N Xh—l) =Xy \ Xg71,

pois 0;1(Xq71 N Xp) - X(qp)—l.
Logo,
0 =an(f)(On(z)) = f(z),

para todo x € Xp,—1 \ (X(gn)—1 N Xp-1).
Portanto, f é zero em (X \ Xj,-1) U (X1 \ (X(gn)-1 N Xp-1)) =
X \ X(gh)fl.
O

Considere D(X) =span{l, : g € G} e D, = 1,D(X) = span{l,1, :
g € G}, para todo p € G (span K-linear), e considere a restrigdo de «,
aos ideais D,

Qyp : Dp—l — D,

L-1ly = ap(lp-1lp) =11y,

Entdo & = ({Dgy}gea, {og}gec) € uma acdo parcial do grupoide G
no anel D(X).
Seja D(X) x5 G o produto cruzado associado a &.

Observagao 3.3.4. No capitulo 2, com a acao parcial do grupo livre F,
considerdvamos D(X) = span{{l, : p € F\ {0}} U {1, : v € E°}}.
Agora, devemos tomar um certo cuidado quando v é poco. Mas, se v é
pogo, entdo X, = {v} e, portanto, 1,4, € D(X) x5 G.

Proposigao 3.3.5. Ezxiste um K-homomorfismo ¢ de Ly (E) em D(X) x4
G tal que, para todo e € E', ¢(e) = 1.5, e ¢p(e*) = 1,-10.-1 e, para
todo v € E°, ¢(v) = 1,6,.
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Demonstracao: Considere os conjuntos {1.6,1,-10.-1 : e € E'} e {1,6, :
v € E%} em D(X) x5 G.

Vamos mostrar que tais conjuntos satisfazem as relacoes que defi-
nem a algebra de Leavitt.

(i)
Ls(e)0s(e) Lede = Qs(e) (@s(e)—1 (Ls(e))Le)ds(e)e
= as(e) (L(s(e))—11e)de
= Lye)Ls(e)eOe
= Lg(e)lede
= 1.0c

Lebelp(e)Or(e) = el ' (1e)1p(e))der(e)
= aea; (1e) 1))
= ae(le-114(e))de
= lelep(e)de
= 1cde

(ii)
17‘(8)57‘(6)16*166*1 = Qyr(e) (ar(e)l (17"(6))1@*1)67"(6)6*1
= Or(e) (17"(6)*1 Lo )65(6*1)8*1
= 17“(6)17‘(6)@_166_1
= 1T(e)1s(e—1)e—156—1

- 17‘(6)16_156_1
- ]‘6716671

Le-10e-115(6)05(e) = Qo1 (e(le-1)1g(e))ds(e)e—1
= a1 (lelge))de-1r(e1)
= le-1le-14(e)0c
— 1,01, 18,
116y

(iii) Sejam f,g € E'. Note que

1f715f711959 = af—l(af(lf—l)lg)éf—lg = af—l(lflg)6f—lg.

43



Se f # g, pelolema 3.1.1, 11, = 0. Vejamos agora 15-16¢-11565.

1f715f71 1f(5f = a;l(af(lffl)lf)équ
= a;l(lflf)(sr(e)

=ay-1(15)d,p)
=1-10(0)

= Lo
(iv) Seja v € E° tal que 0 < #{e : s(e) = v} < co. Como X, =

U X, entao
e€E:s(e)=v

> Lbedeber = D> Lbye = > L)dy =16,

e€El:s(e)=v e€El:s(e)=v e€EL:s(e)=v
O
Proposigao 3.3.6. Eziste um isomorfismo entre Dyx,F e D(X)x5G.
Demonstragao: Sabemos que existe um tnico homomorfismo
¢: Lr(E) = D(X) X150, G

tal que ¢(e) = 1.0, p(e*) = 1,-10,-1, para todo e € E*, e ¢(v) = 1,6,
para todo v € EY. Também,

LK(E) = DO N F. (*)

Para cada e € E', considere 1.0, € D(X) x5 G e 1,-16,-1. Para
cada v € E°, considere 1,6, € D(X) x5 G.

Pela propriedade universal de Lx(E) e por *, existe um tnico ho-
momorfismo

I'DyxF—-DX)xG

tal que T'(1.0,) = 10¢, I'(14-16,-1) = 1.-16.-1, para todo e € E', e
I'(1,60) = 1,6, para todo v € E°.

' é sobrejetora pois {1.0¢,1,-15.,-1 : e € E'} e {1,0, : v € E°}
geram D(X) X, G (como algebra). Vamos mostrar que I' é injetora.

Seja x € KerI'. Entao podemos escrever x = agdo + Zagdg, em

que ag € Dy e ag = (Z Aap-11gp-1 + Zﬂwlw> € Dyg.
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Para 0 # g € 0, como I" é homomorfismo, é facil ver que I'(a4dy) =
agdg.
Note ainda que, dado 1,99 € Dgdg, com a € W, temos

1a5a . 1a*16a*1 = Qa(aa—l(la)la—l)éo
== aa(laq la—1)60
= 1400.

Logo,

['(1400) = T(1404)T (14-104-1)
100y 1y1,
a(@q-1(1a)1a-1)00q-1
q(1a-1)0s(a)

= 1ubs(a).

Sendo assim, pelo o que foi feito acima, pelo fato de T ser homo-
morfismo, 1.4-1 = 1. e 151 = 1,4, para c¢,d € W, segue que

a050 Z)\ab 1lgp—1 + Zﬂw
= Z Agb—1 1ab*155(a) + Z,Bwlw(sw
= Z lvaoava

veV’

em que V' = {v € V°:v = s(ab~!) para \,,-1 ou 83, # 0}.
Dai,

D) =0 <= Y l,apdy, + Y _agdy =0

veV’
< a9 =0ea, =0, para todo g.

Portanto I' é injetora. O

Exemplo 3.3.7. Seja E = (E°, E',r,s) um grafo dirigido, em que
E° = {v1,v2}, E' = {e}, s(e) = v1 e r(e) = vq, € seja K um corpo.
Entao o grupoide gerado por E' é {v1,v2,€,¢e*}.

Note que X = {”276}7 Xv1 = {e}a Xe = {6}7 sz = {02}7 Xer =
{v2}. Note ainda que D(X) = span{l,,, 1o,, Le, Llex }, Dy, = span{l,, },
D,, = span{l,,}, D, = span{l.} e D. = span{l.}.
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Temos D(X) x G o conjunto das somas formais finitas
)\1 11)16111 + >\21U26'U2 =+ /\3166e + >\4le* 56*7

ou seja, D(X) x G = K1y,0,, @ K1y,00, @D K10, P K1exdor. Desse
modo, identificamos D(X) x G com K* por

DX)xG — K*
)\111)151)1 + >\21v25v2 + )\31658 + >\4]-e*5e* — ()\17 )\27 )\37 )‘4)

Para determinar o produto em K* via esta identificacdo, note que,
usando o isomorfismo do teorema, Lix(E) — D(X) x G, z — 1,4,,
obtemos

(1.6.)(Lud) = {1zw6zw’ se 2 € w 530 compontveis

0, caso contrario.

Sendo assim, segue que o produto em D(X) x G = K* ¢ dado por

(A1, A2y Agy Aa) (ks pas pig, pra) =
(Arpin + Aspra, Aapis + Nafio, A1tz + Azpia, Agjtr + Aafig).

O leitor atento pode notar que o produto acima é semelhante a
um produto matricial. Mais do isso, a aplicacio ¢ : K* — My(K),

dada por ¢(M1, Az, Ag, Aa) = [Al 8

A A2
de algebras.
Finalmente, podemos concluir que L (F) é isomorfa a My(K).

] é, na verdade, um isomorfismo
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Capitulo 4

Isomorfismos entre
algebras de Leavitt

No capitulo 2, mostramos que a algebra de Leavitt L (FE) é iso-
morfa a um produto parcial associado a uma acgao parcial do grupo
livre gerado pelas arestas do grafo E. No capitulo 3, mostramos que
Lk (FE) é isomorfa a um produto cruzado parcial associado a uma agao
parcial do grupoide gerado pelas arestas de E. Ou seja, o produto cru-
zado parcial construido no capitulo 2 é isomorfo ao produto cruzado
construido no capitulo 3.

Neste capitulo estudaremos condicoes necessarias para que, dados
dois grupoides G e G4 associados a grafos E; e Fs, respectivamente,
tenhamos um isomorfismo entre os produtos cruzados associados a eles.

4.1 Homomorfismos de grupoides

Definigao 4.1.1. Sejam G, H grupoides. Uma aplicagdo h: G — H é
um homomorfismo de grupoides se (g1, g2) € G? implica em (h(gy), h(g2)) €
H? e h(g192) = h(g1)h(g2)-

Seja E; = (E?, E},r, s) grafo dirigido e seja G; grupoide de cami-
nho associado a E;, como definido em para i € {1,2}. Seja
W; C G; o conjunto dos caminhos finitos de F; e seja X; = {£ € W, :
7(§) € poco} U W, para i € {1,2}. Seja 0; = ({Xg}tseq: {04}gec) a
acao parcial do grupoide G; no conjunto X;, como definido no capitulo
anterior, para i € {1,2}.
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Definigao 4.1.2. Definimos S C G por
S={geG:X,#a}

Considere h : G; — G2 um homomorfismo entre os grupoides. Va-
mos mostrar alguns lemas a respeito de h. Tais lemas serao utilizados
para os resultados da proxima secao.

Lema 4.1.3. Para todo o € Wy, temos que h(s(a)) = s(h(a)) e
h(r(e)) = r(h(a)).

Demonstragao: Como h(s(a)) = h(s(a)s(a)) = h(s(a))h(s(a)), en-
tao h(s(a)) € EY.

Como h(a) = h(s(a)a) = h(s(a))h(a), entdo s(h(a)) = h(s(a)).
Como h(r(a)) = h(r(a)r(a)) = h(r(a))h(r(a)), entao h(r(a)) €
E?. Como
h(a) = h(ar(a)) = h(@)h(r(a),
entdo r(h(a)) = h(r(a)). O

Lema 4.1.4. Dado o € W1, seque que h(a™!) = h(a)~t.
Demonstragio: Note que
h(a™ () = h(a™ a) = h(r(a)) = r(h(a)) = h(a) " h(a) e
h(a)h(a™") = h(aa™) = h(s(a)) = s(h(@)) = h(a)h(e)™. O

Corolario 4.1.5. Para quaisquer (o, 371) € G2, temos que h(af™!) =

h(e)h(B)~".
Lema 4.1.6. Para todo v € EY, temos h(v) € EY.
Demonstragao: Seja a € Gs tal que h(v) = a. Entao
a = h(v) = h(vv) = h(v)h(v) = aa.
Logo, a € EY. O
Lema 4.1.7. Suponha que h seja injetiva em W1. Entdo, para quais-

quer o, B € Wy, temos que r(a) = () se, e somente se, r(h(a)) =

r(h(B))-
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Demonstragao: Suponha que r(a) = r(f8). Entdao (o,371) € G3.
Como h é homomorfismo, entdo (h(a), h(871)) € G3.

Logo, r(h(e)) = s(h(871)) = r(h(B~")71)) = r(h(B)), como que-
riamos.

Suponha agora que r(a) # r(8). Entdo h(r(a)) # h(r(B)), pois h &
homomorfismo injetivo em Wi. Entao

r(h(@)) = h(r(a)) # h(r(8)) = r(h(B)). H

Lema 4.1.8. Suponha que h seja injetiva em W1 e que h(Wy) = Wa.
Entao, para todo o € Wy, () é pogo se, e somente se, r(h(«)) € pogo.

Demonstragao:
r(h(a)) ndo é pogo <= existe aresta es tal que h(a)es € Wh.

Como ey € Wy e h(W;) = Wa, entao existe e; € Wi tal que h(er) = es.
Pelo lema anterior, entao

o que significa que r(a) nao é pogo. O

Lema 4.1.9. Suponha que h seja injetiva em Wy. Entdo (a, B) € G2
se, e somente se, (h(a),h(B)) € G3.

Demonstragao: Suponha que (o, 3) ¢ G2. Entéao r(a) # s(8). Como
h é injetiva em W7, entao

r(h(@)) = h(r(a)) # h(s(B)) = s(h(B))-
Logo, (h(a),h(B)) ¢ G3. N

Lema 4.1.10. Suponha que h seja injetiva em Wy e que h(Wy) = Wa.
Entao, para qualquer o € W1, |a| =1 se, e somente se, |h(a)| = 1.

Demonstragao: Seja e € Ei. Suponha que h(e) = ajas € W, com
ar,as ¢ EY. Entdo existem f1, fo € Wi tais que h(f1) = oy e h(f2) =
Q9.

Note que fi, fo ¢ EY, por Entdo
h(f1f2) = h(f1)h(f2) = araa = h(e).

Logo, fif2 = e, o que implica em f; € EY ou fo € EY, 0 que é um
absurdo. Agora, suponha que h(e) € EY. Entdo

h(ee) = h(e)h(e) = h(e),
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logo e € EY, o que é um absurdo.

Por outro lado, dado a € Wy suponha que |h(a)| = 1. Se a € EY,
entdo h(a) € EY e |h(a)| = 0. Suponh entdo que |a| = n,n > 2. Entao
a=aq...q,, para a; € Ef. Dai,

ha) =h(ay...an) = h(aq) ... hlay),

e entdo 1 = |h(a)| = |h(a1) ... h(an)| = n, 0 que é um absurdo. O

Corolario 4.1.11. Suponha h injetiva e que h(Wy) = Ws. FEntao
|a| = |h(@)|, para todo o € Wh.

Lema 4.1.12. Suponha que h seja injetiva em Wy e que h(Wy) = Wa.
Entao h : G1 — G2 € sobrejetora.

Demonstragao: Seja v € G2. Entdo podemos escrever v = 71 ...y,
em que v; € B} U (E3)*. Como h(W;) = Wy e h(W;) = W3, entdao
v; = h(e;), para certos e; € Wi. Pelo lema e; € B U (E})*.
Pelo lema[{.1.9] e; ... e, é componivel, logo

hier...en)=hler)...hlen) =71 ... =7. O

Lema 4.1.13. h é injetiva em W7

Demonstragao: Sejam «, € W{ tais que a # . Entdo o*,5* €
Wi e a* # B*. Como h é 1-1 em Wy, segue que h(a*) # h(8*). Sendo
assim,

h(a) = h(a®)" # h(6")" = h(B). .

Lema 4.1.14. Suponha que h seja injetiva em Wy e que h(W;) = Wa.
Entao h : G1 — G2 € injetiva.

Demonstragao: Dado g =e¢;...¢e, € G, com ¢; € ESUEL U (E9)*U
(EY)*. Pelos lemas e existe um tnico f; € EY U Ef U
(EN)* U (E})* tal que h(f;) = e;.

Defina h='(ey...e,) = f1...fn. Note que |fi...ful = |e1...e€nl,
poisse |f1... fu] <le1...en|, entdo ey ...en, = h(f1)...h(fn) ndo seria
forma reduzida. O
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4.2 Isomorfismos graduados entre algebras
de Leayvitt

Definigao 4.2.1. Seja G um grupoide e seja R um anel associativo (n&o
necessariamente unital). Dizemos que R é G-graduado, ou graduado
por G, se R é uma soma direta de subgrupos aditivos R; indexados por
elementos de G e tais que R;Rs C R;s, para quaisquer s,t € G.

Definigao 4.2.2. Sejam A = @ Ag e B = @ By, algebras gra-
g€Gy heGa

duadas pelos grupoides Gy e G, respectivamente. Um homomorfismo

graduado por grupoide entre A e B é um par (, h) em que ¢ : A — B

é um homomorfismo de élgebra, h : G; — G2 é um homomorfismo de

grupoide e p(Ay) C By(y), para todo g € G1.

Proposigao 4.2.3. Se existe h : G; — G2 homomorfismo de gru-
poide tal que h|w, ¢ injetivo e h(Wy) = Wa, entdo D(X;) x G =974
D(X3) x Ga, via um isomorfismo ¢ : D(X1) x G1 — D(X3) x G2 tal
que ©(1e0e) = 1p(e)Once) € P(1u0y) = () On(o)-

Demonstragao: Considere em Ly (FE>) a familia
F= {1h(e)6h(e)7 1h(€—1)6h(e—1)7 1h(v)6h(v) NS E?, e e Ell}

Vamos mostrar que F satisfaz as condic¢oes de algebra de Leavitt de
Ly (En).

(1)

Lin(s(e))On(s(e)) * 1n(e)On(e) = Ls(n(e))9s(h(e)) = Ln(e)One)
= () (U(i(ey) (L)) Ln(e) Ts(h(e)he)
= @s(n(e)) (Ls(n(e)) =1 1h(e))On(s(e))h(e)
= s(n(e)) (Ls(h(en 1n(e) )On(s(ere)
= y(n(e)) (Ln(e))On(e)
= Ln(e)On(e)-

Ln(e)On(e) * Lr(n(e))Or(n(e)) = Ln(e)On(e) * Ln(r(e))On(r(e))
= Q) (aﬁ(le)(1h(e))1r(h(e)))5h(e)r(h(e))
= ap(e)(Lnce)-1 Lr(h(e)) ) On(er(e))
= n(e)(In(e)-1)0n(e)
= 1p(e)0n(e)
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(ii)
Ln(r(e)On(r(e)) * Tnie=1)0n(e=1) = Lo(a(e))Or(n(e)) * 1n(e=1)0n(e—1)
—1
= r(n(e)) Qe (Ir(n(e)) ) 1nie)=1)On(e-1)
(

& (n(e)) (Lr(n(e)) Ln(e=1))On(e-1)
= ar(n(e)) (Ln(e=1))On(e-1)

= Ln(e=1)0n(e)

Lne=1)0n(e=1) * Ls(n(e))9s(h(e)) = Lh(e=1)0n(e=1) * Ls(h(e))0s(n(e))
= ah(e—l)(a}:(lefl)(1h(e—1))]-s(h(e)))5h(e—1)s(h(e—1))
= ape-1)(Tn(e—1)-1Ls(h(e)) ) On(e—1s(e))
= ap(e-1)(n(e)Ls(h(e)))One—1)
= ape—1)(1n(e))On(e-1)
= lp(e-1)0n(e—1)

(i)
Li(e=1)0h(e=1) Ln(9) On(g) = Wne=1) @1y (Lnge=1)) Ln(g))One1)n(o)
= an(e-1)(@e(ln(en) 1n(g)))On(e-1)n(g)
= On(e),h(g) Ln(e)On(r(e))
= e.gln(e=1)0n(r(e))
(iv) Seja e € EY tal que 0 < #{h(e) : s(h(e)) = h(v)} < cc. Note que
{e:s(e) = v} ={e:h(s(e)) = h(v)} = {e: s(h(e)) = h(v)}

= {e:s(h(e)) = s(h(v))}.
Yo =D L@@ lae)Ohen = Y ln@dsne)
s(e)=v s(e)=v s(e)=v
= Z Lh(e)0s(n(e)) = Z Lh(e)On(v)
s(e)=v s(e)=v

Yo e | dnw

e:s(h(e))=h(v)

Entao, basta mostrar que Z Thee) = Lh(v)-
e:s(h(e))=h(v)
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Note que para cada e tal que s(e) = h(v) existe um tnico f tal
que h(f) = e. Além disso, se (h(v),e) € G3 entdo (v, f) € G, ou
seja, s(f) = v. Note também que para cada e tal que s(e) = v
temos que (h(v), h(e)) € G%, logo, s(h(e)) = h(v). Portanto,

Yo o= Y, =l

e:s(h(e))=h(v) Fis(f)=h(v)

Portanto, existe um homomorfismo ¢ : Ly (FE;) — Lx(FE3) tal
que ©(1c6e) = 1pe)0n(e), P(le-10c-1) = Lpe-—1)0pe—1) € ©(lu0y) =
Lh(o)On(v)-

Considere agora em L (F1) a familia

H= {1h*1(e)5h*1(e)a lh—l(e—l)ah—l(e—1)7 1h71(v)6h71(v) v E Eg,e S Egl}

Como h : G; — G é uma bijecdo tal que h= (W) = W; e
h~=!|w, = W1, mostra-se de modo anélogo que existe um homomorfismo
¢ : LK(EQ) — LK(EI) tal que d)(lede) = lhfl(e)éhfl(e)a @(16*158*1) =
lh—l(e—l)(sh—l(e—l) e QO(IU(SU) = lh—l(v)(sh—l(v)

Por fim, note que ¢ é a inversa de . O

Vamos mostrar agora uma reciproca para a proposi¢ao anterior.

Proposigao 4.2.4. Suponha que E; satisfaz a condi¢ao (L). Suponha
que ¢ : D(X1) x Gy — D(X3) x G2 seja um isomorfismo e que h :
G1 — G2 seja um homomorfismo de grupoide tais que (¢, h) seja um
isomomorfismo graduado. Suponha que ¢ € tal que

©({1,0, :v € EY}) = {140, : w € ES}.
Entao hlw, € injetiva e h(S1) = Sa.

Demonstracao: Note que, pelo lemad.1.6, h(EY) C EY.

Afirmacgao 1: h(S;) = Ss.

Dado g € 51, temos que 1,0, # 0 em D(X;) x G;. Logo 0 #
©(1404) € Di(g)0n(g), POIs @ & injetiva, e, portanto, h(g) € Sa.

Por outro lado, seja ¢ € Ss. Entdo 1., # 0. Como ¢ é isomorfismo,
existe x = ) agdy tal que 1.0, = p(x) =D p(agdy).

Como p(agdy) € Dy(g)0n(g), Paratodo g, entdo 1.6, = Z plagdy) #

h(g)=c

0. Logo, existe g tal que h(g) = ¢ e p(agdy) # 0, portanto aydy # 0 e
g € Sl-

Afirmagao 2: h|p € injetiva.
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Sejam v, w € EY. Por hipotese,

010y 1wbw) = ©(1004)P(1wdw) = 1n)On(w) Lhw)On(w) = On(w),h(w) Lhw)On(v)-

Por outro lado,

90(11;51;171)510) = 80(51),71)11;51)) = 5v,w1h(v)5h(v)'

Portanto, h(v) = h(w) se, e somente se, v = w.

Afirmagao 3: Seja o € S;. Se h(a) € EY entdo a € EY.

Vamos mostrar que se o ¢ EY entdo h(a) ¢ ES. Note que, pelo
lema e como h(a) € EY, entao

h(s(@)) = s(h(@)) = r(h(a)) = h(r(a)).

Pela afirmagao anterior, s(a) = r(«). Vamos mostrar que o € EY.
Suponha, por absurdo, o contrario. Dai,

<p(1a6a1a716a71) = gﬁ(laé‘a)gﬁ(la_léofl) = a5h(a)b5h(a71) = abéh(a),

em que a,b € Dpa) = Dpq-1) 580 tais que ¢(140a) = adpn) €
gO(].a—l(Sa—l) = béh(afl) = béh(a).
Analogamente, p(1,-104-11404) = bady o) = abdp(q).
Como ¢ é isomorfismo, segue que 1,0414-104-1 = 14-104-11404,
ou seja,
10465(04) = laflér(a).

Portanto, r(a) = s(a) e a = a~ L.

Primeiro vamos supor que a € Wy ou a € W7, Trocando a por a.™
se necessério, vamos assumir que o € Wi. Como FE; satisfaz a condi¢do
(L) e o € um ciclo, existe uma saida e € E} de e entdo podemos tomar
um subcaminho o’ de « (possivelmente nulo, caso s(e) = s(a)) tal que
a’e é componivel e ndo contém « como subcaminho. Entdo 1,(a’e) =0
e 1y (a’e) =1, porém, 1,4) = 1,1, e temos um absurdo.

Suponha agora que a = fy~1, em que 8,y € Wi\ EY e 7(B) = r(v),
na forma reduzida. Dai,

1

lg=1y =141 =1,

1 esta na forma reduzida.

contradizendo o fato de que o = By~
Portanto, a € EY.
Afirmacgao 4: h é injetivo em Wj.

Sejam «, 8 € W1 tais que h(«) = h(3). Entao

h(r(e)) = r(h(a)) = r(h(B)) = h(r(B))-
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Pela afirmacéo 2, temos que r(a) = r(3). Sendo assim, a3~ é com-
ponivel e

h(af™) = h(@)h(B)™' = h(a)h(a)™ = s(a) € EI.
Pela afirmacao 3, a3~! € EY. Portanto, o = f3. O

Proposigao 4.2.5. Sob as mesmas condicoes da proposi¢ao anterior e
supondo que p({1.0. : e € E1}) = {1465 : f € E3}, entio h(W;) = Wa.

Demonstragao: Note que como ¢ é graduado, entdo p(1cdc) = 14 (e)0n(e),
para todo e € Ej.

Seja f € Ei. Como ¢({1:0. : e € Et}) = {1467 : f € E3}, entdo
existe e € E7 tal que 1767 = p(1.d.). Como (1.6.) = Lh(e)On(e), entao
h(e) = f. Dado f1 ... f, € Wa, entdo existem ey, ...,e, € Wi tais que
h(e;) = fi. Logo, pelo lema [4.1.9]

fi-oofa="h(er)...h(e,) =h(er...en).

Portanto, Wy C h(W7).

Seja ey ...e, € Wi. Entdo h(e;...e,) = h(e1)...h(e,); como
h(e;) € E}, para todo i € {1,...,n}, entdo h(ey...e,) € Wa. Logo,
h(W1) C W. O

Vejamos agora que a condicao adicional na proposicao anterior é
necessaria para obtermos h(W;) = Wa.

Exemplo 4.2.6. Seja E; = {EY, E}, 1,51}, em que EY = {v1,v2,v3},
Ell = {61,62}, 7‘1(61) = Vg = 81(62), 51(61) = 71 € 7”1(62) = V3. Pode-
mos representar este grafo por

€1 €2
U1 > V2 > U3

Seja By = {ES, E}, 19,52}, em que ES = {wy, w2, ws}, B3 = {f1, f2},
ro(f1) = ws = ra(f2), s2(f1) = w1 e s2(f2) = wa. Podemos representar

este grafo por
ws
fi
PN
w1 w2

-1 -1 -1 -1
Note que G1 = {v1,v2,v3,€1,€2,€] , €5 ,€1€2,€5 €] }.

95



Defina h : G; — G de modo que h(e;) = f; ', hiez) = fify?,
h(er') = h(e1)~" e h(eg') = h(ez)~!. Note que
h(vr) = hlerer ) = h(en)h(er) ™t = fi 1 fr = r(f1) = ws
h(v2) = h(ey er) = h(er) 'h(er) = ffit = s(f1) = w
h(vs) = h(ey e2) = h(e2) 'h(ea) = (fifs ) (fifah)
= far(f1)fs = 5(f2) = wo.

9]

E facil ver que existe um isomorfismo ¢ : L (E;) — Lk (Es) tal que
P(le,de,) = 1f;15ff15 P(ley0e,) = lflfgléflfgl’ @(Luy60,) = LuwgOus,
O(LyyOuy) = Luy Oy s ©(Lug0us) = Lupydu, € que (o, h) € um isomorfismo
graduado.

Note que @ ({14, 00, LugOugs LugOus }) = {Luw, Oy s Luws Owss Lws Ows }» MAS
©({1ey0ers1ey0e, }) # {14,04,, 15,05, }. Ou seja, a condigao adicional da
proposicao nio ¢ satisfeita e temos, claramente, h(Wy) # W.
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