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Cédigos de reticulado desempenham um papel fundamental na codi-
ficacao de rede na camada fisica (physical-layer network coding, PNC),
uma técnica de comunicacgao cooperativa que explora a interferéncia en-
tre usuarios para possibilitar um aumento de throughput em redes sem
fio. O foco deste trabalho é o projeto de c6digos de reticulado de baixa
complexidade e alta eficiéncia espectral, especificamente utilizando cé-
digos LDPC (low-density parity-check codes) irregulares aninhados em
uma constru¢do multinivel. S&o descritos métodos de codificacio e
decodificacdo multi-estagio para codigos aninhados definidos por equa-
¢oes de paridade. Estes métodos permitem, ao menos teoricamente,
um desempenho préoximo do étimo com baixa complexidade de deco-
dificagdo. Dentre as contribuigoes realizadas destaca-se o projeto de
distribuicbes de graus otimizadas para a decodificagdo multi-estégio.
As distribuicoes satisfazem restrigoes de aninhamento, o que é essen-
cial para a construcao multinivel resultar em um codigo de reticulado.
Em um cenario PNC com dois usuérios e desvanecimento Rayleigh, re-
sultados de simulagdo mostram que o projeto de cédigos de reticulado
com codigos LDPC é promissor, o que permite concluir que estudos
continuados para a melhoria do desempenho sdo de grande interesse.
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Lattice codes play an essential role in physical-layer network coding
(PNC), a cooperative communication technique which exploits interfe-
rence among users to enable an increase in the throughput of wireless
networks. This thesis’ objective is to design low complexity lattice co-
des with high spectral efficiency, in particular irregular nested LDPC
(low-density parity-check) codes in a multilevel construction. Multi-
stage coding and decoding methods intended for nested codes defined
by parity check equations are described. These methods allow, at le-
ast theoretically, a performance close to optimum with low decoding
complexity. Among the project’s contributions the design of degree
distributions optimized for multi-stage decoding stands out. These
distributions meet nesting constraints, which is key for the multilevel
construction to yield lattice codes. In a PNC scenario with two users
and Rayleigh fading, simulation results show that LDPC lattice codes
are promising, which comes to show that it is of great interest to further
research these codes and find ways to improve their performance.
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Notacao

Simbolo
BCA

ATL

Descricao
B é um subconjunto de A.

n-ésima poténcia cartesiana do conjunto A, isto é, o con-
junto de todas as n-tuplas com componentes em A.

Cardinalidade (nimero de elementos) do conjunto A.
Numeros naturais, incluindo (excluindo) zero.

Numeros inteiros.

Numeros reais.

Numeros complexos.

Probabilidade do evento A.

Probabilidade de a variavel aleatéria X assumir o valor x.

Probabilidade de a variavel aleatéria X assumir o valor x
dado que Y assume o valor y.

Valor esperado da varidvel aleatéria X.
Informacgdo mitua entre as varidveis aleatérias X e Y.

Funcéo teto de z € R (menor inteiro maior ou igual a ).
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cAPITULO 1

Introducao

1.1 Motivacao e Contexto Geral

H& uma grande demanda pelo aumento das taxas de comunicagao em
redes sem fio. Para tanto, técnicas capazes de aumentar a eficiéncia
espectral sdo necessarias.

Entre as varias estratégias existentes destaca-se a Physical-Layer
Network Coding (PNC), um esquema de comunicagdo cooperativa que
explora a interferéncia entre sinais em um canal sem fio. A ideia da
PNC é extrair fungdes lineares das mensagens das fontes a partir de
sinais recebidos combinados entre si e com ruido [20].

Sinais em uma rede sem fio estao sujeitos a desvanecimento, o qual
pode ser modelado por meio de coeficientes de ganho do canal. A
PNC tenta decodificar uma ou mais combinacoes lineares inteiras das
mensagens [22], sendo que os coeficientes inteiros podem ser escolhidos
livremente. Porém, alcanca-se maior confiabilidade na decodificacao
quando s@o escolhidos préximos dos coeficientes do canal [9].

A busca por fungoes lineares leva ao uso de estruturas lineares,
como os reticulados, subgrupos discretos de R™ fechados sob combi-
nacoes lineares inteiras. Nazer e Gastpar demonstraram que c6digos
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2 CAPITULO 1. INTRODUCAO

de reticulado, subconjuntos de reticulado utilizados como cédigos no
espago euclidiano, fornecem a estrutura espacial necessaria para a de-
codificagdo da PNC [22].

Feng et al. [9] usaram cddigos de reticulado cujos espagos de mensa-
gens sao modulos sobre inteiros gaussianos. Esta abordagem algébrica,
chamada Lattice Network Coding (LNC), tem como maior vantagem
ndo supor a priori nenhuma construcio especifica para os cédigos de
reticulado, o que lhe confere generalidade. Além disso, Feng et al.
forneceram orientagoes praticas para a criagdo de c6digos com as cons-
trugoes de reticulado A e D [9]. Em [31] encontramos uma anélise
detalhada e pratica da LNC para a Construgdo A, através da qual se
particularizam defini¢des para Z [i] e se obtém uma métrica de decodi-
ficacdo por minima distancia adequada para o Algoritmo de Viterbi.

A Construgdo A também foi objeto de estudo de [4], tendo sido
empregada na criagdo (através de cédigos turbo bindrios) de cédigos
de reticulado transmitidos via modulagdo 4-QAM. Os resultados, no
entanto, se limitaram a eficiéncias espectrais inferiores a 1 bit por di-
mensao complexa. Na verdade, a Construcdo A sé é capaz de alcangar
alta eficiéncia espectral para cédigos g-arios, onde ¢ > 2 [9]. Porém,
desejamos codigos simples e facilmente decodificaveis, ou seja, quere-
mos codigos binarios. Outras construgoes sao necessarias para atender
todas as nossas exigéncias.

No canal gaussiano uma maneira eficiente de aumentar as taxas efe-
tivas é por meio de esquemas de codificacdo multinivel. Desenvolvidos
por Imai e Hirakawa, separam dados em niveis distintos, sobre os quais
c6digos potencialmente distintos [16] sdo aplicados. A grande vantagem
se encontra na decodifica¢io simples (a decodificagdo multi-estdgio) ca-
paz de atingir a capacidade do canal [37]. No entanto, ndo costumam
construir reticulados. Para isto faz-se necessario o uso de construgoes
de reticulado multinivel, incluindo as construgdes D e D’ [5, 18].

A construgao D’ é definida em funcao das equagoes de paridade
de seus c6digos componentes [5]. A sua defini¢cio naturalmente sugere
o uso de cddigos facilmente representados por matrizes de paridade.
Uma extensdo natural é o uso de cédigos LDPC (Low-Density Parity-
Check), os quais sao definidos por matrizes de paridade esparsas. Além
de possuirem estrutura compativel com a Construcao D', os LDPCs sao
c6digos de alto desempenho. Os LDPCs irregulares, em particular, sdo
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interessantes por propiciarem maior aproximacao da capacidade. Em
[13] encontramos, por exemplo, um estudo do uso de LDPCs irregulares
com codificagdo multinivel em canal gaussiano, unindo, portanto alto
desempenho a eficiéncia espectral. Neste trabalho, desejamos dar um
passo a mais e combinar LDPCs irregulares projetadas via Density
Evolution [27] com reticulados.

1.2 Objetivos

O principal objetivo deste trabalho é projetar cédigos de reticulado
para o esquema PNC que sejam de facil decodificagdo, permitam alta
eficiéncia espectral e, ainda, usem cédigos binarios componentes cujos
projeto e caracteristicas gerais sejam bem conhecidos.

Para alcancar a meta de uma decodificacdo simples, trabalhamos
na formulacdo de uma decodificagdo multi-estdgio de reticulados. A
decodificacdo multi-estagio de esquemas multinivel tradicionais é bem
conhecida [37], mas a sua generalizacdo para reticulados é um pro-
blema pouco abordado. Desejamos nao s6 desenvolver uma métrica de
decodificacao de reticulado, sendo também entender as implicagoes do
método.

Com o intuito de criar reticulados dedicamos aten¢ao a Construcao
D e a cbédigos convolucionais. No entanto, na busca por melhor de-
sempenho e maior flexibilidade de projeto, adotamos o uso de cédigos
LDPC, pressupondo, assim, o uso da Construgao D’. Reticulados base-
ados em LDPCs regulares sdo propostos em [30]. Em [2], por sua vez,
sao discutidos reticulados criados com LDPCs irregulares otimizados
para a decodificacdo conjunta. Este trabalho difere dos anteriores na
medida em que projetamos cdédigos LDPC irregulares otimizados para
a decodificacdo multi-estagio sobre reticulados.

1.3 Contribuicoes

Comecamos o desenvolvimento com a criagao de reticulados a partir de
cédigos convolucionais. Construgdes multinivel de reticulado exigem
o aninhamento dos cédigos componentes, mas codigos convolucionais
nao sao facilmente aninhados. Além disso, ndo possuem grande flexibi-
lidade de projeto de taxas. A técnica mais usual para se obter uma taxa
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desejada é por puncionamento, mas este procedimento compromete o
aninhamento entre cédigos. Por estas razbdes decidimos construir re-
ticulados com codigos LDPC: cédigos eficientes, com projeto de taxas
flexivel e de aninhamento relativamente mais facil.

A codificacdo para um cédigo de reticulado multinivel é mais com-
plicada que para um esquema multinivel tradicional, pois niveis an-
teriores influenciam os posteriores. Por este motivo, a decodificacdao
multi-estagio precisa encontrar uma forma de cancelar estas influén-
cias. Para os cddigos convolucionais a decodificagdo é relativamente
simples, pois permite o uso do Algoritmo de Viterbi, que, como visto
em [9, 31], pode ser relacionado com a decodificacao de reticulado. Com
os c6digos LDPC torna-se mais complexa, pois exige o conhecimento da
codificagao com a Construgao D’. Mostramos nesta dissertacao como
codificar e decodificar codigos de reticulado criados com as constru-
¢oes D e D’. Demonstramos que a Construgao D’ pode ser manipulada
para a criacao de cddigos de reticulado codificados segundo a defini¢ao
da Construc¢do D. Mostramos, por fim, que as regras de codificacdo e
decodificacdo para as duas construgoes sao na verdade praticamente
idénticas.

Destacamos também o projeto de cdédigos LDPC aninhados para a
codificacdo multinivel. A caracterizacdo de canais equivalentes permite
descrever o projeto como um problema de otimizagao da probabilidade
de erro de codigos aninhados. Isto demanda adaptacoes a Density Fvo-
lution, que pode ser entendida grosso modo como a estimativa de desem-
penho de um cédigo LDPC. A Density Fvolution adaptada é utilizada
internamente em um algoritmo de otimizacao. Escolhemos a Differen-
tial Evolution, um algoritmo genético bastante utilizado em projetos de
cédigos LDPC [13, 36], para buscar os pardmetros 6timos dos cédigos.
Nas condigbes de aninhamento e codificagdo multinivel apresentadas,
a Differential Evolution também requer adaptagoes. Adaptamos neste
trabalho as técnicas genéticas mencionadas.

Por 1ltimo, exibimos resultados de simulac¢éo com as Construgoes D
e D’ que comprovam ser possivel obter alta eficiéncia espectral usando o
esquema PNC. Mostramos também a viabilidade do uso de um sistema
LDPC multinivel neste esquema de comunicagao de rede.
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1.4 Estrutura do Texto

No capitulo 2 apresentamos conhecimentos preliminares, que formam a
base teodrica deste trabalho. Revisamos esquemas de codificacdo multi-
nivel e reticulados, com énfase nas construgoes de reticulado baseadas
em codigos lineares. No capitulo 3 focamos nas nossas contribuigées
para a codificacao e decodificagao de cédigos de reticulado aninhados.
Detalhamos o projeto de cédigos de alta eficiéncia espectral a partir da
Construgao D e um procedimento de geracao de reticulados definidos
pela Construgao D’ através de geradores de reticulado (tal como ob-
servado na Construgdo D). No capitulo 4 revisamos os cdédigos LDPC,
incluindo o projeto de codigos através da Density Fvolution, o pro-
blema de otimizacado relacionado e o algoritmo de otimizacao global
Differential Evolution. No capitulo 5 usamos as ferramentas de projeto
da modulacao codificada e de cédigos LDPC em conjunto, adaptamo-
las e criamos um projeto de cédigos multinivel LDPC de reticulado.
No capitulo 6 discutimos conceitos de PNC fundamentais para o nosso
trabalho. Abordamos o procedimento de codificacido e decodificacéo,
incluindo as alteracdes que a PNC impée a decodificagcdo multi-estagio
de cédigos de reticulado. No capitulo 7 realizamos simulacoes de pro-
babilidade de erro em dois cendrios: em canais gaussiano e multi-acesso
(MAC). Apresentamos e avaliamos os resultados de simulacao. Por fim,
no capitulo 8 apresentamos nossas conclusées. Encerramos o texto com
propostas de projetos embasadas em oportunidades de pesquisa verifi-
cadas ao longo do desenvolvimento e em limitagbes observadas na nossa
proposta atual.






CAPITULO 2

Preliminares

Neste capitulo discutimos na secao 2.1 elementos essenciais da teoria
de cédigos multinivel, incluindo o conceito de canais equivalentes e a
codificacdo e a decodificagdo multi-estagio. Na se¢ao 2.2 revisamos con-
ceitos de reticulados, incluindo as defini¢bes mais importantes para este
trabalho. Por fim, na se¢do 2.3 introduzimos as construgoes de reticu-
lado baseadas em cédigos lineares. Nesta se¢cao abordamos a construcgao
mononivel A e as construgées multinivel D e D’.

2.1 Cddigos Multinivel

O aumento da eficiéncia espectral em comunicagdes exige modificagdes
ao projeto tradicional de cédigos. O campo de estudo dedicado a encon-
trar codigos capazes de atingir alta eficiéncia espectral recebe o nome
de modulacao codificada.

Entre as técnicas de modulagdo codificada mais usadas encontram-
se a Trellis Coded Modulation (TCM) e a Bit Interleaved Coded Mo-
dulation (BICM). A TCM se baseia no uso de cédigos convolucionais
e de um particionamento adequado dos pontos da constelacdo para
aumentar a distdncia Euclidiana entre os simbolos, o que melhora o de-

7



8 CAPITULO 2. PRELIMINARES

sempenho do decodificador [35]. Neste esquema um certo nimero k. de
bits é codificado, enquanto que os demais k — k. bits permanecem sem
codificagdo. A decodificagao é feita em trelica por meio do Algoritmo
de Viterbi com métricas Euclidianas [35]. A BICM, que é normalmente
a forma mais pratica de se realizar a modulacdo codificada por preci-
sar de apenas um codificador, codifica os dados por meio de um unico
c6digo e entrelaca aleatoriamente os simbolos codificados para depois
moduld-los [8]. No decodificador o entrelacamento é desfeito antes de
se efetuar a decodificagdo. Sabe-se que a BICM obtém seus melhores
resultados para o mapeamento Gray [8].

Nem a TCM nem a BICM, no entanto, sdo boas candidatas para o
nosso trabalho. Desejamos um esquema capaz de alcancar alta eficién-
cia espectral, mas que, além disso, seja capaz de construir reticulados e
possa ser decodificado facilmente. A TCM néao produz cédigos capazes
de atingir a capacidade do canal, porque ela demanda o uso de codi-
gos convolucionais [35]. Além disso, a codificacdo da TCM restringe
as taxas de projeto. A BICM, por sua vez, entrelaga os simbolos e
usa mapeamento Gray [8]. Estas caracteristicas da BICM impedem
que ela construa reticulados. Para atender todas as nossas exigéncias
decidimos usar codificacdo multinivel.

Este capitulo focarda em esquemas de codificagdo multinivel. In-
troduzimos o modelo do canal analisado. Em seguida, discutimos o
conceito de canal equivalente. Continuamos com as defini¢bes de co-
dificacdo e decodificacdo multi-estdgio. Por fim, discorremos sobre o
calculo de probabilidade de erro para a codificagdo multinivel.

2.1.1 Definicoes Basicas

Um esquema multinivel consiste na separacdo de dados em niveis, na
codificacdo de cada nivel por um cédigo especifico e na modulagao para
um dado instante de tempo do vetor formado pelos bits codificados dos
diferentes niveis [16].

Seja m = 2 e X = {0,1,...,M — 1}. A representacio dos m
sfmbolos de modulagao a partir de L bits exige um mapeamento bijetivo
M : {0,1}¥ <+ X. Denotamos as componentes da representacio binaria

de um simbolo de modulacdo z como z(©, (M) . (=D e

=M@, 2E) e 2O 2Dy = M (2).
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Como exemplo, um dos mapeamentos M mais comuns é o Particio-
namento de Ungerbock. Ele separa a constelacao X iterativamente em
particoes bindrias, criando niveis nos quais as parti¢oes constituem sub-
conjuntos da constelagdo [35]. Os rétulos bindrios atribuidos aos pontos
da constelacdo visam a aumentar a distancia entre estes subconjuntos
[35, 37].

Uma representacao simples para o particionamento de Ungerbdck é
a construcio de x a partir da multiplicacdo dos bits z(*) dos diferentes
niveis ¢ por poténcias correspondentes de 2, i.e.,

L—1
z=M@zO, .. Ty = Z 200,
=0

onde as somas sao realizadas sobre os inteiros.

Tomemos como exemplo a constelacao 4-PAM e a palavra binaria
(m(o),x(l)) = (1,0) no esquema multinivel de 2 niveis apresentado na
figura 2.1. Usando o particionamento de Ungerbdck obtemos

M(1,0)=1-2°+0-2' =1.
No que segue, é 1til considerar a seguinte notacao:
X0, 20y 4 {M(x(o), @ gD ()

(D =Dy e o, 1}L—i—1} . (2)

que é o subconjunto da constelacio X quando os bits (9, ..., z() estdo
fixos.

Referindo-nos novamente a figura 2.1 e com base na constatacao
de que a expressao X (0) pode ser expressa como M (O,x(l)), onde
(M = 0,1, notamos que X(0) = {0, 2}.

2.1.2 Canais Equivalentes

Considere o modelo de tempo discreto de um canal real sem memoria.
Para um sinal transmitido s e um recebido y, ambos de comprimento n,
dados por s = (s1,82,...,5,) € Y = (y1,¥2,.-.,Yn), respectivamente,
o canal é especificado por uma fungao de densidade de probabilidade
(pdf) condicional p(y|s) conforme a seguir:
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<

1 2 3
50 1o 01 11 o OIS
AN, no 0NN 0Ny
® O 0O OO eo O ®@0O0 oOoo0e
z=M(2,2W) =29 +2- 2, X(0) =M (0,2V) =
0=0+2-0 2=042-1
1=1+2.0 3=1+2-1 X(1) =M (1,20) =

Figura 2.1: Representagdao do particionamento Ungerbock para uma conste-
lagdo 4-PAM

p(yls) = Hp(yi\si)-

Como M é uma funcdo bijetora, o mapeamento especifico dos bits
para o simbolo z ndo influencia nos resultados posteriores. Adotamos
as varidveis aleatérias X, X e Y para 2", x e y, respectivamente,
ondei=0,1,...,L—1. Relembramos a seguir a Regra da Cadeia para
a Informagcdo Mutua [6, 37]:

10v;X) =1 (v M (X©, X0, x(=))
-7 (Y;X(()),X(l), o ’X(L—l))
=1 (Y;X(O)) 4T (Y;X(l) |X(0)) +

I (Y XE=D | xO x1) ...,X<L*2>>. (2.2)

A equag@o em (2.2) indica que a transmissdo de x no canal fisico
pode se separar na transmissio paralela de bits (¥ em L canais equiva-
lentes, dado que os bits anteriores (9, () ... 2(=1 sdo conhecidos.

E possivel definir a capacidade equivalente C'*) do canal i com base
nos termos da soma na equagao (2.2) [37]. Para o calculo de capacidade
devemos maximizar a informagao mutua em funcao das probabilidades
a priori dos sinais de entrada. Porém, as probabilidades a priori nao
podem ser otimizadas independentemente em funcdo da dependéncia
em niveis anteriores [37]. Por isso, a definicio de C*) se baseia nas
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probabilidades a priori especificas Pr [z] dos simbolos z de modulagao.
Consequentemente, a definicdo de capacidade equivalente é definida
como a informagdo mitua equivalente [37]

o — 7 (Y;X(i) X0, xM 7X(i—1)) .

A partir da Regra da Cadeia para a Informagdo Mutua podemos
obter a capacidade C®) do canal equivalente i de forma alternativa [37]
como

i =1 (Y;X@, L XED xO ,X“*U)

.y (Y;X(i+1>, L XD O ,X@‘)) : (2.3)

A densidade de probabilidade p (y | @ 20 ,x(i_l)) caracteriza
o canal equivalente i. Para um nivel i < L — 1 com 7 niveis anteriores
conhecidos, o bit z(? tem representacio multipla na constelacio X.
Consequentemente, a pdf p (y |z, 2, ... 20~) ¢ dada pelo valor
esperado de p (y | x) sobre os sinais x € X (20, ..., z(®) [37):

p(yl2,20,. ) = Boero . ao [p (y]2)]

PO Prlz]-p(y|z)

zeX (x(0),...,z(V)

= — 2.4
Pr[X € X(z0, .. 2()] (24)

De (2.3), da definigdo da informagdo miutua condicionada e da ex-
pressdo em (2.4) podemos calcular a capacidade C do canal equiva-
lente i através da férmula [37]

O =By _on [0(% (#9),....0))]
B [0 (x (5], @

onde C (X (z(©,...,2())) denota a capacidade calculada com o sub-
conjunto X (x(o), . ,x(i)), cujos elementos possuem probabilidades a
priori Pr[z] / Pr [X (x(0)7 . ,x(i))]. Uma defini¢do andloga vale para
C (X (I(O), . ,.Z'(i_l))), na qual apenas substituimos todas as instan-
cias de () por (1),
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J& que a Regra da Cadeia da Informagao Mitua permite a separacao
de um esquema em niveis, a derivacdo da capacidade de um esquema
multinivel segue naturalmente do resultado apresentado a seguir [37]:

Teorema 2.1 (Teorema da Capacidade de Esquemas Multinivel). A
capacidade C = C(X) de um esquema de modulagio composto por
sinais © € X, cuja probabilidade a priori é Pr[x], € igual a soma das
capacidades CY dos canais equivalentes i de wm esquema multinivel:

L—1
c=> ct.
1=0

A prova do teorema ¢é apresentada em [15].

2.1.3 Codificacao Multi-Estagio

Assumimos um vetor de dados u = (uy,us,...,u;) com k simbolos.
Estes simbolos podem ser divididos em L niveis, formando vetores u(”
L-1
de comprimento k), i =0,1,...,L — 1, tal que k = > k.
i=0
Pela Regra da Cadeia da Informagdo Mutua um canal equivalente
i pode ser descrito pela pdf p (y |x@,x@ xM .. x0=D) [37]. A
descricéo indica que podemos aplicar a cada nivel i um codificador £(*)
baseado em um cédigo C(*) (n7 k(i)) e nos dados dos niveis anteriores:
u® u® w1 Assim, temos

< — g0 (u(i) 1u® u®, . _’u(ifl)) ’ (2.6)

onde x(® é o simbolo codificado de u®® com a informacéo lateral dos
dados dos niveis ¢’, tal que 0 < ¢’ < . Exibimos na figura 2.2 a ilustra-
¢ao de um codificador multi-estagio para 3 niveis, na qual visualizamos
as dependéncias.

E interessante notar que um caso particular de (2.6) é a codificacao
independente, i.e., sem a informacao de niveis anteriores. A equacao
(2.6) se torna

() — g (uu)) _

A codificacao independente é a forma mais comum de codificagao
em esquemas multinivel [16, 37], mas ela ndo permite a construgdo de
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® ®
u £® (u® [u®, u®) X
(1) (1)
o £D (0 [0y Xy
0) ®
o EO (u®) X

Figura 2.2: Codificador multi-estagio para 3 niveis

reticulados [18] e, por isso, ndo a utilizamos neste trabalho.

2.1.4 Decodificacao Multi-Estagio

Vimos que o conceito de canais equivalentes valida a técnica de codifi-
cacao multi-estagio. A codificacdo multi-estagio, por sua vez, implica a
decodificagdo multi-estagio. Se um nivel pode ser codificado com base
na informacao de niveis anteriores, sabe-se que existe dependéncia en-
tre eles, i.e., a informagdo muitua é ndo nula [6]. E como um esquema
multinivel pressupoe a independéncia de um nivel com relagao aos ni-
veis posteriores (vide a expressdao da Regra da Cadeia da Informagao
Mutua em (2.2)), podemos supor uma operacao de decodificagdo que
s6 depende do nivel atual e de anteriores. Trata-se da decodificacao
multi-estagio.

Para decodificar u(”, parai = 0,1,...,L—1, o decodificador precisa
dos dados de niveis passados, i.e., de u(®,u® ... ul~Y. Para o sinal
de saida y € R", a operacio D) do decodificador multi-estdgio no
nivel i é dada por

a® = p® (y [a@,a®, . .,ﬁ@'*”) . (2.7)

Apresentamos na figura 2.3 um diagrama ilustrativo da decodifica-
¢ao multi-estagio aplicada a 3 niveis, que indica a existéncia de influén-
cia vinda de niveis anteriores.

Ao considerar codificadores multi-estdgio dependentes, o decodifi-
cador multi-estdgio demanda a codificagao das estimativas obtidas por
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a®
D2 (y | ﬁ(o),ﬁ(l)) >

y 4w
DO (y [a©) v,

a0
DO) (y) u >

Figura 2.3: Decodificador multi-estagio para 3 niveis

decodificadores de niveis anteriores para eliminar a influéncia destes
niveis no atual.

Sabemos de [37] que o decodificador multi-estagio é capaz de alcan-
car a capacidade do canal fisico em um esquema multinivel se as taxas
de projeto R® dos cédigos componentes forem escolhidas de acordo
com as capacidades equivalentes C(Y). Ou seja, o decodificador multi-
estagio pode alcancar a capacidade quando

RO =, (2.8)

Este resultado tem relacao direta com a Regra da Cadeia para a
Informacao Mttua e com o Teorema 2.1.

2.1.5 Probabilidade de Erro

Seja ¢; = {) # u®} o evento de erro no nivel i e seja
P9 = Prle; [ e§N---Nes ]

a probabilidade de erro no nivel ¢ dadas decisdes corretas nos niveis
anteriores, isto €, a probabilidade de erro referente exclusivamente ao
canal equivalente 7. A probabilidade de erro total do esquema multini-
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vel pode ser expressa como
Pe = PI‘[QO U---uy eL_l]

L-1
= ZPr[ei [egN---Nef_y]-Prlegn---Nei_q].
=0

Como Pre§ N ---Ne_y] < 1, podemos obter o seguinte limitante
superior para P,:

P. < PO+ PM 4. 4 PEY,

Portanto, uma maneira conveniente de otimizar esquemas de codifi-
cacao multinivel é por meio da minimizacao da soma das probabilidades
de erro de cada codigo.

2.2 Reticulados

Nesta secao apresentamos os conceitos de reticulado mais importan-
tes para a explicacado das contribuigoes realizadas. Incluimos as defini-
¢oes de reticulado, subreticulado, grupo quociente, regido fundamental,
quantizacao, e, principalmente, de cédigo de reticulado aninhado.

Um reticulado é um subgrupo discreto de R™ com a operagao adi-
tiva. Ele pode ser completamente definido por n vetores de base [5].
Por exemplo, o reticulado n-dimensional Z" é completamente descrito
pelos vetores linha de uma matriz identidade I,, [25]. Portanto, uma
representacao valida para um reticulado é sua matriz geradora Gy, na
qual os vetores linha g; € R", i = 1,2,...,n, da matriz definem uma
base para A. Um reticulado admite a defini¢io de um grupo contendo
todas as combinagdes lineares inteiras dos vetores de base g; [9], i.e.,

A={a1g1+asge+...+ang, : a; €Z,i €{1,2,...,n}}.

Assumindo um vetor linha a = (a1, as, ..., a,) € Z"™ adotamos para
A a definicdo A = aGy, onde A € A.

Um subreticulado A’ de A é um subconjunto de A que também
constitui um reticulado. Dois reticulados A’ e A sdo aninhados se A’
for um subreticulado de A, i.e., A’ € A. Podemos generalizar esta
defini¢do para L reticulados, onde L € N*: Ag CA; C--- C Ap_1 séo
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reticulados aninhados [22].

Assumindo os reticulados A e A’, para cada XA € A, um deslocamento
do tipo XA + A’ é chamado de coset de A’ em A. Duas cosets A; + A’
e Xo + A/, tal que A1, A2 € A, podem ser ou idénticas ou disjuntas: se
A1 —A2 € A/, verifica-se a identidade, mas, se A; — A2 ¢ A’ observa-se a
disjungéo [9]. Cosets normalmente sdo representadas por um membro
do grupo, que recebe o nome de lider. Para uma coset A + A’, por
exemplo, o lider é X [7].

O quociente A/A’ é um grupo formado pelo conjunto das cosets de
A em A [9, 7], ou seja,

AN ={A+A, A€},

A regiao fundamental R, de um reticulado é o conjunto Ry C R™
com 0 € Ry, cujas translagoes x + Ry = {x+y:y € Ro} tomadas
sobre todos os x € A formam uma partigdo de R™. Ou seja, Rp é uma
estrutura em R™ que, se repetida muitas vezes, cobre todo o espago
com apenas um ponto do reticulado em cada coépia.

Podemos também definir o quantizador de um reticulado como um
mapeamento Q : R™ — A tal que Q5 (0) = 0 e Qp(A+x) = A+Q (%),
para todo A € A. Ao quantizador Qp podemos associar a operacio
médulo A. Para um vetor y € R™ esta operagdo é dada por [22, 9]

ymod A=y —Qx(y).

Dados os reticulados A e A’ C A, seja um cédigo de reticulado
aninhado C (A, A’) um mapeamento de dados para os |A/A’| pontos de
A delimitados pela regiao fundamental de A’, o que se pode expressar
através da seguinte férmula [9]:

C (A,A/) =ANTRp.
Alternativamente, C (A, A’) permite a interpretagdo algébrica
C(AA)=Amod A" ={Amod A" : XA e A}.

Isto significa que o cdédigo C(A, A’) pode ser definido como o con-
junto das cosets do grupo quociente A/A’ [22].
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Ry
regiao fundamental do subreticulado A’
regiao correspondente ao codigo de reticulado

® A - reticulado
® A’ - subreticulado
O C (A, ) - codigo aninhado de reticulado

Figura 2.4: Ilustragdo dos principais conceitos de reticulado

2.3 Construcdes de Reticulado Baseadas em Coédigos
Lineares

Reticulados podem ser obtidos de codigos lineares através de certas
construgoes. Codigos de reticulado podem ser definidos a partir destas
construgoes através do uso de reticulados aninhados [9, 31].

Nesta secdo introduzimos as defini¢bes gerais das construcoes A, D
e D’. A Constru¢ao A contém o mecanismo bdsico de construcao de
um codigo de reticulado aplicado a apenas um nivel e um cédigo linear
[9, 5]. As construgoes D e D’ sdo construgoes multinivel e aplicam o
mecanismo a vérios niveis e cédigos [10]. Como veremos em maiores
detalhes adiante, a Construgado D possui uma defini¢cdo baseada em uma
matriz geradora de reticulados. A Construcao D', por sua vez, possui
uma defini¢do baseada em congruéncias definidas pelas equagoes de
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paridade de um cédigo.
No que segue, restringimos todas as defini¢bes e analises apenas ao
caso de c6digos bindrios.

Seja ¢ : Z — Fo o mapeamento que representa a projecao natural
o) =x+2Ze p: Fo — Z/2Z = {0,1} C Z o mapeamento de
imersdo ¢(a + 2Z) = a, onde a € {0,1}. Ambos os mapeamentos
podem ser estendidos para vetores e matrizes aplicando-os componente-
a-componente.

2.3.1 Construcao A

A Construgdo A gera reticulados com base em um tnico cédigo linear
binario C C F3. O reticulado é dado por [5, 31]

A2 {NeZ": p(N\) e C}. (2.9)

O cbédigo formado pelas palavras-codigo ¢ € C mapeadas componente
a componente de Fy para {0,1} é o cddigo de reticulado C,, ou seja,
Cx = ¢(C) [31]. A equagdo (2.9) é equivalente a

AéCA—‘rQZn.

Note que, fazendo A’ = 2Z" e considerando a regido [0,2)™ como
a regiao fundamental de A’, temos que C, é um cddigo de reticulado
Cx = AN Ry, isomorfo ao quociente A/A" [9].

Tomemos como exemplo o cédigo de bloco linear
C = {000,011,101,110} C F3.

Em vista da equagdo (2.9), observamos que o reticulado gerado a
partir de C pode ser representado como

A = {000,011, 101, 110, 020, 431, 563, 758, ...} C Z3.

O subreticulado é dado por A’ = 273, e o cédigo aninhado de re-
ticulado consiste dos lideres das cosets do grupo quociente A/A’, tal
que

Cy, = {000,011, 101,110} C Z3.
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Decodificagdo no quociente de reticulados

No artigo [31], demonstra-se que a decodificagdo de minima distancia
em quocientes de reticulado criados com a Construgdo A pode ser reali-
zada por meio de uma busca em C e de uma métrica modificada. Seja
v = (y1,Y2,---,Yn) € R™ o vetor recebido, ¢ = (¢1,¢o,...,¢,) € FY
uma palavra-cédigo de C e ¢ € C a estimativa do decodificador.

De acordo com [31], a busca em C é dada por

¢(y) = argmin Y _ [ (y; — ¢ (¢;)) mod 22",
a qual pode ser realizada pelo Algoritmo de Viterbi [31].

2.3.2 Construcao D

A Construgéo D é uma construgdao multinivel de reticulados composta
por cédigos lineares aninhados [5, 18].

Seja cO cc® c...cclt-b ¢ F5 uma familia de cédigos
lineares bindrios aninhados, onde C( possui pardmetros (n, k;), para
i=0,1,...,L—1.

Sejam gi1,...,8k,_, €EZ" ¢

g1

tais que ¢ (G;) € ]F’;iX" é uma matriz geradora de C, i =0,..., L—1.
A aplicagdo da Construcdo D a essa familia de c6digos resulta no
reticulado [5, 18]

A2 Cy+282n, (2.10)
onde
L—1 k; ‘ A
CA é Z Zzlu;l)g] . ugl) c {0’ 1} mod 2Lz'n.. (211)
i=0 j=1

Note que, fazendo A’ = 2LZ" e considerando a regido [0, 2%)" como
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a regiao fundamental de A’, temos que C, é um cédigo de reticulado
Ca = ANRy/, isomorfo ao quociente A/A’ [9].
Equivalentemente, a equacdo (2.11) pode ser expressa como

L—-1
Cy = {Z 2uW@G; - u® e {0, 1}’%} mod 27" (2.12)

=0

Devido & definicdo dos geradores g; como vetores em Z, a defini¢ao
do c6digo de reticulado construido através da Construgdo D apresen-
tada na expressdo (2.11), ou, equivalentemente, em (2.12) é, na verdade,
uma generaliza¢do da defini¢gdo normalmente encontrada na literatura
para a Construcdo D (vide [5] e [18]). O intuito é obter uma expressao
genérica capaz também de acomodar a definicdo do cédigo de reticu-
lado obtido através da Construcao D’. Na Construgdo D tradicional, os
geradores g; € {0,1}", mas na Construcdo D’, como veremos adiante,
g; €{0,...,2F — 1}~

Tomemos como exemplo um esquema multinivel com dois niveis
constituido pelos codigos lineares de bloco aninhados Cy C C; dados
a seguir:

CO = {(Oa 171)} C Fg
C; ={(0,1,1),(1,0,1)} C F3.

Sejam {g1, g2} geradores de Cq, tais que

g1 = (07 1a 1)} gera CO
gera Cj.
go = (1307 1)

Entao, com base na equacao (2.11), temos que

(u‘lo)(o, 1, 1)) +
A= {+42. (ug”(o, 1,1) +uiP (1,0, 1)) + ] u efo,1}
+473

Listamos no que segue alguns pontos pertencentes ao reticulado A:
{(0,3,7),(2,5,7),(2,6,4),(6,1,3),(6,7,9)} C A C Z>.

De acordo com a equacio (2.10), o subreticulado é dado por A’ = 473.
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O c6digo aninhado de reticulado Cp consiste dos lideres das cosets do
grupo quociente A/A’; de modo que

Ca :{ (u§°>(0, 1, 1)) +2. (uﬁ”(o, 1,1) +uM (1,0, 1)) ‘ u{" € {o, 1}}.

Utilizando-nos da operacdo mod4Z3, listamos a seguir os pontos
do cédigo de reticulado aninhado C, correspondentes aos pontos lista-
dos anteriormente para A:

{(0,3,3),(2,1,3),(2,2,0),(2,1,3),(2,3,1)} C Cp C Z5.

2.3.3 Construcao D’

Seja C© c ¢ C ... ¢ CE=1) C F% uma familia de cédigos li-
neares binarios aninhados, onde C*) possui pardmetros (n, ki), para
i=0,1,...,L—1. Parai=1,...,L—1, definimos m; = n— k; como o
nimero de equacoes de paridade para o cédigo C¥). Por conveniéncia,
definimos também my, = 0.

Sejam hy,...,h,,, 1 €Z" e

tais que ¢ (H;) € F5'**"™ é uma matriz de verificagdo de paridade para
CcW, i=0,...,L—1.

A aplicagdo da Construgao D’ a essa familia de cédigos resulta no
reticulado A constituido de todos os vetores x € Z™ que satisfazem as
seguintes congruéncias [5, 18]:

xh =0 (mod 2°"'Z"), (2.13)
onde m;41 <j<my,t=0,...,L—1.
Percebemos que, se multiplicarmos as equagdes modulares em (2.13)
por poténcias apropriadas de 2, entdo x € A se e somente se [30]

28717 h] =0 (mod 2"Z"), (2.14)

para mi11 <j<m;,1=0,...,L —1.
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Definindo

2L72hm

L—-1
2 hm1+1

i 2L71hm0

denominada matriz de paridade do reticulado, podemos reescrever a
relagdo (2.14) como

xH} =0 (mod 2LZ™).
A relacao anterior resulta no cédigo de reticulado
Cy = {X € {O,...,QL — 1}” :xHy =0 (mod QLZ")}.
Desta forma, podemos expressar o reticulado como
A =Cy + 287" (2.15)

Note que, fazendo A’ = 2L'Z" e considerando a regido [0, 2%)" como
a regiao fundamental de A’, temos que C, é um cddigo de reticulado
Cx = AN Ry, isomorfo ao quociente A/A" [9].

Reaproveitamos os codigos aninhados Cy C C; utilizados na exem-
plificacao da Construgao D para ilustrar a Construcao D’. Sejam
{h;,hy} € F3 vetores de paridade de Cy, tais que

h; = (1,1,1)} checa C;

checa Cg.
h, =(0,1,1)
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Entao, com base na equacao (2.13) temos que

{X€Z3
A:

A seguir listamos alguns pontos pertencentes ao reticulado A:

{(0,2,2),(2,1,1),(4,3,1),(6,1,5), (8,4,4)} C A C Z°.

De acordo com a equagao (2.15), o subreticulado é dado por A’ =
473. O cbdigo aninhado de reticulado C, consiste dos lideres das cosets
do grupo quociente A/A’; de modo que

Ca :{xmod4ZS ‘ XGA}-

Mostramos, enfim, os pontos pertencentes ao coédigo de reticulado
aninhado C, correspondentes aos pontos de A listados previamente:

{(0,2,2),(2,1,1),(0,3,1),(2,1,1),(0,0,0)} C Cp C Z5.






CAPITULO 3

Cédigos de Reticulado Multinivel

Apresentamos neste capitulo contribuigoes originais, feitas com relagdo
a decodificacao e codificagao de cddigos de reticulado multinivel. Na
se¢do 3.1 expomos a decodificagdo multi-estagio para a Construcao D,
mostrando de forma detalhada por que a decodificacdo multi-estagio
pode ser empregada para esta construcgao e apresentando um decodifi-
cador multi-estagio muito simples, apesar de subdotimo. Na segdo 3.2
discorremos sobre o projeto de cédigos de reticulado usando a Constru-
¢ao D e cbddigos convolucionais. Focamos, em especial, no projeto de
taxas. Por fim, na se¢do 3.3 manipulamos as definigoes da Construcao
D’ para criar geradores de reticulado semelhantes ao da Construgao D.

3.1 Decodificacdo Multi-Estagio para a Construcao D

Seja x = € (u®@,u®, ... ult=Y) € Z" o sinal transmitido, codificado
a partir dos dados u(®, ..., ul=b ¢ F3 segundo o cédigo de reticulado
criado com a Construcao D, i.e,

-1
x = Z 2uG;  (mod 28ZM).
=0

25
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Seja y o sinal recebido pelo decodificador. Podemos entéo escrever
y como

L—1
y = <Z 2iu(i)Gi> mod 217" + z,

=0

X
onde z € R™ é o ruido do canal.

Buscamos a partir de y o vetor de dados u” do nivel i, ou, equi-
valentemente, o sinal codificado x(¥. Para tal, exploramos a natureza
multinivel da Construcdo D: a aplicacdo da operacio mod 27+1Z" a x
elimina a influéncia de todos os niveis ¢’ > 1, i.e.,

L—1
y= Z 2uG; mod 28 +z  (mod 2°H17Z")
=0

y mod 20717 = (Z o'l a) + z) mod 2°71Z". (3.1)
i'=0

O descarte de niveis superiores é possivel porque a Construgao D
é um esquema de particionamento Ungerbock que admite este tipo de
redugao [10].

Seja um decodificador D, especifico ao cédigo C@ aplicado ao
nivel i. Através deste decodificador e da equagdo em (3.1) podemos
decodificar u(? a partir de y mod 21+

1—1
(y -3 2’u(i’)Gi,> mod 2177 = (Qiu(i)Gi + z) mod 217"
i’=0

i-1
y— >, 2 u()Gy
i'=0

5 mod 217" = (u(i)Gi + %) mod 21z

=1 y
y—y 2'u(a,
/=0

= mod 22" = (uGi + o) mod 22" (32)

Sabemos que u?G; mod 2Z™ é uma palavra cédigo ¢ e C@,
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Com a definicao de y® igual a

-1
Yy — Z 2i u(l )Gi/
i'=0

(@ —
Yy 9

podemos reescrever (3.2) como
y mod 22" = (c(i) + %) mod 27Z".

O propésito do decodificador D) é extrair ¢(¥) a partir da expressio
(c(i) + Z/Qi) mod 27", ou seja, eliminar o ruido. Equivalentemente,
podemos afirmar que D) estima a informacio u? associada a c(¥.
Obtemos por meio de D) uma estimativa a(*) segundo

a® — p (y“) mod 2Z”) .

./

Na pratica, nao utilizamos os dados ul®) na decodificacdo, mas
. . . A 4 . . i’ Ve .
sim os sinais a(*) estimados com os decodificadores D(l) de niveis
anteriores, i.e.,

i—1
3 -/

y— 3 2'al)a,

1:/7

=0_ mod 2Z" | . (3.3)

4 — i)
u 2

Notamos em (3.3) que as estimativas de niveis anteriores a i sdo
recodificadas através da construgdo D (somatéria em (3.3)) a fim de
cancelar o efeito que exercem no nivel 4.

O decodificador D utiliza y e a(®, ..., a0~ para a decodifica-
cdo do nivel 7, i.e., D) admite a representacio por meio da expressao
DO (ya® a®, . af=D). Como o decodificador depende de y e
dos dados de niveis anteriores, respeita o paradigma de (2.7). E, con-
sequentemente, um decodificador multi-estagio.

Mostramos na figura 3.1 uma exemplificacdo de um decodificador
multi-estagio para trés niveis, onde a codificacdo é multi-estagio e de-
pendente, de acordo com (2.6). Observamos na figura as etapas de
recodificagdo e eventual subtracdo de influéncias passadas do sinal de
modo que ele possa ser processado pelo decodificador do nivel seguinte.
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a®@

D y a0, a0
FA¢Y) (ﬁ(1> ‘ﬁ(U))
+2

el

N
D DO y ) s

Wary

£(0) ({1(0))

1
DO (y) >

Figura 3.1: Decodificador multi-estagio de 3 niveis, assumindo codificacdo
multi-estagio dependente

A anélise da decodificagdo de minima distdncia para o cédigo de
reticulado Cy é similar a da Construcao A na segdo 2.3. Desejamos
encontrar o ponto do reticulado mais préximo do sinal recebido y. Para
isso projetamos o quantizador Q4 (y) £ argmin ||y — X|| [24].

A€EA

O decodificador D pode ser interpretado como um decodificador
de minima distancia [24], tal que

¢ = argmin
cHec®

; (34)

’(y(i) — c(i)) mod 27"

onde o argumento da norma é a expressdo do decodificador multi-
estagio que deduzimos.

Sabe-se de [5] que a Construgdo D de um tnico nivel reduz para a
Construgdo A. A equagdo acima se resume a um unico nivel, ja que os
efeitos de niveis anteriores sdo cancelados e ja que a operacao méddulo
descarta os niveis superiores. O decodificador de (3.4) é o decodifi-
cador 6timo para a Construcio A construida com o cédigo C?. No
entanto, na presenca de mais de um nivel, como no caso da Construgao
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D, a operagdo modulo desconsidera niveis superiores no processo de
decodificacdo. Nao usamos toda a informacdo disponivel e por isso a
decodificacao perde em otimalidade. Porém, é um decodificador bas-
tante simples, o que justifica a sua escolha.

3.2 Projeto usando Cédigos Convolucionais

Podemos projetar cédigos de reticulado multinivel capazes de atingir a
capacidade do canal com a Construcao D e com a decodificacdo multi-
estagio vista na secdo anterior. Para isso as taxas escolhidas devem
seguir a regra da capacidade definida pela equacio R = C)| cuja
explicacao detalhada se encontra na subsegao 2.1.4.

Como vimos na subsecao 2.3.2, a Construgdo D demanda codigos
aninhados. No entanto, c6digos convolucionais sao cédigos dificeis de
aninhar, ja que sao descritos por um nimero infinito de palavras-codigo
infinitamente longas, ou seja, por matrizes geradoras infinitas. Cédigos
convolucionais possuem ainda uma outra dificuldade: sdo cédigos usu-
almente definidos para um ntmero restrito de taxas. A maneira mais
pratica de se obter cdédigos com taxas flexiveis é através de punciona-
mento. Contudo, este procedimento pode comprometer o aninhamento
entre os codigos. Portanto, a obtencdo de aninhamento para cédigos
convolucionais é de extrema dificuldade. Por isso simplificamos o pro-
jeto, buscando apenas cédigos com niveis superiores “nao codificados”,
eliminando assim as restrigoes de aninhamento sobre os c6digos.

Usamos projetos desenvolvidos em [37] com niveis superiores de taxa
aproximadamente igual a 1 bit por dimensao (b/dim). Citamos como
exemplo dois projetos de taxas utilizados neste trabalho:

e R® = 0,50 b/dim e R = 1,00 b/dim, para as capacidades
equivalentes C(®) = 0,52 b/dim e C") = 0,98 b/dim. O pro-
jeto resulta na eficiéncia espectral de 1,50 b/dim (3,00 bits por
dimensédo complexa - b/cdim);

e R® = 0,50 b/dim, R™ = 1,00 b/dim e R® = 1,00 b/dim,
para as capacidades equivalentes C'(?) = 0, 52 b/dim, c™ =0,98
b/dim e C? = 1,00 b/dim. O projeto resulta na eficiéncia es-
pectral de 2,50 b/dim (5,00 b/cdim).

As capacidades foram calculadas para esquemas de modulagio PAM
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com mapeamento Ungerbock, seguindo a férmula apresentada em (2.5)
e, em especial, as equagoes (16) a (22) em [15]. Apresentamos na figura
3.2 os gréaficos das capacidades equivalentes em fungdo da SNR para
esquemas de modulacdo 4-PAM e 8-PAM.

Os cddigos de reticulado multinivel projetados a partir de codigos
convolucionais sao cédigos simples, de facil implementacao e decodifi-
cacao, mas possuem duas limitagdes importantes:

e Nao sao cédigos de alto desempenho, uma vez que os codigos
convolucionais nao sao capazes de se aproximar da capacidade do
canal;

e Como mencionado acima e visto no exemplo, as simplificagoes
necessarias para o aninhamento, assim como os projetos padroes
para cédigos convolucionais, restringem as taxas dos codigos com-
ponentes e a eficiéncia espectral total.

Vemos que, para atender as exigéncias de alto desempenho e fle-
xibilidade de projeto de taxas imposta pela a regra de projeto para a
capacidade, os cédigos convolucionais nao sdo adequados. Apresenta-
remos adiante uma alternativa viavel: o uso de cédigos LDPC.

3.3 Convertendo a Construcao D’ em Construcao D

A Construgdao D’ nao especifica a codificagdo. Precisamos além do reti-
culado uma técnica de codificag@o linear que nos permita obter gerado-
res g; do reticulado, para j =1,...,kr_1. Nosso objetivo é manipular
as defini¢goes da Constru¢ao D’ de forma a obter um cddigo de reticu-
lado de definicdo igual a vista para a Constru¢ao D em (2.11), a qual
ja embute a codificac@o linear.

Sejam x(© ... x(F=1 ¢ {0,1}" as componentes do sinal transmi-
tido x, tal que

L1
X = Z 20 x(), (3.5)
=0

Seja A um reticulado construido pela Construcdo D’, conforme a
subsegdo 2.3.3. De acordo com (2.13), para um vetor x € Z", sabemos
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1.5 bits/dimensao
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Eficiencia Espectral (bits/dimensao real)
°
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o
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SNR (dB)

(a) Capacidades equivalentes em fungdo da SNR para os dois niveis de um es-

quema multinivel com Mapeamento Ungerbdck usando a modulagdo 4-PAM. O

valor minimo de SNR para o qual é possivel obter uma eficiéncia espectral de 1,5

bits/dimenséo real é 6,29dB.
4 T

2.5 bits/dimensao

Eficiencia Espectral (bits/dimensao real)

15 20 25

SNR (dB)

(b) Capacidades equivalentes para os trés niveis de um esquema multinivel com
Mapeamento Ungerboéck usando a modulagdo 8-PAM. O valor minimo de SNR
para o qual é possivel obter uma eficiéncia espectral de 2,5 bits/dimenséao real é
13,13dB.

Figura 3.2: Capacidades totais e equivalentes para modulagoes 4-PAM e
8-PAM em fungao da SNR. A notagdo C se refere a capacidade total do es-
quema multinivel, ao passo que C;, parai = 1,2,..., L e L correspondente ao
numero de niveis do esquema multinivel, denota as capacidades equivalentes
dos diferentes niveis.
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que x € A se e somente se
xh;r =0 (mod 2'7'7)

para mj11 < j<m;,t=0,...,L —1.
Como uma congruéncia médulo 211 é também valida médulo 2641,
para todo ¢ < i, temos que, para £ =0,...,L — 1,

xhT =0 (mod 2°1'7Z),

onde mip1 < j <myei=1/{...,L—1ou equivalentemente, onde
0 < j < my. Assim sendo, podemos reescrever (2.13) como

xH =0 (mod 2°17)

para £ =0,...,L — 1.

Analisando as congruéncias para os niveis 0 e 1, podemos definir
uma regra geral de codificacdo binaria para um nivel ¢ qualquer.

Para o nivel 0 temos
xH} =0 (mod 2)
(x(0> +2.xM 4 okt ~x<L—1>) HT' =0 (mod2). (3.6)

Como os termos x(1) até x(E=1) sdo multiplicados por poténcias de
2 0 médulo 2 retorna 0. Desta forma, podemos simplificar (3.6) para

xOH =0 (mod 2).
No nivel 1 observamos
xH] =0 (mod 2?)
(x(o) +2.xM 492 x@ 4 ol X(L*U) H] =0 (mod 2%)
(x<0> +2. x(l)) H' =0 (mod 2?)
2.-xWHT = xOHT  (mod 2?)
xO HT

xVHT = 5 (mod 2).
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E possivel efetuar a generalizacio das equacdes anteriores para um
nivel 0 <+¢ < L — 1 qualquer:

xH =0 (mod 2*)

<x<0> y2.xM g 42 .x@')) H' =0 (mod 2)

=1 .
(z 2! -x<l>> HT
xWH] = =0

5 (mod 2). (3.7)

Para simplificar a notacdo, podemos reescrever (3.7) como
xOHT =d®  (mod 2),
onde, parai=1,...,L —1,

i—1 . .
(z 27 x(i >> HT
i = M=0_
22

mod 2 (3.8)

ed® =0.

Considere um nivel i € {0,...,L — 1}. Podemos expressar x( por
sua forma sistemaética

onde u' representa o vetor de dados de comprimento k; e v(?), o vetor
de paridades de comprimento m;.

A matriz H; pode ser dividida em A; e B; conforme
H; =[A; By,

onde A; é a submatriz relacionada aos dados, cuja dimensao é m; x k;,
e B,, a submatriz inversivel relacionada as paridades, de dimensao m;.

De posse de u? e d, podemos calcular v;. Empregando (3.8),
temos

d; =xPHT (mod 2) =u?AT +v@WBT (mod 2).
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Ao resolver para v; obtemos
v = (d(i) —u® AzT) (Bfl)T (mod 2)

< — [um (dD — u AT) (Bi—l)T} mod 2. (3.9)

(2

Recapitulando, iniciamos com a codificacio de u® em x() atra-
vés da equagao (3.9) particularizada para i = 0, onde d® = 0. Para
0 < i < L encontramos d(¥ segundo a equacio (3.8) e em seguida
calculamos x(9) através da equacdo (3.9). Apods repetir os passos ante-
riores até o nivel L — 1, aplicamos os sinais codificados x(@, ... x(Z—1
na equacao (3.5) para obter x. Denotamos essa regra de codificagao
por

x=Ep(u®, . .., u(L_l)).

A regra de codificagio descrita pelas equagoes (3.8) e (3.9) néao é
adequada para obter uma representagao do cédigo de reticulado como a
apresentada em (2.11). Para chegar a expressao de (2.11) descrevemos
a seguir um procedimento que converte a Construgdo D’ em um caso
particular da Construgdo D por meio da construgao de geradores do
reticulado g;, onde j =1,...,kr_1.

Sejak_1=0. Paraj=1,...,k;_1,sejai; € {0,...,L —1} tal que

kij_l <jJ gl kzj Para encontrar gi,...,8k,_, definimos k;_1 vetores
de dados uy"), para j =1,...,kr_1, tais que
i 0, set#y

i) = 7 (3.10)
’ 1, set=y

parat=1,...,k;.

Para j=1,...,kp_1, seja
A;=&p(0,...,0,ul"0,...,0).

De acordo com (3.9), podemos expressar A; através de suas componen-
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tes binarias
0, para 0 < ¢ < i
A0 =3 [ ) (B1A)T], para £ =1 (3.11)
0%, d;z) (B;l)T} , para i; < { < L—1,
onde
-1
( 2/ A¢ )> HT
dj) = =t mod 2. (3.12)
Consequentemente, podemos expressar A;j como
L—1 4
A=Y 2 =aug;, (3.13)
tal que
L—1—i;
i (i+i;
gi= . 2alT, (3.14)
i=0

Finalmente, podemos utilizar os geradores g; em uma definicdo

equivalente a (2.11):

L—1 k;

Cr 23" 20ulg; + ul” € {0,1} § mod 282",

i=0 j=1

(3.15)

Vale mencionar que, diferentemente da Construgao D convencional,
os geradores g; podem ser ndo bindrios, i.e., g; € {0,...,2L — 1}

3.3.1 Exemplo

Seja

Hy =

N O O
o = O
o O =
N = =

a matriz de paridade do cédigo de reticulado Cp, construido a partir
dos cédigos bindrios aninhados C(© C CcM) ¢ F3, cujas matrizes de
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paridade, respectivamente, sao

0 0 1 1
0 0 1 1
Ho=1(0 1 0 1], H
01 0 1
1 0 0 1

Podemos escrever H;, i = 0,1, como [Ai BZ}, tal que B; é uma

matriz inversivel. Desta forma, temos

0 0 1
Ag=1|0|, Be=By'=11 0
1 0 0

—_ = =

onde By e a sua inversa B ! s80 iguais. Da mesma maneira, para H;
dispomos das matrizes

00 L[t
A = , By =Bj'= .
01 0 1

Criaremos com as matrizes apresentadas e a lei de codificagdo des-
crita por (3.11), (3.12), (3.13) e (3.14) geradores para o reticulado A.
A observacao de Hy e H; indica que kg = 1 e bk = 2, j = 1,2
e, adotando a notagdo ij, i1 = 0 e i3 = 1. De acordo com (3.15),
precisamos de k; geradores, i.e., de g1 e go. Consequentemente, ne-

cessitamos dos vetores de dados u§°) = {1} e uél) = [0 1}, 0S quais

s@o vetores candnicos linearmente independentes definidos por (3.10)
correspondentes ao indice j de informagao.

Iniciamos a obtenc¢do de g; com o célculo de )\go) segundo (3.11):

)\go) _ [ugo) T1A,) }

(B
A = [uf? u” [1 11|
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Em seguida, partimos para o célculo de dgl) via (3.12):

)\(O)HT
alV = 2L 7L nod 2
2
dt) = {1 1}

~ 1 U L
Obtemos, entao, )\g ), mas como nao ha transmissao de dados asso-
ciada ao nivel 1, i.e., como £ > i, em (3.11), consideramos a transmissao
de um vetor nulo 0. Isto nos leva & terceira equagdo de (3.11):

A= o a (8]
/\ﬁl)z{o 0 0 1]

Chegamos a g; através de (3.14), para L =2 e i; = 0:

L—l—’Ll

g = Z Z+11) 221 (i+41)

i=0
g=A"+2 =1 11 3.
Calculamos agora o gerador gs. Primeiramente, notamos que ele s6
estd definido para o nivel 1 e que ndo ha dados no nivel 0. Portanto,

para este nivel, com base em (3.11), )\(20) =0
Com a segunda equagao de (3.11) obtemos )\gl):

A= o) o (5]

AW = {o 11 1}

Recorremos, entdo, & equagao (3.14) para obter ga:

Lllz

Z 9t )\(H"Lz) Z 21)\(14‘12)

1=0 =0

g2=,\§1)=[0 11

Por fim, definimos a regra de codificagdo de um reticulado definido
pela matriz de paridade Hy . Utilizando a expressao (3.15) e lembrando
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que L =2, kg =1 e ky = 2, chegamos a

1k

Ca= ZZT’uE“gj : u;) €{0,1} y mod 227"

i=0 j=1
Cr = {1 + 0V + s+ ol ul,uf) € {0,1}} mod 42"
Ca={(”+u”) [t 1 1 8 +uo 11 )

u$” ult ult € {o, 1}} mod 47"



cAPITULO 4

Cédigos LDPC

Cédigos LDPC sao codigos de alto desempenho, i.e., que possuem a
propriedade de se aproximar da capacidade. Além do bom desempenho,
veremos que cdédigos LDPC sao flexiveis com relagao as taxas, ou seja,
sdo ideais para o projeto através da regra da capacidade da equacgao
(2.8).

Neste capitulo apresentamos na sec¢ao 4.1 aspectos tedricos funda-
mentais dos cédigos LDPC. Na secao 4.2 expomos a Belief Propagation
(BP), o algoritmo mais utilizado na decodificagdo destes cddigos. A
descricao da BP é importante, porque dela derivam ferramentas im-
portantes para a andlise e projeto de cédigos LDPC.

O projeto envolve duas etapas principais: a estimativa de desempe-
nho, que se trata do valor aproximado de probabilidade de erro de bit
de cédigos LDPC para uma dada SNR, e a otimizacao, que busca os
c6digo de melhor desempenho. Em 4.3 discutimos métodos estimadores
de desempenho, em especial, focamos na Density Evolution e na sua
aproximagao gaussiana. Na se¢do 4.4 fornecemos detalhes do projeto
de distribuicao de graus, em particular com a descri¢ao do problema de
otimizagao, inclusive de suas restricoes, e do algoritmo de otimizacao
global conhecido como Differential Evolution.

39
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Por ultimo, na se¢do 4.5, mencionamos o método de construcao de
matrizes de paridade a partir dos pardmetros obtidos na etapa de oti-
mizacao. Como neste trabalho nao realizamos quaisquer contribuicoes
com relagdo ao processo construtivo, apenas mencionamos os conceitos
principais.

4.1 Conceitos Basicos

Seja n o comprimento de palavras-cédigo e k o comprimento de vetores
de dados para um cédigo C(n,k). Um ciédigo LDPC (Low-Density
Parity-Check Code) C(n, k) é um cédigo linear descrito por uma matriz
de paridade H esparsa, i.e., com uma propor¢ao de Os muito superior
a de 1s [11].

A codificacao segue o esquema comum a c6édigos lineares. Da matriz
de paridade H = [I,,_;, A] geramos uma matriz geradora G = [AT L],
com a qual codificamos dados u em palavras-codigo x através da equa-
¢do x = uG [25].

E til representar os c6digos LDPC via grafos biparticionados ndo
direcionados conhecidos como grafos de Tanner (vide a figura 6.2 e a
contraposicado a matriz de paridade Hy,,, abaixo). Nesta representa-
¢ao, os bits ¢; de uma palavra-cédigo ¢ = (c1,...,¢,) com n compo-
nentes sao representados por nés de varidvel v;. Definimos o conjunto
dos néds de variavel como V, = {v; : j € {1,...,n}} [34].

V1 V2 V3 V4 Vs Vg Ut

D1 1 0 1 0 1 0 1
Hym=p| 0 1 1 0 0 1 1
ps\O0 O O 1 1 1 1

Supondo um codigo com k bits de informagao, i.e., com uma taxa
R = k/n, as n — k equagdes de paridade que definem o c6digo linear
sao representadas por nés de paridade p,. Definimos o conjunto dos
nés de paridade como V, = {p, : ¢ € {1,...,n —k}}.

Nos grafos a conexao entre nds de variavel e de paridade é feita por
arestas. Uma aresta que conecta o né de varidvel v; ao n6 de paridade
pq € descrita por e, ,, . Definimos o conjunto das arestas do grafo como

Sz{e%pq :je{1,...,n},q€{1,...,n—l<;}}.



4.1. CONCEITOS BASICOS 41

U1 V2 U3 jo Us Vg U7

h P2 P3

Figura 4.1: Grafo correspondente a matriz de paridade do cédigo de Ham-
ming Cuam(7,4)

As arestas e,; p, que saem de nés de varidvel v; € V, e entram
em um né de paridade p; € V, definem os bits ¢; que participam da
equacdo de paridade g. O né p, representa a soma médulo 2 dos bits
¢; incidentes [25, 17].

Conceitos tuteis para a representacdo grafica e para o projeto de
cédigos LDPC incluem a vizinhanga e o grau de um nd.

Seja V =V, UV, o conjunto de todos os nés de um grafo bipartici-
onado. A vizinhanca N, do né v € V é o conjunto dos nds diretamente
conectados a ele. A vizinhanca N, possui ordem |N,| = d,, onde d,, o
grau do né v, indica o nimero de conexdes diretas [28].

A distribuicdo dos graus em um cédigo LDPC da origem a duas
classificagoes: LDPC regulares e irregulares.

(¢) Cddigos regulares sdo aqueles com nés v;, j = 1,...,n, e pq,
g=1,...,n—k, comgraus d,, =---=d,, =d, edp, =--- =
dp, . = dp. Cddigos regulares apresentam um gap significativo
para a capacidade de um canal, mesmo para valores assintotica-
mente grandes dos blocos de informacao, i.e, k,n — oo [17].

(it) Cédigos irregulares possuem um gap menor da capacidade na
comparacao com os regulares. Na verdade, para comprimentos
longos, aproximam-se bastante da capacidade [26]. Eles sdo cha-
mados de irregulares porque os graus de variavel d,; e os graus
de paridade dp, nao sdo constantes para diferentes valores de j
e ¢. Uma maneira pratica de descrever codigos irregulares é por
meio de distribui¢oes de graus, como veremos a seguir [28].

Existem duas perspectivas para as distribuigdes de graus [28]. A
perspectiva de nds contabiliza o niimero de nés com grau i. Associa-se
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ao grau i, ¢ = 1,...,¢ (£ é o grau méaximo para os nés de varidvel), a
fracao «; dos nds de varidvel, dentre todos os nés € V), com este grau.
Podemos juntar as fragdes no vetor a = (awa, . .., o) [28]. H4 definigoes
idénticas para os nés de paridade, com a diferenca que trocamos todas
as instancias de a por 8 e £ por r, sendo r o grau maximo para os nos
de paridade.

Usamos 0 ¢6digo Cyam(7,4), cujo grafo biparticionado estd exposto
na figura 6.2, para exemplificar a perspectiva de nés. Os nés de variavel
apresentam os graus 1, 2 e 3, ao passo que os noés de paridade possuem,
todos, grau 4. Seguindo a perspectiva de nos, temos a seguinte distri-
buicao de graus:

alzgv 042:; az = Ba=1, Bi=0paraiz#4

o = (O[17O‘2aa3) = (iy %7
ﬂ = (B1762a63754) = (07()’07 1) .

A outra perspectiva é a de arestas. Nesta abordagem contabilizamos
o numero total n. de arestas do grafo

Entao, para o caso dos nds de varidvel, associamos ao grau i, i =
1,...,¢, a fracdo \;, dentre as n. arestas existentes, de arestas conec-
tadas a nés de varidvel v € V,, com grau i. De forma anéloga, para os
nos de paridade associamos ao grau i, i = 2,...,r, a fracdo de arestas
pi conectadas a nés de paridade p € V,, com grau ¢ [28, 17]. Exemplifi-
camos a perspectiva de arestas usando novamente o ¢6digo Cyam(7,4)



4.1. CONCEITOS BASICOS 43

representado na figura 6.2:

Ne = 12
3 1 6 1 3 1
1 12 4; 2 12 27 3 12 47 P4 y P paraz;ﬁ
111
A=A, A A3) = -, =, -
( 1, N2, 3) <432a4>

p= (p17p2ap37p4) = (0,0,0, 1) .

Existe uma conexdo direta entre A e a e entre p e B. Assim,
podemos converter da perspectiva de arestas para a de nés da seguinte
maneira [28, 17]:

aj: m]/j , /Bj: Tf]/]
Z:2>\z/l Z:zpz/Z

para j =2,...,m.

Tlustramos a conversao entre as perspectivas com base nas distri-
buicao obtidas para o c6digo de Hamming;:

. A/l 14 3
1: = e —
A/1+ A2/2+ A3/3 #4_1/724_%/4 7
. A2 /2 1z 3
= — _2
M/1+X2/24+ X3/3 #4_1/724_% 7
. — A3/3 _ o _1
TUON/T /24 N/3 A 12 LT
Ao /4
= =1.
Ba /i

O par de distribuicoes de graus («, 8) ou, equivalentemente, (A, p),
define uma familia de cédigos chamada ensemble. As andlises adiante
sao médias calculadas sobre o ensemble e ndo valem para um codigo
em particular (veremos mais detalhes no capitulo 5) [28].
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4.2 Decodificacao

A BP é usada aqui como um algoritmo de decodificagao de bits do tipo
message passing [34, 19]. Isto significa que na BP mensagens circulam
iterativamente no grafo para calcular a confiabilidade dos valores dos
bits z; de uma palavra cédigo x = (z1,...,2,) € C C F3 com base em
bits y; de um vetor recebido y = (y1,...,y,) € R [29]. Uma maneira
geral de calcular confiabilidade é através do uso de probabilidades a
posteriori de bit (APPs) Pr[z; | y]. Podemos observar que a probabili-
dade Pr[z; | y] é uma marginal da probabilidade a posteriori conjunta
Prix|y] [19].
Escrevendo Pr[x |y] como

Pr[x]p (y|x)

Prix|y] = )

e assumindo palavras-cédigo equiprovaveis, vemos que hé proporcio-
nalidade com p (y | x). Retomando a hipdtese de canal sem meméria,
podemos fatorar p (y | x) da seguinte maneira:

n

p(ylx)=]]rwlz).

j=1

Para levar em conta em uma sé expressao as probabilidades condi-
cionais quando z; = 0 e quando é 1, definimos a LLR L (y;) [28]:

L(y;) = In <p(yﬂ|xfo)> . (4.1)

p(yjlz; =1)

A BP toma, entéo, como entrada as LLRs L (y;) e retorna apds um
dado niimero de iteragoes razoes conhecidas como log a posteriori pro-
bability ratios (LAPPRs), relacionadas as APPs de forma semelhante
a forma como as LLRs se relacionam as probabilidades condicionais
p(yj | z;) [19]. Definimos a LAPPR para o bit z; como

Prlz; = 0]y]
LAPPR, =1 g )
R n(Pr[;vj =1|y]

Podemos interpretar as LAPPRs como soft bits. Elas contém infor-
macao sobre a confiabilidade do valor de um bit x; apés o recebimento
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Figura 4.2: Mensagens circuladas na BP

de y (tal qual as APPs). De fato, podemos usé-las na decodificacao
[29]. O sinal de uma LAPPR determina o valor do bit: sinal positivo
corresponde ao bit 0 e negativo, ao bit 1. A magnitude da LAPPR, por
sua vez, indica o grau de confianga com relagdo ao valor do bit [17].

Como a BP tem acesso a Pr[x|y] via p(y;|x;) e como calcula ao
término de suas iteragoes Prlx; |y] é possivel interpretar a BP como
um algoritmo de marginalizagdo (ver [19]).

Para cacular as LAPPRs devemos levar em conta a estrutura do
cbédigo. Sabemos que um cédigo LDPC é um grafo de Tanner e que,
de acordo com [34], podemos aplicar a BP nele para calcular as esti-
mativas das LAPPRs desejadas. A BP aplicada a um grafo de Tanner
passa mensagens entre nés de variavel e de paridade, as quais estao
relacionadas com as LLRs definidas em (4.1). Veremos as expressoes
exatas destas mensagens mais adiante.

Seja ml(,]j.)_,pq a mensagem transmitida de um né de varidvel v; para
um noé de paridade py, onde k € N* indica a iteracdo do algoritmo. Ana-
logamente, ml(,’:LUj ¢ a mensagem de p, para v;. As mensagens iniciais
mq(,g)_mq para quaisquer valores de j € {1,...,n} eq € {1,...,n—k}
sdo dadas por L (y;), enquanto que todas as mensagens na diregéo in-
versa, tal como mz(g)_w ,» sdo iguais a 0. As mensagens vindas do canal,
simbolizadas por m,,,, sdo iguais as LLRs de entrada L (y;). Ilustramos
as mensagens passadas na BP na figura 4.2.

No contexto de cédigos LDPC, a BP possui dois estagios: o de pari-
dades e o de varidveis. Na etapa de paridades, a mensagem transmitida
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de um né de paridade para um né de varidvel é dada por [17]

(k=1)

My,
(k) =2-atanh tanh | — 222 | | 4.2
m atan H an 5 (4.2)

Pq—Vj
v’ eNpq \{v;}

Quando lidamos com bits (hard decoding), ao invés de indicadores
de confiabilidade (soft decoding), verificamos que um né de paridade
retorna como mensagem a soma modulo 2 dos bits vindos de nds de
variavel vizinhos, exceto pelo né que receberd a mensagem. A equa-
gao (4.2) é a operacdo equivalente no dominio real, com mensagens
relacionadas 4s LLRs [17].

Na etapa de variaveis, a mensagem transmitida de um né de varidavel
para um né de paridade é definida como [17]

k
mP, =my Y ml) (4.3)
PEN \ (b}

Isto significa que esta mensagem consiste da soma da mensagem do
canal e das mensagens dos nés de paridade vizinhos, exceto pelo né
para o qual se deseja enviar a mensagem.

Com base nas equagoes (4.2) e (4.3) é possivel mostrar que, para
uma arvore de profundidade k, as LAPPRs podem ser calculadas de
forma exata [19, 29] através de

LAPPR; =m,, + > mb, (4.4)

P vt
p'ENy;

Para um grafo com ciclos o lado direito da equacdo (4.4) fornece
uma boa estimativa da LAPPR apdés um ntmero suficiente de iteragoes
[19, 29, 17], i.e.,

LﬁRj =my, + Z m(k)

p")'l)]'.
P EN;
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4.3 Estimativa de Desempenho

Uma das técnicas de estimativa de desempenho para um cédigo LDPC
é a Density Fvolution. Ela fornece uma estimativa da probabilidade
de erro (de bit) para cédigos LDPC com base nas pdfs das LLRs do
canal condicionadas em x = 0 [27]. O algoritmo utiliza premissas
de simetria que permitem obter o erro de um cddigo apés um dado
nimero de iteragoes com a anélise apenas da palavra-cédigo nula x = 0.
Além disso, a simetria permite considerar as LLRs do canal varidveis
aleatérias 1.i.d. [27]. Logo, a Density Evolution considera uma unica
pdf condicionada como entrada.

Como o algoritmo se fundamenta na BP, itera igualmente entre
os estagios de paridade e de variavel. Mas, em virtude das hipdteses
de simetria, podemos considerar as pdfs das mensagens de variavel
e de paridade em uma mesma iteracdo k invaridveis com relacao ao
indice dos nés, i.e., temos na iteragdo k uma unica pdf de mensagem
na dire¢do variavel-paridade e uma outra na dire¢do inversa. Para
maiores detalhes sobre a Density Evolution referimos o leitor a [28].

A Density Fvolution apresenta uma matematica complexa e de difi-
cil implementacao. Existem aproximacoes que tornam seu calculo mais
eficiente, como a Aproximagdo Gaussiana (Gaussian Approximation,
GA), a qual descrevemos abaixo.

4.3.1 Aproximacdo Gaussiana

Consideremos um canal com ruido aditivo gaussiano Z ~ N(0, Ny/2),
tal que para um sinal transmitido =, um ruido z e um sinal recebido ¥,
temos a relagao

y=x+z.

Como veremos a seguir, a hipotese de canal gaussiano é interessante
para a anélise da GA pois em um canal gaussiano as LLRs sdo também
gaussianas [28]. Com o canal gaussiano, a pdf de entrada para a Density
Evolution p (LLR(y) |x = 0) é dada por

o2 _ (1-2)°°
PLLRE) | x = 0) = | T ,

cuja média é 2/0? e a varidncia é 4/02, i.e., p = 202.
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A ideia da GA é aproximar as pdfs das mensagens trocadas na BP
por pdfs gaussianas [29]. A grande vantagem é a facilidade de descrigdo.
Uma distribuicao gaussiana é completamente determinada por apenas
dois parametros, a média (u) e a varidncia (0?). Portanto, durante a
evolucao das pdfs, basta acompanhar a evolucdo destes dois parame-
tros ao longo das iteragoes k. Além disso, é comum fazer uma outra
simplificacdo: considerar a suposicao de consisténcia da distribuicdo
gaussiana. Assumindo a pdf de uma mensagem genérica m, de variavel
aleatéria M, a hip6tese de consisténcia requer que [29]

p(—=m). (4.5)

Se considerarmos uma distribui¢do gaussiana M ~ N (,u, 02), (4.5)
reduz para 02 = 2y, o que implica M ~ N (u,2u) [29]. A vantagem
de se supor consisténcia é que s6 é necessario acompanhar a evolugao
de uma unica varidvel: a média ou a variancia da pdf. O problema se
torna unidimensional, tal como no caso do canal com apagamento [27],
onde a tnica varidavel que deve ser acompanhada ao longo das iteragoes
da BP é o apagamento € do canal [28]. Contudo, o uso da GA ignora as
mudancas sofridas pelas pdfs ao longo da Density Evolution através das
operacgoes de convolugao entre as mensagens. A aproximacao, portanto,
diminui a precisdo da predigao de desempenho. Além disso, quando a
pdf de entrada nao é gaussiana, a suposicdo de pdfs gaussianas torna
a aproximacao ainda menos precisa.

A GA adota as mesmas premissas de simetria da Density Evolution.
Elas permitem considerar as pdfs p (mgjLPJ ep (méigvj) invaridveis
para os diferentes valores de j € {1,...,n}eqe {1,...,n—k} [17]. Em
outras palavras, em uma mesma iteragao k, todas as pdfs de mensagens
saindo de nés de paridade sdo iguais. A mesma constatacao vale para as
pdfs de mensagens emitidas por nds de paridade. Portanto, passaremos
a omitir a diregdo da mensagem na notagao das pdfs, assim como os
indices j e g onde ndo forem necessarios. Desta maneira criamos os
simbolos p (mgk)> para a pdf de uma mensagem saindo de um né de

variavel qualquer na iteracao k e p (m,(,k)) para a pdf correspondente

de um né de paridade. Para as mensagens vindas do canal, supomos
p (my) como a pdf das LLRs condicionadas em x = 0, o que significa
que p(my) = pr (¢|x =0), onde ¢ é um valor genérico de LLR do
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canal e L é a varidvel aleatdria associada. As pdfs p (msjk ), P (mék)>

e p(my) tém médias uq(,k), ,uz()k) e [y, respectivamente.

As equacoes iterativas da GA sdo semelhantes as equagoes da BP.
Elas sdo obtidas, na verdade, do valor esperado E (avaliado com base
em uma pdf normal e consistente N (u,2u)) destas equagdes [29].

Assumindo cédigos LDPC regulares, obtemos para nds de variavel
v o resultado a seguir [29]:

k
B[] <E|m o+ T w,
p/GNuj\{pq}

1 = gy + (dy — 1) p.

Fazendo a média sobre a distribuicdo de graus A(z), obtemos para
cédigos LDPC irregulares a expressio

P =y + > N (= 1) . (4.6)

Para os nés de paridade, novamente assumindo cédigos LDPC re-
gulares, temos [29]

L (k-1
E [ngLUJ =FE |2 atanh H tanh (ngl/%p)q> .47
v €Npg \{v;}

Com base em [29], sabemos que o valor esperado de (4.7) resulta na
equagao

® (M;“) —1- [1 ) (ﬂgk_l))}dp_l . (4.8)
Para p > 0 define-se [29]

1 o0
VAT

Seja M : {0,1} — {1, —1} o mapeamento do bit 0 para +1 e do bit
1 para —1. A funcdo ® (u) s6 estd definida para valores ndo negativos

O (u) =1 tanh (7/2) e~ (T=m? /() g7,

de p porque supomos a transmissdo de uma palavra-cédigo nula, ou
seja, s6 simbolos reais +1. Isto significa que as médias das mensagens
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devem ser positivas.

A partir da equacdo (4.8) isolamos ;/;:

dp—1
Pl = @t (1 - [1 —® (u,ﬁ’“‘l’)} ) .

Fazendo a média para a distribuigdo de graus p(x), obtemos para
c6digos LDPC irregulares a expressio [29]

ne) = Zm@*l (1 - [1 - (uq(,kl))}i_l) : (4.9)

Pelas hipéteses de simetria adotadas anteriormente para a Density
Evolution, a cada iteragdo a GA retorna apenas uma média, comum
a cada né de varidvel. A média retornada pela GA a cada iteracdo
k depende apenas da média u, das LLRs do canal condicionadas em
x = 0 e da parametrizagdo com relagdo a A(z) e p(z). A expressao
da média na saida da GA é idéntica a (4.6). Podemos ainda substituir

,uz(,k) em (4.6) pela expressdo em (4.9) para criar a equagdo recursiva

i =y £ 3N = 1) |3 pye (1 ~|1-e (“gk_l)ﬂj_l)

Recordando a suposicao de transmissao de uma palavra-cédigo nula
e que os bits 0 sdo mapeados para simbolos reais +1, podemos afirmar
que a probabilidade de erro de bit Pe(k) para a k-ésima iteragdo pode
ser estimada pela equagdo [17]

P = pr [mw < o] ,

onde p (mg,k)) ¢ uma pdf do tipo N (ugk), 2/15,’”).

Em resumo, a GA tem como entrada a média p, das pdfs das LLRs
do canal condicionadas em x = 0. No caso gaussiano este u, ¢ fa-
cilmente calculdvel & partir da varidncia ¢? do ruido. Junto com as
distribuicdes de grau A ¢ p, a GA usa u, para o calculo da P, [29].
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4.4 Projeto de Distribuicao de Graus

O projeto de um coédigo LDPC binario C de um tnico nivel determina
o par de distribuigbes de graus, ou seja, um vetor (A, p), que minimiza
a probabilidade de erro de C [26]. A func@o objetivo da otimizagao
é dada pela Density Fvolution para um ntmero fixo k de iteracoes
[17, 28]. Este problema de otimizagdo possui restri¢gdes como as citadas
acima: as fragoes assumidas pelos pardmetros devem somar a 1 para
formar distribuicbes de graus A e p vilidas; as distribuigdes devem
respeitar uma equacao definida pela taxa R de C; e cada pardmetro
deve pertencer a [0, 1] para ser uma fragdo vdlida de uma distribuigdo de
probabilidade [28]. Fornecemos a seguir o problema completo [28, 13]:

(o, B) = argmin P, sujeito a:
(Q)B)

L r

Yoai=1 ) fi=1

1=1 i=1

L r
dicai=(1-R)-Y i-B
i=1 i=1

0<a; <1 parat=1,2,...,¢
0<5 <1 parai=1,2, ... 7.

Deseja-se que a otimizagao descrita acima seja global para obter
a menor probabilidade de erro possivel [26]. A otimizagdo pode, por
exemplo, ser realizada com algoritmos de busca direta [32]. S&o mé-
todos que criam variacOes sobre os vetores de pardmetros e testam
se os vetores gerados sao admissiveis e se melhoram ou nao o valor
da fungao objetivo. Outra estratégia é o uso de algoritmos genéticos,
pela qual vetores de parametros formam populagoes. Nesta populacoes
procedimentos de mutacao de vetores e recombinacdo de pardmetros
privilegiam os membros com menores valores de fun¢do objetivo [32].

Um método de otimizacio eficiente e muito utilizado no projeto de
cédigos LDPC é a Differential Evolution [12, 13, 36, 38|, cuja aborda-
gem mistura caracteristicas de algoritmos de busca direta com algorit-
mos genéticos.
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4.4.1 Projeto via Differential Evolution

A Differential Evolution opera com populagdes contendo NP vetores
do tipo x = (x1,x2,...,2p). O tamanho da populagdo é fixo, e os
vetores evoluem ao longo das geracdes de acordo com procedimentos
conhecidos como mutagdo e recombinagdo [32]. Os pardmetros rece-
bem normalmente a notagdo z; g, onde i se refere ao indice dos D
parametros e G a geragao.

O algoritmo comega com a geragdo de uma populacao inicial. Veto-
res sdo gerados aleatoriamente por meio de uma distribui¢do uniforme
[12, 33, 36]. O ideal é buscar uma populagéo inicial que cubra de forma
uniforme o espaco do pardmetro vetorial x [33].

Calculamos a fungao objetivo fob; (X(j)) (baseada na Density Evo-
lution) do j-ésimo vetor x\9) da populacio para j = 1,2,...,NP
[12, 36, 38]. Selecionamos como o melhor vetor aquele com o menor
valor de fop;. Este vetor recebe a notagdo x>t [32].

Apoés a primeira geracgéo e para todas as demais aplicamos aos ve-
tores xU) os procedimentos de mutacdo e recombinagdo. Os vetores
mutados recebem a notagdo v e os recombinados (também conhecidos
como vetores de teste) a notacdo u [32].

Para cada vetor alvo Xg ) a Differential Evolution normalmente cria
um vetor de mutacao vgll = (”5,%41’ . ,vg?GH) com D parametros
através da soma de uma combinacao linear de vetores distintos da po-
pulagéo (entre si e ao vetor sofrendo a mutacao) com o melhor vetor da
geragdo atual [12, 33, 36]. Calculamos o vetor de mutagdo da seguinte
maneira [12, 32, 36]:

vgll = xge“ + F- (xgl) - ng) + ng) — xg“)) , (4.10)
onde j descreve o indice do vetor na populacdo, i.e., j=1,...,NP, G a

geragdo atual e G+1 a futura, F' a constante real que controla a ampli-
ficagdo da variagdo diferencial (a escolha padrdo é F=0,5 [32]), x2*% o
melhor vetor da geracao atual e 71, ro, r3 e 74 inteiros distintos escolhi-
dos aleatoriamente dentro do intervalo [1,n], tais que r1,7r9,75,74 # j
[32].

Os parametros do vetor de mutagio sdo entdo combinados com o
vetor alvo (x) para gerar o vetor de teste [12, 32, 36]. Para a descrigdo
da recombinacao, seja
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G _ {(,0) (4) (4)
uy’ = (ul,G7"'7ui,G7"'7uD,G>
o vetor recombinado, onde i € {1,..., D} é o indice das componentes

()
do vetor ug’.

A recombinacio segue a seguinte expressao [12, 33, 36]:

UiG+1 = ) . (4.11)
Z; G, caso contrario .

Gy { vggﬂ, se v(i) < CR ou i = d(j)

Nas expressoes acima, 7y refere-se a i-ésima realizagdo de um gerador

aleatério uniforme cujos resultados € [0,1] [33], CR & constante de

recombinagcdo € [0,1] e d & funcdo de escolha aleatéria uniforme de um

indice € {1,..., D} para o vetor j, que assegura que u(GjZH recebera ao
menos um pardmetro de Vg)H [33].

Para decidir se um vetor de teste deve ou ndo se tornar um membro

da geracao futura, o vetor ugil é comparado com o vetor alvo xg). Se

u(GJl_l produzir um valor de fon; menor que o de xg), entao ugil toma

o lugar de X(Gj) na geracao GG + 1 . Caso contrario, o valor atual Xg)
¢ mantido. Esta operagdo recebe o nome de sele¢do [12, 33, 36]. Cada
vetor da populacdo tem que servir como vetor alvo, de forma que haja

NP competicdes durante uma geragao.

4.5 Construcao

Chamamos de constru¢do o método pelo qual particularizamos o en-
semble para um codigo especifico por meio da definicdo de um grafo de
Tanner. Entre as varias formas de se construir cédigos LDPC escolhe-
mos o algoritmo PEG (Progressive Edge Growth), porque ele é capaz
de produzir bons codigos para blocos relativamente curtos de forma
simples [14].

O PEG tem como entrada a distribui¢do de graus A e o o compri-
mento das palavras-codigo n. Ele retorna o grafo de Tanner, i.e., a
matriz de paridade H do c6digo LDPC [14, 29].

Vale reparar que o PEG nao depende de p. Na verdade, com base
em um valor especifico de A\, o PEG define a distribui¢do de graus p,
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normalmente tornando-a bem homogénea, i.e., concentrada em dois (no
méximo trés) graus consecutivos [14].



CAPITULO D

Projeto de Cédigos LDPC Multinivel

Um esquema de codificagdo multinivel com cédigos LDPC envolve a
divisdo dos dados em niveis, de modo a utilizar em cada nivel um
c6digo LDPC com uma taxa apropriada [37]. O projeto de taxas segue
a regra da capacidade (2.8), pela qual a taxa R® para um canal i
é selecionada igual & capacidade equivalente C*). Esta abordagem é
genérica e independe de um modelo de canal.

Como estamos lidando com canais equivalentes de um esquema mul-
tinivel, as LLRs para a decodificacio BP sdo alteradas, conforme ve-
remos na secao 5.2. A distribuicdo de probabilidade delas, usadas na
entrada da Density Fvolution, também devem ser modificadas, mu-
dando ligeiramente o processo de estimativa de desempenho visto na
secao 4.3. Discutimos as mudancas necessarias na secdo 5.3.

Nosso enfoque é a obtencao de esquemas capazes de criar reticula-
dos. Portanto, de acordo com as construgoes da se¢do 2.3, os codigos
componentes devem estar aninhados. A otimizacdo do nosso esquema
multinivel utiliza como funcdo objetivo a soma das probabilidades de
erro calculadas para os pares ()\(i),p(i))7 det =0até L —1. Esta
otimizagao se submete nao somente as restricoes mencionadas na secao
4.4, mas também as restrigdes impostas pelo aninhamento. FExplica-

55
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mos em detalhes a otimizacao adaptada ao aninhamento de c6digos na
secao 5.4.

Em [30] foi criado um algoritmo multinivel para a construgdo de
c6digos LDPC, i.e., para a definicdo de matrizes de paridade H a partir
de ensembles (A, p) projetadas. Explicamos brevemente este processo
de construcao na secao 5.5.

5.1 Modelo do Canal

Baseamos o modelo de canal utilizado ao longo deste capitulo nos con-
ceitos expostos na subsegdo 2.1.2.

Seja um canal real sem memdria com ruido aditivo Z ~ N (0, Ny/2).
Sendo & € R um simbolo na entrada do canal e y € R o simbolo
correspondente na saida, temos

y=x+z.

O esquema de codificacdo multinivel permite a criagdo de canais
equivalentes. Lembramos da sec¢do 2.1 que o simbolo z corresponde ao
mapeamento M de um conjunto de L bits, i.e., z = M (m<0)7 e 7:r(L_1)).
Supomos a transmissdo de um bit z(*¥ no canal equivalente i para
i=0,...,L—1.

Observamos um ruido aditivo equivalente z(*), cuja varidncia é (O'(i))Q
e nao possui necessariamente relagdo direta com Ny/2 do canal fisico.
As distribuicoes de probabilidade dos canais equivalentes sdo, em geral,
distintas a gaussiana.

Seja y o sinal recebido de um canal equivalente i. Este sinal é
dado por

Y@ = 20 4 50

5.2 Decodificacao

O decodificador BP de um canal equivalente ¢ exige uma LLR como
entrada. Como vimos, os simbolos transmitidos sdo compostos por bits
de L niveis. Observa-se que um bit z(* possui dependéncia nos bits
anteriores: (9, ... 20~ Assumindo o sinal x = (z1,...,%,), para
um simbolo transmitido x, um simbolo recebido y e bits z? conhecidos,
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onde 0 < i’ < 4, definimos a LLR L (y) (de varidvel aleatéria L))

come (%) (0) (i-1)
‘ ) 0,20, . i1
LY (y) = In p(ylx. i L )\, (5.1)
p(y|z(1) =1,20) .. ,x(l—l))

Podemos reescrever a equagdo (5.1) usando a defini¢do do conjunto
X (x(o), e ,x(i)) fornecida em (2.1):

> p(yla)

mEX(x(O),...,m(ifl) ,0)

> p(ylz)

pex(20), a1 1)

L® (y) =In

Sabemos que L@ (y) é uma funcao de y. Conhecemos as pdfs do tipo
p (y|z): com base no modelo suposto na segdo 5.1, p (y | z) constituem
pdfs gaussianas de média x e varidncia o2. Ou seja, com base no nosso
modelo, a LLR de um canal equivalente corresponde ao logaritmo da
razao de somas de exponenciais.

Com (5.1) prosseguimos entdo com os passos da BP padréo, vista
na secao 4.2.

5.3 Estimativa de Desempenho

Para aplicar a Density Fvolution a canais equivalentes precisamos es-
pecificar a entrada do algoritmo. Antes, na secao 4.3, assumimos como
entrada a pdf da LLR do canal mononivel. Supondo um canal gaus-
siano, sabemos de [28] que esta pdf é uma gaussiana. No entanto, a
expressdo da LLR em (5.1) ndo admite esta hipdtese. Devemos calcular
novas pdfs.

Com base nas premissas de simetria e nas consideragdes que elas
permitem com relagdo as pdfs das mensagens da BP (ver subsecao
4.3.1), as varidveis aleatérias Ly) para j =1,2,...,n sao i.i.d e iguais
a LU, S6 precisamos, entdo, levar em conta a pdf p;u (£]x = 0)
(como vemos, independente do indice j) de uma LLR qualquer de en-
trada, condicionada na transmissdo do vetor nulo x = 0. Esta pdf é
importante porque é a entrada da Density Evolution para o canal equi-
valente i. Fora isto, ndo ha qualquer outra mudanca com relagdo ao
caso mononivel da se¢do 4.3.
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A pdf p;s (£]|x = 0) ndo é conhecida a priori, mas como as LLRs
sdo calculadas em funcao de y, cuja variavel aleatéria Y possui uma
pdf condicionada py (y | x = 0) conhecida, é possivel calcular a pdf das
LLRs através do cédlculo da pdf de uma funcdo de varidavel aleatéria.
Encontramos o procedimento de célculo em [23].

5.3.1 Aproximacdao Gaussiana

Como vimos na subse¢ao 4.3.1, a GA é uma simplificacdo da Density
Evolution que assume pdfs gaussianas consistentes para as mensagens
m da BP.

Como nem sequer as pdfs das LLRs do canal (a entrada da GA) sdo
gaussianas, encontramos a média u(i) e a variancia (O'(i))Q para a pdf
pro (f[x=0).

Como a suposicao de que a distribuicao original de L) se assemelha
a uma distribuigdo do tipo N (i, 2p) ndo é verossimil, é necessirio
forgar que a pdf simplificada gaussiana seja o mais parecida possivel
com pre (£]x =0). Por meio de testes e andlise empiricas baseadas
no grau de semelhanca de uma pdf gaussiana com a pdf real de entrada,
verifica-se que uma maneira simples de atingir este objetivo é definir
um u(i)/ igual & média geométrica de u(?) e (a(i))2 originais:

p® 2/ 2 (0)?, (5.2)

Ilustramos na figura 5.1 um exemplo de pdf na entrada da Density
Evolution para um canal equivalente. Comparamos a curva com a pdf
gaussiana obtida de acordo com a aproximagdo (5.2).

A média aproximada ,u(i)/ é utilizada como a entrada da GA para
o nivel 7. O algoritmo prossegue tal como descrito na subsecao 4.3.1.

5.4 Projeto de Distribuicao de Graus

Como um projeto LDPC multinivel envolve o projeto de cédigos para
L canais equivalentes, um bom co6digo LDPC multinivel precisa obe-
decer a regra de otimizagao enunciada para a codificagdo multinivel na
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Figura 5.1: Comparagado da pdf real na entrada da Density Evolution com a
defini¢ao da aproximagao gaussiana definida fornecida em (5.2).

subsecao 2.1.5. Para isso utilizamos a fungdo objetivo
L—1
forj = > _ P (5.3)
i=0

De acordo com [37] o projeto étimo de esquemas multinivel requer
que os codigos componentes de cada nivel tenham performance igual,
i.e., probabilidades de erro iguais:

PO = pM) = = pl-1),
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Este objetivo de projeto tenta obter bons cédigos em todos os niveis,
de forma que nenhum cédigo componente degrade a performance geral
do esquema multinivel. A fun¢do objetivo em (5.3) tenta alcangar estas
metas de projeto, minimizando, para uma dada SNR, as probabilidades
de erro dos cédigos e também as tornando iguais.

5.4.1 Restricoes

Temos que levar em consideracao algumas restrigdes para a otimizagao
de cédigos LDPC. Primeiramente, reiteramos as restri¢oes lineares ja
expostas na se¢ao 4.4, mas adaptadas aqui para os canais equivalentes.

Consideremos as distribuicoes de graus a() = (ag),aé), . .,a%)) e
B = (ﬂéi),ﬁéi), . ,Bﬁf%) para a perspectiva de nés e a taxa R
para um cédigo equivalente ¢, ¢ =0,1,...,L — 1.

Para facilitar a otimizacdo e o aninhamento dos cédigos (o que é
necessario para a construcao de reticulados - vide as Construgoes D e
D’ no capitulo 2), observa-se que bons c6digos costumam ter distribui-
¢oes B com apenas dois graus consecutivos: r*) — 1 e () [26]. Além
disso, o método de construgio escolhido, o PEG, geralmente produz a
partir da distribuicao de graus dos nés de variavel uma distribuigao de
graus dos nds de paridade com graus consecutivos [14]. Com base em

B dado por (@2)71755«2)) e na equagao (4.1), notamos que pode-
mos definir tudo a respeito de 8" se conhecermos a distribuicdo a(?)

correspondente e a taxa R do cédigo. A partir de (4.1) obtemos

o) o)

Y8 = Za aff (5.4)
j=1

Supondo a(¥ = (Ozéi) ol g())

equacdo (5.4) é uma constante, cujo valor é igual a 79 ie., o grau
médio dos nés de paridade. Como estamos usando um B simplificado
que considera apenas os graus 7 — 1 e ()| podemos escrever

) conhecido, o lado direito da

By (D = 1)+ B0 =70, (5.5)
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Sabemos também que

B9+ 89 =1. (5.6)

Isto significa que temos duas equagoes, (5.5) e (5.6), e trés varidveis,
r(®) ﬁ((b) L€ 57(2) Por termos apenas dois graus consecutivos para 3(%)
sabemos ainda que

7] =, (5.7)

Com base em (5.6) e (5.7), o pardmetro B pode ser deduzido da
seguinte forma:

By ( - 1) + B, r® =7
(1 -85 [F(ﬂ ~ 1)+ 8% [;(ﬂ _ 7
=[] 1. »

Outra simplificagdo muito til é restringir os graus de distribuigoes
a) a apenas trés valores, i.e., concentrar a massa de probabilidade
apenas nos graus 2, 3 e £(). Nota-se em vérios trabalhos que cédigos
construidos com base nesta restri¢ido possuem bom desempenho [26, 13].
Admitimos, portanto, que

()Jroz3 Jrozl(gz()) =1.
S6 consideramos até agora o aspecto multinivel dos cédigos. No
entanto, para permitir que os cédigos C*) dos canais equivalentes sejam

aninhados, tal que C(© € CM) C ... C C&=1, § necessério preencher
as restrigoes de aninhamento das construgoes D e D'.

Restringindo-nos a apenas dois cédigos C(© ¢ C) | as relacoes ge-
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néricas de aninhamento [1] sdo

— RM
O 1R o ) )
B; Zl—R(O) B; para j =7 1,...,7r
¢(0) yied)
>oaf’ =Y af! paraj=2,3,00.
k=j k=3

Incorporamos a condicdo de dois graus consecutivos para B9 e
BW. E para facilitar o aninhamento dos dois c6digos e o processo de
otimizagao adotamos uma nova simplificacdo: consideramos tanto para
B como para 1) 0 mesmo grau méximo r, i.e., consideramos os mes-
mos graus 7 — 1 e r para as duas distribui¢bes. Essa consideragao cria
subotimalidade, pois restringimos os graus de liberdade do problema
e, consequentemente, diminuimos o espaco de busca das possiveis dis-
tribuicdo. No entanto, apresenta grandes vantagens implementacionais
e agiliza a convergéncia do algoritmo de otimizacdo. Com base nestas
simplificagdes temos as seguintes relagoes entre as distribuigoes:

1—RW

(0) .3
By = T~ RO By (5.9)
_ p(
0 1-R (1)
bror 2 1— RO ey (5.10)

Desenvolvemos relagdes a partir das desigualdades em (5.9) e (5.10).
Podemos reescrever (5.9) como

0
1-RY )

(1) .
BY < 1y - B (5.11)

Usamos novamente o fato que 67(,0_)1 + @EO) =1eque 67(,1_)1 + 57(}) =1,
com o qual podemos reescrever (5.10) como

1— B 1-RO (1 _ l@ﬁo))

ST-RO
1—- RO
B 21— (1 - 5,@) . (5.12)
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Combinando (5.11) e (5.12), temos

1—R©

1-RO )
1-RM

1 o A (5.13)

(1-p0) <80 <

Retomando (5.8) e (5.4), podemos reexpressar BV da seguinte
forma:

oW 3. aW e D
2-ay’ +3 a3+ -
B = (1- RD) o (r=1).  (5.14)

Entao:

1 1 1
1—71_1%(0)-(1—&0)) < 2'Oéé)JrS'o‘g)Jré(l)'a%_
@ r) =

1 - RO 1—RM

O (1 - RO)

-y 02E
(1—R“U-r—(1—Rw0(L—@m)§2wé”+3w%”+
+w“%a§gg(1—RWQ-&®+4T—U(1—R“Q. (5.15)

Sabemos de [28] que /(1) = 2~aél)+3~a§1)+€(1) ~aé(11)) e substituimos

a expressao a direita da segunda desigualdade em (5.15) por z, tal que
S+ RO RO < <, (5.16)

onde z = (1 — R©) .8 4 (r — 1) (1-RW).

Seguimos a mesma abordagem para Bﬁo):

1—RM

0 > 277 s)
ﬁr Z 1 _ R(O) /Br

1-RM
(0) _1TR T (15
BO <1 - (1-80)
1—-RM 1—RM
2T 50 £ 500 _ TR (5
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Contudo, tal como em (5.14), podemos escrever 550) de outra forma:

2.a;o>+3.aéo>+g<o> .a% .
= RO —(r=1.

g =

Obtemos agora um par de relagdes semelhantes as de (5.15):

(1 _ R(l)) B 4 (1 _ R(o)) (r—1) <0 <

< (1 - R(°>) o (1 - R(U) (1 - @(}))
7+ RO - RW <70 < 5 (5.17)

onde 2’ = (1 — RO).r — (1— RW) (1 — ﬁ,ﬁ”).

Podemos simplificar as desigualdades encontradas para £(9 e (1),
Analisando a desigualdade esquerda de (5.15), torna-se vélido desprezar
BSO) . (1 — R(O))7 ja que 0 < ﬂgo) <le0KL (1 — R(O)) < 1. Ou seja,
Bﬁo) . (1 — R(O)) > 0 e o seu mbédulo |ﬁﬁo) . (1 — R(O)) | é pequeno quando
comparado com o resto da expressdo. Concluimos, portanto, que

0 > (r—1) (1 - R<1>> + (R<0> - R<1>) . (5.18)

Analisando agora a desigualdade esquerda em (5.17) observamos
que podemos proceder como antes e desprezar o termo Bﬁl) . (1 — R(l))
jaque 0 < Bﬁl) . (1 — R(l)) < 1 e possui médulo bem inferior aos outros
termos da expressao. Podemos, entao, escrever

7 > (r—1) (1 - R<0>) . (5.19)

Com base em (5.18), em (5.19) e no fato que R(®) < R™M (por con-
sequéncia da regra de projeto de capacidade, da regra de cédlculo para
as capacidades equivalentes e do Mapeamento Ungerbock adotado), ob-
servamos que /0 > ¢() Como pelas nossas simplificacoes tanto £(0)
e /(M) dependem apenas dos graus 2,3 e £(9) ou ¢(1) (respectivamente),
concluimos que

(O > ),

Incluimos agora o uso apenas dos graus 2, 3 e /() para a¥, i = 0, 1.
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Com isso, podemos escrever as seguintes relagoes entre as distribuigoes
a® e oM.

W ral vl ol raf ral, G
o9+l > o +all) 521
O‘%) = 0‘%)' (5.22)

Admitindo a© e R(© conhecidos, calculamos 89 e . Como dis-
cutimos anteriormente, queremos que o grau maximo r seja igual para
B e ), Se supormos ﬁﬁl) como um grau de liberdade do sistema,

podemos definir uma distribuicio a(*) e encontrar & partir dela o r
1)

o) de a) aleato-

buscado. Para isso, escolhemos apenas a variavel a

. . 1 i o
riamente. A variavel ag ) depende da restricdo de soma unitaria para

as componentes de a1): agl) =1- ozél) - a%)). Quanto a componente

agl), ela é obtida a partir de (5.14) segundo o desenvolvimento a seguir:

2- aél) +3- aél) + 0. ol

1 _ O

5r - (1 _ R(l)) (7“ 1>

(1— RW) [57@ +(r— 1)} —9. Oéél) +3. aél) + ¢ .ag}f).
Mas como aél) =1- Oéz(),l) - 0‘231)):

of) = (1= RY) [0 + (r = )] - alf) (€ —2) —2.
E como sabemos de (5.4) que (1 — R(M) [ﬂﬁ” + (r— 1)} =71 temos

ol =7 — o) (g(l) _ 2) _9. (5.23)

Adaptamos, por fim, as restri¢coes de fronteira sobre as fracoes das
distribuicoes de graus para os canais equivalentes. Em ambas perspec-
tivas, as fragdes obedecem as mesmas limitagoes:

(&) (@)
0<a;7, A7 <1

0< 8" Y <1.
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5.4.2 Adaptacées a Differential Evolution para Cédigos Aninhados

Para a otimizacdo de um par de cédigos aninhados C(©) C C() ge-

ramos inicialmente uma populagdo de pares de vetores aninhados. A

seguir aproveitamos as defini¢bes e dedugoes da subsegdo anterior para

desenvolver uma metodologia de criagao de vetores iniciais possiveis

para o nosso problema:

(4)

(vidi)

Escolhemos graus méaximos ¢(9) para a(®) e ¢(1) para aV) tal que
20) > ().

Escolhemos arbitrariamente fracoes (aéo), ago)) (lembrando que

consideramos a existéncia de apenas trés graus - 2, 3 e E(O)) de
forma que 0 < a§-0) <1, para j = 2,3;

Calculamos a%) a partir de ag?c),) =1- (ago) + a§0)>;

(0)
£(0)

esta condicao seja satisfeita, ou seja, até que tenhamos um vetor
a®) = (aéo),ozgo),ozE?QJ valido;

Verificamos se 0 < « <1 e repetimos os passos 2 e 3 até que

Encontramos a partir de a(?) e das equacoes (5.4), (5.5), (5.6),
(5.7) e (5.8) as varidveis r e ﬂﬁo), das quais obtemos a distribuigao

/6(0) = (@EOJD 7{0));

Adotamos Bﬁl) como um grau de liberdade do problema. Esco-
lhemos um valor arbitrario que respeita as restri¢oes de (5.13);

Selecionamos arbitrariamente um valor para aé}l) , que se encontra
dentro do intervalo [0, 1] e que satisfaz a condigao (5.22). Calcu-

gl) com base neste valor por meio da férmula (5.23) e agl)

por meio de 1 — a:())l) — aégl));

Verificamos se ozgl) e ozél) pertencem ao intervalo [0,1] e se £(1)

respeita as relagdes em (5.16) e £(0) as relagdes em (5.17). Caso

lamos o

contrario, repetimos todos passos a partir de 2.

Seja NP o nimero de membros de uma populagdo. Apds a cria-

¢ao dos vetores iniciais, separamos as populagoes nos conjuntos X (

0) _
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[xOD x02) | xONP)Y ¢ 20) = {11 x02)  x(ONP)} pergen
centes aos niveis 0 e 1, respectivamente, ou, de forma equivalente, aos
cédigos correspondentes C(©) ¢ CM). Também definimos D, i =0, 1,
como o numero de parametros dos vetores de cada conjunto, os quais
contém apenas as variaveis independentes de otimizacdo. Os demais
elementos sao encontrados pelas relagoes de igualdade deduzidas ante-
riormente.

Expandimos os vetores X;i) resolvendo as dependéncias, i = 0,1 e
j=1,...,NP. Calculamos a funcio objetivo fop; (x(®7),x1:7)) (base-
ada na Density Evolution ou na GA) para cada par de vetores. Selecio-
namos como melhor par da primeira geragao aquele com o menor valor
de fobj, 0 qual recebe a notacdo (x(0:Pest), x(lvbeSt)).

Para todas as demais geragoes aplicamos aos vetores x(%9) e x(1.9)
as etapas de mutagdo e recombinacgdo da Differential Evolution (ver
subsegdo 4.4.1). Notamos que aplicaremos equagoes e defini¢des pra-
ticamente idénticas as da subsegdo 4.4.1 (vide (4.10) e (4.11)), apenas
adaptando-as para diferenciar os vetores relacionados a canais equiva-
lentes distintos. O indice ¢ indica a procedéncia do vetor, i.e., se vem de
X ou de XM, Deste modo, calculamos os vetores mutados (v(+7))
segundo

V(éi)1 _ xg’beSt) LF. (X(é,n) _ X(C?Tz) + Xg”) - X(é,n;)) ,  (5.24)

(4,9)

d dind ! . (1,9) N .
onde, expandindo os vetores X’ € v’ em seus pardmetros compo-
nentes, temos

(6,5) _ (,.(4:9) (4,5) (4,5)
X" = (TG TG Tp g
(1,3) _ (,,(69) (4,5) (4,5)
Ve = vas G Vpin g )

Para a descrigdo da recombinacao seja

(6,9) _ [, (.4) (4,5) (4,5)
ug” = (UG UG Ul

o vetor recombinado. Ele é obtido da seguinte forma:

(4,5)

{ vl se 70 (k) < CR ou k = dO)(j)
Up,G+1 =

xl(ﬂ”é), caso contrario,
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onde k = 1,...,D® DO gsendo o nimero de pardmetros dos vetores
e x®,

A mutacédo e a recombinacdo desfazem o aninhamento existente en-
0.5 1,j , .
(G’J ),X(G 7 )). Através destas operagoes

; 0,5) (1,9 0,5) - (1,5) (0,5) 1,3) o
criamos de (xG VX opar (ugij,ugty ). Masugly eugyy via

tre o par de vetores original (x

de regra nao estao aninhados. Para o processo de sele¢do considera-
mos todas as quatro possiveis combinagbes dos vetores originais com
os recombinados:

{0, x0)  (x2), 22 . (w22 (022,02

Com excecao do primeiro par de vetores, devemos forgar o aninha-
mento dos demais pares. Modificamos suas respectivas distribuigoes de

graus o) = (af, . afl)) e B0 = (82,57, i = 0,1.
Para obter () ajustado, dado por ﬁ(i)/ = (ﬁi’r,l, Bﬁi),), definimos

o erro de aninhamento €g para ﬂy), p =r—1,r. Este erro corresponde
a infragdo da condi¢ao de aninhamento por parte de um parametro da
distribuicdo 8. A expressdo para eg é dada por

1—RM
_ T (g _ 50
“T1-RO (57 = 5).

Os parametros Béo), ajustados para obedecer as condigoes de ani-
nhamento (5.9) e (5.10), sdo dados pela equagio

’ €
B =8 + 5 (5.25)

E os pardmetros 6,@, igualmente ajustados para se conformar as
restrigoes (5.9) e (5.10), s@o calculados por

’ €
5,()1) _ ﬁf)o) _| .

; 7(}:%) (5.26)
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Na verdade, pela relagao ﬂ(z)l + B(Z) = 1, s6 precisamos ajustar
uma das componentes.

Para distribuigoes o s6 definimos o erro de aninhamento ¢, para

os graus £(9 e () porque aé ) e aé ) sdo pardmetros dependentes.

Portanto, o erro €, corresponde a infragao da condlgao de anlnhamento

explicitada em (5.22). Definimos a modificagdo o' de a, )) como

é()

£(0) (1)

0)’ 0 €a
agm =y + o (5.27)

1 1 €a
afh = afth - 3 (5.28)

Com as definicoes e relagoes anteriores definimos uma série de passos
para o aninhamento dos vetores mutados e recombinados:

(i) Modificamos B e ﬂﬁl) associados aos pares de vetores em (5.24)
(com a excegdo do par original) por meio das equagdes (5.25) e
(5.26). Consequentemente, como os pardmetros das distribui¢oes
somam a 1, obtemos também ﬁ(o) e [3121_)1;

(it) Modificamos aé?o)) e aégl)) de acordo com as equagbes (5.27) e
(5.28);

(iii) Calculamos 7(*) e encontramos oz:(f), i =0, 1, conforme (5.23);

(iv) Encontramos agi) através da relagao 1 — cv:(,)) — a((z),

(v) Verificamos se as varidveis Bﬁi_)l, ﬁﬁi), agi), oz:()f), 0422) € [0,1].

Caso alguma das variaveis ndo satisfaca esta exigéncia, repetimos
0s passos anteriores.

Desta forma, criamos um novo conjunto de pares, desta vez respei-
tando as restrigoes de aninhamento. Sao eles

{[xﬁ?’”,x&”] ’ {(X(C?J))/’ (ug,y’))’} 7
) )] [ )}
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A notacao linha indica que o vetor foi modificado para permitir o
aninhamento. Daremos a um par genérico com aninhamento garantido
para a proxima geragdo G + 1 a notagdo ag41 = (ag)jrjl), agﬂ)

Dos quatro pares de vetores criados escolhemos para a proxima
geracdo G 4 1 o par com o menor valor da fungao objetivo fo;, i.e.,

( (0.4) L (L.49)

XG‘+1’XG+1> = argmin (fobj (AG+1)) -
aGg+1

Este processo modificado de selegao é o que gera a evolugao, e conse-
quente otimizac¢ao, das distribuigoes de graus na Differential Evolution.

5.5 Construcao

A construcdo de cédigos LDPC em esquemas multinivel também so-
fre adaptagoes. Apresentamos na se¢do 4.5 o algoritmo PEG para a
construgao de grafos. O PEG pode ser usado em conjunto com codi-
gos multinivel aninhados mas precisa ser adaptado para uma versao
estendida, cujo desenvolvimento se encontra em [30]. Trata-se de um
algoritmo PEG no qual os graus de nos de varidvel sdo definidos para
os diferentes niveis da codificagdo multinivel em funcao das restri¢oes
de aninhamento. Os nés de paridade elegiveis para conexdes com o0s
nés de varidvel também variam com o nivel por causa do aninhamento.
Para maiores detalhes sobre o PEG estendido recomendamos [30] como
referéncia.



CAPITULO 6

PNC

A codificacdo de rede na camada fisica (Physical-Layer Network Co-
ding - PNC) é uma estratégia de comunicagiao cooperativa que explora
a interferéncia entre sinais em uma rede sem fio. A PNC funciona em
um sistema com multiplos nés transmitindo pacotes de informacao co-
dificada simultaneamente, tal que sinais transmitidos se sobrepoem de
forma ruidosa em um canal de miltiplo acesso (MAC). O objetivo da
PNC é extrair de uma combinacao ruidosa de sinais uma equagao linear
dos pacotes de informagcdo. Para atingir este objetivo, a PNC pode uti-
lizar cédigos de reticulado aninhados, os quais garantem a possibilidade
de decodificagdo de combinagoes lineares de sinais.

Apresentamos neste capitulo o modelo do canal utilizado para a
analise de esquemas PNC na se¢do 6.1, o procedimento de codificacao
em esquemas PNC na se¢do 6.2, as taxas computacionais de Nazer
e Gastpar, que constituem um fundamento para o entendimento da
decodificacdo, na secdo 6.3, o procedimento de decodificagdo na secdo
6.4 e as adaptacoes necessarias a decodificagao via BP ocasionadas pelo
ruido efetivo visto na saida de um esquema PNC na segao 6.5.
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D (y|h, hy, a1, az) [ DXL T 02Xa

Figura 6.1: Esquema PNC

6.1 Modelo do Canal

Supomos uma rede com L usuarios enviando sinais X1, Xs,...,xy € C",
codificados a partir de mensagens wi, wo,..., W, respectivamente,
e submetidos a desvanecimento Rayleigh de bloco, representado pe-
los coeficientes constantes de ganho do canal hi,hs,...,hy € C, e
a ruido aditivo gaussiano circularmente simétrico z de distribuicao
Z ~CN (0, NoI,,). O sinal y recebido é dado por

L
y= Z hexe + 2. (6.1)

=1

Nosso modelo supoe transmissores idénticos. Consideramos as po-
téncias dos sinais de entrada do canal iguais, de maneira a permitir a
.~ A s P T A 2
definicdo da poténcia média por P £ LE [”Xz” }, onde{=1,2,...,L.
n

Definimos também SNR £ P/Nj.

Definimos a taxa de mensagem R,,.s com base na codificacdo mul-
tinivel. Se considerarmos a divisdo de blocos de mensagem em niveis ¢
parat=0,...,L—1, cujos comprimentos correspondem a kg, ..., kr_1
bits de informagdo, podemos definir a taxa de mensagem (com base em
[24]) da seguinte maneira:

1 L—1
Rmes = 5 Z kz
=0

Rues = RO, + ROL + ...+ RULY, (6.2)

mes

onde Rl(r?es é a taxa de mensagem correspondente a cada nivel, de valor
dado por Rfﬁls = 2% = 2R;, e onde R; é a taxa do cdédigo C; do nivel

7.
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mapeamento de imersao

w ~ + X
> 0- ﬂ modA’ —
+

d

dither

Figura 6.2: Codificacdo para o esquema PNC

Se codificarmos, transmitirmos e decodificarmos sinais independen-
temente em eixos ortogonais, em quadratura e em fase, ou seja, se
realizarmos o levantamento (lift), podemos dobrar Ry,es, de forma que

Rgxfés =2 Rpes- (63)

Por fim, definimos o throughput (TP) como o complemento do frame
error rate (FER) multiplicado pela taxa de mensagem Ryyes do cédigo:

TP = Rues(1 — FER).

6.2 Codificacao

Sejam A C (Z[i])" € C* e A’ C A reticulados. Sabemos de [9] que
o quociente A/A’ é isomorfo ao espago de mensagens W e ao cédigo
de reticulado aninhado C,. Seja ¢ : A — C, um mapeamento linear
do reticulado A para um ponto do codigo de reticulado e & : Cp — A
o mapeamento de imersdo, tal que o(6(w)) = w para algum ponto
w € C,.

Consideramos agora a codificagdo de uma mensagem w € Cp para
x € C" através do mapeamento de imersdo 6. Este mapeamento leva
w para um ponto A € A. Queremos que este ponto tenha a menor
energia possivel. Por isso o restringimos a R s e o deslocamos com um
vetor de dither d € C™ apropriado. O nosso codificador £ : Cy — C"

A

¢é dado pela expressao E(w) = [6(w) +d]NRar = [6(w) + d] mod A

6.3 Taxas Alcancaveis

A seguir apresentamos as taxas alcancaveis de Nazer e Gastpar. Este
resultado é imprescindivel para o processo de decodificagdo utilizado
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no esquema PNC.

Teorema 6.1 (Teorema das Taxas Alcangéveis [22]). Para um e > 0
qualquer, um n suficientemente grande e um primo p € Z[i] tal que
n/p — 0 quando n — oo, existe um esquema PNC' linear em Z[i] com
um espago de mensagens W isomorfo ao ciodigo de reticulado aninhado
Cy gerado com a Constru¢io A a partir de um cddigo C definido sobre
o anel Zy[i], tal que, para um canal com L fontes e um vetor de ganhos
h = (hy,ha,...,hy) € CL, uma equagio linear descrita pelo vetor de
coeficientes a = (ay,as, ...,ar) € Z[i]" pode ser decodificada com pro-
babilidade de erro tio pequena quanto se deseje, i.e., com P.(h,a) <,
desde que Rmes < Reomp(h, a), onde

N SNR
Reomp = maxlog, 5 ,
aeC lah — a]|” SNR + |«|?

e onde o valor étimo de o da expressdo acima é

ah"SNR
|h||” SNR 41

Qopt

o que resulta em

SNR
com M dado por
SNR?
M =SNRIp - ————— H
SNR ||h]|" + 1

6.4 Decodificacao

As mensagens codificadas sdo combinadas e distorcidas como em (6.1).

A PNC tem por meta decodificar a partir de y uma combinacao li-
L

near das mensagens originais: w = . aywy, onde a,as,...,ar, sdo
=1

coeficientes € Z[i]. Dado os vetores h = (hy,ha,...,hy) € CE e

a = (aj,as,...,ar) € Z[i]¥ (tal como j& vistos no teorema 6.1), po-
demos decodificar w a partir de y, onde w é a estimativa de w. O
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decodificador pode ser expresso como w = D(y|h, a).

Seguimos [9] e definimos uma operagao de decodificagao em trés pas-
sos. Multiplicamos o sinal recebido y por um escalar o € C, um fator
de escalonamento obtido em fungao de h e a, cujo intuito é aproximar
os coeficientes de ganho do canal em h dos coeficientes lineares em a
[9]. Esta etapa tem uma estreita relagdo com o compromisso existente
entre auto-interferéncia (a diferenga entre a € Z[i]* e h € CL) e o ruido
gaussiano [9]. Esta relagdo e o préprio funcionamento do decodificador
D podem ser melhor explicados através dos conceitos de canal e ruido
equivalentes. Observando atentamente a operacgido de escalonamento
percebemos que

L L L
ay = Z asx, + Z (ahy —ap)x + az = Zap(g +7, (6.4)
=1 =1 =1
——
A€A
onde A é um ponto no reticulado A e z’ é o ruido efetivo, uma mistura
de ruido gaussiano e auto-interferéncia.
J& que incluimos no nosso codificador o efeito de deslocamento dos
pontos do reticulado através dos vetores de dither, é necessario deslocé-
los de volta ao reticulado para realizar a decodificacdo:

L

y =ay— Zagdg. (6.5)
(=1

O resultado y’ acima é a entrada do quantizador Q. O quantizador
elimina o ruido efetivo z’, assim como eliminaria um outro ruido aditivo
qualquer, como, por exemplo, o ruido aditivo gaussiano. Como con-
sequéncia, notamos que a decodificagao de reticulado fornecida nesta
secdo para esquemas PNC vale também para canais ponto a ponto e
que, fora a natureza do ruido e as devidas adaptacoes da poténcia do
ruido para uma dada SNR, o processo de decodificagdo para um canal
ponto a ponto com ruido gaussiano é igual. Discutiremos mais a res-
peito desta consideragao na préxima secdo, na qual abordaremos em
detalhes as modificagoes necessarias para adaptar a decodificagao por
BP para o esquema PNC.

Por fim, o dltimo passo no procedimento de decodificagao é a as-
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ay o~

D0 o ]

+ A
a1/ a2 arp
d do d;,

Figura 6.3: Passos seguidos pelo decodificador de reticulado no esquema PNC

sociagao dos pontos de reticulado ao espago de mensagens W, o qual
notamos na sec¢ao 2.3 ser isomorfo ao cddigo de reticulado aninhado Cy
através do mapeamento linear o : A — W.

Os passos de decodificagdo descritos podem ser resumidos pela ex-
pressao

D(ylh,a) £ o (QA <ay - Zagdg>> . (6.6)

(=1

Eles podem ser observados igualmente na figura 6.3.

6.5 Decodificacao de Sinais em Esquemas PNC via BP

Repetimos por conveniéncia a seguir a equacao (6.4) do canal equiva-
lente para o esquema PNC:

L L L
ay = ZagX[-i-Z(Oéhg —ay) X, + az = Zang—i—z’.

/=1 /=1 (=1
N—_——
AEA

Identificamos a partir da equagdo acima que o ruido efetivo, repre-

sentado por z’ = (21, 25,...,2},) € C", é dado por

7z = (ahy — ag) x¢ + az. (6.7)

L
(=1

Como ja haviamos observado na se¢ao anterior, este ruido contém uma
parcela proveniente do erro de estimagao dos coeficientes de ganho do
canal e outra do ruido deste canal. Portanto, mesmo que o ruido seja
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gaussiano, o ruido equivalente nao o é.

Buscamos a varidncia de cada componente escalar z; de z', para
j=1,2,...,n. Assumimos que os sinais x;, i = 1, ..., L, s@o estatistica-
mente independentes e possuem componentes x;;, j = 1,...,n, com a
mesma energia média, dada por E[|z; j|?] = P. O vetor de ruido, como
um processo estocastico discreto com variaveis aleatérias i.i.d., possui
componentes com varidncias var(z1) = var(ze) = - -+ = var(z,) = Ny.
Podemos entéao ignorar o indice j referente as componentes e denotar
para um j qualquer a componente z’ do vetor do ruido equivalente,

conforme ;
var (') =P - Z (ahy — ag)® + |a*No.
=1
Definimos o vetor ah —a = (ah; — ay,ahs — ag,...,ahy —ap). A

equacao anterior entao se transforma em
var () = (Jlah - al|” SNR + |af?) No.

Considerando uma decodificacao multi-estdgio com decodificadores
BP a cada nivel, faz-se necessario avaliar a expressao das LLRs de en-
trada. Por simplicidade, para o calculo de L) (y) consideramos que
0s canais equivalentes apds os cancelamentos de niveis anteriores e as
operacoes mod 20D 7" efetuados pelo decodificador multi-estégio sdo
aproximadamente gaussianos bindrios (BAWGNC), o que permite uti-
lizar a férmula da LLR deste canal. Supondo um ruido genérico de
2

varidncia 0 e um simbolo recebido y, temos que [28]

2
Leawenc(y) = ;‘g-

Com esta aproximacao estamos desprezando ainda os efeitos que
multiplos usudrios ocasionam sobre o calculo da LLR, o que justificamos
pela complexidade do calculo envolvido.

Assumindo o ruido Ny para o canal fisico, calculamos a LLR L@
do canal equivalente ¢ com o ruido efetivo e com o ruido visto pelo
canal equivalente (as operagoes modulares dividem o ruido por potén-
cias de 2, como pode ser visto na secao 3.1, em particular na férmula
(3.2)). Usamos na defini¢do o simbolo y?) definido na equacio (3.1)
para explicar a decodificagdo multi-estagio. Ele simboliza o sinal re-
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cebido menos as influéncias dos canais anteriores. Assim, o célculo da
LLR em presenca de ruido efetivo se torna
2 (y(i)/Z mod 2)

L® = :
(Hah —a|>SNR + \a|2) No/2

(6.8)

Desta forma, concluimos que a decodificagdo em um cendrio PNC é
idéntica ao caso gaussiano, exceto pelo célculo da LLR dada por (6.8).



CAPITULO [

Simulacoes e Resultados

Apresentamos neste capitulo os cendrios de simulacdo e os resultados
obtidos. Incluimos casos para o canal gaussiano e para o canal de
multiplo acesso (MAC), no qual adotamos um esquema cooperativo de
comunicacao.

7.1 Canal Gaussiano

Nesta secao detalhamos os cenérios de simulacao e os resultados obtidos
com o canal gaussiano .

Assumimos um canal sem memoria com ruido aditivo gaussiano
Z ~ N (0,Np/2I). Sendo x € R™ um vetor de simbolos na entrada do
canal, z o vetor de ruido e y € R™ o vetor de simbolos correspondente
na saida, podemos representar o canal através da equacao

y=X+z. (7.1)

Para a codificacdo usamos a proposta de codificacdo da subsecao
3.3, e para a decodificagdo usamos a BP com entradas fornecidas pelas
LLRs dos canais equivalentes, dadas por (5.1), em conjunto com a
decodificacao multi-estagio (3.3) da secao 3.1.
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Figura 7.1: Capacidades equivalentes em funcdo da SNR para os dois niveis
de um esquema multinivel com Particionamento de Ungerbock e modula-
¢do 4-PAM. A capacidade de 1 bit/dimensédo real é obtida com 2,11dB. Os
simbolos Cy e C1 designam as capacidades equivalentes, enquanto que C
corresponde & capacidade total do esquema multinivel.

7.1.1 Resultados de Simulacao

Nesta se¢do mencionamos apenas resultados obtidos com a Construgdo
D’ e c6digos LDPC.

Escolhemos tentar reproduzir os resultados de [13]. Utilizamos uma
modulacao 4-PAM e blocos de comprimento n = 10000. Selecionamos
uma eficiéncia espectral de 1 bit/dimenséao real (b/dim). Porém, ao in-
vés do mapeamento Gray usado em [13], adotamos o Particionamento
de Ungerbock. Como vimos na subsecdo 2.1.2 isto ndo altera a ca-
pacidade do esquema multinivel, mas sim as capacidades dos canais
equivalentes, calculadas segundo as equagdes em (2.5) e [35, 37], tal
como observado no grafico das capacidades equivalentes do esquema
multinivel com mapeamento Ungerbéck e modulagdo 4-PAM da figura
7.1. Obtivemos C(®) ~ 0,19 b/dim e C") =~ 0,81 b/dim. Nas simu-
lacdes otimizamos a probabilidade de erro com relagao as distribuigoes
de graus e as taxas. Os melhores projetos foram obtidos com taxas pré-
ximas as capacidades dos canais equivalentes, de acordo com a regra
de projeto da subsecao 2.1.2.

Garantimos que os parametros respeitam as restrigoes de otimiza-
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Figura 7.2: Comparacdo de desempenho de BER para esquemas multinivel
de dois niveis com blocos de comprimento n = 10000 em canal gaussiano. As
curvas negras representam o esquema sem restrigoes de aninhamento com c6-
digos de taxas 0,18 b/dim e 0,82 b/dim, e as azuis o esquema com restri¢des
sobre as distribui¢des de graus e taxas 0,29 b/dim e 0,71 b/dim

¢ado citadas na subse¢do 5.4.1 por meio de barreiras. Penalizamos as
violagbes de forma linearmente proporcional ao valor absoluto da vio-
lacdo. Por exemplo para um pardmetro A, seja o valor otimizado A A
penalizagao &) por barreira é dada por

Ex=|A=).

Comparamos a curva de probabilidade de erro de bit de [13] com
0 nosso esquema na figura 7.2. Utilizamos um decodificador BP para
80 iteragoes. Observamos para uma SNR de 3.2dB uma probabilidade
de erro de bit (BER) de aproximadamente 10~5 (ver curvas negras),
préxima dos resultados de [13], que obteve resultados semelhantes para
3dB. Isto indica que a funcdo objetivo dada pela soma das probabili-
dades de erro dos cédigos é uma boa métrica de otimizagao.

Em seguida testamos esquemas para o mesmo cendrio mas com
distribuicoes de graus que obedecem as restricoes de aninhamento da
subsecao 5.4.1.

Usando as hipéteses simplificadoras definidas no capitulo 5 para as



82 CAPITULO 7. SIMULAGOES E RESULTADOS

distribui¢des de graus, concluimos que distribuicoes que respeitam as
condi¢oes de aninhamento nao convergem para valores baixos da fun-
¢ao objetivo para as taxas de projeto calculadas anteriormente. Cons-
truindo os codigos separadamente sem o uso da PEG estendida, con-
seguimos os melhores resultados de BER para distribuicoes de graus
condicionadas pelo aninhamento e para uma eficiéncia espectral fixada
em 1 b/dim usando c6digos aninhados com as taxas 0,29 b/dim para
o nivel 0 e 0,71 b/dim para o nivel 1. Na figura 7.2 apresentamos as
probabilidades de erro correspondentes (curvas azuis). Observamos que
o esquema atinge BER de 107° em torno de 4.8 dB.

Por ultimo, criamos nao sé distribui¢oes de graus adequadas ao ani-
nhamento mas também construimos codigos de fato aninhados através
do algoritmo PEG estendido. Constatamos que, dependendo das dis-
tribui¢oes de grau o, este algoritmo gera matrizes de paridade com um
numero muito elevado de dependéncias lineares e que o codigo resul-
tante tem baixo desempenho. As restri¢cbes naturais do aninhamento,
o projeto de distribuigdes aproximado com a GA (principalmente no
nivel 0, que apresenta canal equivalente com pdf ndo gaussiana) e as
premissas simplificadoras para as distribuicoes de grau adotadas no ca-
pitulo 5 degradam o desempenho. Além disso, o PEG parece também
limitar a performance. Distribui¢oes que preenchem as restrigdes de
aninhamento e possuem bom desempenho com a construgdo nao ani-
nhada, degeneram quando aninhadas. Este foi o caso para o cédigo
com taxas 0,29 b/dim e 0,71 b/dim.

Os melhores codigos aninhados gerados e testados possuem taxas
de 0,25 b/dim e 0,75 b/dim. O esquema resultante é sabidamente su-
bétimo e atinge valores de 1% para a FER (taxa de erros de quadro)
para um comprimento n = 2000 em um valor de SNR de 6.9dB. O me-
lhor esquema com distribui¢ées de graus condicionadas pelas restri¢oes
do aninhamento mas sem aninhamento propriamente dito (o esquema
multinivel com cédigos componentes C(© e C) de taxas 0,29 b/dim
e 0,71 b/dim, respectivamente) obteve FER de 1% para n = 2000 em
5.1dB.

Apesar do resultado ruim, o esquema obtido com os cédigos de
taxas 0,25 b/dim e 0,75 b/dim foi o esquema prético com matriz de
paridades de posto completo de melhor desempenho. Deste modo, foi
escolhido para o uso nas anélises do PNC.
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Figura 7.3: Comparacdo de desempenho de FER para esquemas multinivel
de dois niveis com blocos de comprimento n = 2000 em canal gaussiano para
a andlise do efeito do aninhamento. As curvas negras indicam o esquema com
c6édigos de taxas 0,29 b/dim e 0, 71 b/dim e distribui¢des de graus projetadas
com aninhamento mas com transmissao independente, isto é sem a construcao
de matrizes de paridade aninhadas. As curvas azuis representam o esquema
multinivel com cédigos de taxas 0,25 b/dim e 0,75 b/dim construido com
matrizes de paridade de fato aninhadas.

Na tabela 7.1 apresentamos a lista de distribuigoes de graus usadas
nas simulagoes e nos testes efetuados. Essas distribui¢des foram usadas
tanto nas simulagoes do caso ponto a ponto quanto no caso do esquema
PNC.

7.2 Canal MAC

Considerando dois usuarios, expomos nesta secao simulagoes e resulta-
dos obtidos com o canal MAC e o esquema cooperativo Physical-Layer
Network Coding (PNC).

Como visto na sec¢do 6.1, o modelo do canal para o esquema PNC
é similar ao modelo do canal gaussiano, diferindo deste apenas com
relacdo ao valor do ruido efetivo. Podemos, portanto, tratar a decodi-
ficacao de forma andloga, adaptando os calculos das LLRs na entrada
de decodificadores BP para a variancia de z’, dada por (6.8). Do ponto
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A&T a(x) B(x)
A 0,6090z2 + 0, 309823 + 0,00132'4 +
0 1’8 0,00042 + 0,0049217 4+ 0,0724z'% + | 0.6181z* + 0.3819z°
’ 0,0009z + 0, 000522°

a 0,3662z2 + 0, 50262 + 0,0008z* +

| 0,00092 + 0,0013z'7 40,0036z + | 0.30262:2640.6974x>"
0,82 0, 12098220
Od?g 0, 705422 + 0,221223 + 0, 073325° 0.463325 + 0.536727
Odf;’l 0,9808z2 + 0,0142z°% + 0,0051z* 0.0197z% + 0.9803z7
025 0.3427x2 4 0.53312> + 0.12422%° 0.9840x% + 0.0160z°
0“‘%5 0.9963x2 + 0.0027z> + 0.0010z* 0.98132% + 0.01872°

Tabela 7.1: Tabela com as distribui¢oes de graus dos cédigos utilizados neste
trabalho. As siglas utilizadas na caracterizagao das distribui¢ées significam:
A&T - tipo de aninhamento e taxas; na - ndo aninhado; da - distribuicao
aninhada; a - aninhado. A notagdo «(x) representa a notagdo polinomial
da distribuigdo de graus de varidvel, enquanto que () faz referéncia a dis-
tribuicdo de graus de paridade. A notacdo polinomial foi escolhido por sua
sucintez, e a sua interpretagdo pode ser encontrada em [28].

de vista do decodificador, isto corresponde a aproximar o canal equiva-
lente por um canal gaussiano, o que se justifica dado que o célculo das
LLRs verdadeiras em um cenario com PNC e modulagao codificada é
muito complexo.

Para aumentar a eficiéncia espectral usamos levantamento na codi-
ficacdo, ou seja, transmitimos sinais em eixos ortogonais, o que permite
o uso das Construcoes de reticulado D e D’ em duas dimensdes reais.
Geramos, na verdade, constelagoes QAM com base nas constelagoes
PAM dos c6digos de reticulado.

7.2.1 Resultados de Simulacdo

Nesta subsegao mostramos resultados de simulagao para esquemas PNC
criados com as construcoes D e D’. Apresentamos a seguir as especifi-
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cagoes dos esquemas de codificagdo utilizados.

Realizamos simulagoes, primeiramente, com a Construgao D em
combinac¢do com cbédigos convolucionais. Utilizamos modulagées do
tipo M-PAM, para M = 2,4,8. Elas foram entdo submetidas ao levan-
tamento, dando origem a modulacdes M2-QAM.

Com a Construgao D criamos esquemas multinivel equivalentes as
modulagoes 4-QAM, 16-QAM e 64-QAM. Usamos nas simulag¢oes qua-
dros com n = 200 simbolos reais por componente (em fase e em qua-
dratura). Utilizamos nas estruturas dos trés esquemas o mesmo cédigo
convolucional Cepy de taxa 0,5 b/dim. Ele é dado por [1+ D + D3 +
D*+D% 1+D*+D*+D°+ DG] e possui cauda de comprimento 6.

Listamos a seguir os esquemas multinivel desenvolvidos com a Cons-
trugdo D: 1) cédigo gerado a partir de Ceony com taxa efetiva de 0,94
bits por dimensao complexa (b/cdim); 2) cédigo com Ceopy 1O primeiro
nivel, c6digo de taxa 1 b/dim no segundo e taxa efetiva total de 2.94
b/edim; 3) cédigo com Ceony 10 primeiro nivel, acrescido de codigos de
taxa 1 b/dim no segundo e terceiro niveis e taxa efetiva total perfazendo
4.94 b/cdim.

Em seguida, criamos um esquema com a Construgao D’. Construi-
mos um reticulado com os c6édigos LDPC aninhados com as taxas 0, 25
b/dim e 0,75 b/dim da subsecdo anterior. A transmissido é feita com
base em uma modulag¢do 16-QAM, produzida com o levantamento de
uma 4-PAM. A eficiéncia espectral é de 2 b/cdim. Usamos quadros
com n = 2000 simbolos reais por componente ortogonal.

Em todos os esquemas simulados nesta se¢ao as duas fontes de trans-
missao utilizam o mesmo cédigo. Como a taxa de erro de quadro (FER)
nao é adequada para a comparacao de cédigos com diferentes taxas de
mensagem Ryes, calculamos um outro pardmetro: o throughput (TP).

Atentamos que nas andlises que se seguem utilizaremos para a com-
paracao com os valores tedricos de N&G valores de simulagdo corres-
pondentes & FER de 1%.

Cenéario com Coeficientes Fixos

Neste cenério supomos um sistema no qual os coeficientes de ganho do
canal sdo fixos e iguais a hy = —1.17 +1i2.15 e hy = 1.25 — 11.63.

As linhas tracejadas verticais que aparecem nos graficos correspon-
dem ao valor minimo tedrico de SNR para alcangar um dado TP; ou



86 CAPITULO 7. SIMULAGOES E RESULTADOS

>

T

—6— D1-1b/edim(4-QAM)

—e— Dp-2b/cdim(16-QAM;
D2-3b/cdim(16-QAM;

—&— D3-5b/cdim(64-QAM,

— — N&G-1bicdim

— — N&G-2blcdim
N&G-3blcdim

— — - N&G-5blcdim

Throughput (bits por dimensao complexa)
© N
T T

S
T

7

| | I |
10 15 20 25 30
SNR (dB)

a
!
&
o
@

Figura 7.4: Comparagdo de TP de esquemas em um canal multi-usuério
com coeficientes de ganho do canal fixos dados por h1 = 1.17 +12.15 e
ha = 1.25 —11.63. As curvas cheias correspondem aos cédigos de reticulado
desenvolvidos com as construcdes D e D’. As linhas verticais indicam as
taxas computacionais de N&G para eficiéncias espectrais correspondentes as
dos esquemas analisados.

seja, sdo as taxas computacionais de Nazer e Gastpar (N&G), dadas
segundo as equagdes em [22].

Na figura 7.4 os esquemas criados com a Construcdo D apresen-
tam as seguintes distancias para as taxas computacionais de N&G: 1)
3.08dB para a 4-QAM; 2) 6.77dB para a 16-QAM; 3) 10,82dB para a
64-QAM.

Também na figura 7.4 apresentamos a curva de throughput do c6-
digo de reticulado LDPC. Colocamos esta curva em destaque, mos-
trando também em separado as componentes dos niveis 0 e 1, na figura
7.5. A distancia da taxa computacional foi de 6.84dB para C) e
3.74dB para C©). Vemos que o cédigo do nivel inferior prejudica o
desempenho do esquema, visto que C!) consegue uma distancia relati-
vamente pequena em termos de SNR com relagao a taxa computacional.
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Figura 7.5: Particularizacdo da figura anterior s6 para o cédigo LDPC de
reticulado. As curvas tracejadas representam os cédigos componentes e a
cheia o comportamento geral do esquema multinivel. A curva vertical se
refere & taxa computacional de N&G para eficiéncia espectral de 2 b/cdim.

Cenario com Desvanecimento Rayleigh

Neste segundo cendrio assumimos um canal com desvanecimento de
bloco modelado por uma distribuicao Rayleigh.

As curvas tracejadas para os graficos desta subsegao representam o
TP do esquema N&G para as taxas efetivas desejadas. Os resultados
de N&G se baseiam em Ry,es > log, (SNR/aMaH), i.e., representam
probabilidades de outage.

Na figura 7.6 supomos desvanecimento Rayleigh. Atingimos distan-
cias com relagdo aos TPs de N&G de: 1) 3.5 dB para a 4-QAM; 2) 6.5
dB para a 16-QAM; 3) 7.5 dB para a 64-QAM.

Nesta mesma figura apresentamos, em particular, o desempenho do
esquema de codificagao de reticulado LDPC. Na figura 7.7 destacamos
este esquema sob o mesmo cenario de desvanecimento. Incluimos adi-
cionalmente o TP dos c6digos componentes C(?) e C. O cédigo C)
se distancia de 4dB de N&G, enquanto que C(© se distancia de mais
de 8dB.

Observamos que o cédigo C) possui desempenho muito superior a
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Figura 7.6: Comparacdo de TP entre esquemas de codificagdo em um canal
MAC com desvanecimento Rayleigh. As curvas tracejadas correspondem ao
esquema de transmissdo de N&G, que representa probabilidades de outage.
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Figura 7.7: Neste grafico mostramos em detalhes o desempenho de TP em
um canal com desvanecimento Rayleigh para o cédigo LDPC de reticulado,
destacando a curva negra da figura 7.6. Incluimos neste grafico também o
TP dos cédigos componentes.
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C©) o qual limita o esquema. Como citamos na secéo anterior, o cdigo
simulado néo é 6timo. O comprimento curto de apenas 2000 simbolos,
as restricoes do aninhamento e o projeto aproximado de distribui¢oes
de graus, todos, resultaram na perda expressiva de desempenho. No
entanto, os bons resultados de C!) apontam para a existéncia de uma
grande margem de melhoria.
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Conclusao

A maior contribuicdo desta dissertacao compreende o desenvolvimento
de esquemas multinivel de reticulado. Em particular, construimos es-
quemas com cddigos LDPC unindo em um projeto os seguintes benefi-
cios: uso de cédigos poderosos capazes de se aproximar da capacidade
do canal, construcdo de reticulados em R"™, alta eficiéncia espectral e
decodificacdo simples. A necessidade de cédigos com estas caracteris-
ticas em esquemas PNC motivou o estudo. A PNC explora a estrutura
linear de reticulados para converter relagoes entre sinais transmitidos
em combinacgoes lineares de mensagem, e é interessante que as taxas
efetivas alcangadas em uma rede sem fio sejam altas.

Na tentativa de construir cédigos com as caracteristicas anteriores,
criamos uma maneira simples de otimizar distribuigoes de graus para
um esquema multinivel com cédigos aninhados. Modificamos ligeira-
mente a técnica de estimativa de desempenho Density Fuvolution para
levar em conta as distintas fun¢oes densidade de probabilidade associ-
adas associados aos canais equivalentes. Também alteramos a técnica
de otimizacgao Differential Evolution para adapta-la as necessidades do
projeto aninhado e a otimizacao simultdnea de multiplos cédigos. Im-
plementamos um otimizador modificado, capaz de gerar populagoes

91
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de distribui¢des de graus iniciais aninhadas e com um procedimento
de correcao dos vetores mutados e recombinados para garantir a cada
nova geracdo populagoes de pares apropriadamente aninhados. Cri-
amos também um método de selecdo aumentado, baseado na funcao
objetivo combinada dos dois cddigos.

Para a PNC especificamente, mostramos com a Construcao D e
c6digos convolucionais a possibilidade de se obter alta eficiéncia espec-
tral, o que demonstra a utilidade e a viabilidade do uso de esquemas
multinivel de reticulado. Em seguida, mostramos com a Construgao D’
a possibilidade da construcdo de reticulados com cédigos LDPC irre-
gulares aninhados, o que parece ser um caminho promissor para obter
esquemas que se aproximem das taxas tedricas obtidas por Nazer &
Gastpar.

Trabalhos futuros
Como futuras linhas de pesquisa, sugere-se o seguinte:

(i) Expandir o aninhamento para mais de dois cdigos, encontrando,
portanto, as relacdes entre os c6digos necessarias para satisfazer
todas as restricdes de aninhamento resultantes do niimero supe-
rior de niveis;

(i) Alterar as premissas das distribuigoes de graus no capitulo 4 e
permitir um maior nimero de graus, adaptando as restricoes de
projeto e, consequentemente, o procedimento de otimizagao, em
particular, o método de reaninhamento de vetores mutados. A
expectativa é obter melhores distribuicoes e maior flexibilidade
de projeto;

(#it) Estudar a relagdo do PEG com cddigos LDPC aninhados e ve-
rificar por que o aninhamento causa o aumento do nimero de
dependéncias lineares;

(#v) Usar outras andlises de desempenho, incluindo EXIT charts. Te-
oricamente, os EXIT charts produzem resultados mais fidedignos
que a Aproximacdo Gaussiana e possuem complexidade compu-
tacional muito inferior a da Density Evolution. Os EXIT charts
constituem uma alternativa interessante porque, de acordo com
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[28] podem ser usados para descrever um problema de otimizacao
unidimensional parecido ao do canal com apagamento, mas sem
aproximagoes sobre as distribuigoes de probabilidade feitas pela
Aproximacao Gaussiana;

Acrescentar estrutura aos cédigos LDPC utilizados, tornando a
codificacdo linear. Cédigos como os LDPCs quasi-ciclicos (QC)
ou os codigos Repeat Accumulate sdo alternativas interessantes
para obter cédigos com codificacdo de menor complexidade. O
uso de QCs é particularmente interessante, pois o projeto de cé-
digos é algébrico. A dificuldade é construir QCs aninhados, um
problema pouco discutido na literatura;

Buscar outras formas de construcao de reticulados com cédigos,
tal como os LDLCs;

Pesquisar o comportamento da Density Evolution para compri-
mentos de bloco n finitos, possibilitando a estimativa de desem-
penho para os tamanhos dos pacotes com os quais desejamos tra-
balhar. De fato, hd sempre uma grande disparidade entre os
resultados tedricos estimados pela Density Evolution para blocos
com n — oo e codigos de comprimento médio ou pequeno. Além
disso, é bem provavel que distribui¢des 6timas para comprimentos
infinitos ndo sejam as mais adequadas para tamanhos praticos.
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