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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo a analise dos deslocamentos em lajes de concreto armado e a
verificacdo do estado limite de deformacdo excessiva estabelecido na norma NBR 6118:2014.
Para tal, serdo utilizadas as tabelas de Bares, 0 método de Marcus, 0 método dos elementos
finitos e 0 método da analogia de grelhas. Foi realizado o estudo de caso de diversos
exemplos de lajes, incluindo lajes simplesmente apoiadas em apoios indeformaveis, lajes
apoiadas em vigas de menor rigidez e um painel de lajes planas. Através dos métodos citados,
foram obtidas as flechas elésticas e imediatas. Para a obtencdo da flecha diferida no tempo
sera utilizado o procedimento descrito na norma de projeto brasileira. Os resultados obtidos
foram comparados e observou-se significativa diferenca entre alguns dos métodos utilizados e

a influéncia dos véos das lajes, assim como a rigidez dos apoios.

Palavras chave: lajes, deslocamentos, elementos finitos, analogia de grelha,
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1. INTRODUCAO

O projeto de estruturas de concreto € um processo que compreende varias etapas,
sendo necessario estimar as acOes atuantes, a analise estrutural, a verificacdo ao estado limite
ultimo e a verificacdo em relacdo aos estados limites de servico, que inclui a verificacdo de
abertura de fissuras e dos deslocamentos na estrutura.

Ao longo dos anos foram desenvolvidos diversos metodos com objetivo de
simplificar ou melhor projetar estruturas, no que se refere ao estado limite ultimo Os métodos
de analise limite superior permitiram projetar estruturas de forma que os resultados obtidos
sejam sempre a favor da seguranca, tornando necessario verificar apenas o lado econémico da
construcdo. Neste trabalho serdo apresentados alguns métodos para projeto de lajes, mais
especificamente sobre a teoria das placas em regime elastico, 0 método dos elementos finitos,
0 método das faixas, a teoria das charneiras plasticas analogia de grelha. Lembrando que para
o dimensionamento de lajes estes métodos ndo preveem a seguranca em relacdo aos estados
limites de servico, sendo necessérias as determinadas verificagdes.

O problema da deformacdo excessiva em lajes de concreto armado aumentou
significativamente nos ultimos tempos. Ha algumas décadas atras, a preocupacdo com tal
problema era secundaria. Com a tendéncia moderna de se construir com cada vez maiores
vaos, possivel pela obtencdo de concretos com maior resisténcia, juntamente com o avanco
das ferramentas computacionais, tais edificacdes estdo sujeitas a maiores deformacdes, isso
torna necessario o desenvolvimento de métodos mais precisos para a previsao das flechas.

A deformacdo excessiva pode causar uma série de problemas durante a vida Gtil
de uma estrutura, incluindo danos em elementos ndo estruturais e desconforto ao usuério em
caso de deformacfes visiveis. S&o varios fatores que influenciam nos deslocamentos na
estrutura, incluindo as dimensdes da laje, a fissuracdo da estrutura, a fluéncia do concreto,
entre outros. Tal fendmeno pode comprometer as condi¢Bes de servigo da estrutura,\ por isso
torna-se essencial a previséo destes deslocamentos.

Neste trabalho serad feito o estudo de caso de diversos exemplos de lajes, onde
serdo calculados os deslocamento através de varios métodos e verificados se atendem os

limites estabelecidos pela norma brasileira de projeto de estruturas de concerto armado.
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2. OBJETIVOS

2.1 Objetivo geral

Determinar os deslocamentos maximos de lajes de concreto armado através de
diferentes métodos e verificar se estdo adequadas ao estado limite de servico de deformacao

excessiva.

2.2 Objetivos especificos

e Utilizar as tabelas de Bares para a obtencéao de flechas elasticas em lajes;

e Utilizar o processo de Marcus para a obtencdo de flechas em lajes;

e Determinar os deslocamentos em lajes pelo do método dos elementos
finitos;

e Determinar os deslocamentos maximos em lajes pelo método de analogia

de grelha;



22

3. LAJES

De acordo com o item 14.4.2.1 da NBR 6118:2014, placas sdo elementos de
superficie plana que estdo sujeitos principalmente a acdes normais ao seu plano, sendo as
placas de concreto usualmente chamadas de lajes. A dimensdo normal ao plano médio €
chamada de espessura, a qual é relativamente pequena em comparacdo ao comprimento e a
largura. Possuindo continuidade nas duas direcdes de seu plano, uma carga aplicada na
estrutura deve ser suportada por uma distribuicdo bidirecional de forgas cortante, momentos
fletores e momentos de tor¢do. “A principal fung¢do das lajes é receber os carregamentos
atuantes no andar, provenientes do uso da construcdo (pessoa, mdveis e equipamentos), e
transferi-los para os apoios” (PINHEIRO, 2010).

Sendo um elemento estrutural, 0 pavimento de uma construcdo pode ser projetado
utilizando elementos pré-moldados ou moldados no local. O pavimento moldado no local
pode ser composto por apenas uma laje, macica ou nervurada, apoiada em vigas, ou por um

conjunto de lajes, que serdo apoiadas em vigas.

Figura 1 - Representacdo de uma placa.

Fonte: Silva (2005).
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3.1 Lajes unidirecionais e lajes bidirecionais

A primeira etapa em um projeto de lajes consiste na determinacao dos vaos livres
(lo) e vaos efetivos (lef), onde o véo livre € a distancia livre entre as faces dos apoios (ou
distancia da extremidade livre até a face do apoio, no caso de balangos) e vao tedrico é a
distancia entre os centros dos apoios (com limitacdes pela NBR 6118:2014). O véo efetivo é

dado pela equacéo:

ler = (lo) +a1 + & 1)

Sendo a; igual ao menor valor entre t1/2 e 0,3h e a, igual ao menor valor entre t,/2 e
0,3h (NBR 6118:2014), de acordo com a figura 2.

Figura 2— Vaos efetivos de lajes conforme a NBR 6118:2014.
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Fonte: Pinheiro (2010).

Depois de determinados os véos livres e efetivos para os dois eixos considera-
se Iy 0 menor vao e ly o maior. Entdo calcula-se A = 1/l onde para A menor ou igual a 2, a
laje é considerada armada em duas dire¢Ges, podendo ser chamada de laje bidirecional e, para
A maior do que 2, a laje ¢ armada em uma dire¢do, podendo ser chamada de laje unidirecional.
As lajes unidirecionais dispoem de armadura longitudinal apenas no eixo de
menor véo efetivo, a qual € calculada para resistir ao momento fletor nessa direcdo, havendo

no no outro eixo apenas armadura de distribuicdo, com secdo transversal minima dada pela
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NBR 6118:2014. As lajes bidirecionais dispoem de armadura longitudinal nas duas diregdes,

sendo a armadura calculada para resistir aos momentos fletores nas duas direcdes.

Figura 3 — VV&os efetivos Ix e ly (menor e maior vao).

L g

Fonte: Pinheiro, Muzardo e Santos (2010).

3.2 Lajes macicas

As lajes macicas sdo constituidas por uma placa de concreto armado onde a
espessura € mantida constante ao longo de toda superficie.

Para gue seja feita a construcdo de um pavimento com lajes macicas de concreto
armado é necessaria a utilizacdo de férmas, consistem num tablado horizontal, normalmente
feitas de compensados de madeira. Também ha a necessidade de cimbramento, que pode ser
de estrutura madeira ou metalica.

As lajes macicas distribuem suas reagbes em todas as vigas de contorno, o que
ndo ocorre com as pré-moldadas. Isso gera um melhor aproveitamento das vigas do
pavimento, pois todas podem ter cargas da mesma ordem de grandeza, dependendo apenas
dos véos (CARVALHO; FIGUEREDO FILHO, 2007).

Em outro caso as lajes macicas podem distribuir os carregamentos diretamente

para os pilares, e entdo para as fundacfes. Nessa ligacdo podem existir capitéis, que sdo
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engrossamento dos pilares, &bacos, que sdo engrossamentos de laje, ou até ambos. Estes
possuem a finalidade de diminuir as tensdes de cisalhamento e evitar a possibilidade de
puncionamento da laje, pois nessas regides sempre ha presenca de forcas cortantes elevadas.
Uma alternativa que vem sendo utilizada, apresentando bons resultados, é a utilizacdo de

armadura especifica para combater a puncéo nas lajes (SILVA, 2005).

Figura 4 — Representagdo em perspectiva de um pavimento com laje macica apoiada em vigas.

laje

Fonte: Silva (2005).
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Figura 5 — Laje macica sem vigas com capitel e dbaco na ligacdo com os pilares.

Fonte: Silva (2005).

Figura 6 - Laje maci¢a sem vigas sem capitel ou 4baco na ligacdo com os pilares.

\
pilar |

Fonte: Silva (2005).

Em um terceiro caso o0s carregamentos aplicados as lajes sdo transmitidos
diretamente para paredes de concreto ou de alvenaria estrutural nas quais estdo apoiadas.
Neste caso as lajes distribuem os carregamentos atuantes em todas as paredes do contorno
onde, dependendo somente dos véos das lajes, podem estar submetidas a acdes da mesma

ordem de grandeza.
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Figura 7 - Pavimento com laje macica apoiada sobre paredes de concreto.

Fonte: Silva (2005).

3.3 Lajes nervuradas

Segundo o item 14.7.7 da NBR 6118:2014 as “lajes nervuradas s3o as lajes
moldadas no local ou com nervuras pré-moldadas, cuja zona de tragdo para momentos
positivos esteja localizada nas nervuras entre as quais pode ser colocado material inerte”.

As lajes nervuradas sdo constituidas por um conjunto de vigas, chamadas de
nervuras, solidarizadas por uma mesa de concreto. O funcionamento da laje nervurada se da
de forma em que a mesa de concreto resista as tensbes de compressdo e as barras das
armaduras resistam as tensdes de tracdo. Porém, como ligacdo entre a mesa e a armadura €
feita pela nervura de concreto, esta também pode absorver tensdes de compressao. Portanto o
conjunto formado pela nervura e a laje possui comportamento semelhante ao de uma viga de
se¢do “T” (BOCCHI JUNIOR; GIONGO, 2007).
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Podendo ser moldadas no local da obra ou pré moldadas, os tipos de lajes
nervuradas possuem semelhanca em relagdo ao funcionamento, embora difiram no aspecto
construtivo .

Os espacos entre as nervuras podem permanecer vazios ou serem ocupados por
elementos de enchimento leves, inertes, que ndo possuam fungdo estrutural, podendo ser
constituidos por blocos ceramicos, de concreto circular, de poliestireno expandido (isopor),
entre outros materiais. O uso desses elementos tem como finalidade evitar o uso de férmas
entre as nervuras e a face inferior da mesa, onde estes ficam incorporados a laje. No caso em
que se opta pelo uso de férmas, normalmente vinha-se utilizando férmas de madeira, porém
devido principalmente aos altos custos, atualmente tém-se optado pelas férmas de

polipropileno, também chamadas de “cubetas”, por serem reaproveitaveis (SILVA, 2005).

3.3.1 Lajes nervuradas moldadas no local da obra

Lajes nervuradas moldadas no local séo executadas em toda sua totalidade, com a
mesa (ou mesas, no caso de mesa dupla) e as nervuras que as constituem concretadas na
posicdo efetiva em que serdo utilizadas. Normalmente as nervuras sdo inferiores a mesa,
podendo ser posicionadas em uma direcdo (laje nervurada unidirecional) ou duas dire¢bes
(laje nervurada bidirecional).

A classificagdo da laje nervudarada moldada no local é feita de acordo com a
posicao das nervuras na sec¢do transversal e com a quantidade de mesas utilizada, podendo ser
divida em trés tipos: normal (direta), invertida e dupla.

Na laje do tipo normal (direta) as nervuras sdo inferiores, havendo uma mesa
superior de concreto. Neste tipo de laje os espagos entre as nervuras podem tanto
permanecerem vazios, sendo necessaria a utilizagcdo de férmas, quanto serem preenchidos por
elementos de enchimento sem funcéo estrutural, que permanecerdo no local servindo de férma
para mesa e para as faces laterais das nervuras. Em casos de pequenas alturas, podem ser
utilizadas férmas ceramicas com abas laterais de pequena espessura, sobre quais seréo

apoiadas a armadura longitudinal, como mostra a figura 10.



Figura 8 - Laje nervurada normal sem elementos de enchimento
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Fonte: Bocchi Junior e Giongo (2007).

Figura 9 - Laje nervurada normal com elementos de enchimento
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Figura 10 - Laje nervurada normal com forma em materialceramico.
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No tipo “dupla” as nervuras sdo executadas entre duas mesas de concreto, sendo
uma inferior e outra superior. Caso se opte pela utilizacdo de férmas e, consquentemente, por
manter 0s espagos vazios, estas serdo perdidas, pois ficardo dentro da laje. Em projetos de
edificios que ha necessidade de adotar lajes nervuradas continuas, para absorver a tensdo de
compressdo oriunda de momento fletor negativo é viavel considerar a utilizagdo de mesa
inferior (figura 11), assim como mesa superior para regides de momento fletor positivo
(figura 12).

Figura 11 - Laje nervurada dupla, regido de momento negativo.
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Fonte: Bocchi Junior e Giongo (2007).

Figura 12 - Laje nervurada dupla, regido de momento positivo.
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Fonte: Bocchi Junior e Giongo (2007).

No tipo “invertida”, ha a existéncia de somente mesa inferior de concreto, onde as
nervuras sdo superiores. Neste tipo de laje € exigido o uso de férmas para moldar tanto a mesa
COMO as nervuras, pois 0S espacgos entre as nervuras permanecem vazios. As lajes nervuradas

invertidas sdo utilizadas em casos que ha acdo de momento fletor negativo que provoca tragcdo
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na face superior, onde a mesa inferior se faz necessaria para absorver as tensdes de

compresséao.
Figura 13 - Laje nervurada invertida com nervuras aparentes.
MNervuras aparentes
Figura 14 - Laje nervurada invertida com piso pré-fabricado
Placa pré-moldada
||
- — -

Nas lajes nervuradas armadas em uma direcdo (unidirecionais) as armaduras
normalmente sdo dispostas na direcdo do menor vao teorico. Dependendo das dimensdes
desse véo e quando existirem cargas concentradas ou parcialmente distribuidas, como peso de
paredes, por exemplo, sdo utilizadas nervuras transversais, com a funcdo de distribuir tais
cargas entre as nervuras principais. A figura 15 mostra um exemplo de laje nervurada armada

em uma direg&o.
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Figura 15 - Exemplo de pavimento com laje nervurada armada em uma direg&o
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Fonte: Silva (2005).

Para o calculo dos esforcos solicitantes e dos deslocamentos, consideram-se as
nervuras como um conjunto de vigas paralelas que trabalham praticamente independente,
adotando-se uma secdo transversal em forma de “T”; normalmente ndo é considerada a
continuidade entre lajes vizinhas, logo as nervuras sdo analisadas como vigas simplesmente

apoiadas nas extremidades.

3.3.2 Lajes nervuradas pré-moldadas

Segundo Bocchi Junior (1995), “entende-se por lajes nervuradas pré-moldadas
aquelas em que parte da laje é executada fora do local definitivo”. As lajes formadas por
vigotas pré-moldadas, apesar do grande volume de concreto moldado no local, sdo
caracterizadas como lajes pré-moldadas (DROPPA JUNIOR, 1999). As vigotas (parte da
nervura) sao espacadas por elementos de preenchimento (normalmente ceramica ou EPS) e
cobertas por uma capa de concreto moldada no local, que possui a funcdo de garantir a
distribuicdo dos esforgos atuantes, assim como aumentar a resisténcia a flexdo e também
nivelar o piso (FLORIO, 2004). Ainda, segundo Droppa Janior (1999), “as vigotas pré-
moldadas devem ser capazes de suportar seu peso proprio e as cargas de construgédo, vencendo
os vao delimitados pelas linhas de apoio do cimbramento™.

Para a construgdo de um pavimento utilizando laje nervurada com vigotas pré-
fabricadas ndo é necessario o emprego de formas para a concretagem da capa e de parte da

nervura, pois que as vigotas e os elementos de preenchimento realizam tal fungdo; sendo as
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formas necessarias apenas para realizar a concretagem das vigas que se encontram no
pavimento.

De acordo com Carvalho e Figueredo Filho (2007), sendo a principal vantagem a
economia com férmas, as principais desvantagens das lajes com vigotas pré-fabricadas sdo a
dificuldade das instalacOes prediais e os valores dos deslocamentos transversais, maiores do
que os apresentados por lajes macicas. Esse tipo de laje € utilizado principalmente em
construcdes residenciais e comerciais de pequeno e medio porte, para pequenos e medios vao
e cargas nao muito elevadas.

As vigotas podem ser divididas em trés categorias: vigotas tipo trilho (concreto
armado), vigotas tipo trilho protendido e vigotas trelicadas.

A vigota do tipo trilho (concreto armado) é usualmente feita com secdo
transversal com forma aproximada de um “T” invertido, com armadura passiva totalmente

envolvida pelo concreto.

Figura 16 - Vigota do tipo trilho, concreto armado.
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Fonte: Droppa Junior (1999).

A vigota do tipo trilho protendido é usualmente feita com se¢do transversal com
forma aproximada de um “T” invertido, possuindo armadura pré-tracionada e totalmente

envolvida pelo concreto.
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Figura 17 - Vigota do tipo trilho protendido.
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Fonte: Droppa Janior (1999).
As vigotas trelicadas sdo formadas por uma armadura trelicada e por uma placa de
concreto que envolve as barras inferiores da trelica, que irdo compor a armadura da parte

tracionada da laje.

Figura 18 - Vigota com armadura trelicada.
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Fonte: Droppa Janior (1999).

As lajes nervuradas com vigotas pré-fabricadas podem ser consideradas lajes
unidirecionais, sendo as vigotas dispostas em uma unica diregdo, normalmente a do menor
vao teorico da laje, e apoiadas nas extremidades; assim, trabalhando como vigas bi-apoiadas.
Portanto, segundo Silva (2005), isso representa uma desvantagem em relacdo as lajes macicas,
pois além de apresentarem maiores esforgos solicitantes e deformacdes do que as lajes

macicas, as cargas atuantes sdo distribuidas em apenas uma direcéo.
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Assim como nas lajes nervuradas moldadas no local, em algumas situacfes pode
ser necessaria a construgdo de nervuras transversais, estas com finalidade de travamento das
nervuras principais, nesse caso sendo necessario o uso de férmas para a concretagem das

nervuras transversais.
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4. ANALISE ESTRUTURAL DE LAJES

Segundo a NBR 6118:2014, a analise estrutural tem por objetivo determinar os
efeitos das agcdes em uma estrutura, com finalidade de realizar verificagdes dos estados-limites
ultimos (ELU) e de servico (ELS). A andlise estrutural permite definir as distribui¢cGes de
esforcos internos, tensdes, deslocamentos e deformacdes.

Consistindo em uma das principais etapas do projeto estrutural, a escolha dos
modelos tedricos e do tipo de analise influenciard diretamente nos resultados, sendo que o
método escolhido devera representar adequadamente a estrutura real e o tipo de andlise tera
relacdo com o comportamento dos materiais. Isto se aplica também as lajes, sendo estas um

tipo de elemento estrutural.
4.1 Fases de comportamento de uma laje de concreto armado

As pecas de concreto armado sub-armadas, submetidas a esforgos de flexao
simples com carregamento crescente até a ruptura (ou atingir um dos limites convencionais),

apresentam evolucdo dos deslocamentos correspondente ao apresentado na figura 19.

Figura 19 - Fases de comportamento das lajes sub-armadas.
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Fonte: Gonzalez (1997).
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O comportamento de uma laje de concreto armado depende do carregamento
atuante sobre ela. Para certos carregamentos de pequena intensidade, a teoria das placas em
regime elastico demonstra bem o comportamento da laje, mesmo considerando o material
como isotropico e homogéneo. Esta fase se trata da fase elastica, indicada pelo trecho que
compreende desde a origem até o ponto A da figura 3.1, correspondente ao Estadio I, onde a
peca ndo se encontra fissurada.

Aumentando o carregamento, ao ser atingido o valor da resisténcia a tracdo,
comeca a ocorrer a fissuracdo nas regides dos maiores esforcos solicitantes, o que diminui a
rigidez destas secdes. Nesta fase é dificil avaliar a laje pela teoria das plasticas em regime
elastico, levando em consideracdo a reducdo da rigidez na zona fissurada. Ocorre a
redistribuicdo dos esforcos, que migram para as secdes ndo fissuradas, provocando novas
fissuras. Esta fase corresponde a fase de fissuracdo, indicada pelo trecho AC da figura 3.1,
com as sec¢des fissuradas no Estadio Il. No trecho BC as armaduras ultrapassam o regime
elastico linear, acentuando mais o crescimento dos deslocamentos.

Continuando o aumento do carregamento, as se¢Ges mais solicitadas comecam a
sofrer plastificacdo. Por serem sub-armadas, que é o caso mais comum em lajes, passam a
deformar sem aumento significativo do momento fletor. Esta fase é caracterizada por grandes
deformagdes, sendo a redistribuicdo de esforcos bem mais acentuada que na fase anterior,
fazendo com que as secbes vizinhas plastifiquem, até que se forme um mecanismo.
Correspondente ao Estadio 111, esta se trata da fase de plastificacdo, mostrada no trecho CD da
figura 3.1.

Com o desenvolvimento da plastificacdo a estrutura acaba se tornando hipostatica,
se deformando livremente com qualquer acréscimo de carregamento. Os deslocamentos
aumentam mesmo com a diminuicdo da carga. Quando a laje atinge um dos limites
convencionais de deformacdo (no aco ou no concreto), afirma-se que atingiu um Estado

Limite Ultimo.

4.2 Teoria das placas em regime elastico

A teoria das placas para pequenas deformacfes, conforme Timoshenko, S.P. e
Woinowsky-Krieger (1959) e Szilard (1974), baseia-se nas seguintes hipoteses

simplificadores:
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O material da placa é elastico, homogéneo e isotropico, obedecendo a lei
de Hooke;

A placa indeformada é plana;

A espessura (h) da placa é pequena, da ordem de 1/10 em relacéo as outras
dimensdes;

As deformac6es angulares da superficie média sdo pequenas comparadas a
unidade;

Os deslocamentos dos pontos da superficie média sdo pequenos
comparados a espessura da placa, com relacdo limite de 1/10, para que
possa ser considerada teoria de pequenas deformacoes;

As cargas sdo aplicadas perpendicularmente a superficie da placa;

Linhas retas inicialmente perpendiculares a superficie média permanecem
retas e perpendiculares na configuracdo deformada da placa;

Deformacdes devidas ao cisalhnamento sdo desprezadas;

A deformacdo da placa é produzida por deslocamentos dos pontos da
superficie média perpendicular ao plano indeformado;

As tensBes normais a superficie da placa sdo podem ser desprezadas.

A obtencéo da equacéo diferencial de equilibrio de uma placa é mais complexa do

que a de uma viga, que é dada por:

do*w _ M(x) @)
ox2  EI

Ou em funcdo carga aplicada:
o'w _q(x) 3)

ox*  EI

Para obter a equacdo diferencial de uma placa deve-se incluir termos para 0s

momentos nas direcbes x e y. Entdo utilizando-se das hipoteses bésicas e de um elemento de

placa infinitesimal de dimensdes dx e dy sujeito a uma carga vertical g, obtém-se o equilibrio

a partir esforgos cortantes Qx e Qy, momentos fletores Mx e My e momentos de tor¢do Mxy e

Myx atuantes nas faces do elemento.



Figura 20 - Momentos fletores e de tor¢do em um elemento de placa.
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O resultado obtido sdo as equacdes diferenciais das placas em regime elastico,

dadas pelas equacdes:

o*w o*w o'w ¢
+2 +— ==
ox* 0x2.0x?  0dy* D

0%w 0%w
mx = —D a?-i‘ VW

<62W 62W>
my= —-D|=——+ v

dy? 0x?
B 0 (0%*w N 0%w
mey = dy \ 0x? v dy?

Onde:

e (¢ acarga distribuida na placa por unidade de area;
e E e 0 mddulo de elasticidade do material da placa;
e héaespessuradaplaca;

e v éo coeficiente de Poisson;

e D éarigidez da placa, dada por:

(4)

()

(6)

(7)
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Eh3

D= ———
12(1 —v2)

(8)

A equacdo 1 é chamada de equacdo de Lagrange, em coordenadas cartesianas, que
define o campo de deslocamento da placa (w) em funcdo das coordenadas x,y, da carga (q) e
da rigidez (D). Logo o célculo dos deslocamentos através da Teoria da Elasticidade depende
das condigdes de contorno, das dimensdes da placa, do carregamento atuante, do mddulo de
elasticidade do material e do coeficiente de Poisson.

No entanto, normalmente existe dificuldade em encontrar uma fungdo w = w(x,y)
que tanto satisfaca a equacdo diferencial de Lagrange quanto atenda as condi¢des de contorno,
ja que o campo de deformacdes de uma placa é definido por uma equacdo diferencial de
guarta ordem. A solucdo exata, analitica pela integracdo direta da equacao diferencial é
restrita a poucos casos de formas de placas e condigdes de apoios, onde a maioria dos
formatos de placas ndo possui solucdo por integracdo direta, fazendo este processo ser de

pouca finalidade pratica.
4.2.1 Tabelas

Pela dificuldade da solucdo analitica para os problemas de placas, outros métodos
matematicos foram utilizados para obter solu¢cdes exatas, como solucdo por séries simples e
solucdo por séries duplas trigonométricas.

Atualmente ha a disponibilidade de programas computacionais para o célculo de
lajes em projetos de edificios, porém antes disso a maior parte dos casos era resolvida através
do uso de tabelas, tanto para solucGes elasticas quando para elastoplasticas. Diversos autores
incluiram em seus livros tabelas para o calculo de lajes de concreto armado isoladas, contendo
solugdes das equacdes diferenciais para diversas variagcoes de carregamento e condicOes de
apoio, sendo que algumas publicagOes sdo especializadas exclusivamente em tabelas.

Os livros geralmente contém uma colecéo de tabelas para o calculo dos momentos
fletores e flechas méaximas, onde alguns apresentam também tabelas contendo momentos de
torgcéo, esforcos cortantes, reacGes de apoio e forcas concentradas nos cantos. Dentre 0s
autores que publicaram livros especializados em tabelas de placas pode-se citar Richard Bares
(1970) e dentro os que possuem publicacbes que incluem tabelas, pode-se citar S.P
Timoshenko com S. Woimowsky-Krieger (1959) e Rudolph Szilard (1974).
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As tabelas sdo usadas, principalmente, para o célculo de lajes isoladas, com
opcOes de apoio simples, engastados ou livres. No caso do célculo de painéis continuos de
lajes apoiadas em vigas, o célculo pelo uso de tabelas se limita ao calculo de lajes isoladas,
porém estabelecendo critérios para corrigir os esforcos dados pela continuidade. Geralmente
desprezada quando o uso de tabelas, a flexibilidade pode resultar em grande diferenca de
esforgos e de deslocamentos verticais, no caso de apoio em vigas.

Embora as ferramentas computacionais sejam bastante eficientes para solucoes de
painéis de lajes de edificios, atualmente ainda as tabelas sdo frequentemente utilizadas para
solucBes elasticas de placas com carregamentos especiais, para o caso de calculo de tanques,
reservatorios e estacOes de tratamento de agua e efluentes (COELHO, 2000).

4.2.2 Tabelas de Bares

Com base na solucdo em séries trigopnométricas, Bares (1972) desenvolveu tabelas
para o calculo de momentos em lajes. No Anexo | estdo apresentadas as tabelas adaptadas
para o coeficiente de Poisson (v) de 0,2, valor definido pela NBR 6118:2014 para a anélise
linear de estruturas de placas de concreto armado.

Os momentos maximos positivos nas direcdes X e y, por unidade de comprimento,

podem ser obtidos pelas equacdes:

N
Mx = ,ux.plopz) 9)
2
P- Ly
My—,uy.loo (10)

Os momentos maximos negativos nas diregdes x e y, por unidade comprimento,

podem ser obtidos pelas equagdes:

1
Mx~ = ,,t;.pl = (11)
2
__ _Dpl
My Uy - 100 (12)
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Os coeficientes u,,u,, uy € p;, para obtencdo dos momentos maximos séo

obtidos pelas tabelas de Bares em funcdo do caso de vinculacdo da laje e da relacéo entre ly e

Ix (1). Os casos previstos para uso das tabelas de Bares séo mostrados na figura 21.

Figura 21 - Tipos de lajes de acordo com a vinculagéo nas bordas.

Fonte: Bastos (2005).

Para o célculo da flecha elastica ¢ utilizado o coeficiente a, obtido por tabela,

também em funcéo do caso de vinculagéo e de 4, inserido na equacéo:

p. lx4 a (13)

Onde:
e p é o carregamento uniformemente distribuido na placa;
e |x é 0 menor véo da placa;

e E é 0 mbddulo de elasticidade do concreto;
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e héaespessurada placa.
De acordo com a NBR 6118:2014, para a andlise linear de estruturas deve ser
considerado o modulo de elasticidade secante do concreto (Ecs), que pode ser determinado

pela equacdo:

Ees = a;.E (14)

Sendo que:
15
a; =0,8+0,2.§—(’)‘s 1,0 (15)

E, para fe de 20 MPa a 50 MPa:

ECi = ag. 5600 fck (16)

O valor de azé dado de acordo com o tipo de agregado graudo utilizado no
concreto, sendo:
e ap = 1,2 para basalto e diabésio;
e ap = 1,0 para granito e gnaisse;
e ap = 0,9 para calcario;

e ap = 0,7 paraarenito.

4.3 Método dos elementos finitos

O método dos elementos finitos € um procedimento numérico para a analise de
meios continuos, que pode ser utilizado para solucdo de problemas de lajes. Foi difundido e
desenvolvido junto com o0s avangos dos recursos computacionais, que forneceram as
ferramentas necessarias.

No método dos elementos finitos faz-se a subdivisdo da placa em elementos de
dimensao finita conectados por nos, formando uma malha de elementos, impondo-se nos nds

a compatibilidade dos esforgos solicitantes e deslocamentos. Com a discretizagdo, o nimero
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infinito de incognitas a determinar € substituido por conjunto finito de nés com um ndmero
discreto de incognitas.
Com a utilizacdo de um nimero adequado de elementos de superficie da laje, €

possivel obter solugdes para praticamente qualquer geometria (SILVA, 2005).

Figura 22 - Discretizagao de uma laje em elementos finitos através do programa SAP2000.

1+t + 1+

-+
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Ao invés de se determinar uma funcdo admissivel descrevendo todo o campo de
deslocamentos de uma placa, sdo definidos campos de deslocamentos para cada elemento
finito, arbitrados em funcgéo dos deslocamentos nodais.

A solucéo de problemas pelo método dos elementos finitos fornece resultados
aproximados, que podem convergir para a solucdo exata, & medida que a malha é refinada.
Utilizando um maior nimero de elementos de malha ou utilizando elementos que melhor
representam o problema analisado, desde que atendendo certas condi¢Ges de convergéncia do
método, melhores resultados serdo obtidos, que convergem em direcdo aos resultados dados

pela teoria da elasticidade.
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4.4 Dimensionamento de lajes

Buscando maior facilidade e bons resultados em resolucdes de problemas de
placas, varios métodos em analise de lajes tém sido propostos, desenvolvidos e utilizados ao
longo dos anos, inclusive muitos destes desenvolvidos antes da popularizagdo dos

computadores.

4.4.1 Analises limites

A andlise estrutural fundamentada em teorias elasticas apresenta bons resultados
de tensdes e deformacdes para cargas de servico (ELS), entretanto ndo representam a
capacidade de resisténcia Gltima (ELU) das estruturas. Na analise plastica, considera-se que 0
concreto armado trabalha a beira da ruptura, caracterizada pelo escoamento da armadura e
pelo progresso de linhas de plastificacdo através de sua estrutura (DUARTE, 1998). A andlise
através do método da ruptura € uma alternativa para o célculo de lajes, gerando resultados
para capacidade Ultima, que as teorias elasticas ndo conseguem fornecer.

No caso particular das lajes, a analise limite, baseada na teoria classica plastica
para placas, fundamentada por Prager e Hodge (1951), mostra que nem sempre é possivel
encontrar uma solugdo exata, uma vez que o grau de indeterminacgdo estatica das mesmas é
infinito. No lugar da obtencdo do valor exato da carga Ultima, estabelecem-se um limite
superior e um limite inferior, onde a carga Ultima de colapso esta situada entre dois limites,

dependendo da solucéo utilizada.
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Figura 23 - Soluges por limite superior e limite inferior.
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O teorema cinematico, ou teorema do limite superior, estabelece que toda carga
corresponde a um mecanismo de valor igual ou superior ao da carga ultima da estrutura ou do
elemento analisado, onde que mecanismo € definido como toda e qualquer configuracdo de
ruina cinematicamente admissivel. Este teorema possibilita a definicdo de um limite superior
para a carga efetiva de ruina, o que da margens para a obtencdo de resultados contra a
seguranca, pois torna possivel que sejam obtidos valores superestimados de carga Gltima
(DUARTE, 1998). A teoria das Charneiras Plasticas para lajes de concreto armado é um
método de analise limite superior e sera abordado mais especificamente no item 3.3.3.

O teorema estatico, ou teorema do limite inferior, segundo Duarte (1998),
estabelece que “todo carregamento em equilibrio com uma distribuicdo de esforgos
estaticamente admissivel apresenta valor igual ou inferior ao que provoca a ruina”. A
distribuicdo de esfor¢os internos estaticamente admissivel para toda a laje, para uma solugéo
de limite inferior, de acordo com Coelho (2000), é encontrada de forma que:

e As condicdo de equilibrio sdo satisfeitas em todos os pontos da placa;
e O critério de plastificacdo que define a resisténcia do elemento de placa
néo é excedido em nenhum ponto;

e As condigdes de contorno séo cumpridas.
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A carga ultima da placa é obtida através das equagbes de equilibrio e da
distribuicdo de momentos. Deste modo, a carga encontrada é sempre igual ou menor que a
carga de ruina, conduzindo a resultados a favor da seguranca.

Teoricamente, existe um ndmero infinito de solugcbes pelo teorema da analise
limite inferior para uma determinada placa, cada solu¢do baseada em uma distribuicdo de
momento, desde que satisfaca os critérios estabelecidos.

O teorema de analise limite inferior foi chamado por Hillerborg (1956) de “teoria
do equilibrio”, sendo sugerido por ele como um método de projeto para lajes de concreto
armado. De acordo com Hillerborg, se para uma distribuicdo de momentos, que satisfaz as
equacdes de equilibrio e as condicBes de contorno da placa para uma determinada carga, a laje
é capaz de resistir a estes em cada ponto, a carga adotada representa um limite inferior de
capacidade de resisténcia da laje.

E necessaria uma redistribuicdo de momentos para todas as possiveis solugdes de
distribuicdo de momentos, antes da carga Ultima da placa ser atingida, inclusive quando o
dimensionamento ¢é feito pela teoria eldstica, pois a distribuicdo de momentos depende de uma
complexa distribuicdo na rigidez da laje ap6s a fissuracdo do concreto. Assim sendo, as
analises limites apenas podem ser aplicadas em lajes de concreto armado que possuam secGes
com grande ductilidade .

Por isso assume-se que as sessdes das lajes de concreto armado sdo ddcteis o
suficiente, possuindo um longo trecho horizontal no diagrama trilinear da relacdo momento-
curvatura, para que a distribuicdo de momentos escolhida possa ser atingida apds a
redistribuicéo.

A equacdo de equilibrio de um elemento de placa é dada por:

2 2

S gy gt = an

A equacdo 17 pode ser aplicada tanto aos elementos de laje que estdo em regime
elastico, quanto aos que estdo em regime plastico, pois é deduzida apenas a partir de
consideracdes de equilibrio. Existe um grande nimero de solugdes, pois qualquer solucéo que
satisfaca as condi¢Oes de contorno e o critério de plastificacdo é considerada uma solucao
possivel para a configuracdo de momentos, entre as quais a teoria elastica € uma delas.

Para a obtencgdo das solugdes possiveis, deve-se fazer o equilibrio da carga q com

a soma dos termos do lado esquerdo da equagdo 17, sendo o primeiro termo o momento fletor
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na direcdo X, 0 segundo termo 0s momentos de torgéo e o terceiro termo o momento fletor na
direcdo y. A carga da laje pode ser equilibrada por qualquer combinagdo de momentos fletores
e momentos de tor¢do nas duas direcBes, isso ja mostra uma ideia do conceito fisico do

método das faixas, que sera abordado a seguir.

4.4.2 Método das faixas

O metodo das faixas (strip method), também chamado de método de Hillerborg,
foi apresentado por Hillerborg, em 1956, como um método para o dimensionamento de lajes
de concreto armado através da teoria da analise limite.

O objetivo de Hillerborg era apresentar um método de projeto que fosse, ao
mesmo tempo, facil de ser aplicado que sempre gerasse resultados a favor da seguranca. Este
método € utilizado por engenheiros h4 muitos anos e, em muitos casos, de forma intuitiva,
sem o0 conhecimento que estdo utilizando um método de projeto formulado em bases formais
(COELHO, 2000).

Este método, com algumas modificacbes de reforco nas faixas, vem sido
frequentemente utilizado para calcular, de forma aproximada, as lajes com formatos
irregulares, bordos livres, aberturas, entre outras situacdes que ndo sdo apresentadas nas
solucdes classicas ou ndo estdo disponiveis em tabelas (BANDEIRA, 2006).

O teorema da analise limite inferior foi simplificado no método simples das
faixas, eliminando a necessidade de se considerar os momentos de tor¢do no céalculo da
distribuicdo de momentos. Como é considerado que nenhuma parcela de carga é absorvida
pelos momentos de torcdo, o dimensionamento da laje pode ser realizado como se esta fosse
composta por faixas independentes, no geral em duas dire¢des. Torna-se necessario, entéo,
apenas o célculo dos momentos fletores das faixas por critérios de estaticas, a fim de garantir
o0 equilibrio. Posteriormente, foi apresentado por Hillerborg o método avancado das faixas,
incluindo casos especiais de cargas concentradas.

Com este metodo, a laje pode ser calculada como se fosse composta por duas
vigas nas direcdes x e y, onde a carga aplicada € distribuida adequadamente entre as faixas,

utilizando as condigdes de vinculagdo adequadas.
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Figura 24 - Exemplo de sistema de faixas em uma laje.
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Segundo a teoria geral da analise limite inferior, qualquer combinacdo dos
momentos fletores (mx e my) e momentos de torcdo (mxy) que atenda a equacdo 17 para
qualquer ponto da laje e que satisfaca as condi¢des de contorno ao ser aplicada a carga ultima,
¢ uma solucdo valida. Porém, deve-se dimensionar e dispor as armaduras na laje para a
absorcéo destes momentos.

Neste método, Hillerborg escolheu a solucdo onde mxy = 0. Entdo, a carga q sera
equilibrada por apenas dois termos da equacdo 17: os termos de momentos fletores mx e my.
Logo a equacdo pode ser separada em duas equacOes de equilibrio para cada faixa nas
direcdes x e y, com um fator de distribuicdo k, obtendo assim uma parcela kx.q para a direcéo

X e uma parcela ky.q para a direcdo y, da seguinte forma:

0*mx I (18)
oz = kxq
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d’my d*my
= —Kv. = —(1 - kx). 19
3y2 Ky.q ou 3y? (1 —kx).q (19)
Onde:
kx+ky=1 (20)

Logo é possivel encontrar diferentes distribuicGes de momentos, dependendo dos
valores adotados para os coeficientes kx e ky, que podem ser entre 0 e 1,0. Em um caso
extremo, adotando-se o valor kx = 1, todo o carregamento seria absorvido apenas na direcdo
IX.

“Do ponto de vista pratico, as principais exigéncias sdo que a estrutura seja
economicamente adequada e que esta estrutura tenha bom funcionamento sob condicGes de
servico, com respeito a necessidade de se limitar deformacdo e fissuracdo” (PINHEIRO,
2002). A escolha entre as solugdes possiveis se torna, entdo, um problema de otimizacdo de
detalhamento de armadura, que s&o dispostas de acordo com os diagramas de momento,
levando em consideracdo os custos e o estado limite de servico (ELS).

E importante salientar que o método das faixas de Hillerborg é valido para o
calculo no estado limite altimo, ndo levando em conta o comportamento das lajes em servigo.
Os momentos de tor¢do, calculados pelas teorias elasticas, existirdo. Estes momentos em geral
sdo maiores nos cantos de lajes simplesmente apoiadas em vigas rigidas ou paredes. Embora o
método ndo exija que os momentos de tor¢do sejam absorvidos por nenhuma armadura, no
projeto executivo das lajes devera ser incluida, nos cantos em que a laje for simplesmente
apoiada, armadura superior e inferior, que pode ser calculada e detalhada seguindo as
recomendacdes da norma NBR 6118:2014 e complementada com as recomendacgdes de
diversas bibliografias especificas para detalhamento de estruturas de concreto armado, como
Fusco (1995) e Leonhardt (1997) (COELHO; LORIGGIO, 2002). Portanto tornam-se
necessarias as verificagdes no estado limite de servico e, talvez, sejam necessarias
modificagcdes no projeto.

Para demonstrar a utilizagdo do método das faixas de Hillerborg, segue um
exemplo de uma laje quadrada, simplesmente apoiada em todo o contorno, submetida a um

carregamento uniformemente distribuido.
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4421 Exemplo

Uma laje quadrada, de dimensdes de 5,0 m de largura por 5,0 m de comprimento
estd submetida a um carga distribuida g de 12 kN/m2, Para uma distribui¢cdo em que a carga q
seja dividida metade para cada dire¢do, uniformemente distribuida entre as faixas, serdo
adotados os coeficientes kx = 0,5 e ky = 0,5. O resultado dos momentos obtidos para as faixas
na direcdo x, que é o mesmo para a direcdo y, é dado pelo célculo estatico de uma viga
biapoiada de largura unitaria (1,0 m).

Sendo o valor do momento maximo em uma viga biapoiada dado por:

NE
M = "T (21)

O valor méximo dos momentos na dire¢éo x, com kx = 0,5, é dado por:

Mx = 0,5.— (22)

Logo Mx = 18,75 kN.m/m.

Também pode se obter o valor das reacdes nos apoios por estatica, onde:
q.1
Rx =0,5.— (23)
2
Logo Rx =15 kN/m.
4.4.2.2 Processo de Marcus

Neste método as lajes sdo calculadas baseadas na teoria das grelhas para o célculo

de placas, considerando a laje como uma composic¢éo de vigas em duas direcGes. A figura 25

mostra uma exemplificacdo do método, através de uma laje apoiada nos quatro lados,

submetida a uma carga p uniformemente distribuida, com véos Ix e ly.
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Figura 25 - Laje simplesmente apoiada nos quatro lados.
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As parcelas de carga devem obedecer a relagdo:
P =Dpx+Dy (24)

Para 0 caso de uma laje simplesmente apoiada nos quatro cantos, a flecha no
centro da faixa da direcdo x e da direcdo x, considerando as cargas p, € p,, € dada pelas

equacoes:

5 pyly

= (25)
384" EI

fr

B 5 Dy- Ly (26)
fy—384' EI
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Sendo E 0 médulo de elasticidade do material e I 0 momento de inércia da secao
da faixa de largura unitéria. A rigidez deve ser definida de acordo com o item 5.2 deste
trabalho.

Como a flecha no centro da laje possui um Unico valor, a condicdo de

continuidade é determinada por:

fx = fy (27)
Logo:
pe- Lt =p,. L7 (28)
Dy =D — Dx (29)
4
< el )p 30
Px=\|—77"3]
L+ (30)

Assim é permitido o calculo das parcelas de carregamento.
Com a relacdo entre os vdos da laje dada por A, pode-se simplificar a equacédo

transformando uma parcela em um fator k,., sendo:

k, = A 31
"_<1+/14> (31)

Logo o fator k,, sera dado por:

k,=1—k, (32)

E, por fim, as parcelas de carga podem ser escritas da seguinte forma:

Dx = ky.D (33)



Py = ky- p (34)
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No método das faixas a rigidez a tor¢do da laje é desprezada. Porém, em uma laje,

as deflexdes f, de uma faixa x provocam um giro de tor¢do na faixa y, onde a rigidez a torcéo

desta faixa faz com que as flechas sejam reduzidas e também sejam diminuidos os momentos

fletores. No método de Marcus, esse efeito reducdo dos momentos é dado por coeficientes m,

e m,, para 0s momentos positivos, e n, e n,,, para 0s momentos negativos. Estes coeficientes

estdo presentes nas tabelas mostradas no Anexo Il, determinados considerando a relacédo entre

os vaos da laje (1) e o caso de vinculacdo da laje. Os casos previstos para a utilizacdo das

tabelas de Marcus s&o os mesmos mostrados na figura 21.

Os momentos positivos, nas direcdes X e y, portanto, serdo dados pelas equagdes:

17
M, =B (35)
mx
p.L,°
m, =Pl (36)
my

1,2

M~ =P (37)
nx
1,2

M, =P (38)
ny

4.4.3 Teoria das charneiras plasticas

A teoria das charneiras plasticas, ou método das linhas de ruptura, para lajes de

concreto armado, teve sua primeira publicagdo em dinamarqués, por Ingerslev (1921), onde

sua teoria ndo era aplicdvel a muitos casos de lajes, pois ndo levavam em consideracdo 0s

esforcos cortantes ao longo das linhas de plastificacdo. Johansen, em 1931, aprimorou
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significativamente a teoria, deduzindo equacgdes para célculo dos momentos de plastificacéo
em diversos tipos de lajes, formulagdo esta aceita até os dias atuais (DUARTE, 1998).

Segundo Duarte (1998), o grande impulso no desenvolvimento do método soO
ocorreu depois de 1950 e, no Brasil, apenas a partir de 1960. Os trabalhos de Jones e Wood
(1967), na Inglaterra e os de Langendonck de 1970 e 1975, no Brasil, merecem destaque por
sua contribuicdo no aprimoramento da teoria.

Este método consiste de um método de analise limite, mais especificamente um
método de analise limite superior. A carga Ultima da laje é obtida postulando-se um
mecanismo de ruina compativel com as condi¢des de contorno estabelecidas. Os momentos
nas linhas de ruptura sdo os momentos ultimos plésticos, que sdo resistidos pela secdo de
concreto armado. Estabelecendo estas hipoOteses basicas, a carga ultima é determinada
utilizando-se o principio dos trabalhos virtuais ou as equacgdes de equilibrio. A carga Ultima
assim calculada é sempre uma carga igual ou superior a carga correta, sendo por esse motivo
que o método é chamado de limite superior. Se 0 mecanismo de colapso postulado néo for o
correto, o resultado serd uma carga de ruina superior a carga real, sendo, portando, um valor
contra a seguranca. Caso for optado por adotar um coeficiente de seguranca para a carga
ultima, o resultado do mecanismo de colapso incorreto terd um coeficiente de seguranca
menor do que o coeficiente se seguranca minimo adotado.

Apesar de ser bem aceita e difundida no meio técnico, a teoria das charneiras
plasticas ndo costuma ser a primeira opcdo entre as analises de lajes utilizadas, devido
justamente pelo fator de conduzir a resultados com possibilidade de ser contra a seguranca.

Na teoria das charneiras plésticas, 0 mecanismo de colapso é composto por
painéis (charneiras) separados pelas linhas de plastificacdo (ou linhas de ruptura). Ndo séo
analisadas as regides entre as linhas de ruptura para verificar se 0 momento de plastificacdo
ndo é atingido em nenhum ponto, o que s6 pode ocorrer caso um mecanismo de colapso
incorreto for adotado. “As linhas de plastificagdo sdo na verdade zonas de plastificagdo
delineadas por se¢des planas ou cilindricas, normais ao plano médio da laje, nas quais foi
atingido o momento de plastificagdo” (BUENO, 2008). Nas lajes reais de concreto armado, as

charneiras pléasticas correspondem a zonas de intensa fissuragdo da face tracionada.
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Figura 26 - Padrdo de linhas de ruptura de uma laje retangular simplesmente apoiada submetida a uma

carga uniformemente distribuida.

Fonte: Park e Gamble (1980).

Como ndo ha nenhuma garantia de que o mecanismo de colapso adotado é o
correto, que representa a realidade, torna-se necessario realizar a verificacdo de todos 0s
mecanismos de colapso possiveis, a fim de garantir que a capacidade de suporte de carga foi
superestimada.

De acordo com Loriggio (1998), as lajes dimensionadas no dominio 2 e grande
parte das lajes dimensionadas no dominio 3 possuem um patamar de plastificacdo bem
definido. Admite-se que as secOes transversais da laje apresentem comportamento pléstico, a
partir de determinada rotagdo o momento de plastificacdo torna-se o momento resistente,
permanecendo constante. A norma NBR 6118:2014 limita a posi¢do da linha neutra a um
valor de 30% da altura util da secdo da laje quando for utilizado um método plastico de
andlise, o que a garante a ductilidade das se¢des transversais.

A teoria das charneiras plasticas assume um mecanismo de colapso por flexdo,
para a determinacdo da carga de ruina sdo considerados apenas os momentos fletores de
plastificacdo. Assume-se que a laje possui resisténcia suficiente ao cisalhamento para que ndo
ocorra a ruptura por cisalhamento.

A teoria das charneiras plasticas € aplicada a lajes que possuam armadura
uniforme, onde a area da armadura é considerada constante ao longo da laje, porém podendo
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ser diferente cada direcdo ou para a armadura superior e inferior. Apesar de ser possivel
analisar lajes com armadura ndo uniforme por este método, isto ndo foi suficientemente
estudado até hoje por causa das dificuldades que se apresentam (COELHO, 2000).

Para uma laje de concreto armado no estado limite ultimo, a configuracdo de
momentos depende da resisténcia a flexdo das se¢des, assim como do carregamento e das
condigbes de contorno. E necessaria uma redistribuicdo significativa de momentos fletores
para desenvolver um mecanismo de colapso, o que implica que as secOes da laje devem

possuir ductilidade suficiente para que ocorram rotagdes plasticas nas sec¢des criticas.

4.4.3.1 Determinacdo da carga ultima

A primeira etapa para a obtencdo de qualquer solu¢do com charneiras plasticas €
postular o padrdo de linhas de rupturas, utilizando as seguintes regras:

e Para atuar como rétulas plasticas de um mecanismo de colapso formado
por segmentos planos, as linhas de ruptura deverdo ser linhas retas, que
formam eixos de rotacdo para 0 movimento destes segmentos,
funcionando como se fossem dobradicas (charneiras) plasticas;

e Os apoios da laje funcionardo como eixos de rota¢do. Caso um lado seja
engastado, uma linha de ruptura podera se formar neste apoio. Um eixo de
rotacdo passara através de uma coluna de apoio;

e Uma linha de ruptura devera passar pela interseccéo do eixo de rotacéo de
segmentos adjacentes da placa, por compatibilidade de deformacéo;
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Figura 27 - Exemplo de configuragéo de ruina
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Fonte: Gonzales (1997).

Os padrBes normalmente possuem dimensBes conhecidas, que localizam
as linhas de ruptura, podendo existir mais de uma familia de linhas de
ruptura para uma laje em particular;

Deve-se assegurar de que todos os padrdes de linhas de ruptura tenham
sido considerados, pois o0 padrdo correto € aquele que resultara na menor
carga Ultima. Caso ndo for considerado o padrdo critico, a carga Ultima
estara contra a seguranca;

A obtencdo da carga Ultima pode ser feita a partir um padrdo de linhas de
ruptura utilizando o método dos trabalhos virtuais ou as equacdes de
equilibrio.

4.4.3.2 Solugéo pelo principio dos trabalhos virtuais

Para realizar a analise de uma laje através do método dos trabalhos virtuais, é

postulado um padrdo de linhas de ruptura para a laje no estado limite dltimo. Os painéis do

padréo serdo considerados como corpos rigidos. Os paineis da laje estdo em equilibrio sob

acao das forgas externas e dos momentos fletores, de torcéo e esforgos cortantes ao longo das

linhas de ruptura. Em fungdo dos deslocamentos e das dimensdes dos painéis poderdo ser
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obtidos o campo de deslocamentos em todos os pontos da laje e a rotacdo dos painéis em
torno das linhas de ruptura. O carregamento externo e os esforcos internos ao longo das linhas

de ruptura realizam trabalho devido ao deslocamento virtual.

4.4.3.3 Exemplo

Para a demonstracdo da utilizacdo do método dos trabalhos virtuais para o calculo
da carga ultima de uma laje de concreto armado, sera apresentado um exemplo de uma laje
quadrada submetida a uma carga uniformemente distribuida g, considerando que a armadura
da laje é isotrépica, com os momentos de plastificacao indicados por my ao longo das linhas

de ruptura.

Figura 28 - Exemplo de laje quadrada com carregamento uniformemente distribuida

o

E postulado um padréo de linhas de ruptura para laje, de acordo com a figura 3.8,
de forma a coincidirem com as diagonais do quadrado que representa a laje. Supde-se um
deslocamento d no centro da laje e, como o comprimento da diagonal é dado por Ix\2, a

rotacdo ao longo das linhas de ruptura sera igual a:

2V2d
0 =
Ly

(39)

O trabalho total realizado pelos momentos internos, nas linhas de ruptura, é dado

por:
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2v2d
Zmuné)m/le =2 <mu.T.,/21x> —8.m,.d (40)

Serd dado apenas pelos momentos fletores o trabalho realizado pelos esforgos
internos nas linhas de ruptura, pois quando somado para toda a laje, o trabalho realizado pelos
momentos de torcao e pelas forcas cortantes sera igual a zero.

O trabalho externo é expresso por:

gl d d
ZWnA - 4( = .§> = qu b3 (41)

A equacdo equivale ao produto entre carga distribuida Gltima (gy) € o volume do
tetraedro formado pelas charneiras plasticas. Logo a equacdo dos trabalhos virtuais pode ser
escrita da seguinte maneira:

(42)

2

Qu- Ix 3= 8.m,.d

Os termos dos deslocamentos virtuais anulam-se em ambos os lados da equacéo,

logo o valor da carga ultima de ruina, para o padrao de linhas de ruptura postulado é dado por:

24m,,
qu = 2

T (43)

Modificando a equagdo 43 pode-se definir o momento Ultimo de

dimensionamento da laje como:

Ix?
m, = qg - (44)

A configuracdo adotada para este exemplo, porém, ndo € a mais desfavoravel para
o dimensionamento da laje. Devem ser verificadas outras configuracdes onde, neste caso, a

configuracao a ser deveria ser com bifurcagdes das charneiras junto aos cantos.
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A teoria das charneiras plésticas consegue prever a carga Ultima das lajes com
muito boa precisdo, comparando com o0s resultados obtidos através de ensaios de ruptura
(BANKI; COELHO; LORIGGIO, 2013). Também permite um melhor aproveitamento da
capacidade resistente da laje, resultando em maior economia nos dimensionamentos. Porém,
como este método trabalha com carga Ultima da laje, ele ndo leva em consideracdo o estado
limite de servico, onde deverdo ser feita analises a fim de verificar se os valores obtidos estdo
de acordo com o estabelecido pela norma NBR 6118:2014.

Outro problema é que o dimensionamento de lajes pela teoria das charneiras
plasticas estd limitado a situaces relativamente simples, como em lajes retangulares com
carga uniformemente distribuida apoiada em vigas. Para casos mais complexos de geometria e
carregamentos, podem ser causados erros que levardo a obtencdo de resultados contra a

seguranca.

4.4.4 Analogia de grelha

O método da analogia de grelha consiste em representar a laje através de uma
grelha equivalente, composta por barras (vigas) ortogonais entre si, de forma que as rigidezes
longitudinais da laje sejam concentradas nas barras nesta direcdo e as rigidezes transversais
sejam concentradas nas barras de direcdo ortogonal (DUARTE, 1998). As grelhas podem ser
consideradas como um conjunto de vigas individuais, interconectadas por seus nés.

A analogia de grelha pode ser considerada como um refinamento do método das
faixas de Hillerborg, considerando a rigidez a torcdo das barras.

A substituicdo de uma laje por uma série de vigas ortogonais que se cruzam,
provavelmente é o0 mais antigo dos procedimentos e €, de fato, um método de projeto de limite
inferior (PARK; GAMBLE, 1980), portanto possui fundamento formal nos teoremas de
equilibrio da teoria da plasticidade. O processo de substituicdo da laje por uma grelha
equivalente torna possivel reproduzir o comportamento estrutural de lajes com praticamente
qualquer geometria.

Sendo uma solugdo por analise limite, sdo inumeros os resultados possiveis para
uma laje, em funcdo da variacdo dos parametros de rigidez das barras da grelha. Utilizando-se
certos parametros para rigidez e torcdo, € possivel obter resultados muito proximos aos

obtidos pela teoria elastica.



62

Para analisar uma laje através da analogia de grelha, esta deve ser discretizada
com uma série de faixas com largura determinada, onde estas faixas podem ser substituidas
por elementos estruturais de barras situadas nos seus eixos, o que forma uma grelha plana.
Todas as barras e nos da grelha situam-se no mesmo plano, facilitando a andlise e o
processamento do método. E atribuida uma inércia a flexdo e uma inércia a torgdo a cada
barra da grelha.

A respeito dos carregamentos, é considerado que as cargas distribuidas atuantes
na placa se dividem entre as barras da grelha equivalente de acordo com a area de influéncia
de cada uma. As cargas podem ser consideradas uniformemente distribuidas ao longo das
barras da grelha ou concentradas diretamente nos nés (SILVA; FIGUEIREDO FILHO;
CARVALHO, 2003).

Figura 29 - Discretiza¢do de uma laje pelo método da analogia de grelha.
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Fonte: Puel, 2010.
4.4.4.1 Influéncia da rigidez a torcdo

A rigidez a torcdo tem grande influéncia nos resultados dos esforcos e
deslocamentos em uma grelha. Deve-se estudar a influéncia deste pardmetro e determinar qual
valor sera adotado, para a analise de uma laje pela analogia de grelha, em funcdo dos

resultados que se deseja obter. Também é necessario verificar a influéncia de outros
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pardmetros, como o numero de faixas adotado, a rigidez a flexao, etc, de forma a observar o
comportamento do modelo da laje.

Os esforcos cortantes, momentos fletores e momentos de tor¢ao séo proporcionais
as rigidezes correspondentes das barras, que na matriz de um elemento de grelha plana,

correspondem aos pardmetros de rigidez a torcdo G.Jp e de rigidez a flexao Ely.

Figura 30 - Matriz de rigidez de um elemento de grelha plana.
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O parametro de rigidez a tor¢do é definido pelo produto do mddulo de elasticidade
transversal G do material, que pode ser medido ou calculado em funcdo do mdédulo de
elasticidade transversal (Ec) e pelo momento de inércia polar Jp da secdo transversal da barra.

A lei de Hooke generalizada, para materiais isotrépicos homogéneos, possui
somente trés constantes elasticas: E, v e G. A equacdo de conexao ¢é dada por:

E

¢ =2dT0

(45)

Para aplicagdes em concreto armado, a NBR 6118:2014 define o valor do
coeficiente de Poisson (v) sendo 0,2.

Para 0 momento de inércia polar (Jp) o valor adotado é

Jp=2.1 (46)

Sendo | o momento de inércia de area.
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5. ESTADOS LIMITE DE SERVICO

Além de garantir a seguranga da estrutura contra o colapso ou qualquer outra
forma de ruina estrutural que impossibilite 0 uso da estrutura, € necessario garantir que a
estrutura de concreto armado (ou protendido) atenda aos estados limites de servico indicados
na NBR 6118:2014.

De acordo com a norma sdo necessarias verificagdes dos estados limites de
servico dos elementos estruturais que estdo relacionados a aparéncia, durabilidade, conforto

do usuario e boa utilizacdo funcional.

5.1Estado limite de deformacao excessiva

De acordo com as normas de projeto, os deslocamentos devem ser calculados
considerando as combinagfes quase permanentes de carregamento. Deve-se incluir, também,
o efeito da fissuracdo do concreto e da deformacédo diferida no tempo. Para a verificacdo de
estados limites de deformacdes excessivas decorrentes da acdo do vento ou temperatura, sdo
utilizadas as combinac@es de servico frequentes de carregamento.

Para as combinagdes quase permanentes, em cada combinagdo, as acOes
permanentes sdo consideradas com seus valores integrais, enquanto que os valores das agdes
variaveis sdo reduzidos por meio de um coeficiente ,, estabelecido na norma NBR
8681:2003, conforme a tabela 1.
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Tabela 1- Valores dos fatores de combinacéo (y_0) e de redugio (y_1 e y_2) para as a¢des variaveis

Acodes vo | w1 |y

Cargas acidentais de edificios
Locais em que ndo ha predominancia de pesos e de equipamentos que
permanecem fixos por longos periodos de tempo, nem de elevadas 05(04| 03
concentracdes de pessoas.”
Locais em que ha predominancia de pesos de equipamentos que
permanecem fixos por longos periodos de tempo, ou de elevadas 0,706 | 04

concentragdes de pessoas.”)

Bibliotecas, arquivos, depositos, oficinas e garagens. 0807/ 08
Vento
Pressdo dinamica do vento nas estruturas em geral 0,6 | 0,3 0
Temperatura
Variagdes uniformes de temperatura em relacdo a media anual local 06 05| 03

Cargas moveis e seus efeitos dindmicos

Passarelas de pedestres 06 04| 03
Pontes rodoviarias 0,705 0,3
Pontes ferroviarias ndo especializadas 08 (07| 05
Pontes ferrovidrias especializadas 10|110| 0,6
Vigas de rolamentos de pontes rolantes 10/08| 05

U Edificac®es residenciais, de acesso restrito.

%) EdificacBes comerciais, de escritorios e de acesso publico.

®) Para combinacdes excepcionais onde a ac&o principal for sismo, admite-se adotar para y2 o
valor zero.

% Para combinagdes excepcionais onde a a¢do principal for o fogo, o fator de redugio 2 pode

ser reduzido, multiplicando-o por 0,7.

Fonte: Adaptado da tabela 6 da NBR 8681, 2003.

A norma NBR 6118:2014 define valores de deslocamentos limites praticos para a
verificagdo em servico do estado limite de deformagdes excessivas em estruturas,

classificados em quatros grupos basicos:
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Aceitabilidade sensorial: o limite é caracterizado por vibracdes
indesejaveis ou efeito visual desagradavel;

Efeitos especificos: as deformacdes podem impedir a utilizacdo adequada
da construcdo;

Efeitos em elementos ndo estruturais: os deslocamentos de elementos
estruturais podem causar 0 mau funcionamento de elementos que néo
fazem parte da estrutura, porém estao ligados a ela;

Efeitos em elementos estruturais: os deslocamentos podem influenciar o
comportamento do elemento estrutural analisado, provocando afastamento
em relacdo as hipdteses de calculo adotadas. Caso os deslocamentos forem

relevantes para o elemento estrutural considerado, seus efeitos sobre as

tensdes ou sobre a estabilidade da estrutura devem ser considerados.

Tabela 2 - Limites para deslocamento.

Tipo de Razéo da Deslocamento a Deslocamento
_ o Exemplo _ .
Efeito limitacéo Considerar Limite
Deslocamentos
o Visual visiveis em Total 1/250
Aceitabilidad _
) elementos estruturais
e sensorial i i i
Vibracdes sentidas Devido a cargas
Outro ) ) ) 1/350
no piso acidentais
Superficies que
Coberturas e
devem drenar Total 11250 #
) varandas
agua
_ 1/350 + contraflecha
Pavimentos que Total b
Efeitos devem Ginasios e pistas de i
) ) Ocorrido apos a
estruturais permanecer boliche
) construcdo do 1/600
em servico planos

piso

Elementos que
suportam
equipamentos

sensiveis

Laboratérios

Ocorrido ap6s
nivelamento do

equipamento

De acordo com
recomendacéo do
fabricante do

equipamento
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o Apos a 1/500 ‘e
Alvenaria, caixilhos 3
) construcdo da 10mm e
e revestimentos g
parede 6 =0,0017 rad
Divisorias leves e Ocorrido apos a
caixilhos de instalacdo da 1/250 € e 25mm
telescopios divisoria
Provocado pela
Paredes 3
) acao do vento H/1700 e
Movimento lateral L
o para combinacao Hi/850 © entre
de edificios _ ‘
frequente pavimentos
(y1 =0,30)
) Provocado por
] Movimentos .
Efeitos em o o diferenca de 1/400 9 e 15mm
térmicos verticais
elementos temperatura
nao _ Provocado por
] Movimentos .
estruturais o ) ) diferenca de Hi/500
térmicos horizontais
temperatura
_ Ocorrido apos a
Revestimentos N
construcdo do 1/350
Forros colados
forro

Revestimentos

Deslocamento

ocorrido apés a

Pontes rolantes

trilhos

pendurados ou com ) 1/175
) construcao do
juntas
forro
Deslocamento
Desalinhamento de provocado pelas
H/400

acOes decorrentes
da frenagéo

Efeitos em
elementos

estruturais

Afastamento em
relacéo as

hipGteses de

calculo adotadas

Se os deslocamentos forem relevantes para o elemento
considerado, seus efeitos sobre as tensdes ou sobre a estabilidade

da estrutura devem ser considerados, incorporando-as ao modelo

estrutural adotado.

Fonte: Adaptado da tabela 13.3 da NBR 6118, 2014.
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Tabela 2 — Limites para deslocamento - continuagéo.

a As superficies devem ser suficientemente inclinadas ou o deslocamento previsto compensado
por contraflechas, de modo a ndo se ter acimulo de agua.

b Os deslocamentos podem ser parcialmente compensados pela especificacdo de contraflechas.
Entretanto, a atuacdo isolada da contraflecha ndo pode ocasionar um desvio do plano maior que
1/350.

¢ O vao | deve ser tomado na direcdo na qual a parede ou a diviséria se desenvolve.

d Rotacdo nos elementos que suportam paredes.

H é a altura total do edificio e Hio desnivel entre dois pavimentos vizinhos.

f Esse limite aplica-se ao deslocamento lateral entre dois pavimentos consecutivos devido a
atuacdo de acOes horizontais. Ndo devem ser incluidos os deslocamentos devido as
deformacdes axiais nos pilares. O limite também se aplica para o deslocamento vertical das
extremidades de lintéis conectados a duas paredes de contraventamento, quando Hirepresenta o
comprimento do lintel.

g O valor | refere-se a distancia entre o pilar externo e o primeiro pilar interno.

NOTAS:

1 Todos os valores limites de deslocamentos supdem elementos de vdo | suportados em ambas as

extremidades por apoios que ndo se movem. Quando se tratar de balangos, 0 vdo equivalente a ser

considerado deve ser o dobro do comprimento do balanco.

2 Para o caso de elementos de superficie, os limites prescritos consideram que o valor | € o menor

vao, exceto em casos de verificacdo de paredes e divisorias, onde interessa a direcdo na qual a

parede ou divisoria se desenvolve, limitando-se esse valor a duas vezes o vdo menor.

3 O deslocamento total deve ser obtido a partir da combinagéo das a¢Oes caracteristicas ponderadas

pelos coeficientes definidos na Segéo 11.

4 Deslocamentos excessivos podem ser parcialmente compensados por contraflechas.

Fonte: Adaptado da tabela 13.3 da NBR 6118, 2014.

5.2 Férmula de Branson

Branson realizou um estudo experimental em vigas retangulares e “T”,

submetendo-as a carregamentos uniformemente distribuidos e de curta duragdo. Partindo

desse ensaio, em 1963 propds um modelo em que admite uma Unica inércia para todo o

elemento de concreto, representando os trechos fissurados e ndo fissurados, baseado num
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método semiprobabilistico. E tomada a variagio de tensdo ao longo da secdo transversal e ao
longo do comprimento, de maneira simplificada, utilizando expressdes empiricas que
fornecem valores médios de inércia.

Dessa formula o autor procurou simular, de forma aproximada, o efeito da
fissuracdo no concreto, quando submetido a flexdo, na obtencdo das flechas imediatas. O
método simplificado proposto por Branson adota uma férmula de inércia em que ela é
ponderada entre o estadio | e o estadio Il puro (I, e I;;), chamada de momento de inércia

efetivo. A formula de Branson € mostrada na seguinte equacéo:

M,™ M,™
o e I ) “

Onde:

e [,,: Momento de inércia efetivo;

e [.: Momento de inércia da secdo bruta da peca no estadio I;

e [;;: Momento de inércia da peca no estadio Il puro;

e M,: Momento de fissuracdo do concreto;

e M,: Maior momento de servico atuante na estrutura;

e m: indice de valor igual a 4, para situacdes onde a andlise € realizada em
apenas uma secao da peca ou, igual a 3, quando for feita a analise da peca
ao longo de todo 0 seu comprimento.

O American Concrete Institute (ACI Committee 435, 1966) foi a primeira norma
a adotar o método para o célculo simplificado de flecha imediata. A norma brasileira NBR
6118 na versdo de 1978, recomendava utilizar a inércia do estadio | puro para o calculo de
flechas de elementos lineares, o que pode levar a resultados superestimados. Na versao de
2003, a norma passou a adotar a formula de Branson para o célculo de flechas imediatas em
vigas (JUNGES, 2011). Posteriormente, na versdo NBR 6118:2014 foi adotado este método
também para a estimativa de flechas imediatas em lajes de concreto armado.

Para o calculo de deslocamentos imediatos em lajes de concreto armado, a NBR
6118:2014 fornece a equacdo da rigidez equivalente, utilizando a formula de Branson, dada

por:
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(ED)eq = Eqs. {(5—2) A+ l1 - <1\Ij—r3>l .1,,} <E..l, (48)

Sendo que:
e (EI).q: rigidez equivalente da estrutura;
e E_..: modulo de elasticidade secante do concreto;
e O valor adotado para o indice m, mostrado na equag&o 48, é igual a 3.
Segundo a NBR 6118:2014, nos estados limites de servico as estruturas trabalham
parcialmente no estadio | e parcialmente no estadio Il, a separacdo entre essas duas partes é

definida pelo momento de fissuragdo. O momento de fissuracdo M, é dado por:

I
M, = aferlc (49)
Ve

Sendo:
e «a = 1,2 para segoes “T” ou “duplo T”;
e «a = 1,3 para segdes “I” ou “T invertido”;
e «a = 1,5 para secOes retangulares.
Onde:
e «a é o fator que correlaciona aproximadamente a resisténcia a tracdo na
flexdo com a resisténcia a tracdo direta;
e y, éadistancia do centro da gravidade da secdo a fibra mais tracionada;
e . é 0 momento de inércia da se¢do bruta de concreto;
e f. € aresisténcia a tracdo direta do concreto, sendo que para analise no
estado limite de deformacéo excessiva € utilizado o valor médio f; ,,.

O valor do f;, ,,com, para concretos com f, até 50 MPa, € dado por:
fct,m = 0'3'f6‘k2/3 (50)
O momento de inércia da secdo bruta I, € dado pela equacéo:

b.h? (51)
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Para a determinacdo do momento de inércia da peca no estadio Il puro (Ij;), €
necessario primeiramente encontrar a posicao da linha neutra da peca fissurada (x;;), que pode

ser determinada pela seguinte equacédo de segundo grau:

2
X
b% +. ae.A’S. (x” - d,) - ae.AS. (d - x”) == 0 (52)

Para quando ndo houver armadura na area comprimida da secdo da laje (A’s = 0),

a equacdo pode ser escrita da seguinte forma:

X2 N 2.As. a, . _2.A5d.a,
2 b M b

=0 (53)
Onde:
e b ¢ a largura da secdo transversal, onde para lajes é considerada largura
unitéria (1 m);
e x;; éaposicdo da linha neutra da peca no estadio Il puro;
e A, éaéreade armadura inferior da laje;
e A’ éadareade armadura superior da laje;
e d € o centro de gravidade da armadura tracionada;
e d' o centro de gravidade da armadura comprimida;
e . é a relacdo entre 0 mddulo de elasticidade do ago (E) utilizado na

armadura e 0 médulo de elasticidade secante do concreto (E), dado por:

Oe =7 (54)

O momento de inércia da peca fissurada I,; € dado pela equacao:

b.x;3 X1\ 2
hp=——+ b.x;; . (7) + ae. As(d — xp1)? (55)
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5.3 Flecha diferida no tempo

A fluéncia é o fenbmeno em que o corre o0 aumento gradual da deformacéo de um
elemento de concreto, quando submetido a um estado de tensGes constante ao longo do
tempo. As flechas diferidas no tempo séo causadas em decorréncia da fluéncia do concreto. A
taxa de crescimento dos deslocamentos da estrutura pela fluéncia é alta nos periodos
imediatamente superiores a aplicacdo do carregamento, diminuindo ao longo do tempo, até
estabilizar em um valor maximo limite (METHA; MONTEIRO, 2008).

De acordo com a norma NBR 6118:2014, a flecha diferida no tempo pode ser

calculada de maneira aproximada multiplicando a flecha imediata pelo fator a; dado pela

equacéo:
A8
=— 56
Ty 50p’ (56)
Sendo p’ determinado por:
A
"= 57
P =bd ®7)
Onde:
e A’ éaarmadura da area comprimida da secdo, caso exista;
e b éalargura da secdo transversal, considerada unitaria no caso de lajes;
e d € o centro de gravidade da armadura tracionada;
e & e um coeficiente funcdo do tempo.
O coeficiente ¢ pode ser obtido diretamente pela tabela 2 ou ser calculado pela
equacéo:

A8 = §(t) — &(to) (58)

Sendo:
e t 0tempo, em meses, quando se deseja o valor da flecha diferida;
e t, a idade, em meses, referente & data de aplicacdo da carga de longa
duragéo.

Para um tempo t menor que 70 meses, ¢(t) é dado por:
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&(t) = 0,68.(0,996"). 932 (59)

Para um tempo t maior ou igual a 70 meses, ¢(t) é dado por:

§(t) =2 (60)

Tabela 3 - Valores do coeficiente & em funcéiio do tempo.

Tempo(t) [0 |05 1 2 3 4 5 10 20 40 >70
(meses)

Coeficiente |0 | 054 |068 [084 |095|1,04 |1,12 | 1,36 164 189 |2
§(t)

Fonte: Adaptado da tabela 17.1 da NBR 6118, 2014.

No caso serem aplicadas parcelas de carga de longa duracdo em idades diferentes,

pode-se usar a equagao a seguir para determinar um valor ponderado para t,:

to = %;Ol (61)
Onde:
e P, representa as parcelas de carga;
e t,; ¢ aidade de aplicacdo de cada parcela P;, em meses.
O valor da flecha total sera dado, entéo, por:

fe=fi (A +ay) (62)

5.4 Variabilidade das flechas

A norma brasileira permite verificar de forma simplificada os deslocamentos nas
vigas e lajes, porém é importante destacar que a deformacéo real da estrutura depende de uma
série de fatores. Segundo a NBR 6118:2014, tanto o processo construtivo quanto as

propriedades dos materiais no momento de sua efetiva solicitagdo, com destaque no modulo
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de elasticidade e na resisténcia a tracao, influenciardo na deformac&o da estrutura e, por haver
uma grande variabilidade destes pardmetros, hd uma grande variabilidade das flechas reais.
Assim, ndo se pode esperar uma grande precisdo nas previsdes de deslocamentos obtidas
pelos processos citados na norma.

No entanto a variabilidade dos deslocamentos tem influéncia de outros fatores
além dos citados pela norma brasileira, como: o grau de fissuracdo, as variacbes nos
carregamentos reais, nas propriedades de fluéncia e retracdo do concreto, nas dimensdes das
lajes, entre outros efeitos.

Diversos autores apresentaram resultados de estudos numéricos e medidas
experimentais que confirmam a afirmagdo de que as flechas calculadas variam
significativamente em relacdo aos valores medidos nas estruturas reais. Em 1972, o relatério
ACI Commitee 435, publicado por este mesmo comité concluiu existir uma probabilidade de
90% de que os deslocamentos de uma determinada viga estejam dentro do limite de 20%
abaixo ou de 30% acima do valor calculado.

A variabilidade das flechas pode ser medida pelo coeficiente de variagdo (COV),
que é a relacdo entre o desvio padrdo e a média dos deslocamentos. Sharounis (1984) relatou
coeficientes de variacdo de 0,21 para flechas medidas em campo em edificios de multiplos
andares. Jokinen e Scanlon (1984) apresentaram coeficientes de 0,30 para 0 mesmo tipo de
construcgéo.

Um estudo realizado por Coelho (2011) mostrou que a variabilidade dos
deslocamentos de vigas e lajes de concreto armado depende basicamente da razdo entre o
momento fletor na secdo critica (M,) e 0 momento de fissuracdo do elemento estrutural (M,.).
Os valores de COV mais elevados foram observados para flechas que ocorrem quando 0s
valores dos momentos fletores na secao critica estdo mais préximos dos valores do momento
de fissuracao.

Este mesmo estudo ainda apresenta conclusdes sobre a influéncia da taxa da
armadura de flex&o do elemento estrutural e da umidade relativa do ambiente. O COV tende a
aumentar quando é diminuida a taxa da armadura de flexao, o que tem relacdo com o efeito da
razdo entre 0 momento fletor da secdo critica e 0 momento de fissuracdo. Taxas de armadura
maiores sd0 necessarias para absorver momentos fletores de servico mais elevados, e a
probabilidade de formacéo de fissuras aumenta para momentos fletores mais elevados.

O estudo também mostra que a umidade relativa do ar influencia na variabilidade
dos deslocamentos. Quando a umidade diminui, aumentam os deslocamentos, devido aos

efeitos da fluéncia e retragdao do concreto.
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6. METODOLOGIA

O método utilizado neste trabalho foi o estudo de caso. Serdo determinadas as
flechas elasticas, imediatas e diferidas no tempo de diversas lajes. Primeiramente serdo
analisadas lajes de diferentes dimensdes, considerando-as simplesmente apoiadas nos quatro
cantos em apoios indeformaveis. Para este caso serdo utilizados os seguintes métodos:

e Tabelas de Bares;

e Processo de Marcus;

e Meétodo dos elementos finitos;
e Analogia de grelha.

Também serdo apresentados exemplos de lajes apoiadas em vigas de menor
rigidez e ainda um exemplo de laje painel de lajes planas (lajes sem vigas, também conhecido
como laje cogumelo). Para estes exemplos serdo utilizados somente 0 método dos elementos

finitos e analogia de grelha.

6.1 Estado limite ultimo

O dimensionamento para o estado limite Ultimo das lajes apresentadas nos
exemplos mostrados no item 7 foi realizado de acordo com a se¢do 19 da norma NBR
6118:2014. Os momentos atuantes nas lajes foram obtidos através das tabelas de Bares, onde

as tabelas utilizadas sdo apresentadas no Anexo | deste trabalho.

6.2 Meétodo dos elementos finitos

Para a analise dos deslocamentos das lajes através do método dos elementos
finitos foi utilizado o software SAP2000°.

O SAP2000® é um programa de elementos finitos, desenvolvido pela empresa
Computers and Structures, Inc. Utiliza interface grafica 3D orientada a objetos, sendo
preparado para realizar, de forma integrada, a modelagem, analise e dimensionamento de

diversos tipos de estruturas.
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6.3 Analogia de grelha

Para a analise dos deslocamentos nas lajes através de analogia de grelha foi
utilizado o software Eberick® V9.

O Eberick® é um programa para projeto estrutural em concreto armado e concreto
protendido, desenvolvido pela empresa AltoQi, inclui as etapas de langcamento, analise da
estrutura, dimensionamento e detalhamento final dos elementos estruturais, de acordo com a
norma NBR 6118:2014. Possui sistema grafico de entrada de dados e ainda permite a

visualizagdo tridimensional da estrutura modelada.
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7. EXEMPLOS

Para todos os exemplos de estudo de caso, a flecha diferida no tempo sera obtida
considerando o procedimento de célculo simplificado do item 17.3.2.1.2 da norma NBR
6118:2014. O valor de a; calculado a seguir serve para todos os exemplos apresentados.

A data de aplicacdo da carga de longa duracéo (t,) sera adotada como 1 més e a
data para qual se deseja obter a flecha (t) sera adotada como 70 meses. Assim, de acordo com
a tabela 2:

&(ty) = 0,68

§(t) =2
Pela equacéo 58:
A8 =§(t) — &(ty) =2 —0,68 =1,32

Como ndo ha armadura na se¢do comprimida da laje em nenhum dos exemplos

apresentados, o fator a, sera dador por, de acordo com a equagao 57:

_ A A
T 1+50p" 1+0

ay = 1,32

7.1 Laje simplesmente apoiada com A= 1,0

Laje macica, simplesmente apoiada nos quatro lados em apoios indeformaveis,

Com 0s vaos:
e [,=60m
e [,=60m
Logo:

N
Il
RN|‘<~
Il
Il
=
(e}
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Foi escolhida uma altura h = 15cm e um cobrimento inferior ¢ = 3cm. O concreto
utilizado possui f., = 25 MPa e para o agregado graudo foi escolhido granito.

Nesta analise foi considerada a laje como sendo para uma construcdo comercial,
pra uso como escritorio, sendo foi adotada uma carga acidental de 2,0 kN/m2, de acordo com
a norma NBR 6120:1980. Sendo o peso especifico do concreto igual a 25 KN/m?, para a altura
definida, tem-se uma carga de peso proprio da laje igual a 3,75 kKN/m2. Foi considerado
também o carregamento devido a regularizacdo, reboco e revestimento, levando em
consideracdo a espessura de cada item, juntamente com seu peso especifico, resultando numa

carga de 1 KN/m?2

g = 3,75+ 1,0 = 4,75 kN/m?

q = 2,0 kN/m?

A carga total atuante € entdo:

p = 4,75+ 2,0 = 6,75 kN/m>

7.1.1 Estado limite ultimo

Segundo NBR 6118:2014, para combinagdo ultima normal as cargas devem ser
majoradas por um coeficiente de ponderacao y, onde, de acordo com a tabela 11.1 da norma,

para este caso tanto as cargas permanentes quanto as variaveis deverdo ser multiplicadas por

¥r igual a 1,4. Neste caso podem ser calculados os momentos maximos e depois majora-los.
Os momentos maximos positivos, de acordo com as equagdes 9 e 10, com pu, e u, obtidos

através pela tabela 24 no Anexo I, seréo dados por:

2 2 2
oplLt (6,75 kN/m?) x (6,0m)? _
Mx = pu, . 100 — 4,41 x 100 = 10,72 kN.m/m
12 6,75 kN /m?) x (6,0m)>
My = uy.p Z_ =441 ( /m) x (6,0m)” _ 10,72 kN.m/m

100 100
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Majorando Mx e My obtidos pelo coeficiente y = 1,4 tem-se os momentos de

calculo:

Mxg = ys.Mx = 1,4 x 10,72 = 15,01 kN.m

My, =vy;.My = 1,4 x 10,72 = 15,01 kN.m

A posicdo da linha neutra no eixo x, no estadio I, para a determinacao da armadura

inferior As,, € dada por:

de
0,425.f.q.b.d,

x=125.d,.[1- \/1 (63)

O valor da altura efetiva da laje d, é dado subtraindo da altura h o cobrimento c e
metade do diametro da barra da armadura utilizada. Neste caso foi adotado o uso de barras de

8,0mm de diametro. Logo:
d,=h—c— Px (64)

0,8cm

d, =15cm — 3cm — =11,6cm

A resisténcia de calculo do concreto (f.4) é dada por:

fea = % (65)

Para combinacdo ultima normal o valor de y, é igual a 1,4.
Sendo, para o célculo de lajes, b considerado com largura unitaria (1m), o valor da
posicdo da linha neutra sera dada por:
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(1501 kN.cm) ]
x=125% (11,6 cm) x |1 - [1— TN o I
0,425 x (%) x (100 cm) X (11,6 cm)J
x=1,107 cm
X~ 1107
E =1, cm

Pelo valor de x obtido, esta laje, assim como a maioria das lajes, se encontra no
dominio 2 de deformacdo. Por apresentar pequena diferenca de resultado, foi utilizado o
procedimento para calculo de estruturas no dominio 3.

A érea de armadura As,, sera dada por:

A _ de 66
7 fya- (dy — 0,4x) (66)
A resisténcia de calculo do aco (f;,4) € dada por:
f
fya= 2= (67)
Vs

Para combinacéo ultima normal o valor de y;, € igual a 1,15. Logo:

(1501 kN.cm)

Ao =
X (5,0 kN /cm?

115 ) x [(11,6cm) — 0,4 X (1,107 cm)]

Ag = 3,09 cm?/m

A posicdo da linha neutra no eixo y, no estadio I, para a determinacéo da armadura
inferior As,, € determinada de forma semelhante ao obtido pelo eixo X, pela equagéo 61. O
valor da altura efetiva da laje d,,, considerando barra da armadura com diametro de 8,0 mm, €

dado por:
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b by
— X _ Ty 68
0,8cm 0,8cm
d, =116 cm — > T = 10,8 cm

O valor da posi¢do da linha neutra é:

[

|
| 1501 kN. |
x=125x (10,8 cm) x |1 - [1— ( cm) |

2
l 0,425 x (M) x (100 cm) x (10,8 cm)

1,4

x =1,197cm
A area As,, obtida da mesma forma queAs,, pela equacdo 64, é dada por:

(1501 kN.cm)

A
Y (5,0 kN /cm?
1,15

) x [(10,8cm) — 0,4 X (1,197 cm)]

Asy = 3,34 cm?/m

Deve ser verificada também a armadura minima, que pode ser calculada, de

acordo com a norma, atraves da equacao:
Agmin = 0,67. ppin. b. h (69)
Para p,,i, igual a 0,15%:
Agmin = 0,67 X 0,0015 x 100 x 15 = 1,51 cm?/m

Como Agmin € menor do que Ag, e Ag,, ndo sdo alterados os valores das

sy

armaduras.
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Assim, respeitando o espacamento minimo entre barras definido pela norma, as
armaduras da laje ficam definidas em 7 barras de 8,0 mm por metro de laje na dire¢do X, com
14 cm de espagamento (7 ¢8,0 c/14) e 7 barras de 8,0 mm por metro de laje na direcdo y, com
14 cm de espacamento (7 ¢8,0 c/14). Assim, as armaduras efetivas ficam definidas em:

Agye = 3,52 cm?/m
Asye = 3,52 cm?/m

7.1.2 Tabelas de Bares

Para este método, neste trabalho sera apenas verificada a flecha eléstica.
Para a estrutura em servigo, deve-se utilizar a combinagdo de carga quase
permanente para a verificagdo dos deslocamentos. O carregamento atuante na estrutura entéo

sera;

Pserv = 9 + Yy.q (70)

Por esta laje ser de uma edificacdo comercial, o valor de y,, de acordo com a

tabela 1, é de 0,4. Logo:
Psers = 4,75 + 0,4 x 2,0 = 5,55 kN /m?
Os momentos para carregamento em Servico serdo:
M, sery = 8,81 kKN.m
M, sery = 8,81 KN.m
Esta laje é atribuida ao “caso 1” de vinculagdo, de acordo com a figura 21. A

flecha elastica ser& dada pela equacéo 13, onde o valor de «, obtido pela tabela 23 do Anexo |,

sera igual a 4,67.
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Deve ser calculado, também, o modulo de elasticidade secante do concreto (E.),
através da equacao 14. Para isso, primeiro devera ser calculado o «;, pela equacdo 15 e o0 E;,

pela equacao 16. Assim:

25
@ =08+02.55<10

a; = 0,8625
E.; = 1,0 X 5600 x V25 = 28000 MPa
E.; = 0,8625 x 28000 = 24150 MPa
Logo, pela equacdo 13, a flecha elastica € dada por:

(5,55 x 107 kN /cm?) x (600)* 167
B (2415 kN /cm?) x (15)3 100

f=0412cm
A flecha diferida no tempo sera, considerando o valor de a; obtido anteriormente,
igual a:
fa=as. f =132 x0,412 = 0,544 cm
E a flecha total, segundo a equacdo 63:
fo=fi(1+a7)=0412 x (1+1,32) = 0,956 cm

7.1.3 Processo de Marcus

Pelas equagbes 35 e 36 sdo obtidos os momentos maximos nas direcBes x e Y.

Sendo esta laje atribuida ao “caso 1 de vinculacdo, de acordo com a figura 21, séo obtidos os
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coeficientes m, = 27,43 e m,, = 27,43 pela tabela 25 do Anexo II. Logo os momentos obtidos,

para o carregamento p = 6,75 kKN/m?, serdo:

_p.L* _ (675kN/m*) x (6,0m)?

M, " = 2743 = 8,86 kN.m/m
1.2 (6,75 kN/m?) x (6,0 m)?
m, =Pl /) X O™ _ g 86 kN.my/m

my, 27,43

Os momentos para carregamento de servico serdo:
My sery = 7,28 kN.m/m

My sery = 7,28 KN.m/mMm

Como a flecha decorrente do quinh&o de carga do eixo x deve ser a mesma flecha
decorrente do quinhdo de carga do eixo Y, a deformacéo desta laje sera calculada pela equacgéo
25.

Serd utilizado o mesmo carregamento, para combinacdo de carga quase frequente,

calculado no item 7.1.2. A carga pg.r, k, = 0,5, calculado pela equacao 31.

A% 14
fee = <1+/14> - <1+14> =05

Assim, conforme a equacdo 33:

Py = kyPsory = 0,5 X 5,55 = 2,78 kN /m?

Primeiramente foi feito o calculo da rigidez equivalente da estrutura, de acordo

com o item 5.2 deste trabalho, através da equacao 49:

M’ M’
(ED)eq = Ecs. T o+ |1 - M Ayt S Egl .
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Onde o médulo de elasticidade secante do concreto ja foi calculado no item 7.1.2,
sendo:

E,s = 24150 MPa
O momento de fissuracdo M, é calculado pela equacdo 50. Para secdes

retangulares, a € igual a 1,5 e para o valor de f,, € utilizado o f., ,,,, calculado pela equagao
51:

feem = 0,3.f%% = 0,3 x (25)%/3 = 2,565 MPa

O momento de inércia da secdo bruta é calculado considerando largura unitaria da

laje (1,0 m). Pela equagéo 53:

, _bK_100x15°

= 28125 cm*
D 12 cm

O valor de y; é dado pela metade da altura da laje, sendo para este caso 7,5 cm.

Logo o momento de fissuracdo M,. € dado por:

M. = afeel. 1,5 % (0,2565 kN /cm?) X (28124 cm?)
oy (7,5 cm)

= 1442,79 kN.cm = 14,43 kN.m

O momento maximo M, serd 0 momento M, ja calculado.
A posicdo da linha neutra da peca fissurada (x;;) pode ser determinada pela

seguinte equacdo 54, sendo «a, calculado pela equagéo 55:

E; 210000 MPa

==l 8696
%e = T 24150 MPa
X2 N 2 x (3,52 cm?) x 8,696 9 2% (3,52 cm?) x (11,6 cm) x 8,696 0
2 (100 cm) X (100 cm) -
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xg =2,376cm
Pela equacdo 56, 0 momento de inércia da peca fissurada seré:

_ (100cm) x (2,376 cm)®
11 — 12
x (3,52 cm?) x [(11,6 cm) — 2,376 cm]?

2,376 cm\ 2
(—) + 8,696

+ (100cm) % (2,376 cm)

I;; = 3051,4 cm*
Assim, resolvendo a equacdo 49, é obtida a rigidez equivalente da laje:
(ED)eq = 47795 kN.m?
A rigidez da peca ndo fissurada é dada por:
EI = (24150 x 103kN/m?) x (28125 x 10~ m*) = 6792 kN.m?
A rigidez equivalente obtida € maior do que a rigidez da peca nao fissurada, isso
significa que ndo ocorre a fissuragdo na laje. Logo, para o célculo da flecha imediata, sera

utilizada a rigidez da peca no estadio | EI.

A flecha imediata obtida, através da equacéo 25, é:

5 pule 5 (278kN/m?).(6,0m)*
384" EI 384" (6792 kN.m?)

f= = 0,00689 m

f =0,689 cm
A flecha diferida no tempo sera, considerando o valor de a; obtido anteriormente,
igual a:

fa=as.f =132 x0,689 =0,910 cm

E a flecha total, segundo a equagao 62:
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fe=fi-(1+ar) =0689 % (1+132) = 1,60 cm
7.1.4 Método dos elementos finitos

Para a andlise por elementos finitos, a laje foi modelada no software SAP2000. Na
definicdo do material foi utilizado coeficiente de Poisson v = 0,2 e 0 mddulo de elasticidade
secante E_; = 24150 MPa, calculado no item 7.1.2. Nao seré considerada a fissuracéo na laje,
onde serdo obtidas apenas as flechas elasticas.

Primeiramente a laje foi discretizada em 4 elementos finitos de dimensédo 3 x 3m,

como mostra a figura 31.

Figura 31- Laje discretizada em 4 elem 1

Através desta modelagem, foi obtida a seguinte distribuicdo de momentos Mx ao

longo da laje, para uma carga p = 6,75 kKN/m?, conforme a figura 32.
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Figura 32- Distribuicdo de momentos no eixo x (kN.m/m) para laje discretizada em 4 elementos de 3 x 3 m.

O momento Mx maximo obtido foi:
Mx = 13,77 kN.m/m
S0 serdo mostrados, para 0 método dos elementos finitos, os valores do momento
na direcdo principal x, por apresentarem os maiores valores, como é mostrado no item 7.1.1.
Sendo avaliado o estado limite de deslocamento excessivo, a analise das flechas
na laje foi feita considerando a combinacgéo de carga quase frequente, onde:

Dserv =9 +¥2.q =475+ 0,4 X 2,0 = 5,55 kN /m?

O modelo deformado da estrutura pode ser visto na figura 33, em escala

aumentada.



Figura 33 - Forma deformada da laje discretizada em 4 elementos de 3 x 3 m.

Os deslocamentos da laje sdo mostrados na figura 34.

Figura 34- Deslocamentos (cm) na laje discretizada em 4 elementos de 3 x 3 m.

208.

A flecha maxima na estrutura, segundo a andlise, sera:

f =0,3839cm

89
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Realizando uma divisdo do nimero de elementos finitos da laje, discretizando-a
em 16 elementos de dimensdo 1,5 x 1,5 m, tem-se o modelo mostrado na figura 35.

Figura 35 - Laje discretizada em 16 elementos de 1,5 x 1,5 m.

Para uma carga p = 6,75 kKN/mz2, tem-se a seguinte distribuicdo de momentos Mx

ao longo da laje, conforme a figura 36.

Figura 36 - Distribuicdo de momentos no eixo x (KN.m/m) para laje discretizada em 16 elementos de 1,5 x
1.5m.

O momento Mx maximo obtido foi:
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Mx = 11,21 kN.m/m

Considerando a carga de servigo pg.r, determinada anteriormente, o modelo

deformado da estrutura pode ser visto na figura 37, em escala aumentada.

Figura 37 - Forma deformada da laje discretizada em 16 elementos de 3 x 3 m.

'

Os deslocamentos da laje s&o mostrados na figura 38.



92

Figura 38 - Deslocamentos (cm) na laje discretizada em 16 elementos de 1,5 x 1,5 m.

196,

A flecha maxima na estrutura, segundo a analise, sera:

f=04121cm

Realizando uma divisdo dos elementos finitos, discretizando a laje em 64

elementos de dimensdo 75 x 75 cm, tem-se 0 modelo apresentado na figura 39.

Figura 39 - Laje discretizada em 64 elementos de 75 x 75 cm.




93

Para uma carga p = 6,75 kN/m2, tem-se a seguinte distribuicdo de momentos Mx

ao longo da laje, conforme a figura 40.

Figura 40 - Distribui¢do de momentos no eixo x (kN.m/m) para laje discretizada em 64 elementos de 75 x

75 cm.

O momento Mx maximo obtido foi:

Mx = 10,85 kN.m/m

Considerando a carga de servigo pg.r, determinada anteriormente, o modelo

deformado da estrutura pode ser visto na figura 41, em escala aumentada.
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Figura 41 - Forma deformada da laje discretizada em 64 elementos de 75 x 75 cm.

Os deslocamentos da laje sdo mostrados na figura 42.

Figura 42 - Deslocamentos (cm) na laje discretizada em 64 elementos de 75 x 75 cm.

308,

280,

2521
224,

196,
les.
140,

A flecha maxima na estrutura, segundo a analise, sera:

f=04126 cm
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Por fim, realizando uma ultima divisdo dos elementos finitos, discretizando a laje

em 256 elementos de dimenséo 37,5 x 37,5 cm, tem-se 0 modelo apresentado na figura 43.

Figura 43 - Laje discretizada em 256 elementos de 37,5 x 37,5 cm.

Para uma carga p = 6,75 kKN/m2, tem-se a seguinte distribuicdo de momentos Mx

ao longo da laje, conforme a figura 44.

Figura 44 - Distribuicdo de momentos no eixo x (KN.m/m) para laje discretizada em 256 elementos de 37,5
x 37,5 cm.
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O momento Mx maximo obtido foi:

Mx = 10,77 kN.m/m

Considerando a carga de servigo pg.r, determinada anteriormente, o modelo

deformado da estrutura pode ser visto na figura 45, em escala aumentada.

Figura 45 - Forma deformada da laje discretizada em 256 elementos de 37,5 x 37,5 cm.

Os deslocamentos da laje s&o mostrados na figura 46.



Figura 46 - Deslocamentos (cm) na laje discretizada em 256 elementos de 37,5 x 37,5 cm.

A flecha maxima na estrutura, segundo a analise, sera:

f=04128cm

Tabela 4 - Momentos maximos e deslocamentos de uma laje discretizada em diferentes niUmeros de

elementos finitos.

n°de elementos | Mx (kN.m/m) | f (cm)
4 13,77 0,3839

16 11,21 0,4121

64 10,85 0,4126

256 10,77 0,4128

392,
364,
336,
308,
280,
252,
224,
196,
168,
140,
112,

54,

56,

28,

E-3

97

Quanto maior o numero de elementos finitos definido para uma laje, maior sera

sua aproximacgdo com a teoria da elasticidade. Nota-se que 0 momento Mx, tende a se

aproximar do momento obtido utilizando as tabelas de Bares, ao modo que aumenta o0 himero

de elementos finitos da laje.
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O valor da flecha imediata adotado sera, nesse caso, 0 obtido através da laje
discretizada em 256 elementos:

f=0413cm
A flecha diferida no tempo sera, considerando o valor de a,obtido anteriormente,
igual a:
fa=as.f =132 X 0,413 = 0,545 cm
E a flecha total, segundo a equacdo 63:
fo=fi-(1+a) =0413 x (1+1,32) = 0,958 cm

7.1.5 Analogia de grelha

Para anéalise desta laje foi considerando o coeficiente de Poisson » = 0,2. Os
resultados obtidos por analogia de grelha foram as flechas eléstica e imediata. O Eberick
realiza uma andlise ndo linear, através de um processo iterativo, para a determinacdo da flecha
imediata, sendo levada em consideracéo a fissuracdo do concreto.

O momento Mx maximo obtido por analogia de grelha foi:
Mx = 11,66 kN.m/m
Os deslocamentos obtidos sdo mostrados na tabela 4.

Tabela 5 - Deslocamentos (cm) obtidos por analogia de grelha para laje 6 x 6 m.

Flecha elastica 0,52
Flecha imediata 0,61
Flecha diferida 0,81
Flecha total 1,42
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Figura 47 - Flecha elastica para laje 6 x 6 m.
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7.1.6 Comparacdo entre resultados

Tabela 6 - Momentos maximos Mx na laje 6 x 6 m.

Momento maximo
Mx (KN.m/m)
Tabelas de Bares 10,72
Processo de Marcus 8,86
Elementos finitos 10,77
Analogia de grelha 11,66

O momento fletor Mx obtido atraves da solugdo por elementos finitos apresentou
um valor muito préximo ao obtido pelas tabelas de Bares. Como foi mostrado no item 7.1.4,
quanto melhor discretizada, mais os resultados se aproximam da teoria da elasticidade, em
qual as tabelas de Bares tem base.

O método da analogia de grelha foi o que apresentou o maior momento fletor. O
momento obtido através do processo de Marcus apresentou um valor significantemente
menor, quase 20% menor do que o obtido através das tabelas de Bares.



Tabela 7 - Deslocamentos (cm) obtidos na laje 6 x 6 m.
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Tabelas de Processo de Elementos Analogia de
Bares Marcus finitos grelha
Flecha elastica 0,41 0,69 0,41 0,52
Flecha imediata - - - 0,61
Flecha diferida 0,54 0,91 0,54 0,81
Flecha total 0,96 1,60 0,96 1,42

Os resultados obtidos pelo método dos elementos finitos sdo semelhantes aos
encontrados utilizando as tabelas de Bares, isso mostra uma discretizacdo adequada da laje
para a analise.

Pelo fato de o0 momento obtido com as tabelas de Marcus apresentar um valor
significativamente menor, foi considerado ndo haver fissuracdo na laje e, consequentemente,
o valor da flecha imediata foi considerado igual o da flecha eléstica.

O processo de obtengdo por analogia de grelha se da através de um processo
iterativo (analise ndo-linear) onde cada elemento da grelha possui uma rigidez diferente,
podendo ser considerada a fissuracdo em alguns elementos. Isso pode explicar a obtencdo de
uma flecha imediata.

Ainda assim, a maior flecha total foi obtida através do processo de Marcus, pois 0
método considerada a laje como um elemento composto por vigas, enquanto que na analogia
de grelha é levada em consideracéo a rigidez da grelha.

Para o quesito aceitabilidade sensorial visual estabelecido pela NBR 6118:2014,
as flechas totais, segundo a tabela 2 apresentada neste trabalho, devem ser menor que 1/250,
ou seja, para este exemplo a flecha ndo pode exceder o valor de 2,4 centimetros. Verifica-se
gue para todos os métodos utilizados, as flechas totais obtidas sdo inferiores ao valor maximo
definido.

7.2 Laje simplesmente apoiada com 4=1,5

Laje macica, simplesmente apoiada nos quatro lados em apoios indeformaveis,
com 0s V&os:
e [,=60m

e [,=90m
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Esta laje possui as mesmas caracteristicas do exemplo mostrado em 7.1.1, exceto

pelas dimensdes. Logo:

e Alturadalaje h=15cm;

e Cobrimento inferior c =3 cm

o fue=25MPa;

e Agregado graddo: granito;

e Carga permanente g = 4,75 KN/m?;

e Carga variavel q = 2 kN/m?;

e Cargatotal p =6,75 kN/mz2,

7.2.1 Estado limite ultimo

O processo realizado para o dimensionamento é 0 mesmo utilizado no item 7.1.1.

Utilizando os coeficientes u, = 7,86 e u, = 4,25, 0s momentos obtidos para esta laje foram:

(6,75 kN /m?) x (6,0m)?
Mx = 7,86 X 59 = 19,10 kN.m

(6,75 kN /m?2) X (6,0m)?
My = 4,25 x 50 = 10,33 kN.m

Majorando Mx e My obtidos pelo coeficiente y; = 1,4 tem-se os momentos de

calculo:

Mx,; = 26,74 kN.m

My, = 14,46 kN.m

As armaduras obtidas para esta laje foram:
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As = 5,76 cm?*/m
Agy = 3,12 cm?/m
Considerando o uso de barras de diametro de 10,0 mm para a armadura na direcdo
X € barras de diametro de 8,0 mm para a armadura na direcéo Y, serdo utilizadas 8 barras por
metro na direcdo X, com 12 cm de espacamento (8 ¢10,0 ¢/12) e 7 barras por metro na
direcdo y, com 14 cm de espacamento (7 ¢8,0 c/14). As armaduras efetivas, entdo, seréo:
Agye = 6,28 cm?/m
Asye = 3,52 cm?/m

7.2.2 Tabelas de Bares

O processo para a obtencdo da flecha elastica desta laje € 0 mesmo utilizado no
item 7.1.2.
O momento maximo para carregamento em servico sera:
M, = 15,70 kN.m/m

Parad =15, tem-se a« = 8,87. Logo:

_ (5,55 x 107" kN /cm?) x (600)* . 887
= (2415 kN /cm?) x (15)3 100

A flecha obtida sera:

f=0783cm

A flecha diferida no tempo sera:

fa=1,033cm
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E a flecha total:

ft = 1,816 cm

7.2.3 Processo de Marcus

O processo para obtencao da flecha desta laje € o0 mesmo utilizado no item 7.1.3.

Para a geometria desta laje, o coeficiente k, € igual a 0,835, assim a carga p,, Sera:
Py = 0,835 X 5,55 = 4,64 kN /m?
O momento méaximo sera obtido utilizando o coeficiente m, igual a 13,87. Assim,
para a carga p sem reducdo, igual a 6,75 kN/mz2, tem-se 0 momento maximo na direcdo X

obtido por:

o = (6,75 kN /m?) x (6,0 m)?
x 13,87

= 17,52 kN.m/m

O momento maximo para carregamento em Servigo seré:

M, = 14,41 kN.m/m

A rigidez equivalente obtida foi:

(ED)eq = 6819 kN.m?

Comparando com a rigidez da peca néo fissurada

El = 6792 kN.m?
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Verifica-se que (EI)., € maior do que EI, logo ndo ocorre a fissuragdo na laje. A

flecha elastica, utilizando El, é:

f=1151cm

A flecha diferida no tempo sera:

fa =2,394 cm

E a flecha total:

ft = 3,545cm

7.2.4 Método dos elementos finitos

A andlise da deformacdo da laje por elementos finitos foi realizada da mesma
forma que no item 7.1.4.

Na defini¢cdo do material foi utilizado coeficiente de Poisson v = 0,2 e 0 mddulo
de elasticidade secante E.; = 24150 MPa, calculado no item 7.1.2.

A laje foi discretizada em 384 elementos finitos de dimensdo 37,5 x 37,5 cm,

como mostra a figura 48.
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Figura 48 - Laje discretizada em 384 elementos de 37,5 x 37,5 cm.

C

Para uma carga p = 6,75 kN/m?, tem-se a seguinte distribuicdo de momentos Mx

ao longo da laje, conforme a figura 49.
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Figura 49 - Distribuigdo de momentos no eixo x (kN.m/m) para laje discretizada em 384 elementos de 37,5
x 37,5 cm.
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O momento Mx maximo obtido foi:

Mx = 19,08 kN.m/m

Considerando a carga de servigo pg.r, determinada anteriormente, o modelo

deformado da estrutura pode ser visto na figura 50, em escala aumentada.
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Figura 50 - Forma deformada da laje discretizada em 384 elementos de 37,5 x 37,5 cm.

Os deslocamentos da laje sdo mostrados na figura 51.

Figura 51 - Deslocamentos (cm) na laje discretizada em 384 elementos de 37,5 x 37,5 cm.

E-2




A flecha maxima na estrutura, segundo a andlise, sera:

f=0785cm

A flecha diferida no tempo sera:

fa =1,036 cm

E a flecha total:

ft = 1,821 cm

7.2.5 Analogia de grelha

O momento Mx maximo obtido por analogia de grelha foi:

Mx = 21,66 kN.m/m
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Considerando o coeficiente de Poisson » = 0,2, os deslocamentos obtidos por

analogia de grelha, juntamente com as flechas diferida e total calculadas, foram:

Tabela 8 - Deslocamentos (cm) obtidos por analogia de grelha para laje 6 x 9 m.

Flecha elastica 0,98
Flecha imediata 1,19
Flecha diferida 1,57

Flecha total

2,76




Figura 52 - Flecha elastica para laje 6 x 9 m
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7.2.6 Comparacéo entre resultados

Valores

Barra 4221

W 038
W 098

Tabela 9 - Momentos maximos Mx na laje 6 x 9 m.

Momento maximo

Mx (KN.m/m)
Tabelas de Bares 19,10
Processo de Marcus 17,52
Elementos finitos 19,08
Analogia de grelha 21,66

109

O maior momento fletor foi obtido através do método de analogia de grelha. O

menor foi novamente o obtido com o uso das tabelas de Marcus, porém apresentando neste

exemplo uma menor diferenca em relacdo aos métodos baseados na teoria da elasticidade,

comparando com o exemplo anterior.



Tabela 10 - Deslocamentos (cm) obtidos na laje 6 x 9 m.
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Tabelas de Processo de Elementos Analogia de
Bares Marcus finitos grelha
Flecha elastica 0,78 1,15 0,78 0,98
Flecha imediata - - - 1,19
Flecha diferida 1,03 2,39 1,04 1,57
Flecha total 1,82 3,54 1,82 2,76

Neste exemplo, pelo método utilizando o processo de Marcus, ndo foi verificada a
fissuracdo da laje. Por analogia de grelha, foi verificada a fissuragéo da laje, obtendo-se uma
flecha diferida. Ainda assim, o valor da flecha total obtido pelo processo de Marcus foi maior.

Os resultados obtidos com as tabelas de Bares e atraves do metodo dos elementos
finitos continuam semelhantes. E, para os vaos da laje desse exemplo, fica mais evidente a
influéncia da fissuracdo nos deslocamentos das lajes. Onde as flechas totais obtidas por estes
dois métodos sdo significativamente inferiores aos obtidos pelo processo de Marcus e
analogia de grelha.

Em relacdo ao quesito de aceitabilidade sensorial visual estabelecido pela NBR
6118:2014, as flechas totais para este exemplo devem ser menores que 2,4 centimetros. As
flechas totais obtidas através do processo de Marcus e da analogia de grelha, que levam em
conta a fissuracdo da laje, excedem o valor limite. Logo a estrutura falha em relacdo ao estado

limite de deformacao excessiva.

7.3 Laje simplesmente apoiada de com 4 =2,0

Laje macica, simplesmente apoiada nos quatro lados em apoios indeformaveis,
com 0s V&os:
e [,=60m
e [,=120m
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Esta laje possui as mesmas caracteristicas do exemplo mostrado em 7.1.1, exceto

pelas dimensdes. Logo:

e Alturadalaje h=15cm;

e Cobrimento inferior c =3 cm

o fo =25MPa;

e Agregado graudo: granito;

e Carga permanente g = 4,75 kKN/m?;

e Carga variavel g =2 kN/mz;

e Cargatotal p =6,75 kN/mz2,

7.3.1 Estado limite ultimo

O processo realizado para o dimensionamento é 0 mesmo utilizado no item 7.1.1.

Utilizando os coeficientes u, = 10,00 e u,, = 3,64, os momentos obtidos para esta laje foram:

(6,75 kN /m?) x (6,0m)?
Mx = 10,00 X o5 = 24,30 kN.m

(6,75 kN /m?) x (6,0m)?
My = 3,64 X 5 = 8,85 kN.m

Majorando Mx e My obtidos pelo coeficiente y, = 1,4 tem-se os momentos de

calculo:
Mx,; = 34,02 kN.m
My, = 12,38 kN.m
As armaduras obtidas para esta laje foram:
As = 7,61 cm?/m

Asy = 2,69 cm?/m
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Considerando o uso de barras de diametro de 12,5 mm para a armadura na dire¢éo
X e barras de didmetro de 8,0 mm para a armadura na direcéo y, serdo utilizadas 10 barras por
metro na dire¢do X, com 10 cm de espagamento (10 ¢12,5 ¢/10) e 6 barras por metro na
direcdo y, com 16 cm de espacamento (6 ¢8,0 c/16). As armaduras efetivas, entdo, seréo:
Agye = 12,33 cm?/m
Asye = 3,02 cm?/m

7.3.2 Tabelas de Bares

O processo para a obtencdo da flecha elastica desta laje é o mesmo utilizado no
item 7.1.2.
O momento maximo para carregamento em Servigo sera:
M, = 19,98 kN.m/m

Para A = 2,0, tem-se a = 11,68. Logo:

(5,55 x 107 kN /cm?) x (600)* 11,68
B (2415 kN /cm?) x (15)3 100

A flecha obtida sera:

f=1031cm

A flecha diferida no tempo sera:

fa=1361cm

E a flecha total:
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ft = 2,392 cm
7.3.3 Processo de Marcus

O processo para obtencgdo da flecha desta laje € 0 mesmo utilizado no item 7.1.3.

Para a geometria desta laje, o coeficiente k, € igual a 0,941, assim a carga p,, Seré:
Py = 0,941 x 5,55 = 5,22 kN /m?
O momento méaximo sera obtido utilizando o coeficiente m,, igual a 10,57. Assim,

para a carga p sem reducdo, igual a 6,75 kN/mz2, tem-se 0 momento maximo na direcdo x

obtido por:

- (6,75 kN /m?) x (6,0 m)?
x 10,57

= 22,99 kN.m/m

O momento maximo para carregamento em Servico sera:

M, = 18,90 kN.m/m

A rigidez equivalente obtida foi:

(ED)eq = 4089 kN.m?

Comparando com a rigidez da peca néo fissurada

El = 6792 kN.m?

Verifica-se que (EI)., € menor do que EI, logo o ocorre a fissuragdo na laje. A

flecha elastica, utilizando El, é:

f=1298cm



E a flecha imediata sera:

fi = 2,818 cm

A flecha diferida no tempo sera:

fa=3,720 cm

E a flecha total:

f: = 6,538 cm

7.3.4 Método dos elementos finitos
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A andlise da deformacdo da laje por elementos finitos foi realizada da mesma

forma que no item 7.1.4.

Na defini¢cdo do material foi utilizado coeficiente de Poisson v = 0,2 e 0 mddulo

de elasticidade secante E.; = 24150 MPa, calculado no item 7.1.2.

A laje foi discretizada em 384 elementos finitos de dimensdo 37,5 x 37,5 cm,

como mostra a figura 53.
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Figura 53 - Laje discretizada em 512 elementos de 37,5 x 37,5 cm.

Para uma carga p = 6,75 kN/m?, tem-se a seguinte distribuicdo de momentos Mx

ao longo da laje, conforme a figura 54.
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Figura 54 - Distribuigdo de momentos no eixo x (kN.m/m) para laje discretizada em 512 elementos de 37,5
x 37,5 cm.
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O momento Mx maximo obtido foi:

Mx = 24,32 kN.m/m

Considerando a carga de servigo pg.r, determinada anteriormente, o modelo

deformado da estrutura pode ser visto na figura 55, em escala aumentada.



Figura 55 - Forma deformada da laje discretizada em 512 elementos de 37,5 x 37,5 cm.

Os deslocamentos da laje sdo mostrados na figura 56.

Figura 56 - Deslocamentos (cm) na laje discretizada em 512 elementos de 37,5 x 37,5 cm.
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A flecha maxima na estrutura, segundo a analise, sera:

f=1028cm

A flecha diferida no tempo sera:

fa = 1,357 cm

E a flecha total:

f = 2,385cm

7.3.5 Analogia de grelha

O momento Mx maximo obtido por analogia de grelha foi:

Mx = 26,98 kN.m/m

Considerando o coeficiente de Poisson » = 0,2, os deslocamentos obtidos por

analogia de grelha, juntamente com as flechas diferida e total, foram:

Tabela 11 - Deslocamentos (cm) obtidos por analogia de grelha para laje 6 x 12 m.

Flecha elastica 1,32
Flecha imediata 1,74
Flecha diferida 2,30

Flecha total 4.04
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Figura 57 - Flecha eléstica para laje 6 x 12 m
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7.3.6 Comparacao entre resultados

Tabela 12 - Momentos maximos Mx na laje 6 x 12 m.

Momento méximo
Mx (KN.m/m)
Tabelas de Bares 24,30
Processo de Marcus 22,99
Elementos finitos 24,32
Analogia de grelha 26,98

Tabela 13 - Deslocamentos (cm) obtidos na laje 6 x 12 m.

Tabelas de Processo de Elementos Analogia de
Bares Marcus finitos grelha
Flecha elastica 1,03 1,30 1,03 1,32
Flecha imediata - 2,82 - 1,74
Flecha diferida 1,36 3,72 1,36 2,30
Flecha total 2,39 6,54 2,38 4,04
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Em relagdo ao quesito de aceitabilidade sensorial visual estabelecido pela NBR
6118:2014, as flechas totais para este exemplo devem ser menores que 2,4 centimetros. As
flechas totais obtidas através do processo de Marcus e da analogia de grelha, que levam em
conta a fissuracdo da laje, excedem o valor limite. Logo a estrutura falha em relacdo ao estado

limite de deformacdo excessiva.

7.4 Laje apoiada em vigas deforméaveis com 4 =1,0

Laje macica, simplesmente apoiada nos quatro lados em vigas de menor rigidez,

com 0S vaos:
e [,=60m

e 1,=60m

Esta laje possui as mesmas caracteristicas do exemplo mostrado em 7.1.1, exceto

pelas dimensdes. Logo:
e Alturadalaje h=15cm;
e Cobrimento inferior c = 3 cm
o [ =25MPa;
e Agregado graudo: granito;
e Carga permanente g = 4,75 KN/m?;
e Carga variavel q = 2 kN/m?;
e Cargatotal p =6,75 kN/mz2,

7.4.1 Laje apoiada em vigas deformaveis de dimenséo igual a 20 x 30 cm

Para este exemplo é considerada uma laje apoiada sobre vigas de menor rigidez
com dimensdo de 20 cm base (b) e 30 cm de altura (h). A resisténcia caracteristica do

concreto das vigas é a mesma utilizada para a laje, sendo f, = 25 MPa.
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7.4.1.1 Método dos elementos finitos

A andlise da deformacdo da laje por elementos finitos foi realizada da mesma
forma que no item 7.1.4.

Na definicdo do material foi utilizado coeficiente de Poisson v = 0,2 e 0 mddulo
de elasticidade secante E.; = 24150 MPa, calculado no item 7.1.2 .A laje foi discretizada em
256 elementos finitos de dimenséo 37,5 x 37,5 cm.

Considerando a carga de servigo pg.r, determinada anteriormente, o modelo

deformado da estrutura pode ser visto na figura 58, em escala aumentada.

Figura 58 - Forma deformada da laje 6 x 6 m apoiada em vigas deforméveis de 20 x 30cm.

Os deslocamentos da laje sdo mostrados na figura 59.
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Figura 59 - Deslocamentos (cm) na laje de 6 x 6 m apoiada em vigas deformaveis de 20 x 30 cm.
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A flecha maxima na laje, segundo a analise, sera:

f=1574cm

A flecha diferida no tempo sera:

fa=2,078cm

E a flecha total:

ft = 3,652 cm
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7.4.1.2 Analogiade grelha

Considerando o coeficiente de Poisson » = 0,2, os deslocamentos obtidos por
analogia de grelha, juntamente com as flechas diferida e total, foram:

Tabela 14 - Deslocamentos (cm) na laje de 6 x 6 m apoiada em vigas deformaveis de 20 x 30 cm.

Flecha elastica 1,74
Flecha imediata 2,99
Flecha diferida 3,95
Flecha total 6,94

7.4.2 Laje apoiada em vigas deformaveis de dimensdo igual a 20 x 40 cm

Para este exemplo é considerada uma laje apoiada sobre vigas de menor rigidez
com dimensdo de 20 cm base (b) e 40 cm de altura (h). A resisténcia caracteristica do

concreto das vigas é a mesma utilizada para a laje, sendo f,, = 25 MPa.

7.4.2.1 Método dos elementos finitos

A andlise da deformacdo da laje por elementos finitos foi realizada da mesma
forma que no item 7.1.4.

Na definicdo do material foi utilizado coeficiente de Poisson v = 0,2 e 0 mddulo
de elasticidade secante E.; = 24150 MPa, calculado no item 7.1.2 .A laje foi discretizada em
256 elementos finitos de dimenséo 37,5 x 37,5 cm.

Considerando a carga de servigo pg.r, determinada anteriormente, o modelo
deformado da estrutura serd semelhante ao mostrado na figura 58, em escala aumentada. Os

deslocamentos da laje sdo mostrados na figura 60.
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Figura 60 - Deslocamentos (cm) na laje de 6 x 6m apoiada em vigas deformaveis de 20 x 40 cm.
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A flecha maxima na laje, segundo a anélise, sera:

f=1123cm

A flecha diferida no tempo sera:

fa=1482cm

E a flecha total:

fi = 2,605 cm



125

7.4.2.2 Analogiade grelha

Considerando o coeficiente de Poisson » = 0,2, os deslocamentos obtidos por

analogia de grelha, juntamente com as flechas diferida e total, foram:

Tabela 15 - Deslocamentos (cm) na laje de 6 x 6 m apoiada em vigas deformaveis de 20 x 40 cm.

Flecha elastica 1,26
Flecha imediata 2,12
Flecha diferida 2,80
Flecha total 4,92

7.4.3 Laje apoiada em vigas deformaveis de dimensao igual a 20 x 80 cm

Para este exemplo é considerada uma laje apoiada sobre vigas de menor rigidez
com dimensdo de 20 cm base (b) e 80 cm de altura (h). A resisténcia caracteristica do

concreto das vigas é a mesma utilizada para a laje, sendo f,, = 25 MPa.

7.4.3.1 Método dos elementos finitos

A andlise da deformacdo da laje por elementos finitos foi realizada da mesma
forma que no item 7.1.4.

Na definicdo do material foi utilizado coeficiente de Poisson v = 0,2 e 0 mddulo
de elasticidade secante E.; = 24150 MPa, calculado no item 7.1.2 .A laje foi discretizada em
256 elementos finitos de dimenséo 37,5 x 37,5 cm.

Considerando a carga de servigo pg.r, determinada anteriormente, o modelo
deformado da estrutura serd semelhante ao mostrado na figura 7-58, em escala aumentada. Os

deslocamentos da laje sdo mostrados na figura 61.



Figura 61 - Deslocamentos (cm) na laje de 6 x 6m apoiada em vigas deformaveis de 20 x 80 cm.
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A flecha maxima na laje, segundo a analise, sera:

f=0431cm

A flecha diferida no tempo sera:

fa = 0,569 cm

E a flecha total:

ft = 1,000 cm
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7.4.3.2 Analogia de grelha

Considerando o coeficiente de Poisson » = 0,2, os deslocamentos obtidos por

analogia de grelha, juntamente com as flechas diferida e total, foram:

Tabela 16 - Deslocamentos (cm) na laje de 6 x 6 m apoiada em vigas deformaveis de 20 x 80 cm.

Flecha elastica 0,61
Flecha imediata 0,71
Flecha diferida 0,94
Flecha total 1,65

7.4.4 Comparacao entre resultados

Tabela 17 - Deslocamentos (cm) obtidos na laje 6 x 6 m.

Vigas 20 x 30 cm Vigas 20 x 40 cm Vigas 20 x 80 cm

Elementos | Analogia | Elementos| Analogia |Elementos| Analogia

finitos | de grelha | finitos de grelha finitos de grelha

Flecha elastica 1,57 1,74 1,12 1,26 0,43 0,61
Flecha imediata - 2,99 - 2,12 - 0,71
Flecha diferida 2,08 3,95 1,48 2,80 0,57 0,94
Flecha total 3,65 6,94 2,60 4,92 1,00 1,65

Nota-se que, quanto maior a altura das vigas onde a laje € apoiada, menor é a
deformacéo da laje. Isso porque a rigidez das vigas aumenta quando a altura ¢ aumentada,
diminuindo a deformacao delas e, consequentemente, diminuindo a deformacdo da laje.

Em relagdo ao quesito de aceitabilidade sensorial visual estabelecido pela NBR
6118:2014, as flechas totais para este exemplo devem ser menores que 2,4 centimetros.
Apenas o caso da laje apoiada em vigas flexiveis de 80 cm altura satisfaz o critério
estabelecido pela norma, onde as flechas obtidas pelos dois métodos apresentam valores
inferiores ao valor limite, com a observacdo que pelo método dos elementos finitos a

fissuracdo do concreto ndo é levada em considerag&o.
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7.5 Laje apoiada em vigas deforméaveis com A =1,5

Laje macica, simplesmente apoiada nos quatro lados em de menor rigidez, com 0s
Vaos:
e [,=90m

e 1,=60m

ly
= == —=1
A L, 60 &

Esta laje possui as mesmas caracteristicas do exemplo mostrado em 7.1.1, exceto

pelas dimensdes. Logo:

e Alturadalaje h=15cm;

e Cobrimento inferior c =3 cm

o fox=25MPg;

e Agregado graudo: granito;

e Carga permanente g = 4,75 kKN/m?;

e Carga variavel q = 2 kN/m?;

e Cargatotal p = 6,75 kN/mz2,

7.5.1 Laje apoiada em vigas deformaveis de dimensao igual a 20 x 30 cm

Para este exemplo é considerada uma laje apoiada sobre vigas de menor rigidez
com dimensdo de 20 cm base (b) e 30 cm de altura (h). A resisténcia caracteristica do

concreto das vigas € a mesma utilizada para a laje, sendo f,, = 25MPa.

75.1.1 Método dos elementos finitos

A andlise da deformacdo da laje por elementos finitos foi realizada da mesma
forma que no item 7.1.4.
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Na definicdo do material foi utilizado coeficiente de Poisson v = 0,2 e 0 mddulo
de elasticidade secante E.; = 24150 MPa, calculado no item 7.1.2. A laje foi discretizada em
384 elementos finitos de dimenséo 37,5 x 37,5 cm.

Considerando a carga de servigo pg.r, determinada anteriormente, o modelo

deformado da estrutura pode ser visto na figura 62, em escala aumentada.

Figura 62 - Forma deformada da laje 6 x 9 m apoiada em vigas deformaveis de 20 x 30cm.

Os deslocamentos da laje sdo mostrados na figura 63.



Figura 63 - Deslocamentos (cm) na laje de 6 x 9m apoiada em vigas deformaveis de 20 x 30 cm.

A flecha maxima na laje, segundo a andlise, sera:

f=5037cm

A flecha diferida no tempo sera:

fa1 = 6,649m

E a flecha total:

f: = 11,686 cm
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7.5.1.2 Analogia de grelha

Considerando o coeficiente de Poisson » = 0,2, s6 foi possivel a obtencdo da
flecha elastica para a estrutura, foi encontrado erro para a obtengdo da flecha imediata. Isso

porque as dimensdes das vigas ndo satisfazem o estado limite Gltimo para este exemplo.

Tabela 18 - Deslocamentos (cm) na laje de 6 x 9 m apoiada em vigas deformaveis de 20 x 30 cm.

Flecha elastica 5,45

Flecha imediata *
Flecha diferida -

Flecha total -

*Na&o foi possivel calcular a flecha fissurada por Branson.

7.5.2 Laje apoiada em vigas deformaveis de dimensdo igual a 20 x 40 cm

Para este exemplo é considerada uma laje apoiada sobre vigas de menor rigidez
com dimensdo de 20 cm base (b) e 40 cm de altura (h). A resisténcia caracteristica do

concreto das vigas é a mesma utilizada para a laje, sendo f,, = 25 MPa.

7.5.2.1 Método dos elementos finitos

A andlise da deformacdo da laje por elementos finitos foi realizada da mesma
forma que no item 7.1.4.

Na definicdo do material foi utilizado coeficiente de Poisson v = 0,2 e 0 mddulo
de elasticidade secante E.; = 24150 MPa, calculado no item 7.1.2. A laje foi discretizada em
384 elementos finitos de dimenséo 37,5 x 37,5 cm.

Considerando a carga de servigo pg.r, determinada anteriormente, o modelo
deformado da estrutura serd semelhante ao mostrado na figura 62, em escala aumentada. Os

deslocamentos da laje sdo mostrados na figura 64.
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Figura 64 - Deslocamentos (cm) na laje de 6 x 9m apoiada em vigas deformaveis de 20 x 40 cm.

3.36

3.12
2880
264

240

’ 216

192

1.68

1.44
1.20
0.96
0,72
048

0.24

A flecha maxima na laje, segundo a anélise, sera:

f=3532cm

A flecha diferida no tempo sera:

fa =4425cm

E a flecha total:

fi = 8,194 cm
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7.5.2.2 Analogia de grelha

Considerando o coeficiente de Poisson » = 0,2, os deslocamentos obtidos por

analogia de grelha, juntamente com as flechas diferida e total, foram:

Tabela 19 - Deslocamentos (cm) na laje de 6 x 9 m apoiada em vigas deformaveis de 20 x 40 cm.

Flecha elastica 3,88
Flecha imediata 5,97
Flecha diferida 7,88
Flecha total 13,85

7.5.3 Laje apoiada em vigas deformaveis de dimensao igual a 20 x 80 cm

Para este exemplo é considerada uma laje apoiada sobre vigas de menor rigidez
com dimensdo de 20 cm base (b) e 80 cm de altura (h). A resisténcia caracteristica do

concreto das vigas € a mesma utilizada para a laje, sendo f, = 25 MPa.

7.5.3.1 Método dos elementos finitos

A andlise da deformacdo da laje por elementos finitos foi realizada da mesma
forma que no item 7.1.4.

Na defini¢cdo do material foi utilizado coeficiente de Poisson v = 0,2 e 0 mddulo
de elasticidade secante E.; = 24150 MPa, calculado no item 7.1.2. A laje foi discretizada em
384 elementos finitos de dimenséo 37,5 x 37,5 cm.

Considerando a carga de servigo pg.r, determinada anteriormente, o modelo
deformado da estrutura serd semelhante ao mostrado na figura 62, em escala aumentada. Os

deslocamentos da laje sdo mostrados na figura 65.



Figura 65 - Deslocamentos (cm) na laje de 6 x 9m apoiada em vigas deformaveis de 20 x 80 cm.
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A flecha maxima na laje, segundo a analise, sera:

f=1148cm

A flecha diferida no tempo sera:

fa=1515cm

E a flecha total:

ft = 2,663 cm

112
1,04
0,96
0.58
0,80
0.72
0,64
0,56
0.48
0,40

0,24
0,16
0,08

134



135

7.5.3.2 Analogia de grelha

Considerando o coeficiente de Poisson » = 0,2, os deslocamentos obtidos por

analogia de grelha, juntamente com as flechas diferida, foram:

Tabela 20 - Deslocamentos (cm) na laje de 6 x 9 m apoiada em vigas deformaveis de 20 x 80 cm.

Flecha elastica 1,44
Flecha imediata 2,38
Flecha diferida 3,14
Flecha total 5,52

7.5.4 Comparacéo entre resultados

Tabela 21 - Deslocamentos (cm) obtidos na laje 6 x 9 m.

Vigas 20 x 30 cm Vigas 20 x 40 cm Vigas 20 x 80 cm

Elementos | Analogia | Elementos| Analogia |Elementos| Analogia
finitos | de grelha | finitos de grelha finitos de grelha

Flecha elastica 5,04 5,45 3,53 3,88 1,15 1,44
Flecha imediata - * - 5,97 - 2,38
Flecha diferida 6,65 - 4,42 7,88 1,52 3,14
Flecha total 11,67 - 8,19 13,85 2,66 5,52

*Ndo foi possivel calcular a flecha fissurada por Branson.

No caso da laje apoiada nas vigas de altura igual a 30 cm o Eberick n&o calculou a
flecha imediata, pois as vigas destas dimensGes ndo satisfazem o estado limite Gltimo para
este exemplo. Nos casos de vigas 30 cm e 40 cm de altura, as flechas obtidas foram
extremamente elevadas.

Em relagdo ao quesito de aceitabilidade sensorial visual estabelecido pela NBR
6118:2014, as flechas totais para este exemplo devem ser menores que 2,4 centimetros.
Nenhum caso deste exemplo satisfaz a norma, sendo que o valor mais préximo do limite é o
dado pelo método dos elementos finitos, porém para este método ndo é levada em

consideracéo a fissuragéo do concreto.
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7.6 Painel de lajes planas

Foi feita a analise de um painel de lajes planas, ou laje cogumelo, composto por 9

lajes de 6 x 6 m apoiadas em suas extremidades, esquematizado pelo modelo mostrado nas

figuras 66 e 67.

Figura 66 - Modelo de painel de lajes planas.

Figura 67 - Lajes que compdem o painel

'8
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Para este exemplo sdo consideradas as seguintes informacoes:

Altura da laje h =16 cm;

ferx =25 MPg;

Carga permanente g = 5,0 kN/mz;
Carga variavel g = 2 kN/mz;
Carga total p = 7,0 KN/m2,
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A espessura adotada da laje € a espessura minima, segundo a norma NBR:6118,

para lajes sem vigas.

Neste exemplo s serdo analisadas as flechas elasticas, para fins comparativos.

7.6.1 Método dos elementos finitos

Na defini¢cdo do material foi utilizado coeficiente de Poisson v = 0,2 e 0 mddulo

de elasticidade secante E.; = 24150 MPa, calculado no item 7.1.2. A laje foi discretizada em

324 elementos finitos de dimensdo 1,0 x 1,0 m.

Considerando a carga de servico ps.,, igual a 5,8 KN/m2, 0 modelo deformado da

estrutura pode ser visto na figura 68, em escala aumentada.
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Figura 68 - Forma deformada do painel de lajes planas (elementos finitos).

Os deslocamentos da laje s&o mostrados na figura 7-39.

Figura 69 - Deslocamentos (cm) no painel de lajes planas.
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De acordo com a andlise, as maiores flechas estdo localizadas no centro das lajes

L1, L3, L7 e L9, possuindo o valor:

1,224 cm

f=

7.6.2 Analogia de grelha

Figura 70 - Forma deformada do painel de lajes planas (analogia de grelha).
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Considerando o coeficiente de Poisson v = 0,2, a forma deformada do painel de

lajes é semelhante & obtida por elementos finitos através do SAP2000. A flecha elastica

btida foi:

7

maxima o

1,14 cm

f=



7.6.3 Comparagcéo entre resultados

Tabela 22 - Deslocamentos (cm) obtidos no painel de lajes planas.

Flecha elastica

méaxima (cm)
Elementos finitos 1,22
Analogia de grelha 1,14
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Os dois métodos forneceram resultados proximos, sendo as maiores deformacdes

encontradas no centro das lajes L1, L3, L7 e L9.
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8. CONCLUSOES

Ao longo dos anos foram desenvolvidos varios métodos para projeto de estruturas,
porém alguns destes métodos sé se aplicam aos estados limites dltimos, ndo levando em conta
o0s estados limites de servico. Tomando como exemplo os métodos andlise limite superior,
estes sempre geram resultados a favor da seguranca, variando apenas o fator da economia,
mas isso apenas para o estado limite ultimo.

Neste trabalho foram feitos alguns estudos de caso de lajes que se encontram
dimensionadas adequadamente para o estado limite Gltimo, mas ndo satisfazem a norma NBR
6118:2014 no que se refere ao estado limite de deformacBes excessivas, onde alguns
resultados mostram flechas muito maiores do que a flecha limite calculada. As flechas
diferidas no tempo podem representar uma grande parcela da deformacéo total das lajes e
devem ser verificadas. Em alguns casos, uma alternativa ao redimensionamento da laje é o
uso de contra-flecha, que é o deslocamento vertical intencional da laje, através de
escoramentos, no sentido contrario da flecha.

Foram observadas algumas diferencas entre os resultados obtidos entre os
métodos utilizados. Os métodos das tabelas de Bares e dos elementos finitos fornecem
resultados semelhantes, pois 0s dois se baseiam na teoria da elasticidade, sendo que gquanto
melhor discretizada a laje para a andlise por elementos finitos, mais proximos da teoria da
elasticidade serdo os resultados gerados. Porém, para a determinacdo dos deslocamentos nas
lajes, estes dois métodos fornecem apenas a flecha elastica, ndo levando em consideracéo a
fissuracdo da laje.

A fissuracdo da laje tem influéncia nos deslocamentos que ocorrerdo na estrutura.
Os métodos baseados na teoria da elasticidade por si ndo preveem este fendbmeno, se o
projetista determina apenas a flecha elastica de uma laje, este pode estar subestimando a
deformacdo real. Os métodos em que foram previstos a fissuragdo foram o processo de
Marcus e a analogia de grelha.

O processo de Marcus vem sendo criticado por subestimar os esforgos atuantes na
estrutura. No exemplo do item 7.2, 0 momento Mx obtido pelas tabelas de Marcus apresentou
um valor significativamente inferior comparado aos outros métodos. Um estudo realizado por
Silva e Horowitz (2008) mostra que o método de Marcus pode gerar momentos subestimados

em até 20% do seu valor.
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Os deslocamentos obtidos por analogia de grelha foram menores dos que obtidos
pelo método de Marcus. O metodo de Marcus se baseia no método das faixas, onde a laje é
considerada como um conjunto de vigas ortogonais, levando apenas em consideracdo a
flexdo, 0 que gera resultados de flechas muito elevados. O método da analogia de grelhas ja
leva em consideragéo a rigidez da malha.

Um fator muito importante que ndo deve ser desconsiderado, é que no caso das
estruturas reais todos os elementos estruturais sofrerdo deformacdes, nao se restringindo as
lajes. Os exemplos apresentados nos itens 7.5 e 7.6 mostram a diferenca entre as flechas
obtidas considerando lajes apoiadas em apoios indeforméaveis e lajes apoiadas em vigas de
menor rigidez de diferentes dimensdes.

E importante destacar que ndo se deve tomar como representacio da realidade os
valores dos deslocamentos obtidos, pois as flechas reais podem variar, dependendo de varios
fatores. No entanto a verificacdo da deformacdo das lajes ainda é de grande importancia, para

se ter uma previsdo dos deslocamentos possiveis na estrutura.
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Tabela 23 - Coeficiente a para calculo de flechas elasticas em lajes retangulares submetidas a

carregamentos uniformemente distribuidos.

A Casol | Caso2 | Caso3 | Caso4 | Caso5 | Caso6 | Caso7 | Caso 8 | Caso 9
1,00 4,67 3,20 3,20 2,42 2,21 2,21 1,81 1,81 1,46
1,05 5,17 3,61 3,42 2,67 2,55 2,31 2,04 1,92 1,60
1,10 5,64 4,04 3,63 2,91 2,92 2,41 2,27 2,04 1,74
1,15 6,09 4,47 3,82 3,12 3,29 2,48 2,49 2,14 1,87
1,20 6,52 491 4,02 3,34 3,67 2,56 2,72 2,24 1,98
1,25 6,95 5,34 4,18 3,55 4,07 2,63 2,95 2,33 2,10
1,30 7,36 5,77 4,35 3,73 4,48 2,69 3,16 2,42 2,20
1,35 7,76 6,21 4,50 3,92 4,92 2,72 3,36 2,48 2,30
1,40 8,14 6,62 4,65 4,08 5,31 2,75 3,56 2,56 2,37
1,45 8,51 7,02 4,78 4,23 5,73 2,80 3,73 2,62 2,45
1,50 8,87 7,41 4,92 4,38 6,14 2,84 3,91 2,68 2,51
1,55 9,22 7,81 5,00 4,53 6,54 2,86 4,07 2,53 2,57
1,60 9,54 8,17 5,09 4,65 6,93 8,87 4,22 2,87 2,63
1,65 9,86 8,52 5,13 4,77 7,33 2,87 4,37 2,78 2,68
1,70 10,15 8,87 5,17 4,88 7,70 2,88 4,51 2,79 2,72
1,75 10,43 9,19 5,26 4,97 8,06 2,88 4,63 2,81 2,76
1,80 10,71 | 9,52 5,36 5,07 8,43 2,89 4,75 2,83 2,80
1,85 10,96 | 9,82 543 5,16 8,77 2,89 4,87 2,85 2,83
1,90 11,21 | 10,11 5,50 5,23 9,08 2,90 4,98 2,87 2,85
1,95 11,44 | 10,39 5,58 531 941 2,90 5,08 2,89 2,88
2,00 11,68 | 10,68 | 5,66 5,39 9,72 2,91 5,19 2,91 2,91

0 15,35 | 15,35 6,38 6,38 15,35 3,07 6,38 3,07 3,07

Fonte: Carvalho e Figueiredo Filho, 2007.
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Tabela 24 - Coeficientes para o calculo dos momentos maximos em lajes retangulares uniformemente

carregadas (Casos 1, 2 e 3).

A Caso 1 Caso 2 Caso 3
1,00 | 441 | 441 | 3,07 | 3,66 8,40 394 | 852 | 291
105 | 480 | 445 | 3,42 | 3,78 8,19 419 | 851 | 2,84
1,10 | 5,18 | 4,49 | 3,77 | 3,90 9,18 443 | 9,30 | 2,76
1,15 | 556 | 4,49 | 414 | 3,97 9,53 464 | 9,63 | 2,68
1,20 | 590 | 448 | 451 | 4,05 9,88 485 | 995 | 2,59
125 | 6,27 | 4,45 | 488 | 4,10 10,16 5,03 | 10,22 | 2,51
1,30 | 6,60 | 442 | 525 | 4,15 10,41 520 | 10,48 | 2,42
1,35 | 6,93 | 437 | 560 | 4,18 10,64 536 | 10,71 | 2,34
1,40 | 7,25 | 433 | 595 | 4,21 10,86 5,51 | 40,92 | 2,25
145 | 7,55 4,30 6,27 | 4,19 11,05 564 | 11,10 | 2,19
150 | 7,86 | 425 | 6,60 | 4,18 11,23 577 | 11,27 | 2,12
1,55 | 8,12 420 6,90 | 4,17 11,39 5,87 | 11,42 | 2,04
160 | 834 | 3,14 | 7,21 | 4,14 11,55 598 | 11,55 | 1,95
1,65 | 8,62 4,07 742 | 4,12 11,67 6,07 | 11,97 | 1,87
1,70 | 886 | 400 | 7,62 | 4,09 11,79 6,16 | 11,80 | 1,79
1,75 | 9,06 | 39 | 7,66 | 4,05 11,88 6,24 | 11,92 | 1,74
1,80 | 297 | 391 | 7,69 | 3,99 | 1196 | 6,31 | 12,04 | 1,38
185 | 945 | 3,83 | 822 | 3,97 12,03 6,38 | 12,14 | 1,34
190 | 9,63 | 3,75 | 8,74 | 3,94 12,14 6,43 | 12,24 | 1,59
1,95 | 9,77 3,71 | 897 | 3,88 12,17 6,47 | 12,29 | 1,54
2,00 | 10,00 | 3,64 | 9,18 | 3,80 12,20 6,51 | 12,34 | 1,48

o0 12,57 | 3,77 | 9,18 | 3,80 12,20 7,61 | 12,76 | 1,48

Fonte: Carvalho e Figueiredo Filho, 2007.
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A My ny A My ny A My ny

1,00 27,4 27,4 1,35 16,1 29,3 1,69 12,1 34,8
1,01 27,0 27,4 1,36 16,0 29,5 1,70 12,0 35,0
1,02 26,5 27,4 1,37 15,8 29,6 1,71 12,0 35,2
1,03 26,0 27,4 1,38 15,6 29,7 1,72 11,8 35,5
1,04 25,6 27,5 1,39 15,4 29,8 1,73 11,8 35,7
1,05 25,1 27,5 141 15,1 30,0 1,74 11,7 35,9
1,06 24,6 27,5 1,42 14,9 30,2 1,75 11,7 36,2
1,07 24,2 27,5 1,43 17,8 30,3 1,76 11,6 36,4
1,08 23,7 27,5 1,44 14,7 30,5 1,77 11,5 36,7
1,09 23,2 27,6 1,45 14,5 30,6 1,78 11,5 36,9
1,10 22,8 27,6 1,46 14,4 30,7 1,79 11,4 37,1
1,11 22,4 27,6 1,47 14,3 30,9 1,80 114 37,4
1,12 22,1 27,7 1,48 14,1 31,0 1,81 114 37,6
1,13 21,8 27,7 1,49 14,0 31,2 1,82 11,3 37,8
1,14 21,4 27,8 1,50 13,9 31,3 1,83 11,3 38,1
1,15 21,1 27,8 1,40 15,2 29,9 1,84 11,2 38,3
1,16 20,8 27,8 1,50 13,9 31,3 1,85 11,2 38,5
1,17 20,4 27,9 151 13,8 31,4 1,86 11,1 38,8
1,18 20,1 27,9 1,52 13,7 31,6 1,87 11,1 39,0
1,19 19,8 27,9 1,53 13,6 31,8 1,88 11,0 39,2
1,20 19,4 28,0 1,54 13,5 31,9 1,89 11,0 39,5
1,21 19,2 28,1 1,55 13,4 32,1 1,90 11,0 39,7
1,22 19,0 28,2 1,56 13,3 32,3 191 10,9 40,0
1,23 18,7 28,3 1,57 13,2 32,4 1,92 10,9 40,2
1,24 18,5 28,4 1,58 13,1 32,6 1,93 10,8 40,5
1,25 18,2 28,4 1,59 13,0 32,8 1,94 10,8 40,8
1,26 18,0 28,5 1,60 12,9 33,0 1,95 10,8 41,0
1,27 17,7 28,6 1,61 12,8 33,2 1,96 10,7 41,3
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1,28 17,5 28,7 1,62 12,7 33,4 1,97 10,7 41,6
1,29 17,2 28,8 1,63 12,6 33,6 1,98 10,6 41,8
1,30 17,0 28,8 1,64 12,5 33,8 1,99 10,6 42,1
1,31 16,8 28,9 1,65 12,4 34,0 2,00 10,6 42,3
1,32 16,7 29,0 1,66 12,4 34,2
1,33 16,5 29,1 1,67 12,3 34,4
1,34 16,3 29,2 1,68 12,2 34,6

Fonte: Adaptado de Rodrigues, 2011.



