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Trataremos sômente da formaçâo dos quadrados e cubes dos
numéros, e da extracçâo das raizes dos grâos correspondantes.

F o r i n a ç s l o d o s q i i a d r n d o s d o s n u m é r o s

194. Qnadrado de um numéro é o producto de dons factores
iguaes a esse numéro.

D'estadeiiniçâo segue-se, que o quadrado de um numéro qual-
quer, inteiro ou fraccionario, se obtem multlplicando esse numéro por
s i m e s m o .

0 couliecimeuto da taboada de multiplicaçào é sufficiente para,
sem effectuai' calculo algmn, conbecermos os quadrados dos nove pn-
ineiros numéros iuteiros. Esses quadrados sâo : ^

1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81.

• Os quadrados dos numéros formados j)eZ« unidade seguida de zeros
se ohiêm dohrando o numéro de zeros que acompanliayeni a unidade. AS'
sim, os quadrados dos numéros 10, 100, 1000, 1,0000, etc., sâo 100,
10000, 1000000, 100000000, etc.

195. Se um numéro inieiro for eomx^oslo de dezenas e unidades, o
seu quadrado consia de ires parles, a saocr : quadrado das dczenas, dobro
do producto das dezenas pelas unidades e quadrado das unidadcs.

Representando por a as dezenas de um numéro e por h as unida
des, a+b sera o numéro, e o seu quadrado se obtem multiplicando
a+b por a+b

a + b
a + b , ,

a '^+ab+
+ab+b*'^

a2+2ab+b3

0 resultado demonstra a proposiçâo.
196. 0 quadrado de um producto de dous ou mais factores se oMeui

elevando cada um dos factores ao quadrado.
Corn effeito:
(5XGX'7)2=5X6X7X5X6X'Î=5X5X6X«X'7X'7=52XG2X73
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inieiYO qualqncr segiudo
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tic zeros, hasla elevar o numo o ̂ it̂ jnero de zeros,
crever à direita do resultado ̂  ̂  ̂ qqO, segue-se que

Assim, senflo 347000-34 J =j,„„o„oooooo
lQB.Oiaa<h-adodo0m"''̂

b r a u d o o e x i i o e n l c . , . . , n d e t i m o t U r o , é
Corn effeito, (a'")"— inteiro q que o oxpocn-
199. Fa,aine ."t j,,:tores

«ecMs-o-io 3«e a,nhos to,daim os ̂  ̂ ,̂,oo,Uo do
icdecadafaciornop>dmetios ̂
' ^ c g u n d o . ^ ^ f a c t o r e s

Supponliamos a=V ̂  ̂ „„i,ostos da igaaldad.1
Os numéros a e ;j,j,nio ainljos te,.iamosura numeio

pqrque se assim nâo fosse,̂^̂  ̂'esses num _
por um factor primo, som j(,„a,rio, o q" i,„o3, por os
inteiro,igual a um numéro ftaco

pv. ' , , . • X.-seus expoentes em ej X P ^
X X f i n t e i r o s c o u s e -

e portanto: x = 2x jy ̂ os q̂ ''<̂ drddos de ̂  ̂ unidade.
2 0 0 . f +

cithvos ê igitalao dohio numef®®' ^a + aa+l"^"SeL 0+1 t a+ 2a + 1 e «-, e a ̂ ttoustra conl.ecer se «m numéro
2a + 1 , resultado 1»® , âprimeu» ĵ igumas.vezes se uao e

201. Nâo sendo eutretanto saPei
inteiro é quadrado, P° ̂ ĝuintes caractei ̂
q n a a r a d o , p o r m e i o i j „ , s i r o l p m e l e v a n d o

r 0 f o r m u l a n u m é r o s p a r e s q u e s a o
Porque sendo formula g® ̂  segUe-se que os nu-2a ao qnadrado ̂ ^es sPo „'âo serâo quadrados.

, quadrados, e ̂ f̂l̂ erem a «ata c „«<, Soia:a,- un
uibros pares que naô

2-; o aamm'O i"y'^ ,
reaio divisivcl por 4 à ' I l
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Porque sendo 2h -f-1 a formula geral dos numéros impares, ele-
vando 2n + 1 ao quadrado, acha-se 4 -f 4 « -j- formula geral dos
numéros impares que sâo quadrados, e como todos elles sendo dimi-
nuidos de uma unidade deixaui um reste, 4 n- 4 n, divisivel por 4, se-
gue-se que o numéro impar que nâo satisfizer a esta condiçâo nâo é qua
d r a d o .

3. 0 numéro inteiro que tenninar jJor alffiuii dos alf/arininos 2, 3,
T G 8 lido c quadrado.

Porque, seja quai fôr o numéro que se considéré, elle deve termi-
nar por um dos dez algarismos 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8,9, e o seu qua
drado deve termiiiar por 0, 1, 4, 5, 6 ou 9, e nunca por 2, 3, 7 ou B.

4? 0 numéro que terminar por numéro impar de zeros ndo g qua-
drado.

Porque o numéro termînando por zeros sô pôde ser (luadrado de
oiitio terminando tambem por zeros ; mas jâ vimos que um numéro ter-
minando por zeros o seu quadrado deveria terminar pelo dobro do nu
méro de zeros.

5? 0 numéro que terminar pelo algarismo 5, ndo é quadrado, sg o
algarismo dos dezenas fôr différente de 2.

Porque, seja quai fôr o numéro terminado pelo algarismo 5, elle
sô pôde ser quadrado de um outro numéro terminado tambem por 5.
Considerando, pois, um numéro qualquer terminado por 5, e chamando ci
as dezenas d'esse numéro, elle é representado por a -}- 5.

Elevando ao quadrado esse numéro, temos :

(a + 5)2rzra2+10a + 25
As duas primeiras partes terminando poi- dons zeros, a somma

das très partes nâo pôde deixarde terminai' por 25,
6? 0 numéro Inieiro divisivel por um numéro})rimo nâo e quadrado

se nâo fôr divisivel pelo quadrado dresse numéro primo.
Porque, se o numéro primo n dividir o quadrado de um numéro,

deve tambem dividir esse numéro, e sendo esse numéro divisivel pelo
factor primo o seu quadrado nâo pôde deixar de ter em sua comp»-
siqâo 0 quadrado d'esse mesmo numéro primo. (199)

202. O quadrado de uma fracqâo ordiuaria se obtem, segundo a
definiqâo, multipUcando essa fracçâo.por si mesma, e como o prodiicto
de uma frac(;âo por outra se aclia multiplicando os numeradores e os

R a i z e s q p a d r a P a s 1 6 3

denominadores, e dividiudo o primeiro prodiicto pelo segundo, segue-se
que : o quadrado de uma fracçào ordiuaria se obtem elevando o numerador
ao quadrado e tambem o denominador, dividindo depots o primeiro resul-
tado pelo segundo.

Se os tei'inos de^unia fracçâo ordiuaria forem numéros prinios en
tre si, os sens quadrados serâo tambem numéros primos entre si, e d'alii
segue-se que : o quadrado de uma fracçâo irrcduvtivel ô tambem umd fra
cçâo i r reduct ive l .

203. O prodiicto de um numéro decimal por outro, deveiido ter
lia imrte IVacciouaria tantos algarismos quaiitos tiverem as partes fra-
cciouarias dos dous factores, segiie-se que : o quadrado de um mimera de'-
chnal iem sempre na parte fraccionaria o dobro do numéro de algarismos
que ilver nessa parie o numéro dado.

*

Kuizcs qusiclradas dos uuiucros

204. Ixuiz qiiadradadc am numéro é o numéro que clcvado ao qua
drado 2>roduz o numéro dado.

No estudo das raizes quadradas dos numéros, consideraremos
tRias partes : Na primeira trataremos das raizes quadradas dos nu-
ineros inteiros ; e na seguuda, das raizes quadiadas dos iiumeiqs fra-
ccionarios.

Kaizcs qnadradas <los uumeros iutciros

205. 0 conliecimeiito da taboada de multiplicaçâo é sufficiente
para conhecermos as raizes quadradas dos numéros inteiros, que, sendo
Hiadrados, tiverem um ou dous algarismos. Esses numéros sâo :

1, i, 9, IS) 25, 36, 49, 64, 81
suas raizes quadradas sâo :

1,2, 3, 4, 5, 6. 7, 8, 9
Tratemos pois de eslabelecer o processo para déterminai asfaizes quadradas'dos 'numéros inteiros, que, seudo quadrados, tiverem

Allais de dous algarismos.
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Considere-se em primeiro logar urn numéro de très ou quatro
algarismos, e seja esse numéro 1225.

1 2 . 2 5 3 5
9 6 5
3 2 . 5
3 2 . 5

0 numéro 1225 sendo maiorque 100, a sua raiz quadratla, niaior
que 0 numéro 10, coiista de dezenas e uiiidades ; portante o (luadrado,
isto é, 0 numéro dado compôe-se de très partes, a saber : o quaàrado
dos âezenas, o dobro do producto das dezenas pelas unidadcs e o quadrado
das unidadcs. (195)* I

^ Separaïulo no numéro dado a parte que contém o quadrado das
dezejias daraiz, estraindo a raiz quadrada d'essa parte, teremos as
dezenas da raiz.

0 quadrado das dezenas dar̂ pelo menos centenas, pois 10-=100.
Portante no numéro dado esse quadrado nâo se acliarâ nas duas pu*
meiras ordens do numéro dado, pelo que separamos coin uni ponto os
sens dous primeiros algarismos da direità.

0 maior quadrado contido em 12 centenas é 9 centenas, ciija
raiz é 3 dezenas. Subtrahindo o quadrado das dezenas das 12 centenas,
do numéro dado, as 3 centenas que restam, réservas das outras duas
partes de que se compôe esse numéro, reunidas com as 25 nnidades do
niesmo numéro, dâo um resultado necessarîameute composto das duas
jiartes : dobro do producto das dezenas pelas unidades e quadi ado d
u n i d a d c s .

Separando d'esse resultado a parte que contém o dobro do pro-
diKto das dezenas pelas unidades, dividindo essa parte pelo dobro das
dezenas, o quociente representaia as unidades da laiz.

O dobro do producto das dezenas pelas unidades darâ pelo nie-
nos dezenas, portante essa parte nrio se acharâ-nas unidades do iiumeio
dado. Separemos, pois, para a direita o algarismo 5 das unidades, e as 32
dezenas conterào o dobro do producto das dezenas pelas unidades da
raiz. Entâo dividindo 32 por 6, que é o dobro das 3 dezenas da raiz, o
quociente 5 sera as unidades da raiz.

Ratzes quadr. \das 1 6 5

Podendo as 32 dezenas, além do dobro do producto-das dezenas
pelas nnidades, conter réservas do quadrado das unidades, é necessario
verificar, se com effeito 5 é o algarismo das unidades (la raiz, o que se
consegue elevando 35 ao quadrado, devendo achar-se para resultado o
numéro dado ; ou multipUcando 5 por 6 dezenas ou 60 e depois por si
iiiesmo, e sonimandb os dous prodiictos parciaes; o resuIta(lo, subtraido
de 325, nâo deve deixar resto algum, por ser 325 uni numéro composto
d'essas duas partes.

Considere-se presentemente um numéro de cinco ou seis algaris
mos. Seja 0 numéro 106276,

10.62. 76
9

"16.2
1 24 .

3 2 6

6 2
6 4 6

3 8 7 . 6
3 87 6

0

0 numéro 106276 sendo maior que 100, a sua raiz quadraila,
maior que o mimero 10, consta de dezenas e unidades ; e o numéro dado
compôe-se de très partes, a sUber: nuadrudo das dezenas, dobro dojjro-
dncio das dezenas pelas unidades e quadrado das unidades.

Separando d'esse numéro a primeira parte, o que se cousegiie
Prescindindo dos dous algarismos da direita e extraindo a raiz qua
drada de 1062 centenas, acharemos as 32 dezenas da raiz.

Ao resto 38 centenas reunindo as 76 unidades do numéro dado,
teremos o numéro 3876, que se compôe das entras duas partes : dobro do
producto das dezenas pelas unidades e quadrado das unidades.

Separando do resto o dobro do producto das dezenas pelas unidades 0 que se consegue prescindindo do ultimo algarismo da direita e
rtividindo as 387 dezenas pelas 64 dezenas, dobro das dezenâ,. teremos
a s u n i d a d e s d a r a i z . , , .

0 raciocinio sendo o niesino, seja quai for o numéro de algaris
mos do numéro dado, podemos estabelecer a segumte

Regra ̂Divide-se o numéro em classes de dous algarismos da
, . T T v i r n e . ' S e a T t t i z q u a d r a d a d o ' m a i o r q u a d r a d od i r e î t a p a r a a ' e s q u e r d a . J ^ x t i a e s c i l i . , ,• . 7 «oz, z Ptnuerda, e suhirae sc esse maior quadradoc o n t i d o n a p H m e i r a c l a s s e à e s q u e i , ^
da classe considerada.
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^ direitci do resio esci'eve-se a. classe scgulnte, se])ara,-se o iiHitno
algarismo da, direiia e divide-se a parte â esqucrda pelo dohro da vais
achada. O qiiociente escreve-se â direiia da raiz e d dlreild do dohro da
raiz. Este ultimo numéro assini formado midtiplica-se pelo qiiociente e
suhirahe'Se o producio do numéro que serviu de dividendo, seguido do alga
rismo separado.

Â direiia do segundo resto escreve-se a classe segninte, separa-se o
uîtimà algarismo da dlreita, e divide-se a parte â esquerda pelo dohro da
raiz achada ; o quociente escreve-se â direiia da raiz e â direiia do dohro
da raiz.. Este ultimo nwnero assimfomnado multiplica-se pelo quociente, e
o jwoducto suMrae-se do numéro que sey'viu de dividende, seguido do alga
rismo seqmrado.

Â direiia do terceiro resto escreve-se a classe seguinie, e assim se
contimla ate ter considerado todas as classes do numéro dado.

Escrevendo û, direiia de xim dos restas a classe seguinie e separan-
dose 0 ultimo algarismo â direiia, se aparté â esquerda for menor que o
dohro da raiz achada, escreve-se umzero â direiia d'essa raiz achada, e
considera-se a classe seguinte.

Pode acontecer que se escreva na raiz um algarismo menor do
que deve ser. Â simples inspecçâo do resto se couhece o erro.

Snpponliamos que se trate de extrair a raiz quadrada do
numéro 576. Acliado o algarismo 2 das dezenas da raiz e sub-
traindo o qiiadrado das dezenas do numéro dado, o algarismo das unida-
des se obtem dividindo 17 por 4. Escrevendo iia raiz o algarismo 3, mul-
tiplicando depois 43 por 3 e subtraindo o producto de 176, acbaremos
0 resto 47 ; e como esse resto é igual ao dobro de 23 augmentado de uma
unidade, concluiremos que o algarismo 3 é fraco.

Com etfeito, 576 — 23̂  -f- 47, e como 242 _ (23 + 1)̂  =: 232 + ̂
-j- 2 X 23 + 1, sendo 47 = 2 X 23 + 1, segue-se que 576 é o qna-
drado do numéro 24. 0 algarismo das nnidades é 4 e nâo 3.

Se 0 resto fosse maior que o dobro da raiz augmentado de uina
unidade, o algarismo das unidades seria ainda menor do que devia aei.
O resto deve,pois, ser serapre menor que o dobro da raiz augmentado de
uma unidade. •

206. Os numéros inteiros nao tern todos para raizes quadradas
numéros inteiros,

Raizes quadradas 1 6 7

As raizes quadradas d'esses numéros nâo podem ser fracçôes
proprias, porque as fracçôes proprias s6 podem ser raizes quadradas de
outras fracçôes ainda menores, nem numéros mixtes ou fracçôes im-
proprias.

Corn effeito, se a fracçâo impropria fosse raiz quadrada
exapta do numéro inteiro N, elevando essa fracç.âo ao quadrado, te-
r lamos

a2

b2
- = N

A fracçâo impropria podendo ser sempre considerada îrredu-
ctivel, os sens termose e 6 serâo numéros primes entre si, e os sens
quadrados «2 e serâo tainbem numéros primes entre si (92); o pri-
meiro membre da igualdade é essencialmente fraccionario, e, como o se
gundo membre é inteiro, a igualdade é impossivel; e por consequencia
a fracçâo improprianâo pôde ser raiz quadrada exacta do numéro
i n t e i r o N . , .

Ksses numéros têm para raizes qna.lradas numéros mcommensu-
raveis, que se obtem corn a approximaçâo que se quizer.ll-a achar as raizes quadradas d'esses numéros, sem erro de uma
uuidude, basta achar as raizes dos maiores quadrados cont.dos uelies.
Assim, a raiz quadrada do uumeio 7248965

2 6 9 2

4 6

5 2 9
5382

7. 2 4. 3 9. 6 5
4

3 2 . 4
2 7 6
" Ts X o

4 7 6 1
"r'2 8 6.5

1 0 7 6 4
2TÔT

6 2692 sem eiTO de lima unidade. , , , ,
Veilos como se obtem a raiz quadrada de um numéro quai-

que.. A. sem er'ro de ̂  uma uuidude de quelque,, ordeu,.
AXi î :

Evideiitemeiite A —
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raiz qiudrada do maior quadrado contido neile, teremos
a2 < A X n2 < fa -|- 1)2

Dividindo esses très numéros per n̂ , résulta

ou ainda

_a2 AXn2 (a-}-i)a

(V)<A<(^)-
(los numéros - e —, numéros cnja tUfferença é J-

0 numéro ̂  é a rai. q̂adrada do numéro dado por falta e 1
éaraiz quadradadomesmo numeropor excesso Pni ' "
belecer a seguinte Podemos, pois, esta-

'̂ Ĝ̂A.-rSe.afracçaoque indiear o erroa umdade, sendo o deriominador urn numerador
mero i„teiro pelo quadrado do '"J""'
do^rodîtefo, e dWe-se essarais rmz quadrada

Seafracqaoque indioar o erro ̂ f̂ T̂"''̂ ''''-
ver, M fôr, por exemplo, ^ uiulUoJ! ' î'""'®"
do da fracçào que indica o erro inverlid ° Vmdra-
produclo, e divide-se o resultadopela quadraâa do

Facilmente se reconhece ser ess „ "drada. nessa ultima hypothèse, notando-se q̂T " ̂
P pNâo se tendo feito hypothespaimero A, estas regras sâo appiicayeis tfX

m e s d e p o i s . j t ^ - m b e m a s f r a c ^ r i p c « A ,* / " < i ' H u e s , c o m o v e r e -

l°FxKMP,.o:Achararai.qnadradade28se
r> sem er r ro de

K a i z e s q u a p r a d a s

2?'ExiiMPE0 : Acbar a raiz quadrada de 37, sem erro de

1 6 9

1

1 0 0

f V 1 / 3 7 x 1 0 0 2 V 3 7 0 0 0 0 6 0 8 1
V 3'= TTti = ÏÔÔ~ == 100 = 6,08, sem erro de-—1 0 0

3?;Exj5mplo ; Acliar a raiz quadrada de 7, sem erro de —

l/YTgy ^t/' x-ia ^ . 1 3

: î _1^
5 5

sem erro de -:r
0

K«i/.çs q..a.lia.las .ïos nn.ne. os f. ace3o..a..5os
207. ïratarenios eni prinieiro logar das raizes quadradas dos un-

l o e i o s d e c i m a e s . i . • i
0 numéro decimal sendo qnndrado.o numéro de algansmos a

parte fraccionaria é sempre par, porque, comoja vnnos, o qnadrado de
fraccionaria 0 dobro do numéronm numéro decimal tern sempre n.i paite nac

'le algarismos one tiver a parte fraccionaria da laiz.gausmosqiieti ' j quer extrair a raiz qua-
Seja a fraeçao 0,00OUd̂ ,

<̂ rada. ro ula e extrairmos a raiz quadrada do re-

rai duadrada de 0,00006..^snios, e sera 0,008 a5 C SCi et Ujv*-"-'

Pelo que se conclue a csoirae-se a raiz quadrada do
Regra.—,^es8a raiz,iHu a a direita, a imtade

"''̂ ŝuîfado e sejxira-so com fyaccionarîa do numéro dado.'ïo numéro de algarismos ''{■Ar̂uadrado, a sua raiz se obtein corn a
Se 0 numéro decimal , processo apresentado na ap-

P̂prosimaçâo que se quizei) ̂  .̂gg_ (206)
proximaçâo das raizes dos ,e qiier.extraliir a ra.z quadrada

Sçja 0 numéro 48)5® »
sem erro de
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^̂ l'iltiplicando o nnmero 48 <̂ 8̂ 97 . ,.ï-emos 485632,7: «'56327 por lOOOO, qnadra.lode 100, te-
Extraindo a raiz quadrarli a»mero 485632, acha-se 696, e separaiiĤ*"̂  quadrado contido no nu-

a 8:ansnios, teremos 6,96, raiz nuafl a ̂  ̂  'îii'eifa, dons
S e j a a i m i a o n u m é r o 0 4 2 r t ^

erroae^. a rai . , „ad..a„a .4^
reanlta 0 0-42 por loooooo, ,„a„,.a,lo de 1000,

Exfraindo a vai^ i

„,̂ „̂ -.̂ alemoapre.n

■■ fiacçao decimal •aindo depois a raiz

'•'« ao Quadrado se dedii? n P®™ elevar uma f,.̂  -
uma fracrâo o,vU„„ • "atiiral de se ohr» ' '̂ '"''Oao ordiiia-
'lo numeraâor , ™®'o consiste em ' " 1"a'lrada de

'lue tenha para de"̂"'̂"' îue ha em obter pava""̂" "
uempre ' ue "'""«'-o incl 1 fP^cçâocar „a extraccîo ? '"""'."'"'or nâo fôr q„adr. d

casos seguintes : «"'"'radas das fracçoés orfinT
1 0 p l î a i i a s o s d o n s
2- Caso ■ o ? . 3««(Zï'«do.

PcimeirrTart?'"" '^^'^cta OU annr^^- , «^^>ïïe-se « _,•
^ P ^ ^ ^ ^ n i a d a m e n i fi  o U n

" P - a a O . a '

EXE.Mpt.nc, .

= = ,
y 0 4

\
I

, f

R a i z e s q u a d r a d a s 1 7 1

_7_
81

/ 7

y SI

Ko segmido caso, iransforma-se a fracçâo em ouïra îguaT, iemJo
paradenomînador um mrnero que seja quadrado, o que se consegne, em
gérai, imdtipUcando amhos os îennos dafracçâopelo âenominador e appU-
cando ojjj-ocesso doprhneiro caso.

E x e m p l o :
l / l s V 2 Si / ^ = i / 5 = s

Sendo 0 «iiadrado de um nnmero inteiro o producto dos qnadm-, " ■ c mie entrain na composiçâo d'essé numéro (199),d o s d o s i a c t o r e s P ™ ™ v a d o r
aegue-seque, no se„ j „„,tip|icar os termos da fracçâo pelonm .unnero mnlt.plo, P"̂®;;®;; „,„itiplicando.os por um ontro
denomiiiador, eifectiiar a tian. io <»
numéro menor que esse os dons termes da fra-

0 numéro pelo qnal factores primes e for-
cçao se conhece, decoinpon , ,,a,.ein para que esse denoininador
mande um producto dos factores, que faltai pa 0
aeja quadrado. , , ,,̂ 1 se qner extrair a raiz qnadrada.

Seja a fracçao jovsx? e coino para elle ser qua-
0 denoininador 630̂ -A producto d'esses numéros ou

drado faltain os factores pnmoŝ  multipUcar os termos da fracçao para
'0 é 0 numéro pelo quai devem denomiuador
'lue ella seja transformada en, out.a .»u ,
uni quadrado. ■ e extraindo depois a raiz qua-

Effectuando a mult.pUcaçao
l / ' 4 9 0 \ / marada,temos ^

FormaÇ=^® iini«<'ro9
. f. 0 vroduclo de ires factores ùjuacs a

2 0 9 . M o i e n m
fisse nmiero.
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numeio qualquer inteiro ou fraccionario se obtem
multiphcando esse numéro por si mesmo diias vezes

Os cubos dos nove primeiros numéros inteiros sâo :
1, 8, 27, 64, 125, 216, 343, 512, 729

i v L a ; ; : : : - , . o . „

- : : : : : : r T r r r -
d u c i o d o q u a d r a d o d o ' i d ^ ^ t n q j l o d o p r o ^

'le.enaŝelo ,as «L-Ilf I ZZ'̂2iZ_'le«, a+i ̂erâ ôÎTme™";mnltiplicamlo o quadrado por «+&. ' +""'+' ® » ̂ubo se obtein

a- + 2ab -f b2
a + b

Formàçâo DOS cunos 1 7 3

a3 + 2a2b4-ab̂  +
_ + a^b4-2ab2 + 53
a3 4- 3a2b + 3ab2 4. îa

0 resuitado demonstra a proposiçâo.
212. 0 mibo de um pr̂ dueto de doits 01, ̂  .

eUvandq nada urn dosfactores ao cuho fdctores^ se ohiem
C o m e f F e i t o . ,

(̂XnX7)̂=5X<iX7Xr.X6X7X5X6X7==5XBX5XX6X6XfiX7X7X7̂5̂ iX'6-̂X7«. ■213. ram eleoar ao cuho um numem •
zeros, hasta eleoar ao cuho 0 numéro .• 2M«?3Ker seguido de
direita do resuitado 0 triplo do nvmJ ̂ ^ dos zeros, e escrever d

» . X - V n u - m t r o d e z f i . r n 9Assim, sendo 2300 = 23 V moX 1003 = 12167 X 1000000 = 12167000̂ "̂'

214. 0 cuho de qualquer i)oiencia dc um nimcro se aoha inpU-
caiido 0 expoenic.

Com effeito, ( a- = a- X a™ X a™ = a -̂.
215 Faraqueum numéro seja cuho de outro, e neccssarw que

amhos têîlùvmos mcsmosfacioresprîmes, e que o expoenlc de cada factor
îiOj)mic/ro seja o tripulodo mesmo facto) no oegiindo.

Supponliamos a b .̂
Os numéros « e & §ao compostos dos mesmos factores primes, por-

que se assim nâo fosse, dividiiulo ambos os membres da ignaldade îor um
fa i '■ cnniPiife de um d'esses numéros teriamos um iiumeio in-actor prnuo, f „ ,„e nâo é possivel.
bug Igmil a.um iimi ̂  ̂  factores primos, por x, y ezos

Kepiesent P . expoentes emi, teremos râ Xn'X
s e u s e x p o e n t e s e m « j e p o i . i » , y i ■ . . y = 3 v '

' ' " Ïe' A diffcrem ̂os cuho. de dou. numéro. i.Ue,ro. oon.ema!eo.
" . „,„;s 0 trîplo do seu quadrado, mats um.e ^uca ao trndo do m.^0J „3+3a3+3_„+

+ 1 e ÎTa diîerehçados cubos é + 1- ou . «- +
+3 a+l' resuitado que demonstra a proposiçâo.-t-J a+l, lesu s mimeira vista saber SB nm numéro

217. Nâo sendo poss
Inteiro é cnbo, podemos no entietan o c
é cnbo por meio dos segnintes caractères .

rOnu,neroparnaodivi.ivelpo.:Suâoécuto.formula gérai dos numéros pares, eievando
P o r q u e , s e n d o s â o - c u b o s ,

2?i ao cubo,acha-se Sa , _ seo"ue-se que os numéros parese conio toilos elles 4;̂;; „ko Terao cubos.
quenâosatisfizerema esta conn ̂

Porque um mim ^ ^ ^ numéro terminaiido
outro terminado tanibem poi ' _ numéro de zeros.
por zeros, o seu cubo terniiut ^
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deve tarabL dividir TssTiM,evo"''e'etr''" ""
factor primo n o sen fnhA r -. "iimero sencïo divisivel peiocubo d'esse me'smo numéro prilo." " "
nii-âo, miiltiplicando eJlTacoao'''° "'î'""'"® sugnndu a tleli-

J'OIS 0 in imeiro resuUmlopelo ugundo dimdindo de-
0 ^ : r 1 ' " " -

219. 0 producto de um numéro I „na parte fracciouaria tantos algarismos quanfn r '
'''onarias dos dous factores, segue-se nue ̂<e>n. sempre na parle fracoiomriu o irinlo d
Uvei- nesm ârte o numéro dado. ̂  "«'aero de aJffarhntos que

Ruizes oubieas dos M u i i ie i 'os

220. Raiz cubica de um numéro ê n .
Vroduz 0 numéro dado. "«"lero que elevado ao auho

No estiido das raizes cubicas «
partes: na primeira estudaremos as ..»•! ai-emos duas^ "a seguuda, as rai.es ̂ î̂

Raizes eatbieas dos
«wmoros Intclr

O S

221. As raizes cubicas dos
Uvereni um, dous ou très algarisinos que, sendo cubos,

Assim, OS numéros : o ie i i ta l raeute.

têm para raizes cubicas ' 729

5, 6, 7, 8, 9

.■■

M

J i

Raizes cuuiCas 175

Trateiiios, pois, de estabelecer o processo para determiiiar as raizes
cubicas dos numéros inteiros, que, sendo cubos, tiverem mais de très
algar ismos.

Considerenios em primeiro logar um numéro de quatro, ciiico on
seis algarismos, e seja esse numéro 42875. s.

^ 2 . 8 7 5
2 7

irâTï?)
4 2 8 . 7 5

Ô

3 5

27*
3 5

3 5

"*175
105_

'l225
3 5

6 1 2 5
3 6 7 5

4 2 8 7 5

o luiniero 42875 seiido maior que 1000, a sua raiz cubica é
waior que 10, escudo a raiz cubica d'esse uumero maiorque 10, cousta
de dezenas e unidades, e portanto o cubo, isto é, o uumero dado, com-
l'ôe-se de quatro partes, a saber: cubo das dezeme, tripla do producto
do quadrado das dezenas pelas unidades, tripla do producto das dezenas
polo quadrado das unidades e cubo das umdades. (211)

Separando do numéro dado a parte que contém o cubo das deze-"as da raiz, e extrahindo a raiz cubica d'essa parte, teremos as dezenas
r a i z .

0 cubo das dezeuas da raiz dâ pelo meuos_ milhares, porque
,10'=1000 Portanto 0 cubo das dezenas da raiz iiâo se acha coutido
"as très primeiras ordeus do numéro proposto. Eutâo separamos para
a direita os très primeiros algarismos do uumero dado.

0 maior cubo coutido em 42 milhares é 27 milhares, cuja raiz
""bica é 3 dezenas. Subtrahindo o cubo das dezenas dos 42 milharesdo uumero dado, os 15 milhares que restam réservas das outras très

pq-semiimero, reunidos com as 875 unidades doP a r t e s d e q u e s e c o m p o e e s s e u u m o i , . , ,
'"esmo uumero, dâo um resultado necessanameute omposto das très
Pwtes : tripla do producto do quadrado das dezenas pelas u,udades, t,aplo
"oproduot̂das dezenas pelo quadrado das u.udades e cubo das un,dades.
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Separaiido d'esse resultado a parte que contém o irq)lo (lo2)yoducfodo iuadrado dus dezenaspelas unidades, dividindo essa parte pelo triplodo
<li.adrado das dessenas, o (piociente seracoustituidopelasunidadesdarai..

0 triple do prodnclo do quadrado das doze,ms polos unidades dâ
pelo inenos centeiias.

Portante essa parte s6 podera se acliar uas 158 centenas do
e to acima achado. Entào separamos para a direita as ordens das uni-
Îis o nu!d T'T 158 centenas por 27 (3\ e z e s 0 q u a d r a d o d a s 3 d e z p n a c : U t i - ,
pe las un idades da ra i . , cons t i t u i do
das delnls'̂ î  'w Producto do anudradoIZZ7ZT: «"I- 1»- partes-, ê0 nue se eol «"iciades da rais,
numéro dado '̂ "bo, e snbtraliindo o resultado doleio dado nestas condiçôes nâo deve haver resto algnm
.....iSr" -—".w™ J...... •«. »

S e j a 0 l u i i n e r o 4 3 6 1 4 2 0 8 . /
43.614.208
2 7

1 6 6 . 1 4
428.7.5

352
27 ~
3675

7392.08
436142.08

0

3 5 3 5 2
3 5 3 5 2

. 1 7 5 7 0 4
1 0 5 1 7 6 0

1 2 2 5 1056
3 5 1 2 3 9 0 4

6 1 2 5 3 5 2
3675 2 4 7 8 0 8

/
4 2 8 7 5 6 1 9 5 2 0

371712

436142080 dado seiido maior nue 1 onn
que 0 numéro 10, coiista de dezenas e uni i ?
pse-se de quatre partes, a saber ■
qmdrudo das dezenas pelas unidades trial a 'iuadrado das unidades e eubo das unidadel"

Separaiulo d'esse numéro a
pt-escindiudo dos très nitimoscubicade 43614 milhares, aeharemos as dezenarda'rrir'"""" '

. t

k

Haizes cobicas 1 7 7

Ao resto 739 milhares reunindo as 208 unidades do numéro dado,
teremos o numéro 739208, que se compôe das outras très partes: trijûo
doproducto do quadrado das dezenas pelas unidaies, iriplo do producto
das dezenas x̂ elo quadrado das unidades e cubo das unidades da raiz.

Separando d'esse numéro o irqdo do producto do quadrado das
dezenas pelas unidades, o que se cousegue preseindindo dOs dous ultimos
algarismos da direita,dividindo as 7392 centeuâs pelas 3675
teiiteiias, triplo do quadrado das dezenas, teremos as unidades da raiz.
! A verificacâo do algarismo 2^das unidades da raiz se faz como

no exemple precedente.
0 I'aciocinio seudo o mesmo, seja qual for o numéro de alga-

I'isinos do numéro dado, podemos estabelecer a seguiiite
Regra Divide-se o numéro em, classes de ires algarismos da

dlreitaparaa 'esquerda.Exirane-searaiz cnUcado maior cuho contido
naprimeira classe âesiueria, « ̂ Mrahe-se esse maior cubo da dusse
^onsiderada,

A' direita do resto escreve-se a classe seguinie, separam-se os dons
iiAintol algarismos da direita, divide-se aparté & esgnerda pelo triplodo
imdrado da raiz acbada, e o gnocienU escreve-se d dsreUa da raiz. Me-
â-se a raiz aebada ao cubo eo resultado subtrabc-se do numéro formado

pclas duas prinieiras classes.
A' direua do segundo reslo esereve-se a classe seguinte, separam-'se. , d i v i d e - s e a p a r t e â e s q u e r d a p e l o« ous uliimos algai ' quocienie escrepe-se à direita da raiz.

0̂ do .̂̂ ^̂radodar̂̂ ^ '̂: Ztado suUrabe-se do numéro,orma-■^ieva-se a ratz .achada ao cuoo,
0̂ pelas très primeivo-s classes.

. direua do ierceiro reslo esereve-se a elasse seguinte, e assim sea t î e i î a c . f i a s s e s d o n u m é r o d a d o .
<̂ ontinua atê ter considerado iodas a

, ' direita de urn dos restes a classe segumte, e separan-U s e r e v e n d o a ^ ^ e s q u e r d a f ô r
o-se OS dous .ultimps agâ  achada, escreve-se mn zero â

^^enor que 0 triplo do
^̂ '̂citada raiz e considoa-se a c ̂  algarismo maior ou

Pôde acontecer.qne se esc conhecer o erro.
loque deve ser: ha, porém,-neio ̂

I
1 3

Vianna — Arithmetica
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S a l 1 " - o r o umalm ° ^0^=0^ a mesma rai.
numéros naôplerrer frai"'
so podem ser raizes ciihiV» P̂ prias, porque as fracçôes proprias
, miztos ou fracçôes iinpropls. msuoi-̂s, nem numéros
do numerriatllVir "f a raizcubica exactae"o N, elevando essa fracçâo ao oubo, teriamos :

a3

bs
= N

rtivel "T' Podendo ser sempre considerada irredu-
cubos a3 e m serâo numéros primes entre si ; os sens
membre da io-ualdade numéros primos entre si (92) ; o primeiro
^ i n t e i r o , a o
p r o n H a A j p o i c o n s e q u e n c i a a f r a c ç f i o i m

Aires b"'!.™""''" «'oiro N.e ae obtêm com allolmlrqliriaer'''"'
nnidade, basta acLTarraTzeT cuTk̂  numéros, sem erro de uma
les. A raiz cubica do numéro 43725658 "®''

43.725658
2 7

16 7.25
42 8 75

3 5 2

2 7
3 6 7 5

8 50 6.58
43 6 14 2 08

1 11 4 50

3 5
3 5

175
105

1225
3 5

6 l 2 i

3 5 2
3 5 2

7 0 4
1 7 6 0

1 0 5 6

1 2 3 9 0 4
. 3 5 2

247808

é 352, sem erro de uma unidade.
42875 619520

371712
43614208

Kaizes cubicas 1 7 9

Vejamos como se obtem a raiz cubica de um numéro qualquer A,
sem erro de de uma unidade qualquer.

n

Evidentemente A =
A X n 3

Suppondo effectuado o producto AXn^, e representando por a a
t'aiz cubica do maior cubo contido nelle, teremos

a3 < A X n3 < (a + 1)3

Dividindo esses très numéros por u3, résulta

A X n 3 ^ ( a + l ) 3
n »

< - <
n 3

ou aindtt

( v ) " < - < m
0 numéro A estâ comprehendido entre os cubos dos numéros

^ a - l - l „ . 1

^—, cuja differençae —

O numéro — é raiz cubica do numéro dado por falta, e
é raiz cubica do mesmo mimero por excesso.

Podemos, pois, estabelecer a seguiute
* Regra. 8e a fracçâo que indicar o en'o liver para denominador

wwi numéro qualquer, sendo porêm o numerador a unidade, multiplica-se o
numéro înteîropelo cubo do denominador da fracçâo que indica o erro,ex-
^̂ ahe-se a raiz cubica do producto e divide-»e e$m raizpelo denominador.

Se a fracçâo que indicar o erro liver para termos numéros quaesquer,
fàr, por ex6mplo,-̂ >niultiplica-86 0 nuinero inteiro pelo cubodafra-

Ŝdo invertida, extrahe-se a raiz cubica do producto, e divide-se o resnltado
pela mesma fracçâo invertida.
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Facihuente se reconhece ser esse o meio para obter a raiz cubica
nessa ultima bypotliese, observamlo que

— ~ L
P ~ P

m

depois.
Estas regras sâo applicayeis tambem as fracçôes, como veremos

1? Exemp/.o : Achar a raiz cubica de 5, sem erro de 4
3 3 ^ 3 3

IXk — _ >^5^ _ !/■ 32^ 64 . 4 • ~ ~ 4 '

4 .

sem errro de

2? Exemplo : Achar a raiz cubica de 23, sem erro de ̂
3 3 3 3

[X03—'̂S3X10Q'_V'23X1000QOO V̂OÔÔOO
1 0 0 1 0 0 " " " i ô o

2 8 4
= ^ ^ 2 , 8 4 , s e m e r r o d e

1 0 0 1 0 0 .

3.'> Exemplo ; Achar a raiz cubica de 2/ sem erro de

8 _ I / 2 X ^ 1 / 1 ! !
1 / 2 = 1 2 5 ^ 1 2 5
V 6 - 6 = X

4

à

R a i z e s c u b i c a s I 8 - I

Baizcs cubicas dos iiniueros fracclonavios ,,,

223. Trataremos em primeiro logar das raizes cui.ipas dos
a u m e r o s d e c i m a e s . • .

Um numéro decimal sendo cul)0, o numéro de algaiismos da pK.,t. fraccionaria é sempre 3 ou mnltiplo de 3, -porque, cô  3-̂  °
cnbo de nm numéro decimal tem sempre na parte faeconana .0 tr.ple
do numéro de algarismos que tiver a-parte fraccionaria da laiz. ■ ̂  • ■

Seja afracçâo 0,000512, da quai se quer extrair a raiz ciiliica.
Se nrescindirmos da virgula e extraliirmos a raiz cnbica do re-î sendo 512 um milhâo de xezes. maiorsiiltado 512, acharem ' en o numéro 8 é cem vezes niaior

que a fracqâo dada, ̂  ̂  p^dida, devemos tornar, cem
q u e a r a i z p e d i d a ; p a i a t e , P ^
vezes mener 0.numéro 8, 0 q u- « iio n 000512
^ 1 • o oBPrÀ 0 08 a raiz cubica de 0,000512.d o n s a l g a r i s m o s , e s e r a u , v o , ,

Pelo que se conclue a segmnte ^
T. a ̂Prescinde-se da vîrgnJa, extrahe-se a raîz ĉihica do re~

^ ^ terçaparte da nwnero desultado e separa-se nessa . j,. numéro dada
al,ans,nosU tiver a parte fraec.onar,a do a»ie,od«do.

Uooimal nâo for ciibo, a sua raiz cubica se. obtemSe um numéro d applitando o processo apresentadocorn a ̂  jes cubicas' dis nimieros inteiros (222).
na approximaçao das laize

. 7 3245684, do quai se quer extrair a raiz cubicaSeja 0 numéro 7,3245bb̂ t,
S e m e r r o d e "

teremos 7324568,4.
, • a. a raiz cubica do maior ciibo contido no numéroExtrabindo a ̂  ̂ .̂̂ d̂o nessa raiz para a direita dons al-

7324568, acba-se ̂  e„bjea dq numéro dado, sein erro dè—.
"ej"aoluinp 0,0042, do quai ̂  se q.uer extrabir a raiz
c u b i c a s e m e r r o
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Multiplicande 0 numéro 0,0042 nor mnnnnn i, i .sulta 0 numéro 4200. ^ 1000000, cube de 100, re-
Extrahindo a raiz cubina fin mo;.. t

16, e a raiz cubica pedida é 0,16

ordinarii'" daa raizes cubicas das fracçOes
tendo a frSroÎaÏr'da fracçâo décimal! ® ̂ epois a raiz cubica
'le uma'irir;;;„:ri,:r"' ^
c u b i c a d o n u m e r a d o r p ^ 0 • e m e x / r a / m - a r a / s :

nu.ero'̂ Lrirrr:iiâo for cubo, devemos cnnci/io sempre qne 0 denoniinadorêacoes ordîariaŝ: dTfaL" :;:ïr
1." Caso.—O denominador ê cuho.
2.̂  Caso.-O denominador nâo ê cubo.
No primeiro caso, extrahe-ae a raî  h-

approximodamente, e a exacts /in w • ^ftnierador. exacta quvela segnnia. " deao.„„ador,

Exemplos :

1/343 7
513 13^

^ v - j
2 1 6 3 —

2 1 6

E a i z e s c o b i o a s
1 8 3

No seguudo caso, traaeforraa-ee a fracçâo a«ma ""f" ̂Unal, tend
,ara ,eno,ninaaor «» na».ero gue eeja cuio, o gue ee ̂o
mulUplioando anboe oete,-mo8 da fracçâo velo guadrado do
e applioanio depois ao resultado oprooeeio do II caeo.

E x e m fl o :

=1/1 0 0

m
— 3

3 3
1/100 Vioo

5

1/125

0 cubo de «m numéro intelro sendo o producto dos cnbos dosffam na composicâo d ess6 numéro (2H), ̂lactores primô  O"''̂  hypothèse de ser o denominador u.n nu-
gue-se que no segundo caso pelo qua-
mero mnltiplo, pode-se em ̂  ̂  ̂  ,„mtipiicando-os por
«rado do denominador, effectuar a tidu
,um outro multiplicar os do^ termos da fra-

0 numéro pelo qua! f^^tores primos, e for-
cqao se conbece, s primos que Ihe faltarem para que esse
mando urn producto dos factore p
denominador seja cubo.

. -n ' da aual se quer extrair a raiz cubica.Seia a fraoqa 3 ̂  ̂  ̂  ̂
0 denominador 0 producto d'esses numéros ou 90 e

f a l t a m O S f a c t u r e s p r i m o e _0 numéro pelo 1" ' j ig„al, tendo para denominador
para que ella seja transiormaua

. n̂ nltiDlicacao 6 extrahindo depois a raiz cubica,Effectuandoa multipU Q
teremos :

l / i :^ 300 ,
y Vt^ _ 1/^ = l/^° =K 50̂ 0-'/ 27000 ̂  30

3

V 630
' 3
| / 3 0 8

8
l /630

30"
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CAPITULO VII

THKORIA DAS RAZÔES E PROPORÇÔÊS

225. Ao resultado da compara,do de duae prmdecae da mema
denomina-se razâo ou rélaçdo. „„a.ntn nmn
Comparando-se duas grandezas, procura-se sabei de quanto umad'ellas excede â outra, ou quautas vezes uma d'ellas cgutem a outra.
Na primeira hypotUese.'a razâo se diz por differeuça; e, ua se-

gunda, por quociente.■■ ̂  ,.«.0 da duus grande.a> é içual d racdo dos numeroe que ue re-
i /»/7;/ï/7<5 com a mesma umaaae.Presentam, sendo, porém, medidas com

nv A p R as duas grandezas, e per U a unidade ;Eepresentemos 0 A B as d ^ ^ ^
^uppondo a o numéro de vezes que;
vezes que U se contém era B, tereraos .

o u

ou a inda

A . ^ = b

A = Da , B=tJb

A U a ^
B ^ ^ U b " b

A razâo por differeuça eutre" 12 e 8 é 12-8. A razâo por quo-
. . 2 4 .. , Z ' i

ciente entre 24 e 4 e -j



1 8 6 A r i t h m e t i c a

Os dous numéros que se comparam chamam-se termos aa razâo,
AO primeiro ehama-se e ao segundo conseq_nenie,

Na razao por differença o antecedente é o numéro 12 e o cons:
quente o numéro 8. Na razao per quociente o antecedente é o numéro 24
e 0 conséquente o numéro 4.

a razào por differença ndo se àlierâ  sommando ou suMrahindo o
mesrno numéro a ambos os termos.

®subtracçâo nâo muda,sommando ou subtra-hindo ao minuendo e ao subtrahendo o mesmo numéro.
ffl razdo poi quociente nâo se altera, muUiplicando ou dividindo

ambos 08 termos por urn mesmo numéro.
... ® quociente de umadivisâo nâo muda, muUiplicando ouivi in 0 0 dividende e o divisor por um mesmo numéro.

I>a eqnidiflTercnça

226. Equîdîfferença ê a expressâo da îgualâade de duas rozdes
p o r d i f f e r e n ç a . >

19—7—^^*"^' ^ teremos a equidifferença3i que pôde ainda ser representada do seguinte modo:
.̂7:8.3, e lê-se 12 para 7 como 8 para 3. Os termos 12 e 8 sâo os anté

cédentes das duas razôes, e os termos 7 e 3, os conséquentes. Os termos
primeiro e quarto chamam-se tambem extremes, e os termos segundo e
terceiro chamam-se meîoa da equidifferença.

Se a equidifferença tiver a fôrma 12.7:8.3, e houver necessidade
no calcule de represental-a do outre modo 12-7=8—3, chama-se a esta
transformaçâo avaliaçâo das razôes.

Fropr ledade fundamental

227. Em toia a equidifferença a somma do, extremo, é igual &
s o m m a d o s m e i o s .

DEMONSTRAÇÏO.-Snppondo que os quatre numéros a, h, e, d for-
m e m u m a e q u i d i f f e r e n ç a , t e r e m o s : » » »

a. b: c. d

r

T h e o r i a d a s p r o p o r ç S e s 1 8 7

avaliando as razôes da equidiiFerença, résulta

a — b = c — d

sommando a ambos os membres d|i igualdade a quantidade b-4-d, acha-se

a—b-j-b-}-d=:c—d-f-b-f-d

reduzindo os termos semelhantes, teremos finalmente

l'esuUado que demonstra a propriedade.

228 RECiPROCA.-iS'efldo a sowtma de dous numéros igual â sommaie oulro, dom, os quairo numéros formam uma equidifferença, collocando
nos extremos asparcellas de uma somma e nos meios as parcellas da outra
^ o m m a .

Demonsteaçïo.—Suppondo a-f-d=:b-f c.
Subtrahindo de ambos os membres d'essa igualdade a quàutidade

t e m o s

a+d—b—d=b+c-b—d
reduzindo os termos semelhantes, acha se

a—b=c—d
o u

a. b: c. d

resnltado one demonstra a proposiçao.

2 2 9. CONSEQ0ENCIAS DA PROPRIEDADE FUNDAMENTAL
_77ma equidifferença nâo se altera,sornmandO1.» frites, a ambos os conséquentes ou a am-

Ott subtrahindo a ambos os antecea
h , r a z â o u m m e s m o n u m e t o .^as os termos de uma mesma



1S8 A r i t h m e t i c a 'ÎHEORIA das PROPÔRçèES i89

Porque essas muclanças dos termes da eqnidifferenoa Râc alteram
a propriedade ; « somma dos exh'emos ê igual â somma dos nicios.

2.^ CoNSRQDENCiA.—Mudando os logares dosmeioSy xyassando os
exiremos para os logares dos meîos e os .meios para os logares de exlre-
mos, e finalmente mudando a collocaçâo das razôesy a equidifferença nâo
s e a l t e r a . "■

Porque, nâo soffrendo alteraçâo alguma a propriedade ; a somma
dos exiremos e igual â somma dos meios, nâo deixa de existir a eqïii-
d i f f e r e n ç a . ' ^

A primeira transformaçâo chama-se alternar; a segunda,wuerier;
e a terceira, iransiyôr.

3.̂  CoNSEQûENCiA.—Seiido um dos iermos de uma equidiffererça
desconhecido, é sempre facïl determinar o seu valor. Se fôr meio, stil)-
trahe-se o meio conliecido da somma dos exiremos ; e se fôr extremo, suh-
trahe-se o''extremo conliecido da somma dos meios.

Assim, sendo a. b: X. e.

Applicando â equidifferença a propriedade fundamental, temos

b + x = a + c
subtrahindo de ambos os membres h, résulta i

x = a+c — b.

0 mesmo raciocinio prova que da equidifferença a . b : c . x, ré
s u l t a X = b + c — a . r ; ,

I

Uma equidifferença terido os meios iguaes chama-se continua.

0 meio de uma equidifferença continua chama-se. weio,
r e n c i a l . I

Em uma equidifferença continua, o dohro do meio é igual â ,som
ma dos exiremos, e par consequencia o meio differencial é igual â semi-
s o m m a d o s e x i r e m o s . . .

r
Sendo a. x ; x. b, x=!a ' + b

D a i > r o x > o r ç u o
\

■̂ ,0.'Proporçaoèae.,rcuao aaigumaie i.a. ra.ôes ,o,-
S

q:uocienie.

Assim, sendo as duas razôes e iguaes, ellas foimam a p
»=H,,» .. P» — , "■ r

Î4 : 8 ■■ 'l8 ■ 6,. «-« — - "" """ ,,
• -p«-dos termes sâo as mesmas que nas equidif-

As denominaçoes dosteiuiu
feienças. „ 04 . a 18 : 6 e havendo no calculo

A proporçâo tendo a oim - • , 24__i8 chama-se estanecessidade de represental-a 'dô  outre modn-̂- « .
transformaçâo avaUaçào das razoes. g oro-j p . . , . , . » » * "
énctoaose.treuoséi,ualaopro<,uctodo.,nê o..

a:b:: ctd

avaliando as razôes da propoiçâO; aclia
;

- b d

,8«ml,ros da igiialdade por bd, tomos
raultiplicaiido ambos os m

abd bed

ou ainda

b d

ad = bc

resultado que

232. .RiîctpRO'^
)>JV.7,. I ■. >:

Oui/1» jji yu/UtiO»

nemonstva a propriedade. ^de dons numéros ignol ao
..^^Sendg 0
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BEMONSTRAÇAO.-Suppondo ad=be.
Dividiudo ambos os membres d'essa igualdade por bd, temos

a r t b c

simplificando, vem

ou ainda

b d b d

« : b : : c : d

™«ultadoq„edemo„straaproposiçâo.

!■ CONSEQUENCIA Tlnin
°J'̂ '''̂ i'"to osdousantec'eacntee fJ?'"'''"" «Ue.a uMtIpUcando^ «ma ram por um roe,0,0 nuràeZr dou, termes

Poi'que, mudando d'eŝ j» fA..
soffrealteraçâoalgmna, poiso prôutr Pi'oporçâo, alla nâo
igualaoproductodosmeios. continua a ser

2? Conseqoencĵ  ——]U' i7extremes para es legares des melsTl P'̂ eande es
ouflnalmente mudande a oellecaçOe das o':tre,ms,

P o r n i i p ™ f P ' ' ' ' P e ' ' i d e n d e s e a l t e r a .Porque, continuando 0 prodimfn jcto dos meios, nâo deixa de existir propo/.P''"'
A primeira transformacân

e a terceira, transpâr. <d'ernar; a segunda, mverter;

3Î CONSEQDENOIA.—Sendo ̂ .1
"̂P<''-̂ ô,UemprepossieeldetermHrde-seepreduete des meios pele extreZIT" --̂ '̂ mespele meie ceZeT'"'̂ "' '

f
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Assim, sendo a : b :: c : z.

Applicando â proporçâo a propriedade fimdameutal, temos
I

j a x = b c

rtividiudo ambos os membres da igualdade por a, résulta

b c

0 mesmo raciociDio prova que da proporçâo a ; b :: x : 0, résulta
a c

X = : — .
b

Uma proporçâo teudo os lueios iguaes chauia-se o"»
Omeio de uiua proporçâo continua chama-se mme prope, menai.L ri pt̂porçâo continua, 0 qaadrodo do «roio â igual ae pre-duote des extremes, e, por consequencia, 0 meie prepare,enal é rgual

guadrada do producto dos extremos.

Sendo a:x::x:b,̂ =[/'̂ ''

Propriedades dus propovçOes

234 i.pKOPRiEDAnE.-»"»̂<"'î»'''P'"'f®"' ".somma eu diffe-234. 1. Pkopk est&para 0 segundo ce„w a se,nom eu
^^nça dos dous prmeiros tet-nios e
differença dos dons uUimos estâpara 0 quarte.

Suppoudo a : b :: c : d.

Avaliaudo as razôes, temos

a c

b r t
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.-C"""" °° """"""" '
o n

ou fiualmente

b d

ad;b C±:d
" I T ^ d ~

a ± b : b : : c d i d : d

dos dous ïyrinieirn̂  î»'oporçuo, a somma om diferewja
~

Sendo a : b :: c : d.
Appjicando à proporgào a pri„,eira propriedade, acha-se

a^b : b :: c + d : d
- . . - a . . „ a „

aibb : czbd ;: b : d

a : c ;: b : d
sendo as segundas razôes iguaes .J pnmeiias tambem sâo, e portante

a ± b : c ± d : : a : calternando o resnltado, teremos finalmente
t

[

a±b : a :; cdzd : c

236. 2? Propriedade.—lodn «
rença dos antecedentes estâ mn-n . ̂ pyoporçao, a somma ou diffe-como quajquer aniecedente para o ̂Wercnga dos consequentet® consequenie,

Seja a proporçào : a ; b c : d
AUernando-a, temos

a : c ; : b j d.

I

THEORIA das PROPORÇOES

applicaudo ao resultado a primeira propriedade, acUa-se
a ± c : c ; : b ± d : d , ^

alternando a ultima proporgao, résulta
I : d : : C : d.

237 rGoMLi.KW.-Ilmiô aap.ropo,;çâo., «sommft dos mie-
cede,,les esld para a sua differença, como a somma dos conscauentespara a
sua dijferença.

Seja a proporç.âo a : b : : c . d.
Applicando â proporçào a segunda proprjedade, temos ,

a±c : 0 : d
separando as diias proporçôes, aclia:se

a+e ; b+d : : c : d
a-c : b-d ; : c : d

sept\o ofi ̂egpndas razpes. igp,afi?.i sec,"® ■
a+c : b+d : : a-c : b-d

alternando a ultima proporçào, résulta
a-f c a-c ; : b+d ■■ b—d.

238. 2? Corollariô  ar,tecedentes esta para a soimua
^OuaeSy a somma de aJffU'US ou- ■ niiaîquer anteccdentede atgans ou de todos os couseaueutes, ass-v
ŝlà para o seu couscqx̂ ^̂ ute.

. R • b : : c : c : D t d : : E : e : : etc.
Seia a serie A : îi • • •

, », duas primeiras razées, résulta a proporçàoConsiderando as du P
^ ; a : : B : b

- o nrimeira parte t̂ a segpud̂
applicando a e'sŝ  pyopovçaa a p M

jy-fB : a+b : : B : bv e m

1 3

Vianna — Ar i thmet ica
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substituindo „a ultima proporçâo em logar de B : b a razâo C : c
A-fB : a+b : : C : c

A+B+C:a+b+c ; :'C: csubstituindo em logau de C : c a razâo D : d, teremos
A+B-f C : a-fb+c : ; D : d

applicaudoao resultado a segunda propriedade, vem
A+B+C+U : a+b+c+d : ; D : d («indo „a Ultima proporçâo a razâo D : d pela razâî  : e,
A+B+'C+D : a+b+c+d : : E : e

^ •'-Priedade para um nu-

239 3" I?R0PRi
à e d m s o u m a i s o r d e m u l a m e n t e o s t e r m o s
î>orçao. ' P^'oductos forniarao ainda uma pro-

as proporçOes

«I : b : : c : d
P = f : : K : hI : m : : n ; oAvaliaùdo as razoes nas très proporçOes, acba.se

' H i o

multiplicaudo as très igualdades ordenadaumnte, teams
V^rx-—^x-^-xALo f m d ^ h

s .

T

II

i i

ii

O i l

Oil, finalniente

TilEORIA DAS l'UOI'ORÇÔES

a e l c ; ? i i
b f m d h o

ael : bfm : : cgn : dlio

1 9 5

240 COROLLARIO. — Qualro numéros-formundo proporçâo, US po-
icneias do mamo (/rao d'esses iimtro mmeros tambcm fornuonlmporçao.

Seja a propor(;iio a : b : : c : d
Gonsidéiaiido w proporçôes como a proporçâo daila e niultiph-

cando ordeuadameute os termos d'essas'w proportôes, résulta
a îu : b'" : : C" : d'"-

241 2° C0R0bLARI0.-a'«"ro aameros fonmndopropoKçdo,
<aUe, do mes,no a, do d'esses valro nun.c-os lambcn formam.

Seja a proporçâo a : b ; : ̂

Avaliando as razoes da proporçâo, acba-s6'

" b "

a s

extraiudo as raizes do grao
teinos

,.;,oîade ambos os uiembros da igiialdade,

o a

a i u d a

~ _ _ / —

) / f
" —

\ / a y
'mZlT'
i / b y d

m ' » / — . / —
l/T : 1/ b C . »/ d
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K e g r a d e I r e s

242. Duasgrandezasvariandoaomesmo tempo, pôde aeontecer
que lima d ellas tornando-se maior ou lienor um certo numéro de vezes,

t Z " " " v e z e s , a o u t r a s eterne o mesmo numéro de vezes manor ou maior

dado, ^ '-elasao entre dqim i^lores quaesquerÎpouden^ T'"'"f"'""'"' ^ -lo-s corre-
mente nronn̂ -̂ '̂ ^ ' mesma relaçâo ou siio directa-oT~ T" ' - fezenda var ia con.
dua, tre, ̂  ""t contém. Se o numéro de métros torna-se
qiiatro etc ou menor, o preço sera duas, très,
zendaVd f'®'P"""" "»»««"■'« POftanto oprego da peça de fa-zenda e directameute propopcional ao numéro de métros.

t^~ZZZZ inversa dol valores
u 0 r a z â o i n v e r s azer m" erta on " , " tempo necessario para fa-zeruma certa ob.a esta uarazào inversa do numéro de operarios
meute prrp'ofdoSr' 'T' '""itas outras, é directa-uma e couservaudo os Talorr̂llÏÏ'a! o!,f "trata fôr proporcional àquella que se fizt "aria; '̂® <1"® ®®barra de ferro depeudede seu *ento ".f.r' "'T """̂
])6ssiira Smmnnfin ni » ® sim It irgiua G do si ia 6S-
L e n r o - e „ : S e „ 0 - i a r s ù -0 comprimento e a espess™ for6m"7T'"""' " '̂ ""Pnmento ; se
largura-ese flnalmeiitp ' • ° " P®®" ê proporcional â0 peso é prrp'oSrr " ® - largura forem constantes,

*■ ■ -, . . a . y . . n ™ • . . . -
Uma grandeza pôde ser ao mesmn t /

■ "îeve ser feita e do numéro de

REGRA DE TRES 197

lieras de trabalho em cada dia. Se o numéro de dias em que a obra deve
ser feita e o numéro de lieras de traballio nâo mudarem, o numéro de
operarios é directamente proporcional à qiiantidade da obra ; se a quaii-
tiilade da obra e o numéro de lioràs de trabalUo em cada dia dorem ce
stantes, o numéro de operarios é inversamente proporcional ao iîeclias de trabalho ; se. flnalmeute, a quautida.le da obra e o n u,m o d
.lias de trabalho nao mudarem, o numéro de operarios é
l.roporcioual ao numéro de lieras de trabalbo ert. cada -lia Ojmmoperarios é, por cohsequencia, .«'-̂tamente plmpor lo, al a quauU.la.la obra e inlersâmente proporcional ao numéro . to e... que
1 j - i f A i ' f l Q H p t i ' t i b R l ^ G G i n C t i d ù l i i A »

.leveserfeitaeaomimeij d h assiin com243. Conhecido o i>alo,tambem os Val»,-es de outras âs prmeira qaàndo as outras ddqui-
p r o p o r c i o n a l , d c H r à t ê e s .
rem valores determinadosjèoji ^ déterminai' o quarto

Totla questâo de regia ® j^^tros très,
terme de uma proporçao, sena imniediatameiite pelo

o . ™ . . , - . - — -
enunciado da questâo, ou lesui
l'roporçOes ordenadaniente. simplés, e na se-

Na primeira hypothèse a lê r
8;wiula se diz composta.

Kcgr-I «te très simples
- dos très termes, conhecidos, os

244r Na regra 'l® teruwsx,ri>miaes ; o outre terme ce-
dons dà mèsihà especie çha ̂  . ..̂ iv̂ hi da niesma especie, chamam-se
lihecido e descoiilieciad, que sao tamb
t'ormoa relaiivos. _ jcilof/rammos de uma certa mercadona

Assim, na questao : J ĵ î̂gyavivios da mesma uercadonâ
cùatam5à$000,<i'aolopyo j-jiogi-ammos e 32 kilogrammes, e■ Os termes ^ nmiiitia correspondente a 32 kilo-
os termes relatives sâo 54̂ 000
g r a m m e s . 2 S d i a s p a r a f a z e r u m a

Na qiiestno : Se '^f„râo a mesma obra t
certa obra, em guantos
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Os termes principaes sào 23 011̂ 1.̂ ,.;̂ .
nios relatives sào 25 «lias e 0 luimero .le ,]i. ̂  «I>e>'arios, e os fer-
r a r i o s , ' ^ o r r e s p o n d e i i t e s a 4 7 o p e -

Se ém uma reara de tiPc<îns termes principaes, crescer oii dim̂ '̂ "" <ïiniinuiiido uin
t^llasedizd.Vecfrt; isto é os teen ^ correspondeiite,
porcionaes aos sens i-elativos • se tlii-ectameiîte i>i'o-
indo uni dos principaes dimijinîr' *^i'6^cendo ou diniinu-

«eus relativos. ® '"^ersamente proporcionaes aos

" rer.,u., os 10 Js a:illZZ "
^(-lattvoformam a xn-imeira razân ' ' "com 0 .v^».

a êeg\tnda razâo, ' com o seu relativo
Se a regra de très fôr inversa • «»» ̂

iivo devem occnpar os loqares dp P-rf P '̂tncipaes com 0 seii rela-
''"0 os logares de

a relaçâo entre elles é dî ctroTirvrnf ®
tabelecer a prdporçâo e tirar d'ell. . ?' ® reduzida a es-

Consideremos aigniis exempleŝ '' ''̂ scoiilieoido.
1? Exemplo^—Se J7 hn

imnSétOOO, anal sera opreço dflTkî"̂ "««■
CustaïKlo 47 kilogrammos de mercadoria f

preço do dobro, do triplo, do quadruolô  ™ercadoria 54800Ô, o
gi'ammos, sera o dobro, o trinio o ' f'̂ '' numéro de kilo-
imeço da metade, da terça parte da «'<=•> le *548000 ; o
nume,-o de kilogrammes,'sera a metade"" f
etc., de 548000. 'urça parte, a qiiarta parte,

A qiiestrio é lima regi-a de très '
pur X a (iiiaiitia correspondeiite a 39 ̂  fliï'ecta. Representaudoa 32 kilograiiinios, teremos

d'onde
47 : 32 : : 54000 : x

_J 728000
4 7 = 3 0 7 6 5 4 5

?7~
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2? Exempi.o.—Villa fonte fornece iOO liiros d'agiid «'» ̂  lioras ;
Q««a/û temiio sera necessario x̂ara encher um ianque de 2S5 Viras ?

Se a fonte fornece 400 litros d'agiia em 2 horas, forneceni n
dobro, 0 triplo, 0 quadruple, etc., d'esse numéro de litr.os d'agua no
«Icbro, 110 triplo, no quadruplo etc., d'esse numéro de horas, e forne-cerji a metade, a terça parte, a quarta parte, etc., do nunieio de litior̂
d'agua na metade, na terça parte, iia quarta parte, etc., (Vesse lui-
' i i e r o d e l i o r a s . ,

A questâo é uma regra de très simples e directa. Ghamando ̂
numéro de lioras correspondeiite a 225 litros, teremos

d'onde
400 : 225

225X2
4 0 0

2 : a?

4^_ 1 i?.
400 ^ 400

= 1

r,oinm25(Vaspara fazer uma cerla3° K.xempi,0.-̂ 3 operarws g ̂  t,Mhando elles
o5j'a ; em quantos dias 47. ox̂ crauos f
'̂ rnx̂ renniformemenief p̂ ra fazer uma certa obra, o

Se23operanosgastam -5 - operarios gastarâ a
dobro, 0 triplo, o quadruplo, etc., „umero de dias ; e a
"letade, a terça parte, a quarta parte, e ., operarios
n̂etade, a terça parte, a quarta pai e, > „moero de dias.Sastarâ 0 dobro, 0 triplo, o qiiadriip simples e inversa. .Represen-

A questâo é uma regrâ  de a 47 operarios
tando
tei

d

p o r X 0
e m o s .

o é u m a r e g r a u a 4 7 o p e r a r i o s ,
numéro de «i»»

47 : 23 : : 25 : -Tî
onde

1 2
X

1 1

47'23 XJ5
t n 4 '

-de umnaviosôiem manfhnentos4.0 Exempi.0. - ̂  '"''."'"Z'd'e as dias ; -000,0 se deve redûir a
P'<ral9dlas,eeo„laooo,a,"d̂ '"'̂ '"""'
'■«r«o diaria de eada prafa ? ,„aior fôr .0 numéro de (lias

Facilmente se reconliece qu 4 p-,,, „ ,„,mero de
<1h viagem, tanto inenor seiô
'lias de viagem, tanto niaioi s®''' , simples e inversa,

A questâo é uma regiâ
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eada p r Ï aC- " ^ ' 1 - ' ^™ ' ! «
diasdeviagemtteremos""'""'''' ̂  eorrespondeute a 25
d'ôiiiîé

25 : 19 : : 1 . J

1 9^ = "25

Rfe&ra fle très èolaiiéistà

de très simples Quàrttlt consta sempre de tantas régras
da incognita. ' condiçôes dàs quaes depender o valor

" l i r p o r i i i n a c o n s i s t e e m e x p r i -tarda cohsidèrâçUb da' dL'rsa7coÏiç0er
drésuiS^S^^^
»wCz~;ztr:;'r:" - " *-■operario, coMlruirao em 33 dia, iralalhanTIT'ma eono a pri,ue>ra, Undo, porL, de compnJZ7ZZ T" """""
saber :e™ cada «nabaeateX''̂ :,:: " S.
r e d u z - s e ° a q a e s t à d

o p e r a r i o s c o n i t m î r a m c m 1 0 'ta, operorios oon̂ lruirtto em 33 diao a mé7> ®'"""
Nessa qaestâo observâ-se Z I n '

trabalho, diminue o numéro de operarios 0"̂. !"
0 numéro de dias dé trabalbn n cbntrariO; diminuir

É uma regra ^de operarioe p̂ara construir a obra em' 23 diaï't
23 : 32 : : lâ ; X

REGRA DE TRES
2 0 1

Fazendo variar o numéro de Iioras de traballio em cada dia, o
resultado sera a seguinte regra de très :

Se X operariosfasem em um cerlo numéro de
ohra, irahalhando 10 liorao por dia, duanios operarios far o a
bo mesmo numéro de dias, traWlMndo, poi-ém, 8 r.oraspor dia.

c — .

operarios : dimiiuundo o numéro ae u
n . . 4.-r^ A nniftreo-ra de ires simples é inreisa.de operarios. A questao e uma le^iA

n faunielo de operands para fazer à obraRepresentaudo por ̂  o numéro ̂em 23 dias, traballiando 8 boras por dia,
8 : 10 : : X •

(b)

, ,.„riar 0 numéro de ihetros, a qùestâo reduz-Fazendo, fînalmente,
s e â s e g u i n t e ; , . .

«, certo mmerodediasSe ± operarios fiaem e ^ ^8 métros de
ihdÀdo iith cérto numéro de h'ôlas p<" mesmo numéro de diaSj iraha.-
oomprimento, quantos operarios far o
lhandoo mesmo numéro de lieras por dia, u

' dp operarios, e notando-sè que cres-
Chânlando esse numéro de P ^ diminuindo

ceudo 0 hiliitero de métros "esce o nû  ,,,„,.i,ece ser a
0 numéro dé métros dimin"® o n g portante
luestâo uma regra de très simples e a

28 : 57 : : s' • ̂

. .d„prdena4amentea1-tresproporç5es(a,b,c),temosM i i l t i p l i c a n d o b i d e n u ^
,3XSX2S:-X.0X5V:-̂ -

dividiudoosdous termes dasegubdarazaopor.,
23X8X28 : ̂̂XIOXB̂  - 1" "

d ' o n d e 3 2 X À 2 2 l 5 I 2 l l ^
X'* = "23X8><2b7
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,1e ..e,l„oça„ -, nuUlnù^

" aKiliôtus ''e très podem ser resolvidos sen.
"«■n,o<lo ,ie re.,h,4à,, """-S «mples, conl.ecido pur

'̂0 primei,-o problema :

1 • •"esma mercadoria esta I _ _ 54000
"o'aranios da mesma mercadoria ciistam 54000X32
N o s e g i i n d o p i o b l e m a ; , 4 7
A fonte fornece 400 litros d'agua em

fornece.-à un, litro d'agua em „ ^
da Jiora^"■■"eceri 225 litres d'agua em....... '

_f.X^ dahora.No terceiro problema :
23 operarios fazendo a obra em
1 operar io farâ a obra em ' '

_ . 2 5 X 2 3 ( l i a soperarios farâo a obra em 25X23
No quarto problema :
Se 0 numéro de dias de viâ êm fôr 19 a rflp:ii. -
«endo 1 0 numéro dédias de viagem,
Sendo 25 o numéro de dia.s de viagenl, a raçâo é 2̂
No problema de regra de très composta • - 25
Snppondo o numéro de hoi-as de ti-abaii

tarabemomesrbo numéro de luetros 70S. (lOho.-as), e• ̂  '̂ A'»'l»ostàoreduz-seâseguinte:
operarma fazem em ]2 ditfi li-ni n

ra. (W) par dia, nma. eerta ohra (28 de ho-
em 28 dias, ̂ -̂abaîhando o mesvio numplTi ̂ P̂ -i-crios fardo

Se para fazer a obra em 12 di ̂  dia, a mesma ohra f® 0 numéro de operarios é 32

Regr^v con jonc ta
2 0 3

piira fazer a obra em um dia o numéro de opeiaiio . * ̂
e para fazer a obra em 23 dias o numéro de operavios sera

1,^ unras (le tvabalbo, aFazendo va. iar sûmente o uume.-o da. bo.as
questào reduz-se â seguinte :

X 12 ohra (2S inetros) etn um cerlo ai— ojyerarios fazem uma eeita ol i . ^ -q a
"ela.CS), iramkan<lo 10 ̂ ora. ̂  ff "f
'"e«»ï« oô̂ •rt 710 mesmo iiumero de duis, traha ion( o, , 32

Se trabalhando 10 horas por dia 0 numéro dos operaiio 23
trabalhaudo uma hora por dia 0 numéro de operarios

r. numéro de operarios sera —23>^

Fazendo variai" 0 luimeio t
^ s g u i n t e : . i f , a j j i 7 1 V I

"^rto numéro de dias (23), IraM!'»»' co,H>nme,,lo no
; qunntos operarios f ai âo """"' ' no numéro de horas pot na

l'iesmo numéro de dias, traialhando o m „ „„„,ero de operar.os e.
Se para fazer uma obra < - ,„„i,rimento o numéro

2̂, para fazer «ma obra de un.-eô ârios sera e para faz.-̂
Prtmento o numéro de ope.-arioe sera

Beg.'» oo.u""<-*»
, e ,ieierniinar a relaçdo enlre-dous

-, .-para conjtcneui e , ^vçç^î,? numéros corn ou-21^1. Ofimda^eg^c ' redoes'i esses _
'iwïncî-os qnaesquer, sendo con

deierttiinados. „ ,.pi'i(;ôes entre OS numeios - - y
, 00 nor exenildo,as "> ^^tre 0. primeiro" Conhecendo-se,P déterminai R ^ a ^

e C, 0 e D. é sempre poaS.vel
uiimero A e 0 ultimo H-
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Sapponhainos que se tenlia

A ; B : 4 : 5
-B : G : : 6 : 7
C : D ; : 8 ; 9

MultipUcando ordeuadamente os termos das très propor̂Des,
a c i i a ' S e

Ax̂ xt) : BXCXD ; ; 4X6X8 : 5X7X9
dlvidnldo os doib termos da primeira razâo por BXC, résulta

A : D : : 4X6X8 : 5X7X9

S B o u e u t t ' i r a 5 " ^ 'sequeutes das drversàs fa.Oes sao dâ taesmà especie qllé os autdeederites
oaî e! é empregada na conversâo de moedas de douspa zes, conhecendo-se as«relaçOes d'essas moedas com as de outros
i ' d l Z Ô S •

Exemplo. — Se 4S francos ■̂ alem/é soldas de ïnnlàlerra se 13soms de Inmerrd Mléln 8 florins da Alle,mnha,se 50 florins d'à Àllémà-
lll̂ Tcos
o s 2 5 0 s U c c f e s s i v a m e n t eTucados de I.Xrl A"«»anhà e femducados de Hamburgo. o que se consegue doseguinte modo •

Se 48 francos valerA 39 soldas de înoVaten-n p-to r ■ ■
soldas de Inglaterra correspondem f ' « 2»»"'""'

É lima regra de très simples e direeta ,4 ̂
V por meio da proporçâo ' lesultado se obtem

48 ; 39 : : 25Q .
X représenta o numéro de soldes de Tno-iof^
francos. inglaterra correspondente a 250

Se 13 soldas de Inglaterra valem r a -
francos, ou x soldas de Inglaterra a . M^emanha, 250
spondem ? 2«a«ïos>ri7is da ÂUcmanna coire-

por me"̂ -plés e dirécla ; o reshl.ado se obtem
1 3 : 8 : : x : x '

ReGRA CONJUNCtA
205

. • a . . « . « « .
dos de Inglaterra ou 250 francos. 7„„„̂ os de Samhmo,se 50 florins da Mê̂_ f̂l̂Ztemâ̂o a
francos, OU X soldas de Inglo-î *̂̂ }̂ 1
lados de Hamburgo corrcspondem t resultado é obtido

É uma regra de très simples e duecta. e
l'or meio da propor^âo

50 . 9 ; ; x' : s" ' ^
®''éo numéro de ducados de Hambuig gjjalmente a 250 francos-
Allemanlia, ou a x soldas de Ing ' termos das proporçôes (a, b, c),

Hultiplicando ordeiiadamen e 0
iemos OQVRVS : = 25Q xx ' ^

48X13X50:39X8X9 _
dividindo os dons termos da segund» M/iao■ 48X13X50:39X8X9::
d'onde

Oproblemapreeedentepodeai, . ,in-ocesso mais simples. ̂  ̂  Tucado de Ham'
Representando PPP Aile»»"'*® P »do soldo de luglaterraj do ,

b u r g O j t e m o s 4 8 a =
1 3 b =
50C = 9d
d.s = 950a

nï̂ Uiplican̂ o ordenadam "̂ ,
48X13X50 ' Vualdade por abcd, résulta

«.hrosda ultima lo"dividindo ambos os mem vfi^
1̂50 ■

d.'onde 3 9 ^ ^ "48X13X5*̂
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ta.aeolZ''~ conkeccnao o caintal, a
T'"" ' a ia .a co ie.npo.

, 0 CO.,neo,Uo 0 capital, aU.a e ojaro.
qnestaoper^leeSrlrirriciai '
lie I annos Tn ' "" « no A"

7 ̂  ̂  - fi- <!e . an,OS, i .enderà A, e o ren-d e r i T 5 1 0 0 'iTo- Ropresentando esse rendimento por,', teremos
. c i t~ foo

• ppliquemos as formulas a alguus exemples r
««o.., ̂'■̂niTaîZTe'ju.Te. " ̂'' '■■̂ ^̂$000, durante B

Applicando a formula j =̂, temos
i p o

• _3528Q0DX6X5 105840000
100 xoo —^^-058^400

2. Exemplo.— Calcular o capital que «oïM « ■ , . k
annos, sendo r tHn^r, a ^ . pos io a juros durante 5' produz 0 j i>ro dç l:05,8$i00..

Applicando a toraiula c ~ iM, aeha-se
i t

p _ 1058400X100 lQ584nnnn
0 X 5 3 0 - = 3 : 5 2 8 $ 0 0 0

3?EXEMPLO.—Caïcwîara to snhr. inofwi de 5 annos produziu 1:05S$400 3:528$000

Applicando a formula i z=
cit ' v e m

i = 1 0 5 8 4 0 0 0 0
3528000X 5 - m4ÔÔ^=6-

209
Kegra de desconto

4.» EXUMPLO.-Culrul,,,- 0 tempo iZl'iOo"
3:528$000, pasta a Juros scgnndo a taxa , P

,.esu i ta :
Applicando a fOrnniliit, »

1058400X100--1S2?̂5H=5.

Bcg. a de descouto
,̂u determiner oaiatimentoioe

249. A regra tie <leeconto „„ fm de cerio tempo,
se devefazer na importancia de un oencinieuto.

cujo xmgantenio se (iGseja ,̂ gjor nominal e vaîoi
Tmla letra tem dous valores i ,,,,pte na let.a,
Yalor nominal do uv id - / inGikQue»« ê 0 valor que ella tem no d'U do ocea
Valor actual de unia lettu

® H e s c o n t a d a . p a i - n n i a : / i / t n i r o e 0
Ha dous ™«'l°̂ ,;;tenonnn̂ Oo I'or /»™-
0 dpsoonto t , „ r9em peE ,„ . , „ . „ .e iu l é e

â sconto commercial, con̂  do valoi''
^ de$co7ito raoional e o jwt ap^conto racional éhro do valor '̂ '̂menor q«e favoravel ao por-

Sendo o valor acta ^ por i»so e omener que o descente comm ' ̂  jesconto commercial
tador da letra. Ap«!Contar as lot^as, é pvecisono-

Dos dous modes „ .ealculo mais de juros com
Hi-eferido ao racioiial, P jmpoi'ta e® como uma quan-tar que procedendo ' o valor nom.ual da letia
taxa de descentes e oouside.ai
t ia emprestada. « lo rad"""^

p e s c o n l » r e s o l v e m - s e
mes de descente, ®'̂" °comonaregia de juros,■250. AS questo ̂ as P'"̂ ® ' a ,esolver todas essasdo mesmo modo qw® ̂̂meiodas quaes se consig

deduzir fôrmL'ias pu^
q u e s t O e s .

1 4

V i a n n a __ Aritnnietica
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2» Detei-minar a taxa, conhecendo o valor nominal, o deseonto
e 0 tempo.

3" Deienùnar o tempo, conhecendo o valor nominal, o deseonto
a a t a x a . '

Corn effeito, multiplicande por 100+it ambos es membres da
igualdade d = fpmn^

100+it '
d ' o n d e l O O d + d i t ^ c i t

lOOd+dit
i t

= cit, os membres da igualdade lOOd+dit:
100d=zcit—dit

d'onde
100d=^(ct—dt) i

l O O d

d'onde

e t — d tA Igualdade 100d=zcit-dit se pôde ainda escrever
100d=(ci—di) t

t ^ T ô ô d "
c i—di

d u a s f ô r ^ u l a .

1 - ° E x e m p l o : '
Achar 0 valor actual de uma Uira de 4-800tnnn

fim de 4 annos, sendo a taxa de deseonto S. ' ""
Appl icando a formula V — „ ,~ 100+it

fflOQOOX100_gOOOOooo 48t)00000100+5X4 120 ^ 12 = 4000000
2 . " E x e m p l o ; , ,
Achar 0 deeconto racimtni4:800$000 pagavel no fim de 4 annos, sel ZxTldZoZT''"
Applicando a fôrmala d =—ÉL ,

- L U U + 0 X 4 1 2 0 — = 8 0 0 0 0 0

D e s c o n t o c o m m e r c i a l 213

D e s e o n t o c o m m e r c i a l

251. Sendo o deseonto commercial o juro dp valor nominal da !e-
ti"a, e esse valor sendo uma quantia conhecida, a questâo se lec iizterminai- o juro de uma qnantia, e entâo o deseonto commercial e ob
por ineie da formula empregada para calculai- o juro de uma q

Chamando D o desconto commercial, temos
D :

c i t
'ÏÔÔ

(3)

Siibtrahindo do valor nominal da latra o desconto, teremos o va-
tor actual.

Chamando v esse valor,, aclia-se
cit 100c— (4)

D a f o r m u l a deduzem-seasseguintes
^ ' ' l O O

100 D
' - n r

___ 100 P

100 D
t —

100Ĉ::£iîj deduzo™"®® fônmdas
D a f 6 r m u l a v = j o o

„„dede8eonto,provan1o«n«adif̂
n, . ■ «mos 0 estudo da reg.A » por dentro.Te r m i n a r e r n o s " . a o

ferença dos dons desconto?
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Com effeito, a differença dos dous descentes é

lOOci t - f -c i^ t^ lOOci t100 100+ it ~ 10000+~î5ÔIt lOOGO+lGOit
lOQcit+ci-t-—lOOcit ci^t^

ÎÔOOÔ+ÏÔÔït ~lGO00+100it
êojuro do desconto por dentro se obtem substituindo na formula~̂ ÎÔÔ' «. de i e de « os sens valores ; fazendo o que
acha-se :

c i t c i 2 t 2
T ^ X i t. _100+it^ 100+ît

100 " 100 ^lOOOO+lOOit

Os dous resultades demonstram a propesiçâe.

Kegra de eainbio
252. A regra de camhio tem por nhi fnniUî ., *l̂erciaee entre duas cidades de um I,,.;e 0, oorrZZ:::'

que dev'^rtorTaaaml T i-li^duosque aevem lazer pagamentos, e outres Une *em diverses cidades, por meio de uma letra de clh"
que os credores enviam aos seus devedores nara T'
da letra ao respect ivo portador. ' °

Assim, se um individuo A, do Rio t
3:000$000 a um individuo B, do Rio Grande do
c, do Rio de Janeiro, fôr credor de um ind' ? t®® '™Sul, de igual quantia: A compra a C uma îltra" df 'Grande do Sul, isto é, uma ordem dir Jda por ? ®
9u â sjia ordem a quantia de 3:000S000 ^ ^

A passa essa letra a B, nne no
seu valer ; ficando d'esse modo paeas as d\̂ -d ï'ecebe de D o
para corn B, do Rip Grande do Sul e a de ̂  Janeiro,
para com C, do Rio de Janeiro, sem os ri ' ̂  Grande do Sul,
com 0 movimento de dinheiro de nmà ® ̂ espezas que sempre haue uma para outra ddade

/

Regea de cambio
2 1 5

Se a transacçâo é realisada entre duas cidades ™ ̂
Paiz, 0 cambio denomina-se interna ; e se é réalisa a e
dades de paizes différentes, o cambio denomina-se e.ter«o _

slcar on veuder uma letra de cambio é trocar P®
correspondente em moeda. A letra de camb.o em relaçao ao veudedo
c h a m a - . . q u e ; e e m ^

0 preço que cm uma cidaa U
denomina-se cambio. orande do Sul é o valor0 cambio do Rio de Janeu'O so lê  ̂  Londres
de 1000 réis pagaveis no Rio Granc p̂,.ig. g o cambio de Paris
sobre Paris é o valor do franco pagai g, jp, Londres,
sobre Londres é o valor da libra esterlma pagavel em

0 cambio coiiipôe-se de dous teimo pp̂ i-esponde ao valor
0 primeiro é o nunieio ; sesundo é variavel, cor-da ietra de cambio, ecbama-seorê

'̂fisponde ao valor da letra, e chama . moeda nacional uni valor
0 cambio esid aopar quando s ■ ^ pp,,tpqo,. ja

igual ao valor qne em moeda estrangmra
'etra no dia do seu veucimento. dér em moeda■ 0 cambio ao d« aUa.o ou «c. m jo P ̂  U
nacional um valor nienor ou mai
ostrangeira «was ou "'dircoias- Sâo direetas,Asquestoesde cambio aaod jc qoam'-utjmjaquando se realisam entJ'e duas p .̂ ĵ j,jyĝ iarias, sejam e u
*̂ onibinaçâo unia ou niais pi®'*
®®jam de paizes différentes.

Questao <»«
c 1 ft 6 vo^ cento contra253. X» Qaa®'®® . p jjio Granit ào Su

S e n d o 0 c a m b i o _ a e" Rio de Janeiro, pmnlo „„„ jp nma letra de
'̂000$opo no Rio Grande do «j ̂  „ p,eço de

Se 0 preçd de «ma 1® pvoporçâo
2i0oo$ooo sera determuiau , ^

100 • 106 : 1
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Multiplicando orclenaclamente as igualdades precedeates, résulta
935X25X6000 abcde = 5X26 abcdex

935 X 25 X 6000 = 5X26 x
^ ?!5X25>̂  ̂ 9̂ X5X6000 _28050000

® X 2 6 o f i — " • =

o u

d'onde

X

2 6 1 0 7 8 8 4 6 .

Kegra rte rtlvUrto proporclonal e rte soelertarte

i"»-/» llviair u,n ni-â>(6»p,opor«o«aes a oniroa numéro, dados
ii-sta regra tern miiitas applicacôes • «s naiu 'sao dos impostes, a distribuiçâo dos dLdendos

OU perdas entre duas on niai« ̂  ̂  lopartiçâo dos lucro!=
q u a l q u e r . ^ « « « « a d a s e m „ m n e g o c i o

Seja, em geral, um numéro qualquer A nnp« m-
pi'oporcionaes aos numéros w, etc '

Representando por x,'rc', x" etc .
porcionaes aos numéros m n r) etc \ ^o numéro A, pro-> ' ^ ^ 0 . , t e r e m o s

Applicando â serie o Q(:t(ynn.4/Ydas proporçôes (238), aclia-se ̂ ^̂ 'ô ario da segunda propriedade
ni+n+p-{-& . x-fx'+x"4-& . . ^

\ • ' j n
s u b s t i t u i n d o x 4 - x ' 4 - y " j _ j , ^^ + +'^ valor A, résulta

in-f n+p-|-& ; A : ;

A m

X

x '
t r ' »

d'onde

X

x '

"H^Î+p+&
A n .

"^+"+P+&

"^+"+PH-& i

219
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Tradiizindo em lingaagem ordinaria esses diTersos lesultados,
se obtem a seguinte

EeoK..-Par« dtr ldt rios numéros dados, divide-se pela ""J,. J, „Meros.
iividir, e multiplica-se o quociente de regra de

2 5 6 . A r e g r a d e a s s o c i a d a s
sociedade, tratando-se de®oi certo negocio, o lucre ou per a q . ̂  guantias com que

Devendo-se attender na regra - elles estâo na socie-
entram os socios', e aos tempos ̂Uirante o
ûde, ha quatro hypotheses a coiim eiai sociedade du-

.̂ Ossoeiosentrâ co.,̂ ^̂ ^̂ ^̂ ^̂
'''ante o mesmo tempo. diiferentes e estdo na ''sociedad

r.Ossocioecnir)tmcom,nant'asd'ff . ■
^■ ŷante o mesmo tempo, durante tempos difo'ontos e

S,0ss6ciosesmonasocleiaiê«'a,
«nv/ f / i n f i soc icdaae

q u a n t i a s i g u a e s , ^
4'. Os socios entram com i<"'nua .

^•arante tempos différentes. igvatmente p
Naprimeirahypotl>ese,<̂-'«cro ow apercla total. di'»'®'' "
Na segunda ^os , „.o on terda total emPanes proporcionaesâs en ̂  ̂ ,̂e-se dimdir » estâo na so-
NaterceiraUypotheŝ,̂  dw®'""" «partes proporcionaes aos ^ perda total em

wjpjr--
ï̂'azoavel e ̂ de justiça, sen « ou perda total em par-

liantes. ^ aivisâ» i<> tempos é nma conse-
Na quarta hyP»'''/ ' das entr»''»® P®tas proporcionaes aos pvol»̂  hypotheses- ̂  e o' as sims eu-

2heueia da segunda e teie neg tj,,eram na sociedade ;
C o m e i f e i t o , o s '

tradas, t e i' os tempo® o"



Arithmetica
e imagine-se urn terceiro négociante N" pn+vo,, i • 3a mesnia qaantia e com que Lror „ „0 mesmo tempo t' que esteve o segu.1
terceiro e Ltre este T ôself̂l " P"nieiro négociante e o
perdas d'esses négociantes, resnUa"' '

1" :: t ; t-

-HipUca„doorde„adame:;oste;mo:da:;„asproporqdes.temos

simpleŝe,na quarta se dizcomp'osTâ' ̂  soeiedade se diz
duzindo-se a dividir um name™ "I'ler seja composta, re-
iinmeroa tlados, na resolueao dna proporcionaoa a certes
appliear as formulas jâestlbelecidas'̂"̂'̂ ®̂® de sôoiedade podemos
lucro on perda total, vi, n « pf̂  ' ̂®Pi'esentando nessas fdrmulas A

entradas pelos tempos, ' ' *'tempos ou productos de

S-espessoo, amdaram-se om00». 4:000$000, a seouJa
^■OOOtOOO.Sofî  do tre. ZsloT ® <"""trata de dividir pelos socioa. "" do 8:000$000, que se

Chamando iB, aj'G 3«" PC I
malas, teremos : socios, e appiicando as fdr-

X ?222525>^OOOOD on= ?î22££oooooooo"1-/000000 ̂ QÔQ^— = 2000000
222252̂ X5000000«ï»M+fô55ôro = '"°î̂ o°oZr°

, J 5 2 2 2 o x 7 o o o o o o ° °---i£5222o^ooooo £5000000000000
16000000 : 3500000

Begea de sociedadë 221

2 ? E x e m p l o : - , r „
Très pessoas assùciarnm-se cm um ncffocio, eritrando com quajitias ̂

iguaes, e esUoeramna sociedaâe, opnnie/ro 5 annos, 0 segundo anio0 terceiro 2 tuinoŝ  e perderam 12:000$000.
Quai a pcrda de cada um dos socios?
Chamando a;, a;' e s:" as perdas dos socios, teremos;

12000000X0 _ 6000000° _ 6000000^ — ~ ^ 3 + 2 1 0
12000000X3 _ 360000OT
^5+3+2"X ' = 1 0

3600000

240000012000000X2 _ 2'̂ 00000

3? Exemplo : neaocio com a qiiantia de 12:500$000;
IJma pessoa estabeleceii um 20:000$000, e seis mezes

<̂tnco mezes depois associou-se umaouiâ  30:000$000. fim de
depois da segunda associou-se que se trata de dividir pelos
doits annos hoiïve um hio - lor cenlô do lucro total, aUm da quota
"Ocios, devemlo tocar ao primeiro esleve na sociedade.
l'roporeionul à qaantia que empregou ̂g.ggojoOO os 6 por cento ou

Dednzindb do lucro total a
2;000$000, 0 reste 38:000S000 e a q ' ĵ -aute 2i mezes, deve■ 0 pdmeiro socio, f ° 12500000X24, ou
ter 0 mesmo resuUado
300000000 durante um mez. goOOOOOO durante 12 meẑ'0 segundo socio, e»!"'®®® fampregasse 20000000X19
1er 0 mesmo resultado que380000000. durante um ando 30000000ĵuiant̂^̂^̂^̂^̂^̂

0 terceiro SOCIO, einp & empi'^o^®®
0 mesmo resultado q^e -.naps a esses très

390000000 durante um mez. ^ ger proporci
Os lucres dos tî s socios

Pfoductos. c iucros dos socios,
Chamando a?, ^ a400000W^ ^(,634305

300000000+3»
!■ = -SoffXsïÔob̂ ^ 1483000000 3 850167

d e v e

o u
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CAPITULO VIII

THEOEIA ELEJIENÏAR DAS PROGRESSÔES

mia lei qmlquer lExem") creicem ou decrescem segundo
numéro, in,; ; ' ̂
•multiplos. "«nieros i,rimos, a serie dos numéros

<2"«.-»,-rrde7lVZ " 7" ««' ae sews termosfor constante.

e I " a u g m e n t a r e m ,
Piogressoes podem serpor differenga ou por quociente.

Progressoes por «liffeieiiça

«™ doH quaes eLZlZu TLcedẐ"̂"! ̂  «umevos, cadastante que se okama a razao daprogrcfslo. "«"'«'•« «»»"
A progressâo por differenra p

excede 0 precedeute. eoescenie, quando cada tenno
Exemplo :

- 2. 4. 6. 8. 10, 12. 14, etc.
A progressâo per differenca é d

é excedido pelo precedente. ' quando cada terino
Exemplo : - 60. ,55. 50. 45. 40. 35. 30, etc.
Uma progressâo per difterença crê r. 4

mais do que iiina serie de razôes por d'ff ̂  <̂®cresceute, nâo é
termo da progressâo conséquente de um ̂ ffuaes, sendo cada
guinte, exceptuaiido o primeiro ternio c ̂ iitecedente da se-
priineira razâo, e o ultimo, que é sômpnfo'̂ ^ ̂  sômente aiitecedente da

Assim, a progressâo ! <=onsequente da ultima. .-
H- 2. 4. 6. 8. 10. 12. 14.

PROGRESSÔES FOR DIFFERENQA
223

pôde ainda eer escripta :
2.4:4.6:6.8:8. 10 : 10. 12 : 12-

A progressâo :
4- 60. 55. 50. 45. 40. 35. 30I'Sde ser ainda escripta : . .. .q . -40. 35 : 35. 30

60. 55 : 55. 50 : ^3 „„,a progressa» por
Très termes consecutn » ,.q. re„„a continua,

l'ffevença, formam sempre mna 4as progressues258. A primeira questSo a consu e.j.̂  0POi' difterença é ; calciiîar o valo) àt
Ĵ Hnieiro ienno e a razâo.

Seja em gérai a progreŝ ii» -

Suppondo crescente a i &
b=a+i- ,a-r=a+2i'
c=:b+i-''t„.l.v=:v+3rc=b+r=--a+ ■ +3r

•2îss:i-+"
Sendo o segundo teimo ig a t"''»'»

terme ignal ao primeu'O ni etc., seg ̂  ̂ „„„ios
' ^ ' " > 1 a o p r i m e i r o m a i s t r è s ,

ê s e m p r e a o ^ n i i i » e r o d e
0. (ermo. précédentes. ,^„alquer, P termes

, Representando poC ̂  " ternio h "
desde 0 primeiro até o

'̂•«'̂eaentes, e 0 valor <10 ta'-"'» ' \
..,.,iecrescente)Se a progressâo \to

. - - a ^ r — » g t c o
etc»!

etc . )
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D'onde se conclue, como na hypothèse precedeute,

l = a — ( n - l ) r . ( 2 ) -
Reunindo as duas formulas (1 e 2) por meio do signal

r é s u l t a :

I =a± (n—l ) . r.
E por meio d'esta formula que se obtem o valor de um termo

qualquer de uma progressâo por ditfereuça coniiecendo-se o primeiro
termo da progressâo, a razâo e o numéro de termes, desde o primeiro até
aquelle que se determinar. ,

Se, por exeraplo, se quizer determinar o decimo quinto termo da
progressâo Grescente^2.6.10..sera a=2,i—4,n:z=l5, e teremos

1==2+UX4z=2+56—58
Se é 0 decimo segundo termo da progressâo decrescente

150, 145. 140... que se quer conhecer, teremos

l:i:::150—11X5^150—55—95
Da iérmula 1—a±:(n 1) r, podemos deduzir outras, por meio

das quaes se pôde determinar":
1° 0 mlor do primeiro termo de uma progre.sâo, conheeendo o

ultimo termo, a razâo e o numéro de termos.
2° 0 valor do numéro de tc-mos da progreeoâo, conhcccmlo o

pnmeivo termo, o ultimo e a razao.
3? 0 valor da razdo, conheaendo o primeiro termo, o ultimo e o

n u m é r o d e t e r m o g .

Essas formulas sao :
Fara determinar o ualor do pnmeîro tej-mo :

a=l-(n-l) r, a=l-|-(n_i) r
Fara determinar o numéro de termes :

n — ^1*—1n =
r

Fa) a determinar a razâo :

M — a
r = : —

n — i
a — 1

n — 1

225

Pkogressôes POK p.ppweeça
. nitima porqwe é einpre-

D'estas fônnu.as a mai. ŝ as appiicaç̂ es, é
gada na resoluçao do seguin̂ e pt d'esta tbeoria :
considerado como um dos mais n jg «ma progressâo po)

InseWr cuire doits iCï»'OS 5 ^ . «mnero

Antes de tiatai termos « e ^ " numéro e
a e ^ e i o s , u e s e a u - « + 2 , e ,
0 luiraero de termos da P o .«(rne-se m+
êpresentado nas formulas pm' ' ̂ ĝtituiçâo, teiemos® fazeudo nas ultimas fôimu as — ̂  ̂

«a segalnte

E s t a s d u a s " J "

îde-so 0 resto peîo ««me ^ ^ • nitrej-enoia^ '̂
^̂ ^̂ dunidade.OiUOcienî '''̂  ,,3̂ ,1̂

„ . Irserir a»"'« .1 . 0 E X E M P I ^ O . ! , ' «
temos

Apidicaudo +
r — l3 -f ^

, oi 26. 28. 30. 32.
A progressâo ser _ 22- - • , s,

^. Tnserir
2 o . E x E ^ ^ P ^ ^ ■ a t e m o s

• Applicando a 1

J.

6 0 ^ " oo
^ A progressâo serâ 23. 20-

^-50. 47. 44.

Vianna —

1 6
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Pi-opriedartes

PRIMEIRA PRoprikdade ̂

259. Inaerindo-ne enlre nn tr
Vor différencia o memo numer ' dc uma proore î̂ do

Seja a progreĵsâo crescpnfo .
Suppomioâo numei-o dè , ■ ' ̂e chaniando U, ir ̂  mserii- entre a a b, b g c, c e d,

parciaes, temos ̂  ® c., as razôes das diversas progres«Oes

U

R '

R " :

a

1

'x + 1
d —- ç
" r A

Os deuorainadores daq f,.. -razoes sao evidentemeute iguaes T'' T os valores das
CQoestodosiguaesârazâo'daproĴ^ os minieradores d'essas ft'®'P'̂ rciaes sào todas r'° 1"^ razôes
Irfl ̂  'gPal ao uulf?'! « co.l o' „rimeiroamente formando uma SO. ̂  P̂ 'ecedente, ellas- ligam-se

Se a progressâo ̂  a hvalores das razOes das P̂-og;,s;ôe; pa:;;̂  ̂ôr decrescente, os
R

R '

R "

x - fi

'x+i
c — d

' ^ 1^ T- J .Sendo ailida esses valnva •
ciaes ligam-se formando aimia ̂  siIda Ulna So pi-op.,. ? progressôes p®̂ '

©Possao.

i r
Rrogressùes for DÛ'FERENÇA

2 2 7

Deveinos nutar une a razâo da «a/todas diversas progressGes parciaes é o qiiocieii e um.
P'-ogressào plaitiva i-e.o numéro de meioa que .nser.rmos

suonnna imona.unADH
,,, urnaprogrcssdopord̂ P̂ m260. Dous tcmoa qniicsquf ,,,, .empre nnia cqu'dip'-̂ ''̂ -̂

q t t e d i n t e r n i < / i t a l m e n l e ] , . n i . 0 . P - ' 1 - '
Seja a progressao ®' P* euuidistautes d elles,
Siippondo OS teriiios b GP o os'̂®ta-se de provar que u p - ]i. p^ e substituiudo »a lor-
Considerando a progrêaao clesĉ  ̂  ̂  „ „ ,eu

'̂•lal=a±(„-l)r,emlogardeîo.eu''' e=P ± (""0 ^ , M V e substituirmos iia
m-o'Tressao desde ' ' ̂  „ geu valorSe considerarinos a pi o .̂ lorp, o®"

-̂ iiia formula em logar de I o sei
teremos „ ± (n^D '• igualdade e h de

1 ne OS nieuibros da P
Subtrahiudo&deani
OS membros da segu®'̂  ̂  ̂  (n—l) ̂' ± (11-1) r Je termes desde

J Na peimltima ig"!'"'?; «.llero de '̂''"̂"̂.è'̂aiie tnU'e hep,
'"̂Sde-se que „ tern o mesmo va' ,̂ „,„to na ,ep,eseiita a

/Lâo desde /' i'" .„,„,eiros taiiibem sao,

"lesii

m̂bos

•"■esenta a razâo da P̂ g'P, ̂
da progressao desde /' taiiibem sao,

""rnero ciinstaiite. omln'os ig"P®̂ '
inw jiienm'

i t e r
Seiido OS seguudos u

'enios

Ou

Ou

. . b

' iuverteiido

P

h

h



'L • SX

•t9

...OP-09:̂09:05l==05ï=0̂S : ; St ;0e • - OS • OJ „.„ÏM:)S9 .I9S ^P"

: SI :oe : 09 = OtX. ̂
I

c;(It.X0S9 .I9S BpWi'® 9p9â
ots

: o^ssaaSojd y
; f t • S
^̂di.ios9 aas vpua' apod

9̂ : 5G • 91 ■ 8 • t ̂ " . oiîssajSo.id y
.«un,m .p 3îU9ab9suoo 9 8><b ■" „,U81U0S a snb oiuja? oaœuii,i<l

0 a ■oï.a. «...a»!-';! ̂uapaooîu. a «uin ap a,u9nb
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Très termos consecutivos qîiaesqner de um.aiirogressiio por qnoci-
ente forniam sempre uma proporçâo continua.
a . , , ̂  P"'"®"'® di'estào a considerar no estndo das progressôes
e a razâo" " ̂ '"'̂ 1'""'! <'o>i/iecendo o primeiro termo

Seja em geral a progressâo :
: b ; c : d : e : f : g : 1, ; etc.

b : = a r
b r ^ a r . r — a r 2

. < l=( i r~ar. - r~a i -3
. 6:^( l r r r :ar, -^ l—aH

e t c . e t c . e t c .

==30, 0 t!rMiro\l™ multiplicado pela ra-
®oexpoente2 o quartet '"'"T'™ ra^âo elevada
® ' ® v a d a a o e x w e n t e a P " ' ®
^drnlaoprhueirom que : wm termo qualqner-è nevipre

_ «« <luanio& sao as termos precedentes.
®Presentando por I um termo nualnuer r^n». j 4.mos desde o primeiro até o termo i, sera «!! 1Z " °

«fientes, e o valor do termo t sera P'®'
l=a. l-n. 1

E esta a formula por meio da nual so au*
qnalqner de uma progressâo por quoeiente co ? "
termo, a razâo eo numéro de termos desde'n " P' '"'®"'"
se quer déterminai- ' " P' lmeiro até aquel le que

Se, por exemple, se qner determinar o s» :
" 2 : 6 : s e r a a = 9 ' ' ® P r o g r e s s a o' ® "=5, e teremos

'=2X3.=2X81=162
Se 0 termo que se qnizer conliecer esi-

meiro, a questâo flea dependendo de ele ' ®P®®'®''e ''® P̂ ''
sideravel, operaçâo que depende de mi '1̂ '̂ ̂  ® potencia con-
simpliflca depois de conhecidas as n. ■ '̂ '"P'' ® tpat̂alho, mas que severemos adiante. ' "Priedades dos logarithmos, conio

2 3 1
TrogrkssSes por qcociente

- Da formula l=ar . podemos deduzir outras por meio das quaes
s e p o s s a d e t e r m i n a r : „ ^ y n d e n t e .

1« 0 valor do primeiro termo de nma progressâo J
c o n h e c e n d d - s e o n l t h n o , a r a z a o e o n u m e j o e o

2? 0 valor da razdo, çonhecendo-se o prime,vo te, mo,
n u m é r o d e t e r m o s . y , r , » l > f i e e n d o - s e o

3° 0 valor do numéro de termos da pi ogress ,
primeiro termo, o ultimo e a razdo. j

A formula para resolver a primeira questao

a — ,,n—I

A fôrmula para resolver a segunda questao é
n — 1

A formula para resolver a terceira questao s6 p6de
depois de estudadas as propriedades dos qe-

D'estas très fôrmulas a mais importante e a q« em por ̂terminar o valor da °p̂ meP, d'esta questâo que
LTnrgu': q.mrsq,.r do pro.ro.do por
. u o d e n t e u m » o n u m e r o d eNas Pro^tess^;;', « „ e
~r:Xt::r:u«rmu.asnH-.emlogarden-A

n — 1

Feita a substituiîâona fôrmula r
résu l ta

m + l _
/ ï

r =
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Esta formula pode ser tratliizida na segiiinte
Regra. — Para mserivmeioa in-oporcjomes entre ûoun numéros

dados, divider 0 seguudo uumero pelo primeiro, e do quodenie se extrae
'̂diz do giâo designado.peJo numéro de meios augmeniado de uma uni'

dade. A raiz assim achada ê a razâo da progressao.
As applicaçôes d esta regra depeudem quasi sempre de muito

p ,e laialio, poi ser necessario extrair a raiz de urn grâo siipe-
teiceiio, operaçâo esta que é simpiificada depois de coiihecidas

as propriedades dos logaritiimos.

< ] . ^ « s o l v e r a q u e s t a o f a z e i i d o - a d e p e n d e rserie e raizes qiiadradas, inserindo os termos*uin a uni.
, ExemplO:
Inserir entre a e I sete meios proporcionae.,.
nsenndo entre os dons numéros urn' terme b, acha-se : ~

TT a ; b : Z.

t emos .
Inserindo entre œ e J ùm termo c, e entre & e Z um termo df

: : a : c : b : d : Z

b p ^ ' ' « ' t e " ' " ' f , e n t r eermôt, e entre d e ï um termo h, résulta a progressao

: : a : e : c : f : b ; g : d : b ; J
e a questâo fica resolvida.

Proi>i>ie(1a<les

264 . P r ime i ra p rop r i edade : . • ^
Inserindo-se entre todos os ieimiùapor iuociente o mesmo numéro de meios propÎToTparciaes assim fomnaâas consUluem uma s6 progréssaT'
Seja a progressao f^a:b-c-d-e f i /

I
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Prooressôes por quociente

1 T? P' -R" etc as nizôes das diversasj etc., seja x, e cliamando R, R , R ? •»c e d

progi-essûes parciaes, temos

R =

R ' =

R "

Ae anantidades snbmettidas a.
«la m-og-ressâo dada, sfio ignaes entre . , t ,azMS
grâo d'essas quantidades sâo tamber̂ ^̂ ^̂  ̂  „ j,H„,erro
das diversas progressSes ĵ nai ao nltimo da progress
termo de cada nma d'essas pi g progressao.
precedente, ellas ligam-se frnran » ̂  . i.„al a rar ;Devenros notar que a ...- ̂  "rnserimos mais nm da rasao
dogrâomarcadopelonmnerodernerosq
da progressâo priniitiva.

265. Segunda progressao par guociente e aous 2«
Dous termes qxiaesgtf^ ,imaproporçào. ,

distem igualmenle d'elles, /<»««'» . , q , e : £ r g ̂  : m : o . P •

Suppondo os term
trata-sedeprovarque ^ ^ .

f o r m u l a

t>, terenioâ

e de provar que i, . f : : ^
a 5 até / e snbstituinto na

a Z r r a r " - ^ ' &

S e

a /.atéîesiitetitnirmosna. a progressao desde h até «considerarmos a P =
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a = h r " - t

b08 OS membros l'tl̂ml̂ ô /riÎaîse""'''' ®
: j . n — I

e na ultima o Imera ° '"""®''° ^
numéro de tenues entre 6 '' ® P'"' "'ypoti'ese otÇffl 0 mesmo valor nas duas iguawirs.""' '' ' "

présenta a razaVd̂plTgreTsl'̂dSr r T ■'g»=rl'la'le re-
razao da progressào desde A até o e a ̂  f représenta a
"lero constante. 2j ® a razao da progressào é um nu-

teremos segundos membres, os primeiros sâo tambem, e
. f q

o u h — h

f : b : q : h
0", invertendo

b : f : : h , q ' '
' _ 266. Tratemos presentenieiite de dedii7it>

ernnnar a somma e o producto dos termos d̂
q u o c i e n t e . " e u m a p r o g r e a s â o p o r

Seja a progressào

■ ^ a : b : c : d : . '• • • • - n i r o î p ; ]

PROGRESSÔES POR QCOCIENTE

Clianiandoî- a razfio da progressào, temos :

2 3 5

I l — a r
c = : b r
d = c r

0 = n i r

p = o r
1 = p i -

Sommando as igualdades ordenadamente. acha-se
.... +o-fp-l- l—

:^(a.-|-b-|-C"[-

b+c-fd- l-
. +ni+o+P) ^•

■C " [ - . ^ ,

Eepresentando por S a somma dos termes da pio«>e ,
Uma igfualdade se rediiz a

S—a=(S- l ) r

o u
S—aa=:Sr—Ir

t, a ambos os membres da igualdade, vem

s os merobros da ultima igualdade, aclia se
/,■—a=;̂ Sr—S

o u a = ( r — ) 1 S

d ' o n d e h — a ( 1 )

Sommando.

subtrahindo S de ambos

S :
h — a

r — r

Se na igualdade S
b r o s , t e - r e m o s s = a + S r — ï r

_,̂Sr-b-, sommarmosuaambosos mem-
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Subtraliindo Sr de ambos n®
; ■ n i e m b r o s d a u l t i m a i g u a l d a d e .

S—Sr—a—;r

(1—r) S—a—Zr

a — ? r

acha-se

o i l

d'onde

S
1 — r

giinda para as decrescWs!̂'Progressfles crescentes, e a .se-
1- Exemplo :

Acharasom„adostermosdaprogres.sâO:2 : 4 : 8 : 16 : 32 : 64 : 128 .. 256.
Applieando a formula S.: ' r - a

Jd^acha-se

S = !iiX^—2 512—9
2 - r = -2" Exemplo;

Â-ar a somma dos termes da pro,ressao
-«"̂ 240:120.60 . 30:15.

Appïicando a formula S
l-Zp' ^cha-se

480—15X-i 480—if MO-15 945
2 " o

S = 2

5 1 0

945

267. Para deduzir a f6rmniî>
ducto dos termes de uma nm nieio da q«al - i
gressao. P'»gressâo por quoeienT^ seja aiuda a pro-

- a : b : c : d : ■*• m : 0 : p .

1-^

i
1

237 ■PROGRESSÔES POR QDOCIENTB

Coiisiderando uma outra progressâo composta dos mesmos termes,
l̂ispostos, porém, em ordeni inversa,

/

^ \ : 0 : m : .. ■ à : c : h : a.

Representando por P o producto dos teriiios da piimeira p g
•'̂ do, teremos

P=aXl)X»X'lX XmXoXpXl
P=lXl.XoX"X XdXcXbXa

I•'"IIIWI..,.!. IgUo..!.. ."1-*^
ausa dïi segunda propriedade das pi o _ résulta

P̂ ûdoqueouumerodetermosdaprogressaô eJa ,

ond©
p2^(al)*

P==i''(al)°
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CAPITULO IX
THEORIA ELEilENTAE DOS LOGAEITHMOS

seis »l'e>ïôeî
a s o n t v a s t r i , ^
dedecomposiçâo. ' e exbaaçao de raizcs, iiidireotas uu^

. "e poteneias e e.trajo ie ZZ ' "
sentam as operaçOes ̂  '■'"''allio que algunias vezes apre-
i-ecem com o conhecimento gi'upos, desappa-
consegue redii/ir « ̂  outra operaçâo, por meio da quai seA Isib li, r v"'"' "" '• 10 3» âs do 2»
comparando as fon'/i "̂ '̂ ''a'̂ ente se manifesta,respondentes J T por diiferença com as cor-

suUrarJ 'J"""''»'®' •'econhecendo-se que as
- ^ m p u o a ç ô e s « " ' - « a P o n d e m a
outras. ' lepotenoia, e e.iracçâo de rai.e. em

easas t^s^rfs Tiiusioimaçoes, onginou-se a. theoria dot innn.-ui.mportancia é considerada como uma das maL Tdo espirito luimano. grandiosas concëpçSes
'̂ '̂ "̂ "̂ 01'amossômenteaparteeIementarfTa.,̂  .ia occ«par-se do seu desenvolvimento.
269. Lof/arithmos sâo numéros em -revondenio iermo a lerno a outras numéros ei pZ"'""- """

Ttaveiido sempre na progressâo por differenrn '
'Pon '̂̂ aumternutigualanZpZZoT """Assim, considerando as p.og.~f"

1 = 2 : 4 : 8 1 16 : 32 : 64 - etc
^ 0 . 1 . 2 . 3 . 4 R c\ ^ * 0 . 6 . e t c .Os logarithnlos dos numéros 1-2 4 « i. on

2, 3, 4, 5, 6, etc. ' ' ^ ^2, 64, etc, sâo 0, 1,

THEOKIA DOS I.OGAKlTIIMOS
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o l o g a i i t l i i i û d e u m n e m e e e d e 3 ï ,
"e.. ,,1,. iette. leg eu Ig. A.—, leg.»'»"" «•
"'"TeSiKJ-d- — - •'•" *■ "■
l'iogressûes, uma por quociente ^ ,ie systemas dt
sempre iiellas os termes 1 eO; seg jogaritiimo de 1 e
'ogarithmos é iulinito e que em todo»
sempre 0. Histi i i«-«eni-se pelas bases.Os systemas de logantbmos d s ■ = ,,siema

Basedeumsyslema1eloca,dl.nose
'■'fierpara logarilhmo a , a „ numéro 2.

A base do systema consu pĵ ,.ece que sômente os m -
Segundo a definiçâo de og p„.. quoc.eute,«zéros 1, 2, 4, 8. 16, 32, 64, ^

t e m l o g a r i t h m o s . n u m é r o m a i o ) 2
. É porém, facil couUecei que

tem um ùgarWmo em eada . «s termes cousecutivos da.com effeito, 2 umuero de meios P-P;;-»;-;;;
Pz'Ogressâo por quociente um genntivos,a ditferença en le
«lesnio entre cada dons teim ̂  résultante sera me ̂
terme e o precedente na essa prog.-séo, representan
2«aiquer numéro por --10 insensive—
«ma serie de numéros qu ^ ate um _ ^
todos os numéros maioio «go se acbar na progrès -pnendido.

I n s e r m d o - s e t a n a e m e
gi-essâo por differença o m logantlnnos do
termes da progressa» résulta"
respondentes na progressa irtu-irUl»'*®®

Pr.„pHeaaae.ge--"-J;̂
PEIMEIEA ^ ugaritnmos
•jj « /iA uni p>'odiiOto e 9270. 0 itf̂ arî AwiO a.

doa factores.


