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Eizo e polo de um circulo da esfera: — Con-
sideremos um circulo qualquer da esfera. O dia-
metro da esfera perpendicular ao plano désse cir-
culo chama-se eixo désse circulo e as extremida-

—_—

Fig. 450

Fig. 451

Fig. 452

des do eixo chamam-se polos do mesmo circulo da

esfera (4 e B na fig. 452)
Considerando um diametr
de revolucao, o cir
eixo chama-se ¢
Perpendicular
los (fig. 452)
Os circulos maximos

do eixo de revoluc
452)

0 qualquer como eixo
culo maximo perpendicular a tal
quador; os outros circulos menores
€s ao eixo sdo os circulos parale-

ao chamam-se meridianos (fig.

Porgdes da superficie esférica,
da superficie esférica
Zona esférica, a calot

As porcées
mais importantes sio: a
a e o fuso esférico.

que os dois planog determinam
Ica sao as bases da zona e a dis-
Ses ¢ a altura da zona.

na superficie esféy
tancia entre ag ba

que passam pelos polos

L e

a3
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< : ‘fel‘a
Se um dos ])lallOS se tornar tangente a €s 7 .,
S ona se re zira a um ponto;
c S a zona = I (lll
uma das bases da z < 0
te:ll se, entao, a zona de uma so base ou calota
=5€, -

(fig. 454) .
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...... Y Fig. 45¢

. Fig. 454 .

ig.

a ficie esférica
Fuso esférico é a porgao da Sl'lpellflCle;né\'inlos
compreendida entre dois senn-01_r5cu 0s :
que tém o mesmo diametro (fig. 455) .

- S da S-

fera mais a cunha e o sector esféricos.

segmento, : a5 ' A
5 S ento "esférico. — ¢ a pmgacf ld‘li Sesf;':ilgz?

A ida entre dois planos paralelo i
compreem'il a1 ue estes planos determinam sao
Wi i]erSeglsnceInto e a distancia entre as bases
as bases do s€g

¢ a altura. 1
Se um dos P
tem-se o segmento es
(fig. 457) .
O segmento de
5000)
e por uma zoqa,
es{)a e por uma calota.

os se torna tangente a esfera,
i férico de uma so base

duas bases ¢é limitado por estas
de uma s6 base ¢é limitado por
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Cunha ‘rica é '
S fusisf:rzca é a Porgﬁo da esfera limitada
Fei it pelos dois semi-circulos maxi
rminam o fuso (fig. 458) e

So i s NS
> .
’ .

i T m—
l“ 1]

\\" ' /

~ .
he PRSE L)

Fig. 456

Fig. 457 Fig. 458

Sector ori .
esférico é a "ca

pela revolucio com A aghie iy

torno de

(fig. 459) ,

a gerada
pleta de um sector circular em

um dij a
ametro que ndo o _atravessa

~mae

Fig. 459

Fig. 460

0 vértice do sector é

base ¢
2 B SR Lo c0 centro da esfera e a

alota (fig. 460) .
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QUESTIONARIO

Que ¢ superficie cilindrica?

Como se chama o solido limitado por uma super-
ficie cilindrica e por dois planos paralelos?

Como pode ser o cilindro?

Que ¢é altura do cilindro?

Como pode ser gerado um cilindro reto de base
circular?

Em que cilindro a altura ¢ igual a4 geratriz?

Que ¢ tronco de cilindro e que outro nome Se€ lhe
da?

Que ¢ superficie conica?

Como se chama o sdlido limitado pela superficie
conica e por um plano que corta todas as geratrizes
dessa superficie?

Que é cone reto de base circular? s

Onde cai a altura do cone reto de base circular?
Que ¢ tronco de cone e que outro nome tem?
Como pode ser gerado o cone reto de base circular?
Como pode ser gerado o tronco de cone de bases
paralelas.

Quais sao as seccoes conicas?

Que é superficie esférica?

Que ¢ esfera? )

Com que instrumento se tragam circulos na super-
ficie da esfera?
Qualquer secgdo P
Como se chama o ¢
da esfera?
Que € circulo menor da esfera? ;

Qual a propriedade do' plano tangente a esfera?
Que sdo polos de um circulo da esfera? i
Considerado um didmetro da esfera como eixo,
que é equador? € circulos paralelos? e meridianos?
Diga quais as porgoes da superficie esférica mais

importantes e descreva-as. )
PDescreva as porgoes da esfera mais comumente en-

contradas.

lana da esfera que forma tem?
irculo que tem o mesmo raio



CAPITULO -XIX

Ares, i | |
S dos voliedros e dos corpos redondos

i g&r area total de um poliedr
NOeas lc!e todas as faces
boliedro r F )
iK% si,l ])ast(glllo Iig.ul:?r, como as faces sio iguais
L multiplicar a 4rea, a, de y
; 0, 1, de faces do poliedr , R
Eis a férmula- ) i

AT:aXn

0 é igual 4 soma

HEXAEDRO REGULAR ouv CUBO

Cada face

y do hes - .
lado ¢ a ar exaedro ¢ um quadrado cujo

esta do hexaedro.

A area d
e cada face é
i é &
total ¢ igual a 6 vezes 2 01’1 bgrianto.iad c agirea
3

AT = 6 X @2
A aresta de um hexaedro regular é

A 0s, pede-se a area total,
quemos g formula e teremos:

. Exercicio __
igual a 5 centimetyp

AT = 6 x 52

A area tota] =6 X 25 = 150

= 150 centimetros quadrados |

|

3
J

- ogy 2

al a aresta de um caixa cubica

Exercicio 11 — Qu
tros quadrados?

cuja area total ¢ igual a 42336 centime

42336 A
—— = 7.056
6

A area de uma face ¢

Portanto, a aresta da caixa cuabica ¢ igual a

v 7056 = 84 centimetros.
PRISMA RETO

A drea lateral do prisma reto é igual ao peri-
metro da base multiplicado pela altura:
AL =P X«

Exercicio | — Pede-se a area later
reto, sabendo-se que a base tem 12cm,
que a altura é Scm.

AL = 12 X 5 = 60

Resposta: A area lateral é igual 60cm?.

al de um prisma
de perimetro e

A area total é igual a area lateral (perimetro
da base multiplicado pela altura) mais as areas

das duas bases:
AT = PXa-+ 2B

jo Il — Qual a area total de um prisma tri-

Exercic : 3
8 centimetros de altura e scm para

angular regular tendo
lado da base?
O perimetro da base = 3 X 5 = 15

52V 3 25 X 1,732 )\
Uma base = _——-4—— =l = 10,8250

Subétituamos na formula P, a e B pelos seus valores.
AT = 15 X 84 2 % 10,8250 = 120 + 21,65 = 141,65
Resposta: A area total & 141,65cm?2
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PARALELEPIPEDO RETANGULO

Chama
ando a, b .
’ » eseras d a0
p]pedo retfl] 110x 1S0es d -
1 S de pa £
A gulo e lembrando que as faceP ralels
Aguais, acha-se para area total S opostas

AT =
2ab + 2 ac + %2ap = 2 (ab+(zc+bc)

Exercicio —
A 1o Qual a 3
retangul & b a area total de s )
gulo cujas dimensades sio 2, 5 e 71112 ptdmleleplp'l‘do
2 entimetros?

AT
AR S5 ) S e e R B e

Resposta: A irea ¢é 118 cm?2.
PRISMA OBLIQUO

A drea 1
ateral de um prisma obliquo ¢ lgual

ao produto da
AT aresta lateral pelo perimetro da

AL:PSI'XQ

Do
€ 0 perimet
ro 5
ta lateral do prisma da seccdo reta e a é a ares-

EXQI'O‘OIO — i
Qual a area latel‘al de um pl‘isma bl'
(0] 1

quo cuja seccj
¢ao re
aresta latera] ¢ 42,8mt; tem 245m de perimetro e cuja

AL = 5
24,50 x 42,80 — 1048,60m2

PIRAMIDE REGULAR

; 1 er al da .‘ 1 q g
Senll‘pl oduio dO perz'metro (Ia baselpelo al 14
. potema:

A B Xap
2

-

-

Lo (s

Com efeito, as faces laterais da piramide re-
triangulos isoceles iguais e a altura dés-
¢ o apotema da piramide.

Exercicio — Qual a area lateral de uma piramide
pentagonal cujo apotema mede 14 centimetros ¢ um lado
do poligono da base 4 centimetros? /

O perimetro da base é = 4 X D
0O apotema sendo 14, vem
20 X 14
AL = 5 — 140.

-

gular sao
ses triangulos

— 9() centimetros.

Resposta: A area lateral ¢ 140cm?.

A ‘area total da pirdmide regular
area lateral (semi-produto do perime
pelo apotema) mais a area da base:
PXa
__,2__2_ iy

é igual a
tro da base

AT =

Exerciocio — Qual a irea total de uma pirimide qua-
drangular regular cujo apotema ¢é igual a 8 centimetros
e um lado da base 3 centimetros?

(o) perimetro’da base = 3 X 4 = 12 centimetros
A base =3 X 3 = 9 centimetros quadrados, portanto
12°%X 8 . »

+ 9 = 57

AT =

rea total é 57cm?2.

E PIRAMIDE REGULAR

Resposta: A &

TRONCO D

A drea lateral de um tronco de piramide
regular de bases paralelas é igual a semi-soma
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dos perimet :
tema: 4 ros das bases multiplicada pelo apé-

P-—{—p
2

a ar S
5 ; ! (e ea A Se Col]ll)oe (le tra )é ,iOS i”u.ais
k; (Jll.] as baS S SO E
Exel'c‘cio — ( ! A . (le

piréunide d e ar ¢ e 35
¢ bases
T . P ‘alelas €m que estas t¢ 2 :
» I'espectivamente e cuj ) 2 :)n; L
de per €tro s ujo apotema ¢é 2,5m.

Substituind
o-se P, pea
’ P pelo s v
AL — 35425 Pelos seus valores, teremos:

ATR=

X ap

K12:20/=180 12,50, =75

Resposta: :
Posta: A 4rea lateral ¢ 75cm?2

CIL
INDRO RETO DR BASE CIRCULAR

A dre
a Iat(;‘]'a[ > ’
lindrica ¢ ; » isto é, a ar
ca é i ) » @ area da superficie ci
S gual ¢ circunferéncia d perficie ci-
pela altura: @ da base multi-

AL = 23R X q

A circunferénci
portants cunferéncia da base = 3,1416 'x 0,20 — ¢
: 20 = 0,62832

AL —
= 0,62832 x 0,50 — 0,314160m?2

AT =

e o raio da base 2#C
formula a e R pel

L0201 —

a de-um cilindro ¢ 4 centimetros
qual é a area total?

Exercicio — A altur
os seus valores ¢

entimetros;

Substituamos na
feremos:
AT =2 X 3,1416 X 0,02 (0,04 ~- 0,02) = 0,125664 X
6= 0,00753984m*

x 0,0
TRONCO DE CILINDRO

A area lateral de um tronco de
cilindro reto ¢ igual ao produto (!a
circunferéncia da basp pela média
aritmética en jaior € a menor

tre a 1II
*das geratrizes (fig. 461) .
G
AL = 22 RX __2+_g

atriz maior e g ¢ a geratriz menor.

G é a ger
o — Qual a area lateral de um ironco de

uja base tem 6 metros de raio e no qual a

tem 7,5m e a maior 8,3m.
as letras pelos seus va-

Exercici
cilindro reto ¢

geratriz menor
Substituindo-se na formula

JOXCS: 8,30 + 7,50
AL = 2 X 3,1416 X 6 X el gl 297,823680m2.
2

CONE RETO DE BASE CIRCULAR

A drea laterdl, isto é, a drea da superficie co-
nica é igual ao semi-produto da circunferéncia da
1 geratriz

2nRg
2

base pelo apdtema ot

AL = =aRg
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Exercicio — Qual a area lateral de um cone reto

de base circular com § centimetros de raio e 9 centi-
metros de geratriz?

A = 3,1416 x 0,06 x 0,09 = 0,01696464m2
A area total ¢ igual a area lateral mais a area
da base:
AT =aRg+aR2= xR (g + R)
Exercicio Il — A geratriz de um cone . 32 centime-
tros e o raio da base 8 centimetros; pede-se a area total.
. AT = 3,1416 X 0,08 X 0,40 = 0,10053120m2

TRONCO DE CONE

A area lateral de um tronco de cone de bases
paralelas é igual ao produto da semi-soma das
circunferéncias das bases pela geratriz:

2n R+ 2 bl
L E ;_ Jtr><g=(:tR+Jrr)g=n:(R-I-I")9

Exercicio 11l — Qual a 4rea lateral de um tronco
de cone reto de base circular, sabendo-se que o0s raios

+ das bases sdo 8m e 6m, respectivamente iz
o p , € a geratriz

Substituindo, na formula, cada letra pelo seu valor,
tem-se:

AL = 3,1416 (8 +6) 10,85 = 477,209040
Resposta: a area lateral do tronco é 477,209040m2.

ESFERA

A drea da esfera é igual ao uddrupl
do circulo mdximo - 2 1 uplo da drea

A =4xR?

\

o oY SR

Exercicio | — Qual a area de uma esfera de 25 cen-
timetros de raio? ; ;
Substituindo, na formula, R por 0,25 e x por 3,1416,
obtém-se s
A =4 X 3,1416 X 0,252.

Resposta: a area da esfera é 0,7854m2

O raio de uma esfera ¢ igual a raiz quadrada
do quociente da divisio da area da esfera por 4z

R A
4=
Exercicio Il —— Qual o raio de uma esfera cuja area

¢ igual a 50,2656m2?

50,2656
Substituindo, na féormula, R :‘/ -1)0—._.._ :‘/ 4 =2,
12,5664

Resposta: o raio é igual a 2 metros.
ZONA ESFERICA

A drea de uma zona (ou de uma calota) é
igual ao produto da circunferéncia de um circulo

- mdximo da esfera pela altura da zona:

A=2aRXa

a esfera de 26 metros de raio,

io — Em um L
Exercicio — 99m de altura. Qual a sua-area?

S zona de 1,22
toman,;m u;nils 1416 % 26 X 1,22 = 199,303104m2
A = a ) 3

A drea do fuso esférico é igual alo pl‘Odl'lto da
] I edida do

irea ‘rculo marimo da esfera peta m a

darea do circt 9

Nogges de Geometria Pratica



angulo dividida por 90. Assim, sendo n o.numero
de graus do angulo,

aR%n
A =
90
Exercicio — Qual a area de um fuso esférico de 18

graus numa esféra de 5 metros de raio?

3,1416 X 25 X 18

= = 15,7080mz2
90

Observacdo — Quando a medida do angulo
for expressa em minutos (m minutos, por exem-
plo), deve-se dividir a expressao acima
tem-se:

aR*m _ nR*m
90 X 60 5400

Finalmente, se a medida do angulo for dada
em segundos (s segundos, por exemplo), deve-se
dividir esta tltima expressao por 60 e‘tem-se

R aR2s R aTR%s
90 X 60 X 60 324000
= EXERCICIOS
1. Calcule a area de um cubo com 2,8m de aresta. *
2. Determine a aresta de um cubo de 150cm? de area.
3.

Ache a area Jateral e a area total
quadrangular regular
a altura 42cm .

4. As dime‘ns(),es de um paralelepipedo retingulo sido:
1,5cm, 12cm e §em . Qual a édrea do paralelepipedo?

de um prisma
tendo o lado da base 2,5cm e

.

por 60 e

A=

16.

17.

o s
Ache a Area lateral de uma piramide hexa{;:mﬁ; A5
Ache a area 13 2 ; ;
“l?]'ll‘ medindo o lado da base 7cm e o apote
gula

yiramide 9cm. , M
IC‘llcuhr a area lateral e a area total d(; )uér?emg -

;ide octogonal regular sabendo quet"o‘n:;crita 48
o Amide 1?10(1(3 12c¢m e que a base esta 1
pira i :

i 5 e raio. »
circulo de dcm ’ M

Ache a area lateral e a area total de 12n11c1cn 5
Zl.'r ircular reto com 16cm de altura e 2,5
o ci

"raio.

H ili N l]lede
A "el‘zitriz Inaiol‘ de um tl onco dO Clllnle
E=}

.
?..;—)(:1“. e a menor, 1801“, a b‘lse tel“ 36]“ (lc raio.

. 9
ar ral do tronco?
ual a area late ) s
5 termine a area Jateral de um cone cxr?ulage 234
Dcmc 8em de geratriz e 1,4cm de raio. Ache dep
co g
a area total. 2 !
tronco de cone circular reto de bases par f\ltI:.I:S
PH; 12¢m de geratriz e os ralos das }):1ses1 Sti?',al =
celctiv;mente, 6,5cm e 4,8cm. Qual a area la
P
tronco? - .
Determinar a area total do tronco de cone a que
lema 10.
refere o prob .
Delex‘minc a area da esfera de 1m de rfn(‘)).
A area de uma esferasé 1m2. Qual é o raio? I
Qual a area de uma zona de 3,8cm de altura nu
ud g

‘esfera de 18cm de diametro?

a: o i
Ache a area de um fuso esférico de 24°30° sendo
<

raio 15m. . . B
h:umu esfera de 10cm de raio, determine
| 2 ' om2 de area.

e tem 2m [ .
de uma zona qu ; i 3
De quantos graus ¢ o fuso de 1m? de area numa e

o

fera de 80cm de raior



CAPITULO XX

Volume dos poliedros e dos corpos redondos.

Medir o volume de um corpo ¢ determinar
quantas vezes éste corpo contém o volume de outro,
tomado para unidade.

A unidade de volume ¢, em geral, o cubo que
te_m para aresta a unidade de comprimento. No
Sistema Meétrico Decimal, é, portanto, o metro
cubico.

0 Quando dois solidos, embora nio sejam iguais,
t(inl, todavia, o mesmo volume, dizemos que éles
sao equivalentes. :

~ Demonstra-se que dois prismas, duas pira-
mides, dois cilindros e dois cones sdo equiivalentes
quando tém bases equivalentes e a mesma altura.

PARALELEPIPEDO RETANGULO

O volume do bloco retangular é igual ao pro-
duto das suas trés dimensées; estas sio dadas pe-
las arestas que convergem em um mesmo vertice.

Suponhamos que no paralelepipedo CF (fig.
462) a aresta AB = 4 cm, BD = 6cm e BF = 3cm.

Dividamos AB em quatro partes iguais e pelos
pontos de divisdo facamos passar planos perpen-
diculares a AB; o paralelepipedo fica dividido em
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4 outros menores, tendo, cada um, 1cm de compri-
mento, 6 de altura e 3 de profundidade; dividamos
BF em trés partes iguais e pelos pontos de divisao
facamos passar planos per-
pendiculares a BF: cada C’ o ¥
paralelepipedo menor, fica RISl o
dividido em 3 outros, me- i
dindo, cada um, 1 centime- .
tro de comprimento, 6 de R
altura e 1 de profundidade.
CF tera, portanto, 4X3=12
paralelepipedos iguais a
estes ultimos.
Dividamos finalmente BD

em 6 partes iguais e faca- e
mos passar, pelos pontos de . D,
divisdo, planos perpendiculares a BD: cada um dos
12 paralelepipedos pequenos. ficara dividido em 6
cubos de 1 centimetro de aresta.

CF tera entao 4 X3 X 6 =72 centimetros cu-
bicos. : _

Como 4 X 3 é a area da base do paralelepi-
pedo, também se pode dizer que o volume do pa-
ralepipedo retangulo é igual a area da base mul-
tiplicada pela altura. Podemos, pois, escrever

3 »
ealie meta.
. S

) .
PO TRPE. SR T
= s

V=aXbXc
ou V = base X altura,
Exercfcio — Que volume -dagua pode conter um

tanque com a forma de bloco retangular, tendo 1,25m de
comprimento, 0,80m de profundidade e 0,90m de largura?

V = 1,25 X 0’80 X 0,90 = 0,900111
0 tanque pode conter 900 decimetros ctibicos d4gua.
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PARALELEPIPEDO QUALQUER

O volume de um paralelepipedo qualquer ¢é
igual ao produto da drea da base pela altura, por-
que um paralelepipedo qualquer é equivalente a

um paralelepipedo retingulo de base equivalente
¢ de mesma altura.

- HEXAEDRO REGULAR

O volume do hexaedro regular é igual ao
cubo da aresta porque o cubo é um caso particular
do paralelepipedo retingulo cujas arestas sido to-
das iguais entre si:

V=a

Exercicio | — Qual o volume de uma caixa cubica
cuja aresta mede 6 decimetros?

V = 63 = 216 decimetros cubicos
Da férmula
Va—va
deduz-se
a=\V
isto ¢, a aresta ¢ igual a raiz cubica do volume.

_ Exercicio 1l — Que aresta tem uma caixa cubica
cujo volume ¢ 551,368m39

3
a="\ 551,368 = 8,2

Resposta: a aresta mede 8,2m.
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PRISMA

PRISMA TRIANGULAR

0 volume de um prisma triangular é igual ao
produto da drea da base pela altura.

Com efeito, o prisma triangular pode ser con-
siderado (figs. 463 e 464) como a metade de um

Fig. 463 : Fig. 464

paralelepipedo de mesma altura e base dupla. As-
sim, chamando B a base do prisma, a do paralele-
pido é 2B. Como-o volume de tal paralelepipedo
¢ 2B X a, o volume do prisma triangular €

2B Xa

V = ou BXa

isto &, o produto da base pela altura.

PRISMA QUALQUER

O volume de um prisma qualquer é igual ao
roduto da drea da base pela altura. Com efeito,
gemonstra-se que um prisma qualquer pode ser
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decomposto em prismas triangulares de mesma al-
tura e cujas bases somadas formam a base do
prisma dado (figs. 465 e 460) .

Fig. 465 Fig. 466

: Exercicio | — A altura de um prisma é 6 metros e
a area da base mede 2,66m?*; qual ¢ o volume désse
prisma?
V = 2,66 X 6 = 15,960m3

Da férmula

V=BXa
deduzem-se -
b i V-
ase do prisma B = —
a
1 % Vv
altura do prisma ¢ = —
} Exercicio Il — Qual a area da base de um prisma
cuja altura mede 12m e o voiume 3888m3?
3888
Br— = 324m?2
, 12
Exercicio Il — Qual a altura de uma tér isma
: y re prisma-
tica cuja base mede 68,49m2 e o volume 410,940n§3?
10000 '
= — 6 metros
68,49
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PIRAMIDE

PIRAMIDE TRIANGULAR

Todo prisma triangular pode ser composto em
trés piramides triangulares equivalentes.

D

Fig. 467 Fig. 468 Fig. 469

Seja AEDFCB (fig. 467) o prisma triangular.
‘Unamos o ponto A aos pontos E e F, e por AE e
AF facamos passar um plano; obteremos uma pi-
rz‘mﬁdé AEDF que tem a mesina base e a mesma
altura que o prisma. .

Destaquemos do prisma a piramide AEDF
(fig. 468) ; .obteremos uma outra piramide AEFCB
(fig. 469) tendo para vértice o ponto A e para base
o retangulo EFCB; tracemos a diagonal CE e fa-
camos passar por ela e pelo ponto A, um plano
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EAC que dividira a piramide quadrangular em
duas pirdmides triangulares AERC (fig. 470) e
AEFC (fig. 471) que sao equivalentes como tendo
Para bases os triangulos iguais EBC e CEF e para

C

Fig. 470 sae

altura comum g2 pPerpendicular abaixada do ponto
A sobre o plano EFCB. [

; Na. pirdmide AEBC o vértice pode ser consi-
dergdo 0 ponto E e a base ABC; portanto, as pi-
ramides AEBC e AEDC sdo equivalentes como
tendo a mesma altura (a altura do prisma) e a
mesma base (a base do prisma) ; logo as trés pi-
ramides sio equivalentes . 3

Uma piramide triangular ¢, por conseguinte, a
terca parte de um prisma triangular de mesma
base e mesma altura. Como o volume do prisma é
dado pelo produto da area da base pela altura, o
volume de umq piramide triangular ¢ igual a

ter¢a parte do produto dq drea da base pela altura.

VA 2o a
3
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Exercicio A area da base de uma pu:alplq(cletréaln;
o ami 2
gular é 6 metros quadrados e a altura da pira

S
metros; qual o volume desta piramide?

6 X 12
3

= = 24ms3,

PIRAMIDE QUALQUER

irami 5 igual a

O volume de uma piramide qualquerle zglL;lc:m

um terco do produto da drea da bafe_i pi;z))a podé
porque‘ uma piramide qualquer (fig. 472

Fig. 472

- decomposta em piramides triangulares‘t(;n(lg
o or volume a terca parte do pro :11
A eIl)a altura; portanto, a soma de :o gos
% bas'e"I;nides, tera por volume a terga‘ parte ¢
eStac?uIt)cl)lilla soma de suas bases pela altgl a bc;)Sr:ué :
gll.;(,) finalmente, um terco do produto da

piramide dada pela altura.
BXa

M 5



. _jsto €, a base ¢ igual ao fr
: 0 .p(.zla altura e est
ume divididg pela base

e a0d N1

Desta férmula, deduzem

-se:
a base B — _3 I
a
a altura ¢ = 3V
B

al ag iplo do volume di-
a ¢ 1gual ao triplo do vo-

CILINDRO DE BASE CIRCULAR |

O cilindro de b ; ;
considerady e ase circular (fig. 473) pode ser

produt

um prisma (fig. 474) de base

V =

I TR*X a
0 volume do cili 1 |
5 Cflzndro circular ¢ ;
rea do Circulo da bqgse pelcigltlz?tlufdo

Exercicio — A altura de um cilindro circular é
igual a 4 metros e o raio da base igual a 2 metros, qual
sera o volume déste cilindro?

V = 3,1416 X 4 X 5 = 62,8320m3,
CONE DE BASE CIRCULAR

O volume do cone é igual a um terco do pro-
duto da drea da base pela altura. Com efeito, o
cone (fig. 475) pode ser considerado como uma
piramide (fig. 476) cuja base ¢ um poligono re-

0
*

Fig. 475 Fig. 476

gular de um numero infinito de Iados, cada lado
tendendo para zero. Entdo, se a base for um cir-
culo de raio R, tem-se:

anR>a

3

V =

Exercfclo — Qual o volume d'e um céne cuja altura
mede 9 metros e o raio da base 2,5m?
3,1416 X 2,62 X9 _ ¢
e = 3 = 58,905m3.
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TRONCO DE PRISMA TRIANGULAR

N0 ‘volume do lronco de prisma triangular é
lgual a ter¢a parte do produto da drea da base
{)ela soma das distancias dos trés vértices opostos
a mesma base .

; Exemplo: o volume do tronco de prisma
triangular da fig. 477 se obtém tomando a terca

Fig. 477

parte .do produto da 4rea da base ABC pela soma
das distancias dos pontos D, E e F ao plano da
base. Y

Com efeito, demonstra-se que o tronco é equi-
valente a soma de trés piramides que tém a mesma
base do tronco e cujas alturas sdo, respectivamente,

as .dlstancms dos vértices opostos ao plano da re-
ferida base.

Podemos, pois, escrever:
v B(a+a’+a’)
N3
olume de um tronco de prisma

de 310 decimetros quadrados.
medém respectivamente 3,60m,

. Exercicio — Qual o v
:lrlar.lgul-ar cuja base me

€ area e as trés alt
4,50m e 5,22m? S

A 3,10(3,6 + 4,5 5,22)
S —— = 13,764m3,
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TRONCO DE PIRAMIDE DE BASES
PARALELAS

O volume do tronco de piramide de bases pa-
ralelas é igual ao produto da terca parte de sza
altura pela soma das dreas de suas bases e da

média proporcional enire estas dreas. ‘
Chamando B e b as areas das bases do tronco,

yem
V=—,§—><(b+3+~/b><3)
Exercicio — Qual o volume de um tronco de pird-

com 21dm de altura e cujas bases

mide de bases paralelas 2 %
l decimetros quadrados e 25 decl

tém respectivamente 64 :
metros quadrados de area:

: = : 5) = 7 (64 +
Vi _:)__X (G4+20+ V6e X 20) '
3

7(64 + 25 + 40) = 7 X 129 = 903.

+ 25 4+ V1600) = :
do tronco ¢ 903

Resposta: O volume
cubicos.

decimetros

TRONCO DE CONE DE BASES PARALELAS

Para termos 9 Yo SOI:II a’::)lodos dois raios
dos raios das bases © 1(.) pr%buéste total por w €
% : iplicamos e
S . 25 »DO1S multlp X G 105 €SS€e
cnlue ii’ d('llo tronco; finalmente dividin

pela altura

produto por tres:
A formula €

A%

s os quadrados

( R ARr)Xna
Rhle s o
3

\
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S » one
Exercicio — Qual o volume de um tronco de (.oltli
€m que os raios das bases medem 0,6m e 0,4m respec
vamente e a altura 1,30m?

v (0,36 + 0,16 -+ 0,24) x 3,141(37>< 1,30
U 3

= MSL = 0,76 X 1,361360 = 1,034633600m3
3

ESFERA

O volume dq esfera ¢
duto da dreq pelo raio,

rar a esfera como send
dade de piramides, cujo
cujas bases somadas formam a superficie da esfera.

A drea da esfera ¢ igual a 4 x R2; multipli-

cando-a pelo raio e tomando a terca parte, encon-
traremos 3

igual a um terco do pro-
porque podemos conside-
o formada de uma infini-
s vértices estdo no centro e

2 L 3
V=-:1nRR o 47[R =_4_3[R3
3 3 3

2
Os % de x = 3, 1416 x % 2yl 4,1888
eciuivale, pois, a 4,1888XR?

isto é: o volume da esfera
multiplicado por 41888 .

A expressio % 7t R8

¢ igual ao cubo do raio
Exeroicio — Quqg © volume de uma esfera de 0,5m
de raio? - :

SI=
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SECTOR ESFERICO

Srrco 60 terco
O volume do sector esférico é igual a u(;r; b
’ serve )
do produto da drea da zona, que Ihlz b;ona e
pelo raio da esfera: Como a area da z
tem-se

se de uma
de um sector
io — Qual o volul.ne . ‘ e
[ Ex?"ci‘:'o‘ tilgetros de raio, §abcndo fji (L]l;mm?
flsferﬁ edgerl';)'ec((llg base mede 6 centimetros ‘
ue 1h
2 x 3,1416 % 0,152 X 0,06 _ 0,002827440m?
: 3
. Resposta: O volume & 2,827440dms3,

Vi=

CUNHA ESFERICA
» ] ro-
srica é igual ao p
ha esférica é : o
AR s parte a cunia,
dut Od UOI:I,:me da esfera, de qule edlc)z g et
ul S s Uero de graus do anguto
pelo niim
' + 360. :
i PO 4xR3Xn aR3n

~T3xs60 | 270

-aus.
: sapoulo em gr
chamando n a medida do ang

Se a medida do iem
tos (m minutos, por ‘
\ “R3 m

"270X60

inu-
anoulo for expressa em ml
n .
i plo), tem-se
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. lmente, S or (]( (1 I S “ll[](l 5
1 i S Of a me

vV — aR%s
2706060
sendo oQIl'];ilo O(I:Oel:flz]lea ((1)?1;;]‘;1 Biea iy
Reduzindo 12050’ 4 minutos, acha-se 770’: entio
vV — 3,1416 X 0,123 % 770 0 B
270 % 60

Exercicio —
de 12050"

= 0,258030080dm3

VOLUME DE CORPOS DE FORMAS
QUAISQUER

'
Mesmo
C , A
{Ué um corpo nio tenha forma geo-

métrica ini
o Cdef.lmda, podemos determinar-lhe o vo-
- Lonsideremos dois casos:

L0

: onhecem-s 5

corpo. e a densidade e o peso do

Pelo
Guen pes({)u?]ese estuda na Aritmética, sabemos
igual ao prod tum COrpo expresso em gramas é
timetr FoCHtode seu volume expresso em cen-
0s cubicos pela sua densidade:

P = VD

Dividind e
o ambos os 1 A :
pPor D, achamog Mmembros desta igualdade

A
D

isto ¢, o volum '
e de um y . /
cor *
de seu peso pela sya densidg?lee 1gual ao quociente

4

0571 -

Observagdo:
deve o volume ser expesso em dm3; quando o pes

— Quando o peso for expresso em kg.

o for

expresso em toneladas, ‘o volume sera expresso em m3.

Exercicio | — Qual a capacidade de um vaso que

se encheu com 3
densidade do mercurio ¢ 13,502

32,50 .

Como o dm3 equivale ao litro, a capacidade do

é 2,4 litros.

_ Exercicio 1l — Qual o V
deira do peso de 2,4 toneladas,
dade dessa madeira é 0,64?

2,50kg de mercurio, sabendo-se que a

vaso

olume de um toro de ma-
sabendo-se que a densi-

vV = __2”4_ = 3,7501113
0,64
Exercicio 11l — Qual o volume de ““‘i‘éaléi"é’es‘iﬁ
metal pesando 468g, sabendo-se due @ dens
metal ¢ 10,4? ~
VvV = f_@_ — 45cm?
10,4
a cujo

: dozi
Exerofcio IV — Qual 0 P€sO df (llléng 03'8-
volume ¢ igual a 150cm?® e ctid de?nsu a

p = 150 X 2,88 = 432¢

A o ol
2) Quando um solido nr;g te
o defintde ey Bies uinte modo:

densidade, procede-sé do ses
Em um vaso de
conhece o raio da baseé

forma cilin

tomado internamente,

orma geome-
hece o peso nem 2

drica, de que S€

des-



Peja-se uma certa quantidade d’agua e mergulha-

S€ 0 corpo de que se deseja conhecer o volume.
O volume da porcao d’agua deslocada, isto
¢, da porcio do liquido que fi

ca acima do primeiro
nivel ¢ o volume do corpo.

Exercicio " Determinar o volume de uma pera.

Seja o vaso
ma cilindrica,

(fig. 477a) de vidro transparente, de for-
tendo, inter-namenle. na base 0,06m de raio.
Entornemos nesse v
d’agua colorida de pr
seja bem visive] atr
Mergulhemos
cujo  volume
agua deslocada

aso um pouco
eferéncia para que
avés do vidro.

nessa 4gua a péra
desejamos conhecer: a
pela imersio do fruto
sobe, e depois de bem tranquila a super-
ficie do liquido, tomemos a altura AB da
coluna que excede do pPrimeiro nivel
AC; suponhamos que AB = (,015m.

O volume da Péra sera igual ao produto da base do
vVaso pela altura 0m,015;

V = 1R2q — 3,1416 X 0,062 % 0,015 —

= 3,1416 x 0,0036 X 0,015 = 0,160646dms3,

EXERCICIOS
1. Ache a capacidade de um reservatério com a forma
de bloco retangular, cujas dimensdes, tomadas in-
ternamente, sd0: 1,20m, 0,90m e 0,75m .
2.

Um Paralelepipedq r
lume, mag Sua alturg
Ser a area da base9

etangulo deve ter 5m3 de vo-

foi fixada em 60cm, Qual deve

)
M

{ %

10.
il

12,

13.
14.
15.

16.

- tronco?

—1278 —

s area > ¢ um Cl b() > 0 SII[I" )l]{‘ \li]l”ll(f
l 1 flC(. d ul 1 C ) . L
A a < ¢

()
tem esse cubo?
Determine a arest

Ache o volume de ur 9¢m de lado na base.
= altura e =C
tendo 15cm de

. ngular re-
ltura de um prisma quadrg [lm - an
ermine a a 5dm de lado na base.
Dete | 45dm3 de volume e 1‘:)(11'11 le‘xag(’““l re-
gular com 4< lume de uma piramide (; 2 1%
“alcule o vo e lado na g
L lar com 20cm de altura ¢ 3cm.L.1 dro circular de
ER iy o volume de um cilin
Determine

: 5cm de raio. AR

e altura e o ] N
L "1 e a geratriz de um cxlmgro
Determine & ] ' HECE
1178.100dm8 e cujo raio med A DR

1 ’l volume de. um cone

Calcule o :
‘ 5 e ralo.
10cm de altura e 3cm d iy
Determine o raio de um

. a altura 3m. 3 r regular
de volume 5°“dt°ronco de prisma triangula

m
A base de u

g 0s-
A 3 s vertices op
distancias ao e do
ado e as o volum
tem 180“;0(1(;1 12,5cm e ldcm. Qual
tos sao 10cm,

d d um llbo dc « 43“]3 d O]ll .
1 e (& ; eV me
n p‘ isma ll ld"a“lt" lfa‘ ll]dl

3
rcular reto de 1m

iametro.
1a esfera de 1m de d
me de un 1ms3 de volume.
9 de 20cm de

ndo 4cm de

Calcule o "013 uma esfera d
talde
Ache o ral

esférico
volume de um Secto;e base te
Qual o ona que lhe serve
raio, a Z

10, O
s de Scm de ra
altura? ricad

Ache o volu

indo.
seu angulo medin

fé
a cunha es
me d 12020'.



CAPITULO XXI
Concordancia de linhas

Concordar duas linhas ¢ liga-las de sorte que
ém sua juncido nio se forme angulo nem inflexao.

Na concordancia de linhas observaremos que:

1.° Uma reta e um arco de circulo se concor-
dam, quando o centro do arco se acha na perpen-
dicular a reta dada no ponto de concordancia ou
de tangéncia;

2.° Dois arcos se concordam quando o ponto

de contacto e 0s dois centros estao sobre a mesma -

reta.

A concordancia de linhas ¢ muito empregada
1o tracado de molduras.

Pontos de nascenca de um arco sio os pontos
de tangéncia do arco, com as retas que terminam
No comeco da curva (A e B, na fig. 478) .

Véo ou abertura de um arco ¢ a distancia em
linha reta entre os pontos de nascenca (AB na
fig. 478).

Altura oy flecha de um arco ¢ a perpendicular
abaixada do meio do arco sobre a reta que passs

pelos Pontos ge nascenca do mesmo arco (CD
na fig. 478) .

‘l"'co abatido ¢ a cyrya cujos extremos ou pon-
C

los de nascenca ¢stdo sobre a mesma reta hori-

—

-

—e~N——————
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) -a ou fle-
(L .u]d ﬁltul o
zontal isto & smo nivel e cuja aits .
zontal isto ¢, no mesm do vao (fig 478)

cha ¢ menor do que a metade

de
i yrmado
A to ¢ um arco abatido f
sa de cesto ¢ E
arcos de circulos (fig. 479) -

i , uma
sconso (fig. 430) ©
P £

40 - scenca
Arco aviajado ou ntos de na

: .05 cujos po
Curva de varios centros ct

Fig. 480

i é
a 1101'izontal, isto €,

nio éstéio sobre a n1es'1n£;>let

N30 estio no mesmo MVE aviajados shbadas
Os arcos abatidos (::ados de abobadas

frequentemente nos ttlca‘

de pontes, viadutos, €t¢

se empregant
arcos
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QUESTIONARIO

Que ¢ co

: ncord
Quais as ar du
linhas?

Que sao
580 pontos de nascenca?

Que ¢ v
6y
Sk ul]lo ou abertura de
s Il arco abatide? 3
D lLllma asa de cesto."

m arco a\'iajado‘:’

Onde
Se emp
reg
8am os arcos abatidos e aviajados?

PROBLEMAS

as linhas?
egras AT
observadas na concordancia de
o <

o =

arco?

G NS orm o

Prob|
. oblema 144
cireulo - — Cone
- Or .

4 MN 3 x-(e]:lae ([;flsse por um ;,I;I,Iu(:”’ll"dl'eta e um arco
Scolhi 18. 4 dado,

llhc:\(r]:nf 0 pgmosii)a’d‘" © ponto de concordancia

. 0 p ¢
TR ;

e pel > uma per :

dicul Pelo meip ¢ perpendicular g

ar e A ar a J
meira (; que deternlinalgM f“‘:‘al_nos passar l:,I,;\.:’ ug:n;(r)ﬁ
e VM CPOHto Vi éste & Ona pri- a perp
i c 0 i ce
Partindo (e ralo do areo AtEo

M, passura por 4,

»

M

ey =

]

Fig, 483
Proble
ma 145, __
MeN (fig, 4§ Concordar duqs etas
concorrentes.

até o ponte y o) S80 as
arbitriri OLVild retas dad:
y o determj o qual, como centr:S. FACIDEHCI S

ne
mos os pontos E

Fig. 482

Pelo ponto p

M e pe]o popto £

€
Vantenlos Um

1
u a ;
Ma outra per Perpendicular 4 reta

pendicular 4 reta N.

A\

4

N
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das dunas perpcndiculares, e 0
de E, passara

R, ponto de enconiro
co que, partindo

centro, e RE ¢é o raio do ar
por F,

Problema 146. — Concordar
tes conhecendo-se 0 raio do arco d

M e N sao as duas retas € AB ¢é o raio e
(fig. 483).

Tracemos duas para-
lelas as retas ‘M e N dis-
tantes destas a medida
AB, As paralelas determi-
nam o ponto R do qual
facamos partir as retas
"RV e RS perpendiculares
respectivamente a N e M.

Do ponto R, como
centro, e com um raio
RV descrevamos 0 arco

Problema 147. — Cor
de' elreilorpor melordeiunisot

M ¢ a refa (fig. 484); C
cido e AB ¢é o raio dado.

duas retas conco rren-

e concordancia.
do arco

VS que liga as retas dadas.

1cordar uma reta com um arco
(tro arco cujo rato é dado.
¢ o centro do arco conhe-

A—8 Rk
Fig. 484 MR g

a reta M e distant

o igual ao do

RV no
o igual

e dela a me-
Tracemos uma paralela
dida AB- ;
entiro € com um ral

Do ponto ¢, como €
arco colnhecido mais , cortemos a paralela
e do ponto 0, com um rai

. Tracemos (0]0) e
503}\(1) gescrevamos o arco de concordancia NF-
A 2



)

Problema 148, __ Conc
por meio de um terceiro cu

4 e B sao os centros do
gura 485) e MN ¢

Dos pontos 4
bectivamente igy

MN, determinemos 0 ponto C,

jo raio ¢ dado.

0 raio do terceiro.

.--""-....‘B

M—————N

Fig. 485 Fig. 486

- Liguemos ésse ponto a 4 e
bontos de contacto REe¥SH
De C, como cen
0 arco RS,

Problema 149,

B e determinemos os

tro, e com um raio CR, descrevamos

— Concordar duas retas paralelas,
0s pontos de nascenca estando no mesmo nivel.

BN -e PM sio as duas paralelas (fig. 486) .

Tiremos a berpendicular BP comum as duas para-
lelas. :

Problema 159, __ Tracar um arco aviajado conhe-
cendo-se o ponto de

tangéncia dos dois arcos, a tangente
comum e as paralelqs que passam pelos pontos de nas-
cenca. :

Ponto de tangéncia dos dois arcos

Um aos dois arcos e AD e BG as
Paralelas que passam Pelos pontos de nascenga E e F.

ordar dois arcos de circulo
s dois arcos conhecidos (fi-

e B como centiros e com os 1‘aios res-
ais aos dos arcos dados aumentados de

—————t
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icular
yonto M uma perpend
I

lo
Facamos passar P€ : :
) - igua o
a NP, com um raio lc,l»lm‘.lo AM descrevartr;a-
IO et m A e com um 112,5 de nascenca)
0 arco MF; centro (‘nwg Eel ([?onhrcs as paralelas :
e cO ME. PcloZ:I%)Oc FV pcrpcndlcu g ol
cemos as retas £ e
1 raio 15 o
e BG. , V e com un ntro, com O rai
v centro en R, como c€ . EMF.
Facamos 8, e de R,
C N
descrevamos o ar

iatado €
. avl{l]«ld
ME. O arco
RM, descrevamos 0 arco ME
i, 2SC <

a BM descrevamos

"

N A

R

"

(=}
Z

Fig. 487

151. — Construir lm:’ direcdo da
Problema :

nca €
nasce o
ntos de ntos. ; & a tang
-se 0s po sefes PO N €&
;:deo :s arcf,’ num déstes P e Al

A e B si0 PO“I)OS d
oy y (A
no ponto A (fli 383 ' pelonﬂ::lpel
i 0S ~ante ;
um'\LI;E:}'?lTla a AN; 1‘;&310 BE. edida PA ¢ tire
: ; ) as n
pendiculares ztlS;s; 0] aﬂx . 4 Rde v,
P, rfer % ar 2 A3 Y SN at
Transpor sen 1c'ul jeterminara arco Viaja
OO QMDD e AT formam O
3 Esta peI'Pe“‘thl e QB que 10
cos A :
centros dos arco

te AB facaliO b per-
0s pontos A

mos pelo
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Problema 152
centros conhecend
Pelo meig de
Passar uma bPerpendicy]
dada; liguemos AeB

» — Tracar umaq asa de cesto de trés

0-se 0 vdo e flecha.

AB (fig. 489), vio do arco, facamos
ar e marquemos CD igual a altura

40 ponto D,

Fig. 489

A‘FTomembs CES—R@D:e marquemos DF e pg iguais
a AE.

Pelos meios de AF e Bg tracemos retas perpendi-
cularegs que determinarﬁo O ponto N,

eLe)Me €om o mesmg raio LA (ou MB) descre-

AH e BK: finalmontc,_ do ponto N e com

Screvamos ¢ arco HD

Problema 163, _ Tragar umq asa de cesto de cinco
centros conhecendo-ge 0 Vao e q flecha,

AB é o vig e CD ¢ g flecha (fig. 490) .

B ao mejo e do ponto ¢ descrevamos
eréncias; uma €Oom .o raio C4 e outra

ada ymg déstas semi-circunferéncias em
S (veja-se a trissecedao do dngulo reto);
Pelos pontos g, b, ¢, a tracemos paralelag a CD e por
2, ,F"gb tharalelas 2 AB; estas éncontram aquelas em

duas Semicircunf

com o raig CD.
Dividamos c

Seis parteg iguaij

S

=

T

——

\

e

NS
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7, E H, HB e pelo meio
b s segmentos AE, EF, GH, Sin
; ].HIS;\‘m(O‘SIIO: f[cl;r:’]zng::nlllos passar pcr{)lcnd{’culares.
i Allim Elc;tas determinam os pontos M e N.

Fig. 490

- té deter-
i sistes BM, ol prolongandlo qqunznto da
Tiremos a ntos R e V; aquele no pro OI:)éi:)ngqlnentO
minarerlll‘ ?18121]:0;10 meio de EF Ct;zHcste no pr
‘pendlc ¥ ' §
g'ell l;)e;-pendiculal‘ ao m;‘l[? éleGV prolongando-as tamben;
i retas k ; vamos o
Eaeh ?)SclM e N, com o raio MAR(ZCngzcrevamos
até o ponto gH de R e V, com o raio e
S AL;; et‘inaimentc, do ponto O, com 0O r¢
EF e HG; , : i
crevamos 0 arC$5§G- Svaiice (Ze ceslo de se
lema SN do e a flecha.
ceni;l;o:endo conhCCld.ofl (f)lelglll(; (fig. 491). éntricas
MY SEONE0 cd‘?lfs esemi~circunferéncnas concén
screvamos di B.
em ji)ee com 0S raios if:gipirfes iguais; pelos pontosolxl;té’s’
DiVidatrl]o-Lﬁoeémrgtas paralelas a AB e pelos p
rac
c, d, €, f

g, h, i, j, k1 paralelas a MN.



== Paplies
Todas est
B G i as paralelas determinam os pontos C, D
Para te - il

r
mos os centros dos
Procedamos d

asa de cesto

Fig. 491

as interseccg
ccoes 3
dasoperpen(hcu]ares ao meio de MC e HN
or : i e ] e
Perpendiculares a .= Tesultam das interseccoes das
H com os prolonga-

Al meio 7
S retas DO e gp de DE ¢ FG com 0s prolongamentos

O ponto S &
cor
S esultado

enfi
asa de cesto e cuj £, os

sete ar
0S centrog s: Areos due, formardo) a

sao S, R, V, 0, P,JeK

B 008 arcos que compoem a
guinte maneira; J e K sio

——— e, U
=R

- CAPITULO XXII

Elipse. — Falsa elipse. — Oval. — Parabola.
— Hipérbole. — Espiral. — Heélice.

ELIPSE

A linha curva, plana e fechada em que a SO-
ma das distancias de cada um de seus pontos a

dous pontos interiores fixos
é constante, da-se o nome
de elipse (fig. 492).

Os pontos fixos cha-
mam-se focos (E e F, na
fig. 493); o segmento de S
reta que liga os focos cha- Bt
ma-se segmento focal e a sua medida é a distancia
focal. : .
A Terra e os outros planetas descrevem elipses
ao redor do Sol. Também sao muitos os objetos
com forma eliptica: molduras, caixas, medalhges,
joias, espelhos, rétulos, bandejas, etc.
A elipse admite dois eixos de simetria, que
sdo: a reta que passa pelos focos e a mediatriz do
segmento focal. A interseccao dos dois eixos é o
centro da elipse. Os pontos A, B, C e D sio os
vértices da elipse. A distancia AB é o eixo maior
e a distancia CD é o eixo menor (fig. 493) .
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A distancia focal ¢ geralmennte representada
por 2¢ e o eixo maior por 2a.

Os segmentos de reta que unem os focos a
qualquer ponto da curva tomam o nome de raios

c
l” °3 ... ~
" N,
'I \\
A N
\ E l F ',B
~ /
~ P8
D R P L S S
Fig. 493 Fig. 494

_vetores. Assim, EM e FM, na fig. 494 sao raios ve-
tores. '

A soma de dois raios vetores ¢ igual ao eixo
maior, ou 2a.

Tal como vimos em relacio ao circulo, uma
reta pode ser: exterior a elipse quando ndo tiver
ponto comum com esta; secante, quando tiver com
com ela dois pontos comuns; e, finalmente, tan-
gente a elipse quando com ela sé tiver um ponto
comum.

A propriedade da tangente a elipse é que ela
forma aAngulos iguais com os raios vetores que vém
ter ao ponto de contacto,

Excentricidade de uma elipse é a razio da
distancia focal para o eixo maior, ou, seja, a ra-

A Ray
zZa0 —.
a

~ ¥ -
A elipse ¢ mais ou menos alongada, conforme
sua excentricidade, :

v
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Quando ¢ = 0, isto ¢, quando os focos coin-
cidem, a excentricidade ¢ nula e a elipse se reduz
a uma circunferéncia de circulo; quando os focos
sio muito proximos um do outro, a excentricidade
¢ pequena e nesse caso a elipse ¢ arredondada,
pouco diferindo da circunferéncia; finalmente, a
medida que os focos se afastam, a excentricidade
aumenta e, neste caso, a elipse alonga-se.

PROBLEMAS
Problema 155. — T'racar uma elipse dados 0s €ixos.
1.° processo: (movimento continuo) — Com uma

lJinha, dois alfinetes e lapis, giz ou carvao. Sejam AB e CD
(fig. 495) os eixos da elipse.

Tracemos os dois eixos, cortando-se perpendicilar-
mente ao meio. Do ponto € (fig. 496) como centro e com

um raio igual a OA, determinemos os pontos E e F, que

sao os focos.
I

C ¥
o A /7“3
E\\ o TR /
¢——D N
D
Fig, 495 . Fig. 496\

de linha e fixemo:lo com alfinetes,
; nos pontos E e F, do modo que a
pelas extrcfr}udz;igz:E o F, tenha o comprimento do eixo
o do fio gom a ponta de um lapis, estiquemos o fio
maior1 (Atﬁ:)lﬁos a ponta do l1apis sébre o papel, conser-
desloq TR 10
e Geometria Pratica -

| pr
Tomemos um fio

Nocﬁcs ac



forme o ponto N
eixo CD e o
eixo AB.

P RENREHTRN .

vando o fio sempre bem esticado; desecr
metade da elipse. Procedamos da mesm
lado do eixo maior, e teremos a outra
que desejavamos tracar.

Este processo facilimo de se executar é baseado na
propria definicio da elipse e ¢ muito empregado para o
tracado da curva em terrenos planos. :

~ Os jardineiros usam déste pr

dar a um canteiro a forma
netes, por estacas, o lapis
linha por uma corda.

everemos, assim,
a forma no outro
metade da elipse

ocesso quando querem
eliptica, substituindo os alfi-

ou giz por uma ponteira e a

2.2 processo: — Com uma tira de papel.

Depois de tracarmos os eixos como no 1.°
marquemos em uma
(fig. 497) a distanci
tancia MpP —
semi-eixos.

processo,
tira de papel, cortada em linha reta
a MN igual a OB (fig. 498) e a dis-
OC. A distancia PN exprime a diferenca dos

» -
L S

Fig, 498 Fig. 499
Apliquemos o ponto N sempre sobre o eixo CD e o
](:;O;lto P sempre sébre o eixo AB, de sorte que o ponto M
etermi

ne os diversos pontos a, b, ¢, d, e, f, etc., con-

Se afaste mais ou menos do ponto O no
ponto P se afaste também do ponto O no
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6Ximos uns
Os pontos a, b, ¢, d, e, f, etc., bem }-)\I:;-“:}elsta-nos
dos oiltros ‘determinam. a passagem (tla cueli ,Se
ligaf, a mao livre, ésses pontqs para ter a pse.
5 el

ircunferéncias
. - meio de duas circ
3.° processo: — Por 1

» ASAE ) are i eixo da
~ 11 ice S i I
concentr 1cas elldO (& ld 1 uma yara dldlllell 0O um

elipsel- ‘mos os dois eixos cortando-se perpendicular-
Trace

i y s duas circunferéncias con-
mAentg ao. Fios gofxllesg:rre;izmigual a metade d9 eixo maior
(jtel?“;lrci?rs't{g‘.)n;ae a outra com o raio igual & metade do

g.
b n?‘v:p(;)zfmco?.a circunferéncia maior em um numero
lDli:nl' de partes iguais, 16 por e.\:emplo,'e. Eracg:;g:
T ios que terminam nos pontos de divisao,
to(!g: (121:&111 dividem a circunferéncia menor em 16
rai
ERES ;guals‘.)mos de divisdo da circunferéncia maio?,
tracell)x(lzozsplz:r\alclas ao eixo menor e pelos pon'tf)s g:;ig:-
isio da circunferéncia menor, paral_clgs ao eixo -
b " ontos a b, c, d, e, f, 9, h, i ] kr I’ Ay_B’ q, D
sao lc))gnrt)os da eiipse; liguemo-los pf)rtanto, a inao livre.
Observagdo: — Para uma re}anya perfe'lgao dp 12?(;
ado devemos dividir as circunferéncias no maior numero,
;ossivel de partes iguais. . 1 B
4. processo: — Por pontos determinados pelo co
passo. o
Dividamos a distanm'a
OF (fig. 500) em um nu-
mero qualquer de partes
iguais, 6 por exemplo.
Facamos centro em F
e com as distancias Aa, Ab,
Ac, Ad, Ae descrevamos ar-
cos de circulo como nos Y
mostra a fig. 500 e do ponto Fig. 500
E, com as distancias aB, 0B,
¢B, dB, eB, determinemos os pontos m,n,p,aq,r,s, t, v, x,
os quais determinam a metade da e}lpse, Procedamos do
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mesmo modo em relacdo a outra metade do eixo AB e
teremos a elipse completa,

Problema 156. — Tracar a tangente a elipse num
ponto dado. . .

Seja tracar a tan-
gente a elipse (fig.
501) no ponto M. Tra-
cemos 0s raios veto-
res déste ponto pro-
longando um déles
(MF, por exemplo)
além de M. Em se-
guida, tiremos a bis-
setriz do angulo for-

- mado pelo raio vetor

ME com o prolongamento de MF. Essa bissetriz é tan-

gente a elipse no ponto M.

Problema 167. — De um ponto dado, fora da elipse,
tragar uma reta tangente a esta curva.

Seja P (fig. 502) o ponto dado.

Fig. 502 Fig. 503

'Do ponto E, como centro, com um raio igual ao eixo
maior descrevamos um arco; do ponto P, como centro,
com raio igual a PF descrevamos um segundo arco que
cortara o primeiro no ponto H.

Liguemos F a H e abaixemos do ponto P uma per-
pendicular a FH; esta perpendicular serd a tangente pe-

IR =
g P

~~

e - ~
N W Sendn

. representada na fig.
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dida. O ponto de contato M ¢é defterminado pela inter-
seccao desta tangente com a reta EH.

Nora. — Para que éste problema seja possivel, &
preciso que os dois arcos se cortem e para isso, que a
distancia EP entre os dois centros seja menor que a soma
dos raios e maior que a sua diferenca.

Problema 158. — Tracar uma tangente a uma elipse
e que seja paralela a uma reta dada.

Do foco E (fig. 503) e com um raio igual ao eixo
maior descrevamos um arco; do ponto F tiremos sobre
a reta dada LM uma perpendicular, que cortard o arco

no ponto H.
Pelo meio de FH facamos passar uma perpendicular,

que ¢ a tangente pedida. -
O ponto de contacto N é determinado pela inter-

seccdo desta tangente com EH.
FALSA ELIPSE

Parecida com a elipse ha uma curva plana,
fechada, composta de quatro arcos de circulo: é a
falsa elipse, também
chamada oval regular.

M, N, P, R sdo os
centros dos arcos _que
formam a falsa elipse

R
504. j
Como a elipse, 2

falsa elipse tem dois ;
eixos, um AB que(p'as— b
38 por P e RI(eLro
maior) € outro, CD, . .

ue passa por M e N (eizo menor). A inter-
. eixos € o cenlro da curva.

c
ﬁ
A S B
N
D
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g Se o0s centros situados no eixo maior sao
afastados ('lo. eixo menor, a curva ¢ alongada; no
caso contrario, a curva ¢ arredondada.

PROBLEMAS
Probl Ll e ! 3
iR, ema 159. Traca umuy[ulsa elipse dados os
1.° — processo: — Sejam AB e CD os dois eixos

(fig. 505).

1 racemos ."‘2 (& (;‘) l)(,l |)Lll(ll(, d )
ul I lllC‘lllC‘ um I)elo
mel1o (JO UlllIO (flg. JU(J) .

S
~

R

.
-~
~
S

~

-
~

- M

Fig. 506 '
Tig. 507

Marquemos sdobre o ei i

s eixo maior

((I)C (ou OD). A partir de M em dip 4
o ponto N em direcdo ao ponto B

g tancia (ME e NE) igual a terca

A f}[ € BN iguais a
m?do 40 ponto A4, e

drqllem()s uma diS'
parte de OM oy QN.
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Dos pontos A e E, com o raio AE determinemos a e b; de
F e B, com o mesmo raio determinemos os pontos ¢ ’c d
Prolonguemos 0 eixo menor nos dois sentidos; unamos o
ponto a ao ponto E e prolonguemos a reta até encontrar
no ponto P o prolongamento de CD; tracemos as retas
bER e PFe. O ponto E ¢ o ceniro do arco adAb; o ponto
F o centro do arco c¢Bd; P, o centro de aCe; finalmente

R, o centro de bDd.

9.° processo: — Tracemos os eixos AB e CD perpen-
armente um pelo meio do outro. Facamos passar
(fig. 507) paralelas ao eixo AB e,
alelas ao eixo CD: obtemos, assim,
um retangulo. Dividamos cada lado désse retangulo em
oito partes iguais e teremos 0s pontos 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,
8, 9, 10, 11, 12, q, b, c d, e f, g b i j k m

Unamos os pontos aA, b3, ¢2, C1, C7 d8, e9, B, Bm
10k, 11j, 12D, DG, i5, hd, gA.

Os pontos de interseccio, interiores, dessas retas de-

dicul
pelos pontos C e D
pelos pontos 4 e B, par

terminam a passagem da falsa elipse.

Problema 160. — Cons-
fruir uma falsa elipse arredon-
dada dado 0 eixo menor.

Seja CD o eixo menor (fig.
508) . Fagamos passar pelo meio
de CD uma perpendicular. To-
memos a metade de OC como
raio e do ponto 0 marquemos
N e M. Liguemos 0S pontos D e
N, D e M, CeN,Ce M, pro-
Jongando as retas DN, DM, CN,
¢cM. Do ponto D tracemos O
arco mCn; do pomnto ¢, o arco
sDr; do ponto N o arco ns e do 5
ponto M, o arco ml. Fig. 508

Problema 16_1.
dondada dado o elxo

__ Construir uma falsa elipse arre-
maior. AB ¢é o eixo maior (fig. 509) .
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e D1V1damo-l.o'em trés partes iguais; tracemos os dous

Px;{anlgulos equilateros MNP e MNR, prolonguemos PN,

3 ’B .N, RM. Dos pontos M e N tracemos os arcos nAm
sBv; dos pontos R e P, os arcos ms e nv. >

Fig. 509

Problema 162 Construi ]
ez, — uir uma falsa elipse alon-
%c;dgnfado 0 etxo menor. DC é o eixo menor (fig. 510).
¢amos passar pelo meio de DC uma perpendicular.

Fig, 510

Fig, 511 !

Forme
CN, DM, D;“L‘)S 0: pgg:ldrado DMCN; prolonguemos CM,
R T 0s C e D descrevamos os arcos sDn
y > Pontos M e N os arcos nPm e rQs.
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Problema 163. — Construir uma falsa elipse alon-

gada dado o eixo maior.

Seja AB o eixo maior (fig. 511); dividamo-lo em
quatro partes iguais. Sobre MN facamos os triangulos
equilateros MNR e MNP. Dos pontos M e N tracemos os
arcos mAn e sBv; dos pontos R e P tracemos os arcos

ms e nv.

OVAL

D4-se o nome de oval a uma curva plana, fe-
chada, composta de uma semi-circunferéncia, de
dous grandes arcos e de um pequeno arco (fig. 512).

O nome lhe vem do fato de lembrar a confi-
guracao do ovo; entretanto esta curva também é
conhecida por oval irregular em virtude de alguns

autores chamarem oval regular a falsa elipse.
A

Rl
T TS -

: )

.
2
’

c :L———Jo -———D

‘~~.Jf--"
B
Fig. 513
O segmento de reta que faz de diametro da
semi-circunferéncia é o eiro menor da oval (CD,

na fig. 513); a perpendicular ao meio do eixo me-
nor e limitado pela curva ¢é o seu eiro maior (AB,

na pag. 513).

Fig. 512

PROBLEMAS
problema 164. — Tracar uma oval dado o eixo

-

menor.
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.S(}jf’l CD.o eixo menor (fig. 514). Tracemos pelo
melo désse eixo uma perpendicular.

- Facamos 0A e OM iguais-a OC (ou OD); unamos
e D ao ponto M e prolonguemos DM e CM.

De O como ceniro e coia raio igual a OD descre-
vamos a semi-circunferéncia CAD; dos pontos D e C com
raio igual a CD descrevamos os grandes arcos Cm ¢ Dn;
finalmente, do ponto M, com regio igual a Mm descre’-'
vamos o pequeno arco mbBn.

/

.Problt?ma 165. — Tragar uma oval conhecendo-se
0 eixo maior.

-]

—
.
B
.
-+
.
.
\
.~

4

1]

‘:!Q"____‘{

:
::é..—’/

\
DN
0
.,

e
/
%
k4

Y
Peee-

Fig., 516

Seja MN o eixo maior (fig. 515). z
Construamos uma oval auxiliar dado o eixo menor
de qualquer tamanho (fig. 516).

ik Fa(;amos' passar peia extremiaade M do eixo MN
: (11a perpe_ndlcu]ar e apliquemos sobre ela MP — CD (me-
ade do eixo menor da oval auxiliar) .
Reproduzamos i
{ 2.8 em MV a medida AB ix i
e (eixo maior da

Unamos V a P e g
ot o ponio N ftr L
lela a VP at¢ determinar opponto R R Al

MR ¢é a metade do eixo menor da oval pedida.
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Apliquemos em NS a medida MR; pelo ponto S faca-
mos passar uma perpendicular ao eixo MN, e depois
reproduzamos em SE e SF a mesma medida NS.

Sendo EF o eixo menor, resolvamos o problema

como nos ensina o precedente.
PARABOLA

A curva plana, aberta, cujos pontos sao todos
igualmente distantes de um ponto fixo (foco) e de
uma reta fixa (diretriz) chama-se parabola.

A perpendicular tracada do foco sobre a di-
retriz, chama-se eiro da parabola.

A parabola ¢ uma curva simétrica em relacao

ao eixo.
O ponto em que O eixo enconfra a curva € o

vértice da parabola.
O segmento de reta que liga o foco a um ponto
qualquer da curva chama-se raio velor.
“ A distancia do féco a diretriz denomina-se
parametro. ,, '
A reta que, situada no mesmo plano da para-
bola, tem com esta um s6 ponto comum, da-se o -
tangente; o ponto comum ¢ o de contacto.

nome de ont ' oniact
A distancia do vertice ao foco ¢ a distancia
focal.

Todo segmento de reta cujas extren}idades es-

tdo sobre a curva ¢ uma corda.
Toda reta tirada de um ponto da curva e pa-

ralela ao eixo da parabola é um diametro.
A tangente na extremidade de um diametro €

paralela as cordas que éste diametro divide ao

meio.
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Na fig. ;
triz; V, ogvggg,cﬁxpio eixo;F, o féco; MN, a dire-
metro; T ; I'F, um raio vetor; AF A
; TG uma tangente; P, o ponto (ﬁir(,:o?ltl‘)l?;lt;'

VF, a distanci
> 1C 4
metro, 1a focal; DE uma corda; HL um dia-

OfeccccememaN0

N
Fig, 517

o l(z’sc refleftores das lanter
5900 omotivas, dos navios

pare hos que dio luz par :
g¢€, sao parabdlicos, 1

NOS' f ’e
OS larols sao t :
parabdlicos; os ambém empregados refletores

bblicos espelhos dos telescopios sido para-

nas de alguns carros,
! em geral, de todos 0S
ser vista de muito lon-

PROBLEMAS

Problema
s 1668. —_
foco e a diretriz. Tracar uma pardbola dados ©

==49978——

1.0 processo: — (movimento continuo) com régua,

esquadro e cordel.

Facamos coincidir uma aresta da
régua com a diretriz (fig. 518); apli-
quemos um catéto do esquadro contra
a régua, fixemos um cordel do ta-
manho do outro catéto do esquadro,

nos pontos G ¢ F.
Com a ponta
vemos o cordel const
do, parte dele ficando aplicado a0 lon-
go de CG, e fagamos a0 mesmo tempo
escorregar o esquadro pela régua. Com Soieda
éste movimento continuo, a ponta do %

lapis conservar-se-a sempre equidis-
tante da régua € 7 Esta operagao feita de um

letara a parabola.

2.° processo: — Com
o0 compasso.

F é o foco (fig. 519),
MN a diretriz. . Facamos
passar pelo foco uma per-
pendicular a diretriz; di-
vidamos FA -ao meio; O
ponto V sera o veértice da
parabola.

Tomemos sobre 0 eixo
as distancias iguais mn,
np, Pr: IS etc.; pelos
pontos 1, n, p, I, S tra-
cemos paralelas a dire-
triz. Do foco, como cen-
tro, e com 0S raios iguais
a mA, nA, pA, r4, s4, etc.,
Fig. 519 cortemos as paralelas nos

pontos 1 e 6; 2 e 7; 3
os quais determinam a passagem

de um lapis conser-
antemente estica-

do ponto I

e de outro lado do eixo comp

Lo manm .-
Lo ewccracasance oo

Secenm=—

N
fes
o

cmmccssmsmme==
Y A

e 8;4e9; 5 ¢ 10; etcs
da parébola.
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Problema 167. — Construir uma parabola conhe-
cendo-se a diretriz e o vértice.

Seja MN a diretriz e V o vértice (fig. 519).

Determinemos o eixo abaixando de V uma perpen-
dicular a MN; e o foco, reproduzindo em VF a medida
VA. Desde que conhecemos a diretriz'e o foco, recaimos
no problema anterior.

Problema 167-a. Construir uma pardbola conhe-
cendo-se o foco e duas tangentes.

B

D

Tig. 520

Seja F o foco e AB e CD as duas tangentes (fig. 520) .
Abaixemos do foco uma perpendicular sobre cada tan-
gente; os pontos M e N determinam a passagem da tan-
gente no vértice da curva.

A reta VFX perpendicular ao meio de MN é o eixo.

Tomemos VE = VF e pelo ponto E tracemos GH
paralela a MN.

—= P

ra a para-
GH & a diretriz e F é o f0c0; tracemos, agora & P

bola como nos ensina O problem'a 166. o
Problema 168. + Construir uma pard

. cente.
cendo-se o foco, 0 €10 € "mil lz”;r\' o eixo (fig. 521).
Gl $ o tangente A,
F é o foco, MT, a tang

a conhe-

Fig. 521 ¥ A tangente

De F abaixemo
e do ponto B uma ou
'y ¢ o vertice da
Com estes elemcal;
indicam os problem
Problema :169. Z; : |
do-se a distancia fOAC i A o L e
j istan f 3 s
Seja DE a distan % qu
a : 1685
Trac:jmosn u;;n o M, (lO‘IS segme
a partir de um PO o,
ig 9 ancl
e VF, iguais 4 isté

arabola. "
t(lu);‘l tlracemo a pambo
‘6 e 167- i

Construir !



000

O pont ¢
s OF éof ¢ ]
da d’_l‘etriz da I)arv’nhglco’ V.’ ¢ vertice e M um dos pontos
Pendicular 43 § réta ‘zllk'l‘lrcmos pelo ponto M uma per-
s L S 4245 essa perpendicular ¢é a diretriz.
mentos construamos a parabola

Proble
ma 170. —_ ¢ :
o-se a diretri mu l(,onstruzr uma pardabola conhecen-
Seja MN ¢ ‘dir . ""rgenle € o ponto de contato.
contacto (fig, 523)'3 r“”.PG a langente, e G o ponto de
- Abaixemos do ponto G‘llllll perp
: pen-

;lall;:;lil;eségre a diretriz, e do
aasent .: %1:110 O ponto 4 ¢

Com est
. es ele .
paribola, mentos (foco e diretriz) construj
imos a

Problema 7

171 v

n 3 a

Um ponto dgqo da curvzar ¢ar uma tangente ¢ pardbola

Seja M o
Ponto dado ng parabola (fig. 524)

Facamos pp
Ben vl eitia
» € teremos g tangente :’f;ﬁ?jaa reta que passa por

SIi)on&to.A .uma outra sobre a
metrico ao foco, basta to-

" ¢ preciso queé
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e ]Outro processo. — Abaixemos do ponto M a perpen-
ular ME sobre a diretriz e unamos E a F; a tangente

Sera .« ' > i

era-a perpendicular tracada pelo meio de FE.
Problema 172. — Tragar uma langente @ pardbola

bor um ponto exterior.

Fig. 525

Fig. 524
xterior (fig. 525). A
AF como raio, descreva-
onto E na diretriz.

to A abaixemos uma
dicular sera a tan-

Seja A o ponto €
Do ponto 4, como centro €
mos um arco que determinard o P
Tiremos a reta EF e do pon
perpendicular sobre ela. Esta perpen
AR : determinado pela inter-
OiEomIo Ll C(:ll:itﬁ:(i:ﬁxrzvc:m a reta EN paralela ao

seccao desta perpe
eixo \ 4
2 oblema possa ter solucao
OB ac :)gli‘:tﬁ?l to A a diretriz seja menor
circulo descrit isto ¢, ‘menor

ue este Pr

cia do pon
0 do ponto A:

que 0O raio do
que AF.
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Probl
ema 173
€ que seja - — Tracar
1@ paralela a umg ,.'e,u ‘111(71[(1 langente & pardbola
ada.

Seja Fof (0} B S
oc A a dada (fig
f2 ad¢g 1 -D_G.,'

Do f
y 0co abaix f
AIN a alke
€ prolong mos uma
le nguemo- 1 Perpendic A
: evantemos uma pexl'a flt(. encontrar a (liru][a-[: sObre a reta
Perpendicular gerj Pendicular Ap etriz no ponto P;
0 ponto 4q fidis fangente ped'pldo meio de FP; esta
seccao € contacto bedida.
do ¢ desta tangente o B serj determinado g
Pé))nto P, om uma Paralela' o pela inter-
Problem i eixo, tirada
le - a seria i :
la a0 eixo; em (Iua? impossivel se a reta MN |
d Problema 174 quer outro serj sempr ossqanans;
glermi =7 Se e possivel
nar se 5 ndo dac f
Seja BAC ‘(‘) f—’]l.ro, seu foco e Isfzmlug‘(u-cq da pardbola,
e‘sligoc:ie parabola (fig é;e';)rzz.
g : Irva duas ; C A
€, 0 didme T pelos mej cordas paralela
Prolongar‘r‘ftro da curyg slos dessas cordas ums BC e DE
ento ¢ € extremidade A a reta que
; tomemos no

liguelﬁOS
P ap
bOla nos eaC-
pPontos B e ¢ estas retag Z
¢ Serao tangentes :
’ S a para-

este diam
etro uma dista
stancia Ap
= AG ¢
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Conhecidas .
1hecidas estas duas tangentes e os pontos de con-

R4

L tacto, trace
A (,'J’ l;'d(‘runos, por. B e C, as paralelas ao diametro, BH
dClCl:n ‘agamos os Angulos PBF = MBH e PCF = JCN;
pal.,llc;'lndmos, assim, o foco F, pelo qual tracemos FX

alelamente a PG; FX ¢ o eixo da curva.
P‘ . .'r]
B. :
“ B b H

N
Fig. 527

Para ter a diretriz tomemos O ponto R simétrico ao
ponto F em relacdo a tangente PM e tracemos de R a
reta RV perpendicular 2 FX.

!

" i

I HIPERBOLE
na, composta de dous

diferenca das distan-
dous pontos fixos

Hipérbole é a curva pla

, _ramos, na g_ual é constante a
4 cias de qualquer de seus pontos a

chamados focos (fig. 528) .
\
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Os seg
gmento ?
i d: de reta que ligam os focos a
RV A entcurva chamam-se raios vetores
re os focos é a distancia focal.
A hipérbole tem dois

A
eixos
f(l)};os. um que passa pelos
5 Ouﬁs — elxro transverso;
ro perpendicullar a

:iS;:ef no meio da distan-
4 : ocal—eixo ndo trans-
/Nc = verso.
8 ({ poqto de intersec-
a- (.o§ eixos é o centro
a hipérbole.

P
: i ps pontos de inter-
! v‘lcg:ao dos ramos da cur-
L ; sé_;ocom 0 e1xo transverso
. os vértices d ipé
a -
A hiper

A P a
orcao do ei
AR €1Xo trans
a2 VErso co i
23 ces da curva di-se o nolnprflelldlda
me de eixo
O compri
Priment i
renca con Difepeito 4
: R : real é i a di
i e dos raios vetores do n?élsggloa dlff-
Cham T
am-se asst
i sstntotas da hipé
. et ; hipérbole :
e tI‘ans[‘),er(;.centlo da hipérbole, 1"azdem:ib P
A e 0 um mesmo A e
dois g angulo e tal que os
, Sem, to i |
Tange;zte (;a;’llla, nunca as encontrar
alquer reta situada no 'plan d
0 da

curva, e q
ue so
(ponto de tem com est
contacto) a um ponto comum

curva i
delas se aproximam cada vez

Affq

N ——

bia
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a da hipérbole é 2 de

Circunferéncia diretor
qualquer

h‘gf flgll(f)ll a0 eixo real, e tem o ceniro em
S.

totaUm~a hi.pérbqle é cqui{d
Otas sdo bissetrizes dos an
€1Xo0s .

- Na fig. 528 os pontos E € F sio os focos; N €
‘vl’ (?s vértices; C, o centro; reta EF, 0 eixo trans-
erso; AB ¢ o eixo nao transversos FP, ED, ER
S80 raios vetores; EF ¢ a distancia focal; NM
a diferenca constante ou eixo real.

tera quando as assin-
gulos formados pelos

PROBLEMAS

md hipérbole com o con-

Problema 176. — Tragar t
s e 08 pértices.

ta indefinida;
N oS vértices

passo, dados os foco 5
os focos

B Tl‘aqemos uma re
e F (fig. 529); M ¢

marquemos
da hipérbole.

to O sera O centro da
de as distan-

Dividamos MN ao G
de F ara It
artic ac 7 %o ponto F como

hipérb
ole, Marquemos:, = &
cias Fm, mn, np pr jguails entre Si.
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centro e
com os rai
a v x
de um e outro ]a(iol(ils mN, nN, pN, rN, descrey
;algs Iguais a mM 11(1)1elx0 transverso; do po {tm]qs arcos
> 4 3, 4, 5, 6, 7 é 0 » PM, rM, determinem I
r . ’ S T3, e y
amopda hlpérbolc’ quais marcam a [):\Sqq,,e‘;& ])lontos
rocedamos. d ssagem de um
2 )s de :
E e F e obteremos o Ic?otdo inverso em relagdo f
utro ramo T a a0s focos
da l“l)(:‘l‘l
yole.

Probl
. ema 176 .
vimento ; ’ Traga ]
contin ¢ar uma hipér
constante dos I‘Zl?o conhecendo-se os /{);;bolc de um mo-
do eixo re: s velores de cc ‘0s e a diferenca
Sei al) . tda ponto (compri i
ejJam MN a di mento
5 a difere
gura 530) . ferenca constante, E e F os f
¢ os focos (fi-

Fig. 530

.Descrevamos S T
lrlnrsls Proximos depll’fnhen-o o ramo cujos ¥
m prego, parafus 0 que de E. No f Bolfose estae
%;rar. uma régua‘OE((‘)u alfinete, ao redor d(())co Bglixamog
S i ghsediandadcudessagrogua P di%
A utra extremidad seja o da régua meno CIL0 S LT
; izermos girar : e do cordel sera fi s o do eixo
mesmo tempo mantivermes o g LoF ¢ ixadanoiponto
vermos um lapis j“nt% ponto E e ao

: a régua e es-

==

v

=030 —

tica

ndo 0

R cordel, a t Voo 3 ot

hipérbole. , a ponta do lapis descrevera o arco da
0 3

em 0“_“0 ramo se obtém P
relacao a E e F
Pro ;

um po blema 177. — T'ra¢ar @ tangente
M nto da curva.

; > . » . A~

¢ o ponto dado na hlpcrbole (fig. 531).

rocedendo de modo inverso

a hipérbole em

Fig. 531

Tracemos os raios vetores (EM ¢ FM) do pont<‘)1 dctae
do sngulo EMF serd o tangen

c - .
ontacto; a bissetriz
Pedida. !
= Para tirarmos €sS
= MF, depois unir 4 2
eio de AF.
po Problema 178. — Tragar 4
r um ponto exteriol : i .
~ Seja P éste ponto ig. 532) 3 40 ponto E,
iom um raio igual ab eixo real, descrevamos
eréncia; do ponto P,\co!
crevamos um arco I4¢ corte aque

a bissetriz, poderemos marcar MA =
F e tragal uma perpendlcular pelo
ma tangente & hipérbole
como ceniro,

uma circun-
io, des-
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onto :
Ié)le, dz I;oitzg,;raucslmos 0 segmento HF e abaixemos sobre
pedida. » uma perpendicular; esta sera a tangente
0 ;
i gg:ttotde contacto M ¢ determinado pela inter-
3 a langente com o prolongamento da reta EH

N,

Fig. 532

Do ponto dado i ;
% Irrpendicu]ar l,) :;:t:(li?zdses; ps%(li)iehzx\‘;;' outra tangente:
3 2
e sz!""ma 179. — Tracar uma tangente a hipérbole
o ja paralela a uma reta dada. X
o :gocao rbgta dada (fig. 533).
Hsar s o g g?;no centro,. com raio igual ao eixo real,
s perpendicunferéncza diretora; do foco F trace-
T s Cuiar a ABj; esta cortara o' circulo em
lelanal Al Lasin 5 Pelos meios de FM e FN tracemos para-'
Osipbrice paralelas serdo as tangentes pedidas.
€ contacto, R e V, serdo os pontos de in-

|

¥

terseccio das tangentes com 0S prolongamentos das retas

EM e NE.

Fig. 533
Problema 180. — Tragar as
pérbole.

assintotas de uma hi-

Fig. 534

onto C uma circunferéncia com O
tos A e B facamos passar

Descrevamos do P
raio CF (fig. 534)) e.pelos pon

perpendiculares ao eixo real.
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Estas perpendiculares determinam na circunferéncia
0s pontos D, G, H, L, por onde passam as assintotas.

" ESPIRAL

A curva plana descrita por um ponto que gira
em torno de um ponto fixo e se afasta dele progres-
sivamente, chama-se espiral. O ponto fixo chama-
se polo da espiral ..

A espiral mais simples e mais conhecida é
a de Arquimedes, cujas propriedades foram desco-
bertas por este ilustre geometra.

A espiral de Arquimedes ¢ a curva plana des-
crita por um ponto que se desloca em movimento
uniforme sobre uma semi-reta enquanto esta gira
uniformemente em torno da sua origem. Esta‘é
0 polo da espiral. A porcio da curva que corres-
ponde a uma rotacio completa (4 retos) chama-se
espira. O segmento de reta que liga o polo a um
ponto qualquer da curva é um raio vetor. A dis-
tancia medida s6bre um raio vetor entre duas es-

piras consecutivas ¢ constante e se chama passo
da espiral.

A mola que faz mover as rodas de um relogio
tem a forma de espiral.

O ornamento em espiral ¢ muito empregado

nos trabalhos de ferro forjado em grades, supor-
tes, portges, etc.

Empregam-se também 4s curvas analogas a es-

piral, chamadas falsas espirais com 2, 3, 4, 5 ou
mais centros.

L Bl lee—
PP\OBLE;\IAS :
oI Arqui-
Problema 181. — ITracar uma espiral de Ard
medes. : e
Seja M o polo e MN 5 .
(fig. 535) o passo da : W
espiral; tracemos a cir- ', ’ ;

cunferéncia de raio MN  /
e dividamo-la em um i
Nimero arbitrario de g
Partes iguais; tiremos
raios pelos pontos de |
divisio e dividamos um °
déles, MN por exemplo,
N0 mesmo numero de
Partes em que foi divi- =
dida a circunferéncia. Teve e

Fagamos centro em Fig. 922
M e com um raio Ml ;
descrevamos um arco que deter
a da curyva.

Depois, sempre, com 0 cell it
M2, M3, M4, M5, M6, M7 de_stc‘;mos , R
4d; 50, 6[, 7g CujOS Pon‘tos extr se tragal'i’l a mao
cam a passagem da CSP”'“l! b de partes €

Quanto maior for o m‘mer.o e tragara a €3
vidir a circunferéncia, melhor s

Problema 182. — Tracfig
uma falsq espiral de do!
centros,

Tracemos uma reta mde;
finida (fig. 536) e marquem(\)]
sobre ela os pontos M ¢ ‘Si
qQue viio ser os centros da c‘
Piral, Facamos centro eul ::)s Py o
€ com um raio MN tracenIl:d-
a semi-circunferéncia AN. u‘m
camos centro em N € comt o vame
mi-circunferéncia AB; centr

ic onto
hﬁnc no raio MA © P

3¢,

pil‘al.

se-

nos 4

< screval a-

o NAt((:lcem g, descrevd
n
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mos a semi-circunferé
do centro em N e
CD, DE, etc.

Problema 183.
centros,

Tracemos um triangulo equilatero ABC (fig. 537) e

prolonguemos-lhe os lados,
Facamos centro em 4 e
0 arco CD; centro em B, ¢

om raio BD, descrevamos o
arco DE; em seguida em C,

com o raio CE, descrevamos
fazendo centro sucessi-
mo raios as distincias de
4 extremidade do ultimo arco

0 arco EF; e assim por diante,
vamente em 4, B e C, tomemos co
cada um désses centros
descrito,

.............

]
[}
'
)
1
)
]
»
'

Fig. 537 Fig. 538

Problema 184, __ Tracar uma falsa espiral de quatro

cenlros. Tracemos o quadrado ABCD (fig. 538) e prolon-
guemos-lhe os lados,

ncia BC; e assim por diante, fazen-
i1, descrevendo as semi-circunferéncias

— Tragar uma falsa espiral de trés

» com raio AC, descrevamos

%
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pontos A, B, C e D sio os centros dos arcos que formam

2 ’

: cspolll)(slle'rvag:?m' — Segundo a mesma marcha, podemos
3 . - - ‘ . ar-

tracar uma falsa espiral de 5, 6, 7 L r‘mnsdceenit;l(l):i pnﬂ_

tindo dos poligonos regulares convexos

mero de lados.

HELICE

Chama-se hélice a curva formada s.c“)bre a su-
perficie cilindrica por um lado de um angulo que
se enrola no cilindro, enquanto o outro la~d0 se en-
rola no circulo da base do cilindro (fig. 539).

Sao muito co- T
muns as molas em | ™.
forma de hélice
(fig. 540). Mesmo
na natureza encon-
tramos trepadeiras,
como a corriola_
(fig. 541), que se
desenvolvem ‘em Fig. 539

hélice. ) ?
A porcao da hélice compreendida entre duas

passagens consecutivas da curva pela mesma ge-
mtrizodo cilindro é uma espira da hélice; o seg-
mento da geratriz entre duas passagens consecu-
: ; lice
| o passo da hélice. : :
uvasbisel‘eacéo — E importante assinalar que
todas as curvas até aqui estudadas (cu'cu}o, elipse,
hi ):':;'bole parabola, oval, espiral, etc.), sdo curvas
limas- a, hélice, entretanto, nao tem todo; 0S seus
l)ontos’ no mesmo plano e por isso se diz que a
P ne :
hélice é uma curva reversa.

Fig. 541
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QUESTIONARIO

Que ¢é elipse?
Cite astros que em seus movimentos descrevem:
elipses.
Quantos eixos admite a elipse e quais sao?
Que ¢ distancia focal da elipse e como ¢é ela re-’
presentada?
Que sao raios vetores da elipse?
Quantas posicéoes podc ocupar uma reta em relacao
a elipse?
Qual a propriedade da tangente a elipse?
De que depende ser a elipse arredondada ou alon-
gada? _

> C >
Na elipse, que exprime a razao ? ? .

Quando a exeentricidade da elipse ¢ nula a que s€
reduz ela?

De que se compde uma falsa elipse e que oulro
nome se lhe da?

Que ¢é oval?

_Quais sao os eixos da oval?

Que ¢ uma parabola?

Defina os seguintes elementos da paréboda' foco,
diretriz, eixo, vértice, raio vetor, parametro e did-
metro.

Que ¢é hipérbole? , s O
Defina, em relacdo a hipérbole: focos, distancia
focal, raios vetores e -vértices.

Quantos eixos tem a hipérbole e quals sao?

Que sao assintotas da hipérbole?

Que ¢ circunferéncia diretora da hlpel‘bole"
Quando se diz que a hipérbole é equilatera?

Que é espiral de Arquimedes?

Defina polo e passo da espiral de Arquimedes.
Que curvas sdo chamadas falsas c'iplrals?

Que ¢ uma hélice?

Porque se diz que a hélice é uma c}rva reversa?

e T T2 FA

g
&
3
i
. |
1
!
i

e
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