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lelas, os segmentos correspondentes nas duas retas sao
proporcionais.

) Problema 118. — Achar «a quarta proporcional a
trés segmentos dados.

Sejam @, b e ¢ (fig. 320) os segmentos dados.

~ Tracemos um #ngulo qualquer V (fig. 321); sobre
um lado marquemos a distincia VM = a e VN = b e,

Fig. 320

Fig. 321

1

sobre o outro lado, VP — ¢. Liguemos o ponto M ao ponto

P e do ponto N tracemos uma paralela a MP. A quarta
pProporcional pedida é VD.

Problema 119. — Achar a médi ,
dois segmentos de reta. Sy hioparcionalig

Sejam a e p g se
uma reta indefinida ma
e NP = b. Sobre MP ¢

gmentos dados (fig. 322). Sébre
rquemos MN (fig. 323) igual a a
omo diadmetro, descrevamos uma
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semi-circunferéncia e pelo ponto N levantemos uma per-
pendicular. NK ¢ a média proporcional pedida.

K
b
M N =
Fig. 322 ° Fig. 323 \
Problema 120. — Dividir um segmento de reta em

média e extrema razdo.
Seja AB o segmento dado (fig. 324).

Construamos um tridngulo ABC
em que um catéto seja AB e 0 14
outro metade de AB. ] o
Do ponto C, como centro e raio Ze :
igual a CB, marquemos CE. Fmal- s\l :
mente, do ponto A e com raio AE o5 B e,
tracemos o arco ED. ok e = D B
. 0 ponto D divide AB em me('ha Fig. 324
¢ extrema razio. Diz-se que AD é o
segmento qureo de AB ().

Problema 121. — Construir um tridnqulo, dfzdo o
perimetro e sabendo seus lados proporctonats a trés seg-
mentos dados.

——— » '

e reta em média e extrema razz‘x'o
€ dividi-lo em duas partes, de modo que ltlfla ie‘léies gilgg.ndm;é(z:g
Proporcional entre o segmento todo e & gu loa lgdt) - QuEndofag
broblema 109 (2.2 solugio) detern}ln%{m 5 d idir o raio do
regular convexo, nao fizemos mais 0 que 1,~V1 ir opralo
circulo circunscrito em média e extrema raz;to,a pl% g oA
do decAgono regular conyexo ¢ igual ao segmento au 5

(*) Dividir um segmento d
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Seja AB o perimetro (fig. 325) e m, n e p os segmen-
tos proporcionais aos lados (fig. 326).

S
m
—_—
A £ B + AL —
~.‘..... \“‘ ) .“ I :

L . \ ¥

C ~~_~ > \“ “\

Se TR\ ! .
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.-~.’“~. \
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Fig. 325 Fig. 326

/

Do ponto 4 facamos partir uma semi-reta e apli-
quemos sobre ela AC = m, CD — nebDE = p.

Liguemos o ponto B ao
paralelas a BE,

Os lados do tria
e FB respectivamente

ponto E e de C e D tracemos

ngulo pedido sio iguais a AG, GF

t ]

EXERCICIOS

1. Trace um Segmento de reta ‘qualquer ey divida-o em
3, em 5, em 7, em 9, etc. partes iguais.

2. Trace trés Segmentos de reta e divida o primeiro
deles em partes Proporcionais aos outros dois.

3. Trace.trés segmentos de reta e construa a sua quar-
ta proporcional .

4. Trace dois segmentos de reta e construa a sua mé-
dia proporcional.

Divida graficamente em média e extrem

segmento de reta de 8cm.

6. Co_nstrua 0 tridngulo que tem 10cm de perimetro e
cujos lados sio Proporcionais a 2, 3 e 4,

a razao um

CAPITULO XI
Poligonos semelhantes. — Escalas.

. ' : e construa-

Consideremos o DOhIgO,n? AEB,C(?IEG 397), onde
mos depois um outro, A’B'C'D'E o Gl e
0s angulos sdo respectivamente igual ;
meiro, isto é,

AA = AA” AB=AB  AC = AC
B
A »c 8’
A c”
D E D’
Tig. 327 °

. is. isto é
€ os lados sdo proporcionais, isto e,

A W BCAR CD. DEWEA
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Dizemos que esses dois poligonos, ABCDE e
A’B'C’'D'E’, sio semelhantes. Os elementos que se
correspondem nas duas figuras chamam-se homd-
logos. Assim, o lado A’B’ é o homoélogo de AB, o
vértice C é o homoélogo de (7, etc.

Dois poligonos sdo, portanto, semelhantes
quando tém os angulos respectivamente iguais e
os lados homélogos proporcionais.

Razdo de semelhanga. — A razio constante que
ha entre os lados homologos de dois poligonos se-
melhantes chama-se razdo de semelhanca. Assim,
a razao de semelhanca do poligono ABCDE para
o poligono A’B'C’'D'E’ é 2, pois cada lado do pri-
meiro ¢ 2 vezes o seu homologo; inversamente, a

razao de semelhanca de A’B'C'D'E’ para ABCDE
1

2

Semelhanca e igualdade, Convém nfio con-
fundir poligonos semelhantes com poligonos iguais:
duas figuras sio iguais quando podem coincidir
ponto por ponto, ao passo que, em geral, as figuras
semelhantes ndo coincidem.

A igualdade pode ser considerada como o ¢aso °

especial de semelhanca em que a razio de seme-
lhanca é a unidade.

Semelhanga de poligonos regulares.

10s regulares de mesmo niumero de lados e de

mesma espécie sdo semelhantes. Quer isto dizer

que todos os tridngulos equilateros sio semelhan-

tes, assim como todos os quadrados, todos os pen-
~ 9

ligo

\

Os po-
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tigonos convexos regulares, todos os pentagonos
regulares estrelados, etc.

Semelhanca de triangulos. ——_})emonstra-ie qu::
toda paralela a um lado do tl‘lfillg!l‘lo (Ilze?eilllmlo-
outro triangulo semelhante ao 131'3me11 ol. 1 x: BI()I (;
na fig. 314 (pag. 156), como DE & para e al Aé(‘
tridngulo ADE ¢é semel.hante ao fnc;ngllli;:ear 3
Esta propriedade ¢ devida a Tales (led
T(lle;))z;nlos abaixo as condicoes suficientt;ls paer;;
semelhanca de dois triangulos (casos de s

thanca de triangulos) :

ém :
Dois triangulos sao semelhantes ?u:anlfla? (t;(:)m
SR oo A o4 A
1.°) dois angulos ignais; 2.°) um mg: 3?) e
breendido entre lados proporcionais; o.
lados proporcionais.

Decomposicdo de poligonos semelhantes.— Dois

. npostos no
Poligonos semelhantes podem ser (]llecolltels) S
mesmo nimero de triangulos semelhar

Fig. 328

; : 3 ue se'observa na fig.

lhant nte dispostos. E o 4 i

B eme e o iriangulo ABF ¢ semelhante a A B'F’,

BEFCI,H o elhante a B'E'F’ e assim sucessivamente.
" é sem
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Propriedade relativa aos
nos semelhantes,

semelhantes estigo
logos, isto ¢,

perimetros de poligo-
Os perimetros de dois poligonos
entre si como dois lados homé-
na mesma razao de semelhanca.

Esta propriedade nos permite, conhecida a ra-
zao de semelhanca de dois poligonos e dado o pe-
rimetro de um déles, determinar o perimetro do
outro.

Exemplo: A razio de semelhanca do poligono
; 0 . AR
P para o poligono P’ ¢ 73 0 perimetro do primeiro
€ 18; qual o perimetro do segundo?

Chamando z o perimetro pedido, podemos fa-

zer
L8R e
TolaE or
donde se tira
18 %X 7
B = 2L
O perimetro de p é 21,

Escalas. — Quandg Passamos do poligono
ABCDE para £

O seu semelhante A'B'C’D’E’ (fig. 327),
dizemos que houve uma reducdo, visto como a se-
gunda figura é menor do que a primeira; isto se
d.é Sempre que a razio de semelhanca do novo po-
ligono para o Primitivo é menor do que a unidade.
Ao contrario, ge passarmos do poligono A’B'C’D’E’
ABCDE h4i uma ampliacao, visto

¥
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: i e a
\imeir maior do qu
novo poligono para o primeiro ¢
unidade.
Na reducao, ch

N

ra

ama-se geralmente escala aa 5

] iour nhada para :

fi,  cemelbercaiin flgl(llmm(lilsglo. Pode-se di-

figura primitiva, que serve Pi' SRR e

zer que escala ¢ a razao das dim e

e 2o dimensD g I::St{z)rldinéria em que o
exprimir em forma de fragao

Numerador ¢ a unidade. Rt

Assim, diz-se que um des

D N llaﬂd

a escala de
ao de
1

r —

9 o
= ar original f 20
Semelhanca da redugao para o ¢

; do que se€

Conhecida,. em cada cz}s‘o,f {:;illli(tiaﬁe ugm 3

Quer obter, pode-se construir )aaralelas S

¢ala de reducdo tl-agauflo due‘ls Ierpendiculares )
0-as em partes iguais por P

Iunps um modélo na proPorGaz
"mos ir um
Para desenharmos ul construir
de 1:10 por exemplo, tenam(?'svi(iggs representasse
> 2
a das d1
€scala em que cada um

‘ tada. gy
A décima parte da(megigad:(ﬁl%) AB que € lgua,l
Na figura 329 (esc

0; Ac que €
e metro; A
A um decimetro, representa um

B
A%: i GORRRIOTT” 8O 1 S0 di
|
10 20 30 40 S0 -

Fig. 329 :
esenta um declmetr'o

s e - repr =
18ual a ym centimetro, representa um centl

: s 'metl’c”
€ Ae, que é um mili
nletro.
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Na figura 330 (escala de 1:20) MN mede cinco
centimetros e reépresenta um metro, porque cinco
centimetros ¢ g Vigésima parte do metro; cada di-

m..(lﬁlllllﬁ’

10 20 30 40 50 go 70 80 90 100

Fig. 330

Visdo ¢ igual a cinco milimetros e

| decimetro; finalmente', dividid
em dez partes iguais, cada um
escala, um centimetro .

As escalas métricas de proporg

epresenta um
0s cinco milimetros
a representara, nessa

40 mais usadas
Sa0:

Escala Medida real erdida grafica

1:5 0,20m

1:10 el 0,10m

1:20 - 1 metro 0,05m

1:25 0,04m

1:50 0,02m

1:100 .

0,01m

representado nésse
A escalg decim
muito Peéquenas ag
escala comuim .
Sua construcao ¢
gulos semelhanteg (Vv

desenho .

al transversal permite divisoes
quais ndo poderiamog obter na

baseada na teoria dos trian-
eja Problema 122),
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- car
Pantégrafo — O aparelho des;ln:::fjczl 20:3;“_
figuras semelhantes é o p ana?glleasfe,esté ao alcance
¢do se baseia na lei linear ge e ele, essencialmen-
de qualquer pessoa. Cf)'llp.({e-s da uma delas divi-
t hastes rigidas iguals, 688 = 8 o oo
de.,dde 3 ‘ms ~ )OI?to de modo que 2 ]ela determi-
1da p01‘ um Idos segmentos (.sobre | A
teja para um t0) como a figura CI4 hastes 'S80
g:ﬁgs Is)tc’a"r t?)lall'): na figura dada. A(fe sorte a for-
dePoise articuladas nesses p((:lnlt‘l(gz\’)-
Mmarem um paralelogramo (£

X liacao
5 na alnp D5
que se desti® o hanca da fi
s % er
SR 1 Sy
aray Tr1plo . a % oul
gur; oedicll)a i) ara a figura dti s iguais ¢ em seé,: .
hast v lividida em trés par rimeiro ponto
séoS : el( l:tes articuladas 10 P
S80 as ha

P T esa; no
; obre a m ;

idade 0 é flxadaz, e lapis. POl.S
iisao4a ex.trenll estilete € em‘ léloﬂramo. se fi-
Ponto A existe “Ifnl;mando o paralelog
bem uando, defo segme:

. um

Zer (,) gstilete descrever

is
nto (AB), o ,l:?or
s I
lo 3 veze
tro segmento parale
€screvera outr
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(A'B’). Do :
X . ) Illesmo n]od
e e due sefaa B

sen o lapis descrev
) ielhante e que estara ar '11 apl dermcyens 011t~1'a
3 10 a para a primeira

1 ra na razao

Si quisé

SEssemos i
3 uma :
ilflg;ula dada na razio 5 o

u ;
din(lar 0s pontos de ar
cul( 0~ estas em 5 P

acao pelo segun
por diante

Os P g
antogr SN E
mercado sio (b] ath geralmente encontr
convenienten ¢ hastes de metal ou d] gados e
wente graduadas e consty (1: madeira
struldas de mo-

do qu
1€ Se pPossa faci
s I)On{)os S(;letgcﬂmente variar a escala d
r . ~mudan-

g a que estivesse para

: 2, por exempl i

ficaipo aplo, bastaria

o ulagao das hastes, divi-

C ais &

s 1guais e fazend ti

do ponto *de divi 2

de divisdo; e assim

3 QUESTIONARIO ¢
- . Quando ¢ -
€ que doi 2
28 Ouellsao ol 01s poligonos se diz
3. Que ¢ ¢’¢mentos homologos? em semelhantes?
> razao d : 80S7 ;
4. Pod e semelhan
e-se con . ca de dois 5
dade? fundir semelhanca de fig e
d igura .
9. Mostre s com igual-
; que dois :
mero de la Poligonos
dos ; S regula ; ]
6 melhantes. ¢ da mesma espécri?;S de mesmo ni-
- Quais s3 Sao sempre se-
a0 0s ca
JggQuelic S0s de semelhang:
Sy anca de tridngulos?

8. Com
10 Sse ind.
J 1ca ger
IOV : g a geralmente a escala de
i ‘ € obs um D
10 poligonos semelh‘i:etr"a quanto a deco Seasnhal
: antes T4 m ica
Qual a razzg eXiste em tridngulos? posicao de

g0nos ser nte e
n ;
nelhantes? tre os perimetros de poli

—1

I'racemos uma reta e
ponto qualquer,

331

e
Tig.

B\

IITTT i Ys

A 9876543270

71 —

PROBLEMAS

Problema 122. — Construir uma escala decimal.

marquemos, a partir de um

diversas medidas, AB, BC, CD, DE, etc.,

iguais entre si e cada uma
correspondente a unidade de
medida (fig. 331).

Dos pontos A, B, C,'D, E
levantemos pcrpcndicularcs a
refa anteriormente tracada.

Sobre a pcrpcndicular A
apliquemos dez vezes uma
mesma medida arbitraria e
pelos pontos de divisao tra-
cemos paralelas a AE. Divi-
damos AB em dez partes
iguais, tracemos F 9 e tiremos
pelos pontos de divisao, pa-
paralelas a F 9, como indica
a fig. 331.

O ponto B é o zero da
escala; as distancias crescen-
tes al, b2, c3, etc., exprimem
s % 3, etc., unidades; as

partes iguais em que esta di-

vidida AB sio as dezenas e
as distancias AB, BC, ¢D, sao
as centenas.
Aplicagdes: — P
car 130 anidades, tomemos a
a distancia ¢3 em linha ho-

rizontal.
Para ter 263 unidades to-

memos a distancia MN por-
que MN = M3 + 3¢ + c¢N ou
200 + 3 + 60 = 263.

ara mar- °
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Problema 123. — Construir um triangulo semelhante
@ outra dado, conhecido o homdlogo de um dos lados.

Seja ABC o tridngulo dado (fig. 332) e C'B’' o homo-
logo de CB (fig. 333) .-

R
o

Fig. 332 Fig, 333

Facamos no ponto ¢’ um angulo
um outro = B.

Os triangulos ABC e A’B'C’ S80 semn
X i n2lhantes porque
tém dois angulos respectivamente iguais, ;

Problema 124
a outro dado,

= C e no ponto B’

- — Construir um poligono semelhante
conhecido o homdlogo de um dos lados.

E' D'

Fig. 334

Fig. 335

Seja ABCDE pol

homélogo de E gono dado (fig. 334) e E'D’' o lado

D (fig. 335).

‘a razao de semelhanga do novo re
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Decomponhamos ABCDE nos trizngulos ABE, BDE

c BCD. ‘MR lhante
Sobre E'D’, facamos um triangulo BD.E: se]meB,C’D’
a BDE; sobre o lado B'D' facamos m}_‘, trm]nglfi?g'E’ se-
semelhante a BCD e sobre B'E" um t,l lfggu ciiiJCDE 520
melhante a ABE. Os poligonos A'BCDE ¢
Semelhantes. : lhante
Problema 126. — Construir um relal;?ulo'zeme {
a outro dado conhecida a razao de semc3:30)ng .seia 6:7
. v A 4 fig. 3 1€ 3
Seja ABCD o retangulo dado t({miulo para ABCD.

- . em
Tiremos a diagonal ADe dividamos o lade AB

7 partes iguais. -
Pelo, ponto 6 levantemo:
determinar o ponto M na di

\ lela
Do ponto M tracemos MN para Z
Pedido é AGMN, pois seus la((lios estdo p

em ABCD na razdo 6:7 OU =

s uma pcrpendicular a AB ate

agonal AD.
o o CD. O retingulo
ara os homologos

12 3 a4 5 60
Fig. 336

poligono semelhantfz

HeTs ¢
Problema 126. — ansg;”;e;g:manca do novo polt
@ outro, sendo 6:4 a razd® .

gono para o poligono dade: 337)".

A ono (fig. 99
?)eila. dMNOPQ;NOQgOIZS partes iguais e prolongu¢
ividamos M *

MR e MN.

mos
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l)
alt gk = it
Apliquemos em NB uma distancia igual a — de MN,

4
MB 6

MN 4

Do vértice M tiremos todas as diagonais do poligono
dado, prolongando-as.

e teremos

Tracemos BC, €D, DE e EF respectivamente parale-
las a NO, OP, PQ e QR.

O poligono MBCDEF ¢ semelhante ao poligono dado,
€ a razio de semelhanca do primeiro para o segundo

, 6
é —.
4

EXERCICIOS

—

Dois pentagonos semelhantes, ABCDE e A'B'C'D'E'
tém, respectivamente, ¢0cm .e 45cm de perimetro.
Os lados do primeiro medem : AB=12¢m; BC=18cm;
CD=10cm; DE=14cm. Quanto medem os lados de
A'B'C'D'E’?
2. Os lados de.um quadrilatero medem 3cm, 5Scm,

’ng e 10cm. Um outro quadrilatero semelhante tem
/9cm de perimetro .

pPrimeiro para o segundo?

3. Numa planta o segmento retilineo de 4,5cm repre-
senta uma distAncia de 4500 metros. Qual a esca-
la usada?

4.

A escala empregada em um mapa foi 1:1.000.000 ¢

nele a cidade A estd a 7,2cm da cidade B. Qual deve

Ser a distincia real entre as duas cidades?

5. A distancia em linha reta entre Belo Horizonte €
Rio de Janej 2 i

. Mapa o seg

€ de 19cm .

’

que liga as duas cidades
Qual a escala do mapa?

Qual a raziao de semelhanga do:

—— -

Circulo até completar-lhe a volta

R : > & POS
“Tencia. Vejamos como isto ¢ P

CAPITULO XII

Medida da circunferéncia.

5 S omento re-
Retificar yma curva ¢ obter um seg

o) : . a curva.
tilineo de comprimento igual-ao de

P to, teremos
ticado o fio, medirmos o seu comprimento,

L irculo. Mas,
etificado a circunferéncia da'qlleiessg e
fem sempre se pode proceder & €5 ) 1) F ara
Teta. Temos, por isso, que recOrrer

: circunfe-
Pt rimento da
Medir indiretamente o cOmP sivel, desde que

gl 0 ircunferén-
Conhecamos o raio ou o didmetro da c

/
\

e
Tig. 338

i S
nferéncia e inscrevamo

AT
um quadrado, por exztre ’
ande diferenca € :

Tracemos uma circt
€la um poligono regula? e
0. Notamos que ha um



— 176 —

0 perimetr i AL
crito. MLISO (sl(;l (E;Iiu_nfc"encla e o do quadrado ins-
poligono ir,lsm-itoo -l?m}os'o numero de lados do
0 octégono, ja e ;ZO 2 i poligono inscrito for
os dois compriment lf tao g”}nde a diferenca entre
nara menor si o p (1)'5’ esta diferenca ainda se tor-
Assim, si aumem1 0- igono inscrito for de 16 lados:
de Tados do poli“alnlos cada vez mais o numero
mos que cada lat(’;mol}‘egulal' inscrito, observare-
bPequeno e que o 0 déste se vai tornando muito
mando da medida ger“?“eh‘o déle se vai aproxi-
siderarmos o polig a circunferéncia. Ora, si con-
infinitamente granaono LCgnlan compuim. inupleng
fundindo com o = de lados, éle acabara se con-
entao, igual a mefllilc‘lcz;ﬂ(?aecio Se‘; DR
10} (o circunferéncia (fig %
um POliég;l:)](i'egglde.’ pois, ser COnsidera(gf)lb;:(i?l)o
o Comprimentobdeaé ge nimero infinito de 1ados;
e a medida da circa ¢ la}do. tendendo para zero;

este mo :

concluimos (Iu(elodgzs considerar a circunferéncia,
semelhantes e que nelmrcunfel:é“Cias sdo sempre
didmetros, sdo linhas hf;lsn?ls raios, assim como OS
ologas. Como ja sabemos

que os peri
metr 5
os de poligonos semelhantes estao

entre si co
mo d i
crever uas linhas homélogas, podemos es-

3 C=R WG D

chamando ¢ o compr

reéncia de didmetro p elmento 9 igmajjcirenntos

raio R ' 2
e G’ o comprimento

* Usuai
Uais, empregamos 3
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de k . 5 e L% ! .
outra circunferéncia de diametro D’ e raio R'.
am que duas cireun-

Essas 2y oy
sas duas proporc¢oes indic
seus raios ou 0S

T ~ ]
{',I(H(l_(l.s esldo entre s como 08
seus diametros.

Se, agora, trocarmos 0S8 meios da segunda pro-

borcio escrita’ acima, teremos
(6 10
DD
io da primeira circunfe-

0 S 1A
que significa que a raz
razio da se-

Téne: a de ‘
lnCla para o seu diametro € igual 2 '
gunda circunferéncia para o respectivo dlametl"o.
ms ta razio constante da circunferéncm para o dia-
c'etro ¢ designada pela letra grega = (pronun-
1asse pi)
7 L J
e ser calculado exatamen-
do metodos engenhosos,
uma aproxnmagao
ara OS problemas

te n? I]l'lnler? 7 nao pOd
déteras- os geometras, usan
muj minaram o seu valor com
Wto grande. Na pratica, P
1416.
Medida da circunferénoia. __ Este valoy qe é,t
' da circunferencm 5

o s
S mostra que o conlprlnlento

Fig. 339 — Circunfcréncia retificada
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aproximadamente, 3 vezes o diametro. Com efeito,
de

C
— TE
D
Pode-se tirar ;
C=xaXD

ou, ainda, substituindo o didmetro pelo dobro do
raio,

C=2xR
Conclusdo:  obtém-se o comprimento da cir-

cunferéncia multiplicando o sey diametro por
3,1416 ou multiplicando o seu raio por 6,2832.

5 errcfcio — Qual o comprimento de uyma circunfe-
rencia cujo raio ¢ igual a ¢ metros?

C=2X 31416 x g — 37,6992m

.. Exercicio — Qual q circunferéncia que tem parc
didgmetro 16 metros?

C = 3,1416 X 16 = 50,2656m
As mesmas formulas acima nos dao o diaAmetro

€ 0 raio de um circulg quando se conhece a sua

G C
TR R_2J1:

Isto ¢, o diAmetro se obtém dividindo ¢ compri-
mento d.a ¢Ircunferéncia por 3,1416 e o raio se
obtém dividindo comprimento da circunferéncia
por 6,2832 .

Exercioio Qual o diametro d ; ;
y A . e u 1ja
circunferénciq mede 37,6992 9 m circulo cuj
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Substituindo-se ¢ pelo valor dado, temos:
37,6992

3,1416

Comprimento de um arco. — Como a circunfe-

= 12m

P i feren-

Shed on : . da circunter

encia tem 3600, cada grau é =0 ! |

i R qa —— da cir-

“1& e um arco de n graus representa Fimento de
. ri

Cunferéncig. Entao, para obter o comp

/ iplicar o com-
. bastara multiplicar
€ um arco de n graus, bastara 1 I Y Chat
\ . -éncia por Saq
Primento total da circunferéncia 360 :

. teremos
Mandg ¢ comprimento do arco,

2xRn _ aRn
O aiEE0 180
de
menlo de um arco

Exercicio Qual o COI.np”,[pos de raio?
v Ruma circunferéncia de 6 me y
TX 6 x50 3,1416X6X50 - o36m
s ISR it et

a —

180 N
180
! icualdade
Si ambos os membros da 18
xRn
WO et

s divididos
foren, multiplicados por 180 © TR

Por > obtém-se
180 a
‘n=—f ; igual a 180
: é ;
Astq . de um arco 3,1416 vezes

Vor. & © Nlimero de graus dividido por
f2es o seu comprimento

o Tajq
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Exercicio — Quantos graus tem um arco de 6 meiros,
numa circunferéncia de 15 melros de raio?

180 X 6

n— — __ — 922955’
3,1416 x 15
e QUESTIONARIO

1. Que ¢ retificar uma curva?

2. Qual a razao de duas circunferéncias?

3. Como se Teépresenta a razdo constante da circun-
feréncia Para o seu didAmetro e que valor tem essa
razao?

4.

Se medirmos uma circunferéncia com o seu dia-
mmetro quantas vezes ela o conteri?

5. Como se pode obter o comprimento de uma circun-
feréncia conhecendo-se
raio?

6. Como obter 0 com

0 seu didame'ro ou o seu

primento de um arco de circun-

feréncia, conhecida a sug medida em graus?

7. Dado o comprimento de um arco, que formula
permite calcular sua medida em graus?

[
[}

CAPITULO XIIL

i irculares.
Area dos poligonos e das figuras mrg

' icie ¢ determinar
: erficieieyCEt | s apmal
Medir ou avaliar uma sup a superficie to

\ : oufr
Juantas vezes ela contém uma

Mada Para unidade. L
A medida de uma sup
Mente ¢req.

A unidade de super
: SO
tem Para lado a unidade d jco Decimal, de U o
Como no Sistema .Metl lcde comprimento edo
Ohrigat(')rio por lei, a umdfaigfe ¢ o melro quadra
etro 2 e super
.. 0 @ unidade d _ S ados
. 0 qu : a-
Os submultiplos do 2:,0 z((l)ll(II:z% isto de’ E;Ztr%u
{ uadrado te do 4
de?ln;et{o glede a declma nparisto é, um U
cujo lado adrado (em®)s ~rte do metro;
centimetro (I”1 a centésima 1)"to &, um qua-
cujo lado mec fir ado (mm?) l:r
milimetro qua ilésima P
ado cujo lado mede a ™! . as
4 L —_ ; u
t Figuras equ“’alentesr;esma area. D
M, evidentemente, & 1 podem €

s : figu
Qe ng, sejam iguals: *. . que as
Mesm g area. Neste ¢aso:
e‘i’uivalentc'zs. Tomemos,

; S
CD (fig. 340). Divldaﬂlo

ficie chama-sé geral-

ue
ficie € um quadrado, 4
1

e comprimento.

dl‘ado

drag,

A




= 16—

meio, unamos o ponto

M ao ponto N. 0 quadrado
acha-se dividido em d

ois retangulos iguais. Colo-

A B

. M%é iN A ) N

D C M 76
~ Fig. 340

quemos ¢ retangulo MNCD de sort
coincida com o lado BN

e que o lado MD

do retangulo ABNM.
btemos déste modo um retingulo AMCN

Com a megmgq area do Quadrado ABCp).
O quadrado ABCD

€ 0 retangulo AMCN sio
figuras €quivalentes
' €remos adj

ante muitog éxemplos de figuras
desiguais que té

m a mesmg area.

AREA Do RETANGULQ

Seja o retangulo ABCD (fig. 341) .

T - B Apliquemosaunidade

¢ de comprimento sObre AB;

I verificamog que AB con-

I fm 5 vezes a unidade.
Em seguida apliquemos a

I Mmesma unidade 3 outra
D ¢ dimensio do retangulo,

Fig. 341 AD; achiamos que AD con-

tém 4 vezes 5 unidade. Se,
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5 ou 20 qua-
angulo ficara decomposto elll-ij>1<c4 de compri-
SenElS tem de lado a unidac erficie. A
dradds 54 aCIe111 20 unidades de Sufnual a 20.
mcnlol. 1Sl(l)‘u:r’wulo é, por conseguinte, 1g
area do retang

. obtém fa-
j0: A drea do ret(u.zgulo‘gss i
Conclusc(ll(l)lio de suas duas dimensoes,
zendo o pro

la altura
roduto da base pe
5 S=BXA

B = A = —
A B
Exel‘()‘(} o — - 1 ea
i A alllll‘a de um .murO (4 2, 25
yod men H
d 19 40ln 5 qllal 0 seu compl‘l
mede 7, t()s

197,40 — 70.5m
BT 2,80 ek
angulo ¢
foi Qual a altura de um retang
rcifcio — a
irea §x§2,30m e a base 8,5m.
% ' 32,30
A= = 3,8m

AREA DO QUADRADO

s 0O €S-
derado o cas
ser consi d el
rado pode ; es se tornz
S (;1 uigténgulo em que as dlmen?i(::armos a're-
pecial (Obase igual a altura). Se ap
iguais,
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gra deduzida para calecular a 4rea do retangulo,
teremos de multiplicar o ladg do quadrado por si

S=IX1=p
Conclusgg - a drea de um quadrado é igual ao
Quadrado dg lado.
Exercic

2
i0 — Qual q area de um quadrado de 12,5m
de lado? :

Area — 12,52 = 125 % 12,5 = 156,25m2,
Da formula S =P deduz
I =4S

isto ¢, ¢ lado do quadrad
da dreq.

-se imediatamente

0 ¢ igual ¢ raiz quadrada

Exercicio __ Qual o com

primento do lado de um
qQuadrado, cuja dre

a ¢ igual q 46,24m29
O lado ¢ igual g +/ 46,24 — 6,8m,

Ja vimogs (problema N.2 103, pag. 133) que o la-

do do quadrado erg igual ao r

aio do circulo circuns-
crito multiplicado pela r

aiz quadrada de 2, isto é,
l=RV\2

Podemos, entdo, obter g area do quadrado, se

conhecermos ¢ raio do circulo circunscrito. Vem

S=PB= (R\Z)_ 2 Re
a drea do quadrado ¢ igual ao

0bro do quadrado do raip do circulo circunserito.

Exercfclo __ Qual a drea de ym Quadrado inscrito
ém um circulo g, raio igual a 15m9 \

S=2X152=2X225=450m2
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i as areas —
? teoroma. defRiEICio8 ap:'c?golriéngulo re-
: C
is s na pag. 54 que em todo t P i
. Pog. o ql ipotenusa ¢ igual a s :
ingulg o quadrado da hip Ora oo alanataads
dos Quadrados dos catetos. (’uqdl‘lldo que tem
& hipotenusa da a area do qd‘rado de cada ca-
( Para Jaqq 4 hipotenusa e 0 ‘[}‘5}0 lado ¢ o mesmo
leto q4 g area do quadrado cu] o R sTaG
“ateto, podemos concluir: o qltl() & soma dos qua-
Sobre ¢ hipotenusa é equivalen (tctos Isto nos €
drado tonstruidos sobre O-b(, claa abaixo, em rela-
Mostradq claramente pela fl?'ll e
20 ag tridngulo de hipotenusa

- ' 1
5 1 c2 2
6 3
62
AV
¢ N ¢l s 4 = /;
b 6 ¢ I .
I
o evidente

Os do; drados (I e ID Salf -f cll(somm® dgs

i ais,s I;iooilssa(fll;la;o: tém de'lagi(x)'o s comlzg;is 4
“tetog) Entretanto, 0 Plzn:, hipotenuf;undo se
gl.ladr ado construido sObr lo dado; © S nadrados

1 l‘ -

; 3 - triangu os quar
8ulos iguais ao t_‘:‘a flos mails te, 2
PSe destes 4 trlantgetos.
*UStruidos sobre os €8

Co
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area do quadrado construido sébre a hipotenusa
€ igual a soma das areas dos quadrados cons-
truidos sobre os catetos.

AREA DO PARALELOGRAMO
O paralelogramo ¢ equivalente a um retan-
gulo de mesma base e mesma altura.

Mostremos isto com o paraleloor ABCD
Y paralelogramo

Do vértice A abaixemos a perpendicular AE

comum as paralelas AB e CD. AE é a altura do
paralelogramo.

A A 5

. E C Ef
Fleg542 Fig, 343

b pg:s(t)a(mte‘mos o tridngulo AED e transportemo-
i (;)u ro lado do paralelogramo, que se acha
Valem;n:;Bo Itran§formad0 em um retingulo equi-
gramo ¢ tE E .(flg' 343). A altura AE do paralelo-
ot i n%:mbem altura do retan R U0
Togo te Po base de um e de outro quadrilatero.
retangul R D.rod“to AB X AE, que da a area do

gulo, também g a do paralelogramo. A dred

\
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do paralelogramo é, portanto, igual ao produto da
base pela altura:

S=BXA
Exercicio - A base de um paralelogramo mede
46,88m e a altura 12,59m: qual a drea?
S = 406,88 X 1250 — 590,2192m=

AREA DO LOSANGO

: ser obtid
A 4rea de um losango pode ser Ohtl d
do paralelogramo: produto da base (o la

sango) pela altura (fig. 344). -etangulo em
Todo losango é equivalente a um rex it s
que um lado ¢ igual a uma das diagonails
% 3 A

a como a
o do lo-

A D

E B

3 Fig. 344 : Fig. 345 W

Sango e o outro lado igual 5 (;350)“; equi-

SOnal, Assim, o losango ACBD (g ma dimensao
Valente ao retangulo CDFE em ‘que uoutr

(€D) ¢ uma diagonal do 105823 ialal Chaman-

Sao (MB) ¢ metade da outra dlabOlode‘mos escre-

O D e d as diagonais do losango, P

Ver'
D Xd
— ,.—/

S 2

N PRe S
St ) é lgual ao
déo €, a drea do losang®

8 Suas diagonais.

4 metad

emi-produto
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Exercicio — Qual a gre {
’ ‘ = a de um ladrilho losangonal
cujas diagonais sgo respectivamente 0,16m e 0,12mg
0,16 % 0,12
Area — e e 0,0096m2
I D '
Da férmula § — 2N deduzem-se:
2% S
d = ou D = G
2 1D) d

1sto ¢, uma diagonal ¢ igual ao dobro da area di-
vidido pela outra diagonal . ~
diag:l);elrofcldo — Um losango tem de area 27,20m2 e uma
mede 6,40m. Quanto mede a outra diagonal?
Cp . 27,202 | 2720
Iy e I N T

DO R Ao

AREA DO TRIANGULO

a dc? ir?gga (}0 retangulo vamos também deduzir
tice B (fi géljl(? Se']? 0 tridngulo ABC. Do vér-
sObre Acg , )' abaixemos a perpendicular BM

.BM é g altura do tridngulo ABC e di-

3 : G

Fig. 346

vide & sa ‘ :
ambozsxt‘it;;ldnlgulo em dois outros BMA e BMC,
aigulos em p, Tracemos as retas AE e
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CF, ambas perpendiculares a base AC do triangulo
ABC, ¢ g paralela EF pelo ponto B.

O retangulo AEFC é o dobro do triangulo ABC
Porque o (riangulo BMA = AEB e o triangulo
BMC — CFR. )

Ora, a area do retangulo ¢ dada pelo produto
da hase (AC) pela altura (AE ou BM); logo a area

O triangulo ¢ dada pela metade dcs.tc produto.
oMo A(; ¢ BM sido também, respectivamente, a
ase e a alturado triangulo, concluimos que
BXA
9

. ‘. 3 R Site " ro-
Sto ¢, a drea do triangulo ¢ ignal d metade do p

Quto dq pase pela altura.
o igual a

Exercicio — Seja a base de um'tru{mgslfl pede-se d
drcen“"wtms e a altura igual a 3 ceptmEnCe L
eq,

; s valores:
Substltmmos, na formula,

B e A pelos seu

S P 3,2\;3— — 3cm?
= ; .
a e a altura de um tri-

5 Se conhecemos a are

Ngulo podemos determinar a base
' 28
7 4 dividido pela
aslto ¢, a base ¢ jgual a0 dobro da ared 1
turg dred

jangulo cujd
) e um triangt
Exercicio — Qual ¢ @ bas_82‘;m?

n
tede 247,5075m? e a alturd 1"’_
9 %247,5075 _  32.46m
/ 9 el e T
/Base = 15,25 7

O¢He ;
7% de Geometria Pratica
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dDo mesmo n:10d0, conhecidas a area e a base,
podemos determinar a altura:

28
B

isto é a altura é i 5
¢é igual ao dobro da ar ividi
A b g area dividido

A:

7 ede Se a alllll'a de um l [ j
area nlede 1;0"1" e a baSC 2-) metI‘OS.

2 X 175
Altura = ————_ — 14 metros.

25
conhl:(():;ls:isiscéet(;arntn{lar a area de um triangulo
e déls rés lado.s: procura-se o semi-
B o ee’ts‘e.subtral F:ada lado separada-
e d’o pols extral-se a raiz quadrada do pro-
Ger;eml-perlmetro pelos trés restos.
ol IInnetnte chamimos 2p ao perimetro e p ao
rimetro do triangulo. Si as medidas dos

lados forem i
em respectivame
férmula nte a, b e ¢, teremos a

S =N p(p-a) (p-b) (p-c)

Exercicio — Qu o
al a drea i c
medem respectivamente 6, § ed-fogr’:ll:,t”angulo cujos lados

0 Seml“per 0O e I,Z ])l C (0) (0] 1ma,
lmetl‘ 3
5 a 1 and a f I‘mula ac

S = \/12(12—6)(12—-8)(12_10)
S= Vi2xexdxa— 576 — 24

Res :a g
posta: a area do triangulo ¢é 24cm?2
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Quando o tridngulo for equilatero, basta conhe-
cer o lado, I, para se obter a area. Neste caso tem-se

V3

4

a de 3 é aproximadamen-
sta por 4 acha-se 0,433,
area do tridngulo equi-
quadrado do lado

SE=

Como a raiz quadrad
te 1,732 e, dividindo-se €
também se pode dizer que a
latero se obtém multiplicando o
por 0,433, isto é,

s = 0433 X I
Exercicio — O lado de um triangulo equildtero é
6,80m; pede-se a sua drea.
: valor do lado:

Substituindo-se na formula o

0,433 X 6,802 = .‘.’.0,021'9?.01112
Sendo o triangulo equilatero inscrito em um
area é igual

circulo cujo raio é conhecido, a sua
S

ao produto do quadrado do;Talo/ POt

3
S = Rsxz— \ &
| : 3 /3 acha- 9.
Calculando o valor de i \/ 3 acha-se 1,29
a area do triangulo equilatero,
do circulo cir-

Por isso, para obter ;
drado do ralo

multiplica-se o qua

cunscrito por 1,299. e
. ) S = 1,299 >< R~

e um triangulo equildtero
timetros de raio?
— 46,7640cm?.

al a drea d
e 6 cen
36 X 1,299

’ Exercicio — QU
inscrito num circulo d

Area — 62 X 1,299 =
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AREA DO TRAPEZIO

Sej D&
ke J;]\(f) t(lfa_l{}r)eao_OPQR de bases PQ e OR e de
lado QR e h-al-b' 347). Marquemos o meio, M, do
cemos PM prolongando até eucon,t[-al,

2

E Q

1
|
|
|
|
|
|
!

0

N R
assim, o {rij e
RE riangulo POT

equivalent L0 09, que vamos provar ser

drilatero g;;[;{lageg;?n?PQR. Com efe]i)lo, olqszl.

enqua PR 1mm as duas figuras

gu?o ant;IOOhtf“iI;eZio tem a mais o pefclltl,lilni(l;’h:g:_’

tridngulo ,RMT 5’&11]10. PO.YI tem a mais o pequeno

€ RM7T, sao pol:éms dois friangulos pequenos, PQM

(MQ=MR) e doj > 1suals, por terem um lado igual

(PMQ = RMT o s angulos respectivamente i Txai'
€omo opostos pelo vértice e M(g)P :

= MRT co
mo alter :
alternos-internos de duas paralelas

com a transversal QR)

Podem a

0s, entao, di

: 1zer ;

€ a mesma d o) que a area do trapézi

« y 3 5
B 0 tridngulo. Ora, a area do triérllglﬁg

or
A

onde OT ¢ rapézio
; 2 soma das bases do pézi
. t Z
OT = OR + R1T ou OT = OR + PQ porque RTlé
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igual a PQ, d: i i3

¢ ¢ , dada a igualdade dos triangulos PQM

e RUT). 7 <

. Conclusio: a drea do trapézio é igual a semi-

soma das bases multiplicada pela altura.

A Chamando B a base maior, b a base menor e
a altura, temos a formula

que a semi-soma das bases
ainda se pode
[ ao produto da

> Como ja sabemos
d? trapézio da a sua base media,
bIZeI‘ que a drea do trapézio é igua
ase média pela altura.

de um lrapézio em

Exercicio — Determinar a drea !
5cm e 12cm e cuja

glue as bases medem respectivamente 1
tura mede 9cm.

Substituindo, na formula acima, B por 15, b por 12

€ 4 por 9, obtemos
15 1B g e 9 A
2

Resposta: a 4rea do trapézio ¢ 121,50cm?

AREA DO POLIGONO REGULAR

& regular, efetuamos a de-
COmposicio em triangulos, ligando O centro a todos
Os vértices (fig. 348). Obtemos tantos triangulos
S 10 e cada um tem

Quantos sio os lados do poligor ’
2 mesma base (porqué todos os lados do poligono -

Quando o poligono
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sd0 iguais) e a mesma altura, que é o apotema do

poligono.

Avaliemos a drea de um désses triangulos:
DCO, por exemplo; basta multiplicar metade da
base DC (que ¢ um lado do poligono) pela altura
OP (que é o apétema do poligono) . ,

@ B Se o poligono tem cin-
co, seis, sete, oito lados,
multiplicamos por cinco,

: seis, sete, oito a area de um
tridngulo para termos a do

£ poligono. Mas, multiplican-

do a metade de um lado

D pelo niimero de lados, ob-

Fig. 348 temos a metade do peri-
metro ou o semi-perimetro

do poligono, Chegamos, entio, & conclusio de que

a drea de um poligono regular é igual ao produto

do semi-perimetro pelo apétema, ou

S=pXa
sendo p o semi-perimetro e ¢ o apoétema.

Area do hexagono. — Apliquemos esta formula
a0 caso do hexagono regular.

Ja sabemos que o la-
do do hexagono é igual ao ] B ¢
raio do circulo circunsecri- ‘
to, R; logo, o semi-peri- A
metro do hexagono sera 3R.
O apotema do hexagono,
como mostra a fig. 349 &
igual a4 metade do lado

— 195 —

i i circulo,
do triangulo equilatero inscrito no mesmo

isto ¢, metade de R 'V 3, ou

RV3
a= 5 s
Fazendo o produto do semi-perimetro pelo
apotema, vem 30
RVZS  3RYS _ py .-59
SE="SR I = _/——2 5
2
raio,

Jexagono € igual ao

Mas, como o lado do I .
\ ncluir queé

R S ViFsh 598, podemos €O

e lo lado
quadrado do
: Iito) mulhphcado.

.

¢ igual a 2

’ : ) : iomal a
a drea do hexagono ¢ 18U2

(ou do rajo do circulo circunscr
bPor 2,598 . ; s
’ S=2598><R3011S=2,:)98><

da pelo
oo q drea ocupadd
Determindl aa ¢ um hexdgon?

Problema 201. abendo-se qUE

Pedestal de uma estatua, S
regular com 2,84m de lado-

elo pedcstal =
54428m*.

9842 X 2598 =

A 4rea ocupada P
= 8,0656 x 2,598 = 20,9

S
egulare :
Outros poligonos T’ 9S poligonos Ie

0 conhe-

forma analoga com outla oo quando lhesim i
. . g su sy Mreunscerito:

demos determinar raio do cn—culodcll (‘13; lado ou do

Cemos o lado ou 0T 1adrado
cada caso encontramos © 2L

(s procedendo de
gulares, PO~

‘
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raio multiplicado
) o .
segundo a tabela a]b(zllixl(??m filgntidade constanss

Pentagono: § — L72 X L2 ou § =2,377 X R®

Octégono: § — 4,828 X L2 ou S = 2,898 R*

Deca : 7.6
€cagono: § = 7,694 x 12 ou S = 29389 X R2

Dodecagono: § — 11,196 X L? ou S = 3 R2

AREA DUM POLIGONO QUALQUER

Para avaliar
mos a
gular podemos decomp
t9das a diagonais que
tice (fig. 350), ou mar

‘area de um poligono irre-
0-lo em tridngulos tracando
partem de um mesmo vér-
cando um ponto interior €

A

B B
A
E F o

(&

D

Fig. 350 E D
Fig. 351

os vte'rtlces do poligono; depois

cada um dos triAngulos em
By muoit ;)(;lilgono € somamos 0S
S mples, éste processo,
, comodo. Geralmente decom-

AREA DO CIRCULO

Conforme ficou dito ao estudarmos o compri-
mento da circunferéncia, consideramos o circulo
como o limite para o qual tende um poligono re-
gular inscrito cujo numero de lados cresce ilimi-
tadamente, cada lado tendendo para zero.

[ facil verificar, entretanto, que, a medida que
o ntumero de lados do poligono aumenta, 0 apo-
tema cresce e tende a confundir-se com 0 raio. Se
considerarmos, pois, o circulo como o poligono re-
gular de ntimero infinito de lados, o seu apotema
deve ser tomado, entdao, como igual ao raio. Por
conseguinte, ao aplicarmos a formula S = p X @,

faremos o semi-perimetro igual a metade da cir-

cunferéncia do circulo e o apotema igual ao raio

2z R X R ou S =axaR?

-

a drea do circulo é igual ao qua-
icado por 3,1416.

culo de 5 centi-

Conclusao: ¢
drado do raio multipl

~ Exercfolo — Qual a drea de um cir
metros de raio?
S = 3,1416 X 25 = 78,54cm2‘
Da féormula S = 1 R? deduz-se 0 valor d? raio
do circulo quando sé lhe conhece a area:

S
RS

7T
isto é, obtém-se O raio extraindo a raiz quadrada
do IIu’ociente da drea por 3,1416.
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Exercicio — Que raio tem o circulo com 4225cm? de
drea?

Fazendo § igual a 4225, acha-se:

R e SO 1344,85 = 36,67cm,
3,1416 A

AREA DO. SECTOR CIRCULAR

A area do sector circular ¢ igual ao produto
da metade do arco que lhe serve de base pelo raio.

< arco
S =
2

~

XR

porque o sector pode ser considerado como a soma
de uma infinidade de tridngulos, todgs com um

Vértice comum (o.centro de circulo) e cujas bases,
somadas, perfazem o arco.

Exercicio Qual a dreq de um sectop circular de
48° e de 6 centimetros (e raio? /

O arco de 48° no circulo de 6ecm. de raio mede

3,1416 X 6 x 48
180

€ a metade désse arco ¢ _ 21416 X 6% 48 .
180 x 2

A area do Setor ¢,

3,1416 % ¢ x 48

—

180 x 2 X 6 = 15,08cm2 aproximadamente.

Portanto,
S =
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AREA DO SEGMENTO CIRCULAR

s a do
ol . igual a d
A areca do segmento circular € 18
4 < S O

......

sector menos a do .tl‘i{mgléig
formado pelos dois raios € P
corda do segmento.

Vé-se pela fig. 352 'q}tilrﬁ
area do segmento AMB ¢€ 18 ‘a
& do sector AMBO menos
do triangulo ABO-

Exercicio — Qual a dr
de 90° num circulo de 8cm

A 4rea do setor circula:
n R

ircular
a de um segmenlo circ
e

de raio?

de 90° & a quarta parte do
e

Circulo ou 0 e para achar
anoulo. em como
5 retangu base e
' AU o flOB (3 . como
O triangul o raio 5?

Sua drea podemos 13“"" -
; O\ Sri0g
altura, o que dara T 2

-
“

rr]]CﬂtO €
a do segl N

z

Entio, a are

T — ’—-.
= 4 2
Que, para R = 8, da 64 _ 182656cm*
31416 X64 ____— =195
S = ——’—-—Z“"‘ 2

| LAR
Al DALCOBCIRETECE
R

5y diferenca
0o 4 diferent
sq circular € igual
" rd
A area da co

dos dois circulos.
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Se t
omarmo
S .
0mo raio do ciR como raio do circulo maior
rculo menor, teremos

S = 5
TR? — 7 p2

erc

ou T (RQ 3104 1,2

isto ¢ ;

s A dreq d
. a cor ;
0 produto de coroa circular se obtém fazendo

. n pela difer
dos raios, diferenca entre os quadrados

o Exerofcio __
JOS raios m edem

Subst' uin 0
= 2 1tui dO, na for i P
mula acima, R por 8 er r 6

Qllﬂl (’l[‘e N (:l}'()ulal
a [4

3 a d(l uma COl'd 1 [
E CC)ltlnlCl] oS e 6 CCIlliIHCtI‘OS.

S = 3,1416 (64

36 e .
Resposta: a drea gq OB 87,0635

corda ¢ 87,9648cmz2,

QUESTIONARIQ

Com
0 se
mede umg Superficie?

Qual 2 :
; unidade
Decimal ? de superficie no Sistema Métrico

Q

a0
ue s 1l°ul as equlvalelltCSI
Conlo se obteln a area de

[\

S O w

oo N

cendo_8e o
a 3§ a
e fa g e o 4 outra A il do losangoricoliy
- Qual f()ual a 4rea do tr.AQOnal?
tridngy 'mula gue langulo ?
o Permite calcylar ; do
a area

cldOS 0os lad
COIlhe oS 2
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12. Dado o lado do triangulo equilatero como obter-lhe’

a area?
13. Como sc determina a
as bases e a altura?
14. Como se procede par
poligono qualquer?
15. Qual a férmula da
16. A que ¢ igual a area do ¢
o raio, ou o diametro?

17. Como obter a area de um sector
coroa? de um segmento circular?

area do trapézio conhecidas
a determinar a 4area de um

srea do poligono regular?
irculo quando se conhece

circular? de uma

PROBLEMAS

Problema 127. — Construir um quadrado equiva-
lente a um retangulo.

Seja ABCD o retan
emos a média propor
CB, ¢ construamos
ado PO.

sulo (fig. 353) . 4
Procur cional PQ (fis. 354),
o quadrado PORS

‘entre DC e
(fig. 355), tendo para 1

@R 0
A .
: ] =
= C M N ST
Fig. 353 Fig. 354 Fig. 355
Com efeito, 0 lado do quadrado ¢ a média propor-
sensoes do retangulo, pois 0 produto

cional entre as din 0
destas (area do retangulo) deve ser igual ao lado do
quadrado multiplicado POT si mesmo (érea do quadrado) .

Problema 128. — Constrnir um quadrado equiva-
lente a um paralelogramo.
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Sei
eja ABDC o paralelogramo

O lado do
abaSe AB qlladl'{]do é a médi
358y & e altura, EF, do Paraleleélslfgqxll)lgo?fc)'PCional enire
; 1gs. 356, 357 e

Fig. 357 Bl
Mig. 358

elog
altura_ gram

P}'Oblema
129, ;
lente a um trigngulo. Comstentn

(0] ladO do
qua . .
metade de um lagl(‘)adg ¢ a média
esse lado, o ftri

d
harea dcést(éua_drado tem que ser igual
¢ 0 produto da base pela

um quadrado equiva-

i Proporcional entre a
g e altura relativa a

©

V.

Teoea,

: S

H ™

f 5

Sis \

H ) .
13 3 H
H '

i !

g f

H '

H ’

i

:

:

.

g

:

A P 5
; Fig. 359

Assim, si Fig. 360

2 3: > tria

a media pro 00 riangulo for ABC. (fi

ser o lado dl()) gi;:g:_‘ldentre AP e prf;%hgw) procura-se

Problem ado (fig. 360). -se SN, que vai
lenle au a 130. = C 3 5

m losango onstruir um
' i quadrado equiva-
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gque a area do losango é igual ao pro-

Ja sabemos
netade da outra.

duto de uma diagonal pela I

e B
0 '.' '\“
B M J N 0 J
Fig. 361 Tig, 362 Fig. 363

Por isso, determinando a media proporcional entre

BC e AO (fig. 361) temos O lado, JK, do quadrado equi-
valente ao losango ABDC (fig. 362 e 363) .

drado equiva-

Problema 131. — Construir um qua

lente a soma de vdrios oulros.
Esta construcdo se baseia no Teorema de Pitagoras

(veja pag. 185).
Construamos um triangulo retangulo cujos catétos
ados de dois dos quadrados fornecidos, A € B,
triangulo

a hipotenusa désse

sejam os 1
do quadrado Q equivalente a

(fig. 364) . Ja sabemos queé
(MN na fig. 365) ¢ o lado

Fig. 364
tomarmos MN para
fornecido, C,

e, agora,
iro quadrado
(fig. 366), outro trian-

rados A e B. S
o do terce
construiremos

soma dos quad
um catéto e o lad
para outro catéto,
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gulo retingulo (MNP) em que 2 hipotenusa (MP) vai ser
¢ lado do quadrago S equivalente 4 soma dos trés qua-

drados fornecidos. Continuando do mesmo modo, pode-
riamos construir o quadrado equiv

tos quadrados fossem dados.

Problema 132, __ Construir um quadrado equiva-
lente ¢ diferenca de dois oulros,

Sejam p ¢ p 08 quadrados (fig, 367) .

Esta construcao tambeém se baseia na relacao de
Pitagoras Com efeito, desta deduzimos que o quadrado
de um catéto ¢ igual ap quadrado da hipotenusa menos

)

Fig. 367

Fig. 368

catéto, Basta entio construir o
1€: 2 hipotenusa ¢ o lado
catéto ¢ o lado do qua-

- O outro catéto (4¢ pa fig. 368) sera
drado pedido,

Problema 133. — Dado Um  quadrado, tragar um
ouiro cujq dareq seja o dobro dg do primeiro.

Seja ABCD O quadradg (fig. 369). z

P_rolonguemos 0s lados 4B o AC e tracemos a dia-

b prolongando-a, também, al¢m de D,

do quadrado maior (R) e um
drado menor (p)

o lado do qua

. i == 2 to
da diagona Centrg em Bt capsion Euo SERie R BRI

€ com o mesmq raio cortemos
em G o Prolongamenpy,, de 4c,

alente 4 soma de quan-
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2 nto F.
Liguemos os pontos G e " a:; P;)rea ABDC.
A area de AEFG ¢é o dobro da &

Fig. 369

0, Construi.r
__ Dado um quadrad quadruplo,

Problema 134. dobro o triplo, 0

; iam 0 ;
outros cujas dreas sejom rimeiro. ”
) quintup]lo etc,, da drea do PTT ido (fig. 370).
ja ABDC o quadrado conheci ji vimos no pro-
Seja 4 uadrado AEHG & como I VIR, n)
bl 4 e dod(elnte o dobro da do p: rea tripla, prolon-
ema antec;;l os, o quadrado de 4
Para obterm

A,
: entro em
m raio AF e C a J{lr
guer o lado CD e, com l:o

emos ‘ ntr

io igual
em J e raio 1 to K;
descr s o arco FJ. Ce diagonal AD no po;;
éscrevamo ) n-gamenm da inemos o ponto M. i
cortemos o prolo raio, determi L% quadra
de 4 e com o m;:smOJ a0 ponto K. A 2
Liguemos M e BDC.
AJKM & o triplo da de ABD%
Procedendo-se sem];drupla,
Quadrados de 4reas Sy sitingd 20
im: ANPO = QUa® T, o1 — se
tuPl:flsén:nesmo quadrado;
Quadrado ABDC. Construir U
Problema 186. — °° o mrp e L HoetD)
lente a outro irld""?ug]lo dado (fig. 371)5 P
Seja ABD o trifngwo 'y Typ
tracemjos CM paralela a0

Illesnlo ul()do ObferemOS

¢ .

uintupla, Sextqp]a etc
q

. AQSR = quin-
BDCiugI?JSdo mesmo

m tridngulo equiva-
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Se ligar
mos ;
Paralela ?Ol‘m']r & ‘e B ‘l_qualqllt‘l‘ ponto, D', dessa
pois qua’lqlmr t‘r'?m?s um 'tnfmgulo equivalente a ABD,
€ a mesma alturl-dnsmo assim formado tem a mesma base
isésceles bastql.-‘1 de ABD. Si quiséssemos um triangulo
terceiro ’\'ériiée 13 lrta?'f‘" a mediatriz de AB e tomar para
X 0 triangul 0
ir 2 angulo o ponto I en . “
iz gzlcolih.asse a paralela CMI ) e 8 MRC
> 0 tridngulo pedj 3
edic sse. refa ;
uma perpendiculqu. lo fosse retingulo, levantariamos
ar a AB, por A ou por B, e tomariamos

para 3° vérti
tice o ponto R !
> 3 ou R" em ‘nendi z
€ncontrasse a paralela Q). que a perpendicular
Observacji
L 4
a AB pelo Vé‘!;‘tioce s As.sxm' como tracamos a paralcla
paralela a Bp o » Poderiamos ter tragado por A uma
cederia U por B uma paralela a AD: depois pro-
mos do mesmo modo, s SR el

Fig. 371
Fig. 372

Problema 13¢
: - — Construi A g
€quivalente a um tridgngulo sz{;gslge;le,;l giidnouloequililedy

Sei e
1a ABC o triangulo isésceles (fig. 372)

(‘;)I:;i;: do. tridngulo isosceles
Spue ' ¢ tiremos a altura DF-
ametro, descrevamgs uma semi-cir-

Levantem:mo nos mostra a fig, 379
FH = FE. ® & Perpendicular CE sObre DF e facamo$

S D

Do ponto H tracemos HM paralela a DA e HN para-

lela a DB.

O triangulo MNH ¢ equilatero e equivalente ao tri-
angulo ABC.

Problema 137. — Construir um riangulo retangulo
equivalente a um losango dado.

Seja ABCD o losango (fig. A
373)% tracemos CE paralela
a diagonal DB e prolongue-
mos AB até encontrar CE;
o triangulo retingulo ACE é o B
equivalente ao losango, porque 0

este tem para area AC X 0B;
CE

a area daquele é AC X —/(—;
L CE 7 E
porém T = 0B. (I:‘ig. 373

Problema 138. — Construir wm triangulo equiva-

lente a um hexdgono regular convexo.

Fig. 374

i o F <4gono (fig. 374); prolonguemos
Seja ABCDEF o hexag g L ik

: - S0 esse
o lado AB além de B; sobre r
quemos 5 vezes consecutivamente o comprimento do lado

do hexagono; resulta o segmento AH igual ao perimeh}g
do 'he;:égono.’ Ligando O a 4 e H, temos o t'gjmngulo OAd
equivz‘tlente ao poligono dado, pprque sua area ¢ meta le
de AH (semi-perimetro do hexagono) multiplicada pela

altura OM (apotema do hexagono) .
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Problema 138a. __ ]
o e e (-1“(10.(,0113[1 utr um relangulo equiva-

SISJ? ABCD o losango (fig, 375)

(& 5 )\ :

diagonalni)]i’)(z];)o:]oi e C, tracemos AM e ON paralelas a
e ponto B, tracemos NM paralela a dia-

O retangulg LUNC ¢

gy AMNC ¢ equivalente ao losang ;

Porque um e outro tam para area C4 X OBMnbO B

D
C R
A o =
M | e~ RIS
M — L —
Fig. 375 A P
Fig. 326

Problema 13
Lo e 3(91. o Construir um relangulo equiva-
rado sébre um segmento dado

Mé o i
s 3l};1dggg1% (f;l‘g:. 376) e AB o segmento.
circunferéncia, diametro, descrevamos uma semi-
Do ponto
lado do lquadr'lgz) cz?lm(:l centro, e com ¢ raio igual ao
: 7 , marquemos ; deé i-
cmof :z:llf berpendicular a Ap A
. ura do retipe ¢ BI
angulo ¢ BP ¢ g ¢
Problem T
a1 — S6
frair um retgng “;0. Sébre um seqmento dado, cons-
L gulo equivalente a um outro :
Ja ABDC ‘o retangulo dadg (fig. 377) :

Sébre o ] 3
ado. adofdB apliquemos BE igual ao segmento

P ¢é a A
altura go retangulo pedido, que ¢ BEFP.

Problemg
181, Construir um retangulo equiva-

lente ¢
um qua
uadrado, sendo dado semi-perimetro do
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Seja Q o quadrado (fig. 378) e seja AB o semi-peri-
metro, isto ¢, a soma dos lados diferentes do retingulo

pedido (fig. 379).

v
F —P
r”
/‘ Vo eemmeeal,
£ o B BAT I
il ‘ Q ? i “‘~!D
AS B
A E B
5 Fig. 379

Fig. 377 Fig. 378

Descrevamos uma semi-circunferéncia tendo AB para

diametro.
Levantemos pelo ponto A uma perpendicular e mar-

quemos AP igual ao lado do quadrado @, e pelo ponto P
tracemos PM paralela a AB.

Do ponto R tracemos uma perpendictlar a AB.

As dimensdes do retangulo sio AS e SB.

Problema 142. — Dado um poligono convexo cons-
truir outro equivalente com um lado menos do que 0

poligono dado.
Seja o poligono convexo ABCDEF, de seis lados

(fig. 380).

Tracemos a diagonal BD e pelo vértice C,tiremos
uma paralela a essa diagonal, prolongando-q até encon-
trar, no ponto C’, o prolongamento de ED. Liguemos B a
C’. O poligono ABC'EF, com 5 lados apenas, ¢ equiva-
lente ao poligono ABCDEF de 6 lados. Com efeito, ABDEI
¢ comum aos dois poligonos; as partes ndo comuns (tri-
angulos BCD e BC’'D) se equivalem, pois sao triangulos
de mesma base e mesma altura.
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Problema 143, —
. Dado um poli
tgono convexo, trans- :
é W 4. Construa o quadrado equivalente a um losango cujas

forma-lo S 5
/ em um {riangulo equivalente.
diagonais medem 6cm e 2,8cm.

O problem
h a se resolve aplican a
terior para ir reduzindo. yu plicando a construgio an- b. T is ) &
Jeior para_ it s e oo race dois quadrados quaisquer e construa o qua-
1g. 381). Tracamos a diagonal BF e por

A B

drado equivalente 4 soma dos dois.
6. Construa o quadrado equivalente & soma de trés ou-

{ tros qujos lados medem respectivamente 2¢m, 2,7cm

e H,lcm.
7. Construa o quadrado equivalente a diferenca de dois

outros que tém de lado Tespectivamente 2cm e 3,8cm.
8. Trace um quadrado qualquer e construa o quadrado
de area dupla.
9. Trace um triangulo isésceles com 5cm de base ¢
7em de lado e construa em seguida o tridngulo equi-

E

Fig. 380 Fiatan: latero equivalente.
) 10. Trace um losango qualquer e construa um trian-

gulo retangulo equivalente.
Trace o octégono regular convexo e consfrua um

A firamo &
s-lhe uma paralela, prolongando-a até encontrar,

em F’ ;
diagofna(i) gll;)lgng)‘zlflentq de EF. Em seguida, tracamos a 11.
o encénfmf tlram,os-lhe uma paralels, prolon- B triangulo equivalente.
ORoliao s dado’::-z ?1(; %I;;(()llc?;lgean}‘ento de ED. ' 12. Trace um segmento de reta de 10cm e sobre éle
S ¢ ja obtivemos o construa um retingulo equivalente ao quadrado de

quad;:)lft?;‘rg BF'EC’ que Ihe ¢ equivalente. ,

e til‘cn,mtsr‘zlllcemos a diagonal BE do quadrilatero e

contrar, em E: 13 lll)lll‘ml paralela, prolongando-a até en-
3t n- L olongame 2 i3

BE'C’ é equivalente ag poligono Tgcg%FEc htaneno

8cm de lado.
13. Trace um pentagono irregular convexo € construa

um tridngulo equivalente.

EXERCICIOS \

IS8 Go .
. 3nstrua 0 quadrado.equivalente a um retangulo de °
5 T, cm de base ¢ 4,1cm de altura.
©-Tace um paralelo
gramo qualque ‘
drado equivalente quer e construa o qua-

Trace um triangylg qualquer

equivalente, € construa o quadrado



CAPITULO XTIV

O plano e a linha reta.

O pla Kt
s Plano. — J4 vimos
Ser planas e curvas.

d D )
I 3 2

régua, esta a

$ resta to

~ car a Y20

[ ; sup

Xtensio. Isto significa perticie em toda a sua

reta tracada em um
plano.

U -
(iess lIlna prancheta, um quadr
" d, m espelho comum, dio
’ . 2
e superficies planas

q S ici
Jue as superficies podem

1 a i
plano estao contidos nesse

0 negro bem ali-
-nos idéia aproxima-

Fig 382

Fig. 383

Como

0 plano ¢ A e

Podemos repI:‘e 0 ¢ uma superficie ilimitada, sé a

tica, costumamsentar.em parte; por isso, na pra-
0s representa-lo por uma porcao re-

ta
ngl;lar do mesmo (fig., 382).
eterminacs
determinado - setdte wm; planos & Um iplano.fica

1.2
fora dessa reta ) por uma reta e um ponto situado

u
que todos os pontos de uma.
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2.0) por trés pontos nao em linha reta;

3.°) por duas retas que se cortam;

4.°) por duas retas paralelas.

uma reta pode passar uma

infinidade de planos; porque, desde que um plano

passe por uma reta, fazendo-o girar ao redor dessa

reta, cada posicio que éle toma determina a passa-

gem de um outro plano (fig. 383) .

Tomemos um cartdo de visita e com os indi-
cadores apertemo-lo por dois dos cantos opostos;
sopremos brandamente 0 cartao assim mantido e
o veremos girar ao redor do eixo que une 0s dois
cantos opostos: cada nova posicao define um novo
plano passando sempre pela mesma reta.

Note-se que por

no e uma reta. —
divide-o em duas
¢ a origem

Posigoes relativas de um pla
Uma reta tracada num plano
regioes chamadas semi-planos; a reta
dos dois semiplanos.

A reta que tem dois ponto
plano esta toda contida nesse p

ela pertence a0 plano.
Uma reta que ndo pertence a um plano pode

ser perpendicular (fig. 384), obliqua (fig. 385) ou
paralela (fig. 387), a ésse plano. )
Uma reta é perpendicular a um plano quando
é perpendiqular a todas as retas que passam por
seu pé nésse plano .
Evidentemente €
tas de um plano que pa

s comuns com um
lano e diz-se queé

impossivel tracar todas as re-
ssam pelo mesmo ponto.
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Demonstr
stra-se, entr
e
pendicular a ’duqs (tlzrlll:to’ ?ue, se uma reta for per-
2 g as retas que
DE Mo planod. seps R passem por seu
e, por Ic(:nSO,“sga perpendicular a qualquelp outra
cguinte, perpendicular ao plano

Duas retas ;
~ pel‘pen(h -
820 paralelas entre sj (fl'cgl.llglggi ao mesmo plano

e Fig. 387
. ig.

Uma r -
alme r:'ia € um plano sdo paralelos quando

= nte prolongados ndo se encontram
o l)lersecgf‘io de dois planos. . |

Ve;r;ﬁ;e u.ma linha reta.

-se isto facj
e acilmente dobrando
| : i ur
a dobra obtida ¢ uma linha ret:a it

A interseccdo de
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Na fig. 388, os planos MN e PQ se cortam e a
sua interseccio é a reta AB.

Fig. 388

planos sao paralelos

Planos paralelos. — Dois
dos indefinidamente

(fig. 389) quando, - prolonga

A

B
Fig. 390 Fig, 391
nio se encontram; tais sdo, por exemplo, 0s planos

dado de jogar.

sobre uma reta podemos
ndicular a essa reta
um ponto dado fora

das faces opostas de um

Por um ponto dado
fazer passar um plano perpe
e s6 um, Do mesmo modo, de U
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de uma r
reta pode
o~ mos fl]f/ .
endicular - azer passar
pendicular a essq reta e s ulx)n sar um plano per-

Dois pl
an ‘e 3
Paralelos (finrosii(l))elpuldlculares a mesma reta sa
riamos por um 90) porque, se ndo o fossem to
cao dois l)lanOSniesmo ponto da reta de Ninte;sez:
T verpendicular i ¥
o ; iculare
quZe Impossivel ares a mesma reta,
s intersecco :
coes de dois
um tercej S S oS planos ipar 5, C
COIn ll'f? -planO sao Pal'alelas en{re a.leIOS, com
etelto, si S
fosser » SL as retas AB e CD (fi
n paral A , D (fig. 3¢ 5
tencem aos ;izz elas se encontrariam ebcogllo) l)]:O
. ‘ S 3 =
ot e irian(;b M e'N, respectivamente elsté
Do ¢ possivel também encontrar-se; ora }st;
, POis os is i
tos paralelos. dois planos foram Supos-

QUESTIONARIO

Quando s i
e diz
o que uma superfici
Quar?taze proel?rescnta um p]agol‘;ﬁme o
Sioa
e 1¢oes pode ocupar u i
Quand 2 um plano? g
0 se diz que
i uma reta ¢ i
](31{?:0?" e obliqua? e pararl((’;zll?L R s
s sualg Il))l(z;m?s paralelos?
) nto quant
sejam i i
J pPerpendiculares apuma srelt):';lem i R

Dois pl
anos :
entre si? Perpendiculares & mesma reta que sio

8. Duas retas.
Sao, entre gj

(] Quant
9 0Ss 1
h planos pOden passﬂl‘ pOI‘ uma I‘Cta?

€ quantg
S 3
11. Se dois pla;noc’dos fica determinado um p] S
2 tel‘ceiro’ de qus Paralelos forem COI’tadop ana.
€ natureza sao as intersec;- L
oes.

CO DD =t

>~

o O

~

Perpendi
! culares ao mesmo plano que

CAPITULO XV

Angulos diedros — Angulos sélidos
ou poliédricos. - '

plesmente di-

Chama-se dngulo diedro, ou sim
-planos que

edro, a figura formada de dois semi
tém a mesma reta de origem.

Os semi-planos sdo as faces ¢ a reta comum
de origem chama-se aresta do diedro.

Designa-se um diedro por quatro letras, colo-
cadas duas sobre a aresta e uma sobre cada face,

A
Fig. 392

nciar. as duas da aresta

tendo O cuidado de enu
plo: diedro MABN (fig.

entre as das faces. Exem
392) .

Caso o diedro esteja
duas letras sobre a aresta.

 (fig. 393) -

isolado, podem bastar
Exemplo: diedro BC
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Medida i
dicdno trace?::ozlee(::). De um ponto da aresta do
st cada face uma perpendicular
mado dangulo 1)1(11150(;1[0: ke e GREtlot
L Rt (f‘l .angzlzlo ret.zlmeo do diedro:
Ao ?llede Il ig. 35“)' Pois bem: o angulo
pelo seu angulo retilineo.

Fig. 394 g : B
Fig. 395 Fig. 39
Fig, 396

Os 4 i
Pectivosdlzléryll;lt?ls;)sd l(.adl.'o,s sdo,, pois, conforme os res-
s retilineos: retos, agudos e obtu-
O diedr ;
e (fig(.lfgggf‘fml) é reto (fig. 395); o diedro
4 ¢ agudo e o diedro MABN é obtuso.
o !
LRy ar:Sta;Jacentes. Dois diedros que tém a
e uma face comum que os separa

Fig. 397

o ; :
MABN ¢ adjaJ centes. Assim, na fig. 397, o diedro

cente ao. diedro NABP.

’
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Diedros opostos pela aresta. — Dois diedros
sdo opostos pela aresta quando as faces de um sao
os prolongamentos das faces do outro. Dois die-
dros opostos pela aresta sao iguais (fig. 398).

Quando dois planos s€ cortam formam-se qua-
tro diedros que, considerados dois a dois, sao adja-
centes ou opostos pela vértice. Si os diedros adja-
centes sio iguais, os planos sao perpcncliculares;

Fig. 398

si os diedros adjacentes sao desiguais, os planos
sio obliquos. No primeiro caso, oS diedros forma-
dos sdao todos.retos; no segundo, dois diedros sao
agudos e dois obtusos.

Se dois planos que se cortam sdo perpendicula-
res a um terceiro plano, a interseccdo dos dois pri-
meiros € também perpendicular a éste nltimo.

Os planos C € D (fig. 398) sao perpendiculares
ao plano P; a reta AB, que ¢ a interseccao, ¢ tam-
bém 1)e1‘pendicular ao mesmo plano.

Angulo poliédrico. — Angulo poliédrico é a fi-
ormada por _vér_ios planos_que passam por

gura f
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um ponto ¢ o
5 iomtodcl?amado verlice, cada plano se limitan-
arestas-e OIS outros. Estas interseccdes sdo as
A as porcoes de planos limitadas pelas ares-
~A .as faces do angulo poliédrico.
ssim T
liédrico 'S,i;]} f‘lgma'ggg representa um angulo po-
S4, SB SC e%‘?) cujo vertice ¢ S, as arestas sao
3 28 ol) e cujas faces sdo os 4 4
BSC, CSD e DSA. angulos ASB,
UI]] 5 Fary g
tas al_egtallgulo poliédrico tem tantas faces quan-
sdo forln ab]e 0 mesmo numero de diedros. Estes
LS 1ados por c-:lluas faces consecutivas quais-
- U angule poliédrico da fig. 399 tem 4 faces,

4 arestas e 4 diedros i 5
A DSA(g?dlos. Os diedros sdo ASBC, BSCD,

Fig. 400

Denominga
mero de faces,
triedro.

Dois angulos
do suas faces o os
pPectivamente igu
tais sdo og
fig. 400.

=S A 1 iy A ’
Sz gm angulo poliédrico pelo nu-
ndo que o de trés faces se chama

lslt?lledrlcos se dizem iguais quan-
: 1edrqs que elas formam sao res-
7l ais e fh_spostos na mesma ordems:

gulos solidos SABC e S’A’B’C’ da

Ll o s

As faces de um angulo sélido medem-se em
graus, minutos e segundos, como angulos planos
quaisquer. Demonstra-se e ¢ facil verificar que
a soma das faces de um angulo poliédrico varia
entre 0 e 360°.

QUESTIONARIO

Que ¢é angulo diedro?

Que sao faces e arestas de um diedro?

Como se designa um diedro?

Que ¢é angulo plano de um diedro? AL

Que outro nome tem o angulo plano de um diedro?

Como se classificam os angulos diedros?

Quando se diz que dois diedros sdo adjacentes?

Que sao diedros opostos pela aresta e que relacdo

ha entre éles? :

9. Quando se diz que dois planos sao perpendiculares?
e quando se dizem obliquos?

10. Que é um angulo poliédrico e que outro nome se
lhe pode dar?

11. Como se designa um angulo poliédrico?

Quando é que dois angulos poliédricos sdo iguais?

o NI o Ot ow o=

12.
13. Como se medem as faces de um Angulo poliédrico?
14. Entre que limites esta compreendida a soma das

faces de um Aangulo poliédrico?

Nogoes de Geometria 3rética



CAPITULO XVI

Poliedros — Poliedros regulares.

Os sdli il .
g solidos limitados exclusivamente por su-
es planas chamam-se poliedros,

Em um poliedro consideramos:

as faces
as aresftas,
0s vértices

0s angulos poliédricos
os diedros. :

As & ; _
pOHgonggcs%soS:: Doligonos plarios. Os lados déstes
sa0 0s vértices d éstas e os vértices dos poligonos
a duas faces, a 2 PO.lJedr(). Cada aresta é comum
Em cada Vér’ti S quais formam um dngulo diedro-
ra formar 53 concorrem trés ou mais faces pa-

Algu.nem ;)s angulos sélidos do poliedro.
forme o ns{iglzrlid;OSftomam nomes especiais, con-
0s de quatro, cip S Jcesique O limitam; tais sao
faces, it sé 4 co, sels, sete, oito, dez, doze, vinte

€nominam, respectivamente, fefra-

edro, pentaed
ro, hexaedro
decaedro, dodecaedro), icos(’zegitl))taedm’ Gk

-
" T e

e

g “ o

i

iy
R

POLIEDROS REGULARES

Se as faces do poliedro sdo poligonos regulares
angulos solidos também sao iguais
entre si, o poliedro se diz regular. Assim, o cubo €
um poliedro regular: suas faces sao (;uad}'ados
jguais e seus angulos solidos sao todos iguais en-
tre si (fig. 408) . :
Esta claro que a igualdade das faces no polie-
dro regular acarreta a igualdafie das arestas Ado
poliedro e, do mesmo mod9 a igualdade d(?s an-
gulos solidos determina a igualdade dos diedros
do poliedro.

Demonstra-se que SO h
gulares, sendo trés limitados por

iguais e todos os

4 cinco poliedros re-
faces triangula-

Fig. 402 Fig. 403

por faces quadradas e um limi-

res, um limitado : adra
tagonais. Sao éles:

tado por faces pen

Fig. 405
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Tetraedro regular, limitado por 4 triangulos
equilateros (fig. 401);

- Octaedro regular; limitado por 8 tridngulos
equilateros (fig. 404);

Fig. 407

Icosaedro regular, limitado por 20 triAngulos
equilateros (fig. 406) .

Fig. 408

Fig. 409

Hexaedro regular on cubo, limitado por seis

quadrados (fig. 408) .

Dodecaedro regular, limitado por 12 pentago-
nos regulares (fig, 410) !

!

Lo Gpf

Conhecida a natureza e o ntuimero das faces
de um poliedro, é facil fazer a planificacao désse

Fig. 410 Fig. 411

poliedro, isto é, tracar s6bre um plano, folha de
papel ou cartao, todas as suas faces, de modo que,
depois, recortando e dobrando convenientemente,
se possam formar os solidos-modelos (fig. 412) .
O desenho assim tracado chama-se réde do so-

lido.

Fig. 412

Entre as figuras déste capitulo, vemos as re-
des dos poliedros regulares, estando em linhas
pontilhadas as arestas que devem ser dobradas.
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QUESTIONARIO

Que sdio poliedros?

Que elementos hi a considerar num poliedro?
Que sio faces, arestas, vértices, diedros e Angulos
sOlidos de um poliedro? :

Quais os poliedros que receberam denominacdes
especiais?

Quando se diz que um poliedro ¢ regular?

Quantos sio os poliedros regulares?

Quais os poliedros regulares limit

ados por tridn-
gulos?

Qual o poliedro regular limitado por quadrados?
Qual o poliedro regular limitado por pentagonos?
Como se planifica um s6lido?

Que é réde de um sélido?

piramides.

CAPITULO XVII

Prismas e piramides

‘

Classificar os poliedros exclusiv_amente pelo
numero de faces nos levaria a reunir na mesn:a
‘classe solidos de aspectos m}uto diversos. Bas 1a
ver as figuras 413 e 414 as quais 1'epx'esen.la1fn }gua -
mente hexaedros, isto é, poliedros de seis faces.

B - 3
e
2 ’
A /% ¢ '///////,/:A//.":
_ - o Fig. 414

Vamos, por isso, distinguir, entre os poliedros
duas Espécies muito importantes: os prismas e as

PRISMAS

Prisma é o poliedro limitado por dois poli-
onos iguais e paralelos e por tantos paralelogra-
Ignos quantos sdo os lados désses poligonos.
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Os poligonos iguais e paralelos chamam-se

bases do prisma e os paralelogramos sio as faces
laterais.

Fig. 416 — Planificagio do
prisma triangular reto,

O prisma se diz tringular, quadrangular, pen-
tagonal, hexagonal, etc., conforme suas bases fo-
rem tridngulos, quadrilateros, pentagonos, hexa-
gonos, etc. P

A fig. 415 representa um prisma triangular, ao
passo que a fig. 417 ¢ a de um prisma hexagonal.

hecennomecosrccn man
.
fearpemmerm e -

Fig. 417

Fig. 418 — Planificagio do
prisma hexagonal reto,

As arestas do prisma que ligam uma base ‘a

outra: chamam-se arestas laterais do prisma.
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Um prisma é reto quando as arestas laterais
sdo perpendiculares as bases (figs. 415 e 417) ; em
caso contrario, éle é obliquo (fig. 419) . .

Quando o prisma é reto, as faces laterais sio
retangulares.

Fig. 419 Fig. 419a — Planificagio do prisma
pentagonal obliquo.

O prisma reto de base regular chama-se prisma
regular; no prisma regular as faces laterais. sao
retangulos iguais. A fig. 417 é a de um prisma
hexagonal regular. ;

A distAncia de uma base a outra do prisma é
a altura do prisma. Para obter a altura de um
prisma, portanto, basta de um ponto qualquer de
uma base tracar uma perpendicular ao plano da
outra base.

Evidentemente, no prisma reto a altura é
igual & aresta lateral; no prisma obliquo é sempre
menor. : ,

Se as bases do prisma também sio parale-
Jogramos, o prisma recebe o nome de paralelepi-

pedo. \
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Como qualquer prisma, o paralelepipedo pode
ser reto ou obliquo, conforme as arestas laterais

Tig. 421

sd0 perpendiculares (fig. 420) ou i 2
bases (fig. 421) . ) e -

Se um paralelepipedo, além de reto tem a
base x‘etapglllal', éle toma o nome de paralelepi-
pedo retangulo (fig. 422) . Neste caso, as faces

cecerscccccen

e stescnmve

" Fig, 422

Fig. 423 — Planificagio do

bloco retangular. 5

iz(t)ﬁ Itlord?s retangulos e, por isso, o paralelepipedo
C%u © também ¢ chamado bloco retangular.
. wlama-se seccdo retq de um pPrisma a seccdo

lana i 3 .
1()fig. 4é)lle)r%)endlcul‘ar as arestas laterais do prisma
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As faces laterais formam a superficie lateral
do prisma; a superficie lateral mais as das bases
formam a superficie total.

Fig. 425 - Fig. 426 — Planificagio do
tronco de prisma hexagonal.

A porcio de um prisma compreendida entre
uma base e uma seccao plana ndo paralela as
bases, mas que corta todas as arestas laterais do
prisma, chama-se {ronco de prisma ou prisma trun-

cado (fig. 425).
PIRAMIDES

Chama-se piramide ao solido limitado por um
poligono qualquer e por triangulos que .tém um
vértice comum. O poligono ¢é a base da piramide;
os triangulos sdo as faces lat(frais e o vértice co-
mum destas é o vértice da piramide.

As arestas que partem do vértice chamam-se
arestas laterais da piramide.



Para desi
esi A e
Tos vértichtiar uma piramide colocamos uma
da base. Na figa S;Eamlde e uma em cada vértice
(ter o cuid - 427 temos a piramide V
. a ABCD
do de ler a letra do vértice da pire‘un?de

Fig. 428 — Planificacio de

Fig. 427
uma piramide quadrangular.

em primeiro lugar A
drilater gar) de vértice V; sua base &
0 ABCD; suas arestas laterais s;:)e 1(;2 qil/lg-

VC e VD: e s
S uas fa e e £
AVB, BVC, CVD e DcsfsAlatelals 830105 trifngulos

A distAncia do vérti
altura da piridm: 0 vertice ao plano d /
obtém paorptgatm ide. A altura de uma p?rz‘ll)r?j ed bl
tice sob nto, tracando a perpendicul fye

re o plano da base (fig. 429) ular do veér-

Uma piramid :
lar, e se diz triangula
gulopilztagonal,.eltc., conforme fba:é guadraqgu_
427 ;‘ep:g quadrilatero, um' pentégonoe ltlm tma.n_

: Quanze:ta ;ma piramide quadrar;g:ilgrA fig.

. a ase d S_A o R .

todas as s da piramide € um trij
niimero d:;?l::‘ces sa? triangulares e, cOII:I(;laEgulo,
430) . Néste caS:)O(’I 3 aslolido se chama te tl’aed:so( Flrg
& quer face pode servi : :
rvir de base.

- =i
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gular quando tem por base
ltura cai no centro da
ces laterais sao

Uma piramide ¢ re
um poligono regular e sua a
base. Na piramide regular as fa

Fig. 430

Fig. 429

estes triangulos tém,

sta altura, igual para
nide regular, cha-

tridngulos isosceles iguais;
portanto a mesma altura. E
todas as faces laterais da piral

ma-se apotema da pir(‘zmide.

i0 do tronco
‘guadrangular de ba-

Fig. 432 — Planificac

Rig. 431 de pirfmxidc
ses paralelas.

ramide compreendida enitre a
]Jana que corta todas as arestas
o de piramide ou piramide

A porgdo de pi
base e uma secgao P
laterais chama-se {ron¢
truncada.
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A’ seccdo pode ser paralela 4 base, ou nio;
daEqul duas espécies de troncos: de bases paralelas
(fig. 431) e de bases ndo paralelas (fig. 433) .

%

LI

Fig. 433

Fig. 434 — Planificacio do tron-
co de piramide hexagonal de
bases nio paralelas,

I\Io tronco de piramide de bases paralelas, es-
tas sa0 poligonos semelhantes e as faces laterais
sao trapézios simétricos todos iguais entre si. A
altura désses trapézios ¢ o apdtema do tronco.

QUESTIONARIO
Que é um prisma?
Que forma tém as faces laterais do prisma?
Como se denominam os prismas quanto as bases?

ngndo € que o prisma se diz reto? e quando é
obliquo? '

- oo IV

Nl ey O

<o

11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.

20.
21.°
22.
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Que forma tém as faces laterais do prisma reto?
Que ¢ um prisma regular?

Quando a base do prisma também é paralelogramo
como se chama éle?

Como se classificam os paralelepipedos?

Que ¢ um bloco retangular?

Que é um tronco de prisma ou prisma truncado?
Como se pode obter a altura de um prisma?

Que ¢ seccdao reta de um prisma?

Que ¢ piramide?

Como se designa uma piramide?

Como se classificam as piramides quanto as bases?
Que é altura da piramide?

Quando se diz que a pirdmide ¢é regular?

Que outro nome tem a pirimide de base triangular?
Que ¢ apotema da piramide?

Que é tronco de piramide ou piramide truncada?
. Como pode ser o tronco de piramide?

Quando o tronco de piramide ¢ de bases paralelas,

que relacdo ha entre as bases e que forma tém as
faces laterais?



CAPITULO -XVIII
Cilindro — Cone — Esfers,

CILINDRO

Chama-ge Superficie cilindrica 3 superficie ge-
rada por uma rets (geratriz) que se move apoiada
Numa curva fixa (di-
retriz) e conservando-
Se paralela a uma dire-
cao dada (fig. 435).

O sdlido limitado
Por uma superficie ci-
lindrica e por dois pla-
os  paralelos ¢ um
cilindro (fig. 436). Se
estes planos, que sio as
bases do cilindro, fo-

Fig. 435 Tem perpendiculares a
Al geratriz da superficie
cilindrica, o cilindro é reto: em €aso contrario, é
O_b{l'quo. A distancig entre as bases ¢ 5 altura do

Vejamos Particularmente o cilindro reto de
ase circular, jsto ¢, Cuja base é um circulo.

|

Vi

e
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O cilindro reto de base circular é o sélido ge-
rado pela revolu¢do completa de um retingulo ein
torno de um de seus lados. Assim, o retingu 0

Fig. 438

Fig. 437

oy o

4BCD, girando em torno de BC, gEI(‘ia 111313 ‘2::13)1;_

reto de base circular (fig. 437) : o 18. o S St

10 do qual o retangulo gira, ¢ o eizo; o lad Ay

que vai gerar a superficie- cilindrica é 2 Dg e
triz; os circulos gerados pelos lados AB e

as bases do cilindro. : Tave
No cilindro reto de base circular a altu

Igual 3 eratriz. A i

Trofco de cilindro. — A porgac; ;leei: g(;l(l)n;)(};c_)
Compreendida entre uma base e unzorta ceoiple
Na nio paralela as bases, mas qui(;,indm ey
geratrizes, chama-se fronco de ¢

dro truncado. (fig. 438)-

CONE

icie coni ig. 439) a super-
- erficie conica (fig. ) ‘
ficiecéleiglgasi)zipmﬁa reta movel (geratrzz). que
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bassa por um ponto fixo (vértice) e se apoia sdbre
uma curva fixa (diretriz) .

O solido limitado por
uma superficie conica e
por um plano que corta
todas as geratrizes da su-
perficie conica ¢ um cone
(fig. 440). O plano é a base
do cone. A distancia do
vértice ao plano da base
¢ a altura do cone (AB
na fig. 440)

O cone mais comumen-
te encontrado é o cone reto
de base circular,

O cone reto de base circular ¢ o solido gerado
pela revolucio completa de um tridngulo retan-
gulo que gira em torno de um dos catetos. Assim,

Fig. 439

Fig. 442

o tridngulo retdngulo A0S (fig. 441), girando em
torno de 0Os, S€rou um cone reto de base circular,
Neste caso, OS ¢ o eixo; a hipotenusa, que gera g

°
“

-
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A . . S é o veér-
superficie conica, ¢ a geratriz do ci)ne(;u“‘o cateto
o ST ‘irculo gerado pelo
lice do cone; o eir g
(40) ¢ a base do cone. iy o o
No cone reto de base circular, a ¢ tro da base
' . . centr :
funde com o eixo e cai, por ta.nlo,llll(') L: altura nio
Quando, embora de base circular, ¢ ¢

g iquo (fig. 440) .
cai no centro da base, o cone ¢ obliqu (g
Tronco de cone.

5 ; A2
__ A porcao de (.olne cc:;:le
, secciio plana
Preendida entre a base e uma se('.g_illml
i é
corta todas as geratrizes do cone,

tronco de
¢one ou cone truncado. e paralellas
v 0ac - = a-
O tronco de cone P me a Seccio p
ou de bases nao paralelas, conform

~ : do cone.
i FogRaiaiclalonn g ta l()lzclasle)'lses paralelas pode
eto é
O tronco de cone r

‘1:da cerado pela re-
Ser considerado como uin Sollg;)iob?eténg{)ﬂo (I.ue
volugdo completa de um tmcll)icula' as bases (fig.
gira em torno do lado perpen o eixo do tronco.
442) | Este lado do trapézlo ¢

lano passa

Seccs snicas. — Quando um pcg:{10 fes
ecgdes cod . 54 5
Pelo eixo do cone .

Fig. 443

lano nao
A : mas se o P g
tridngulo isésceles (fig- 1143) '+4 uma curva de as
sxoalseceag Sela 50 do referido
II;anar pelo eikc(’)nforme a inclinaga
€cto variave
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plano sobre o eixo. As cury

as assim determinadas
s@o chamadas

seccoes conicas.

Se o plano secante for perpendicular
a seccao serd um circulo (fig. 444) .

Se o0 plano secante for
cortar todas as geratr
elipse (fig. 445)

ao eixo,

obliquo ao eixo, mas
izes, a seccao sera uma

Fig. 445

Fig. 447

Se o plano secante for par
triz do cone, a seccao ser

Finalmente, se o pl
duas geratrizes,
(fig. 447) .

alelo a uma so gera-
4 uma pardbola (fig. 446).
ano secante for paralelo a
a4 seccdo serd uma hipérbole

ESFERA

Esfera ¢ o solido ger

ado pela revolucio com- -
pleta de um semi-circulo

em torno do seu didme-
tro (fig, 448) .
A semi-circunferéncia gera uma superficie re-
donda,

que € a superficie esférica.
Podemos dizep que a

; superficie esférica ¢é
aquela cujos pontos Sdo todo

s equidistantes de um

o

§

R
—-—-—l-—' 4--_6—)‘——')5‘"“"4 ——

i.jA
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. . sfera. Essa dis-
ponto interior, que é o ceniro da (::)f a0 SupAcs
tAncia constante de qualquer p(fm O raio da es-

3 i . : era.
Ao -entro ¢ o raio da esfera % ;
esférica ao centro ¢ 01 1 ao do circulo gerador
fera ¢ evidentemente 1gua

Fig. 449

Fig. 448

a ; ma es-
Sm- iametro de u
Shertaicn Obtemtze ccilgmado compasso es-
i 1en oues;
fera com um instrumel g cani R
férico (fig. 449) também an lférica
¢ ficie es :
i obre a supertic i
encias sobre ; s
o da seccdo plana da esfera é um czrcgirculo
s LRl
s assar pelo centro, a sec¢ao ¢ ul; glzenlo
G pesmo raio da esfera e se chamt ololo
; i na ntr
o n(fiff 450) ; si ndo passar pfelo c: 1 ;hama
maciz”:eié n?enor do que o da esfera
4 ig. 451) . |
] enor (fig. : s
P redo que o plano secgnte: s(cla af:té i
A propor¢ da seccdo vai diminuindo, au ;111 i
e Sl onto. Nesta posi¢ao limite diz o8
it urz })angentc a esfera, s6 tendo ct:ontl es
Ty pltan:;omum chamado ponto de contacto.
g pon10 o tangente a esfera é perpctandlcular ao
o ntacto. ‘
raio q&)e termina no ponto de co



